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SOZBASY

Berkarar dowletin bagtyyarlyk dowriiniii batly gadamlary bilen
barha téze belentliklere galyan Garassyz, hemiselik Bitarap Tiirkme-
nistanda kémil bilim-terbiyeli nesil yetisdirmek ii¢in alnyp barylyan
islerin gerimi barha ginelyar. Talyplaryin ukyp-basarnyklaryny yo-
karlandyrmak, olary ylmy-doredijilik isine ugrukdyrmak maksady
bilen bilim ulgamyndaky diiypli 6zgertmeler giiycli depginler bilen
dowam etdirilydr. Bu 6zgertmeleriit bas maksady yaslara diinyanin
in Osen talaplaryna layyk gelyédn bilim ulgamyny elyeterli etmekden
ybaratdyr.

Tiirkmenistanyn Prezidenti hormatly Gurbanguly Berdimuhamedow:
«Dowletimizi mundan beyldk-de 6sdiirmek we 6zgertmek yolundaky
maksatnamalarymyzy durmusa gegirmekde bilim ulgamynda zahmet
cekyidn mugallymlaryn uly payy bardyr» diyip belleyédr. Hormatly
Prezidentimizin 6nde goyan bu meselelerini durmusa gegirmekde
talyplarynn dowrebap okuw kitaplary bilen iipjiin bolmagy wajypdyr.

Yokary okuw mekdepleriniii ykdysadyyet hiinirinde okayan
talyplaryfi matematiki sowatlylygyny kimillesdirmekde «Ahtimallyk-
lar teoriyasy we matematiki statistika» dersiniii &hmiyeti 6rdn uludyr.
Onun sebibi jemgyyetde, ylymda we tehnikada, oniimgilikde, halk
hojalygyny dolandyrmakda matematiki modelirlemegin, caklamalary
we statistiki seljermeleri ge¢irmegin wajyp bolup duryandygyndan
ybaratdyr. Ondan basga-da, sahsyyeti kemala getirmekde, onda ylmy
diinydgaraysy terbiyelemekde, olaryni umumy ylmy, logiki we algo-
ritmiki pikirlerini 6sdiirmekde yorite amaly meseleleri, talyplaryn ge-
lejekdéki hiinérleri bilen bagly meseleleri ¢ozmekde bu dersini ayra-
tyn orny bardyr.

Bu okuw kitaby birnid¢e yyllaryn dowamynda Tiirkmen oba
hojalyk uniwersitetininn ykdysadyyet fakultetiniii talyplaryna okady-
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lyp gelinyin «Ahtimallyklar teoriyasy we matematiki statistikay
dersininn esasynda doredi. Ol yokary okuw mekdeplerinin ykdy-
sadyyet hiindrinin talyplary tigin niyetlenendir. Bu kitap iki bolim-
den ybaratdyr. Birinji boliim &htimallyklar teoriyasynyn esaslaryny
0z i¢ine alyar. Bu bdliim iki bapdan ybarat bolup, birinji bapda t6tén
wakalar we olaryn iistlindéki amallar hem-de wakalaryn arasyndaky
gatnasyklara garalyp gecilyar.

Ikinji bapda bolsa totan ululyklar diisiinjesine seredilyar. Totin
ululyk diistinjesi dhtimallyklar teoriyasynyn fundamental diistinjesi
bolup, amaly meseleler ¢oziilende uly dhmiyete eyedir. Diskret we
iizniiksiz totdn ululyklaryn paylanys kanunlary, olaryn san hisiyet-
lendirijileri ginigleyin beyan edilydr. Uly sanlar kanunyna degisli
densizlikler we teoremalar subut edilyar.

Kitabyn ikinji boliimi matematiki statistika bagyslanan. Bu boliim
hem iki bapdan ybaratdyr. Birinji bapda saylama usulynyn esaslary,
statistiki paylanys we onun san hisiyetlendirijileri: ortaca ululyklar,
dispersiya, asimmetriya we eksses, merkezi we teoretiki momentler
hem-de paylanysyn parametrlerine statistiki baha bermek 6wrenilyér.

Ikinji bapda korrelyasion teoriyanyn elementlerine seredilyér.
Korrelyasion baglanysygyn meseleleri getirilip gorkezilyér, ¢yzykly
korrelyasiyanyn denlemeleri getirilip ¢ykarylyar. Korrelyasiyanyn say-
lama koeffisiyentininn hdsiyetleri, korrelyasion gatnasyk, egricyzykly
korrelyasiya barada maglumatlar berilyar.

Kitapda teoretiki materiallar meseleler bilen berkidilyér. Her bo-
limde 6zini barlamak ti¢in soraglar yerlesdirilen.

Ondan basga-da, her boliime degisli yeterlik sanda meseleler we
goniikmeler yerlesdirilip, olar degisli jogaplar bilen iipjiin edilendir.
Bu bolsa yorite meseleler kitabyna bolan zerurlygy aradan ayyryar we
teoretiki materialyn 6zlesdirilmegine yardam edyar.



GIRIS

Bizin glindelik durmusymyzda we 6niimgilikde, tebigaty dwren-
mekde, ykdysadyyetde, oba hojalygynda hem-de ylmyn beyleki pu-
daklarynda dus gelyén hadysalaryn, wakalaryn kopiisi totédnleyin ha-
siyete eyedir. Eger totidn hadysa diiie bir gezek dus gelinyén bolsa,
onufi gelejegi barada takyk bir pikir yoredip bolmayar. Yone hady-
salar (wakalar) liytgemeyin sertlerde kop gezek gaytalanyan bol-
sa, onda bu hadysany sanlaryn komegi bilen, yagny mukdar taydan
owrenmek bolar.

Matematiki ylymlaryn uly masgalasynda tétanleyin bolup gegyin
real hadysalaryn matematiki modellerini peydalanyp, kopciilikleyin
totdn wakalardaky kanunalayyklyklary owrenydn ylym &htimallyk-
lar teoriyasydyr. Modeli gurmaga girisilende 6wrenilyén hadysalaryi
(wakalarynl) it wajyp ayratynlyklaryny goz oniinde tutup, ikinji de-
rejelilerini hasaba alman galdyrmaly bolyar. Eger biz hemme sertleri
we ayratynlyklary hasaba alsak, seyle model 6rdn ¢ylsyrymly bolup,
ony peydalanmak kyn bolardy. Diymek, matematiki model diiziilende
owrenilyén proses barada maglumatlaryii doly bolmazlygyny hem-de
modelinn yonekey bolmagyny we 6wrenmek iicin amatly bolmagyny
g6z oniinde tutmak zerurdyr.

Ayratyn hem oba hojalyk hadysalary dwrenilende bu yagdayy
hasaba almaly bolyar, sebidbi bu yerde kop sanly 6zara baglanysykly
we goniimel gozegeilik edip bolmayan faktorlara kdp dus gelinyar.
Meselem, aga¢ nahallary oturdylanda, tohum sepilende, nahallar we
tohumlar birmenzes sertlerde ekilyédr diylip hasap edilyér. Olaryn
hil ayratynlygy, ekilis sertleri we basgalar goz oniinde tutulmayar.
Hakykatda bolsa, nahallaryn we tohumlaryn hili, olaryn ekilis sertleri
birmenzes bolmayar.



Tenne oklananda iki sany waka — sanyn ya-da sekilin diismegi
g0z oniinde tutulyar, onun dik durmagy ya-da synagyn netijesinde yi-
tip gitmegi goz o6niinde tutulmayar.

Sonui {igin dhtimallyklar teoriyasy ayratynlykda alnan bir wa-
kanyn yiize ¢ykjagyny ya-da ¢ykmajagyny oOniinden aydyp bilmeyér.
Yone sol bir sertlerde kop gezek gaytalanyan totéan wakalardaky ka-
nunalayyklyklary 6wrenmek bilen mesgullanyar.

Ahtimallyklar teoriyasy tebigy bilimlerifi we tehnikanyn diirli
pudaklarynda, kopgiilige hyzmat edis teoriyasynda, teoretiki fizikada,
geodeziyada, awtomatiki dolandyrys teoriyasynda we ylmyn beyleki
diirli pudaklarynda ginden ulanylyar.

Ondan basga-da, bu teoriyanyn ulanylyan it wajyp ugurlarynyn
biri ykdysadyyetdir. Jemgyyetin 0smegi bilen halk hojalygy has
cylsyrymlagyar, diymek, durmus-ykdysady yagdaylary hisiyetlendir-
yén statistiki gorkezijiler hem ¢ylsyrymlasyar.

Bu bolsa statistiki analizin we ¢aklamalaryin guraly hokmiinde
dhtimallyklar teoriyasynyn we matematiki statistikanyn usullaryny
ulanmaklyga getiryér.

Matematiki statistika hazirki wagtda senagatda, oba hojalygynda,
fizikada, himiyada, biologiyada, lukmangylykda, meteorologiyada,
gidrotehnikada, meliorasiyada, lingwistikada we basga ylymlarda
ginden ulanylyar.

Ahtimallyklar teoriyasyna degisli ilkinji diisiinjelerifi déreme-
gi humar oyunlarynyn teoriyasyny doretmek boyunca ilkinji syna-
nysyklar bilen baglydyr (Kardano, Gyugens, Paskal, Ferma we bas-
galar XVI-XVII asyrlar).

Ahtimallyklar teoriyasynyii dsiisinin taryhy Yakow Bernullinii
(1654-1705) ady bilen baglydyr. Onun subut eden teoremasy sofira
«Uly sanlar kanuny» adyny almak bilen, onki toplanan faktlaryn teo-
retiki taydan esaslandyrmasy boldy.

Ahtimallyklar teoriyasynyh sotiky osiisleri Muawryi, Laplasy,
Gaussyn, Puassonyn we beylekilerin isleri bilen baglydyr.

Ahtimallyklar teoriyasynyfi matematiki ylym bolup, durnukly
Osiis yolyna diismeginde P.L. Cebysewin (1821-1894) we onun okuw-
cylary A.A. Markowyil (1856—-1922) we A.M. Lyapunowyn (1857—
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—1918) isleri uly ahmiyete eyedir. P.L. Cebysew uly sanlar kanunyny
gineltdi we umumylasdyrdy, ondan basga-da ol, dhtimallyklar teo-
riyasyna ilkinji bolup momentler usulyny girizdi.

A.A. Markow &htimallyklar teoriyasynyn tdze sahasynyi — Mar-
kow zynjyrlary teoriyasynyi diiybiini tutujydyr. Bu teoriya hazirki
dowiirde dhtimallyk teoriyasynyii pajarlap dsyén ugrudyr. Ahtimal-
lyklar teoriyasynyin merkezi predel teoremasynyil has umumy sert-
lerdéki subudy A.M. Lyapunowyn ady bilen baglydyr.

Ahtimallyklar teoriyasynyn we matematiki statistikanyfi sotiky
Osiislerini rus sowet matematikleriniii atlary bilen baglanysdyrmak
bolar (C.N.Bernsteyn, B.I.Romanowskiy, A.N.Kolmogorow,
A.Y.Hingin, B.W. Gnedenko, A.W. Skorohod we basgalar).



I boliim

AHTIMALLYKLAR
TEORIYASY
I bap
TOTAN WAKALAR.
WAKANYN AHTIMALLYGY

§1. Totin waka we dhtimallyk diisiinjesi

Ahtimallyklar teoriyasynyt esasy diisiinjeleriniii biri tétin waka
(ya-da yone waka) diisiinjesidir. Waka diylip, tejribdnin (synagyi,
eksperimentiil) netijesinde yiize ¢ykyan ya-da yiize ¢ykyp bilmeyén
islendik fakta aydylyar. Meselem: oynalyan kubjagaz (granlarynda
birden alta ¢enli sanlar yazylan kubjagaz) oklananda altylygyn diis-
megi, tehniki enjamyn is wagtynda hatardan ¢ykmagy, teiifie oklanan-
da sanyn diigmegi, maggalada birinji doglan ¢caganyn oglan bolmagy,
totdnleyin alnan onlimin standarta gabat gelmegi totdn wakalardyr.

Wakalar bilen kabir sanlary baglanysdyryarlar, ol sanlar bu wa-
kalaryil yiize ¢ykmagynyn obyektiw miimkingiligini hésiyetlendir-
yérler we wakalaryn dhtimallyklary diylip atlandyrylyar.

Ahtimallyk diisiinjesine birnice usul bilen ¢emelesilyir. Ola-
rynl biri klassyky usul bolup, ol synagyn netijesinde wakanyn yiize
cykmagyna yardam edyédn wakalarynl sanynyii deimiimkingilikli wa-
kalaryii umumy sanyna bolan gatnagygyna esaslanyar.

Beylekisi statistiki usul bolup, ol synaglaryn uly seriyasynda
wakanyn yygylygy diislinjesine esaslanyandyr. N sany synaglaryii se-
riyasynda wakanyn yygylygy diylip, berlen wakanyn yiize ¢ykan sy-
naglarynyn sanynyn synaglaryi umumy sanyna bolan gatnagygyna
aydylyar. Synaglaryii N sanynyn artmagy bilen otnositel yygylyk bir
hemiselik ululyga ymtylyar. Bu ululyga wakanyn dhtimallygy diyilyar.

Matematikanyi bir boliimi gorniiginde dhtimallyklar teoriyasy aksi-
omalara we kopliikler teoriyasynyi elementar diisiinjelerine esaslanyar.
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§2. Kopliikler teoriyasynyi esasy diisiinjeleri

Kopliik diylip, islendik erkin obyektlerin toplumyna aydylyar,
sallary: berlen yokary okuw jayynda okayan talyplaryn kopliigi, 100-
-den uly bolmadyk natural sanlaryii kopliigi, tekizlikde radiusy bire
dent bolan we merkezi koordinata baslangyjynda bolan toweregii
icinde yatyan nokatlarynl kopliigi.

Kopliikler bir uly harp bilen ya-da onunl elementlerininn sanawy
bilen berilydr. Meselem, 1-den 100-e ¢enli natural sanlaryn kopliigi

A=1{1,2,3,..,100} = {i—bitin, 1 <1< 100} gorniisde berilyar.

Tekizlikde merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan tegele-
gin icinde we ¢dginde yatyan nokatlar C = {x* + )* < R?} kopliik
gorniisinde berilyér. Bu yerde x we y-nokadyn dekart koordinatalary,
R-tegelegin radiusydyr.

Elementlerin sanyna gora kopliikler tiikkenikli we tiikeniksiz kop-
likklere boltinyar. 4 = {1, 2, ..., 100} tiikenikli kopliik, onunt 100 ele-
menti bar. Hemme natural sanlarynt N = {1, 2, ..., n...} kopliigi we
jubiit sanlaryn N, = {2, 4, ..., 2n, ...} koplikleri tiikeniksiz koplikler-
dir. Eger tiikeniksiz kopliigit hemme agzalaryny kesgitli yzygiderlik
bilen sanap bolyan bolsa, onia hasaply kopliik diyilyéar (yokarda geti-
rilen N we N, kopliikler hasaply kopliiklerdir).

C = {x* + y* < R*} kopliik tiikkeniksiz kopliik bolsa-da, ha-
saply déldir (onuii elementlerini bir-birinifi yzyndan belgildp
bolmayar).

A we B iki kopliigint gabat gelmegi iicin olar sol bir elementler-
den ybarat bolmalydyr (kopliiklerii gabat gelmegi 4 = B gorniisde
belgilenyir). Meselem, x* — 5x + 4 = 0 denileménin kokleri {1, 4} kop-
liik bilen gabat gelyar.

a € A yazgy: a obyektin 4 kopliigin elementidigini ailadyar,
gy obyektin 4 kopliige degisli déldigini anladyar.

Bos kopliik diylip, hic¢ bir elementi 6ziinde saklamayan kopliige
aydylyar we & gorniisde belgilenyér. Meselem, x? + y* <— 1 densizligi
kanagatlandyryan nokatlaryn kopliigi bos kopliikdir: {x*+)*<—1} =
Hemme bos kopliikler bir-birine ekwiwalentdir.
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Eger B kopliigin hemme elementleri 4 kopliige girydn bolsa,

......

A 2 B gorniisde belgilenyar).
Mysallar:

(1,2, .., 100} < {1,2,..1000}, x>+ )2 < 1} C x>+ )2 <2}.

Bos kopliik islendik kopliigin bolek kopliigi hasap edilyér:

D A.

Kopliiklerin degisliligini geometrik taydan sekillendirmek bolar.
Bu yagdayda kopliiklerin elementleri bolup tekizligiii nokatlary hyz-
mat edyaér.

(I-nji suratda B kopliik 4 kopliigin bolegidir)

@ P

%
1-nji surat 2-nji surat 3-nji surat

A+B

A we B kopliiklerin birlesmesi (jemi) diylip, C = 4 + B kopliige
aydylyar. C kopliik 4 kopliigin elementlerinden we B kopliigin ele-
mentlerinden hem-de 4 we B kopliiklere degisli bolan elementlerden
ybaratdyr. Gysgaca aydylanda, iki kopliigin birlesmesi kopliiklerin il
bolmanda birine degisli bolan elementleriii toplumydyr.

Mysallar:

{1, 2, ..., 100} + {50, 51, ..., 200} = {1, 2, ..., 200}
{1,2,..,100} + {1, 2, ..., 1000} = {1, 2, ..., 1000}
{1,2,..,100} + d={1, 2, ..., 100}

A we B kopliigin birlesmesi 2-nji suratda sekillendirilen. Berlen
kopliiklerin islendik sanynyn birlesmesi yokardaka menizes kesgit-
lenyér:

A+A,+..+4 = 4.
i=1

Bu koplik 4, 4,...4, kopliklerifi it bolmanda birine degisli bo-
lan elementlerden ybaratdyr.
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A we B kopliiklerin kesismesi (kopeltmek hasyly) diylip, bir
wagtda 4 kopliige we B kopliige degisli bolan elementlerden diiziilen
D = AB kopliige aydylyar. Mysallar:

(1,2, ..., 100} - {50, 51, ..., 200} = {50, 51, ..., 100}
(1,2,..., 100} - {1,2, ..., 1000} = {1, 2, ..., 100}
(1,2,..,100} - @ =@

Iki kopliigin kesismesi 3-nji suratda sekillendirilen.
Islendik sandaky kopliiklerin kesigsmesi yokardaka menzes kes-
gitlenyér:

A AyA, =[] A.
i=1

Bu kopliik bir wagtda 4, 4,, ... 4, kopliiklere degisli bolan ele-
mentlerden ybaratdyr. Eger AB = & bolsa, kopliikler kesismeyirler,
yagny olarynh umumy elementleri yokdur.

Kopliikler teoryasyndan getirilen bu maglumatlar &htimallyk
teoryasynyn gurlusynyn teoretiki-kopliikler sistemasynda peydalan-
mak ti¢in yeterlikdir.

§3. Totin wakalar we olaryn arasyndaky gatnasyklar.
Elementar wakalaryn ginisligi

On belleysimiz yaly, dhtimallyklar teoriyasynda ilkinji esasy
diisiinje totdn waka digiinjesidir. Gozeggiligin ya-da synagyn netije-
leri waka diylip atlandyrylyar. Wakalar latyn elipbiyinii 4, B, C, D,...
bas harplary bilen belgilenyar.

Wakanyn yiize ¢ykmagy ticin kesgitli sertler toplumynyn yerine
yetmegi zerurdyr.

Nysana ok atylanda atmaga tayyarlyk gérmek, tiipenie ok salmak,
nysana almak (sertler toplumy), tlipeiiin gulagyny gysmak-synag, ny-
sana degmek ya-da degmezlik — waka.

Wakalar 6z arasynda birndge gorniislere boliinydr, Hokmany
waka, miimkin dil waka, totdn waka.

Hokmany waka diylip, berlen sertlerde synagyn netijesinde hok-
man yiize ¢ykyan waka aydylyar. Meselem, oynalyan kubjagaz okla-
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nanda yediden kici sanlaryn birinint diismegi hokmany wakadyr. wt-san
irrasional sandyr — hokmany waka. Natural sanlaryn hatarynda jiibiit
sanlar bar — hokmany waka.

Miimkin dil waka diylip, sertler toplumynyn yerine yetmegi ne-
tijesinde berlen synagda yiize ¢ykyp bilmeyian waka aydylyar. Mese-
lem, icinde dinie ak sarlar bolan gapdan gok saryn alynmagy, elektrik
zynjyrynda tok yok wagty ¢yranyn yanmagy, iic gezek ok atyp bis
gezek nysana degmeklik — miimkin dil wakalardyr.

Totéan waka diylip, sertler toplumynyi yerine yetmegi netijesin-
de yiize ¢ykyp bilydn ya-da yiize ¢ykyp bilmeyén wakalara aydylyar.
Meselem, oynalyan kubjagaz oklananda ték sanyn diismegi, tenie
oklananda sanyn diismegi totdn wakalardyr. Totdn wakalar hakynda
giirrin edilende synagyn ya-da gozeggiligin netijesini Oniinden
aydyp bolmayanlygy gbz oniinde tutulyar. Eger synagyn netijesini
ontinden aydyp bolyan bolsa, seyle wakalara determinirlenen waka-
lar diyilyar.

Ahtimallyklar teoriyasynda determinirlenen dil totin wakalar
owrenilyar. Berlen synagda iki sany 4 we B wakanyn biriniil yiize
c¢ykmagy beylekisinin yiize ¢gykmagyny ret edyin bolsa, onda bu wa-

......

......

diismegi, B-sekilin diigsmegi sygysyksyz wakalardyr.

Eger sertler toplumynyi yerine yetmegi netijesinde 4 we B wa-
kalarynl yiize ¢cykmagynyn birmenzes miimkingiligi bar bolsa, olara
nanda sanyn ya-da sekilin diismegi, oynalyan kubjagaz oklananda
birden alta ¢enli ogkolaryn islendik birinin diismegi denmiimkingi-
likli wakalardyr.

Eger topardaky wakalaryn haysy-da bolsa biriniil yiize ¢ykmagy
hokmany waka bolsa, onda ol wakalara yeke-tdk miimkingilikli wa-
kalar diyilyar. Teniie oklananda A-sanyn diismegi, B-sekilin diismegi
yeke-tdk miimkin bolan wakalardyr.

Y eke-tik miimkin bolan wakalaryi kopliigine sygysyksyz waka-

......
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Eger 4, 4,, ..., A wakalaryn synagyi netijesinde diiie biri hok-
man yilize ¢ykyan bolsa, onda olar sygysyksyz wakalaryii doly to-
paryny emele getirydrler. Meselem, oynalyan kubjagaz oklananda
yuze gykyand ,A4,,4,,4,, A, A, wakalar doly topary emele getiryarler.

Eger A we 4 wakalar yeke-tdk miimkin bolan wakalar bolup, doly
selem, bir gezek ok atylanda yeke-tdik miimkin bolan wakalar: 4-ny-
sana degmek, A -nysana degmezlik. Sygysyksyz, defimiimkingilikli,
yeke-tak miimkingilikli, doly topary emele getirydn wakalaryn gi-
nisligine elementar wakalaryn ginisligi ya-da elementar wakalaryn
yar. Her elementar waka elementar wakalaryn ginisliginde nokat hok-
miinde garalyar. Elementar wakalaryn ginisligini Q bilen belgilalini.

Eger w bu ginisligin elementar wakasy bolsa, w € Q gorniisde
belgilenyir. Elementar wakalaryn ginisligi yokardaky yaly kesgitle-
nen bolsa, onda ony diizyidn v, ®,,... @_wakalara yagdaylar (mim-
kingilikler) diyilydr, synaga bolsa yagdaylar shemasyna getirilyin
toplumy gorniisinde anlatmak bolar. Meselem, her synagda doreyin
yvagdaylar elementar wakadyr. Tenifie oklananda doreyian yagdaylary
iki sany elementar waka bolmek bolar: sanyn diismegi we sekilinl diis-
megi. Elementar wakalaryn ginisliginin mysalyna seredelin.

Tenne ti¢ gezek oklananda asakdaky elementar wakalar yiize
cykyar:

w, = {sss}, w, ={ssy}, w, ={yss}, w, = {Jys}, w, = {Psy), w, = {sys},
w, =0yt w ={syy}.
(bu yerde s-san, y- yadygérlik).

Eger A wakanyn yiize ¢ykmagy bilen B waka-da yiize ¢ykyan
wakanyn hususy haly diyilydr we asakdaky yaly belgilenyér 4 c B.

Eger A < B we B — A4 bolsa, onda 4 we B wakalara dengiiycli,
Ozara ekwiwalent wakalar diyilydr we 4 = B goOrniisde belgilen-
yar. Meselem, totanleyin bir hakyky san bellenildi, Q = {— oo, + oo},
A = {bellenen san 3-e boliinyér}, B = {bellenen sanyn sifrlerinin jemi
3-e bollinyér}, bu yerde 4 = B.
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Asakdaky wakalary denesdirelin:

A — kubjagaz oklananda ikilik sanyi diismegi;

B — kubjagaz oklananda jiibiit sanyn diismegi.

Bu yerde eger 4 waka ylize ¢ykyan bolsa, B waka hem yiize
¢ykyar. Bu fakty 4 — B gorniisde anlatmak bolar. 4 waka B wakanyn
hususy halydyr, sebdbi B waka ti¢ elementar wakadan, 2, 4, 6 sanlaryn
diismeginden, 4 waka bolsa difie bir 2 sanyn diismeginden ybaratdyr.

Mysala seredelin: 4 — yagys yagyar, B — howa bulutly.

Bu yerde B waka A wakanyi hususy halydyr. Yagys yaganda
hemise howa bulutly bolyar, yone bulutly howa yagsyn yagmagyny
anlatmayar.

Hemme elementar wakalary 6ziinde saklayan, yagny elementar
wakalaryn Q ginigligi bilen gabat gelyian waka hokmany wakadyr. Hig
bir elementar wakany 6ziinde saklamayan bos kopliik & miimkin dal
wakadyr.

§4. Wakalaryi iistiinde amallar

Wakalaryi iistiinde amallar kopliiklerin iistiindiki amallara men-
zes kesgitlenyar.

1) Wakalaryn birlesmesi (jemi).

A we B wakalara seredelin. 4 we B iki wakanyn birlesmesi, (jemi)
diylip, bu wakalaryn inn bolmanda birinini yiize ¢ykmagyndan ybarat
bolan C waka aydylyar we asakdaky yaly belgilenyér (4-nji surat):

AuB=C yada A+B=C.

Birndge 4, 4,, ..., A, wakalarynl jemi diylip, bu wakalaryn ifi

bolmanda, birinin yiize ¢cykmagyndan ybarat bolan D waka aydylyar

we asakdaky yaly belgilenyar:
E
/

4-nji surat 5-nji surat

18



D=4, 04,0..UAd yada D=A+A,+..+A =D A.
i=1

Mysala seredelifi: 1) Oynalyan kubjagaz oklanyar. w, U @, U w,
waka, ,, ,, w; wakalaryf ifi bolmanda birinifi ylize gykmagyny, ték
sanlaryin diismegini anladyar. Sonun iigin

D=co1+a)3+a)5.

Eger A we B sygysyksyz wakalar bolsa, onda wakalaryn bir
wagtda yiize ¢ykmagy miimkin déldir, sonun {i¢in wakalaryin 4 + B
jemi A wakanyn ya-da B wakanyn yiize ¢cykmagyndan ybaratdyr.

2) Wakalaryn kesismesi (kopeltmek hasyly).

A we B iki wakanyn kesismesi diylip, bu wakalaryn bir wagtda
yiize ¢gykmagyndan ybarat bolan C waka aydylyar we asakdaky yaly
belgilenyér (5-nji surat):

ANB=C ya-da AB=C.

Birndge 4, 4,, ..., A wakalaryn kesismesi diyip, bu wakalaryi
bilelikde yilize ¢ykmagyndan ybarat bolan waka aydylyar we

AA, . A, = ]]A4, gorniisde belgilenyar.
i=1

Meselem, nysana li¢ ok atylyar diyip hasap edip, asakdaky wa-
kalara seredelin:

B, — birinji okuil nysana degmezligi;

B, —ikinji okun nysana degmezligi;

B, —liglinji okufi nysana degmezligi.

Onda B = B, B, B, waka bir gezegem nysana degmezligi afiladyar.

Kopleng ¢ylsyrymly wakalary yonekey wakalaryn iisti bilen an-
latmaly bolyar. Seyle bolanda wakalary gosmak we kopeltmek diiz-
giinlerinden peydalanylyar.

Meselem, nysana ii¢ gezek ok atylanda asakdaky elementar wa-
kalaryn yiize cykmagy miimkin:

A, — birinji gezek nysana degmek;

A, — birinji gezek nysana degmezlik;

A, — ikinji gezek nysana degmek;
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Xz — ikinji gezek nysana degmezlik;

ﬁ — liglinji gezek nysana degmek;

A, —liglinji gezek nysana degmezlik.

Ug gezek atylanda diiie bir gezek nysana degmekden ybarat
bolan B waka seredelinn. Bu yerde B wakany elementar wakalaryn
asakdaky kombinasiyasynyn {isti bilen afilatmak miimkin:

B = AIKZE + X1Azx3 + XlA_sz

Ikiden az bolmadyk gezek nysana degmekden ybarat bolan C
waka agakdaky gorniisde anladylyar:

C=AAA +AAA +AAA +AAA,.

Cylsyrymly wakalaryil elementar wakalaryn isti bilen anla-
dylysynyi seyle usullary dhtimallyk teoriyasynda kop ulanylyar.

A we B iki wakanyn tapawudy diylip, 4 wakanyn yiize ¢cykyp,
B wakanyn yiize ¢ykmazlygyndan ybarat bolan C waka aydylyar we
C=A4-B ya-da 4 =B + C gornlisde belgilenyar.

Wakalaryi {istiinddki amallaryn diizgilinine seredelin.

lLA+A=4 10.40=0
22A+B=B+4 11.A+0=0
3.4+B+C)=(A+B)+C 12.40=4
4. AB = BA 13.0=0
5.A4=A 14. 4+ 4=0
6.4 (BC) = (4B) C 15.4=4
7.4 (B+C) = AB + AC 16. A4 =
8.A+(BC)=A+B)(A+C) 17.40=A.
9.4+D=4

§5. Wakanyi dhtimallygy
Wakalara seredip olarynn her birinint yiize ¢ykmak miimkin-
ciliginin dirlidigini goryaris. Wakalaryn miimkingiligini san taydan
deniesdirmek ti¢in olaryn her biri bilen kesgitli bir sany baglanys-
dyryarlar, ol san nédge uly bolsa wakanyn yiize ¢cykmak miimkingiligi
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obyektiw miimkingiliginin san 6lgegidir.

A wakanyn dhtimallygy P(A4) simwol bilen belgilenyar (probabi-
litas — dhtimallyk soziinden).

Goy, synagyn netijesinde elementar wakalaryn n sanysy yiize
cykyar diyelin. Olaryn arasynda m sanysynyn yiize ¢gykmagy A4 wa-
kanyn yiize gykmagyna getiryér diyeliil. Bu m sany waka, 4 wakanyn
yiize ¢gykmagyna yardam edyin wakalar diyilyér.

Kesgitleme. 4 wakanyn dhtimallygy diylip, bu wakanyn yiize ¢yk-
magyna yardam edyan den miimkingilikli wakalaryii m sanynyn, hem-
me miimkin bolan elementar wakalaryn n sanyna bolan gatnagygyna
aydylyar.

Diymek,

P(A) =1 (1)
n

Bu yerde: P(4) — A wakanyn dhtimallygy;

m — A wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyéin
elementar wakalaryn sany;
n —hemme elementar wakalaryn sany.

Ahtimallygyn kesgitlemesinden gelip ¢ykyan hisiyetlerine se-
redelin:

1. Islendik wakanyn dhtimallygy otrisatel déldir we birden uly
bolup bilmez.

Hakykatdan-da, 4 waka yardam edyén wakalaryii m sany otrisa-
tel bolup bilmez we wakalaryn » umumy sanyndan uly dildir, sonun
tigin:

0<m<n, buyerden OS%SI

deisizlikleri géz oniine tutup alarys:
0<PA)<1.

2. Hokmany wakanyn dhtimallygy bire dendir. Bilsimiz yaly,
hokmany wakanyn yiize ¢ykmagyna yeke-tdk miimkingilikli, den
miimkingilikli, sygysyksyz wakalaryin hemmesi yardam edyar, sonun
tiginm =n, P=1.
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3. Miimkin dil wakanyn dhtimallygy nola den, sebibi bu waka
yardam edyén wakalaryn sany m = 0.

Mesele. Gapda 5 gyzyl, 10 gara we 19 gok sar bar. Gapdan totan-
leyin gyzyl, gara, gok saryn alynmagynyn dhtimallygy ndhili?

Coziilisi. Bu yerde 3 waka seredilyér. A — gyzyl saryn alynmagy,
B — gara saryn alynmagy, C — gok saryn alynmagy

P(A)=25  PB)=3%  PO)=13.

Ahtimallygyn yokarda getirilen kesgitlemesine klassyky kesgit-
leme diyilyar. Bu model boyunca wakanyn dhtimallygy synaga ¢en-
li kesgitlenyar we wakanyn yiize ¢ykmagynyn obyektiw miimkin-
ciliginin san dlgegini anladyar.

Klassyky kesgitlemede synagyn netijesinde yiize ¢ykyan yag-
daylaryi sany tiikenikli diylip hasap edilydr. Yone is yiiziinde seyle
yagdaylarynn sanynyn tiikeniksiz bolyan wagtlary kop dus gelyar.
Seyle bolanda klassyky kesgitlemdni ulanmak bolmayar.

Bu bolsa klassyky kesgitleménin c¢édklidigini gérkezyér. Ondan
basga-da, synagyn netijesinde yiize ¢ykyan elementar wakalaryn den
miimkingilikli bolmagy hakyndaky talaplary esaslandyrmak kyn bolyar.

Su sebéplere gord klassyky kesgitleme bilen bir hatarda statistiki
kesgitlemeden hem peydalanylyar.

§6. Statistiki dhtimallyk

Goy, synaglarynn n seriyadan ybarat bolan toplumy gecirilen
diyelini, olaryn her birinde 4 wakanyn yiize ¢ykmagy-da, ¢cykmaz-
lygy-da miimkin. Berlen synaglarda 4 wakanyn yygylygy diylip, 4
wakanyn yiize ¢ykan synaglarynyii sanynyn hemme synaglaryii sany-
na bolan gatnasygyna aydylyar.

A wakanyn yygylygyny P’(A) bilen belgildp, kesgitlemd gord
alarys:

* m
P (A) = o

Bu yerde m san 4 wakanyn yiize ¢ykan synaglarynyn sany, n
synaglaryn umumy sany.
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Mesele. Hil barlagyny gecirmek {igin 6nlimleriii toplumyndan
200 sanysy toténleyin alyndy, olaryn 4 sanysy hili pes dniim bolup
¢cykdy. Hili pes oniimlerin yygylygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Goy, 4 hili pes 6niimin alynmagy bolsun, onda

m=4,n=200,

4
P = 200 0,02.
Wakanyn yygylygynyn hésiyetlerine seredeli:
1. A wakanyn yygylygy nol bilen birini arasynda yerlesen otrisa-
tel bolmadyk sandyr:
0<P(A)<1, os%s 1, 0<m<n.
2. Hokmany wakanyn yygylygy bire dendir. Hokmany waka her
synagda yiize ¢ykyar, diymek, m = n:
soAay_mo_no_
P(A)= P L.
3. Miimkin didl wakanyn yygylygy nola dendir. Hakykat-
dan-da, synaglar gaytalananda bu waka hi¢ hacan yiize ¢ykmayar,
diymek, m = 0:

Wakanyn yygylygyny difie synag gecirilenden son kesgitldp bol-
yar, sunlukda synaglaryn diirli seriyasynda, sol bir sertlerde wakanyn
vygylygy hemiselik bolup galmayar.

Sonun iigcin yygylyk diisiinjesi wakanyn gowy hésiyetlen-
dirijisi daldir. Yone synaglaryii sanynyi kopelmegi bilen yygy-
lyk yuwas-yuwasdan durnuklasyar, basgaca aydylanda, ol kébir
hemiselik sana golaylasyar. Seredilyan waka bilen kébir hemiselik
sany baglanysdyrmak bolar. Bu hemiselik san wakanyn dhtimal-
lygydyr.

Diymek, synaglaryn sanynyn artmagy bilen wakanyn yygylygy
bir hemiselik sanyn golayynda toplanyar. Bu sana totdn wakanyn &h-
timallygy diyilyar.
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kesgitleménin esasy artykmaglygy onun real tejribelere esaslanyanly-
gydyr. Yone ahtimallygy ynangly kesgitlemek iigin tejribeleriii kop
sanlysyny geg¢irmeli bolyar, bu bolsa uly ¢ykdajylary talap edyar.

§7. Geometrik dhtimallyk

Ahtimallygyn klassyky kesgitlemesinde defi miimkingilikli doly
toparlaryii tikkenikli sanyna seredilyér. Yone amaly meseleler ¢oziilen-
de miimkin bolan yagdaylaryn sany tiikeniksiz bolan synaglara kop dus
gelinyar. Seyle synaglar tigin klassyky kesgitlemeden peydalanyp bol-
mayar. Yone bu yagdayda wakalaryn deti miimkingilikliliginden ugur
alyan dhtimallygy kesgitlemeginn beyleki bir usulyndan peydalanmak
bolar. Bu usul goniinin, tekizligin ya-da ginisligin tiikenikli bdlegine
nokadyn totdnleyin diismegine getirydn meselelerde ulanylyar. Su yer-
den bu usulyn geometrik dhtimallyk diylen ady gelip ¢cykyar.

Kesgitlilik iicin iki 6l¢egli yagdaya seredelini. Bir 6lgegli we ti¢
Olcegli yagdaylarda meydanyn yerine uzynlyk we gowriim barada
aytmak gerek bolyar.

Goy, tekizlikde meydany S bolan D oblast berlen we bu ob-
lastyn iginde meydany S, bolan beyleki bir d oblast bar diyelif. (6-njy

X

6-njy surat

D oblasta totdnleyin bir nokat oklanyar, bu nokadyn d oblasta
diismeginiii dhtimallygy ndmid den diylen sorag yiize ¢ykyar. Sun-
lukda toténleyin oklanan nokat D oblastyn islendik nokadyna diisiip
biler we onun D oblastyn islendik bolegine diismeginii dhtimallygy
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bu bdlegin meydanyna proporsionaldyr we onui yerlesen yerine
we formasyna bagly dildir. Diymek, D oblasta totdnleyin oklanan
nokadyi d oblasta diigmeginin dhtimallygy

— Sd
P = S,

Bu yerden gorniisi yaly, nokadyn kébir oblastyn igine totédnleyin
diismeginiit miimkingiligi bu oblastyil yagdayyna ya-da onun cékle-
rine bagly déldir, diie onunl Olgeglerine baglydyr. Diymek, totén
nokadyn kibir oblastyn i¢ine diismeginiii dhtimallygy bu oblastynl
6l¢eglerinin nokadyn diisiip bildyjek oblastynyi biitin dlgegine bolan
gatnagygyna dendir.

1-nji mesele. Hemiselik burg tizligi bilen calt aylanyan tegelek
nysana bar diyelin. Bu nysananyn biasden bir bolegi gara renke renk-
lenen, galan bolegi ak renikli. Nysana ok atylyar we nysana degmek
hokmany waka hasap edilydr. Nysananyil gara sektoryna degmegini
dhtimallygyny tapmaly.

7-nji surat

Bizi gyzyklandyryan dhtimallyk tegelegin gara refike reiiklenen
boleginin meydanynyil onuil biitin meydanyna bolan gatnasygyna

dendir, yagny P = % (7-nji surat).

§8. Ahtimallygyi aksiomatiki kesgitlenisi

Ahtimallygyn statistiki kesgitlemesinde biziii sereden
tassyklamalarymyz matematiki taydan berk esaslandyrylan bol-
man, olar synagyn netijesinde alnan we &htimallygyn hésiyet-
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leri yygylygyn esasy hisiyetleri bilen gabat gelyar diylip hasap
edilydr. Dine seyle bolanda bu teoriya synaglaryn netijesi bilen
gabatlasyar.

Yygylygyi birinji hésiyetine esaslanyp, yagny totin ululygy
yygylygy bir bilen nolun arasynda yerlesen otrisatel bolmadyk sandyr
diylen hésiyete esaslanyp, dhtimallygyn birinji aksiomasy formulir-
lenyar.

Goy, her bir waka bu wakanyn dhtimallygy diylip at berilyan ké-
bir san degisli edilipdir diyelin. Wakalaryn dhtimallyklaryndan asak-
daky aksiomalary kanagatlandyrmagy talap edelin:

1. Wakanyn dhtimallygy nol bilen biriii arasynda yerlesendir.

0<PA)<1. (1)

2. Ahtimallyklary gosmak aksiomasy: eger 4 we B sygysyksyz
wakalar bolsa, onda

P(A + B) = P(A) + P(B). (2)
Bu aksioma wakalaryn islendik tiikenikli sany iicin umumy-

lagdyrylyar.
Eger4,,4,, ... A sygysyksyz wakalar bolsa, onda

P(lil Al.) - lZn;P(A,.). (3)

3. Wakalaryn tiikeniksiz yzygiderligi icin gogsmak aksiomasy.
Egerd,4,, ... 4 ,...sygysyksyz wakalar bolsa, onda

P(IZ Ai> - IZP(AZ.). (4)

Ahtimallyklar teoriyasynyfi aksiomalary elementar wakalaryii
dhtimallyklarynyn iisti bilen islendik wakanyn dhtimallygyny hasap-
lamaga miimkingilik doredyéar. Sunlukda elementar wakalaryn dhti-
mallyklaryny néhili hasaplamalydygy baradaky meseld seredilmeyér.
Amalyetde olar synagynn simmetrikligine seredip (meselem, oy-
nalyan kubjagaz oklananda onuni islendik granynyn diismekligi den
dhtimallykly hasap edilyédr) ya-da synagyn netijesi boyunca (yygylyk-
lar) hasaplanyar.
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§9. Kombinatorikanyn diizgiinleri

Kombinatorika dhtimallyk teoriyasynda giiiden ulanylyar. Mate-
matikanyn bu boliimlerinin biri-birine yakynlygy dhtimallygyn klas-
syky kesgitlemesi bilen diisiindirilyar. Bu kesgitlemé gord P(A4) &h-
timallygy kesgitlemek hemme miimkin bolan elementar wakalaryn
n sanyny, A wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edydn wakalaryn &
sanyny kesgitlemeklige getiryédr. Bu mesele bolsa ki halatlarda kom-
binatoriki hisiyetlere eye bolyar.

Deit miimkingilikli we yardam ediji yagdaylaryil sanyny bilmek
ticin kombinatorikanyn formulalaryny ulanmak meselénini ¢oziilisini an-
satlagdyryar. Ahtimallyk teoriyasynyh meselelerinde n elementli kopliik-
lerden alnan £ elementli (k£ <7) kombinasiyalara (birlesmelere) seredilyr.

Birlesmelerin ii¢ gorniisine seredelin: 1) yerlesdirmeler, 2) ¢al-
syrmalar, 3) utgasmalar.

1) Kesgitleme. Berlen n elementlerden alnan biri-birinden element-
leri ya-da olaryn tertibi bilen tapawutlanyan & elementli bolek kop-
liklere yerlesdirmeler diyilyér. n elementden alnan k elementli yer-
lesdirmelerin sany

Al =n(n—-1)(n-2)..(n—(k—1))
formula boyunca kesgitlenyar.

Mesele. 1, 2, 3,4, 5 sanlaryn kopliiginden nége sany (gaytalanyan
sanlary bolmadyk) ti¢ belgili san diizmek bolar?

Coziilisi. n=5,k=3, Al =5-4-3 = 60.

2) Kesgitleme. Dine elementlerinin tertibi bilen tapawutlanyan »

......

Calsyrmalar yerlesdirmelerin hususy halydyr. Hemme calsyrma-
laryfi sany P bilen belgilenyar. Yerlesdirmelerini formulasynda k = n
hasap edip alarys:

P =nn-1)(n-2).3-2-1=1-2-3..n=n!
P, =0!=1

Mesele. Uniwersitetin kassasyna talyp hakyny almak {igin 4 ta-
lyp geldi. Olar nége sany usul bilen nobata durup bilerler?

Coziilisi: P,=1-2-3-4=24.
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3) Kesgitleme berlen kopliigin 7 elementlerinden diiziilen £ ele-
mentli utgagmalar diylip, bir-birinden, it bolmanda, bir element bilen
tapawutlanyan kopliiklere aydylyar. n elementden diiziilen £ element-
11 utgasmalaryni sany

k n!
S = =R
formula boyunca hasaplanyar.

Mesele. Toparda 25 talyp bar. Olaryn 10-sy gyz,15-si oglan. To-
pardan bije boyunca 5 talyp alyndy, olaryn ikisinifi gyz bolmagynyn
dhtimallygy néhili?

Céoziilisi. Hemme miimkin bolan elementar wakalaryn sany

5 _25:24:23:22:21 _ < 53 5.
n=Cl=22 20 S E S =523 22 01,

Gozlenyin wakanyn, yagny 5 talypdan ybarat toparlaryn (2 gyz,
3 oglan) yiize ¢ykmagyna yardam edyin wakalaryn sanyny bilmek
icin asakdakylary kesgitlalin:

1) Gyzlardan diiziimi boyunga diirli nig¢e jiibiidi diiziip bolar?

2) Oglanlardan diiztimi boyunca diirli ndge ticlik diizlip bolar?

Gyzlary# jiibiidiniti sany C;,, oglanlaryii {i¢liigini sany C;.
dendir. Olary hasaplaly.

2 _9-10 3 _15-14-13
Clo—ﬁ—9-5, CIS—W—SV«B.

Gyzlaryn her jiibiidi oglanlaryn ti¢liigi bilen bir topara diisiip bi-
lerler. Sonun iicin iki gyzdan we {i¢ oglandan ybarat bolan toparlaryn
sany

m=Cy-Cls=59-5-7-13.
Saylanyp alnan 5 talybyn arasynda 2 gyzyn bolmagynyn &hti-
mallygy

_m _5-9-5-7-13 _ 195 _
P = =S 3 a1 506~ %38
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§10. Ahtimallyklary gosmak teoremasy

1-nji teorema. Sygysyksyz wakalaryn tlikenikli sanysynyi je-
minin dhtimallygy olaryn dhtimallyklarynyn jemine dendir.

Subudy. Teoremany ilki bilen 4 we B iki wakanyi jemi {i¢in
subut edelin. Goy, hemme miimkin bolan » sany deft miimkingilikli,
yeke-tik miimkingilikli sygysyksyz wakalaryf arasynda n, sanysy 4
wakanyfl ylize ¢ykmagyna, n, sanysy B wakanyn yiize ¢ykmagyna
yardam edyir diyelin. Onda ol wakalaryn dhtimallyklary asakdaky
valy kesgitlener:

n n,

P(A) = P P(A) = P (1)
Serte gord A we B wakalar sygysyksyzdyrlar. Diymek, 4 wakanyn
yuze ¢ykmagyna yardam edydn n  yagdaylaryn hi¢ biri B wakanyn
yiize ¢ykmagyna yardam etmeyir,yone B wakanyn yiize ¢ykmagyna
galan n, yagday yardam edyir, bu yerden gorniisi yaly, wakalaryi
A + B jemine hemme miimkin bolan n yagdaylaryf arasynda n, + n,

yvagdaylar yardam edyir, sonun li¢in 4 + B wakanyn dhtimallygy

P(A+B)="11" =+ 22— P(A) + P(B).
Diymek,
P(4 + B) = P(4) + P(B). )

Iki waka ti¢in teorema subut edildi. Matematiki induksiya usulyny
ulanyp, teoremany wakalaryn tiikenikli sany {i¢in subut edelin. Goy,
teorema 4, 4,, ..., A, sygysyksyz wakalar ii¢in dogry diyelifi. Onda

PA,+A,+ ..+ A)=PA)+PA)+..+PA) 3)

Wakalaryn 4, + 4, + ...+ 4 +A  jemine iki wakanyn jemi yaly
seredelift: (4, +4,+ ..+ A4 )+ 4, ondaiki waka li¢in teoremanyn
subut edilendigini géz éniine tutup alarys:

PA +A4,+..+A4 +A4 )=P[(4,+A4,+..+A)+A4 =
=PA +A,+..+A)+P4 ).
Bu teorema wakalaryil sany n bolanda dogry hasap edildi. Onda
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PA+A,+.. +A +A4 )=PA)+PA)+PA)+..+PA)+PA,).

Subut etmelimiz hem sudy.

2-nji teorema. Doly topary emele getiryan sygysyksyz wakalaryn
dhtimallyklarynyii jemi bire dendir.

Subudy. Berlen wakalaryni doly topary emele getiryénligi ligin
A +A +..+A4 =Q. Beyleki tarapdan, 4,, 4,, .., A wakalar sygysyk-
syzdyrlar. Onda birinji teorema gora

PA +A,+..+A4)=PA)+PA,)+..+PA).
Diymek,
PA)+PA)~+..+PA)=PQ)=1

Subut etmelimiz hem sudy.

3-nji teorema. 4 waka garsylykly bolan 4 wakanyf dhtimallygy
A wakanyn dhtimallygy bilen birligiii arasyndaky tapawuda dendir.

Subudy. 4 we ofia garsylykly bolan 4 wakalar doly topary emele
getiryarler, onda ikinji teorema gora

PA) + PA) = 1.
Bu yerden
P(A) =1 - PA).

Subut etmelimiz hem sudy.

Subut edilen dhtimallyklary gogsmak teoremasy dinie sygysyksyz
wakalar li¢in dogrydyr. Onun seyledigi goz o6niine tutulmasa, nddogry
we manysyz netijelere gelinmegi miimkin. Ony asakdaky meselede
gormek bolar. Gowaga tohumynyn gogerijiligi 60%. Ekilen 5 tohum-
dan haysydyr birinitt gdgerip ¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
Birinji, ikinji, ..., bdsinji tohumlaryfi gdgermegini, degislilikde, 4, 4,
A,, 4,, A, wakalar bilen belgildlin. Gozlenyén dhtimallygy dhtimallyk-
lary gogsmak teoremasyny ulanyp hasaplasak:

P(A)+P(A4,))+(4,)+P(4,)+P(4,) =0,6+0,6+0,6+0,6+0,6 = 3.

Ahtimallygyi iice defi bolmagy manysyzdyr. Seyle nidogry
netijd gelinmeginin sebdbi gogmak teoremasynyn ulanylan wa-
kalary sygysykly wakalardyr. Hakykatdan-da, 4, wakanyf yiize
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¢ykmagy (birinji tohumyn gogermegi) 4, wakanyn yilize ¢yk-
magyny (yagny ikinji tohumyn hem gdgermegini) aradan ayyr-
mayar.

4-nji teorema. Eger 4 wakanyn yiize ¢ykmagy bilen B waka
hem yiize ¢ykyan bolsa, onda 4 wakanyn dhtimallygy B wakanyii dh-
timallygyndan uly déldir.

Subudy. B wakanyn 4 waka ekwiwalent bolmagy miimkin ya-da
ony B, + B, gorniisde afilatmak miimkin. Bu yerde B, waka 4 waka
ekwiwalentdir, B, bolsa B, waka bilen sygysyksyzdyr. Birinji yagday-
da P(4) = P(B) bolanda teorema dogrudyr.

Ikinji yagdayda dhtimallyklary gosmak teoremasynyn esasynda

P(B)) + P(B,) = P(B)
denlik dogrudyr.
P(B,) = P(4)
bolanlygy ii¢in,
P(A) + P(B)) = P(B).

Bu yerden P(4) < P(B). Sebibi, dhtimallygyn hésiyetlerine gora:
P(B,)>0.

§11. Ahtimallyklary képeltmek teoremasy
1-nji kesgitleme. B waka yiize ¢ykdy diylen sertde hasaplanan

we Py(A) ya-da P(A/B) gorniisde belgilenydr. Bu kesgitleméd gord
P(A/B) — dhtimallyk 4 wakanyi B waka Viize ¢ykmadyk yagdayyn-
daky dhtimallygyny ailadyar.

1-nji mesele. Yygnayja iki stanokda yasalan detallar gelip diisyar.
Sunlukda birinji stanokda yasalan 100 detal, olaryii 90 sanysy stan-
dart, ikinji stanokda yasalan 150 detal, olaryin 130 sanysy standart.
Eger B waka totanleyin alnan detalyn birinji stanokda yasalan bol-
magy bolsa, detallaryn tiysmeginden alnan bir detalyn standart detal
bolmagynyii (4 waka) dhtimallygyny we P(4/B) hem-de P(4/B) sertli
ahtimallyklary tapmaly.
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Coziilisi. 4 wakanyn dhtimallygy hemme standart detallaryn
sanynyn iki stanokda yasalan detallaryit umumy sanyna bolan gat-
nasygyna dendir:

_90+130 _ 220 _ 22
P(A) =100+ 150 =250 ~ 25

Alnan detalyn standart bolup, onuii birinji stanokda yasalan bol-
magynyn sertli dhtimallygy

P(A/B) = {5 = 15 = 0.9,

_130 _ 13
P(A/B) 150 15°

P(A/B) — dhtimallyk detalyii standart bolup, onuii birinji stanok-
da yasalmadyklygyny (ikinji stanokda yasalandygyny) anladyar.

1-nji teorema (Ahtimallyklary kdpeltmek).

A we B wakalaryin kopeltmek hasylynyn dhtimallygy olaryn
birinin dhtimallygynyn beylekisinin sertli dhtimallygyna kopeltmek
hasylyna dendir:

P(AB) = P(A)P(B/A) (1)
P(AB) = P(B)P(A/B). (2)

Subudy. Hemme miimkin bolan n sany yeke-tik mim-
kingilikli,deft miimkingilikli sygysyksyz wakalaryin m sanysy
A wakanyn yiize ¢ykmagyna we olaryil £ sanysy B wakanyn
yiize ¢ykmagyna yardam edyédr diyelin. Onda 4 wakanyn dhti-
mallygy

P(A)=",

B wakanyn sertli dhtimallygy
_k
P(B/A) = o

A we B wakalaryin kopeltmek hasylynyn yiize ¢ykmagyna n
umumy yagdaylaryn k sanysy yardam edyédr. Diymek, bu drobuii sa-
nawjysyny we maydalawjysyny m-e kopeldip alarys:
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m-k _m _ k
P(AB) = wm —nm =P(A)-P(B/A).

Subut etmelimiz hem sudy.

2-nji mesele. Elektrik ¢yralarynyn 15 sanysyndan 3 sanysy
standart ddl. Bir wagtda alnan iki ¢yranyn ikisinin hem standart dil
bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Birinji ¢yranyn (4 waka) we ikinji ¢yranyn (B waka)
standart dal bolmagy gozlenyan waka. Ol wakanyn dhtimallygyny

P(4B) = P(4)P(B/A)

formula boyunca tapalyii:
P(A) = % = %;
P(B/A)=2 =1
-4 -

2-nji teorema. Eger 4 we B wakalaryn dhtimallyklary bir-
den we noldan tapawutly bolsa, onda 4 wakanyn &htimallygy sertli
dhtimallyklaryn P(4/B) we P(A/B) ikisi bilen hem gabat gelyér ya-da
olaryi hig biri bilen gabat gelmeyar. B
Subudy. Goy, P(4) = P(4/B) onda P(4) = P(A/B) boljakdygyny
subut etmeli. 4 wakanyn we 4B + AB wakalaryn ekwiwalentdigini
gormek kyn déldir. Sonun {i¢in olaryn dhtimallyklary gabat gelyir.
P(A) = P(AB + 4B).
Ahtimallyklary gosmak teoremasyny peydalanyp alarys:
P(A) = P(4B) + P(4B).
Ahtimallyklary kdpeltmek teoremasyny peydalanyp alarys:
P(A) = P(B) - P(A/B) + P(B) - P(4/B).
Bu yerden
P(B) - P(A/B) = P(4) — P(B) - P(A/B).
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Serte gord
P(A/B) = P(A).
Onda
P(B) -P(4/B) = P(4) —P(B)- P(4) = P(4) - (I — P(B)) = P(4) - P(B).
Sotiky denligi P(B) # 0 gysgaldyp alarys:
P(A/B) = P(A).

Teoremanyn birinji bolegi subut edildi. Onun ikinji bdleginiii dog-
rudygy birinji boleginden gelip ¢ykyar. Hakykatdan-da, eger P(4) # P(A/B)
bolsa, onda P(4/B) sertli dhtimallyk P(A4) dhtimallyk bilen gabat gel-
meydr. Sebibi, onda P(4) teoremanyn birinji boleginde P(4/B) bilen
gabat gelerdi. Diymek, P(A/B) =P(A). Subut etmelimiz hem sudy.

3-nji teorema (Umumylasdyrylan). Birndce wakanyn kopelt-
mek hasylynyn (bir wagtda yiize ¢ykmagynyn) dhtimallygy olaryn
birinin dhtimallygynyn beylekilerinin sertli &htimallyklaryna kopelt-
mek hasylyna dendir. Sunlukda sertli htimallyklar 6iidéki wakalaryn
hemmesi yiize ¢ykdy diylen sertde hasaplanyar:

P(4.A,.A4) = P(A)P(A/4)P(A,/44,)..P(4/4A4,.A ).
Subudy. Teoremany subut etmek iigin doly matematiki induk-
siya usulyny ulanalyil. Goy, teorema n — 1 waka ti¢cin dogry diyelin:
P(A4A,.A ) =P)P(A/A4)P(A/4A,)..PA _/AA,.A4 ).
A, A, ..., A  wakalaryn kopeltmek hasylyna defi bolan C wa-
kany girizelin:
C=4A4,.4_,
onda
P(AA,.A _A)=P(CA)=PC)PA/C),
P(C)=P(4,A4,.4 ) =PA)PA/A)P(A/AA,).. PA _/AA,.A ).
Diymek,
P(A,A,..A) = P(A)P(4,/4)P(A/A A,)..P(4 |4 A,.A, ).
Subut etmelimiz hem sudy.
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3-nji mesele. Gutuda 10 sany utusly bilet, 15 sany utugsyz bilet
bar. Biri yzly- yzyna 4 bilet aldy. Alnan biletleriit hemmesinin utusly
bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, 4, — birinji alnan biledifi utusly bolmagy,
A, — ikinji biledii utusly bolmagy, 4,, 4, — tg¢iinji we dordiinji
biletlerifi utusly bolmagy bolsun. Bize 4,, 4,, 4,, A, wakalaryn ko-
peltmek hasylynyn dhtimallygyny tapmak gerek. Onun ii¢in dhtimal-
lyklary kopeltmek teoremasyndan peydalanalyn:

P(4,4,4,4,) = P(4,)P(A,/A )P(4,/4,4,)P(4,/4 4,4,),
A, — wakanyn dhtimallygy

_10 _2
P(4)= 25 5
A, waka yiize ¢ykdy diylen sertde hasaplanan 4 wakanyfi &hti-
mallygy
9 _3
P(A2/Al) 04" 8]

A, waka we 4, waka ylze ¢ykdy diylen sertde A,wakanyn &hti-

mallygy
P Ay = 5.

A,,4,, A, wakalar bolup geg¢di diylen sertde 4, wakanyn dhtimallygy
P(A,/AAA,) = %

Diymek,
8 7 21

2
PAALAA) =5 82522 T 1265

o0|w

§12. Bagly we bagly dil wakalar

1-nji kesgitleme. Eger 4 wakanyn ylize ¢ykmagy bilen B wa-
kanyn dhtimallygy iiytgemeyén bolsa, onda 4 we B wakalara bagly

......

......
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1-nji mysal. Gapda 8 ak we 12 gara sar bar. Gapdan totén-
leyin bir sar alynyar, sofira alnan sar yzyna gaytarylyar we synag
gaytalanyar. B waka birinji synagda ak saryn alynmagy, 4 waka
ikinji synagda ak saryn alynmagy bolsun. Bu yerde 4 wakanyn

P(A) = 2 =2 dhtimallygy birinji synagyn netijesine bagly daldir.

0 5

Diymek, 4 we B bagly dél wakalardyr.

2-nji mysal. Gutuda 40 sany ¢yra bar. Olaryn 35 sanysy stan-
dart, 5 sanysy standart ddl. Toténleyin bir ¢yra alynyar, sofira ¢yra
guta gaytarylman synag gaytalanyar. B waka birinji synagda standart
cyranyn alynmagy, 4 ikinji synagda standart ¢yranyn alynmagy bol-
sun. Onda B waka bolup gecdi diylen sertde 4 wakanyn dhtimallygy

P(A/B)=3%

Eger birinji synagda B waka bolmadyk bolsa (standart dél ¢yra
alnan bolsa), onda

35
P(A/B)= TR

Diymek, 4 wakanynl dhtimallygy B wakanyil bolanyna ya-da
bolmadygyna baglydyr.

Wakalaryn biriniii beylekisine bagly bolmazlygynyin matematiki
serti A we B wakalar ii¢in asakdaky gorniisde berilyar:

P(4/B) = P(A), P(B/A) = P(B),
bagly bolmagynyn serti
P(A/B) # P(A), P(B/A) # P(B).

2-nji kesgitleme. Eger 4 , 4, ... A wakalaryfi islendik ikisi 6zara
bagly dil bolsalar, onda ol wakalara jiibiit-jiibiitden bagly dil wakalar
3-nji kesgitleme. Eger 4 , 4, ... A wakalaryn her biriniil &htimal-
lygy beylekilerinint bolmagy bilen (birinifi ya-da birndg¢esinin islendik
kombinasi}'/asynda we islendik sanynda) ﬁ}’/tgeme}'/éin bolsa, onda bu

......
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Wakalaryn toplumlayyn bagly dil bolmagy jiibiit-jiibiitden bag-
lylyga garanynida has giiyclidir. S.N. Bernsteynini meselesinde 3 sany
jubiit-jiiblitden bagly dil wakalaryn toplumlayyn bagly bolmagynyn
miimkindigini gorkezelin.

Gutuda 4 bilet bar, olaryn san belgileri 110,101,011,000. Goy,
A, B, C wakalar totdnleyin alnan biledin san belgisinin birinji, ikinji,
liclinji sanynyn bir bolmagy bolsun. Olaryi her birine 4 sany miimkin
bolan yagdayyn iki sanysy yardam edyér. Diymek,

P(A)=P(B)= P(C)= % =+ =0.5.

Eger 4 waka yiize ¢ykan bolsa (110 ya-da 101 san belgili bilet
alnan), B wakanyn dhtimallygy yene-de 0,5 dendir. Sebébi ona iki
yagdayyn biri yardam edyér: P(B/4) = 0,5. Diymek, 4 we B waka-
lar bagly déldirler. Edil suna meiizeslikde 4 we C hem-de B we C
wakalaryn jiibiit-jliblitden bagly dildigini gorkezmek bolar. Eger 4
we B wakalar yiize ¢cykan bolsalar, yagny 110 san belgili bilet alnan
bolsa onda C waka miimkin dél wakadyr, sebabi {i¢iinji yerde nol dur.
Sonun {igin C wakanyn sertli dhtimallygy P(C/AB) = 0. Diymek, 4,
B, C wakalar toplumlayyn bagly, yone olar jiibiit-jiiblitden bagly dél-
dirler.

Iki sany bagly dél wakalar ti¢cin dhtimallyklary kopeltmek teore-
masy has yonekey gorniise gelyar.

1-nji teorema. Iki sany bagly dél wakalaryn kopeltmek hasylynyn
dhtimallygy olaryn dhtimallyklarynyn kdpeltmek hasylyna dendir:

P(4B) = P(A)P(B).
Subudy. Eger 4 we B wakalaryn biri beylekisine bagly dél bolsa,
P(B/A) = P(B), P(A/B) = P(A).
Onda dhtimallyklary kopeltmek teoremasy agsakdaky gorniisi alar:
P(4AB) = P(A)P(B).

Subut etmelimiz hem sudy.

Netije. Toplumlayyn bagly dél wakalaryin kopeltmek hasylynyn
dhtimallygy ol wakalaryn &htimallyklarynyn kopeltmek hasylyna
dendir:

P(AA,.A)=PA)PA,)..PA).
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3-nji mesele. 10 sany kartockanyn her birinde 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, 0 sanlar yazylan. Tétinleyin alnan we yanasyk goylan 3 kartog-
kadaky sanlaryn 125 sany diizmeginin dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Gozlenyin wakany D bilen belgilélin. Bu wakanyn yiize
¢ykmagy iicin birinji alnan kartogkada sanyn bir bolmagy (4 waka),
ikinji kartockadaky sanyn iki bolmagy (B waka), liciinji kartockadaky
sanyn 5 bolmagy (C waka) gerek. D wakanyn dhtimallygy bagly waka-
laryn dhtimallyklaryny kdpeltmek teoremasy boyunca hasaplanylyar:

P(D) = P(ABC) = P(A)P(B/A)P(C/AB) = 1 &% = =35

§13. Sygysykly wakalar iicin gosmak teoremasy

10-njy paragrafda sygysyksyz wakalar iicin dhtimallyklary
gosmak teoremasyny subut etdik. Sygysyksyz wakalarynn dhtimal-
lyklaryny gosmak teoremasyna we dhtimallyklary kopeltmek teore-
masyna esaslanyp, sygysykly wakalar iicin dhtimallyklary gosmak
teoremasyna seredelin.

Teorema. Iki sany 4 we B sygysykly wakalaryn inn bolmanda
biriniit yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy, bu wakalaryn dhtimallyk-
larynyil jeminden olaryi bilelikde yiize ¢ykmagynyn dhtimallygynyil
ayrylmagyna dendir:

P(A+B)= P(A)+P(B) — P(AB). (1)

Subudy. 4 wakanyn yiize ¢ykmagy tli¢cin asakdaky iki sany
sygysyksyz wakalaryn haysy hem bolsa biriniil yiize ¢cykmagy ye-
terlikdir: AB ya-da AB, edil suiia menizeslikde, B wakanyii yiize ¢yk-
magy licin agsakdaky iki sany sygysyksyz wakalaryn haysy hem bolsa
birininl ylize ¢ykmagy yeterlikdir: AB ya-da AB (8-nji surat).

8-nji surat
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Sonun iicin sygysyksyz wakalaryn dhtimallyklaryny gosmak
teoremasyndan peydalanyp alarys:
P(A4) = P(AB) + P(4B), (2)
P(B) = P(AB) + P(4B), 3)
A ya-da B wakalaryn, it bolmanda birininl ylize ¢cykmagy {igin
jiibiit-jiibiitden sygysyksyz bolan AB, AB, AB wakalaryi arasyndan
birininl ylize ¢ykmagy yeterlikdir. Sonun tigin P(4 + B) dhtimallyk ti¢
wakanyn dhtimallyklarynyn jemine dendir.
P(4 + B) = P(4B) + P(4B) + P(4B). 4)
(2) we (3) denlikleri gosup taparys:
P(AB) + P(AB) = P(A) + P(B) — 2P(4B).
Bu anllatmany (4) denlikde goyup alarys:
P(A + B) = P(A) + P(B) — P(4B).
Subut etmelimiz hem sudy.
Eger A we B 6zara bagly wakalar bolsalar, (1) formula asakdaky
gOrniisi alar:
P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B/A).
Eger 4 we B wakalar bagly dél bolsalar,
P(A + B) = P(4) + P(B) — P(A)P(B).
(1) formulany 3 waka li¢in asakdaky yaly yazmak bolar:
P(A, +A4,+A4)=PA) + P4, + P(4,) - P(4,4,) - P(4,4,) -
—P(4,4,) + P(4,4,4,). (5)
n waka ticin
PA +A4,+..+A)=PA)+PA)~+. +P4 )—P(A A) -
~PA4A4)—..—PA4, A)+PAAA)+..+PA A A)—. +
+ (—1)”‘1P(A1A2...An). (6)
Meseleler ¢oziilende (5) ya-da (6) formulalardan peydalanmak
uly hasaplamalary talap edyéar. Sonun {i¢in garsylykly wakalara gec-
mek amatly bolyar:
PA +A,+..+A)=1-PAA,..4). (7)
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Mesele. Sol bir nysana iki gezek ok atylyar. Birinji gezek nysana
degmegin dhtimallygy 0,6, ikinji gezek nysana degmegin dhtimallygy
0,8. In bolmanda, bir gezek nysana degmegin dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, 4 — birinji gezekde nysana degmek, B — ikinji
gezekde nysana degmek bolsun. 4 we B sygysykly we bagly dal wa-
kalardyr. Olaryn dhtimallyklary

P(4)=0,6, P(B)=0,8.
Onda (1) formula gora
P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB) = P(4) + P(B) — P(A)P(B) =
=0,6+0,8-0,6-0,8=0,92.

Garsylykly wakalara ge¢ip (7) formulany 4 we B iki waka ti¢in
ulanyp alarys:

P(A+B)=1-PA)PB)=1-04-02=0,92.

§14. Doly dhtimallygyn formulasy

Goy, bizi gyzyklandyryan kébir 4 waka sygysyksyz doly topary
emele getirydn H, H,,...H wakalaryf biri bilen ylize ¢ykyar diyelifi
(9-njy surat).
tezalaryn P(H)), P(H,), ...P(H ) dhtimallyklary berlen. Onda 4 wa-
kanyn dhtimallygy asakdaky teorema boyunca kesgitlenyir:

9-njy surat
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Teorema. H , H,..., H gipotezalaryn biri bilen ylize ¢ykyp bilyan
A wakanyn dhtimallygy, gipotezalaryn dhtimallyklarynynt 4 wakanyn
sertli dhtimallyklaryna kopetmek hasyllarynynl jemine dendir:

P(A) = 3. P(H)P(A/H) (1)

Subudy. H,, H,...H  gipotezalar doly topary emele getiryirler,
sonuil ligin A4 wakany asakdaky wakalaryn jemi gorniisinde yazmak
bolar:

A=AH +AH, +... + AH, = > AH,.
i=1

H. wakalar sygysyksyzdyrlar, onda AH(i = 1, 2, ..., n) wakalar
hem sygysyksyzdyrlar. Bu bolsa bize 4 wakanyn dhtimallygyny kes-
gitlemek ti¢in sygysyksyz wakalary gosmak teoremasyny ulanmaga
miimkingilik beryér:

P(A) = 3 P(AH)). @)

A we H, wakalaryn kopeltmek hasylynyn dhtimallyklary kopelt-
mek teoremasyndan peydalanyp tapylyar:
P(AH)) = P (H)) P(A/H),
P(4AH,) = P (H,) P(A/H,),
P(AH) =P (H) P(A/H).
Bu dhtimallyklary (2) formula goyup alarys:

P(A) = 3. P(H)P(A/H)

Subut etmelimiz hem sudy.

1-nji mesele. Sehde stanoklaryn 3 gorniisi bar. Olarda birmenzes
detallar ondiirilyér. Olaryn ondiirijilikleri deni, yone detallaryn islenis
hili diirli. Birinji gorniigli stanokda Ondiirilydn detallarynn 94% yo-
kary hilli, ikinji stanok ti¢in ol 90%, ti¢linji stanok ti¢in 85%. Sehinl
giiniin dowamynda oOndiiren detallary bir yere jemlenyér. Eger bi-
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rinji gorniisli stanoklaryn sany 5, ikinji gorniisli stanoklar 3, ii¢linji
gorntigliler 2 sany bolsalar, detallaryn iiysmeginden t6ténleyin alnan
bir detalyn yokary hilli bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Caoziilisi. Goy, A waka totinleyin alnan detalyn yokary hilli bol-
magy bolsun.

Gipotezalara seredelin :

H | — detal 1-nji gorniisli stanokda tayyarlanylan;

H, — detal 2-nji gorniisli stanokda tayyarlanylan;

H, — detal 3-nji gorniisli stanokda tayyarlanylan.

Sehdiki stanoklaryn sanlaryny we ondiirijilikleriniii menzesdi-
gini gz oiline tutup alarys:

5 1 3 2 1
P(H1):ﬁ:§’ P(H2>:Wa p(]-]3):7:f.

Bu gipotezalara gora sertli dhtimallyklar:

P(A/H) =094, P(4/H,)) =0,9, P(A/H,)=0,85.
Doly &htimallygyn formulasyna goré:
P(4) = P(H)P(4/H)) + P(H,) P(A/H,) + P(H,) P(A/H,) =

_ 1. 3. 1 0,85=
=5 0,94+55-0,9+5-0,85=0,91.

§15. Bayesin formulasy

Biz su wagta c¢enli gipotezalaryn dhtimallyklaryna synaga ¢enli
seretdik. Basgaca aydylanda, sertlerin kompleksinii diiziiminde sy-
nagyi netijesi yokdy.

Asakdaky meseld seredelin. Sygysyksyz H |, H, ... H gipotezalaryn
doly topary bar. Bu gipotezalaryh P(H ), P(H,), ..., P(H ) dhtimallyk-
lary belli. Synag gegirilip, onun netijesinde kabir 4 waka yiize ¢ykyar,
bu wakanyn her gipoteza boyunca sertli P(4/H,), P(A/H,), ... P(A/H))
dhtimallyklary belli. Bizi her gipoteza tligin P(H,/A) sertli dhtimal-
lyklar gyzyklandyryar. Bu dhtimallyklar asakdaky formula boyunca
kesgitlenyar:
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P(H)P(A/H)
T P(H)P(ATH)

P(H,/A) = (D

(1) formula dhtimallyklary kopeltmek teoremasyndan gelip ¢yk-
yar. Hakykatdan-da,

P(AH) = P(H )P(A/H.) = P(4)P(H /4),
P(H,)P(A/H,)

P(H,/A) = =55 )

Bu yerde
P(A) = 32 P(H)P(A/H).

(2) formula Bayesinn formulasy diyilydr (Bayes (1702-1761)
inlis matematigi). Eger hemme H (i = 1, 2, ..., n) gipotezalaryfi syna-
ga genli birmefizes dhtimallyklary bar bolsa, yagny P(H,) = p bolsa,
Bayesin formulasy asakdaky gorniisi alar:

P(A/H,
P(H,/A) = M (3)

n

Sram)

1-nji mesele. Ug sany gapda birmefizes dniimler bar. Birinji
gapda 10 oniim bolup, olaryn iiciisi standart dil, ikinjide 15 6niim
bolup, olaryn 5 sanysy standart dil, iigiinji gapda 20 6niim bolup,
olaryn 6-sy standart dil. Toténleyin bir 6niim alnyp, ol standart dal
bolup ¢ykdy. Bu 6niimin ikinji gapdan alnan bolmagynyn dhtimal-
lygyny tapmaly.

Coziilisi. Totdnleyin alnan 6niimin birinji, ikinji, i¢linji gap-
dan bolmagy baradaky gipotezalary, degislilikde, H , H,, H, belgi-
lalin.

Onda bu gipotezalarynl dhtimallyklary synaga ¢enli 6zara dent we
%—e den, diymek,

P(H,) = P(H,) = P(H;) = %
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Synagyii netijesinde tdtanleyin alnan 6niimin standart déldigi ba-
radaky 4 waka ylize gykyar. Bu wakanyn H |, H,, H, gipotezalara gord
sertli dhtimallyklary

P(AJH) =255 P(A/H,) ==

1. _6 _3
10 573 PU/H) =

W.
Bayesin (3) formulasy boyun¢a synagdan son H, gipotezanyii
dhtimallygy

P(Hz/A) -

3 3
10 73710

1
-3

1.3 14

3

2-nji mesele. Kopgiilikleyin ondiirilyan kibir oniimin 95%
standart oniim. Oniimifi hilini barlamagyn yonekeylesdirilen usuly
boyunca deriiew gegirilydr. Bu usul 99% yagdayda standart oniim-
ler licin we 3% yagdayda standart ddl oniimler {icin gowy netijeler
beryir. Yonekeylesdirilen usul boyunca derfielende oniimifi standart
bolmagynyn dhtimallygy ndhili?

Coziilisi. Gipotezalary girizelin. A, oniimin standart bolmagy

1
we H, onlimin standart dél bolmagy. Derfiewe ¢enli olaryfi dhtimal-

lyklary:
PH) =095 P(H) =0,05.

Oniimin yonekeylesdirilen barlagdan iistiinlikli gegmeginin
(B waka) sertli dhtimallyklary P(B/H ) = 0,99 we P(B/H,) = 0,03.
Bizi barlagy gegen Onlimifi standart bolmagynyfn P(H /B) ah-
timallygy gyzyklandyryar. Bayesin (2) formulasyny ulanyp
alarys:

P(H,)-P(B/H,) 0,95-0,99

PIH/B) = ——"p(By ~ ~0,950,99+0,05 0,03

~ 0,998.

Diymek, barlagy iistiinlikli gecen 1000 6nlimden 998 sanysynyi
standart, 2 sanysynyn standart didl bolmagy miimkin.
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§16. Gaytalanyan synaglar.
Bernullinifi formulasy. Has dhtimal yygylyk

Sol bir synagyn birndge gezek gaytalanyan yagdaylaryna kop dus
gelinyidr. Her synagyi netijesinde kdbir 4 wakanyii yiize ¢gykmagy-da,
¢ykmazlygy-da miimkin, sunlukda bizi her synagyn netijesi dil-de,
A wakanyn synaglaryn seriyasynda yiize ¢ykmagynyn umumy sany
gyzyklandyryar. Sunia menzes meselelerde synaglaryn seriyasynda
wakanyn yiize ¢ykmagynyn sanynyn dhtimallygyny bilmek gerek
bolyar. Eger synaglar baglanysyksyz bolsa, bu mesele ansatlyk bilen
¢oziilyar. Her synagyn netijesinde yiize ¢ykyan wakanyn dhtimallygy
beyleki synaglaryin yagdayyna bagly bolmasa, onda bu synaglara
nice gezek oklanmagy baglanysyksyz synaglardyr. Baglanysyksyz
synaglar birmenizes sertlerde we diirli sertlerde gegirilip bilner. Birinji
vagdayda 4 wakanyin dhtimallygy hemme synaglarda den bolar. Ikin-
ji yagdayda 4 wakanyn dhtimallygy synagdan synaga liytgeyér. Biz
birinji yagdaya seretjekdiris.

Mesele. Nysana bir-biri bilen baglanysyksyz ii¢ gezek ok atylyar,
her gezek nysana degmegiti dhtimallygy p defi. Ug gezek ok atylanda
iki gezek nysana degmeginl dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. B, — waka nysana iki okufi degmegi bolsun. Bu waka
tic usul bilen yiize ¢ykyar:

Birinji we ikinji gezekde nysana degmek, iiclinji gezekde deg-
mezlik;

Birinji we liciinji gezek nysana degmek, ikinji gezekde degmezlik;

Birinji gezek nysana degmaén, ikinji we li¢linji gezekde nysana
degmek.

Diymek, B, — wakany wakalaryn kopeltmek hasyllarynyfi jemi
gorniisinde asakdaky yaly yazmak bolar:

B, = A A, A, + A A, A, + A, A, A,

Bu yerde:
A,, A,, A, — birinji, ikinji, Ugiinji gezek nysana degmek,

A,,A,, A, — birinji, ikinji, {iiinji gezek nysana degmezlik.
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B, wakanyn yiize ¢gykmagynyi sanalyp gegilen ii¢ yagdayynda
sygysyksyzlygyny we kopeltmek hasyllaryna giryin wakalaryn bagly
déldigini goz oniine tutup, seyle wakalar ticin gosmak we kopeltmek
teoremalaryny ulanyp alarys:

P(B) =pp(1 -p) +p(l-pp+ (1 -ppp, 1-p=gq
P(B,) = 3p*q.

Edil suna menzeslikde, bizi gyzyklandyryan wakanyn yiize ¢yk-
magynyn hemme miimkin bolan yagdaylaryny sanap, asakdaky umu-
my meseléni ¢ozmek bolar.

n sany baglanysyksyz synag gecirilyér, synagyin netijesinde ké-
bir A wakanyn yiize ¢ykmagy-da, ¢ykmazlygy-da miimkin. 4 waka-
nyn her synagda yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy p den, yiize ¢cykmaz-
lygynyn éhtimallygy ¢ = 1 — p den.

A wakanyn baglanysyksyz n synagda k gezek ylize ¢ykyp, n — k
gezek ylize ¢ykmazlygynyn Pn(k) dhtimallygyny tapalyi. Bizi gyzyk-
landyryan wakany B bilen belgildlin. Ol waka sygysyksyz wakalaryn
jemine dargayar, olaryn her biri kesgitli synaglaryn k& sanysynda A
wakanyn ylize gykmagyny, galan n — k sanysynda yiize ¢gykmazlygyny
(garsylykly wakanyn yilize ¢cykmagyny) anladyar.

Diymek,

B=A4A,. LAA A+ +AA A A A A A (1)

K k+1° o Y Sy = iy = S
Ahtimallyklary gosmak teoremasyna we synaglaryii baglanysyk-
syzlygyna goré (1) jemde her gosulyjynyn dhtimallygy:
[P - [PAY = (1= py* = plg @
(1) jemdiki gosulyjylaryii sany C! detidir, sebibi ol n synagdan
k synagy saylap almagyn usullarynyn sanyna (utgasmalaryn sanyna)
denidir. (1), (2) deniliklerden &htimallyklary gosmak teoremasyny ula-
nyp alarys.
P(B) =P, (k) = C,p'q"™".
Bu yerde,
k_ n!
€= =
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onda

' . .
P, (k) = kaq Y= Crptgt 3)

......

......

boyunca hasaplanyan dhtimallyk degislidir.
k yygylyk bilen P (k) dhtimallygyn arasynda asakdaky tablisa
boyunga anladylyan baglanysyk bardyr:

l’c — A wakanyn 0 | ) i ;
yygylygy

P (k) — k yygylygyn

ahtlmallygy q" Cilp] q”_l Cflpzq”_z ... Cipkqn_k | pt

Bu tablisa (2) formula yaly, P (k) dhtimallygy kesgitleyar:

_ n! k n—k _
P"(k)_k!(n—k)!pq , (k=0,1,2,...,n).

Bu &htimallyklarynn toplumyna &htimallyklaryil paylanysynyn
binomial kanuny diyilydr. Binomial diyilmeginiii sebébi bu &htimal-
lyklaryn her biri (p + ¢)” Nyuton binomynyn dagytmasynyn gosu-
lyjylaryna den:

1 3.3 _n-3

(p+q)=q"+Cpq" '+ Cip*n" >+ Cop’n" 7 + . +
+Cfpf " + L+ p

Bu yerden gorniisi yaly, nol yygylygyin dhtimallygy dagytmanyn
birinji gosulyjysyna den, 1 yygylygyn dhtimallygy ikinji gosylyja we
s.m., n — yygylygyn dhtimallygy dargytmanyn in sofiky gosulyjysyna
den.

Bu dagytmada:

q" — baglanysyksyz n synagda 4 wakanyn hi¢ gezek yiize ¢yk-
mazlygynyn dhtimallygy.

Clpq"~' — A wakanyh bir gezek yiize gykmagynyt dhtimallygy.
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p" — A wakanyn hemme synaglarda, yagny n gezek yiize ¢ykma-
gynyn dhtimallygy.

0,1,2,3, ..., k, ...n—yygylyklar 4 wakanyn yiize ¢ykmagynyn
hemme kombinasiyalaryny 6z i¢ine alyar, sonuil ii¢cin olar wakalaryn
doly toparyny emele getiryérler. Bizinl bilsimiz yaly, doly topary diiz-
yén wakalaryn dhtimallyklarynyn jemi bire dendir. Diymek,

S P(k) = 1.

A wakanyn yiize ¢ykyan synaglarynyn sanyny, yagny yygyly-
gyny x bilen belgildlifi, onda P (k) dhtimallygyn yerine P (1 = k) yaz-
mak bolar. 4 wakanyn yiize ¢gykmagynyn sanynyn berlen aralykda
bolmagynyn dhtimallygy P (k, < x < k,) dhtimallyklary gosmak teo-
remasyna gora:

ky ky
— _ _ n k n—k
Pn(klsﬂSkZ)_k;Pn(/u_k)_kgk k'(l’l—k)pq :
1 1
(¢ = k waka k-nyn diirli bahalary ii¢in sygysyksyzdyr).
Binomial paylanysy grafiki sekillendirmek ti¢in goniiburgly ko-

ordinatalar sistemasynda OX okunda k=0, 1, 2, 3, ..., n yygylyklary,
OY okunda P (k) dhtimallyklary yerlesdiryarler.

P (k)

10-njy surat
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Sorira (k, P (k)) nokatlary gurup, olary kesimler bilen birlesdir-
yarler. Alnan dowiik ¢yzyga poligon ya-da paylanysyn kdpburclugy
diyilyar. (10-njy surat).

1-nji mesele. p = 0,4 we n = 5 bolanda paylanysyn kopburglu-
gyny gurmaly.

Coziilisi. Serte gord n =15, p = % weg=1-— % = %, k yygy-
lyga 0, 1, 2, 3, 4, 5 bahalary berip, P (k) dhtimallyklary hasaplalyf.

P.(k)= cg(%)"(%)” - cg‘z’f-35—"~# = C¥243°7%.0,00032.

k 0 1 2 3 4 5
P (k) | 0,078 | 0,259 | 0,346 | 0,230 | 0,077 | 0,010

OK ok boyunga yygylyklary yerlesdirelin, OP ok boyunca bolsa
dhtimallyklary yerlesdirelin (/7-nji surat).

A(0; 0,078), B(1;0,259), C(2; 0,346), D(3; 0,230), E(4; 0,077),
F(5; 0,10) nokatlary guralyn.

A, B, C, D, E, F nokatlary kesimler bilen yzygiderli birlesdirelin.

ABCDEF dowiik ¢yzyk dhtimallyklaryn poligonydyr. Bu
kopburcluk yygylygyn liytgemegi bilen dhtimallygyn liytgeyéandi-
gini gorkezyar. Sunlukda k£ yygylygyn noldan 2-4 ¢enli iiytgemegi
bilen dhtimallyk artyar, 2-4 dent bolan yygylygyn ini uly dhtimal-

0,25 1

. - . 0 . . : k
0 1 2 3 4 5 01 2 3 4 56 7 8 9 10 11

11-nji surat 12-nji surat

4. Sargyt Ne2690 49



lygy bardyr, ofla wakanyn yilize ¢gykmagynyn has &htimal sany
diyilyér.
1

2-nji mesele. p = o wen= 11 bolanda binomial paylanysy diiz-

meli. Ahtimallyklaryt poligonyny gurmaly.

Coziilisi. Serte gori p = % wen=11, g=1 —%:%, k=0,

L,2,..11.

_ 1 s kon—k_ (1 1
pP=4=5 bolany iicin p“g <2) 2048 0,000488, bu

sany C* kopeldip, asakdaky paylanysy alarys:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
P,(k)|0,00(0,00{0,03|0,08 | 0,16 0,23 | 0,23 | 0,16 | 0,08 | 0,03 | 0,00 | 0,00

Bu paylanysa degisli kopburcluk 72-nji suratda sekillendirilen.
Ol k = 5,5-e gord simmetrikdir. £ = 5 we k = 6 yygylyklaryn in uly
0,23 dhtimallyklary bardyr. Diymek, bu yerde iki sany 5 we 6 has
dhtimal san bardyr.

Bu meseldni umumy goérniisde ¢ozelin. n baglanysyksyz synagda
Awaka0,1,2,k— 1,k k+1,..ngezek

P (0), P.(1), P.(2), P (3),..., P (k= 1), P (K), P (k + 1),..., P.(n) (4)

dhtimallyklar bilen yiize ¢ykyar we olarynl her biri Bernulliniii formu-
lasy boyunca kesgitlenyar. lki gonisy &htimallyklarynl gatnasygyny
diizelin.

P”(k> B n! .pkqn—k ' I’Z!'pk_l'qn_k+l
P(k—1) K(n—k)! (k—1)!(n—k+1)!"

Bu yerde:
m—k+D)=(n-k! - n—-k+1), k=0(k-1k
gysgaltmalardan son alarys:

Pn(k) _I’l—k-i—lp (5)

P(k—1) k q’
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Bu gatnagygyn bire den, birden uly, birden ki¢i bolmagyna bag-
lylykda, P (k) dhtimallyk, degislilikde, P (k — 1) dhtimallyga den, uly
ya-da kigidir. Has dhtimal yygylygy & bilen belgiléliii. Onda:

Pn(kO) >
m >1 bOlsa, Pn(ko) > Pn(kO — 1)

Degisli gysgaltmalardan son alarys:
(n—k,+p=kgq, np—kp+p=kgqg, np+p=kgq-+kp,
np +p2kp+q.
Bu yerden:
k,<np +p, (6)
Pk, +1) <
A

n

;P (k+ 1)< P, (k).

Degisli gysgaltmalardan son alarys:
B (k+1) (n=k)p
P (k) (k+1)g

Bu yerden:
(n—k) p = (k, + 1),
np—q=k,(p+q),
np—q <k, (7)
(6) we (7) densizlikleri birlesdirip alarys:

np—q<k,<np+p. ®)

Has dhtimal k| yygylygyf bahalaryny (8) defisizlikden kesgitle-
mek bolar.

3-nji mesele. Eger her synagda wakanyn dhtimallygy 0,2 bolsa,
19 baglanysyksyz synagda wakanyn yiize ¢gykmagynyn has dhtimal
sanyny tapmaly.

Coziilisi. Meselédnin sertine gord n =19, p=0,2, ¢ = 0,8 (8) for-
mulany peydalanyp alarys:

np—q=19-0,2-0,8=3,
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np+p=19-02+02=4.
bitin san, diymek, has dhtimal yygylyk iki sany: 3 we 4.

4-nji mesele. Eger n =7, p = % bolsa, has dhtimal yygylygy
tapmaly.
Coziilisi.

Bu yerde has dhtimal yygylyk 5-e den.

§17. Muawryn-Laplasyn lokal teoremasy

Synaglaryn sany uly bolanda Bernulliniit formulasy boyunca
P (k) ahtimallygy tapmak Ug¢in uly hasaplamalary gegirmeli bolyar.
Diymek, synaglaryn sany uly bolanda Bernulliniit formulasyndan
peydalanmak amatly bolmayar. Su sebdplere gord P (k) dhtimallygy
yeterlik takyklykda ¢ylsyrymly bolmadyk hasaplamalaryn komegi bi-

len kesgitldr yaly formula gerek bolyar. n uly bolanda we p = % bo-

landa Bernullinini formulasynyn asimptotik gorniisi (1730 y.) Muawr
tarapyndan, islendik 0 < p < 1 {i¢in (1783 y.) Laplas tarapyndan ta-
pylypdyr.

Muawryn-Laplasyii lokal teoremasy. Eger 4 wakanyn her sy-
nagda yiize ¢cykmagynyn p dhtimallygy hemiselik bolup, noldan we
birden tapawutly bolsa, synaglaryii sany yeterlik uly bolsa, onda 4
wakanyf n synagda k gezek ylize ¢gykmagynyfi P (k) dhtimallygy

P.(k)~ % (1)

yakynlasan formula bilen hasaplanyar.
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Bu yerde:

f(x):\/;?e_x?, (2)
k=, 3
Sy — p A3)

(1) formula Muawryi-Laplasyn formulasy diyilyar. P (k) dhti-
mallygyn bahasynyn otnositel takyklygy n-iii artmagy bilen artyar.
Muawryn-Laplasyn lokal teoremasynyii manysy sundan ybaratdyr.

(1) formula boyunga hasaplamalary yonekeylesdirmek ti¢in f(x)
funksiyanyn bahalary yorite tablisada (/-nji gosundy) yerlesdirilyér.
Bu tablisadan peydalanylanda f(x) funksiyanyn hésiyetlerini g6z otiiine
tutmaly bolyar.

1. f(x) funksiya jiibiit funksiyadyr, yagny f(—x) = f(x). Sebébi
(2) anlatmada x-yn derejesi jiibiitdir. Sonun ii¢in tablisada argumentin
polozitel bahalary alnandyr.

2. Argumentin polozitel bahalary ii¢in f(x) funksiya monoton ke-
melydn funksiyadyr.

Hakykatdan-da:

x2
lim f{x) =0,  f{x)= \/;7“:%

anlatmanyn sanawjysy hemiselik, maydalawjysy bolsa monoton artyar.

3. Eger x > 5 bolsa, onda f(x) = 0 hasap edilyir, sebibi f(x) funk-
siya eyydm x = 5 bolanda orén kicidir: /(5)=0,0000015, suny we f(x)
funksiyanynl 2-nji hésiyetini géz oniine tutup, tablisa x > 5 bahalar
ticin dowam etdirilmeyaér.

Mesele. Eger 6niimin standart dil bolmagynyn dhtimallygy 0,01
deni bolsa, totidnleyin alnan 1000 6niimin 5 sanysynyn standart dal
bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi »=1000, p=0,01, ¢g=1-p=0,99, k=S5,

1 _ 1 _
Jnpg  4/1000-0,01-0,99
x=-—L (k—np)=0,32-(5-1000-0,01) = 0,32-(5 - 10) =— 1,6,

v npq

b b
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Tablisadan (/-nji gosundy) f(x) funksiyanyn degisi bahasyny
tapyarys:
f(=1,6) =£(1,6)=0,1109 = 0,11.
(1) formula gora:
P ,,(5)= 0,32 f(1,6)=0,32 - 0,11 =0,035.

§18. Puassonyn teoremasy

Eger her synagda wakanyn yiize ¢cykmagynyn dhtimallygy nola
yakyn bolsa, synaglaryii n sany uly bolsa-da, np kopeltmek hasylynyn
uly bolmadyk bahasynda Muawryn-Laplasynn formulasy boyunca
hasaplanan P (k) dhtimallyk yeterlik takyk bolmayar. Sonufi ligin bu
yagdaya layyk geler yaly basga yakynlasan formulany gozlemeli bol-
yar. Ahtimallygyii 6réin kigi bahalary iigin Puassonyti yakynlasan for-
mulasyndan peydalanylyar.

Puassonyn teoremasy. Eger 4 wakanyi her synagda yiize ¢yk-
magynyn dhtimallygy hemiselik we kici bolsa, baglanysyksyz sy-
naglaryni sany yeterlik uly bolsa, sunlukda np = A kopeltmek hasyly
uly dél bolsa, 4 wakanyn n synagda k gezek ylize ¢ykmagynyn dhti-
mallygy

k
Pk~ A (1)

formula boyunca kesgitlenyér.

Subudy. A = np deiilikden p = % denligi alarys. Bernullinin for-
mulasyndan p dhtimallygy % bilen calsyryp alarys:
k n—2
P.(k) = c,’j(i> ~<1 —i> .
n n

Tozdestwolayyn owiirmeleri gegirip alarys:

Pn(k)zﬂ_k~n(n_1)(n_22"'(n_k+1).<1_i)”.<1_i>_k:

k! n n
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A n=1 n=2 n—k+l .(1_i>”.<1_i>_":
n

k!l m n = n n
Ay 22y 23 _k=1y (1 _AY (1A
k! ( n) (1 n) (1 n)(l n ) (1 n> (1 n) @)

Synaglaryn n sanynyil yeterlik uly san bolanlygy {i¢in 1 — %,
n

_2 k=1 AV ey a1 .
1 | B we (1 . kopeldijileri bire den diyip hasap

etmek miimkin, onda (2) anlatma yonekeyleser we asakdaky gorniise
geler:

N /’lk B i n
gwywﬁ@ n» (3)
Bize belli bolsy yaly,
lim(l — ﬂ)n =e
n— oo n

Diymek, yeterlik uly # ii¢in

<1 — %)ﬂ ~e '

Bu anllatmany (3) formula goyup, (1) formula geleris.

k
P (k)= %e .

Subut etmelimiz hem sudy.

Mesele. Aragatnagyk enjamy 1000 abonente hyzmat edyar. Ber-
len wagt aralygynda abonentin jan etmeginin dhtimallygy 0,005. Ber-
len wagt aralygynda 7-den kop talabyn (janyn) bolmazlygynyn dhti-
mallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, 4 waka 7-den kop talabynl bolmazlygy bolsun,
A waka ¢ylsyrymly wakadyr, ol 8 elementar waka bilen kesgitlen-
yar: w,— talap bolmazlygy, w — bir talap, w, — iki talap, ..., w,— yedi
talabyn bolmagy. 4 wakanyi dhtimallygy elementar wakalaryn &h-
timallyklarynyn jemine dendir:

P(A) = P, (W) + Py, (w,) + P
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Her gosulyjyny hasaplamak ti¢in Puassonyn formulasyny ulana-
lyfi. Meselénin sertine gord: n = 1000, p = 0,005, A = pn =5, onda

Po(w)=e A =33 1=0,1,2,3,..7)

i!
Onda

_ s(5" 5" % 5
P(A)=e <W+1_v+?+ +W) 0,875.
Puassonyn teoremasynyn esasy kemgiliklerinin biri p dhtimal-
lygyn kig¢i bolmagynyn (p — 0) talap edilyandigidir, ol sert hemme
yagdaylarda yerine yetmeyar.

§19. Muawryn-Laplasyn integral teoremasy

Amaly meseleler ¢oziilende P (k) dhtimallygyfi ayratyn alnan ba-
halaryny dél-de, olaryn jemini hasaplamak gerek bolyar.

Meselem, eger doglan 1000 ¢aganyn arasynda oglanlaryn sa-
nynyil 455-den 545 aralygynda bolmagynyn dhtimallygy gozlenyin
bolsa:

(455<k<545)=P_ (455)+ P, (456)+P, (457)+..+P, (545).

(eger oglanyn dogulmagynyn dhtimallygy belli bolsa). Her gosulyjyny
Muawryn-Laplasyii lokal formulasy boyunca tapmak bolar, yone 91 go-
sulyjynynl jemini tapmak uly hasaplamalary talap edydr. Sonun iigin
yokarda agzalan usullar bilen bu meseldni ¢6zmek amatly daldir. Diy-
mek, bize yokarda agzalan wakalaryn dhtimallyklaryny kesgitlemek
icin bagga usullara yilizlenmek gerek bolyar. Bu meseldni ¢6zmek
ticin Muawryn-Laplasyi integral teoremasy peydalanylyar.

Muawryn-Laplasyn integral teoremasy. Eger 4 wakanyii her sy-
nagda yiize ¢cykmagynyn p dhtimallygy hemiselik bolup, noldan we
birden tapawutly, synaglaryn sany yeterlik uly bolsa, onda n synag-
da 4 wakanyn yiize ¢ykyan synaglarynynl k& sanynyn a bilen b-nini
arasynda bolmagynyn dhtimallygynyn yakynlasan bahasy asakdaky
denlikden kesgitlenyér:

Pa<k<b)= D(x,) - D(x,). (1)
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D(x St )

.
=——|e
) v2r Oj
denlik bilen kesgitlenyar,

xlza—np. . _b—mp

; ) . 3
v npq v npq ¥

......

Muawryn-Laplasyn lokal we integral formulalary npg kopeltmek
hasyly birnige yiiz bolsa yeterlik takyklygy beryir. Yokary takyklyk
talap edilmeyén yerlerde npg kopeltmek hasylynyn uly bolmadyk ba-
halarynda (20-den ki¢i bolmasa) bu formulalary ulanyp bolar.

(2) formula boyunca kesgitlenen @(x) funksiyanyn bahalarynyn
tablisasy diizlilen (2-nji gosundy). Bu funksiyanyn bahalarynyn tabli-
sasyndan peydalanmak ti¢cin onun hidsiyetlerini bilmek gerek.

1. @(x) funksiya takdir, yagny:
D(— x) = —D(x).

Eger (2) formulada x argumenti — x bilen galyssak, @(— x) alarys.
Sonira alnan kesgitlenen integralda téze nébelli girizyiris: ¢ = —z, onda
dt = —dz. Téaze z ndbelli boyunca integrirlemegin predelleri 0 we x
bolar.

Diymek,

x 2

Lf e‘%dt z—#f ¢ 2dz =— D(x).
Ner? Ners

Bu yerde «kesgitlenen integralyn ululygy tiytgeyénlerin belle-
nilisine bagly dildir» diylen hisiyetden peydalandyk. Diymek, gor-
kezilen hisiyet dogrudyr. Bu hisiyete gora @(x) funksiyanyn tab-
lisadaky bahalary dine argumentin polozitel bahalary ti¢in berilyar.

O(—x) =

2. @(x) funksiya monoton artyar.

Bu hisiyeti subut etmek {i¢in x,> x, bolanda @(x,) > D(x, ) bol-
yandygyny subut etmeli. Onun {i¢in @(x, ) funksiyany asakdaky gor-
nilisde yazalyn:
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X ) X 5 X >
D(x zl—fe_tzdt:LJ)e_tzdtJr 1 Jze_tzdtz
( 2) /272'0 1/27[0 v 21 5
|
=Q(x)+——a.
A
Bu yerde:
X, 12
a= fe‘zdt>0.

|

Sebibi bu kesgitlenen integral 7-nin islendik bahasynda polozitel
funksiyadan alnan integral bolanlygy iicin poloziteldir. Diymek,
D(x,) > O(x,). Bu hisiyet subut edildi.

3. x> 5 bahalar tigin @(x) = 1 hasap etmek bolar. Hakykatdan-da,
@(5) = 0,9999994 ~ 1, onda x > 5 bolanda @(x) = 1, sebébi bu funk-
siya x-iii ulalmagy bilen artyar, yone birden uly bolup bilmeyar:

lim®(x) = 1.

Mesele. Bugday tohumynyn gogerijiligi 90%. 600 tohum ekildi.
Gogerip ¢ykan tohumlarynl sanynyin 520-den az bolmazlygynyi we
570-den kdp bolmazlygynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisii. n=600, p=0,9, ¢=0,1,onda

P(520 < k< 570) = d(x,) — D(x,),
520—600-0,9  —20 _

X, = = =
' /600-0,9-0,1 7,35

P(520 < k < 570) = P(4,08) + O(2,72) = 0,4999 + 0,4967 = 0,99.

o7 2570 —763050-0,9 _

4,08,

Oziiiii barlamak iicin soraglar.

1. Ahtimallyk teoriyasynyi dwrenyin meseleleri nimeden ybarat?

3. Sygysykly wakalar diylip néhili wakalara aydylyar?

4. Nahili wakalara doly topar diyilyar?

5. Doly topary diizydn wakalara mysallar getirin?

6. Birndge wakanyn jemi diylip ndhili waka aydylyar?

7. Wakalaryn kopeltmek hasyly (kesismesi) néhili kesgitlenyar?
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9. Garsylykly wakalar néhili kesgitlenyar?

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
. Sygysykly wakalary gogmak teoremasyny formulirlén.
22,

21

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

Sygysykly we sygysyksyz wakalara mysallar getirin?

Wakanyn yygylygy diylip ndmé aydylyar?

Yygylygyi nahili hisiyetlerini bilyérsiitiz?

Ahtimallygy statistiki kesgitlemesini getirifi?

Ahtimallygyh klassyky kesgitlemesini formulirlin?

Wakanyn dhtimallygy haysy predellerde iiytgeyar?

Sygysyksyz wakalar ii¢cin gosmak teoremasyny formulirlan?

Doly topary emele getirydn wakalaryn dhtimallyklarynyn jemi nima den?
Néhili wakalara bagly ddl wakalar diyilyar?

Ahtimallyklary kopeltmek teoremasyny formulirli.

Sygysyksyz wakalaryn, ifi bolmanda, birinin yiize ¢ykmagynyn dhtimal-
lygy nihili kesgitlenyar?

Doly dhtimallygyn formulasyny subut ediil.

Bayesin formulasyny getirip ¢ykaryn.

Néhili meseleler ¢coziilende doly dhtimallygyn formulasy ulanylyar?
Bagly dél synaglar diylip néhili synaglara aydylyar?

Néhili meseleler ¢oziilende Bernullinin formulasy ulanylyar?

Has dhtimal yygylyk diylip ndmaé aydylyar?

Muawr-Laplasyn lokal teoremasy ndhili formulirlenyar?

Puassonyn teoremasyny formulirlan.

Muawr-Laplasyn integral teoremasyny formulirlén.

Meseleler we goniikmeler

1. Kesgitli bir synaga degisli elementar wakalaryn ginisligi berlen:

Q={w,w, o, .

Oziinde 2 ya-da 3 elementar wakany saklayan wakalary gurui.
Coziilisi.
DA ={w,w,}, 4, =0, 0}, 4, ={v, o}, 4, = {0, o},

A,={w, 0}, A= {0, 0,}.

2)B, = {0, 0, o}, B, = {w, 0, o}, B, = {0, 0, 0,

B,={w,w,,},

A4,cQ(i=1,2,..,6), BcQ(=1,23,4).
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2. Tenne li¢ gezek oklanyar. Elementar wakalaryn ginisligini
gurmaly.
3.Goy, A =1{a,b,c}; B=1{b,c,d}. A+ B; AB tapmaly.
Coziilisi:
A+B={a,b,c}+1{b,c,d} ={a,b,c,d},
AB ={a,b,c} N{b,c,d} = {b, c}.

4. Nysana Ug gezek ok atylyar. Goy, 4, waka k-njy gezek ok aty-
landa nysana degmek bolsun (k = 1, 2, 3). 4, we A, wakalaryi iistiin-
daki amallardan peydalanyp, asakdaky wakalary gorkezin;

A — «li¢ gezek nysana degmek»;

B — «ii¢ gezek hem nysana degmezliky;

C — «ift bolmanda, bir gezek nysana degmeky;

D — «in bolmanda, bir gezek nysana degmezlik»;

M — «ikiden az bolmadyk gezek nysana degmek»;

F — «birden az bolmadyk gezek nysana degmek».

5. Oynalyan kubjagaz oklanyar. Asakdaky wakalaryn haysysy
sygysykly, haysylary sygysyksyz?

1) A-jibiit ogkolar diisdi, B-tdk ockolar diigdi.

2) A-ték ogkolar diisdi, B-iige kratny bolan ogkolar diisdi.

3) A-diisen ockolar yonekey sanlar, B-jilibiit ockolar diisdi.

6. Asakdaky wakalaryn jiibiidiniii haysylary 6zara garsylykly?

1) Talyp synagy «bislige» tabsyrdy, «ikilige» tabsyrdy.

2) Iki gezek ok atylanda it bolmanda, bir gezek nysana degmek;
iki okun hig biri nysana degmedi.

7. Asakdaky wakalaryii haysysynyn 1) t6tén, 2) hokmany, 3)miim-
kin dél waka bolyandygyny gorkezin.

1) Alnan bir lotereya biledi boyunca utus.

2) Eger gapda 3 gok we 5 gyzyl sar bolsa, totdnleyin alnan saryn
renkli bolmagy.

3) Eger 5 bally bahalaryn sistemasy kabul edilen bolsa, giris sy-
naglarynda dalaggérin 4 synagdan 25 bal toplamagy.

4) Oynalyan kubjagaz oklananda yokarky granynda altydan uly
ockonyn diismezligi.

8. Iki sany oynalyan kubjagaz oklanyar. Diigen ockolaryn jeminin
7-a den bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.
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Jogaby: p = %
9. Oglanjyk kesilip yasalan elipbiyin U, M, R, A, P, G harplary
bilen oynayar. Ol harplar tétanleyin diiziilip goylanda «kMURGAP»
sOziinin alynmagynyi dhtimallygyny tapmaly.
o1

Jogaby: p = 790"

10. Talyplaryn toparynda 16 talyp bar: olaryn 10-sy gyz, 6-sy
oglan. Kiist yarysyna gatnagsmak iicin 3 talyp alyndy. Bu {igliigin
ikisinil gyz, biriniii oglan bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Sy

Jogaby: p = 56

11. Detallaryn toplumynda 10 detal bar, olaryin 7-si standart.
Totanleyin alnan 6 detalyn 4-sinini standart bolmagynyn dhtimal-
lygyny tapmaly.

Jogaby: p = 1

2

12. Tenne 3 gezek oklanyar. Iii bolmanda, 2 gezek sekilin diis-
meginin dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = %

13. Kartlaryn doly toparyndan (52 kart) toténleyin 3 kart alynyar.
Alnan kartlaryn arasynda bir tuzuii bolmagynyn dhtimallygyny tap-
maly.

Jogaby: p =0,204.

14. 13-nji meselédnin sertinde alnan kartlaryn arasynda, in bol-
manda, bir tuzun bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p=0,217.

15. Oniimleriti 100 sanysyndan 6-sy standart. Bu partiyadan
totdnleyin 10 6niim alynyar. Alnan 10 6niimin arasynda dife ikisinifi
standart bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = 0,13.
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16. 35 sany synag sowalnamasynyn arasyndan totdnleyin biri
alynyar. Ol alnan sowalnamany belgisinin {ige kratny san bolmagynyn

dhtimallygyny tapmaly.
Jogaby: p = %

17. X = {B, A, P, L, E} elementlerin kopliigi berlen. X kopliigin
elementleri tétdnleyin yagdayda hatara goylanda «K LEBAP» soziiniil
alynmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

1
120°

18. X = {1, 2, ..., 30} kopliik berlen. Totinleyin alnan sanyn 30-
yn boliijisi bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = 0,2667.

Jogaby:

19. Kartockalaryn her birinde A, G, I, M, O, R, T, L harplar yazy-
lan. Olary toténleyin yagdayda hatara goysak, ALGORITM soziiniii
alynmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = %

20. 15 oglandan we 5 gyzdan ybarat bolan talyplaryn topary bije
boyunga 4 adamdan ybarat bolan nobatgy toparcany doredyirler. Bu
topar¢anyn diiziminde 2 oglanyn we 2 gyzyn bolmagynyn dhtimal-
lygyny tapmaly.

Coziilisi: Synagyn serti 20 adamdan 4 adamy saylamakdan yba-
rat. Alnan 4 adamyi bije boyunca alynyanlygy ti¢in, synagyn netije-
leri den dhtimallykly we sygysyksyzdyrlar. Diymek, n = C;,. Goy,
A waka saylanyp alnan 4 adamyn 2 gyz 2 oglan bolmagyny ailadyar
diyelii. 15 oglanyf arasyndan 2 oglany C’ usul bilen saylap almak
bolar, oglanlar alnandan sofi 5 gyzdan 2 sanysyny C: usul bilen saylap
almak bolar. Diymek, 4 wakanyf yiize gykmagyna C}; C? sany yag-
day yardam edyér. Onda gozlenyén dhtimallyk
_ GG

4
20

P(A) ~0,217.
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21. Gutuda 4 gyzyl we 6 gok galam bar. Tétidnleyin 3 galam
alyndy, olaryn ikisinini gyzyl galam bolmagynyn dhtimallygyny tap-
maly.

Jogaby: p =0,3.

22. N detaldan ybarat bolan toplumda » sany standart detal bar.
Totdnleyin m detal alynyar. Alnan detallaryn arasynda k standart
detalynt bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Céziilisi. Ahli miimkin bolan wakalaryfi umumy sany, yagny N
detaldan m detaly saylap almagyn usullarynyn sany N elementden al-
nan m elementli utgagsmalaryn C}; sanyna dendir.

Bizi gyzyklandyryan wakanyn (m detalyn arasynda k standart
detalyn bolmagy) yiize ¢cykmagyna yardam edyin wakalaryn sanyny
hasaplalyfi. n standart detaly arasyndan k standart detaly C* usul bi-
len saylap almak bolar, sunlukda galan m — k detallar standart daldir,
olary N — n standart dil detallaryf arasyndan C_* usul bilen almak

bolar. Diymek, gozlenydn wakanyn ylize ¢ykmagyna yardam edyén
wakalaryn sany
k m—k
CkCr* onda p = G Gy
Cy

23. Gapda ti¢ gyzyl, dort gok we bés sary sar bar. Toténleyin 3
sar alynyar. Alnan sarlaryn bir renkli ya-da diirli reiikli bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Belgilemeleri girizelin: 4 — sarlaryn tictisi hem diirli
reiikli, B — sarlaryn tigiisi hem gyzyl renkli, C — sarlaryn tigiisi hem
g0k renkli, D — sarlaryn ii¢lisi hem sary renikli bolsun. 4, B, C, D wa-
kalar sygysyksyzdyrlar, onda

P(4+ B+ C+D)=P(d) + P(B) + P(C) + PD).
A —wakanyn dhtimallygy

_ GGG 60
P(A) = C 220

B —wakanyn dhtimallygy
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P(B)=—3=_L1_
(B)=c =220
C — wakanyn dhtimallygy
C, 4
P(C)= "5 =755
(@)= =20
D — wakanyn dhtimallygy
C: 10
D)= =29
Gozlenydn dhtimallyk

P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D) = 26200 * 230 - 21200 * 250 B 27250 '

24. Gapda 10 detal bar, olaryn 7-si standart. Gapdan yzly-yzyna
lic detal alynyar. Olaryn ikisinin standart detal bolmagynyn &htimal-
lygyny tapmaly.

o= 318

Jogaby: p = 750"

25. Atyjy daslagyan nysana li¢ gezek ok atyar. Birinji gezek
nysana degmegin dhtimallygy 0,9, ikinji gezek bu dhtimallyk 0,8,
iclinji gezek 0,7. Asakdaky wakalaryn dhtimallyklaryny tapmaly:
1) iic gezek hem nysana degmezlik; 2) li¢ gezek nysana degmek;
3) iki gezek nysana degmek.

Jogaby: 1) p = 0,006, 2) p = 0,504, 3)p=0,398.

26. Ekmek ti¢in tayyarlanan tohumyn gogerijiligi 98%. Tohumyn
gbgermek ligin onayly yagdaya diismegi 96%. Ekilen tohumyn nége
gbterimi gogerip ¢ykar?

Coziilisi. Goy, 4, — ekilen tohumyn gégerméage ukyply bolmagy,
A, — tohum gdgermek li¢in onayly yagdaya diigmegi bolsun. C waka-
ekilen tohumyti gogerip gykmagy, bu bolsa 4, we 4, wakalaryfi bir
wagtda yiize cykmagyny ailadyar.

P(C) =P(4, - A)) = P(4,) P(4,/4,) = 0,98 - 0,96 = 0,94.

Diymek, tohumlaryn 94%-1 gogerer.
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27. Maldargylyk toplumynda mallara iymit bermek iigin iki
sany transportyor igleydr. Olaryn her biriniii gys aylarynda dowiil-
min iglemeginin dhtimallygy 0,9. Gys aylarynda, in bolmanda, bir
transportyoryn dowiilmén islemeginin 4htimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, 4, — birinji transportyoryfi dowiilmén iglemegi;

A,— ikinji transportyoryfi ddwiilmén islemegi bolsun.

A, we A, wakalar sygysyklydyrlar, diymek, ifi bolmanda, bir
transportyoryn islemeginin dhtimallygy

P4, +A4)=PA)+ PA4,)-PA4,A4,)=09+0,9-0,9-0,9=0,99.
A A, — transportyorlaryn ikisinifi hem iglemegini afiladyar.
P4 A, =P, P(4,)=0,9"-09=0,81.

28. Enjam ii¢ sany baglanysyksyz isleydn elementlerden yba-
rat. Birinji elementifl t wagtda hatardan ¢ykmaklygynyn dhtimallygy
p,= 0.9, ikinji element tigin bu dhtimallyk p, = 0,8, ligiinji element tigin
p, = 0,7. Enjamyn elementlerinifi, it bolmanda, birinifi t wagt araly-
gynda hatardan ¢ykmazlygynyn dhtimallygyny tapmaly

Jogaby: p = 0,994.

29. Hojalyk harytlary yasalyan dort sany zawodda tayyarlanan bir
gorniisli elektrik ¢yralary gelip diisdi. Sunlukda: I zawoddan 250 sany,
II zawoddan 525 sany, III zawoddan 275 sany, IV zawoddan 950 sany
cyra geldi. Cyralaryn standarta gabat gelmeginin dhtimallygy agza-
lan zawodlar iicin degislilikde: 0,15; 0,30; 0,20; 0,10. Diikanyii tekje-
lerinde goylanda g¢yralar garysdyrylyp goyuldy. Diikandan satyn alnan
bir ¢yranyn standart bolup ¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, 4-alnan gyranyn standart bolmagy bolsun, 4 , 4,,

A,, bu ¢yranyii degislilikde birinji, ikinji, ti¢tinji, dordiinji zawod-
da tayyarlanmagy bolsun. Diikana gelen hemme ¢yralaryn sany 2000,
onda gipotezalaryn dhtimallyklary

P(a)=F0 — 0,125, P(4) =32~ 0,2625,

P(A;) =502 = 01375, P(A,)= 5= 0,475,
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Meselénin sertinden
P(4/4)) = 0,15, P(4/4,) = 0,30,
P(4/4,) = 0,20, P(4/4,) = 0,10.
Doly dhtimallygyn formulasyny ulanyp alarys:
P(4)=0,125 - 0,15+ 0,2625 - 0,30 + 0,1375 - 0,20 +
+0,475 - 0,10 =0,175.

30. 10 sany gutuda iki gorniisli detallar bar. Birinji iic gutuda
3 detal birinji gérniisli, 7-si ikinji gorniisli, 4-nji gutuda 9 detal birinji
gorntisli, 1 detal ikinji gdrniisli, galan 6 gutunyn her birinde 1 detal
birinji gorniisli, galan 9-sy ikinji gdrniisli . Gutularyn tétdnleyin bi-
rinden bir detal alynyar. Bu detalyn ikinji gorniisli bolmagynyn &hti-
mallygyny tapmaly.

Jogaby: p =0,76.

31. Ug sany birmefizes gap bar. Birinji gapda iki ak we bir gara
sar ; ikinji gapda ti¢ ak we bir gara sar; li¢iinji gapda iki ak we iki gara
sar bar. Toténleyin bir gapdan bir sar alynyar, bu saryn ak bolmagyny
dhtimallygyny tapmaly.

.o 23

Jogaby: p = 36"

32. Matematikadan synaga gelen 10 talybyn ti¢iisi «béslige», dor-
diisi «dortliige», «ikisi» tigliige tayyarlanypdyr, emma bir talyp diiypli
tayyarlanmandyr. Sowalnamalarda 20 sorag bar. «Béslige» tayyarla-
nan talyp 20 soraga, dortliige tayyarlanan talyp 16 soraga, licliige
tayyarlanan talyp 10 soraga jogap berip bilyér, tayyarlanmadyk talyp
5 soraga jogap berip bilyar. Her talyba 20 soragyn i¢inden tétdnleyin
ii¢ sorag berilyir. Birinji ¢agyrylan talyp 3 soraga-da jogap berdi. Bu
talybyn baslik¢i bolmagynyn dhtimallygy néhili?

Jogaby: p = 0,58.

33. Yygnayjy sehe ii¢ stanokda yasalan detallar gelip diisyar.
Sunlukda: birinji stanokdan 30%, ikinjiden 20%, ti¢linjiden 50%.
Birinji stanokda yasalan detallarynn 2%-1, ikinjide yasalan detallaryn
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1%-1, liglinji stanokda yasalan detallaryin 3%-i standart dél. Totan-
leyin alnan bir detal standart dil bolup ¢ykdy. Bu detalyn birinji sta-
nokda yasalan bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
R ¢

Jogaby: p = 23"

34. Pagtanyn belli bir sortunyn siiyiimlerinit 80%-inift uzyn-
lygy 46 mm-den uly déldir. Toténleyin 5 siiyiim alynyar. Olaryn ara-
synda uzynlygy 46 mm-den uly bolmadyk siiytimleriii ikiden kop
bolmazlygynyn dhtimallygyny tapmaly.

Caoziilisi. Alnan islendik stiyiimin 46 mm-den uzyn bolmazlygy-
nyn dhtimallygy 0,8. Bizi bolsa & sany siiylimleriii arasynda 46 mm-
den uzyn bolmadyk siiylimlerin sanynyn 2-den kop bolmazlygynyn
dhtimallygy gyzyklandyryar.

P(k<2)=P0)+Py(1)+P(2)=C5(0,8)" - (0,2)° + C5(0.8) - (0.2)* +
+ C2(0,8)* - (0,2)> = 0,00032 + 0,0064 + 0,0512 = 0,05798.
35. Diikandan alnan elektrik ¢yrasynyn standart bolmagynyn dh-

timallygy 0,8. Talyp 5 ¢yra aldy. Olaryn arasynda standart ¢yralaryn
sanynyn dortden az bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p =0,737.

36. Tenne 4 gezek oklanyar. 2 gezek sekilin diismeginin dhti-
mallygyny tapmaly.

Jogaby: p =0,375.

37. Siilanin tohumunyn gogerijiligi 90%. Ekilen 7 tohumdan
5 tohumyn gogerip ¢ykmagynyn dhtimallygy ndmé den?

Jogaby: p =0,127.

38. Tikin fabrigininn onlimlerinii 30%-1 yokary hilli. Talyp bu
fabrigiit 6niiminden 6 sanysyny satyn aldy. Ol 6niimlerin 4 sanysynyi
yokary hilli bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = 0,06.

39. Tenne 20 gezek oklanyar. Sekilint diigmeginiii has dhtimal
sanyny tapmaly.
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1 1

Coziilisi. Meselanin sertine gord p = 5 4=5 n=20.Goy, mhas
dhtimal san bolsun,ondanp —g<m<np+pnp—q=20- % — % = 9%,
_ 1,1 1 1 1 . _
+ — .o~ - = =+ = = =
np + p =20 >t 5 102,92<m<102 bu yerde m = 10.

Eger nqg — g we np + p bitin sanlar bolsa, onda olaryn arasynda aralyk

bitin san bolmayar, onda m iki baha eye bolyar: m =pn—q,m,=np +p.

Meselem, eger teiine 25 gezek oklanyan bolsa

_g=25.1_1_ _o5.1 1

np —q=25 > 72 12, np+q=25 2+2
12<m<13, m=12, m=13.

=13.

40. Eger her synagda wakanyn ylize ¢ykmagynyn dhtimallygy
0,2 bolsa, 19 synagda wakanyn yiize ¢ykmagynyii has dhtimal sa-
nyny tapmaly.

Jogaby: m =3, m,=4.

41. Eger p = 0,4 we n = 5 bolsa binomial paylanysyi tablisasyny
diizmeli we dhtimallyklaryn kopburclugyny gurmaly.

42. Eger p = % we n = 11 bolsa, binomial paylanysyn tabli-

sasyny diizmeli we dhtimallyklaryn kopburglugyny gurmaly.

43. Eger wakanyn her synagda ylize ¢ykmagynyn dhtimallygy
0,64 bolsa, wakanyn yiize ¢ykmagynyi has dhtimal sany 51 bolar
yaly, nidce gaytalanyan baglanysyksyz synag gecirmeli?

Jogaby: n="179; 80.

44. Kabir 4 wakanyn her synagda yiize cykmagynyn dhtimallygy
0,8. 100 sany baglanysyksyz synagda bu wakanyn 85 gezek yiize ¢yk-
magynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p =0,046.

45. Pagta siiyliminin 76%-inin uzynlygy 40 mm-den kicidir.
Totanleyin 20 siiylim alynyar, olaryn 16 sanysynyn uzynlygynyn
40 mm-den ki¢i bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p=0,18.
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46. Tenne 40 gezek oklanyar, 25 gezek sekilin diismeginin dhti-
mallygyny tapmaly.
Jogaby: p = 0,036.

47. Eger her synagda wakanyn yiize ¢cykmagynyn dhtimallygy
hemiselik we 0,2 bolsa, 400 synagda bu wakanyn 80 gezek yiize ¢yk-
magynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = 0,04986.

48. Tokar stanogynda standart detalyn yasalmagynyn dhtimallygy
0,4 . Totanleyin alnan 26 detalyn 13 sanysynyi standart bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = 0,093.

49. Oglanyn dogulmagynyn dhtimallygyny 0,515 hasap edip, 80
sany tdze doglan ¢aganyn 42 sanysynyn oglan bolmagynyn dhtimal-
lygyny tapmaly.

Jogaby: p = 0,0009.

50. Her gezek ok atylanda nysana degmegin dhtimallygy 0,6.
600 gezek ok atylanda nysana degen oklaryn sanynyn 330-dan 375
aralygynda bolmagynyn &htimallygyny tapmaly.

Jogaby: p = 0,8882.

II bap
TOTAN ULULYKLAR

§1. Totin ululyklar barada diisunje.
Totian ululyklaryin mysallary
Ahtimallyklar teoriyasynyi esasy diisiinjelerinifi biri totin ulu-
lyk diistinjesidir. T6tdn ululyk yagdaya gord ol ya-da basga san baha-
laryny alyp bilyan ululykdyr, sunlukda ol her bir bahany kesgitli &hti-
mallyk bilen kabul edyiér.
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Totén ululyk we totédn waka diisiinjeleri baglanysyklydyr.

Totdn waka synagyn hil hisiyetlendirijisi bolsa, totin ululyk
onun san hésiyetlendirijisidir. Eger totédn wakalar baglanysyksyz bol-
salar, totdn ululyklar hem baglanysyksyzdyrlar. Totén ululyklaryn
mysallaryna seredelin.

1) Bir gije-glindizin dowamyndaky telefon geplesiklerinifi sany;

2) Bir yylda bir sygyrdan alnan siiydiin mukdary;

3) Bir yylda bir towukdan alnan yumurtgalaryn sany;

4) Pagtanyn hasyllylygy (s);

5) Bir yylda 100 ene goyundan alnan guzularyn sany;

6) Stytdiki yagyn goterimi (%);

7) Belli bir yerde aprel ayynda yagan ygalyn mukdary (mm);

8) Osiisint 10 hepdesiniii basynda bir dsiimligiii agramy.

To6tan ululyklar iki topara boliinyérler:

1) Diskret totdn ululyklar (1-5 mysallar),

2) Uzniiksiz totin ululyklar (6-8 mysallar).

Kesgitleme. Eger X totidn ululyk degislip , p,, ..., p, dhtimallyk-
lar bilenx , x,, ..., x, tiikenikli ya-da tiikeniksiz hasaply bahalary kabul
edyén bolsa, ona diskret totin ululyk diyilyar.

Synagyh netijesinde X totdn ululygyn p, dhtimallyk bilen x,_ba-
hany almagy:

PX=x)=p  (k=1,2,..,n) (1)
gorniisde belgilenilyér.
(1) formula X totén ululygyn paylanys kanuny diyilyér. Képleng
diskret totidn ululygyn paylanys kanuny tablisa gérniisinde berilyér:

X X, X, X
n

p P, P> P,

Bu tablisanyn birinji setiri totdn ululygyn miimkin bolan baha-
laryny, ikinji setiri bolsa olaryn degisli &htimallyklaryny anladyar.

Diskret totdan ululygyn paylanysyny grafiki sekillendirmek {i¢in
goniiburgly koordinatalar sistemasynda (x, p,) nokatlary guryarlar,
somira olary kesimler bilen birlesdirip, paylanysyn kopburclugy diylen
figurany alyarlar (13-nji surat).
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13-nji surat

1-nji mesele. Oynalyan kubjagaz oklananda belli bir sanyn diis-

meginin dhtimallygy %-e dendir. Onda ogkolaryn paylanysyny asak-

daky tablisa bilen bermek bolar:

X 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
p 6 6 6 6 6 6

2-nji mesele. Synag gecirilip, olaryn her birinde 4 wakanyn yiize
cykmagynyn dhtimallygy p. 4 wakanyn yiize cykmagynyn £ sany bi-
nomial kanun boyunca paylanan diskret totan ululyk.

Pu=k =C:pr(1—py*,  (k=0,1,2,3,...,n—1,n).
Bu ululyk asakdaky tablisa bilen berilyér:
0 1 2 n
p | A=py | Cp(l-py | Cop*(l=py 2| = | P

X=x,X=x, .., X=x wakalar doly topary emele getiryirler,
sonun ti¢in:

PX=x)+PX=x)+. . +PX=x)=1 (2)
ya-da
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Y pi=ptpt..+p, =1L 3)
k=1

Ahtimallyklar teoriyasynda totén ululyklaryi baglanysyksyzlygy
hakyndaky diisiinje wajyp orun tutyar.

Kesgitleme. Eger, X = x, we Y=y, (i=1,2,...mj=1,2,...,m)
wakalar islendik i we j li¢in bagly dél bolsalar, onda X we Y diskret

Diskret totan ululyklar tigin seredilen bu diistinjeleri umumylygy
bozman gifieltmek bolar. Diskret totén ululyk tiikenikli ya-da tiikkenik-
siz (hasaply) x, x,, ..., X, ... san bahalary olara degisli p, = P(X = x,),
p,=PX=x,), .., p, = P(X=x,), ... dhtimallyklar bilen alyp biler. X
totdn ululygyn paylanysy (1) formula bilen ailadylyar, eger X tlike-
niksiz kop bahalary alyan bolsa, k=1, 2, 3, ..., bu yagdayda (3) deiilik
asakdaky gorniisi alar:

> p=1
=1

Bu yerde tlikenikli jeminl yerine tiikeniksiz hatar duran diskret
totdn ululyklara seredilydr. Sunlukda hemme girizilen diisiinjeler we
hésiyetler totdn ululyk tlikeniksiz bahalary alan yagdayynda-da 6z
giiyjiini saklayar, yone tiikenikli jemlerin yerine tiikeniksiz hatarlary
almaly bolyar.

Tiikenikli bahalary alyp bilyin diskret totdn ululygyn mysaly
hokmiinde bir giiniin dowamynda ilatly punktda doglan ¢agalaryn
sanyny, awtobusdaky yolagg¢ylaryil sanyny, masgaladaky cagalaryn
sanyny gorkezmek bolar.

Tiikeniksiz bahalary alyp bilyén t6tén ululygyi mysaly edip bi-
rinji gezek nysana degilyingd atylan oklaryn sanyny almak bolar. Bu
totin ululyk asakdaky bahalary alyp biler:

1 (birinji gezekde nysana degilse), 2 (birinji gezekde nysana de-
gilmin, ikinji gezekde nysana degilse), 3 (birinji we ikinji gezekde
nysana degilmén, {li¢iinji gezekde nysana degilse) we s. m. tiikkenik-
sizlige ¢enli. Hakykatda-da atyslaryn sany haysydyr bir N sandan ki-
cidir diylen netijad gelmek miimkin dél. Sebdbi ilkinji N gezek atylan
oklaryn hig birinini nysana degmezligi miimkin. Onda biz yene-de bir
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gezek oky atmaly bolyarys. Diymek, totdn ululygyn alyp bilyén baha-
lary tiikeniksiz (yone ol hasaply kopliik).

Goy, X totdn ululyk x, bahany p; = P(X = x) dhtimallyk bilen
kabul edyér diyelifi. Y t6tan ululyk y, bahany P(Y = y,) = p, &htimal-
lyk bilen kabul edyér diyelin. £X totdn ululygyn paylanys kanunyny
asakdaky yaly bermek miimkin:

1 2 n

p P, P, P,

x +y jem téze t6tdn ululyk bolup, ol x, + y, gbrniigdéki bahalary
p,, @htimallyk bilen kabul edyér. Diymek, '

p;=PX=x;Y=y)=PX=x) P(Y=y)=pp,

Totén ululyklaryn tapawudynyin we kopeltmek hasylynyn pay-
lanysy suna menzeslikde kesgitlenyar.

§2. Diskret totin ululygyn matematiki garasmasy

Dinte paylanys kanuny boyunca totén ululyk barada pikir yoret-
mek kopleng kyn bolyar. Sonun iicin totén ululyklary kibir hemiselik
ululyklaryn tisti bilen hdsiyetlendiryérler. Olaryn arasynda in wajyp-
larynyil biri matematiki garasmadyr.

Bir mesela seredelin. Dyng alys 6ylinde hemmesi utusly lotereya
oyny gecirilyir. 1000 sany utus bar, olaryn 400 sanysy — 1 manat, 300
sanysy — 2 manat, 200 sanysy — 10 manat, 100 sanysy — 20 manat
mocberinde utyar. Bir lotereya satyn alan adam {i¢in ortaga utusyn
mukdary ndhili?

1-400+2-300+ 10 -200+20 - 100 = 5000 utuslaryn sanyny
1000-e bolelin: 5000/1000 = 5 manat, yone ortaga utusy kesgitlemek
licin anlatmany asakdaky yaly gérniisde hem ulanmak bolar:

1 -400/1000 + 2 - 300/1000 + 10 - 200/1000 + 20 - 100/1000 =
=1-04+2-03+10-0,2+20-0,1 =5 manat.

Beyleki tarapdan, bu meseldniil sertinde utusynt mogberi 1 ma-
nat, 2 manat, 10 manat, 20 manat bahalary kabul edip bilyén, dhtimal-
lyklary, degislilikde, 0,4, 0,3, 0,2, 0,1 bolan tétdn ululykdyr. Diymek,
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garasylyan ortaca utus utuslaryn mogberininn degisli dhtimallyklara
kopeltmek hasyllarynyf jemine den.

Kesgitleme. Diskret totdn ululygyn matematiki garasmasy diy-
lip, bu ululygyn kabul edip bilyan bahalarynyn olaryn degisli ahtimal-
lyklaryna kopeltmek hasyllarynyi jemine aydylyar.

Matematiki garasma M(x) simwol bilen belgilenilyar.

Kesgitlema gora:

M(X)=x,p, + X,0, + . + X,p, = D_X;p;. (1)
i=1

Totan ululygyn matematiki garasmasy hemiselik ululykdyr. Ol
synaglarda totdn ululygyn ndhili ortaga bahasyna garasyp boljak-
dygyny gorkezydr. Kdwagtlarda dinie matematiki garagsmanyi 6zi to-
tdn ululyga yeterlik hisiyetnama beryér.

Matematiki garagsmanyn hasiyetlerine seredelii:

1. Hemiselik sanyn matematiki garasmasy sol hemiselige dendir.

Subudy. Hemiselik ¢ sana bire dent bolan &htimallyk bilen c ba-
hany kabul edyén t6tin ululyk yaly seretmek bolar. Sonuii {i¢in onuni
matematiki garagmasy:

Mc=c-1=c

2. Hemiselik sany matematiki garasmanyn simwolynyn dasyna
cykarmak bolar:

MUX) = kM(X),
Bu yerde k — hemiselik san.
Subudy. O belleysimiz yaly, k X totin ululykdyr,

PkX =kx) =p, (i=1,2,..,n).
Onun matematiki garagsmasy
M(kX) = kx p + kx,p, + ... + kx p =k(x p, +.. +x p)=kMX).

3. X we Y totén ululyklaryn jemininn matematiki garagmasy olaryn
matematiki garagmalarynynl jemine dendir:

M(X + Y) = M(X) + M(Y).
Subudy. Goy, X we Y asakdaky kanunlar boyunca paylanan diyelin:
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X X, X, X
PX=x}=p | p P, p,
Y Y Y, Y,
q,=P{Y=y} q, q, q,

Diymek, X + Ytotan ululyk x, +y (k=1,2,..n, i=1,2, ..., 5) ba-
halary kabul edip biler. X = x, we ¥ =y wakalaryf &htimallyklaryny
r,, bilen belgilélifi. Onda

MX+Y)= ZZ (X, +y)r = ZZxkrkl+ZZy,rk,

k=1i= k=1i=

= St ( D)+ 2n( ) = e+ g, = MOX) + M(Y).

= i=1

Bu yerde asakdaky aiillatmalardan peydalanyldy:
2t =Pe 2 Tu =
i=1 k=1

Ol denlikler jiibiit-jliblitden sygysyksyz wakalary gosmak teo-
remasyndan gelip ¢ykyar. Hakykatdan-da, {X = x } wakany jiibiit-
jubiitden sygysyksyz

{X:xka Y:yl}a {X:Xk, Y:yz}s () {X:Xk, Y:ys}
wakalaryn jemi gorniisinde anlatmak bolar. Onda

—P(X=x}=P{X=x,Y=yp} +P{X=x,Y=y}+. . +
+P{X=x,Y=y}=r, tr,t. . +tr. =>r.
izl

Edil suna menzeslikde
g =P{Y=y} =P X=x,Y=y} +PX=x,Y=y;+..+
tP{X=x,Y=y}=r +r,.tr,=>r.
k=1
4. X we Y bagly dal totdn ululyklarynl kopeltmek hasylynyn mate-

matiki garagsmasy bu ululyklarynl matematiki garagmalarynyn kopelt-
mek hasylyna dendir:
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M(X + ¥) = M(X) - M(Y).
Subudy. 3-nji hdsiyet iicin ulanan bellemelerimizi peydalanalyn
ry= X =x,Y =y} =PIX=x} - P{Y=y} =pg,

Sebdbi X we Y ululyklar bagly déldirler. XY kopeltmek hasyly
x,y, bahalary alyar. Sonun ligin

n S n S

MX-Y)=) Xty = PIDIEA P IE ; xkpk<2;y,-qi) =

k=1i= k=1i=1
=2 xpM(Y) = M(X)M(Y).

i=1

5. ki totdn ululygyn tapawudynyn matematiki garagsmasy mate-
matiki garagsmalaryil tapawudyna dendir:

MX-Y) = M(X) - M(Y).

Subudy.
MX-Y) =MX + (- Y)) = M(X) + M(-Y) = M(X) - M(Y).

6. M(X—c)=MX)—c
Subudy.

M(X —c) = M(X) — M(c)
matematiki garagmanyn birinji hdsiyetine gord M(c) = c. Diymek,
M(X—-c) =MX)-c.

7. M(X — M(X)) = 0.
Subudy.
(6) hasiyeti peydalanyp, ¢ = M(X) hasap edip alarys:

M(X - M(X)) = M(X) - M(X) = 0.

§3. Diskret totin ululygyn dispersiyasy

Kop yagdaylarda difle matematiki garasma yeterlik derejede to-
tdn ululygy hisiyetlendirip bilmeyair. Goy, totdn ululyklar asakdaky
paylanys kanunlary bilen berlen diyelin:
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Y -20 -10 0 10 20
q 0,3 0,1 0,2 0,1 0,3
X -0,1 | -0,01 0 0,01 0,1
p 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

Bu ululyklaryn matematiki garasmalary mefizes we nola den,
yone olaryn paylanys hisiyetleri basga, X totdn ululyk matematiki
garasmadan az tapawutlanyan bahalary alyp bilyir, Y totdn ululyk
bolsa matematiki garasmadan gowy tapawutlanyan bahalary alyp bil-
yar. Edil sunun yaly, iki welayatda yylynn dowamynda diisyén ygalyn
birmenizes orta bahalarynda bu welayatlarda klimat hem birmenzes
diyip bolmayar. Ortaca aylyk hakyn belli bolmagy yokary we az hak
tolenyén is¢ileriin udel agramy barada pikir yoretmage miimkingilik
bermeydr. Umuman aydylanda, matematiki garagsma boyunca ortaga-
dan gysarmanyti ululygy barada aytmak kyn bolyar. Yone bu gysarma
baha bermek 6rdn wajyp bolup duryar.

Totan ululygyn dargawlygyna diirli usullar bilen baha berip bolar.

Totdn ululygyn bahalarynyn matematiki garasmanyn toweregin-
diki dargawlygyna baha bermek {i¢in dispersiyadan we orta kwadra-
tik gysarmadan peydalanylyar.

X totdn ululygyn bahalarynyn matematiki garasmanyn golayyn-
daky dargawlygyny x. — a tapawut hasiyetlendiryér. Yo6ne bu tapawu-
dyn ortaca bahasy dargawlygy hisiyetlendirmeyar, sebidbi matematiki
garagmanyn 7-nji hdsiyetine gord M(x, — a) = 0. Su sebébe gord bu
gysarmalaryil (x, — a), (x, — a)’, ..., (x, — a)* kwadratlaryna seredil-
yar. Ol tapawutlara (X — a)? tétdn ululygyn bahalary yaly diistinmek
bolar. Totan ululyk bu bahalary, degislilikde, p , p, ...p, dhtimallyklar
bilen kabul edyir. Bu t6tdn ululygyn matematiki garasmasyna totén
len belgilenyar.

Kesgitleme. Totidn ululygyn 6z matematiki garasmasyndan gy-

D(X) = M[X — M(X)]? (1)
ya-da
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D(X) = (x, —ayp, +(x, — ayp, + ..
+(x,—a)'P, = ;(Xi —ayp;.

Dispersiya hemiselik ululyk bolup, ol totidn ululygyn ikinji jem-
leyji hésiyetlendirijisidir.

Kesgitleme. X totdn ululygyn orta kwadratik gysarmasy diylip,
dispersiyadan alnan kwadrat kokiin arifmetiki bahasyna aydylyar:

o(X) =/ D(X).

Orta kwadratik gysarma dispersiya garanda dargawlygyn has kop
ulanylyan Slgegidir. Onun Slgegi totdn ululygyn olgegi bilen gabat
gelyar. Meselem, eger totén ululygyn bahalary gektarlarda, gramlar-
da, metrlerde we s.m. anladylyan bolsa, onda orta kwadratik gysarma
hem gektarlarda, gramlarda, metrlerde we s.m. ailadylyar.

Dispersiyanyn hisiyetlerine seredelin.

1. Hemiselik sanyi dispersiyasy nola dendir:

D(c) = M[c— M(c))? = M[c—c]=M(0)=0.

2. Hemiselik sany kwadrata goterip, dispersiya alamatynyn da-
syna ¢cykarmak bolar:

@

D(kX) = I?D(X).

Bu yerde k — hemiselik san.

Subudy. Goy, X berlen totédn ululyk bolsun. Onda kX tize totén
ululyk bolup, onuii matematiki garagsmasy kM (X) bolar. (matematiki
garagsmanyn 2 hdsiyeti). £X totdn ululyga (1) formulany ulanyp alarys:

D(kX) = MKX — M(kX)]? = M{IP[X - M(X)]*} =
= KM[X - M(X)]* = D(X),
3. D(X) = M(X?) — [M(X)].
Subudy. M (X) = a hasap edip alarys:
D(X) = M[X—MX))? = MX - a)* = M(X?-2aX + a*) = M(X?) —
— MQ2aX) + M(a?).
Matematiki garasmanyn 1 we 2 hisiyetlerine goré
MQaX) =2aM(X), M(a*) = a?,
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D(X) = M(X?) — 2aM(X) + &> = M(X?) — 2a*> + a°.
Bu yerden
D(X) = M(X?) — a* = M(X?) - [M(X)]".
4. Bagly dil X we Y totdn ululyklar {i¢in
D(X + Y) = D(X) + D(Y).
Subudy.
DX +7Y) =M{(X +Y)— [MX) + M(Y)]}* = M{[X - M(X)] +
H[Y-MD)]}? = M{X - MX)P +[Y - M) +
+2[X - MX)] - [Y - M(D)]},
DQX + ¥) = MIX— MOOF + M[Y — M(Y)P +
+2MA{[X - MX)] - [Y - M(D)]}.

X —M(X) we Y — M(Y) — tapawutlar bagly dél totan ululyklardyr.
Sebédbi X we Y bagly dildirler. Onda matematiki garasmanyn 4-nji
hésiyetine gord

M{[X-MX)] - [Y-M(D)]} = MX-MX)) - M(Y - M(Y)).

Sag tarapdaky kopeldijilerin ikisi hem matematiki garagsmanyn
7-nji hésiyetine gord nola dendir. Onda

DX +Y) = DX) + D(Y).
5. Bagly dél iki t6tén ululygyn tapawudynyn dispersiyasy olaryii
dispersiyalarynyil jemine defi:

D(X—Y) = D(X) + D(Y).
Subudy.
X-Y=X+(-1)"Y
Dispersiyanyn 2-nji hdsiyetine gord
D(X~Y) = D(X) + D[(-1) - Y] = D(X) + (1> D(Y) = D(X) + D(Y)

Subut etmelimiz hem sudy.
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§4. Binomial paylanys

Diskret totidn ululyklaryn paylanys kanunlarynyn arasynda has
gin yayrany bizin 61 tanys bolan binomial paylanysymyzdyr. Bu
paylanys Bernullinini formulasy bilen berilyar:

P(X=m)=C'p"¢"™" (m=0,1,2,...,n). ()
Binomial kanun boyun¢a paylanan t6tén ululygyn matematiki
garasmasyny we dispersiyasyny tapalyfi. M(X) = m_belgildlif.
Diskret totidn ululyk ticin matematiki garagsmanyn kesgitlemesine
gora:
mx — zmcmpmqn m (2)
m=0
Bu jemi hasaplamak ii¢in:
p + q) Z Cm m n m
afilatmany p boyunga differensirldp alarys:
n(p+aqy~ = Y mCrp" g ", 3)
m=0
(3) denligin iki tarapyny hem p sana kopeldip alarys:
np(p +q)'~! ZmC"’ g 4)

(2) we (4) denliklerin sag taraplary dendirler, diymek, olaryii ¢cep
taraplary hem dendir:

m,=np(p +q)".
p + g =1 bolanlygy ligin:
m_= np. (5)
Binomial paylanysyn dispersiyasyny hasaplamak ti¢in:
D(X)= M[X?] - (m,)’ (6)

formuladan peydalanalyn. Ilki bilen M(X?) tapalyn:
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Mx] = Zm Crp"q" " 7
Onun {i¢in (3) anlatmany yene bir gezek p boyunga differensirlélin:
nn—1)(p+q)y? Zm - )Crp" g
Bu denligin iki tarapyny hem p? kopeldip, alarys:
n(n—1)p*(p+q) ZM(M— HCp g™
Bu yerden p + ¢ = 1 deiiligi goz 6iiine tutup alarys:

np_np_zmcmmnm zmcmmnm

Zn:mZC;nmnm M[X] zmcmmnm_mx:np’
m=0

onda:
n*p* — np* = M[.X?] — np.
Bu yerden:
M[X?] = n’p* —np* + np. (8)
(8) anllatmany (6) formulada goyup we m_= np bolyandygyny bi-
lip alarys:
D(X) = n’p* —np* + np —n’p* = np(1 - p)
ya-da
D(X) = npq.
Bu yerden orta kwadratik gysarma
0(X)=/D(X) =/npq.
Mesele. Detalyn standart ddl bolmagynyn dhtimallygy 0,06 den.
50 detaldan ybarat bolan toplumda standart dél detallaryii sanynyn

matematiki garagsmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarma-
syny tapmaly.
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Coziilisi. X totdn ululyk binomial kanun boyunga paylanandyr.
Sonun iigin:
m_=np =50-0,06=3,
D(X) = npg =50 - 0,06 - 0,94 =2,82.

§5. Puassonyn paylanysy

Eger X totan ululyk dine bitin otrisatel bolmadyk m =0,1,2,3,...
bahalary

P(X=m)= jq—n;e_ﬂ.

dhtimallyk bilen alyan bolsa, ol Puassonyn kanuny boyunga pay-
lanandyr. Bu kanuna sey’/rek dus gely’/éin hadysalaryﬁ kanuny hem
Puassonyn kanuny boyunca paylanan tétdn ululygyn matematiki ga-
rasmasy we dispersiyasy bu kanuny kesgitleyin A parametre dendir:

AO A A2 /’13 /’lm
M(X)=0 Tk e e +2- e +3- Sy T tme e
=Ae‘ﬂ< +2- %+3 é—?+ +mﬂ;;1 +...>:
a1 A LA At
= Ae <+1'+2,+ +< .Y >

Yay i¢indiki duran hataryi jemi hatarlar teoriyasyndan belli
bolsy yaly, ¢! denidir. Diymek,

MX)=Ae? et = A (1)
Dispersiyany hasaplamak {i¢in
D(X) = M(X?) — [M(X)F

formuladan peydalanalyn.

0 2 3
M(X2)=O~é' 1% li +22 -%e‘ﬂ%”%e‘“ﬁ.

m 3 m
+m2}i!e’ﬂ+...:e"<ﬂ+2 f—!+3 %+ +m(mﬂ_1)' )(2)
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Yokarda belleysimiz yaly,
AR R
et 1+1'+2,+3'+ +( _1)

Bu denligin iki tarapyny hem A kopeldelin, sotira A boyunga dif-

ferensirlép alarys:
A A g A AT

(1+A)e" =1 +21' +32' +43' +.tm: m=T1)1 1)'

Alnan anlatmanyn iki tarapyny hem A kopeldip, sofira (2) defiligi
g0z Oniine tutup alarys:

MX?)=et - A+ =1+ DX)=A+A2-A=A

Diymek, Puassonyn paylanysynyn matematiki garagmasy we dis-
persiyasy 0zara gabat gelyirler. Eger totin ululygyn takyk paylanysy
binomial paylanys bolsa we matematiki garasma dispersiyadan az
tapawutlanyan bolsa, yagny np = npq bolsa, Puassonyi paylanysy
onuil yakynlasmasy gorniisinde ulanylyar. Su sebdbe gord Puassonyn
paylanysy amaly meseleler ¢oziilende gifiden ulanylyar.

1-nji mesele. Demir yol menzilindéki kassa bir sagadyn dowa-
mynda ortaca 30 yolaggy yiiz tutyar. Bir minudyii dowamynda kassa
ikiden kop bolmadyk yolageynyn yilizlenmeginini dhtimallygyny tap-
maly.

Céoziilisi. Bir minudyn dowamynda kassa gelyinlerin sanynyn
matematiki garagmasy

=30 _ 1
A=m, = -2
Meseldnin sertine gord berlen minudyn dowamynda kassa yiiz
tutan adamlaryn sanynyn 0, 1, 2 bolmagy miimkin. Sonui ii¢in goz-
lenyin dhtimallyk

0 1 2
Pm<2)=P,+P +P, = é' +1A—'e +%e

Lz
e*% 1+%+<§!>

]x 0,98.
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2-nji mesele. Zawod tayyarlayys boliimine 500 sany yokary hilli
oniim ugratdy. Oniimifi yolda zaya bolmagynyn dhtimallygy 0,002.
Tayyarlayys bolimine gelen 6ntimlerinl ii¢lisiniii zaya 6niim bolma-
gynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Bu meseldnin yakynlasan ¢oziiwini Puassonyn formu-
lasyny ulanyp tapmak bolar. Meselénin sertine gora:

p=0,002, g=1-p=1-0,002=0,998, n=>50.

Zaya Onlimleriii sanynyil matematiki garagsmasyny we disper-

siyasyny tapalyn:
m_=np =500 0,002 = 1.
D(X) = npg =500 - 0,002 - 0,998 = 0,998.

Gorsiimiz yaly, m_~ D(x). Sonun iigin A = m_= 1 hasap edip,
gbzlenydn dhtimallygynl yakynlasan bahasyny Puassonyn formulasy
boyunca taparys:

P, = %e‘ﬂ = %e‘ﬂ = 761'6 =~ 0,06.

§6. Totin ululygyn paylanys funksiyasy

Kesgitleme. Eger totén ululyk biitin bir aralykda islendik bahany
alyp bilyén bolsa, basgaca aydylanda, totdn ululygyn alyp bilyédn ba-
halary kébir tiikenikli ya-da tiikeniksiz aralygy dolduryan bolsa, onda

Uzniiksiz totdn ululygyn kesgitlemesinden gorniisi yaly, onui
miimkin bolan bahalaryny sanap ¢ykmak miimkin dél. Sebébi olaryn
sany tiikeniksiz uly, sonufi licin onun paylanys kanunyny tablisa gor-
niisinde berip bolmayar.

Tiikeniksiz (— o, x) aralyga seredelin, x — erkin hakyky san. Syna-
gyn netijesinde X totdn ululyk x, x, € (— o, x) bahalaryf birini alypdyr
diyelin. Basgaca aydylanda, X < x boldy diyelin. Bir synagyn netije-
sinde X totdn ululygyn kébir x sandan ki¢i bahany almagy x-a bagly
bolan kesgitli dhtimallyga eyedir, yagny X < x wakanyni dhtimallygy
x-1n funksiyasydyr:

P(X <x) = F(x). (1)
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Kesgitleme. X ttdn ululygyn x-dan kici bahany almagynyn P(X < x)
dhtimallygyna X totidn ululygyn paylanysynyn integral funksiyasy

San okunda P(X < x) = F(x) denlik X t6tdn nokadyn x nokatdan
¢epde yerlesyéndigini aiiladyar. x , x,, ..., x, bahalary alyp bilyén dis-
kret X totén ululyk ti¢in paylanys funksiyasy asakdaky gorniisi alar:

F(x)= Z:P(X =X;). ()

Jemin asagyndaky x, < x defisizlik jemlemek prosesinifi totdn
ululygyn miimkin bolan bahalarynyn x-dan ki¢i bahany alyanlaryna
degislidigini anladyar. (2) denilikden gorniisi yaly, diskret tétdn ulu-
lygyn paylanys funksiyasy diskret funksiyadyr. Ol ululygyn miimkin
bolanx, x,, ..., x, bahalarynyfi lstiinden gegende basgangaklar boyun-
ca artyar. Sunlukda her basgancagyin beyikligi degisli bahalaryn &hti-
mallyklaryna dendir.

1-nji mesele. Nysana baglanysyksyz ti¢ gezek ok atylyar. Her sy-
nagda nysana degmeginl dhtimallygy 0,4. Nysana degmegin sanynyn
paylanys funksiyasyny gurmaly.

Caoziilisi. Nysana degmegiil sanyny X bilen belgilédlin. Onda X
totdn ululygyn miimkin bolan bahalary asakdaky yaly bolar:

x,=0, x,=1, x,=2, x,=3.

Totdn ululygynn miimkin bolan bahalarynyn dhtimallyklaryny
Bernullinin formulasy boyunca hasaplalyn:

P(X=x)=C,pq" .
Bu yerde n = 3, onda
P(X=0)=Clp’¢*=(0,6) = 0,216,
P(X=1)=Cip'q’ ' = 0,432,
P(X=2)=0,288, P(X =3)=0,0064.
Paylanysyn tablisasyny diizelin:

X 0 1 2 3
P(X=x)| 0216 0,432 0,288 0,064
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(2) formulany ulanyp, paylanys funksiyasyny guralyn:
1. F(x) = Y P(X=x,)=0,
x; <0
2. F(x) = ZP(X: x;) =P(X=0)=0,216,

x <1

3. F(x) = Y P(X=x)=P(X=0)+P(X=1)=0,216+0,432 = 0,648,

X <2

4.F(x)= Y P(X=x)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)=0,936,

x<3
5. F(x) = P(X=3)=0,064,
Fx)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+tPX=3)=1.
Paylanys funksiyanyn grafigi /4-nji suratda gorkezilen.

F(x)
—
— :
0 1 2 3 x

14-nji surat

Seredilen meselede totdn ululygyn bahalary aralyklara boliinen.
Ol aralyklarda basga miimkin bolan bahalar yok. Bellemeli zat, bu
aralyklarda paylanys funksiyasynyi bahalary hemiselik. Sonun {igin
funksiyanyn grafigi basgancak gorniisde alynyar. Totidn ululyk her
gezek tdze baha alanda basgangak bu bahanyi dhtimallygyna den
bolan beyiklige yokary galyar. Paylanys funksiyanyi héasiyetlerine
seredelin.

1. Paylanys funksiyasy nol bilen biriii arasynda yerlesen otrisatel
dal funksiyadyr:

0<F(x)<l.
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Bu hésiyet dhtimallygyn hasiyetinin esasynda yiize ¢ykyar.

2. Totén ululygyn (x,, x,) aralyga diismeginiil &htimallygy pay-
lanys funksiyasynyn aralygyn uc¢laryndaky bahalarynyn tapawudyna
dendir:

P(x <X<x))=F(x,) - F(x)). 3)

Subudy. Asakdaky li¢ waka seredelin. 4-waka X < x,, B-waka
X <x,, C-waka x, X < x,. Bu yerden gorniisi yaly, 4 waka B we C iki
sany sygysyksyz wakalaryn jemine den:

A=B+C.
Sygysyksyz wakalary gogmak teoremasyna gora
P(4) = P(B) + P(C),

yone
P(A) = P(X < x,) = F(x,),
P(B) = P(X < x,) = F(x)),
P(C) = P(x, <X <x).
Onda
F(x)) = F(x)) + P(x, <X<Xx,). (4)
Bu yerden

P(x <X <x) = F(x,) - F(x)).

Subut etmelimiz hem sudy.

(3) denilikde x, — x, predele gegip, X totdn ululygyn (x , x,) ara-
lyga diismeginin yerine bu ululyk ayratyn alnan bir bahany alyar di-
yen netiji geleris:

P(X=x)=lmP(x, =X <x,) = lim[F(x,)— F(x)]. (5)
fosed oy

Bu predelini bahasy F(x) funksiyanyf x, nokatda tizniiksiz bol-
magyna ya-da diskret funksiya bolmagyna baglydyr. Eger funksiya
x, nokatda Uiziilyan bolsa, onda (5) predel bu funksiyanyil x, nokatda
liziillyan aralygyna (bokiis aralygyna) denidir. Eger funksiya x nokat-
da tizniiksiz bolsa, onda bu predel nola dendir.
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Uzniiksiz X totdn ululygynl F(x) paylanys funksiyasynyi hem
lizniiksiz bolyanlygy ti¢in F(x) funksiyanyfi predelinifi x, nokatda
nola den bolyanlygyndan iizniiksiz t6tdn ululygyn islendik ayratyn
alnan bahasynyn dhtimallygynyn nola den bolyanlygy gelip ¢ykyar.
Bu netije birbada gen yaly bolup goriinyar, yone ol wakanyn dhtimal-
lygynyn statistiki kesgitlemesi bilen ylalasyar. Bu kesgitlemd gora
wakanyn dhtimallygynyii nola defi bolmagy bu wakanyn yygylygynyn
synaglaryn sanynyn artmagy bilen tiikeniksiz kemelmek meylini hi-
siyetlendiryédr, yone wakanyn miimkin dil wakadygyny anlatmayar.

3. Totén ululygynn paylanys funksiyasy kemelmeyin funksiya-
dyr, yagny x, > x, bolanda F(x,) > F(x)).

Bu hésiyet 2 hésiyetden gelip ¢ykyar. Hakykatdan-da, (4) formu-
la gora

F(x) = F(x) + P(x, <X <x).
Islendik wakanyn dhtimallygy otrisatel daldir. Onda
P(x, <X <x,)>0.

Bu bolsa eger x, > x, bolsa, F(x,) > F(x,) bolmalydygyny afladyar.
4. Paylanys funksiyasy ti¢in x = —o bolanda F(—o) =0, x =+
bolanda F(+o) = 1. Hakykatdan-da, x nokadyn ¢ep tarapa tiikeniksiz-
lige stiysmegi bilen X totédn nokadyn x — dan ¢epe diismegi predelde
miimkin dil wakadyr. Sonun ti¢in bu wakanyn dhtimallygy nola ym-
tylyar, yagny
F(—o0) = 0.

Edil suna menzeslikde, x nokady1 saga tarap tiikkeniksizlige siiys-
megi bilen X totdn nokadyn x-dan ¢epe diismegi predelde hokmany
waka owriilydr. Sonuil iicin bu wakanyil dhtimallygy bire ymtylyar,
yagny F(+o) = 1. Paylanys funksiyasynyn seredilen hésiyetlerini
gysgaga asakdaky yaly formulirlemek bolar:

Her bir paylanys funksiyasy otrisatel dil, kemelmeyén we F(—x) =0,
F(+0) =1 sertleri kanagatlandyryan funksiyadyr.

Ters tassyklama hem dogrudyr, yagny sanalyp gecilen hasiyetle-
ri kanagatlandyryan islendik funksiya kébir totdn ululygyn paylanys
funksiyasydyr.
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Gorstimiz yaly, paylanys funksiyasynyin komegi bilen islendik
aralykda totan ululygyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny ya-da islen-
dik nokatda diskret totdn ululygyn miimkin bolan bahalarynyn &hti-
mallygyny tapmak miimkin, sonun {igin paylanys funksiyasy totdn
ululygyn paylanys kanunyny kesgitleyar. Seredilen hisiyetlerden
gorniisi yaly, paylanys funksiyasynyn grafigi lizniiksiz totédn ululyk
ticin asakdaky 75-nji suratda sekillendirilisi yalydyr:

F(x) F(x)

15-nji surat 16-njy surat

Uzniiksiz totin ululygyii ayratyn alnan bahasynyn #htimallygynyii
nola den bolyanlygy ii¢in (3) denligi asakdaky yaly yazmak bolar:

P(x <X<x)=Px <X<x)=Px<X<x)=Fx,)—F(x).

Diymek, aralygyn aragik nokatlary gosulyp hem,gosulman hem biler.
2-nji mesele. Uzniiksiz X totidn ululygyil paylanys funksiyasy:

0, eger x < 1 bolsa;
F(x)=qa(x =1y, egerl <x < 3bolsa;
1, eger x > 3 bolsa

anlatma gorniisinde berlen bolsa, a koeffisiyenti tapmaly we F(x)
funksiyanyn grafigini gurmaly. Synagyi netijesinde X t6tdn ululygyn
(1;2) aralyga diismeginin dhtimallygyny tapmaly.

Céziilisi. Uzniiksiz X totdn ululygyl paylanys funksiyasynyi

tizniiksiz bolanlygy ti¢in x = 3 bolanda a(x — 1)*= 1, bu yerden a = 1

Bu funksiyanyn grafigi /6-njy suratda sekillendirilen. Paylanys fun%(—
siyasynyn ikinji hisiyetine gora

PI<X< 2):F(2)—F(1):%(2— 1)2—%(1—1)%%.
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§7. Uzniiksiz totin ululygyii paylanysynyi
dykyzlyk funksiyasy

Paylanys funksiyasy totin ululygyi tiikkenikli we kesgitleyji hé-
siyetlendirijisidir. Yone san okunyfi kébir nokadynyn golay towe-
reginde totdn ululygynn paylanysy barada ginisleyin pikir yoret-
mige paylanys funksiyasy miimkingilik bermeyir. Uzniiksiz totin
ululygyii diirli nokatlaryii golay towereginde 6ziini alyp barsy barada
paylanysyn dykyzlyk funksiyasy ya-da differensial funksiya diylip at-
landyrylyan funksiya aydyn maglumat beryér. Dykyzlyk funksiyasy-
na we onun hisiyetlerine seredeliil.

Goy, paylanys funksiyasy F(x) bolan X totdn ululyk berlen di-
yelin. Bu totidn ululygyn (x, x + Ax) aralyga diismeginii dhtimally-
gyny hasaplalyn. Paylanys funksiyasynyn hdsiyetine gora

Px <X <x+Ax) = F(x + Ax) — F(x).

Bu dhtimallygyn artdyrmanyii uzynlygyna bolan gatnasygyny
diizelin:

P(x <X<x+Ax) F(x+Ax)—F(x) 1

Ax B Ax ' (1

Bu gatnagyga berlen aralygyn birlik uzynlygyna degisli orta dh-
timallyk diyilyér. F(x) paylanys funksiyasyny differensirlenyédn funk-
siya hasap edip, (1) anlatmada Ax — 0 predele gecip alarys:

. P(x<X<x+Ax) . F(x+Ax)—F(x) _,

B A “limTae TP O

Kesgitleme. T6tén ululygyn (x, x + Ax) elementar aralyga diis-
meginin dhtimallygynyn Ax artdyrma bolan gatnasygynyn Ax — 0
predeline totén ululygyn paylanysynyn dykyzlyk funksiyasy diyilyar
we f(x) bilen belgilenyar.

(2) denlige gord f(x) funksiya paylanys funksiyasynyn birinji
onlimine dendir:

Jx) = F(x).

Paylanysyn dykyzlyk funksiyasy synaglar gaytalananda X t6tin
ululygyn bahalarynyn x nokadyn golay toéwereginde peyda bolmak-
lygynyn yygylygyny anladyar.
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F(x) F(x)

N

0 X 0 X x+Ax X

17-nji surat 18-nji surat

Totin ululygyn paylanysynyn dykyzlygyny anladyan funksiyanyn
grafigine paylanysyn egrisi diyilyér.

Paylanysyn egrisinin mysaly gorniisi / 7-nji suratda gorkezilen.

Ox okunyn istiinde Ax elementar bolege (uzynlyga) seredelin,
we X totdn ululygyn (x, x + Ax) aralyga diismeginiii dhtimallygyny
tapalyn. Bir tarapdan, bu dhtimallyk F(x) paylanys funksiyasynyn
dF(x) artdyrmasyna deil (Ax = dx). Beyleki tarapdan, X totén ulu-
lygyni elementar bolege diismegi f{x)dx deil (sebdbi AF(x) = f(x)dx).
Geometrik taydan ol beyikligi f{x), esasy dx bolan goniibur¢lugyn
meydanyna den (/8-nji surat).
siyasy bilen dykyzlyk funksiyasynyi baglanysygyna seredeliii. Eger
paylanys funksiyasy OX okunyii hemme yerinde iizniiksiz bolsa, dy-
kyzlyk funksiyasy kébir tiikenikli nokatlardan bagga hemme yerde
kesgitlenen bolsa, onda X totdn ululyga iizniiksiz ululyk diyilyar.

Paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn hésiyetlerine seredeliii:

1) Dykyzlyk funksiyasy otrisatel déldir, yagny f(x) > 0. Bu hasi-
yet dykyzlyk funksiyasynyn kemelmeydn F(x) paylanys funksiya-
synyii 6niimi bolyandygyndan gelip ¢ykyar.

2) F(x) paylanys funksiyasy dykyzlyk funksiyasyndan (—o, x)
aralykda alnan integrala dendir:

F(x)= ff(x)dx. 3)

Subudy. Funksiyanyn differensialynynn kesgitlemesine gora
dF(x) = fix)dx
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fx)

05 /
0 x X 0 a ﬁ X

19-njy surat 20-nji surat

V)

fxf(x)dx = fxdF(x) = F(x) — F(—o0) = F(x).

Diymek, sebdbi F(—) = 0.

19-njy suratda dykyzlyk funksiyasynyn grafiginde paylanys funk-
siyasy ¢yzylyp garaldylan meydan bilen gorkezilen.

3) Uzniiksiz X totin ululygyi aralyga diismeginifi dhtimallygy
bu aralyk boyunca dykyzlyk funksiyasyndan alnan integrala dendir:

9
Pla < X<pB)= f Ax)dx. (4)

Subudy. Paylanys funksiyasynyi hésiyetinin esasynda
Pla <X <p)=F(p)-Fl(a)

(3) formula gora

F(p) = ff(x)dx, Fla) = ff(x)dx.

Sonui {igin

Pla<X<p)= fﬂx)dx— fﬂx)dx =

B —0 B
= [ Ax)de+ [ flx)de = [ fx)as.

— 00
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Subut etmelimiz hem sudy.

Alnan netijini geometrik taydan agakdaky yaly diisiindirmek bo-
lar. Uzniiksiz totédn ululygyn (a, /3) aralyga diisyin bahany almagynyn
dhtimallygy egrigyzykly trapesiyanyn garaldylan boleginiii meydany-
na dendir (20-nji surat).

4) Dykyzlyk funksiyasyndan tiikeniksiz aralykda alnan integral
bire dendir:

ff(x)dx =1. (5)

Subudy. (3) denlikde x ululygy +oo bilen ¢alsyryp we F(+o) = 1
bolyandygyny goz oilline tutup alarys:

F(+00) = Tf(x)dx = 1.

Subut etmelimiz hem sudy.

Eger totdn ululygyn miimkin bolan bahalarynyn tiikkenikli (a we
b) cidkleri bar bolsa, onda dykyzlyk funksiyasy bu aralygyn dasynda
nola denidir. Onda 4-nji hisiyeti asakdaky yaly yazmak miimkin:

fﬂx)dx = 1.

Geometrik taydan bu hidsiyet paylanysyn egrisi we OX oky bilen
ciklenen meydanyn bire deniligini ailadyar.

§8. Uzniiksiz totin ululygyii san
hisiyetlendirijileri

Uzniiksiz X tétén ululyga seredelifi. Bu tétén ululygyfi miimkin
bolan bahalary (a, b) aralykda bolup, onun dykyzlyk funksiyasy f{x)
diyelin.

Seredilydn totdn ululygyn matematiki garasmasyny tapalyi.
Onuf iigin [a, b] aralygy n sany Ax, i =1, 2, 3, ..., n, bolek aralyklara
bolelini. Bu bolejiklerifi her birinde x, nokady alyp, f{(x,) funksiyanym
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bahalaryny hasaplalyfi. Sofira f{x)) Ax, i =1, 2, ..., n kopeltmek hasyl-
laryny tapalyn.

Dykyzlyk funksiyasynyi x, nokatdaky bahasynyt bolek Ax, araly-
ga kopeltmek hasyly X totén ululygyn Ax, aralyga diismeginifi dhti-
mallygynyn yakynlagan bahasyny beryar.

Sflx) Ax, san dhtimallygyn elementidir. Ol totdn ululygyfi x, ba-
hany almagynyn (Ax, ki¢i bolanda) dhtimallygynyn yakynlasan baha-
sydyr. Onda
M(X) = x,f() A% + %,f(2,) A%, + ...+ x,f(x, ) Ax, = Z:lxzf(xl)mz

M(X) matematiki garagmanyn takyk bahasyny almak ti¢in n — oo
yokarky jemde predele gegip alarys:

M(X) = 51n3oixf(xi)mi = [ Hfx)dx.

Diymek, miimkin bolan bahalary (a, b) aralyga degisli bolan {iz-
niiksiz totén ululygyn matematiki garasmasy diylip,
b

f xf(x)dx
kesgitli integrala aydylyar. Diymek,
b

M(X) = f xf(x)dx. (1)

a

Eger totdn ululygyit miimkin bolan bahalary san okunyin hemme
yerinde kesgitlenen bolsa, onda

oo

M(X) = fxﬂx)dx.

— 00

Diskret totdn ululygyn dispersiyasynyn kesgitlemesine menzes-
likde iizniiksiz totén ululygyn dispersiyasy kesgitlenyér:

D(X) = [ (x = M(X)}'x)dx. )
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Eger miimkin bolan bahalar san okunyn hemme yerine degisli bol-
sa, onda

DY) =[x = MOX)Pfix)d.

Matematiki garagsmanyn we dispersiyanyn hésiyetleri diskret
totin ululygynky yaly formulirlenyar.

Diskret totdn ululygyn orta kwadratik gysarmasynyn ya-da
standartyn

0.=D(X)

Olgegleri totdn ululygyn Olgegleri bilen gabat gelydr. Dispersiyany
hasaplamak ii¢in kdplen¢ has amatly bolan asakdaky formulalardan
peydalanylyar:

2

: 3)

b

D(X) = fxzf(x)dx —

a

b

f xf{ xdx)

a

oo

D(X) = fxzﬂx)dx—

— 00

+ 00 2

fxf(x)dx .

— 00

“)

§9. Moda we mediana

Her bir t6tén ululyk barada onun paylanys kanunyny we matemati-
ki garasmasyny bilmek gerekdigini biz gordiik. Yone totén ululygy has
doly hésiyetlendirmek ii¢in onun beyleki hisiyetlendirijilerinden hem
peydalanylyar. Moda we mediana seyle hisiyetlendirijilere degislidir.

Ahtimallyklar teoriyasynda tétén ululygyi M, modasy diylip,
onun has dhtimal bahasyna aydylyar. Uzniiksiz totdn ululyk {i¢in
moda paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn maksimuma eye bol-
yvan nokadydyr. (21) we (22) suratlarda diskret we {lizniiksiz totdn
ululygyn modasy gorkezilen, f{AM,) = max. Eger paylanysyn kopburg-
lugy (paylanysyn egrisi) iki ya-da birnd¢e maksimuma f(M), /(M)

------

(23-nji we 24-nji suratlar).
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X 0 M

i 0
21-nji surat 22-nji surat

=
X

23-nji surat 24-nji surat

<
&

o
=
=]
Qbk----
Sk - - -

25-nji surat 26-njy surat

Kiwagtlarda paylanysyn minimumy bolup, onun maksimumy
bolmayar, seyle paylanyslara antimodal paylanys diyilyar (25-nji we
26-njy suratlar).

Eger totén ululygyn x-dan uly ya-da ki¢i bahany almagynyn dhti-
asakdaky yaly belgilenyér:
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0l x 0l m-E m m+E x

27-nji surat 28-nji surat

P(X < M) =P(X>M).

Geometrik taydan mediana paylanysyn egrisi bilen cdklenen
meydany den ikd bolydn nokadyn abssissasydyr (27-nji surat). Bu
meydanlarynn her biri 0,5-e deiidir, sebdbi paylanysyn egrisi bilen
¢édklenen meydan bire defidir. Sonufi ligin M, nokatda paylanys funk-
siyasy

FM)=PX<M)=0,5.

Eger paylanys bir modaly we simmetrik bolsa, onda t6tén ululy-
gyn yagdayyny hésiyetlendiryén ululyklar, matematiki garagsma, moda
we mediana gabat gelyér. X totdn ululygyn dargawlygyny hésiyet-
lendirmek {i¢in dhtimal gysarma diylip atlandyrylyan gysarmadan
peydalanyarlar, ol gysarma E_bilen belgilenilyar. Ahtimal gysarma
matematiki garagma gord simmetrik bolan bolegin yarysydyr:

P(lx—m| <E)=0,5.

Geometrik taydan £ _&htimal gysarma abssissa okunyfi matema-
tiki garagsma gord simmetrik bolan bdleginin yarysydyr, ol paylanysyn
egrisi bilen ¢éklenen meydanda yerlesyar (28-nji surat).

§10. Totin ululygyin momentleri

Totin ululygyn esasy san hésiyetlendirijilerinit umumylasdyrma-
sy totidn ululygyn momentleri diisiinjesidir. «Moment» s6zi mehanika-
dan alnandyr, bu diisiinje jisimifl massasynyn paylanysyny anlatmak
{icin ulanylyar. Ahtimallyklar teoriyasynda momentlerii iki gorniisini
tapawutlandyryarlar: baslangy¢ we merkezi momentler.

X totédn ululygyn k-njy tertipli baslangy¢ momenti diyip, X*
ululygyn matematiki garagmasyna aydylyar:

a, = M(X)".
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Diymek, diskret totdn ululyk li¢in baglangy¢ moment asakdaky
jem bilen anladylyar:

n
k
a, = inpi‘
iz

Uzniiksiz totidn ululyk iigin — integral bilen afiladylyar:
a, = kaj(x)dx.
Totén ululygyn baslangye momentlerinini arasynda birinji tertip-
li moment ayratyn dhmiyete eyedir, ol totdn ululygyn matematiki
garagmasydyr.
Yokary tertipli baglangyc momentler, esasan, merkezi momentleri
hasaplamak ii¢in ulanylyar.
Totén ululygyn k-njy tertipli merkezi momenti diylip, (X —m )*
ululygyi matematiki garagsmasyna aydylyar:
1, =MX—m ).
Diskret totédn ululyk {icin merkezi moment asakdaky jem bilen
anladylyar:

n

1 =2 (x,— m.)p,

i=1

Uzniiksiz totdn ululyk {i¢in integral bilen aiiladylyar:
U, = f(x —m ) f{x)dx.

Birinji tertipli merkezi moment matematiki garagsmanyn hisiye-
tine goréd nola dendir.

Totén ululygyn merkezi momentlerinini arasynda ikinji merke-
zi moment ayratyn dhmiyete eyedir, ol totdn ululygyn dispersiyasydyr.
Ahtimallyklar teoriyasynda tétin ululygy hisiyetlendirmek iigin iigiinji
we dordiinji tertipli merkezi momentlerden hem giiiden peydalanylyar.

Uciinji tertipli merkezi moment paylanysyi asimmetriyasynyi
hisiyetnamasydyr. Ugiinji tertipli merkezi moment totin ululygyn
kuby bilen 6lgegdesdir, sonufi ligin dlgegsiz ululyga — 2, merkezi
momentin orta kwadratik gysarmanyi kubyna bolan gatnasyga sere-
dilyar:
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Jx) fx)

29-njy surat 30-njy surat

a -t
N 043 .
paylanysyn egrisinifi polozitel asimmetriyasy (a > 0), 30-njy suratda
bolsa otrisatel asimmetriyasy (a, < 0) bardyr.

1, dordiinji merkezi moment paylanysyn egrisinifi yiti depeli-
digini ya-da yalpak depelidigini hisiyetlendirmek {i¢in ulanylyar.
Paylanysyn bu hésiyeti eksses diylip atlandyrylyan ululyk bilen
anladylyar.

X totdn ululygyn ekssesi diylip, asakdaky ululyga aydylyar:

e, =24

o

Normal paylanys kanuny diylip at berilydn (bu kanun bilen

&:

o

X

biz son tansarys) kanun iigin 3. Bu paylanys li¢in eksses nola
denidir. Normal paylanysyn egrisi etalon yaly kabul edilip, beyleki
paylanysyn egrileri onuinl bilen deniesdirilydr. Has yiti depeli egrilerin
polozitel ekssesi bardyr, yalpak depeli egrilerin bolsa otrisatel ekssesi
bardyr (31-nji surat).

Seredilen baslangy¢ we merkezi momentlerden basga-da, prak-
tikada absolyut momentler diylip atlandyrylyan momentlerden hem
peydalanylyar. Absolyut baglangy¢ moment asakdaky formula boyun-
ca kesgitlenilyér:
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31-nji surat

B, =M |X
Absolyut merkezi moment
7, =MI|X—m |~

formula bilen kesgitlenyar.

Bu kesgitlemelerden gorniisi yaly, jiibiit tertipli absolyut mo-
mentler adaty momentler bilen gabat gelyar. Tak tertipli absolyut mo-
mentlerden has kdp ulanylyany birinji absolyut merkezi momentdir:

v, =M|X—m]
Ona orta arifmetiki gysarma diyilyér. Orta arifmetiki gysarma,

dispersiya we orta kwadratik gysarma bilen bir hatarda t6tdn ululygyn
dargawlygynyn gorkezijisi hokmiinde peydalanylyar.

§11. Dendlcegli paylanys

Eger tlizniiksiz X totan ululygyn dykyzlyk funksiyasy [a, b] ke-
simde hemiselik bolup, kesimin dasynda nola deni bolsa, onda totén
ululyk bu kesimde dendlcegli paylanandyr. Diymek,

0, eger x <a,
fx)=4c, eger a<x=<h,
0, eger x> b.
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Bu yerde ¢ hemiselik sandyr. Dykyzlyk funksiyasynyn grafigi
32-nji suratda sekillendirilendir. Bizin bilsimiz yaly, paylanysyn
egrisi bilen ¢dklenen meydan bire denidir, sonun iicin dendlcegli
paylanysyn dykyzlygy (a, b) aralykda esasy b — a bolan goniiburclu-
gyn beyikligine dendir:

_ 1
=y
Diymek, f(x) dykyzlygy asakdaky yaly yazmak bolar.
0, eger x<a,
)1 <x<
flx) h_a e a<x=<h, (D
0, eger x> b.

(a, b) aralykda dendlcegli paylanys ii¢in paylanys funksiyasyny
tapalyn.

_ [ (1 _ x [_x-a
F(x)—£f(x)dx-(lfb_adx—b_aa—b_a a<x<bh.

Eger x < a bolsa, F(x) =0, eger x > b bolsa, F(x) = 1, diymek,
0, eger x<a,

F(x)= ﬁ, eger a<x<bh, )

1, eger x> b.

F(x) funksiyanyn grafigi 33-nji suratda gorkezilen. Gorsiimiz
yaly, lizniiksiz totdn ululygyn dendlgegli kanun boyunca paylanan
bolmagy iicin onun miimkin bolan bahalary kesgitli bir aralyga degisli
bolmaly, ondan basga-da bu aralygyn céklerinde totin ululygyn
bahalarynyn birmeiizes dhtimallyklary bardyr.

(a, b) aralykda dendlgegli paylanan totdn ululygyn matematiki
garagmasyny we dispersiyasyny kesgitlalin.

b

b
(x ge-x _a+b
mx‘afb—adx‘ 20—a)| = 2
Diymek, dendlgegli paylanysyn matematiki garasmasy onui
paylanys aralygynyi ortasynda yerlesendir.
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fx) F(x)
S :
__1
C=h—al ™73 X :
| \ I
| | I
| | I
| | |
1 | |
| | -
0 a b x 0 a b
32-nji surat 33-nji surat

Dendlgegli paylanysyn dispersiyasyny asakdaky formula boyun-
ca gozlalin:

b
1 2 a+bV 1 153 3 (a+by
DY) =g lg [ e = (452 =51 0 —a) =

a

1 (b—a)(b*+ab+ad’) _ (a+by (b—a)z.

3 b—a 4 12
Bu yerden orta kwadratik gysarmany tapalyn:

b—a
o(X)=yD(X) = :
(X) X)) =37
Denolgegli kanun boyunga paylanan tétan ululygyt (a, /) araly-
ga diismeginiil htimallygy

[ B
Pla<x<p)= [ & -2=%

P (a < X < [) dhtimallyk t6tdn ululygyn (a, b) aralygyn icinde
yerlesen (a, ) aralyga diismeginin dhtimallygydyr.

§12. Gorkezijili paylanys

Ahtimallyklar teoriyasynyii amaly meseleleri ¢dziilende, esa-
san hem kopciilige hyzmat edis teoriyasynda, biologiyada, ygtybar-
lyk teoriyasynda, fizikada we beyleki ugurlarda eksponensial ya-da
gorkezijili kanun boyunga paylanan t6tdn ululyklar bilen kép dus
gelinyér.
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Uzniiksiz X to6tdn ululygyn gorkezijili kanun boyunca payla-
nan bolmagy ti¢in onun dykyzlyk funksiyasy asakdaky yaly bol-
maly:

fx) = {ﬂe‘ﬂ", eger x>0,
0, eger x <0.

Bu paylanysyn egrisi 34-nji suratda gorkezilen. Gorkezijili ka-
nunyn paylanys funksiyasyny tapaly1.

F(x) = fﬂx)dx = fﬂe‘ﬂxdx ——eM|i=1—e"™
0 0

Diymek,
Ax

F(x):{l -
0, eger x <O.

eger x =0,

Paylanys funksiyasynyn grafigi 35-nji suratda gorkezilen. Gorke-
zijili kanun boyuncga paylanan totdn ululygyn (a, b) aralyga diismegi-
nin dhtimallygyny tapaly1.

Goy, X totdn ululyk

Fx)=1-e* (x>0).
paylanys funksiyasy bilen berlen diyelin, onda:
Pla<X<b)y=Fb)-Fa)=[1-e®] [l —e]=et—e
Gorkezijili kanun boyunca paylanan X t6tan ululygyn matemati-

ki garagsmasyny we dispersiyasyny kesgitlalin.

fx) F(x)

34-nji surat 35-nji surat
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M(X)=m, = fxf(x)dx = fooxﬂe_ﬂxdx.

— o0 0

Bolekler boyunga integrirlép, u = x, dv = e dx hasap edip alarys:

du = dx,
V= fe’ﬂxdx z—%e’ﬂx.
Diymek,
> —Ax (@
I Iy g __ e _1
m_=—xe |0+6[e dx L=

Dispersiyany tapmak ii¢in:
D(X) = M[X?]—m’

formuladan peydalanalyn.
M[X?] = Afxze_ﬂ"dx.
0

Iki gezek bolekler boyunca integrirldp alarys:

MX]= 2.
onda:
D(X) = M[X*] - m? =%—# =%.
Bu yerden

o(X) = /D(X) = \/% -1

Diymek, gorkezijili kanun {i¢in matematiki garagsma we orta
kwadratik gysarma menizesdir.

Mesele. Cyranyn isleyis t wagty gorkezijili kanun boyunga
paylanan. Eger ¢yranyn ortaca isleyén wagty 400 sagada den bolsa,
onunl 600 sagatdan az bolmadyk wagt islemeginin dhtimallygyny
tapmaly.
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Coziilisi. Serte gora t totin ululygyn matematiki garagsmasy 400
sagada defi. Diymek, A = 4%0. Gézlenyén dhtimallyk
P(t=600) = 1 — P(t < 600) = 1 — F(600) = 1 — (1 — ¢~a00 %) =

600

e 100 =e = 0,2231.

§13. Normal paylanys kanuny

Uzniiksiz totin ululyklaryfi paylanyslarynyii arasynda normal
paylanys kanuny esasy orny eyeleyar. Normal kanun boyunca payla-
nan totdn ululygyn dykyzlyk funksiyasy

(xfa)2

I -
ﬂX)_O‘x«/Ee 202 (1)

gornisdedir. Bu yerde @ we 0 — normal paylanysyfi parametrle-
ri.Normal paylanys kanuny amaly meseleler ¢oziilende ginden
ulanylyar. Eger X totdn ululyk kop sanly faktorlaryn tdsiri bilen
dorédn bolsa, onda bu ululyklarynn paylanysy normal kanun bilen
berilyar. Faktorlaryn her biri ayratynlykda X ululyga ujypsyz tasir
edydr, sol bir wagtda haysy faktoryn tdsiriniii giiy¢liidigini hem
gorkezip bolmayar. Normal paylanysy bolan tétdn ululygyn my-
saly hokmiinde stanokda yasalan detallaryn 6l¢eglerinit nominal
(standart) Olgeglerden gysarmasyny, Olgegler gecirilende goybe-
rilyén yaliiyslyklary, ok atylanda nysanadan gysarmalary almak
bolar.

Normal paylanys kanunyny beyleki kanunlardan tapawutlan-
dyryan esasy ayratynlyklaryii biri bu kanunyn predel kanun bolma-
gydyr, beyleki kanunlar bu kanuna golaylagyarlar.

Gorstimiz yaly, normal paylanys kanuny iki parametr bi-
len kesgitlenydr. Normal paylanysy bermek {i¢cin bu parametrleri
bermek yeterlikdir. Normal paylanysyn san hésiyetlendirijilerini
tapalyn.

Uzniiksiz t6tidn ululygyh matematiki garasmasynyi kesgitleme-
sine gora
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M(X) = f xf(x)dx = 0‘\/1% f xe*(xz_;)2 dx.

— o0

Téaze nabelli girizelin:

bu yerdenx = 0z + a, dx = odz.
Integrirlemegin predellerinin liytgemeyanligi tigin

o0 22 oo ZZ o8 Zz
M(X) = ﬁ f (0z+a)e 2dz = ﬁ f oze  2dz + «/;77{ f e 2dz.

Bu gosulyjylaryn birinjisi nola den (koordinata baslangyjyna
gord simmetrik bolan predellerde alnan tdk funksiyanyn integraly).

oo Zz
Gosulyjylaryn ikinjisi a den ( f e 2 dz = v 2r Puassonyn integraly).

Diymek, M(X) = a. Normal kanun boyunga paylanan totén ululygyn
matematiki garasmasy a parametre dendir.
Uzniiksiz totin ululygyi dispersiyasynyn kesgitlemesine gori

_ 1 ( 2 —(x—a)2/202
D(X) = xX—aye dx.
()= T Ja-a
Téze nébelli girizelint: z = (x —a)/o, bu yerdenx —a = 0z dx = 0 dz.
Integralyn predellerinin liytgemeyanligini goz 6niine tutup alarys:

oo

D(X) = j;% f z-ze‘%dz.

22
Bu yerde u = z, dv = ze” 2 dz belgildp, bdlekler boyunca inte-
grirldp alarys:
D(X) = 0”.
Diymek, 0(X) = /D(X) = V¢® = 0, soia gord normal kanun
boyunga paylanan totdn ululygyn orta kwadratik gysarmasy o para-
metre dendir.
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36-njy surat

Normal paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn grafigine normal

Normal egrinini kébir hésiyetlerine seredelin.

Paylanysyn egrisi @ nokadyn {istlinden ge¢yin ordinata simme-
trikdir.

1

. o271
anlatma dendir.

Eger |x| — oo, onda egrinin sahalary ox okuna asimptotik yakyn-
lagyarlar.

a matematiki garasmanyn {iytgemegi 0 = const bolanda payla-
nysyn egrisinin Ox okunyn ugry boyunca siiysmekligine getiryar.
Sunlukda paylanysyn egrisi 6z gorniigini saklayar.

o_orta kwadratik gysarmanyf tiytgemegi bilen a = const bolanda
paylanysyn egrisi 0z gorniisini iiytgedyar.

37-nji suratda 1 egri 0_= 2,5 yagdaya degislidir, II egri 0_= 1
yagdaya, Il egri 0 = 0,4 yagdaya degislidir.

Bizin bilsimiz yaly, eger totdn ululyk f(x) dykyzlyk funksiyasy
bilen berlen bolsa, X totan ululygyn (a, /) aralyga diismeginin dhti-
mallygy

Egrinifl difie bir maksimumy bardyr, x = a bolanda ol

Pla <X <p)= ff(x)dx

formula boyunca kesgitlenyar.
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6 -4 2 0 2 4 6 x

37-nji surat

Goy, X totan ululyk normal kanun boyunga paylanan diyelin,
onda X totdn ululygyn (@, f) aralyga degisli baha almagyny dhtimal-
lygy

<x a>2
Pla<X<p) = X.
( )= — = f
Téaze nabelli girizelin:
= X—a
o
Onda
BL—a
1 [
Pla<X<p)=—— e 2dt. 2
( h= 1 f 2)

o

......

funksiyanynn yorite tablisasyndan peydalanylyar.
Bu funksiya ¢(x) = - e "2 dt edmiisde berilyir. Bu funk-
ya $(x) /Eof gorniis y
siyanyn bahalary gosundynyn 2-nji tablisasynda berilyir. Cylsyrymly
bolmadyk owriimlerin komegi bilen (2) anlatmany Laplasyn funk-
siyasyna getirelin:
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Pl@<X<p)=—>A— f e g — 1 fQ—tZ/zdt_

A f = o B ) (e -a) 3)

(3) formulanyn hususy halyna seredelin:
P(X—-a|<e)=Pla—e<X<a+e¢)=

- 0(5)- o) =20(5)

Bu formuladan peydalanyp, parametrleri @ we o bolan X totin
ululygynl (@ —30; a + 30) aralyga diismeginin dhtimallygyny tapalyi:

P(IX - a| < 30) = 20(3) = 0,9972.

Bu yerden gorsliimiz yaly, parametrleri @ we ¢ bolan X totin
ululyk iicin |[X — a| < 3¢ deinsizligiil yerine yetmeginin dhtimallygy
hékmany wakanyf dhtimallygyna golaylasyar. «Uc sigma diizgiini»
diylen at su yerden gelip ¢ykyar.

Eger a =0, 0 =1 bolsa, onda bu paylanysa normirlenen paylanys

......

Bu funksiya {i¢in yorite tablisa diiziilendir (/-nji gosundy).
Goy,

_ 1 g 7(zfa)2/2(72
F(x)=—— e dz
(x) ov2r -

umumy gorniisddki normal kanunyn paylanys funksiyasy bolsun.

F,(x) = \/127 fe_%dz

normirlenen kanunyi paylanys funksiyasy bolsa, onda olaryn arasynda
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F(x)zE)<x;a).

yaly baglanysyk bardygyny gormek kyn déldir.
Normirlenen we normal kanun boyunga paylanan X tétdn ulu-
lygyn (0, x) aralyga diismeginin dhtimallygyny Laplasyn

2
_Z
e 2dz

o=

funksiyasyny peydalanyp tapmak bolar.

§14. Normal paylanys kanuny
bilen baglanysykly paylanys kanunlary

1. Pirsonyii paylanysy

Inlis biology Pirson yx *(hi-kwadrat) paylanys diyip at berilyan
paylanysy girizipdir.

Goy, X, (i = 1,2,... n) normal kanun boyunga paylanan
baglanysyksyz totdn ululyklar bolsun. Olaryn her biriniii ma-
tematiki garasmasy nola den, orta kwadratik gysarmalary bol-
sa bire dent. Onda bu tétdn ululyklaryn kwadratlarynyn jemi,

yagny
X=X
i=1

erkinlik derejesi £ = n bolan x? kanun boyunga paylanandyr. Bu
paylanysyn dykyzlyk funksiyasy

Bu yerde F(%) — gamma funksiyanyn bahasy, k — paylanysyn

parametri. Gamma funksiyasynyn bahasy islendik polozitel m san
licin asakdaky yaly kesgitlenyér:
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I'(m) = J‘x”’flefxdx.
0
(Gamma-funksiya barada ginisleyin maglumatlar yokary mate-
matikanyn doly kurslarynda berilyér).

2. Styudentin paylanysy
Goy, X normal kanun boyunca paylanan tétdn ululyk bolsun,

sunlukda M(X) = 0, o(X) = 1. Z — ululyk erkinlik derejesi £ bolan x>

kanun boyuncga paylanan bolsa, onda
T--—X_
A

k
anlatma ¢ — paylanys ya-da St}’/udentiﬁ (inlis matematigi W. Gossetin

......

paylanys normal paylanysa yakynlasyar.

3. Fiserin-Snedekoryn paylanysy
Eger X we Y bagly dil, x* kanun boyunga paylanan, erkinlik de-
rejeleri k, we k, bolan totén ululyklar bolsa, onda
X

K
e
k2
ululygyn pa}'llanysyna erkinlik derejeleri k we k bolan, Fiserin-

......

siyasy asakdaky formula boyunca kesgltlenyar.
0, eger x <0,
ﬂx) = C x(kl 72)/2

kl +k2 ’

"k + k)3

[(k + k, )k k
N3
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eger x > 0.

Bu yerde
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F paylanys k, we k, erkinlik derejeleriniii berilmegi bilen kesgit-
lenyar.

4. Makswellifi paylanysy

Eger tizniiksiz totdn ululyk dine polozitel bahalary alyan bolsa,
onun dykyzlyk funksiyasy asakdaky aflatma bilen kesgitlenen bolsa:

2 2
ou(x) =/ 2 e,

(bu yerde @ > 0 — paylanysyn parametri), onda bu ululyk Makswellifi

......

§15. Uly sanlar kanuny

Uly sanlar kanuny dhtimallyklar teoriyasynda wajyp orun eyele-
yér. Ol matematika ylmy bilen &htimallyk teoriyasyny we kop san-
ly gozeggilikleriii esasynda yiize ¢ykyan kanunalayyklyklary bag-
lanysdyryar. Uly sanlar kanuny &tiyaglandyrysyi diirli gorniislerinde
ilatynl kop sarp edydn harytlarynyn assortimentini meyilnamalagdyr-
makda we s.m. meselelerde ginden ulanylyar.

Kibir hil nysanlarynyn san hédsiyetlendirijileriniii orta arifme-
tiginiil birjynsly hadysalaryii uly topary ii¢in durnukly hésiyete eye
bolyanlygy onden bellidir. Teoretiki taydan ortagalaryn bu hisiye-
tini dinie uly sanlar kanunynyn esasynda diisiindirmek bolar. Eger
totdn ululyklar {i¢in kdbir umumy sertler yerine yetyén bolsa, onda
orta arifmetiginiii durnuklylygy amaly taydan hokmany waka owriil-
yér. Bu sertler uly sanlar kanunynyn manysyny diizyarler. Uly sanlar
kanunyny formulirlemek, onun ideyalaryny 6sdiirmek we teorema-
laryny subut etmek rus alymlary P.L. Cebysewe, A.A. Markowa,
A.M.Lyapunowa degislidir.

1. Markowyhn deisizligi

Lemma. Eger X ululygyil matematiki garasmasy a den bolsa,
we X dine polozitel (ya-da nol) bahalary kabul edyédn bolsa, onda
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X ululygyn a#*-dan uly bolmazlygynyn dhtimallygy 1 — tl—z-dan kici

déldir.

Subudy. Bu lemmany dinie diskret ululyk {li¢cin subut edelin.
Goy, X diskret totidn ululyk bolup, ol n diirli bahalary kabul edyar we
olarynn hemmesi otrisatel dil diyelin. Seredilyan ululygyn matematiki
garasmasy

Zn:xi,oi =a> 0.
i=1

Goy, X ululygyn n bahalarynyn arasynda k sanysy a#* polozitel
sandan uly diyeli; olary x , x,,...x, bilen belgildlifi, bu bahalaryn &h-
timallyklaryny p , p,, ...p, bilen belgildlifi, onda

X, >at’; x,>at’; ..x >at.

Bu densizlikleri, degislilikde, p, p.,...p, dhtimallyklara kopeldip
gosalyn:

X p, txX,p,t..+tx p >atp +atp,+..+atp,
ya-da
X\ Py T X, Pyt T X P> al (P py E D),
bu yerden

xX\p,+xX,p, +.. +X.P,
at’®

p+p,+..+p. <

alnan densizlikde p, + p, + ... + p, jem X-iii bahalarynyfi kabirinifi
at*-dan uly bolmagynyn dhtimallygydyr. Ony P(X > ar*) belgildlin,
onda

p, T p,*...p, = P(X>a?),

x, p,tx,p,+.. +x p, sanawjy bolsa
2. xp,=a>0
i=1

jemden uly déldir. Sonui iigin eger sanawjyny a san bilen ¢alyssak,
dentsizlik tiytgemez, ol dine giiyclener. Sona gora
8. Sargyt Ne2690 113



P(X>af') < 9 gada  P(X>ar’)< }—2
a
Bizi bu waka ters bolan waka gyzyklandyryar. Ol wakanyn ahti-
mallygyny P(X < a#®) bilen belgildp alarys:

P(X > af?) + P(X<at*)=1ya-da
P(X<at*)=1- P(X > at’) seyle-de

P(X > ar) < tl—z, bolyanlygy sebapli
P(X<af)> 1 —tl—z. (1)

Bu densizlik X-yn bahalarynyn arasynda af*-dan uly bahalary
bolmasa-da, 6z manysyny saklayar. (1) densizlige Markowyn den-
sizligi diyilyar (A.A. Markow (1856—1922), beyik rus matematigi).
Markowyn defisizligi tizniiksiz t6tdn ululyk ticin hem dogrudyr.

2. Cebysewin deifsizligi

Lemma. Eger X totidn ululygyn matematiki garasmasy a bolsa
we dispersiyasy D(X) bolsa, onda islendik totén ululyk tigin X-yi a
matematiki garasmadan gysarmasynyi absolyut ululygy boyunga e >0
sandan uly didl bolmaklygynyn &htimallygy
D(X

82

1 —

tapawutdan uludyr.

Subudy. Cebysewin denisizligini almak tigin (X — a)? tétdn ululy-
ga Markowyn densizligini ulanmak bolar, sebabi (X — a)* ululygyn
bahalary otrisatel dildir, onun matematiki garasmasy M(X— a)* = D(X)
dendir. (1) densizlige gora

P((X—aP <D(X))>1—1

2
X—-ay<DX) £ ya-da (X—a)’<o*X)F
densizlik
| X —al <o(X),
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(bu yerde ¢ > 1) denisizlige dengiiy¢liidir, sonun tigin (X — a)* < 0? (X)
deiisizligin dhtimallygy sol bir wagtda | X — a| < o(X)¢ densizligin hem
dhtimallygydyr, diymek,

P(\X—a\Sd(X)t)>1—t1—2 )
oX)t=¢
hasap edip alarys:
1 _0(X)
r g
Onda
P(X—aSe)>1—UZ§2)()=l—l)i§(). (3)

Mesele. Stanokda yasalyan detallarynn 10 sanysy seljerilende
olarynl gorkezilen dlgeglere gabat gelmeyénlerinin sany X totédn ulu-
lygy diizydr. Bu totdn ululygyn matematiki garagsmasy a = 1,28, orta
kwadratik gysarmasy o(X) = 1 bolsa, X-ini bahasynyn 4-den uly bol-
mazlygynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. X-yn bahasynyn dortden uly bolmazlygy X-in a ma-
tematiki garagsmadan gysarmasynyn 2,72-den uly bolmazlygyny an-
ladyar:

|X—1,28| <2,72.
€ =2,72 hasap edip, Cebysewin densizligini ulanyp alarys:
P(X—1,28]<2,72)>1— ! >=1-0,135=0,865.
(2,72)

Cebysewin densizligi dhtimallygyn dinie asaky c¢igini kesgitleyar
(yokarky meselede dhtimallyk 0,865-den uludyr), yone bu dhtimal-
lygy Cebysewin deiisizligi boyunga bilip bolmayar.

Cebysewin deisizligini islendik totdn ululyk iicin (onun pay-
lanysy ndhili bolsa-da) ulanyp bolyar. T6tan ululygyn paylanysy diirli
bolup biler, yone eger olarynl sol bir matematiki garagmalary we sol
bir dispersiyalary bolsa, Cebysewin defisizligine gord dhtimallygyn
liytgemeginin asaky ¢édgi sol bir san bolar.
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3. Bernullinin teoremasy

Cebysewin deisizligini 4 wakanyi n bagly dél synagda yiize
cykmagynyn yygylygy licin ulanalyn. % —yygylyk kesgitli matema-
tiki garasmasy we dispersiyasy bolan totén ululykdyr:

M) =r )=

Bu bahalary Cebysewin deiisizligine girizip alarys:

P(\%—p\55)>1—%,

P, q, € berlen polozitel sanlardyr, onda n —+ oop—q2 — 0, dhtimallyk

ne
bolsa
P<|%—p|§e>—» 1.

Teorema. Eger bagly dil synaglaryn sany tiikeniksiz artyan bol-
sa, islendik € > 0 san ii¢in ]% — p| = € defisizligin dhtimallygy bire

ymtylyar.

Bernulliniii teoremasy bagly dédl » synagda 4 wakanyn %

yygylygynyn onuil p dhtimallygyna yakynlagsmagyna san taydan baha
beryir. Bubaha | % — p| = € defisizligin dhtimallygy bilen kesgitlenyér.

Eger A wakanyn ylize ¢gykmagynyi p dhtimallygy belli bolmasa, onda
pq kopeltmek hasylynyn in uly bahany alyan p = L yagdayyna se-

2
retmek bolar. Bu yagdayda pg = %, onda
m _ _ 1
P(™—p|<e)>1 i (4)

Eger (4) formulada € we n belli bolsa, synaglaryn berlen sanynda
yygylygyn dhtimallykdan gysarmasynyn e-dan uly bolmazlygynyn p
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ahtimallygy tapylyar. Eger p we € belli bolsa, onda synaglaryn » sany,
eger n we p belli bolsa, onda yygylygyin dhtimallykdan gysarmasynyi
cakleri tapylyar.

4. Cebysewin teoremasy

Goy, X, X,, ..., X _totén ululyklar we a, ay,...a, degislilikde,
olaryii matematiki garagsmalary bolsun. Bu totdn ululyklaryn orta

arifmetiki bahasy:
X +X+..+X,

n

totdan ululykdyr, onun matematiki garasmasyny tapalyn:

X+ X+ +X,
n

M( ): %M(Xl +X, + .+ X)) =

= Loux, + mx, + .+ Mx,) = La, +ay+ ..+ a,)

va-da

M(Xl + X, + ... +Xn> _ 4 tat.. +a, ZLia,—-
n n n =
Diymek, n totdn ululygyn orta arifmetiginiin matematiki garas-
masy bu ululyklaryin matematiki garagmalarynyn orta arifmetigine
denidir. Hususy halda, hemme X, X, ... X totén ululyklaryfi matema-

tiki garagmalary a den bolsa, yagny
M(X) =M(X,) = ... = M(X) = a,

M(X1+X2+"'+X”)—a
n

Goy, X, X, ... X ululyklar jlibiit-jiibiitden bagly dil we olaryn
dispersiyalary, degislilikde, D(X)), D(X), ... D(X)) bolsun. Bu ulu-
lyklaryn orta arifmetiginiii dispersiyalaryny tapalyn:

D(Xl +X2;“' +X"> — L (DX +Dx,+.. +DX) =

-2
n

onda

1 X))+ (X)) +. + 0 (X,)
n n ’
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Diymek, n sany jiibiit-jibiitden bagly dil bolan tétdn ululyk-
laryn orta arifmetiginiii dispersiyasy olaryn dispersiyalarynyn orta

arifmetiginin 1. kopeltmek hasylyna dendir.

4

Eger X, X, ... X ululyklaryn dispersiyalary denidlgegli ¢aklenen
bolsa, yagny seyle C polozitel san bar bolup,

XD <C,  (X)<C,  X)=<C
bolsa, onda dispersiyalaryii orta arifmetigi bu C sandan uly déildir:

C(X)+o(X)+. +0(X) _nC _ o
n n

Emma t6tén ululyklaryn orta arifmetigininn dispersiyasy %-den

uly daldir:

D<Xl +X, + ... +Xn>

C
p <LcCc=*.

n n

Bu yerden gorniisi yaly, X, X, ... X ululyklaryil her birinifi
ayratynlykda degisli matematiki garagsmadan gysarmalary ¢akli, y6-
ne ki¢i déldir, emma bu ululyklaryn orta arifmetiginii matematiki
garagsmanyn golayyndaky dargawlygy has kicidir (n nége uly bolsa
sonca-da kigidir).

Cebysewin teoremasy. Eger X, X, ... X jlibiit-jiiblitden bagly
dl totén ululyklar bolup, olaryn dispersiyalary sol bir hemiselik san
bilen ¢éklenen bolsa, onda islendik € > 0 san {i¢in

‘XI+X2+... +X,  MX +MX +.. +MX,
n n

<e. (1)
densizligin dhtimallygy n-if artmagy bilen birlige yakynlasyar, yagny

1mﬁli&—Limm)
ni= ni=

n— oo

<e}=L )

Subudy. (1) deinisizlikde

- 1< MX + MX, +... + MX, 1<
X=g2Xe — "= a2 M(X)
diyip belgildp, ony asakdaky gorniisde yazalyn:
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Iy y_1x3
w i N M
ya-da

X - MX)| <e
X totan ululyga Cebysewiit defisizligini ulanyp alarys:

— -~ D(X
(X M) < )21 (52 ).
Bu yerde

D(X) =D<X‘ +X2}—:... +Xn>

1 n
= ?kz D(X,
Dispersiyalaryn C hemiselik ululyklar bilen ¢dklenendigini g6z
shiinde tutup (D(X) < C) alarys: D(X) < Zg -

s|r:

Diymek, P(| X — M(X)|<e)=1--5.
ne

Sonky deisizlikde n — oo predele gegip alarys:
limP( X —M(X)|<e)=1.

n—oo

Ahtimallygyt birden uly bolup bilmeyinligi {igin

limP( X —MX)|<e)=1
ya-da

n

1 Z Xk _LZM(Xk)

ni= n;=

limP{

n—oo

Subut etmelimiz hem sudy.

5. Lyapunowyi teoremasy

Umumy gorniisde Cebysewin teoremasy bilen anladylan uly san-
lar kanunynyn teoretiki &hmiyeti 6rén uludyr.

Uly sanlar kanuny atiyaclandyrysyn diirli gorniislerinin esasynda
yatyar. Ilat tarapyndan kopgiilikleyin ulanylyan harytlaryii assortimen-
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ti meyilnamalasdyrylanda olara bolan isleg goz oniine tutulyar, sol
islegde uly sanlar kanunynyn tésiri yiize ¢ykyar. Statistikada giiiden
ulanylyan saylama usulynyn ylmy taydan esaslandyrmasy uly sanlar
kanunyna dayanyar.

Normal kanun boyunga paylanan bagly dél totdan ululyklaryn
tilkenikli jeminiii normal kanun boyung¢a paylanandygyny subut
etmek kyn déldir. Eger-de bagly dél totdn ululyklar normal kanun
boyunca paylanmadyk bolsa, olara kébir sertleri goyup, olaryn
jeminin normal kanun boyunga paylanan bolmagyny gazanmak
baradaky meseléni ilkinji bolup rus alymlary P.L. Cebysew we
onunl okuwgylary A.A. Markow we A.M. Lyapunow dagy ¢oz-
diiler.

Lyapunowyn teoremasy. Eger bagly dil X, X, ... X totdn ululyk-

laryn, degislilikde, a, a,, ... a, we 0‘12,0‘5, o‘fl denl bolan tiikenikli
matematiki garagsmalary we tiikenikli dispersiyalary bar bolsa we
. C+C+...+C,
lim 3
T+ ot O
sert yerine yetyén bolsa, bu yerde ¢ ,c,, ... ¢, — degislilikde, X, X,
..., X totdn ululyklaryn tigtinji tertipli absolyut merkezi momentleri,

onda totan ululyklaryn jemi n-in tiikeniksiz artmagy bilen yeterlik de-
rejedéki takyklykda parametrleri

=0

a=a ta,*..%a,

=0 +0+..+0,

bolan normal kanun boyunca paylanandyr. Bu formulirle-
nen teoremany subut etmek ii¢in bu kitabyn ¢édginde ulanylyan
disiinjelerden has gin matematiki apparatdan peydalanmaly bol-
yar. Sonun ii¢in bu teoremany subutsyz kabul edelin. Umuman
aydylanda, bu teorema Lyapunowyn teoremasy dil-de, onun bir
netijesidir, yone bu netije praktiki meseleler ¢oziilende ulan-
mak ii¢in doly yeterlikdir. Saylama usulyny esaslandyrmak ii¢in
Lyapunowyn teoremasyndan gelip ¢ykyan yene-de bir netijeden
peydalanylyar.
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Teorema. Eger totdn ululyk bagly dil, birmenzes paylanan totidn
ululyklaryn yeterlik uly jemi gorniisinde berlen bolsa we ol totidn
ululyklaryn tciinji tertipli absolyut merkezi momentleri bar bolsa,
onda bu tétdn ululyk normal kanun boyunca paylanandyr.

Oziiiii barlamak iicin soraglar

9.

......

. Diskret we lizniiksiz totédn ululyklaryn kesgitlemesini berin.

. Diskret totén ululyklaryn we iizniiksiz t6tdn ululyklaryn mysallaryny getirin.
. Totén ululygyn paylanys kanuny diylip ndma aydylyar?

. Paylanys funksiyasy diylip néhili funksiya aydylyar?

. Paylanys funksiyasynyn hdsyetlerini sanan.

. Paylanys funksiyasyny bilip, t6tén ululygyn berlen aralyga diismeginin &h-

timallygyny ndhili tapmaly?

. Diskret we iizniiksiz t6tén ululyklaryn paylanys funksiyalarynyn grafikleri

néme bilen tapawutlanyarlar?
Dykyzlyk funksiyasy diylip néhili funksiya aydylyar?

10. Dykyzlyk funksiyasynyn hésiyetlerini sanaii we olary subut edif.

11.

Dykyzlyk funksiyasyny bilip, totdn ululygyi berlen aralyga diigmeginin
dhtimallygyny ndhili tapmaly?

12. Diskret totén ululygyn matematiki garasmasy diylip ndmé aydylyar?

13.

Matematiki garagsmanyn hésiyetlerinin sanawyny getirii.

14. Totan ululygyn modasy nahili kesgitlenyar?

15

. Totén ululygyn medianasy diylip ndmé aydylyar?

16. Totén ululygyn dispersiyasy néhili kesgitlenyér?
17. Dispersiyanyn hésiyetlerinin sanawyny getirin.

18

. Totén ululygyn orta kwadratik gysarmasy diylip ndma aydylyar?

19. Tétén ululygyn k-njy tertipli baslangy¢ momenti diylip ndma aydylyar?
20. Totén ululygyn k-njy tertipli merkezi momenti diylip ndmé aydylyar?

21

. Binomial paylanysyn matematiki garagsmasy we dispersiyasy ndma den?

22. Dendlgegli paylanys diylip néhili paylanysa aydylyar?

23.

Dendlgegli paylanysyn dispersiyasy we matematiki garasmasy nama den?

24. Gorkezijili paylanys diylip néhili paylanysa aydylyar?

25.

Gorkezijili paylanysyn matematiki garasmasy we dispersiyasy nima den?

26. Normal paylanys diylip néhili paylanysa aydylyar?
27. Normal paylanysyn parametrleri ndma den?

28.

Markowyn densizligi diylip néhili densizlige aydylyar?

29. Cebysewin densizligi diylip nahili densizlige aydylyar?
30. Bernullinin teoremasy néhili formulirlenyar?
31. Cebysewin teoremasy nahili formulirlenyar?
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Meseleler we goniikmeler

1. Eger her gezek ok atylanda nysana degmegiii dhtimallygy 0,2
bolsa, bagly dél {i¢ synagda nysana degmegiil sanynyn paylanysynyn
tablisasyny diiziin.

Coziilisi. X totin ululyk nysana degmegiii sany, ok atylyar,
diymek, X t6tan ululyk asakdaky bahalary kabul edip biler: x, =0,
x,=1,x, =2, x, = 3. Synaglar bagly dil, her synagda wakanyn ytize
cykmagynyn dhtimallygy 0,2. Diymek,

P(X=m)=C'p"q" "(m=0,1,2,3), P(X, =0)= 0,512,
P(X,=1)=10,384, P(X;=2)=0,09, P(X,=3)=0,008.
Seylelik bilen biz X totén ululygyn paylanysynyn asakdaky tabli-
sasyny alarys:
X, 0 1 2 3

L

p, 0,512 0,384 0,096 0,008

4
Barlag: Zpi = 0,512+ 0,384 + 0,96 + 0,008 = 1.
i=1

2. Kébir yerde mart ayynyil 30%-1 yagysly gilinler bolyar. Mart
ayynyi bir hepdesiniil yagysly giinleri bilen gabat gelyan X totédn ululygyn
paylanysynyn tablisasyny diizmeli. Paylanysyn kdpburclugyny gurmaly.

Jogaby:
X, 0 1 2 3 4 5 6 7
0,082410,247210,3128(0,2263{0,09750,0250{0,0086 |0,0002

3. Mallaryn siiriisinde 4 keselii garsysyna sanjym gegirilyér.
Sanjymyn netijesinde keseliii yok edilmeginiii &htimallygy 0,9. Be-
jergi isleri gegirilenden son siiriiden 4 mal saylanyp alyndy. Alnan
mallaryn arasynda sagdyn mallaryii sanynyn paylanysyny tapmaly.
Paylanysyn kopburclugyny gurmaly.

Jogaby:

X, 0 1 2 3 4

1

D, 0,0001 | 0,0036 | 0,0486 | 0,2916 | 0,6561
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4. Bugday tohumynyn arasynda hapa-hasal otlaryn tohumy 10%.
Toténleyin 4 tohum alyndy. Alnan tohumlaryn arasynda hapa-hasal
otlaryil tohumynyn sanynyn paylanysynyi tablisasyny diizmeli. Pay-
lanysyn kopburglugyny gurmaly.

Jogaby:

X, 0 1 2 3 4

l

D, 0,650 | 0,090 | 0,184 | 0,061 | 0,015

5. Tennie 5 gezek oklanyar. X t6tdn ululyk sanyn diismeginin
sany bolsa, onun paylanys kanunyny tapmaly.

Jogaby:
X 0 1 2 3 4 5
p | L |5 10|10 |5 | 1
32 32 32 3 32 32

6. Elektron enjam 4 sany parallel isleydn boliimden ybarat.
Boliimlerinl her birinin is giiniinin dowamynda hatardan ¢cykmagynyn
dhtimallygy hemiselik we 0,1 den. Is giinlinii dowamynda hatar-
dan ¢ykan boliimlerin sanynyn paylanysyny tapmaly. Matematiki
garasmany, dispersiyany we orta kwadratik gysarmany hasaplamaly.

Jogaby: M(X)=0,4, D(X)=0,36, o(X)=0,6

7. X totdn ululyk asakdaky paylanys tablisasy bilen berlen:

X, 2 5 8 9

1

P, 0,1 0,4 0,3 0,2

M(X), D(X), 0(X) tapmaly.
Jogaby: M(X)=6,4, D(X)=4,84, o(X)=2,2.

8. Eger 100 sany lotereya satyn alnan bolsa we olaryn her birinin
utmagynyn dhtimallygy 0,05 bolsa, utus diisjek lotereyalaryn sanynyi
matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, X utus diisen lotereyalaryn sany bolsun. X totén
ululyk binomial kanun boyunca paylanandyr, sebdbi seredilyédn sy-
naglar Bernullinin shemasyna gabat gelyir. Onda
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M(X) =np =100-0,05=35,
D(X) = npg =100 - 0,05 - 0,95 =4,75.

9. Kébir yerde aprel ayynda howanyn gije-giindizin dowamyn-
daky ortaga temperaturasy asakdaky kanun boyunca paylanan:

t |01 [ 2|3 |4 |5]|]6/|7]38
pop L L L2041 11| 1
1515151515 5 |10 | 15| 30

M(¢) matematiki garasmany tapyn.
Jogaby: M(t) = 4.

10. Fakultetde talyplaryn yetisigi 90%. Toténleyin 40 talyp
alynyar. Alnan topara diisen talyplaryn arasynda sapaklaryna yetisydn
talyplarynn sanynyn matematiki garasmasyny we dispersiyasyny
tapyn.

Jogaby: M(X) =36, D(X) = 3,6.

11. Talyplaryh toparynda lotereya oyny gurnalyar. Ug sany utus
bar, olaryn ikisiniii bahasy 20 manat, beylekisiniii bahasy 30 ma-
nat. Bir manat t6ldp bir bilet alan talyp {i¢in arassa utusyn jeminifi
paylanysyny tapmaly. Jemi 50 sany bilet satyldy.

Coziilisi. Gozlenydn X totin ululyk ii¢ sany baha kabul edip bi-
ler: 1 manat (eger talyp utmasa, ol lotereya ti¢in toldn bir manadyny
yitirydr), 19 manat; 29 manat ( utysyil mogberi bir manat kemelyér
— biledin bahasy). Totédn ululygyii birinji bahasyna 50 den 47 sany
yagday yardam edydr, ikinji bahasyna iki, ii¢linji bahasyna bolsa bir
yagday yardam edyar.

Sonun {i¢in olaryfl dhtimallyklary:

P(X==1)=35=094,  P(X=19)=25=2==0,04,

P(X=129)= % = 0,02. Onda t6tin ululygyn paylanys kanuny

asakdaky yaly bolar:
Utusyi jemi -1 19 29
Ahtimallygy 0,94 0,04 0,02
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12. Eger bir gezek ok atylanda nysana degmegin dhtimallygy 0,1
bolsa, dort gezek ok atylanda nysana degmegin sanynyn paylanysyny
tapmaly.

Jogaby:
Nysana degmegiil sany 0 1 2 3 4
Ahtimallyk 0,6561 | 0,2916 | 0,0486 | 0,0036 | 0,0001

13. Asakdaky paylanys kanuny bilen berlen X tétan ululygyn dis-
persiyasyny tapmaly:

X, 1 2 3 4 5

L

)2 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1
Jogaby: D(X) = 1,29

14. Gapda 4 gara we 2 ak renikli sar bar. T6ténleyin 4 sar alynyar.
1) Alnan 4 saryn arasynda gara sarlaryn sanyna deii bolan X totdn
ululygyn paylanys kanunyny tapmaly.

2) M(X), D(X), o(X) hasaplamaly.

Coziilisi. Bu yerde X totan ululyk gipergeometrik kanun boyun-
ca paylanandyr:

p_ GG,
Cy
Bu kanuny tablisa gorniisinde yazalyii:
X 2 3 4
cicyf| 6 8 1
P(X=k)==Z—| 15 15 15
N
Bu yerde
MX)=> xp =2 L+3 844 1L_38

15 15 3’
D(X) = M(X) ~ [MXOP,

. 2p_4.6 9.8 6. L _112
M(X?) = ZxP 415+9 15+16 15 5
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112 (82 _ 16 _ _ /16 _ 4
D(x):ﬁ—<§> =78 o(X)=y/D(X) = B3/

15. Totén ululygyn paylanys funksiyasy berlen:
0,eger x =<—1,
F(x)= %x+%, eger — 1 <x <3,
1, eger x > 3.
Synagyii netijesinde totén ululygyn (0;2) aralyga degisli bahany
almagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: P(0 < X <2)= %
16. X totén ululyk paylanys funksiyasy bilen berlen:
0,eger x < 2,

F(x)= %x,egerZ <x=<4¢4,

1, eger x > 4.

Synagyn netijesinde X totdn ululygyn ticden kici baha almagy-
nyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: p=0,5.
17. X totdn ululyk dykyzlyk funksiyasy bilen berlen:
0,eger x <1,
flx)=1ax,eger1 <x <3,
0, eger x > 3.

1) a koeffisiyenti, 2) M(X), 3) D(X) tapmaly.
Jogaby: 1) a = % 2) M(X)=2,6 3)D(X)=031.
18. Totdn ululygyn paylanys funksiyasy berlen:
0,eger x <0,
F(x)= %xi eger 0 < x <2,
1,eger x > 2.
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Dykyzlyk funksiyasy {i¢in anlatmany yazmaly. 0 < X < 1 den-
sizligin dhtimallygyny tapmaly.
Jogaby:

fx) = %xz, eger 0 <x =2,
0,eger x = 0,x > 2,
PO<X<1)=0,125.

19. Didnéninn agramy totdn ululyk bolup, ol normal kanun
boyunca paylanandyr. Dédndnin agramynyil matematiki garasmasy
0,15 g, orta kwadratik gysarmasy 0,03 g. Gogeris almak ii¢in
tohumyn agramy 0,10 g yokary bolmaly. 1) gogeris alyp boljak
tohumlaryn goterimini kesgitlemeli; 2) her bir ayratyn alnan tohu-
myn agramynyn 0,99 dhtimallyk bilen ndce gramdan uly bolmajak-
dygyny kesgitlemeli.

Caoziilisi. Tohumyn totédn agramyny X bilen belgilélin. Meselanin
sertine gord M(X) =a = 0,15, 0= 0,03.

1) Talaba layyk gogeris beryén tohumlarynn goéterimi totin-
leyin alnan tohumyn goégerip ¢ykmagynyn dhtimallygyna dendir.
Meseldnin sertine gord talaba layyk gogeris almak ii¢in tohumyn
agramy 0,10 gramdan az bolmaly dildir. Diymek, agramy X > 0,10
serti kanagatlandyryan tohumlaryn hemmesi gogeris beryir. Bu
wakanyn dhtimallygyny tapalyn. Onun {i¢in asakdaky formuladan
peydalanalyn:

_1 B—a a—a
P(a<X<,6’)—2[@< - )—@< = >

X

b

P(0,10 < X)=P(0,10 < X < o0) =

1[0 = 0,15\ 570,10 —0,15\] _
_2[@< 0,03 ) (D< 0,03 )]_

1 0,05\] 1 N
- 2[1 +®<0’03 )]_ L[1+0,905] % 0,952.

Diymek, 95% tohum talaba layyk gogeris berer.
2) Gozlenyan agramy /3 bilen belgildlin. Ony P(—oo <x < /)= 0,99
sertden kesgitldlin, yokarda gorkezilen formuladan peydalanalyi:
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P(—oo < x < B)= %[@(&> _ @(L‘Wﬂ _

0,03 0,03
1[5 L —0,15 ) ] _
_ 2[@<70’03 +1[~ 0,99,
B—-0,15 > . o
@(—0’03 ~2:0,99 — 1 =0,98.
@(x) funksiyanyn tablisasyndan funksiyanyn 0,98 bahasy ii¢in
argumentifi bahasyny tapalyn, ol 2,33-¢ defi, onda 668;,15 =2,23,

bu yerden 5 =2,33 - 0,03 + 0,15 =0,22.
Diymek, totidnleyin alnan tohumyn agramy 0,99 dhtimallyk bilen
0,22 g kop déldir.

20. Bir ga yere sepilydn tohumyn talaba layyk agramy 150 kg.
Is yiizlinde bir ga yere sepilydn tohumyn mukdary sol agrama golay
bolar, totdnleyin gysarmanyn orta kwadratigi 10 kg bolsa: 1) 100 ga
yere sepiljek tohumyn mogberiniii 15,1 t. kdp bolmazlygynyn &hti-
mallygyny; 2) 100 ga yere 0,95 dhtimallyk bilen talaba layyk ekis
gecirmek {li¢in gerek bolan tohumyn mukdaryny kesgitlemeli.
Jogaby: P(X<15,1)=0,841, f=15,161.

21. Detalyn Ol¢eginin standartdan gysarmasy totan ululyk bolup,
ol normal kanun boyunca paylanandyr. Onun 6l¢eginiii 259 mm we
262 mm aralykda bolanlary talaba layyk (standart) hasap edilyar.

1) Standart detalyn tayyarlanmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

2) (o, = 1 bolanda) talaba layyk gelmeyién detallaryfi goterimini
tapmaly:.

Jogaby: P~ 0,888, P = 18%.

22. X totén ululyk normal kanun boyunca paylanan. Onuni mate-
matiki garagmasy M(X) = 5, dispersiyasy D(X) = 0,64. Synagyn ne-
tijesinde X totén ululygyn bahasynyi (4; 7) aralyga diismeginin dhti-
mallygyny tapmaly.

Jogaby: P =0,8882

23. Detalynn uzynlygynynn standartdan gysarmasy totdn ululyk
bolup, ol normal kanun boyunca paylanandyr. Bu totdn ululygyn
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matematiki garasmasy a = m_= 40 sm., orta kwadratik gysarmasy

o0 = 0,4 sm. Detalyn uzynlygynyn standartdan gysarmasynyn absolyut

ululygy boyuncga 0,6 sm-den uly bolmazlygynyn dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi: Meseldni ¢ozmek ticin

P(X—m,|< )= 2@(%)

formuladan peydalanalyn. Meseldnin berlenlerini goyup alarys:

P(X - 40|<06)_2<D< ):2@(1,5):2-0,4332:0,8664.

0,4

24. Zawodda tayyarlanylan detallaryn diametri t6tdn ululyk bo-
lup, ol normal kanun boyunga paylanan. Bu totidn ulylygyn matema-
tiki garagsmasy a = m_= 2,5 sm, orta kwadratik gysarmasy o = 0,01.
Eger dhtimallygy 0 9973 -¢ denl bolan wakany hokmany waka diyip
hasap etsek, bu detalyn diametrinin haysy c¢éklerde tiytgejekdigini
ynamly aydyp bolarmy?

Jogaby: (2,47;2,53)

25. Goy, kibir osiimligin tohumynyn gogerijiligi 70% bolsun.
Cebysewin densizligini ulanyp, 10000 sany ekilen tohumyi gogerip ¢y-
kanlarynyn her tohumyn gdgermeginini dhtimallygyndan tapawudynyn
absolyut ululygy boyunca 0,01-den uly déldigine baha bermeli.

Coziilisi. Wakanyn yygylygy bagly dil n sany synag gecirilende
totdn ululykdyr. Onun matematiki garagmasy, wakanyn her synagda
yiize ¢ykmagynyn p dhtimallygyna, dispersiyasy bolsa pg/n ululy-
ga dendir. Sona gord wakanyn yygylygy licin Cebysewin deiisizligi
asakdaky gorniisde yazylyar:

P<£—p‘<8) |- P4

29

ne
P=07, ¢=03, n=10000, &=00l,
X >1__07-03 _
P( 10000 ~ &7/ < 0-01)= 1= 50116000 = %7

Diymek, 10000 tohum ekilende gégerip ¢ykan tohumlaryii sany-
nyn, her bir tohumyn gégermeginin dhtimallygyndan gysarmasy ab-
solyut ululygy boyuncga 0,79-dan ki¢i déldir.
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II boliim

MATEMATIKI
STATISTIKANYN
ELEMENTLERI
I bap
SAYLAMA USULYNYN

ESASLARY, STATISTIKI PAYLANYS

§1. Matematiki statistikanyn owrenyén
meseleleri. Bas toplum we saylama

«Statistika» (latynga status-yagday) sozi kopgiilikleyin bolup
duryan wakalar (hadysalar) barada san maglumatlaryny aniladyar. Bir-
jynsly kopciilikleyin wakalaryii (hadysalaryil) kdbir kanunalayyklyk-
lara (statistiki kanunalayyklyklar) tabyn bolyandygyny adamlar ir
wagtlardan biri bilyérler. Seyle kanunalayyklyklaryn belli bolmagy
her bir waka barada 6niiinden pikir yoretmége miimkingilik bermeyir,
yone birjynsly wakalaryn (hadysalaryn) toplumynyn 6ziini néhili
alyp barjakdyklaryny yeterlik takyklyk bilen 6iitinden gérmek bolyar.
Mysal ii¢in, bize belli bolan faktlaryn (kanunalayyklyklaryil) birine
yiizlenelin: ortaga her doglan 1000 ¢aganyn 515 sanysy oglan we 485
sanysynyn gyz bolyandygy belli, yone belli bir masgalada oglun ya-
da gyzyil bolmagyny oiilinden aydyp bolmayar. Sunia meiizes mysal-
lary basga-da (durmusdan, biologiyadan, medisinadan, tehnikadan,
ykdysadyyetden we sm.) getirmek bolar.

Matematiki statistika synaglaryn (tejribelerin) netijelerini isldp
tayyarlamagyn has umumy usullary baradaky ylymdyr.

Matematiki statistikanyn hézirki usullaryny peydalanmaklyk
biologiyadan baglapdyr. XIX asyryn sonky céryeginde iiilis biolo-
gy K.Pirson matematiki statistikanyin diiybiini tutupdyr. Ol adam
bedeninint san hdsiyetnamalaryny Owrenmekden baglapdyr. Somra
Pirsonynt mekdebinde ¢yzykly korrelyasiyany we regressiyany dwre-
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nipdirler. Matematiki statistikanyn komegi bilen éwrenilyén ykdy-
sadyyetdéki 6zara baglanysyklara we san kanunalayyklyklaryna eko-

Statistiki toplum diylip birmenizes predmetlerin ya-da wakalaryn
kopliigine aydylyar. Bu topluma giryén elementlere onun agzalary
diyilyar. Topluma girydn agzalaryn umumy sanyna onun gowrliimi
diyilyar.

Goy, berlen toplumyn kébir X hil nysany owrenilyir diyelin
(meselem, sygyrlaryn siiriisinde olaryi agramy ya-da stiytdéki yagyn
mukdary). X hil nysanynyn san bahasy toplumyn bir agzasyndan
beyleki agzasyna gecende tliytgeyar. X-totan ululykdyr. Bu ululyk ba-
rada maglumat almak ii¢in toplumyn agzalaryny tutuslygyna (biitin-
leyin) derniemeli bolyar.

Dolulygyna derfiewe sezewar edilydn topluma bag toplum diyil-
yar (Bt), ony diizyin agzalaryn sanyna (N) toplumyn géwriimi diyil-
yir. Yone toplumy tutuslygyna deriemek kdpleng kyn bolyar, sonuii
icin amaly yetde saylama usuly ulanylyar.

Saylama toplumy (s?) ya-da yone saylama diylip bas toplumdan
dernemek ii¢in boliinip ayrylan predmetlerin toplumyna aydylyar.
Saylama giryan predmetlerini sanyna (7) saylamanyn gowriimi diyil-
yar. Eger bas toplumyn her bir elementinin saylama girmegi ti¢in den
miimkingilik déredilen bolsa, onda bu saylama (reprezentatiw) wekil-

Saylamany diizmekligin iki usuly ulanylyar, gaytarylyan we gay-
tarylmayan saylama. Gaytarylyan saylamada her bir saylanyp alnan
obyekt deriiclenden son bas topluma gaytarylyar, sonra tize obyekt
saylanyp alynyar. Gaytarylmayan saylamada alnan obyektler bas top-
luma gaytarylmayar. Gaytarylyan usula baglanysyksyz synaglar she-
masy yaly, gaytarylmayan usula bolsa baglanysykly synaglar shemasy
yaly seretmek bolar. Saylamany diizmegin bu iki usuly hem birmenzes
netijelere getirydr. Bulardan basga-da, saylamany diizmekligin yo-
nekey (totdn), mehaniki, tipiki we seriyalayyn gorniisleri tapawut-
landyrylyar. Eger bas toplumyn her bir agzasyny belgildp, olaryn bel-
gilerini kartockalara gegirsek, soiira kartogkalary gowy garysdyryp,
olardan bir toparyny alsak, onda alnan kartockalaryn belgileri yo-
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nekey (totdnleyin) saylamany diizyér. Eger bas toplumyn obyektleri
kesgitli aralyklarda saylanyp alnan bolsa, onda ol saylama mehaniki
konweyerden her bir 25-nji yumurtga alynyar. Goy, bas toplum bir-
nice kesigsmeyén toparlara boliinen diyelin. Her topardan toténleyin
kesgitlemek {igin biitin meydan boleklere boliinydr we her bolekde
hasyllylyk kesgitlenyér. Seriyalayyn saylama almak ii¢in bag toplum
kesismeyin toparlara boliinyar. Soiira totdnleyin kdbir toparlar sayla-
nyp alynyar. Seyle usul bilen alnan saylama seriyalayyn saylama di-
yilyar.

Statistiki toplumyn kdbir X hil nysanyna gozegcilik edelin.
Gozeggiligin ilkinji netijeleri toplumyn agzalarynyi sany we hil
nysanynyn her agza degisli san bahasydyr. X hil nysanynyn baha-
laryny x,, x,, ..., x_bilen belgiléliit we olara wariantalar diyip at
berelin.

Eger statistiki toplumyn i¢inde birmenizes san bahalary alyp bil-
yan birndce agzasy bolsa, seyle agzalary toparlara yygnayarlar, sofira
bolsa wariantalary artyan ya-da kemelyin tertipde yerlesdiryarler.Bu

......

......

§2. Statistiki paylanys. Statistiki paylanysyn
grafiki sekillendirilisi

Statistiki gozeggiliklerin esasynda alnan éwrenilydn X nysanyn
n bahasyndan (wariantalardan) ybarat bolan saylama wariasion (iiyt-
lesdirilip ranzirlenen wariasion hatar alyarlar.

Owrenilyin X nysanyi diskret bolmagy miimkin. Diskret nysa-
nynl bahalary bir-birinden 6nden belli bolan tiikkenikli ululyklarga
(adamlaryn sany, doglan yyly) tapawutlanyarlar.

Eger hatar lizniiksiz bolsa, onda nysanynl bahalary bir-birinden tii-
keniksiz ki¢i ululyga tapawutlanyarlar (wagt, agram, harydyn bahasy).
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Dikret X nysanyn m yygylygy diylip, saylama giryén X, birmefi-
zes warlantalaryn sanyna aydylyar. Ranzirlenen wariasion hatarda
birmenzes wariantalar yzly-yzyna yerlesendir:

icl’xl,.“xl = fciaxi,...xi--; ick’xk,...xk"' .

g V-
mj m; My

X diskret nysan iigin wariasion hatar tablisa gérniisinde berilyér,
onufi birinji setirinde dwrenilydn nysanyn x, bahalary ikinji setirinde
bu bahalara degisli m, yygylyklar yerlesdirilyar. Seyle tablisa statisti-

......

meselede diisiinelin. Statistiki gbzegciligiii netijesinde wariasion ha-
tar alnan: 7, 17, 14, 17, 10, 7, 7, 14, 7, 14; waryantlary artyan tertipde
yerlesdirip ranZzirlenen wariasion hatar alarys

7,7,7,7, 10 ,14,14,14,17,17.
—_ T~ e e

my=4 my=1 m3=3 my=2

Bu hatara degisli statistiki paylanysy tablisada gorkezelin (k= 4)

X 77 110 114 117

i

m, 44 11 33 22

L

Uzniiksiz X nysan iicin statistiki paylanys interwal hatar bilen
berilyér, onun birinji setirinde dwrenilydn X nysanyn bahalarynyn
X=X, gorniigli aralyklary, ikinji setirde bu aralyklara degisli m,
yygylyklar bilen berilyér. x| —x, bellik tapawudy dél-de, X-nysany
x, ,-den, x-e ¢enli hemme bahalaryny gérkezyir, yone aralygyn x; sag
cdgi ona degisli daldir.

Uzniiksiz hatar Gigin m, yygylyk x, e[x,_; x] aralyga diisen diirli
xj-leri"r“l sanyny gorkezyar.

Uzniiksiz X nysan li¢in wariasion hatarlardan degisli statistiki
paylanysa gegilisini meselede gorkezelini. Statistiki gézegeiliklerin
esasynda alnan wariasion hatar berlen:

3,14; 1,41;2,87; 3,62; 2,71; 3,95.

Ranzirlenen wariasion hatar:

x:1,41;2,71; 2,87, 3,14; 3,62, 3,95, (j=1,2,...,6).

Bu hatarda degisli statistiki paylanys
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X, 1-2 2-3 34

l

m, 1 2 3

1

Eger diskret hataryn diirli bahalarynyn sany yeterlik uly bolsa,
onda hasaplamalary ansatlasdyrmak tii¢in ony iizniiksiz hatar gornii-
sinde yazyarlar.

Wariasion hataryf ikinji setirinde m, yygylyklaryfi yerine

otnositel yygylyklaryi gorkezilmegi miimkin. Yygylyklaryii jemi
saylamanyil n gowriimine dendir, otnositel yygylyklaryil jemi bire
dendir:

n k

Zwi=zﬂ=l, m; = n.

i=1 i=1

n —

i=

Statistiki paylanysyn asakdaky dort gorniisde berilmegi miimkin:

X, X, X, X,

; m, m, m,

Yygylyklaryti diskret hatary

Yygylyklaryt iizniiksiz hatary

xl. xl x2 xk

Wi W1 W2 Wk

Otnositel yygylyklaryn diskret hatary

Otnositel yygylyklaryn iizniiksiz hatary
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Eger statistiki paylanysda yygylyklaryn yerine (otnositel yygy-
lyklaryn yerine) toplanan yygylyklar (otnositel toplanan yygylyk-
lar) gorkezilen bolsa, onda paylanysyn seyle hataryna kumulyatiw
paylanys diyilyér.

X nysanyn bahalarynyin berlen x-dan ki¢i bahalarynyn sany-
saylamadaky x, <x serti kanagatlandyryan wariantalaryn sanydyr.

Diskret hatardan kumulyatiw hatara ge¢mek, yagny toplanan
yvygylyklaryn diskret hataryna ge¢gmek asakdaky anlatmalaryn kome-
gi bilen amala asyrylyar:

Hx)=0;, H(x)=mX<x;,)= iml.

Buyerdei=1,2,3, ..., k+ 1, sunlukda

Hx,,)) = n;
ya-da tablisa gorniisinde
Xl. Xl Xz X3 XI. Xk xk+1
Hx) | 0| m | m+m, |..|Hex )+m | ..| Hx_)+m_ ka +m, =n

Yygylyklaryi aralyk hataryndan toplanan yygylyklaryfi aralyk
kumulyatiw hataryna ge¢cmek asakdaky anlatmalaryn komegi bilen
amala agyrylyar:

H(x)=0, H(x)=m(X<x)= lzlm, i=1,2, ..k Hix)=n

ya-da tablisa gorniisinde

X =X, | =0 —x | X=X, | X=X, | .. X, X, X, =X,

H(x) 0 m m+m,| . |Hx, )+m, H(x, )+ m=n

Toplanan otnositel yygylyk diylip, X-nysanyn x-yn berlen baha-
laryndan ki¢i bahalarynyn sanynyn saylamanyn gdwriimine bolan
gatnasygyna aydylyar:

F(x) = H,(f) _ m(Xn< x).
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X <x wakanyn F(x) = P(X <x) dhtimallygyny afiladyan teoretiki
paylanys funksiyasyna menzeslikde X < x wakanyil otnositel yygy-
lygyny kesgitleyin
m(X < x)

P ="

gorniisddki paylanysyn empirik funksiyasyny girizyarler. Diymek,
paylanysyi empirik funksiyasy F *(x) toplanan otnositel yygylyklaryn
hatary bilen berilyér.

Bernullinii teoremasyndan F *(x) empirik funksiyanyn &htimal-
lyk boyunca F(x) funksiya ymtylyandygyndan asakdaky anlatma ge-
lip ¢cykyar:

ynolop(\ F(x)—F (x)|<e)=1, (>0).

Sonunl {icin empirik funksiyany bas toplumyn teoretiki funk-
siyasyna baha bermek ii¢cin ulanmak bolar.

Toplanan otnositel yygylyklaryn diskret hataryny iki sany den-
hukukly usul bilen almak bolar:

1) otnositel yygylyklaryn diskret hataryndan kumulyatiw hatara
gecmek:

F'x)=0, F'(x)= (X<x) iiwe

Buyerdei=1,2,3..., k+ 1, sunlukda F"(x,, ) = 1, ya-da tablisa
gorniisinde

x| x| X, X, X, X, "

Fx)| 0w (wHw, | |F tw, | [ F)tw, | Fix)+w=1

1 1 2 (1)

X

2) Toplanan yygylyklaryn diskret hataryndan toplanan otnosi-
tel yygylyklaryn diskret hataryna gegcmek asakdaky gorniisde amala
asyrylyar:

. H(x
F*(x) = qu), bu yerde i = 1,2, ..., k

Toplanan otnositel yygylyklaryn aralyk hatary asakdaky iki sany
deithukukly usul bilen alynyar:
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1) Otnositel yygylyklaryi aralyk hataryndan kumulyatiw hatara-
toplanan otnositel yygylyklaryn aralyk hataryna ge¢cmek, asakdaky
anlatmalaryn komegi bilen amala agyrylyar:

F*(xo) 0 F*(xl) m(X< x;) Zk:

Buyerdei=1, 2, ..., k, sunlukda

F*(xk) =1
ya-da tablisa gorniisinde
X, —x |—o0—x | x,—x | x,—x, | .. X, —X, X, X,
F(x) 0 woo(wtw | L[ F(x )t w | Fx, )+w =1

2) Toplanan yygylyklaryn aralyk hataryndan toplanan otnositel
vygylyklaryn aralyk hataryna gegmek, asakdaky anilatma bilen berilyar:

F () =10,

buyerdei=0,1,2, ..,k

Statistiki paylanysy grafiki sekillendirmek ii¢in asakdakylardan
peydalanylyar:

— diskret hatar poligon gorniisinde sekillendirilydr. Yygylyklaryn
poligony dowtik ¢yzyk bolup, onufi kesimleri koordinatalary (x, m.)
bolan nokatlary birlesdiryar; edil suna menzeslikde, otnositel yygy-
lyklaryn poligony dowiik ¢yzyk bolup, onuil kesimleri koordinatalary
(x, w,) bolan nokatlary birlesdiryér.

— interwal hatar gistogramma (basgangak) gorniisinde sekillen-
dirilyir. Yygylyklaryi gistogrammasy goniiburgluklardan ybarat bo-
lan basgancak sekilli figuradyr. Goniiburcluklaryn esaslary uzynlygy

h, bolan aralyklar, beyiklikleri bolsa yygylyklaryr

m i
hi

den. Otnositel yygylyklaryn gistogrammasyna seredilyan bolsa, gonii-
burcluklaryn beyiklikleri otnositel yygylyklaryn dykyzlygyna den:




Buyerde 7, =x —x, .
Kop meseleler ¢oziilende 4 ululyk hemme aralyklar {i¢in den ha-
sap edilyér:

PR ) R )

Yo6ne ranzirlelen wariasion hatar i¢in

xOSx =X, X, >X

min (i) k max  X(ny
Yay icinde ranzirlelen wariasion hataryfi belgileri gérkezilen.
Gistogrammanyi meydany goniiburgluklaryn meydanlarynyn jemine
dendir.
Sy, — yygylyklaryn gistogrammasynyn meydany, Somy — otnositel
yygylyklaryn gistogrammasyny me}'/dany bolsa,

k k
S,=38 = Zh o Xm=
i=1

i=

=~

= 3m

Diymek, yygylyklaryn gistogrammasynyi meydany saylamanyn
n gowriimine den, otnositel yygylyklaryn gistogrammasynyn AJp
meydany bire defi. Ahtimallyklar teoriyasynda otnositel yygylyklaryn
gistogrammasyna paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn grafigi degis-
lidir. Sonun ii¢in gistogrammany bas toplumyn paylanys kanunyny
saylap almak ii¢in peydalanmak bolar.

Kumulyatiw hatarynn grafigi kumuliyata gorniisinde berilyér.
Ony gurmak iicin OX okunda wariantalar (nysanyin bahalaryny) ya-
da aralyklary (interwallary), ordinata okunda bolsa toplanan H(x)
yygylyklar ya-da otnositel toplanan F*(x) yygylyklar yerlesdirilyar,
sofira bolsa koordinatalary (x; H) ya-da (x; F "(x,)) bolan nokatlar
kesimler bilen birlesdirilyar.

Ahtimallyklar teoriyasynda kumulyata paylanys funksiyasynyi
grafigi degislidir.

1-nji mesele. 80 sany kéirhananyn isgérleriniii sany boyunca
paylanysy berlen (adam):

k
otnv ZSI

i= i=

3 |
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X, 150 | 250 | 350 | 450 | 550 | 650 | 750

I

m, 1 3 7 30 19 15 5

Yygylyklaryii paylanysynyii poligonyny gurmaly.

Coziilisi. X nysan — kirhanada isleydn adamlaryn sany. Bu me-
selede X nysan diskret ululykdyr. Nysanyn diirli bahalarynyn sany
kop dil — K = 7. Sonun {igin interwal (aralyk) hatary gurmak amatly
dil. Berlen diskret hatar ti¢in yygylyklaryn paylanysynyil poligonyny
guralynl (38-nji surat)

m
357

307
251
20 -
15+
10+
54

100 200 300 400 500 600 700 800 x

38-nji surat

2-nji mesele. Bir detaly isldp tayyarlamak iicin sarp edilyin
wagty (min) boyunca 100 ig¢inint paylanysy berlen:
L, =X, | 22-24 | 24-26 | 26-28 | 28-30 | 30-32 | 32-34

m. 2 12 34 40 10 2

L

X

Yygylyklaryii paylanysynyf gistogrammasyny gurmaly.

Caoziilisi. X nysan bir detaly isldp tayyarlamak {i¢in sarp edilyén
wagt (min). Uzniiksiz statistiki paylanysyn yygylyklarynyi gistog-
rammasyny guralyil (39-njy surat). Onun {ligin asakdaky hasaplama-
lary gecirelin.

(X —x) _ (34-22)

h="—% 6

=2

m;

k=6, yygylygyn dykyzlygy -
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m/h
20

1

10 4+

0 '. |

22 24 26 28 30 32 34 X
39-njy surat

X . —x | 22-24 | 24-26 | 26-28 | 28-30 | 30-32 | 32-34

1 6 17 20 5 1

m;
h

3-nji mesele. Birinji meselede berlen paylanys iicin toplanan
yygylyklary tapmaly we kumulyatany gurmaly.
Coziilisi. Asakdaky anlatmadan peydalanalyn:

H(x)=0, H(x)=H(x, ) +m,_
i=2,3, ..kt 1, k=17

i 1 2 3 4 5 6 7 8

x, | 150] 250 | 350 450 550 650 750 850
m, |1 3 7 30 19 15 5 0
H(x)| 0 | O+1 | 1+3=4 | 4+7=11 | 11+30=41 | 41+19=60 | 60+15=75 | 75+5=80

Kérhanalaryn isgérleriniii sany boyunca paylanysynyn kumul-
yatasyny guralyn (40-njy surat).

4-nji mesele. Ikinji meselede berlen paylanys boyunca payla-
nysyn empirik funksiyasyny diizmeli we otnositel yygylyklaryn ku-
mulyatasyny gurmaly.
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H(x)
80
70
60
50-
401
301

10T

130 250 350 450 550 650 750 850 X
40-njy surat

Coziilisi.
Asakdaky ailatmadan peydalanalyn:
H(x)=0, Hx)=Hkx )+m, (@(=1,2,..k k=6)

F*(xi) = quxi)

k
(i=0,1,2, ..,k n=>) m=100)
Barlagy: F(x,) = 1.
F(x)
1
0,98
0,88

0,48

0,14
0,02
0

22 24 26 28 30 32 34 X

41-nji surat
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i 0 1 2 3 4 5 6
X, —Xx,|-0—22|22-24 | 24-26 26-28 28-30 30-32 32-34
m, 0 2 12 34 40 10 2
H(x,) 0 0+2=2|2+12=14 | 14+34=48 | 48+40=88 | 88+10=98 | 98+2=100
F(x) 0 0,02 0,14 0,48 0,88 0,98 1

(x; F"(x,))) nokatlary guralyfi. Soiira olary kesimler bilen birles-
dirip, paylanysyn kumulyatasyny alarys (41-nji surat).

§3. Statistiki paylanysyn saylama san
hésiyetlendirijileri
1. Ortaca ululyklar diisiinjesi

Statistikada ortaca ululyklar wajyp orny eyeleyérler. Ol ar i kop
ulanylyan jemleyji ululyklar bolup, wakalara we hadysalara mahsus
bolan kanunalayyklyklary hisiyetlendiryérler.

Oba hojalygynda oba hojalyk onlimleriniii 6ndiiriliginiii ortaga
derejesini, oba hojalyk kdrhanalarynyn ortaca ululygyny, ekinlerii or-
taca hasyllylygyny, mallaryn ortaca dnlimliligini we sunia menzesleri
bilmek gerek bolyar. Ortaca ululyklar 6wrenilyin toplumda iiytgeyan
(warirlenydn) nysanyn tipiki 6lgegini gorkezyar, basgaca aydylanda,
owrenilydn toplumdaky umumylygy acyp goérkezyir. Meselem, bir
sygyrdan alnan siiydiin mukdary sygyrlaryn toparynda diirli aralyk-
da lytgép biler. Sunlukda, ona tésir edyédn sebipler birinjiden, biitin
topar licin umumydyr (iymitlendirilisin derejesi, saklanyan sertleri
we s.m.) beyleki tarapdan, olaryn her biri li¢in hususydyr. Hasapla-
nan ortaca sagym umumy faktorlaryn tasirini afiladyar, yone hususy
faktorlaryn tdsiri 6z-6zilinden yitip gidyar.

Ortaca ululyklar umumy géwriiminl (absolyut statistiki gorke-
Yokardaky meselede bir sygyrdan alnan siiydiifi ortaga mukdaryny
topardan alnan umumy sagymyn sygyrlaryfi sanyna boliinmeginden
kesgitlenilydr. Ortaca ululyklar hasaplananda kébir talaplary goz
ontine tutmak zerurdyr. Ilki bilen, toplum hil taydan birjynsly birlik-
lerden ybarat bolmaly. Meselem, seredilen meselede sygyrlaryn to-

142



pary diirli tohumly we diirli yagdaky sygyrlardan diiziilen bolsa, onda
sagymy hésiyetlendirmek ii¢cin tohumlary we yaslary boyunca bol-
meli, seyle edilende mallaryn 6niimgiligine has obyektiw baha berler.

Umuman, islendik toplumda ortacany hasaplamazdan 61 hil
diiziimi boyunca birjynsly toparlary boliip ayyrmaly.

Ortaca ululyklary ulanmak berlenlerin kopgiilikleyin umumylas-
dyrylmagyna esaslanan bolmaly. Géwrlimi boyunca uly bolmadyk
toplumlar {igin hususy hésiyetli sebdpler nysanyn {iiytgemegine
umumy kanunalayyklyklara garanda has giiycli tisir edyar. Tersine,
kopgiilikleyin hadysalarda umumy ayratynlyklar has gorniikli bolup,
birlik obyektlerin ayratynlyklary yok bolup gidydr.

Statistikada ortagalasdyrylyan ululyklaryn gorniisine goré ortaca
ululyklaryn diirli goérniisleri ulanylyar.

Derejeli ortacalar diylip asakdaky formula boyunca hasaplanyan

ortagalara aydylyar:
S | 22X
X = .
n

Bu yerde: x — derejeli ortaga;
x — wariantalar (nysanyn bahalary);
n — wariantalryil sany;
m — ortacanyn dereje gorkezijisi.
Derejinin gorkezijisi ortaca ululygyn gorniisini kesgitleyar.
Eger, m =1 bolsa, orta arifmetiki baha alynyar;
m = —1 bolsa, orta garmonik baha alynyar;
m = 0 bolsa, orta geometrik baha alynyar;
m = 2 bolsa, orta kwadratik baha alynyar.

Paylanysyn wariasion hatary1 {isti bilen berilmegi doly gorniisde
bolsa-da, 6rédn ¢ylsyrymly, ayratyn hem saylama toplumy uly bolanda
kyncylyk doredyar.

Kop yagdaylarda berlen toplum ii¢in ol toplumy geregi yaly ha-
siyetlendirydn birndge sany gorkezmek yeterlik bolyar. Bu sanlara sta-
tistiki gorkezijiler ya-da paylanysyn san hésiyetlendirijileri diyilyér.

Bu hisiyetlendirijiler saylama toplumy iicin hem, bas toplum
icin hem sol bir formulalar boyunga hasaplanyar.
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Olara saylamanyn ortagasy, dispersiya, orta kwadratik gysarma,
moda, mediana, wariasiyanyn gerimi, wariasiyanyn koeffisiyenti de-
gislidir. Olaryn arasynda it wajyplary ortagalar we dispersiyadyr.

2. Orta arifmetik
Goy, géwrlimi n bolan saylama X nysanyfi x, x,, ..., X, warian-
talary bilen berlen diyelin. Eger wariantalaryn her biri bir gezek dus
gelyédn bolsa, onda X nysanyn orta arifmetigi wariantalaryn jeminii
olaryn sanyna boliinmegine dendir:
X+ X+ X,
n

(1)

------

X =

Eger-de wariantalaryn arasynda deil wariantalar bar bolsa, olary
toparlara birlesdiryarler, sondan son alnan hatarda siitiinlerin sany
diirli wariantalaryn sanyna den bolyar.

Xl. Xl X2 Xk

I’li I’ll n2 I’lk

Onda kesgitlema gora orta arifmetik, her wariantanyn onun yygy-
lygyna kopeltmek hasyllarynyn jeminiii toplumyi géwrlimine (hemme
yygylyklaryn jemine) boliinmegine dendir:

ixin[ n= an 2)

— i=1

—_1
x5=g

Mesele. Wariasion hatar bilen berlen saylamanyii x, orta arifme-
tigini (saylamanyn ortagcasyny) tapmaly.

X 2 4 6

i

m. 10 30 10

1

Céziilisi.
Xo= > x,m, 50(2 10+4-30+6-10)=4.

Yokarda gorkezilen (2) formula boyunga hasaplanan saylamanyi

......
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bellenisine we olara degisli wariantalaryn bellenisine bagly dildir. Me-
selem, beyleki bir U nysan barlanyan bolsa, onui bahalary u , u,, ...u,,
yygylyklary n, n, ..., n, bolsa, onda 6lgenen ortaga (2) formula mefi-

zes formula boyunca hasaplanyar:
— 1 ¢
u= ;l; un,.

Goy, X nysan li¢in wariasion hatar berlen (diskret ya-da iizniik-
siz) diyelifl. Sunlukda,wariantalar tapawudy /4 bolan arifmetiki prog-
ressiyany diizydr diyelin, yagny 7 =x,. —x, = const (h-ddim). X nysana
totdn nébelli yaly seredelin, bu nébellini tize nédbelli bilen asakdaky
formula boyunca cgalsalyn:

X=x,+hU 3)

formulada x, — wariantalaryfi islendik biri, U — téze totén ululyk. (3)
formula boyunga tize totédn ululyga gecmek koordinata baslangyjyny
abssissasy x, bolan téze nokada parallel gogtirmeklige detigiiy¢liidir.

(3) formuladan:

_X—x

h
gelip ¢ykyar, sotira U (u,, u,, ..., u ) ululygyf san bahalary X (x , x,,
..., X ) ululygyi san bahalaryndan gelip ¢ykyar we asakdaky formula
boyunca hasaplanyar:

U

U, = % (i=1,2,..n).
Bu formula boyunga tapylan san bahalara sertli wariantalar diyilyar.
Orta arifmetiki baha sertli wariantalaryn iisti bilen asakdaky yaly
kesgitlenyar:
X =x,+ hu. (4)

Bu formulada

u=1

u=- > nu,

sertli wariantalaryn dlgenen ortagasy.
(4) formulany onunl sag we ¢ep taraplaryny denesdirip, subut et-
mek bolar.
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Xi — X
z: n,———
n;u; +hz : h

Xy +hu=x,+h P =
=X +inni—x 2" =X, +X—X, =X
0 n 0 n 0 0 ’
n.x. — n.
Z ll:X, Z ’:E:I'
n n n
Diymek,
X =x, + hu.

Mesele. Etrapda bugdayyn hasyllylygy (s/ga) wariasion hatar bi-
len berlen, 4 = 3,

x, — hasylylyk 9-12 | 12-15]15-18| 18-21 | 21-24 | 24-27

n.ekin meydany %-de | 6 12 33 22 19 8

Etrap boyunc¢a bugdayyn ortaca hasyllylygyny (xj,) tapmaly.

Coziilisi. Aralyklaryn her birini onunl ortasy bilen galsyp, x, —
hokmiinde in1 uly yygylygy bolan x, = 16.5 wariantany kabul edip,
tize sertli wariantalardaky tablisany alarys:

X n u =% n - u
i i ! h i i
10,5 6 -2 —-12
13,5 12 -1 -12
16,5 33 0 0
19,5 22 1 22
22,5 19 2 38
25,5 8 3 24
> n, =100 > mu; = 60
Bu yerde

w=1 _ 60 _
u= nZniui 100 0,6.
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Onda
x, =x,+hu=165+3-0,6=18,3 s/ga.
Eger bas toplumyfi X nysanynyfi x, x,, ..., x,_hemme bahalary
diirli bolsalar, onda
Y —a- xl+x2;§[... + Xy
Goy, agzalan bas toplumdan tétdnleyin bir obyekt alynyar di-

yelini. Sol obyektifi x, bolmagynyn dhtimallygy %—e dendir.

(N — toplumyn gowriimi). Edil seyle &htimallyk bilen islen-
dik beyleki obyektin alynmagy miimkin. Onda X nysana paylanysa
asakdaky totin ululyk yaly seretmek bolar:

X X, X, X
1 1 1
P N N N
Onda
_ L L L_X1+x2+...+xx_
M(X) = x, TR RN i N =a

Diymek, eger gozeggilik edilyén X nysana totédn ululyk yaly se-
retsek, onda bag ortaca bu nysanyn matematiki garasmasyna dendir:

x, = M(X)=a.

3. Orta garmonik
Orta garmonik orta arifmetigin ters ululygydyr:

v _ _hn

X, garm

1
X
ya-da

- _xm

Xgarm = )
2
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Eger jemlemige degisli ululyklar wariantalaryn 6zi dil-de, olara
ters bolan ululyklar bolsa, onda orta garmonik tapylyar.

4. Orta kwadratik
- \/sz \/xf+x§+...+xﬁ
ka = =
n n

2

— > x’m xim +x;mt+ ..+ xom,

Xiw = = .
> m m,+m,+ ... +m,

Eger wariantalaryil berlen ululyklary orta arifmetikden ya-da
normadan gysarmany ailadyan bolsalar, onda dinie orta kwadratikden
peydalanylyar.

Mesele. Olcegleriti netijesinde dniimifi uzynlygynyi berlen nor-
madan gysarmalary kesgitlenen. Bu gysarmalaryi orta ululygyny tap-
maly.

ya-da

Oniimif uzynlygynyi Oniimlerifi sany 5 5

normadan gysarmasy mm x m o v
-1,8 1 3,24 3,24

0,8 3 0,64 1,92

0,2 4 0,04 0,16

1,2 1 1,44 1,44

2,2 1 4,84 4,84

jemi 10 11,60

Tablisanyn esasynda orta kwadratigi hasaplalyn:

— />Xxm /11,60 _
Xy = Zm = T = 1,08

Diymek, 6nlimin uzynlygynyn berlen normadan gysarmasynyn
ortacasy takmynan 1,08 mm den.

5. Orta geometrik
Egm =X Xy 0 X,
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Orta geometrik, esasan, dinamika dwrenilende, yagny ortaga ay-
lyk koeffisiyentler hasaplananda, senagat onlimgiliginin 0siis depgini
hasaplananda ulanylyar.

Mesele: Oba hojalyk kédrhanasynda iri sahly mallaryn bag sa-
nynyn bir yyldaky 6siis depgini berlen:

Yyllar Bag sanynyn 0slis koeffisiyenti
1999 0,942
2000 1,021
2001 0,995
2002 1,084
2003 1,153
Iri sahly mallaryn bas sanynyn liytgeysiniil ortaca koeffisiyentini

tapmaly.

Coziilisi. Mallarynn bas sanynyn umumy Osiisi Osiis koeffisi-
yentlerinin kopeltmek hasylyna denidir. Sonun iicin Osiisint koeffisi-
yentinifl ortacasyny kesgitlemekde orta geometrik ulanylyar:

Xem =5/ X,,%,,% = /0,942 1,021 -0,995- 1,084 - 1,153 = 1,036.

Diymek, bds yylda mallaryn bag sanynyn ortaga Osiisi 1,036 den,
basgaca aydylanda, mallaryn bas sany her yylda 1,036 esse ya-da
3,6% kopelipdir.

6. Moda we mediana

Yokarda getirilen ortaca ululyklar topluma haysydyr bir
nysan boyun¢a umumylasdyrylan hésiyetnama berydrler. Olar
diiztim hésiyetlendirijileri diylip atlandyrylyan ortagalar bilen
doldurylyar, olara moda, mediana, kwartiller, desiller we baggalar
degislidir. Bu gorkezijilerin arasynda moda we mediana has kop
peydalanylyar.

Moda — nysanyn toplumda has kop dus gelydn bahasydyr. Bu
gorkeziji ol ya-da basga nysanyn tipiki ululygyny hisiyetlendirmek
ticin ulanylyar (meselem, iri sahly mallaryil fermasynyn in kop
yayran Ol¢egi, oba hojalyk oniimlerinin kop gabat gelydn bahasy
we s.m).
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Mediana — tertiplesdirilen (artyan ya-da kemelyén tertipde) wa-
riasion hatary san taydan iki dei bolege bolyan ululykdyr. Meselem,
eger bir ayyn dowamynda sygyrdan alnan stiydiin median bahasy 3,5 s
bolsa, onda sygyrlaryn yarysy 3,5 s-den az siiyt beryir, beyleki yarysy
bolsa 3,5 s-den kop siiyt beryar.

Diskret wariasion hatarda moda diylip in uly yygylygy bolan wa-
rianta aydylyar.

Aralyk (interwal) hatar {igin modany agakdaky formula boyunca
kesgitleyérler:

ﬁuo _fMO, 1
o 2fMo _fMO—l _fM0+1
Bu yerde M, —moda, X iy~ modal aralygyn asaky ¢égi; 1, MO-
dal aralygyn ululygy; fMO — modal aralygyn yygylygy; fMO_1 — modal
aralygyn on yanyndaky aralygyn yygylygy; fMo+17 modal aralykdan

M, =X, +h

soniky aralygyn yygylygy. Modal aralyk diylip il uly yygylygy bolan
aralyga aydylyar.

Aralyk hatar iicin mediana asakdaky formula boyunga hasap-
lanyar:

2_SMe—1

/
M,=X,,+h, Zf 7
Me

Bu yerde: M, — mediana;
X, — med‘ian aralygyfl asaky cédgi;
h,,, — median aralygyfi ululygy:;

2f - yygylyklaryi jemi;
S, —median aralykdan ofiki aralykda toplanan
yygylyklaryi jemi;
/. — median aralygyn yygylygy.
Median aralyk diylip, toplanan yygylyklaryil jemi yygylyklaryn
yarysyna defl ya-da yygylyklaryn yarysyndan uly bolmadyk aralyga
aydylyar.
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§4. Saylama toplumyn dispersiyasy we onui
héasiyetleri

Bas toplumda ya-da saylama toplumda X nysanyn paylanysyny
difie ortacanyn bahasynyn belli bolmagy bilen hédsiyetlendirip bol-
mayar. Ortaga gord X nysanyn san bahalarynyn néhili dargaw yer-
lesendiklerini bilmek gerek bolyar. Bu dargawlygy hésiyetlendiryén
ululyklara dargawlygyi hésiyetlendirijileri diyilyar.

Dargawlyga il takmyny baha bermekligi wariasiyanyn gerimi-
nin Uisti bilen amala agyrmak miimkin:

R=x —x

Bu yerde x_we x . san bahalar X nysanyn ifi uly we ifi kigi
bahalarydyr. Bu hésiyetnama ol ya-da beyleki wariantalarynl néhili
vygylykda dus gelyénligini gorkezmeyar. Sonut tigin ol dargawlygy
hasiyetlendirmek iigin Veterlik bolmayar. Yone paylanysyn gerimi
diylip at berilydn R ululyk wariasiya takmynan baha bermek {igin
senagatyn kébir pudaklarynda oniimin hilini statistiki usullar bilen
owrenmekde ulanylyar.

Dargawlyga teoretiki we amaly taydan baha bermek ti¢in iii amat-
ly hésiyetlendiriji dispersiyadyr. Saylama toplumyn we bas toplumyn
dispersiyalary asakdaky formulalar bilen kesgitlenyér:

1 <& 2
DS:;;(%—X&) n;. (1)

1 <& 2
D, = WZ:I(X’ —x,) N,

Kopleng dispersiyany
Dy=x*—(x), (x=x) )
formula boyunca hasaplamak amatly bolyar.
(2) formula yonekey 6zgertmelerin komegi bilen (1) formuladan
alynyar:

1Z:(x—x)n—L n<—2;i=1n +(x )4 :



Bu yerden D, = x* — (x ).

Eger X nysan iicin wariasion hataryn wariantalary deni daslasan
bolsalar hem-de wariantalaryin 6zi we yygylyklary uly sanlar bolsa,
onda tdze U nébelld gegmek amatlydyr. Ol gecis 611 belleysimiz yaly,
asakdaky formula boyunca amala asyrylyar:

X=x,+hU,
onda
D(X) = D(x, + hU) = D(x,) + h*D(U),
yone
D(x)=0, DU)=u’—(uy.
Diymek,

Dy(X) = h*[u? = (u)]. 3)

(2) formulany ulanyp, dispersiyany hasaplamaklyga degisli me-
seld seredeliil.

Goy, bas toplumyn ya-da saylama toplumyn X nysanynyii hem-
me bahalary k topara boliinen diyelin. Her topara 6zbasdak toplum
yaly seredelin. Onda toparyn ortacasyny we toparyil ortagasyna gora
toparlayyn dispersiyany tapmak bolar.

Toparlayyn dispersiya diylip, toparlayyn ortaga gérd nysanyn to-
para degisli bahalarynyn dispersiyasyna aydylyar:

D = Z n(x, — ;1)2
Bu yerde: n, — x, bahanyn yygylygy;
j — toparyn belgisi;
Ej — j-nji toparyn toparlayyn ortagasy;
N.= an — j-nji toparyil gowriimi.
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1-nji mesele. Asakdaky iki topardan ybarat bolan toplumyn to-
parlayyn dispersiyasyny tapmaly.

Birinji topar Ikinji topar
X, 5 4 2 X, 8 3
n, 2 7 1 n

N, =>nm=10, N,=)>n =5
Coziilisi. Toparlayyn ortagalary tapalyn:

— 2MX 52147412 _
%= Sn, 10 =4

n=38423 ¢

Toparlayyn dispersiyalary tapalyii:
Zni(x,.—;i)2 2:(5-4Y+7(4—-47+1-(2 -4y
1top = N = 10 =

3:(8-6)+2-(3-6) _

2top = 5

D 0,6,

D

Her toparyn dispersiyasyny bilip, olaryn orta arifmetigini tap-
mak bolar.
Toparigi dispersiya diylip, toparlayyn dispersiyalaryn ortagasyna
aydylyar:
D _ z NJ ] Djtop .

topi¢ n
Bu yerde N, - Jj-nji toparyn gowriimi,
k
n=2N,
j=1

biitin toplumyn géwriimi.

2-nji mesele. Birinji meseldninl berlenleri boyunca toparigi dis-
persiyany tapmaly.

Coziilisi. Gozlenyin dispersiya su formula boyunca kesgitlenyar:
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o ]\[I.Dltop+N2'D2top o 100,6+56 _1_
= = 5 .

Bons= n 15

Toparlayyn we umumy ortacalary bilip, toparlayyn ortagalaryn

dispersiyasyny umumy ortaca gord tapmak bolar.
Toparara dispersiya diylip, umumy ortaca gord, toparlayyn orta-

calaryn dispersiyasyna aydylyar:
K
* —\2
2N (x;—x)
J=1

toparara =
P n

K

N (x—x)
=1

D - J
. toparara
n

Bu yerde: xj — j-nji toparyi ortagasy;
N, — j-nji toparyii gowriimi;
X— umumy ortaca,

k
n = Y N, —ihli toplumy gowriimi.
izl

3-nji mesele. 1-nji meselénin berlenleri boyunga toparara disper-

siyany tapmaly.
Caoziilisi. Umumy ortagany tapalyi:

2% _1:247-442:542:343-8 _ 14
> n, 15 3
Yokarda tapylan x, = 4, x, = 6 toparlayyn ortacalary peydala-

nyp toparara dispersiyany taparys:
S - (4 1AV 5 (o 147

P e D . A M St il Al WA

15 9"

toparara
P n

Ahli toplumyn dispersiyasyny kesgitlilit. Umumy dispersiya
diylip, umumy ortaga gora biitin toplumyn dispersiyasyna aydylyar:
D _Zni('xi—;)z.
n

umumy

4-nji mesele. 1-nji meseledéki berlenler boyunca umumy disper-

siyany tapmaly.
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Coziilisi. Umumy ortacanyn %-e dendigini bilip, gdézlenydn

umumy dispersiyany tapalyn.
2 —H)2+7~(4 —H)2+ (2 —ﬂ)z

D - 3 3 3),
2 2
+3'(8_%>+2'(3_%> _ 148
5 45

Bellik. Tapylan umumy dispersiya toparara dispersiya bilen topar-
ici dispersiyalaryn jemine dendir:
_ 148

umumy 45 ’ toparara

8 _ 148
9

12
+D 45

toparici = 5

Diymek,

umumy toparara toparigi *

§5. Saylama toplumyii jemleyji
hisiyetlendirijilerini hasaplamagyn usullary

1. Baslangyc¢ we sertli momentler. Empirik momentler

Saylamanyn jemleyji hdsiyetlendirijilerini kesgitlemek {i¢in,
kopleng degisli teoretiki momentlere menzes kesgitlenyédn empirik
momentlerden peydalanylyar. Teoretiki momentlerden tapawutlylyk-
da empirik momentler gozeggeiliklerin esasynda kesgitlenyér.

Adaty k-njy tertipli empirik moment diylip, x, — ¢ tapawudyn k-njy
derejesinin orta bahasyna aydylyar we asakdaky yaly belgilenilyar:

: n,(x,—c¥f
;- Zntn=c).

Bu yerde: x, — gozeggilik edilydn warianta;
n.— wariantanyh yygylygy:;
n= Zni — saylamanyn géwriimi;
¢ — hemiselik san (yalan nol).
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Baglangy¢ A-njy tertipli empirik moment diylip, ¢ = 0 bolanda
k-njy tertipli adaty momente aydylyar we asakdaky yaly yazylyar:

k
M, = 2 i

Hususy halda, £ =1 bolanda

M = Znixi

n = XS.

Diymek, birinji tertipli baglangy¢ empirik moment saylamanyn
ortacasyna dendir. B
k-njy tertipli merkezi empirik moment diylip, ¢ = x, bolandaky

adaty momente aydylyar we asakdaky yaly yazylyar:
_ z n; (xi - xi)k
= p .

my

Hususy halda,

—\2
mQ:M:D'

Diymek, 2-nji tertipli merkezi empirik moment saylamanyn dis-
persiyasyna dendir.

Merkezi momentleri adaty momentlerin {isti bilen asakdaky yaly
anlatmak bolar:

m, = Mz - (M,)z’
my, = M, — 3M,M, +2(M, ),
m, = M, — 4M, M, + 6M, (M, — 3(M,)".

Merkezi momentleri tapmaklyk uly hasaplamalary talap edyar.
Baslangy¢ wariantalaryn sertli wariantalar bilen ¢alsyrylmagy hasap-
lamalary yonekeylesdiryar.

k-njy tertipli sertli empirik moment diylip, sertli wariantalar tigin

hasaplanan k-njy tertipli baslangy¢ momente aydylyar we asakdaky
yaly belgilenyar:
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X. — C\k
I Donul Z”( 7 >
ke oom n '
Hususy halda,
X, —c
M, - 2 ) =1[Z”fxf DI W
: n hl n N '
Bu yerden
x,=M'h+c. (1)

Diymek, saylamanyi ortagasyny tapmak ii¢in birinji tertipli sertli
momenti hasaplap, 4-a kopeldip, netiji ¢ yalan noly gosmak yeterlik-
dir. Adaty momentleri sertli momentlerin iisti bilen anladalyn

Bu yerden M, = M, h*.
Diymek, k-njy tertipli adaty momenti tapmak {i¢in sol tertipli
sertli momenti A* kopeltmek yeterlikdir.
Merkezi momentleri sertli momentlerin iisti bilen anladyp, ha-
saplamalar li¢in amatly asakdaky formulalary alarys:
m, =M, — (Ml*)z]hz’
my =My = 3M; M, + 2[M,'T ],
my =M, — 4M;M," + 6M, (1\41*)2 - 3(M1*)4]h4-
Sertli momentlerin isti bilen saylamanyi dispersiyasyny hasapla-
mak ti¢in asakdaky formuladan peydalanylyar:
D = [M; - (Ml*)z]hz-
2. Saylama toplumyn ortacasyny we dispersiyasyny hasapla-
mak iicin kopeltmek hasyllary usuly

Bir-birinden den uzaklykda duran wariantalar ii¢in kdpeltmek
hasyllary usulyny ulanyp, diirli tertipli sertli momentleri hasaplamak
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amatly bolyar. Sertli momentleri bilip, bizi gyzyklandyryan baslangy¢
we merkezi empirik momentleri tapmak bolar. Hususan-da, kopelt-
mek hasyllary usulyny ulanyp, saylamanyn ortagasyny we disper-
siyasyny hasaplayarlar. Onun li¢in asakdaky yaly diiziilyan tablisadan
peydalanylyar:

Birinji siitiinde artyan tertipde berlen wariantalary yazyarlar.

Ikinji siitiinde wariantalaryn yygylyklaryny yazyarlar, hemme
yygylyklary gosup, olaryil jemini siitlinini i soiikky gbzenegine yaz-
yarlar.

Ucgiinji siitiine U. = (x, — ¢)/h sertli wariantalary yazyarlar, yalan
nol diylip, ifi uly yygylygy bolan warianta kabul edilyér.

Yalan noly saklayan gozenege o yazylyar, noldan yokarlygyna
yzygiderli—1,-2,-3, ..., noldan agaklygyna 1, 2, 3, ... sanlar yazylyar.

Yygylyklary sertli wariantalara kopeldip, dordiinji siitiine yaz-

yarlar, olaryii ) nu; jemini bolsa ifi asaky gozenege yerlesdiryirler.

Yygylyklary sertli wariantalaryii kwadratlaryna képeldip, bé-
sinji siitline yazyarlar. Olaryn Z:niui2 jemini in asaky gozenege
yerle§diryéirler.

Yygylyklary sertli wariantalaryil bir birlik ulaldylan jeminin
kwadratyna kopeldip, altynjy (barlag) siitiine yazyarlar, Z n(u; + 1y
jemi iil sonky gézenege yerlesdiryarler.

Eger > n(u;+ 1) jem Y nu; + 2> nu,+ n jeme deft bolsa,
onda bu hasaplamalaryii dogry gecirilendigini anladyar.

3. Saylama toplumyn asimmetriyasy we ekssesi

Normal kanundan bagga paylanys kanunlary éwrenilende olary
san taydan denesdirmek gerek bolyar. Seyle maksat bilen yorite ha-
siyetnamalar girizilyar, olara asimmetriya we eksses degislidir. Normal
paylanys kanuny ii¢cin bu hésiyetnamalar nola dendir. Eger 6wrenil-
yén paylanys ii¢in asimmetriya we eksses uly bahalara eye bolmayan
bolsa, onda bu paylanysyn normal paylanysa yakyn paylanysdygyny
gorkezyér, eger tersine bolsa, bu paylanys normal paylanysdan uly
tapawut beryar.
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Eger berlen paylanys simmetrik paylanys bolsa, (onda bu
paylanysyn grafigi x = M(X) gond simmetrikdir) her bir tdk tertipli
merkezi moment nola dendir. Simmetrik dil paylanyslar iigin tik
tertipli merkezi momentler noldan tapawutlydyrlar. Sonun ii¢in bu
momentleriil her birini asimmetriyany bahalamak ii¢in ulanmak bolar.
Meselem, m, momenti alalyf. Yone bu momenti asimmetriya baha
bermek ii¢cin almak amatly dél, sebdbi ol totdn ululygyn 6lgenyén 61-
cegine bagly. Bu nédsazlygy aradan ayyrmak {i¢in ony ¢* bolyérler we
Olcegsiz hisiyetnama alyarlar.

Empirik paylanysyn asimmetriyasy

derilik bilen kesgitlenyar. Bu yerde m, — Ugiinji tertipli empirik merke-
zi moment, o, — saylamanyf orta kwadratik gysarmasy,
my = [M; —3M, M, + 2(M,' )]’

Eger egrinin «uzyn bolegi» matematiki garasmadan sagda yer-
lesen bolsa, onda asimmetriya poloziteldir, eger tersine bolsa, asim-
metriya otrisateldir. Amaly meseleler ¢oziilende egrininh moda gora
ndhili yerlesendigine seredip paylanysa baha beryarler.

«Kotelligi» kesgitlemek (bahalamak) {i¢in eksses diylip atlan-
dyrylyan hiésiyetlendirijiden peydalanyarlar. Ol e, gérniisde belgi-
lenyér we asakdaky yaly kesgitlenyar:

Ax)

42-nji surat
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Yokarda belleysimiz yaly, eger eksses noldan tapawutly bolsa,
onda bu paylanysyn egrisi normal egriden tapawutlanyar.

Eger eksses polozitel bolsa, onda egrinin (normal egrd garan-
da) has beyik we yiti depesi bardyr, eger eksses otrisatel bolsa, onda
deniesdirilyén egrininn depesi normal egrd garanda pesrdkdir (yalpag-
rakdyr) (42-nji surat).

§6. Paylanysyn parametrlerine statistiki
baha bermek

1. Baha bermekden edily:iin talaplar

Bas toplum 6wrenilende bizi, birinji nobatda, X hil nysanynyn
paylanys kanuny we ol kanunyn parametrleri gyzyklandyryar.

Owrenilyin hil nysanynyti paylanys kanunyny bilmek ol nysan
barada bize gymmatly maglumatlary beryar hem-de onun san
bahalarynyn tiytgeysini 6niinden bilmeklige miimkingilik doredyar.
Yone eger paylanys kanunynyii parametrleri belli bolmasa, onda
hemme maglumatlar dine hil gorkezijilerdir. Su sebdplere gord bu
parametrlerin, it bolmanda yakynlasan bahalamalaryny bilmek me-
selesi ylize ¢ykyar (sunlukda bag toplumda X hil nysanynyi paylanys
kanuny belli hasap edilyér).

Paylanysyn parametrleri — totén ululygyn dykyzlyk funksiyasynyn
ya-da paylanys funksiyasynyn formulasyna giryén sanlardyr. Kabir
kop dus gelyin paylanyslara we olaryn parametrlerine seredelin.

Paylanys parametrlerin
kanuny fx), F(x) parametrler sany
1 2 3 4
0, eger x<a,
LDenslgegli | /0= 1 oo < xcp | aved 2
b—a
] (x=ay
2. Normal Ax) = o/2r e 25 a0 2
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1 2 3 4
3. Gorkezijili o) = 0, x<0, : .
Ae ™ x>0
1. Binomial Flx) = ;Czk'pXk'q”_Xk n,p 2
x <x
F(x
2. Puasson (x) = X;X ( xk), A 1

Bas toplumyfi haysydyr bir nibelli O, parametrini bahalamak adat¢a
saylama toplumyn O parametriniit kdmegi bilen amala agyrylyar. Seyle

diymeklik, bas toplumyii néibelli x, = M(x) = a ortagasyny we nibel-
li dispersiyasyny bahalamak fii¢in, degislilikde, saylamanyn ortagasy

_1 1 _ i
xX=- > x;n; we saylamanyn dispersiyasy D, = Z x, —x)'n, ula

nylyar diyildigidir. Saylamanyi bu hisiyetnamalary yeterlik uly gow-
rimli bir saylamanyi berlenleri boyunga alynyar.

Bir totén saylamanyn berlenlerinin esasynda alnan paylanysyn néa-
belli parametrlerini statistiki bahalamakdan asakdaky talaplar edilyér:

1. Olar siiysmeyan bolmaly.

Bas toplumyfi nébelli ©, parametriniil siiysmeyan bahalamasy
diylip, matematiki garagsmasy bahalanyan parametre defi bolan (sayla-
ma toplumyi islendik gowriimi ligin) O _ statistiki bahalama aydylyar.
Basgaca aydylanda bolsa, M(O) = O, siiysmeyin bahalamadyr. Eger
O, <M(O,) ya-da M(O) < O, bolsa, onda bahalama siiysyéin bahala-
madyr.

Stiysmeyédn bahalama Olgeglerin sistematik yaliiyslyklarynyn
esasynda ya-da saylama bas toplumdan alnanda totinleyin alynmak
serti bozulan yagdayynda yiize ¢ykyar. Siiysmeyén bahalama hemise
parametrin takyk bahasynyn artdyrylmagyna ya-da kemeldilmegine
getiryér.

2) Olar effektiw bolmaly.

Effektiw bahalama diylip, saylamanyn berlen n» géwriimi iicin
miimkin boldugyca i1 ki¢i dispersiyasy bolan sliysmedik statistiki
bahalama aydylyar:

D(6) = min.
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3) Olar esasly bolmaly.
Eger islendik tiikeniksiz kici € > 0 san {i¢in
limP(|O, - 6, <e)=1.

rrrrrr

Amalyyetde ndbelli parametrleri bahalamak gerek bolanda yo-
karda gorkezilen talaplaryn arasynda bahalamanyn stiysmeyan bolmagy
has wajypdyr. Saylamanyii x, ortagasynyfi bu talaplaryii hemmesini ka-
nagatlandyryandygyny subut etmek kyn dildir. Goy, seredilydn sayla-
ma reprezentatiw saylama bolsun, yagny bas toplumyin hemme ele-
mentleriniii bu saylama girmek {i¢in den miimkingiligi bar diyelin. Hil
nysanynyfl x, x,,..., x_bahalaryna birmefizes paylanan, defi matematiki
garagsmalary bolan bagly dél t6tdn ululyklar yaly seretmek bolar:

X1+X2+"'+X”>—lna—a
n T n

M(x) = M(
X, X,, ..., X ululyklaryf her birinifi bag toplumyf paylanysy
bilen gabat gelydn paylanysy bardyr, onda M(X) = a. Sona gora
M(X,) = M(X).
Uly sanlar kanunynyn esasynda

(\ X +X,+..+X,
n

lim - a] < e) = 1.
Onda
limP(|0, - 6,|< &)= 1.

n— oo

Bu yerden x -ifi esasly bahalamadygy gelip ¢ykyar.

Ekstremuma derfiemek usulyny ulanyp, x -nyf effektiw baha-
lama bolyandygyny gorkezmek bolar.Eger bas toplumyn D, disper-
siyasy saylamanyn D_dispersiyasynyi komegi bilen bahalanyan bolsa,
ol siiysyan bahalamadyr. Sunlukda, hemise D,-nin takyk bahasynyti
kemeldilmegi tarapyndan, sebébi kop sanly sol bir » gdwriimi bolan
diirli saylamalaryn dispersiyalarynyn ortaga bahasy bas dispersiyadan
kigidir, yagny M(D,) < D,, has takygy
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Yone saylamanyi berlenleri boyunca (goy, ol saylama gowrii-

mi boyuncga uly bolmasyn) D, hasaplansa, sofira bolsa ony nzil
gatnasyga kopeltsek, onda tédze S? bahalamany alarys:
$=-"_D. (1)

n—1

------

halama D, dispersiyanyn siiysmeyan bahalamasydyr. Hakykatdan-da

2\ _ n _ n . n n—1 _
M(S)_M<n—1DS>_n—lM(DS>_n—1 n Dv =Dy

Belli bolsy yaly, saylamanyn dispersiyasy
—\2
D = Z (x; —x)'n,

=2 o),

Diizedilen dispersiya bolsa

@2__ N _p__n .Z<xi_g>2ni22(xi_;)2ni.

n—1""*% n-1 n n—1

D_we §* dispersiyalar U¢in formulalary defiesdirip, olaryi difie
maydalawjylary bilen tapawutlanyandyklaryny goryaris. Saylamany1
yeterlik uly n» gdwriimi {i¢in olaryn arasyndaky bu tapawut yok bolup
gidyér.

Eger bas toplumdan alnan saylama uly bolmasa (meselem, n <30),
onda dispersiyany diizedyarler. Diymek, bag toplumyn X hil nysanyny1
dispersiyasyny bahalamak {i¢in diizedilen saylama dispersiya ulanyl-
yar. Statistikada S? ululyga «diizedilen» soziini galdyryp, yone dis-
dan (n < 30) peydalanylyar.

Degislilikde, o(X) = o, orta kwadratik gysarmany bahalamak tigin

S—./§ = M 2)

n—1
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ululykdan peydalanylyar. Ona X totdn ululygyn (hil nysanynyi) stan-
dilen orta kwadratik gysarma diyilyédr. Saylama toplumyn géwriimi
kici bolanda (n < 30) standartdan peydalanylyar.

S? ululyk 0*(X) = D, ii¢in siiysmeyin bahalama bolsa-da, S stan-
dart 6(X) = ,/ D, iigin siiysyin bahalamadyr. Yone bu bahalamadan

diizedissiz peydalanyarlar, sebdbi stiysmeklik kop bir uly dildir.
Mesele. Saylamanyn berlen

; 23,5 26,1 28,2 30,4
n 2 3 4 1

I

paylanysy boyuncga bas ortacanyilt we bas dispersiyanynl siiysmeyén
bahalamalaryny tapmaly (saylamanyn gowriimi n = 10 < 30)

Coziilisi. 1) x, iigin x, siiysmeyin bahalamadyr:

X = ZZ” = 26,85.

2) D, = 0*(X) ligin silysmeydn bahalama:

SZ — Z(‘xi_;)z.ni — 4,89,

— (x=3).

§7. Bahalamagyn takyklygy. Ynamly dhtimallyk.
Ynamly aralyk

Haysydyr bir paylanysyn parametrinini bir san bilen kesgitlenyin
bahalamasyna nokatla¢ bahalama diyilyar. Meselem, bir saylamanyn

berlenleri boyunga tapylan x, orta arifmetiki baha M(X) = x, bas

ortacanyi nokatlag bahalamasydyr. Bu bahalamanyn takyklygy nahili
diyen sorag yiize ¢ykyar. Nokatla¢ bahalama, ayratyn hem olar gow-
riimi uly bolmadyk saylama ti¢in hasaplanan bolsa yakynlasyan baha-
lamadyr. Sona goré aralykdaky bahalamalardan peydalanmak amatly
bolyar. Aralykda bahalama diylip bahalanyan parametri 6ziinde sak-

164



layan iki san bilen, yagny aralygyn uclary bilen kesgitlenyian bahala-
ma aydylyar.

Goy, O, bas toplumyii bahalamaga niyetlenen X hil nysanynyi
haysydyr bir nibelli parametri bolsun. Bahalamany saylama top-
luma degisli © parametrini Gsti bilen gegirelifi. ©, nokatlag baha-
lama, diymek, ol O,-ifi yakynlasan bahalamasydyr (ol bahalama-
dan edilydn talaplary kanagatlandyryar diyip hasap edelinn). Bu
bahalamanyni  yalfiyslygy (gysarmasy) O, bilen O -if arasypdaky
tapawudyn absolyut ululygy nige kigi bolsa, sonca-da kigidir. Yagny
0>0we |0, — O] <0, onda 0 nige kigi bolsa, bahalamanym takyklygy
uludyr. Diymek, 0 ululyk bahalamanyn takyklygyny hisiyetlendiryér.
|0, — O] < 6 densizlik © we 0 belli bolanda O,-ni 6ziinde saklayan
aralygy kesgitleyar, sebibi yokarky densizlikden

0-0<6,<0.+0
gelip ¢ykyar. |0, — O] <0 defisizligiii dhtimallygyna ynamly dhtimal-

......

P(|6b—9S| <5)= 7.

Kopleng 7 ynamly &htimallyk sanlaryin {sti bilen berilyér:
0,95; 0,99; 0,999. Kawagtlar «ynamly dhtimallyk 0,95-e dendir» di-
yen sozlerinl yerine «togsan bds goéterim kepillendirme» hem diyil-
yér (basgaca aydylanda, 7 — ynamlylyk koeffisiyentidir). |0, - 0| <0
deiisizligi ikitaraplayyn densizlik bilen ¢algyp alarys:

PO -0<6,<6 +0)=7. *)

(*) formula asakdaky yaly okalyar; © — 6 < O, < O_+0 aralygyn
ndbelli ©, parametri 6ziinde saklamagynyn édhtimallygy 7 dendir.
baslangyjy we soily totdndir (olara ynamlylyk ¢ékleri diyilyar), se-
bibi O -ifi bahalary bir saylama toplumdan beylekisine gegilende tiyt-
geyén totdn ululykdyr. (*) formula ©,-niii (6, - 6; O, + 0) aralyga
diismeginin dhtimallygy yaly seretmek bolmayar, sebdbi O, — sandyr,
totin ululyk daldir.
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§8. Saylama toplumyn gowriimi uly bolanda
nibelli matematiki garasma baha bermek ii¢cin
ynamly aralyk

Goy, bas toplumda X hil nysany kébir 6niinden belli bolmadyk
kanun boyunca paylanan, onuii matematiki garasmasy-da, disper-
siyasy-da (diymek, orta kwadratik gysarmasy-da) belli dil diyelin.
Yeterlik uly gowriimli saylama ii¢in (» > 30) ofiiinden belli bolan
y ynamlylyk dhtimallygy bilen nébelli

M(X)=x,=a
matematiki garagsmany ynamly aralygyn komegi bilen bahalamaly.
Baggaca aydylanda, géwrlimi n» > 30 bolan saylama {igin M(X) = a
parametri 6zlinde saklayan degisli y — ynamly dhtimallygy bolan
ynamly aralygy tapmaly.

M(X) = x, = a bahalamany x, ululyk boyunca gegirelii. Onufi
ticin bas toplumdan » > 30 gdwrlimli t6tdnleyin saylama toplum alalyn

we X hil nysanynyn x, x,, ... x_san bahalarynyfi (wariantalaryf) or-
tacasyny tapalyn:

—_ XNttt x, 13
x, = p = Zl: X;.

x,-ift totén ululykdygyny biz 61 belldpdik. x , x,, ... x, wariantalar
Ozara bagly bolmadyk, bas toplumyn X hil nysany bilen birmenzes
paylanan totan ululyklardyr:

M(X) = a, D(X) =D, o(X) = 0,.

Saylama toplumyn ortagasynyn birmeifizes paylanan we Ozara
bagly dil totdn ululyklardygyny g6z oniine tutup alarys:
Y — 7_D(X)_Db 7_017
M(X;) =a, D(X;)= n o n’ o(X;) = In
Beyleki tarapdan X totdn ululyk birmenzes paylanan, yeterlik
uly sanly t6tén ululyklaryn jemi bolanlygy {i¢in Lyapunowyii teore-
masyndan gelip ¢ykan netijd gord ol totdn ululyk normal kanunyn
paylanysyna yakyn kanun boyunc¢a paylanandyr.
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Normal kanun boyunca paylanan tétdn ululyk tigin

P(X. — M(X)|< 0) = 2@(0%)).

Bu dhtimallygyn 7 deii bolmagyny talap edelifi. Ondan basga-

da, M(X)) = M(X) = a we 0(X,) = \(/ji denlikleri g6z oniine tutup
n
)

P(K—6<a<z+a)=2@<5f>:y.
b

alarys:

P(X.—a|< ) :2@(%5
b

Belgileme girizeliii we X, ortagany x, bilen galysalyii

t 5ﬂ’

Gb
onda

o

o =12
Vn

Netijede alarys:
P(Z—t@<a<g+t%>=2@(z)=y. (1)
n n

(1) formula boyunga y ynamly &htimallyk bilen M(X) = a nébelli
parametri 6zlinde saklayan

—_ 0 = 0
XS.—lﬁ, xs+tﬁ .

ynamly aralyk kesgitlenendir. Bu aralygyn baslangyjy we sony ¢ we
o, nibellileri 6ziinde saklayar. Olaryn birinjisi 2Q(¢) = 7 afilatmadan
kesgitlenyar.

O(t) = % we = (D_1<%).
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Bu yerde ¢'(x) Laplasyn funksiyasyna ters bolan funksiyadyr.
Orta kwadratik gysarmany bolsa, ona yakynlasyan standart gysarma

bilen calysyarlar:
Z (xi — ‘x_s)2 n;
S =,/ =,
n—1

onda (1) formula asakdaky gdrniisi alar:

o S o S
Plx,—t <a<x +t =20(t)=7. 2
( v ‘ fn) (1) 2)
Biz her warianta x,, x,, ... x, saylamada bir gezek dus gelyar

diyip hasap edyiris. Eger wariantalar birden beyleki yygylyklar bi-
len alynyan bolsa-da, sol bir jogap alynyar. Bu yagdayda saylamanyn
ortacasy we standart gysarma asakdaky formulalardan kesgitlenyar:

Z(xi - ;s)zni

7_L .
x, = anini, S = P

Mesele. Bas toplumdan alnan

x=x | 100 300 500 700 900

L

n 5 20 40 25 10

saylama boyunca 7 = 0,95 ynamly &htimallyk bilen ndbelli matema-
tiki garasma ti¢in ynamly aralygy tapmaly.

Cogziilisi. Saylama uly (n = 100 > 30), sonun {i¢in asakdaky for-
muladan peydalanaly:

vn n
X = %inn,. = 530,

—\2
g = /Mzzog,
n—1

= @‘(%) = ¢'(0,475) = 1,96,

P(Es—ri<a<2+ri)=2¢(r)=y,
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6 =15 = 40.8.
N

x, + 0 ynamly aralyklary tapalyf:
x,— 0 = 530 — 40,8 = 489,2,
x,+ 0 = 530 + 40,8 = 570,8.

Diymek, 95% ynamlylyk bilen nébelli M(X) = a parametr (489, 2;
570, 8) aralyga degislidir diyip tassyklamak bolar. Bagsgaca aydylan-
eger bas toplumdan gowriimleri » = 100 bolan saylamalaryn yeterlik
uly sanyny alsak, onda 95% @htimallyk bilen nibelli M(X) = a para-
metr (489, 2; 580, 8) aralyga degislidir we galan 5% yagdayda M(X)
bu aralygyn dasynda yatyan bolmagy miimkindir.

Bahalamanyn takyklygyny kesgitleyén

O =1t—->— 3
T 3)
formuladan gorniisi yaly, saylamanyn » géwriimi nd¢e uly bolsa, ba-
halama songa-da takykdyr, sebébi 6 ululyk » ulaldygyca kemelyir.
Tersine, eger ynamlylygyn artmagyny talap etsek (meselem y = 0,99

ya-da y = 0,999 bolsa), onda @(t) = % Laplasyn funksiyasynyn ba-

hasy artyar. Edil sonuil bilen bilelikde ¢ argumentifi bahasy hem art-
yar, sebibi ¢(f) funksiya ¢ argumentifi artyan funksiyasydyr. Yone bu
yagdayda 0 hem artyar. Diymek, bahalamagyn takyklygy kemelyar.
Basgaca aydylanda, gowy dél takyklyk yokary takyklyga garanda has
dhtimaldyr. Eger bag toplumui X hil nysany normal kanun boyunca
paylanan bolsa we 0(X) = 0, bolsa, ynamly aralygy kesgitlemek ligin
n < 30 bolanda (1) formuladan peydalanmak bolar.

(3) formulany ulanyp meselelerin li¢ gorniisini ¢cézmek bolar:

Saylamanyn berlen n géwriimi boyunga we bahalamagyn ¢ ta-
kyklygy boyunca y ynamly dhtimallygy tapmak.

Berlen ynamly y dhtimallyk we saylamanyn # gowriimi boyunga
bahalamanyti 0 takyklygyny kesgitlemek.

v we 0 belli bolsa, saylamanyi n gdwriimini tapmak.
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Sonky meselede bahalamagyn takyklygyny kesgitleyan

0,
0 =1
Vn
2 0.2
formuladan n = 52” tapylyar. Bu yerde o, — orta kwadratik gy-

sarma. ¢ — Laplasyn funksiyasynda baglanysyksyz tytgeyan ululy-
gyt bahasy, ol O(¢) = % denlikden kesgitlenyar.

§9. Normal kanun boyunca paylanan
totin ululygyn matematiki garasmasy iicin
ynamly aralyk

J— 1 n

X:—EX»

S 1
ni4

saylamanyn ortagasynyn paylanysy bas toplumda X-iii paylanysyna
we saylamanyn géwriimine baglydyr. Hususan-da, eger saylamanyn
gowriimi uly bolsa (n > 30), onda X nysanyn paylanysynyi gorniisi
ndhili bolsa-da saylamanyn ortagasy (Lyapunowyn teoremasyndan
gelip ¢ykyan netijelere gord) normal kanun boyunca paylanandyr
we onuil matematiki garagmasy hem-de orta kwadratik gysarmasy
asakdaky yaly kesgitlenyar:

M(X) = M(X) = a.
0y

T

Kop halatlarda o, berilmeyir, sonufi li¢in biz ony standart (dii-
zedilen orta kwadratik) gysarma bilen ¢alysmaga mejbur bolyarys.
Bu bolsa saylama toplumyn géwriimi uly bolanda uly yalnyslyklara
getiryar.

Eger-de saylama toplum kici bolsa (n < 30), onda saylamanyi x,
ortagasynyn normal kanun boyunca paylanan bolmagy li¢in saylama

o=0(Xs) =
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normal kanun boyunga paylanan bas toplumdan saylanyp alnan bol-
maly (beyleki yagdaylarda x, normal kanun boyunga paylanan daldir).

M(X) = a nibelli matematiki garasma baha bermek saylamanyn
x, ortagasy boyunca gegirilyir, (difie bir saylamanyii netijesi boyun-
¢a) onda kici saylama {i¢in x, ortaganyii x, = M(X) ortagadan gysar-

masynyfl has uly bolmagy miimkin, ondan bagga-da o(X) = o0, orta
kwadratik gysarmanyi standart gysarma bilen ¢alysylmagy kici say-
lama bolan yagdayynda godek yalniyslyklara getiryar.

Diymek, paylanysy bas toplumdaky X-iii paylanysynyn nébelli
parametrlerine bagly bolmadyk we M(X) = a nébelli parametr ii¢gin
kici gowrlimli saylama bolanda ynamlylyk aralygyny gurar yaly
totdan ululygy gozlemeli bolyar.

Bu meseldni ¢ozmek ifilis statistigi Gossete basardypdyr (ol 6z
¢coziiwini «Styudent» lakamy bilen nesir edipdir). Ol asakdakyny
subut etdi: eger bas toplumyn X hil nysany normal kanun boyunca
paylanan bolsa,

totdn ululygyn paylanysy difie saylamanyn » géwrlimine baglydyr.
Bu totdn ululygynl paylanysynyn dykyzlygy asakdaky yaly kesgit-
lenyar:

_ £\
S(t,n) = Bn<1 +-L 1) .

Bu yerde: #— T-nyn san bahalary,

B —difie saylamanyfi n gowriimine bagly bolan
koeffisiyent.

T — totan ululygyn paylanysyna Styudentin paylanysy ya-da ¢ —
riimi {i¢in (sol sanda ki¢i gowriim iicin hem) M(X) = a matematiki
garasma li¢in ynamly aralygy gurmaga miimkingilik beryir. Bu bolsa
hasaplamalar gecirilende wagty we serisdeleri tygsytlamaga miim-
kingilik doredydr. Sonun iicin Styudentiii paylanysy normal toplum-
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da bas ortaga baha bermekde statistikanyn yeten yokary derejelerinini
biri hasap edilyér.

M(X) ligin gbozlenyéin ynamly aralygy guralyn. y ynamly dhtimal-
lyk berlen diyelint we bu &htimallyk |7] < 7, wakanyn dhtimallygyna
den diyelin:

P(T|<t) =7,
onda S(¢, n)

P(T|<t)=P(—1,<T<t)= [S(tn)dr =

—t,
?

)
_ 28 @+n1>2m:y
0

funksiyanyn ¢ argumente gord jlbiit funksiya bolanlygy iicin sonky
integral iki tiytgeyénli funksiyany beryér ¢, we n yagny ¢(z , n) = 7.

_X-a
=75
Vn
ululygy g6z 6miine tutup alarys:

X
P(t<Sa<f) o(t.n) = 7.

Jn

Ozgertmeleri gecirenimizden soft X-ny x, bilen galsyp alarys:

}Tx—rvh<<a<x+r¢ﬁ)—7=¢@m) “4)

t,, n, v ¢ ululygy baglanysdyryan ¢(¢ , n) = 7 defilikden olaryn
islendik birini tapyp bolar, meselem,
t, =7, n).

Bu funksiya ti¢in tablisa diiziilip, ol belli y we n liin 7 -ny tapmak-
lyga, 7, we n boyuncga y ynamly &htimallygy, 7, we 7 boyunca sayla-
manyn n goéwriimini tapmaga miimkingilik beryar (3-nji gosundy).
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Mesele. Goyunlaryi uly siiriisinden totdnleyin saylama gecirilip,
25 goyun alyndy we olar gyrkylanda alnan yiin (kg) asakdaky netije-

leri berdi:
x, — yufiin agramy 1,5-2,5 | 2,5-3,5 | 3,5-4,5 | 4,5-5.5
n.— goyunlaryn sany 4 10 8 3

7 = 0,95 dhtimallyk bilen stirtidaki goyunlaryn yiintinin M(X) = a
ortaca agramy li¢in ynamly aralygy kesgitlemeli.
Coziilisi. X — yunin agramy normal paylanan t6tdn ululyk,
n =25 < 30 — saylamanyn goéwriimi ki¢i. Sol sebdbe gord siirtidaki
goyunlarynl ylifilininl ortaga agramy ti¢in ynamly aralygy Styudentiii

paylanysyny peydalanyp, (4) formula boyunca taparys:

%%

S
<a<t
\/,

il

y =0,95.

1. Saylamanyt berlenlerine gori x, we s-i tapalyi

Xs =

25

S:vuz—14ﬁ4+@—3AYJ0+M—3AYB+6—3AY3

24

=~ 0,9.

2. 3-nji gosundydan n = 25 we 7y = 0,95 boyunca ¢ = 2,064 tap-

yarys.

Baha bermegin takyklyk hdsyetnamasyny tapalym.

6—t—

" In

3. Ynamly aralygyn cékleri
x,—0=23,4-0,37 = 3,03,
x,+06=3,4+0,37 = 3,77.

Diymek, 7y = 0,95 dhtimallyk bilen siiri boyunca her goyundan
alnan yliniin ortagca agramy

MX) =a=(3,4+0,37) kg

ya-da
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3,03 <a<3,77.
Eger saylamanyn » géwriimini kiceltsek, ynamly aralyk ginelyér.

Meselem, eger xj =34 we y=0,95, saylamanyn gowriimin =9 <30
bolsa, onda

5= 2,064-%z 0,62 M(X)=a=x+0=(3,4+0,62)kg,

diymek, y = 0,95 dhtimallyk bilen 2,78 <a <4,02,

Oziiiii barlamak iicin soraglar

. Matematiki statistika niméni 6wrenyar?

. Matematiki statistikanyn esasy meseleleri némeden ybarat?
. Matematiki statistikanyn esasy diisiinjeleri ndmeden ybarat?
. Wariasion hatar diylip nima aydylyar?

. Saylama usuly ndmeden ybarat?

. Statistiki paylanys diylip nima aydylyar?

. Paylanysyn kopburclugy (poligon) diylip ndma aydylyar?

. Gistogramma diylip ndma aydylyar?

9. Statistiki paylanysyn san hédsiyetnamalaryny atlandyryn?

10. Orta arifmetiki nahili kesgitlenyar?

11. Orta geometrik héhili kesgitlenyér?

12. Orta garmonik néhili kesgitlenyar?

13. Mediana we moda saylama {igin néhili kesgitlenyar?

14. Saylamanyn dispersiyasy nahili kesgitlenyar?

15. Paylanysyn parametrlerini bahalamakdan edilyén talaplary getirin.
16. Siiysmeyén bahalama diylip ndma aydylyar?

17. Effektiw bahalama diylip ndhili bahalama aydylyar?

18. Aralykda bahalama diylip namé aydylyar?

19. Ynamly aralyk néhili kesgitleny&r?

20. Ynamly dhtimallyk diylip ndmé aydylyar?

21. Nébelli matematiki garasma iigin ynamly aralygy gorkezin.

03N N AW~

Meseleler we goniikmeler

1. 20 masgalanyn masgala agzalarynyn sany seljerilende asak-
daky yaly boldy:
2;5,3,4;,1;,3;6;,2;4;3;,4; 1, 3; 5, 2; 3; 4, 3, 4; 3. Su ber-
lenler boyunga wariasion hatar diizmeli we otnositel yygylyklaryn
paylanysynyin poligonyny gurmaly.
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2. 20 sany dayhan hojalygynda 1 ga yerden alnan bugdayyn hasyl-
lylygy (s) belli: 13,9; 12,4; 13,1; 6,3; 11,8; 11,6; 10,5; 10,4; 10,6;
11,3; 15,1; 11,7; 11,3; 10,2; 11,05 10,7; 8,2; 9,6; 10,2; 15,1.

Paylanysyn aralyk (interwal) hataryny gurmaly, gistogramma
cyzmaly.

3. Totanleyin alnan 50 sany talybyn hasap depdergelerindiki ba-
halar seljerilende olaryin yokary matematikadan alan bahalary asak-
dakylar yaly boldy: 4, 4, 2, 3,5,3,5,4,3,3,4,2,4,3,5,4,4,3, 3,
3,2,2,3,4,5,4,3,3,2,4,4,3,4,3,3,4,2,3,3,3,5,3,3,3,4,5,
2,4,3,3.

Diskret wariasion hatar diizmeli, poligon gurmaly, ortacany, dis-
persiyany, modany, medianany, warasiyanyi koeffisiyentini, waria-
siyanyn gerimini tapmaly.

4. Sygyrlaryn siiriisinden totdnleyin alnan 50 sygryn agramy 6l-
cenende (s) agakdaky netijeler alyndy: 4,2; 4,5; 3,1; 5,1; 4,3; 4,7; 3,5;
4.4:53;3,7;4,0;4,8:4,6;3,0;3,2;5,2;4,2;3,9;4,8;4,6;4,2:2.9; 3.8;
5,6;4,4:5,5;4,1;4,3;4,5;5,4;3,0;4,1;4,6;3,0;5,2;4,2;4,8; 3,4, 4,5;
5,0;3,8;3,9;4,9:4,5;3,1;3,1;5,3;4,2; 4.2;: 4,4.

Uzniiksiz wariasion hatar diizmeli, gistogramma gurmaly. Orta-
cany, dispersiyany, orta kwadratik gysarmany, modany we medianany
tapmaly.

5. Saylama yygylyklaryn paylanysy gorniisinde berlen:

X, 125 | 135 | 145 | 155 | 165 | 175 | 185

l

n, 5 10 30 25 15 10 5

1

Otnositel yygylyklaryn paylanysyny tapmaly. Ortagany, disper-
siyany, orta kwadratik gysarmany, modany, medianany, wariasiyanyn
koeffisiyentini, wariasiyanyn gerimini tapmaly.

6. Saylamanyn 25 birligi deriielende asakdaky netijeler alyndy:
9;11;9;6;6;7;6;8;9;,9; 11,10, 6; 7; 6;8;9; 10;4;9; 10; 7; 8, 9; 6.

1) Bas toplumyn ortacasy diyip haysy ululygy almaly?

2) Bas toplumyn dispersiyasy diyip haysy ululygy almaly?

3) Cikleri bolan ynamly aralygy tapmaly.

Coziilisi. Bas toplumyn ortagasynyn yakynlasan bahasy hokmiin-
de saylamanyn orta arifmetigini kabul edyéris:
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— — 1 n
X, X = ;in.

Bas toplumyn dispersiyasyny bahalamak {i¢in

olx S = (=)

n—1

formulany ulanalyn.
Saylamanyn ortagasynyn orta kwadratik gysarmasyny

formula boyunca tapalyii.
Bas toplumyi ortagasy diylip,
25
DX,
iz — 200 _g

~ =1
Xb~ =

25 25

ululygy kabul edelin.
Bas toplumyn dispersiyasy diyip,

Z(x—x)
2.2 _ 80~
O‘NS—725_1 0 3,33

ululygy kabul edelin.

— /3,33
Ynamly aralyk x +£2-S;; S, = =~ 0,365,
y y 0 \/* /25

8+2-0,365; 8 +0,73.

7. Kopeltmek hasyllary usulyny ulanyp, berlen statistiki paylanys
iicin: 1) saylamanyii ortagasyny; 2) saylamanyn dispersiyasyny; 3) orta
kwadratik gysarmany tapmaly.

1))

x 130 | 140 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190
n 5 10 30 25 15 10 5
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X, 12,5 | 13,0 | 13,5 | 14,0 | 14,5 | 15,0 | 15,5
n 5 15 40 25 8 4 3

8. Normal paylanys kanunynyn ndbelli @ matematiki garasma-
syny bahalamak {i¢in 0,95 dhtimallyk bilen ynamly aralygy tapmaly.
Sunlukda saylamanyf x ortagasy, saylamanyn n gowriimi we orta
kwadratik gysarmasy berlen:

a)x=7515 0=8, n=064,
b)x=75,10, o=13, n=169.

II bap
KORRELYASION
TEORIYANYN ELEMENTLERI

§1. Funksional, statistiki we korrelyasion
baglanysyklar

Statistikada owrenilyédn iiytgeydn ululyklar 6z aralarynda hay-
sydyr bir baglanysykda ya-da baglanysyksyz bolup bilerler. Meselem,
eger X ygalyn mukdary, ¥ dokiilen dokiinin mukdary we Z hasyllylyk
bolsa, onda goriisimiz yaly, Z-ululyk X-a we Y-e bagly, emma X we Y
Ozara baglanysyksyzdyrlar.

Kop meselelerde dwrenilyén totédn ululygyn beyleki totén ya-da
totdn dél ululyklar bilen néhili baglanysygynyn bardygyny bilmek
gerek bolyar. Meselem, hasyllylygyn (totdn ululyk) néhili derejede
ygalyit mukdaryna (totdn ululyk) we dokiilen dokiinin mukdaryna
(totén dal ululyk) baglylygyny bilmek peydalydyr.

Yonekeylik tigin, ilki bilen totin ululygyi difie bir totin ya-da
totdn dél ululyk bilen baglanysygyna seredelin.

San bahalary, degislilikde, x, x,, ..., we y, y,..., bolan X we
Y tiytgeyan ululyklara seredelin. Eger X ululygyn bir bahasyna belli
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bir kanun boyunca Y ululygyn bir bahasy degisli bolsa (yagny ola-
ryn arasynda Ozara bir bahaly baglanysyk bar bolsa), onda X we Y

......

taydan bu baglanysyk
y =fx)
formula bilen berilyér.

Funksional baglanysyklary biz yokary matematika kursunda
owrenipdik.

Statistiki baglanysyk diylip at berilyédn beyleki bir baglanysyga
has kop dus gelinyir. Uytgeyinlerifi haysy-da bolsa birinifi bir ba-
hasyna beyleki tiytgeyanin bahalarynyn bir topary (ya-da paylanysy)
degisli bolsa, onda bu baglanysyga statistiki baglanysyk diyilyar.

Eger iiytgeyéinleriﬁ biriniil  tiytgemegi bilen beylekisinini ortagasy

......

......

§2. Sertli paylanys. Sertli ortaca

Agajyi X yasynyn iiytgemegi bilen onunl Y siitlininii yogyn-
lygynyn liytgeysiniii mysalyna seredelin.

[-nji tablisa
X —yasy X —yasy
35-yyl 40-yyl 45-yyl
Y—yogynlygy
8-9 8 — —
9-10 10 8 -
10-11 28 12 6
11-12 24 22 10
12-13 14 20 26
13-14 10 18 16
14-15 6 12 16
15-16 — 8 18
16-18 - - 8
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Bu tablisa seredip, biz agajyin X yasynyn sol bir bahasyna siitii-
nin yogynlygynyn Y paylanysynyn degisli bolyandygyny goryéris.
Sunlukda yasyn iiytgemegi bilen siitiinin yogynlygynyil paylanysy
hem tiytgeyér.

Gorsiimiz yaly, X we Y ululyklar statistiki baglanysykdadyrlar.
Bu statistiki baglanysygyn korrelyasion baglanysykdygyny subut
edelin. Y — ululygyn sertli statistiki paylanysy diylip bu ululygyi X-yn
takyk bir bahasyndaky paylanysyna aydylyar. Meselem, agajyn Y
yogynlygynyn X = 35 yyl we X =40 yyl bahalaryndaky sertli statistiki
paylanysy asakdaky wariasion hatarlar bilen berilyér:

Y, . 8-9 | 9-10 | 10-11 | 11-12 | 12-13 | 13-14 | 14-15
n, 8 10 28 24 14 10 6
Y w 9-10 | 10-11 | 11-12 | 12-13 | 13-14 | 14-15 | 15-16
n, 8 12 22 20 18 12 8

Y-int bahalarynyn X-in takyk bir bahasyndaky ortacasyna sertli

......

o= (E2) -

Yx=35= n

_8,5-8+9,5-10+10,5-28+11,5-24 +12,5-14 +13,5- 10+ 14,5-6 _
- 8+10+28+24+14+10+6 B

=113

- <zyini) _

Yx=40 = n

_9,5-8+10,5-12+11,5-22+12,5-20+13,5-18 + 14,5-12 + 15,5-8 _
N 8+ 12+22+20+ 18+ 12+38 N

= 12,46.

Bu yerden gorniisi yaly, agajyn yogynlygynyn sertli ortagasy
yasyn iiytgemegi bilen tiytgeyér, diymek, X we Y ululyklaryn arasyn-
daky statistiki baglanysyk korrelyasion baglanysykdyr.

Adamlar 06ziinin  giindelik durmusynda, Onlimgilikde,
ykdysadyyetde we beyleki pudaklarda korrelyasion baglanysyk
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bilen kop dus gelyérler. Korrelyasion baglanysygyn kébir mysal-
laryna seredelin:

1. Adamyn boyy bilen onui agramynyn arasyndaky bag-
lanysyk.

2. Hasyllylyk bilen dokiilen dokiinini arasyndaky baglanysyk.

3. Isgérin is stajy bilen onun zdhmet Ondiirijiliginini arasyndaky
baglanysyk.

§3. Korrelyasion teoriyanyi iki esasy meselesi

Korrelyasion baglanysygy owrenmek 6z oilinde iki maksady
goyyar:

Korrelyasion baglanysygyn gorniigini bilmek.

Baglanysygyn jebislik derejesini bilmek.

Bu meselelere diisiinmek {icin §2-de seredilen meseld yiiz-
lenelin.

Agajyi siitiininiil yogynlygyna tisir edyén faktorlaryil sanawyna
(onun yasyndan basga-da) asakdakylar hem degislidir:

1) Topragyn strukturasy;

2) Kok sistemasynyi Osiisi;

3) Iymitlenis sertlert;

4) Yagtylandyrylys sertleri;

5) Ygalyn mukdary;

6) Kesellilik hadysalary we basgalar.

Bu faktorlar yyldan-yyla totdnleyin yagdayda agajyn siisine
0z tésirini yetiryérler. Seyle faktorlaryn hemmesi bilelikde agajyn
yasynyn sol bir bahasyna siitiinin yogynlygynyn bahalarynyn
toplumynynn degisli bolmagyna getirydr. Basgaca aydylan-
da, bu faktorlar agajyn yasy bilen onun siitiininiii arasyndaky
baglansygyili umumy gorniisine 0z tdsirini yetirydr. Eger bizi
agajyn siitiininin yogynlygy bilen onun yasynyn arasyndaky
baglanysyk gyzyklandyryan bolsa, onda totidnleyin tdsir ediji
(tiytgediji) faktorlary miimkingilik boldugyca hasaba almazlyk
gerek bolyar. Onunl iicin kop sanly gozegciliklerin netijelerini
umumylasdyrmak we totdnleyin hadysalaryn 6z-6ziini yok edyén
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statistiki hdsiyetnamalaryny hasaplamak gerek bolyar. Diymek,
korrelyasion teoriyanyn birinji meselesi X we Y ululyklaryn
arasyndaky baglanysygyn gorniisini «artykmacgy faktorlaryn
hasaba alynmazlyk sertinde dwrenmekden ybaratdyr. Basgaca
aydylanda, X we Y ululyklaryn {istiinde gegirilen tejribanin ne-
tijesinde olaryn arasyndaky korrelyasion baglanysygyn dei-
lemesini yazmak talap edilydr. Bu denleme ululyklaryn birinin
sertli ortacasynyn beyleki ululyk bilen baglanysygyny anladyar
we asakdaky iki gorniisde yazylyar:

¥, = f(x), (1)

x, = o(y). )

Korrelyasion baglanysygyn (1) we (2) denlemelerine, degis-
lilikde, regressiyanyn «y-in x-ifl {isti bilen» we «x-ifl y-in iisti bilen»
boyunca beylekisinin liytgeysine gord caklamalar etmédge miimkingi-
lik beryar.

Korrelyasion teoriyanyn ikinji meselesi korrelyasion bag-
lanysygyn jebisligini anyklamakdan ybaratdyr. Basgaca aydy-
landa, ululyklaryn birinini tiytgemegi ndhili derejede beyle-
kisininn iytgemegine tdsir edydndigini bilmekden ybaratdyr.
Bu mesele yorite san hisiyetlendirijinini iisti bilen ¢oziilyér,
onun ululygyna gord baglanysygyn jebisligi anyklanyar. Bu
hésiyetlendirijd korrelyasiya koeffisiyenti ya-da korrelyasion
gatnasyk diyilyar.

§4. Korrelyasion tablisa

Yokarda seredilen /-nji tablisa umumy gérniisdiki korrelyasi-
on tablisanynl hususy halydyr. Bu tablisa X we Y ululyklaryn iistiinde
gecirilen gozeggeiliklerin toplanan netijelerini statistiki taydan isldp
tayyarlamak {i¢in niyetlenen.

Umumy gorniigddki tablisa seredelin. Bu tablisada x-sanlar
X-ululygyn (t6tdn ya-da totén ddl) san bahalary i =1, 2, 3, ... n;
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2-nji tablisa

X . . . . Jemi —

Y 1 2 ; " n xyi
y

Y n, n, n; n, nyl Xy,

A n,, n,, ny, n, ny2 .

Y J J2 Ji Jn Y y;

v, n.o|n, n. R | 1 X,

Jeml nx X1 X9 x;j Xy

yxm yx] yxz X yXI e yxn y

y,— sanlar Y totdn ululygyn san bahalary (j = 1,2,3, ..., m)

m < n — tablisanyn goniibur¢ly ya-da kwadrat tablisa bolmagy
miimkin.

n, (=12,..nj=12,..,m) A={X=x we Y=y} —wakanyi
yuze ¢gykmagynyn yygylygy (bu waka X = x, we ¥ =y, wakalaryn bir
wagtda yiize cykmagyny ailladyar);

n — tablisadaky yygylyklaryn jemi n = Y n = ) n . Bu jemler

x-iit we y-iit hemme bahalary boyunca alynyar.
Mesele. Korrelyasion tablisa seredeliii:

3-nji tablisa

y X 1 3 5 7 Jemn xj

2 1 2 1 - 4 3

4 2 4 4 2 12 4

6 - 1 2 1 4 5

Jem n_ 3 7 7 3 |n=20| x=4
v, 10 | 26 | 30 | 14 |y=4
3 7 7 3
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Bu tablisada X ululyk 1,3,5,7 san bahalary alyar, Y bolsa 2,4,6
bahalary alyar. Ikinji setiriit we ti¢iinji siitiinin kesismesinde duran 4
san X = 5 we Y = 4 wakalaryn 4 gezek bilelikde yiize ¢ykandygyny
anladyar. Dordiinji siitiinini birinji setir bilen kesismesindédki gozenek
bos, bu bolsa X=7 we Y =2 wakalaryn bilelikde ylize cykmandygyny
anladyar. Sunlukda, X = 7 waka ayratynlykda 2 + 1 = 3 gezek, Y =2
waka bolsa 1 + 2 + 1 =4 gezek yiize ¢ykdylar.

Birinji gosmaga siitiinde we birinji gosmaca setirde setirler we
siitlinler boyunga yygylyklaryn jemi, gosmacga setirin we siitiinini
kesigmesinde bolsa hemme yygylyklaryn n = 20 jemi yerlesdirilen.
Sonky setirde we soniky siitiinde yerlesdirilen sanlara diistinmezden
on, yokardaky tablisadan 2 sany goc¢iirma seredelin:

X 1 3 5 7

y=2

n, 1 2 1

/

4 6
n. 2 4

Bu gdciirmeler iki sany wariasion hatary anladyar, olara sertli
wariasion hatarlar ya-da sertli statistiki paylanys diyilyér. Olaryn
birinjisi X ululyk iicin ¥ = 2 bahany alan yagdayynda, ikinjisi
bolsa Y totén ululyk {icin X = 3 bahany alan yagdayynda seredi-
len. X we Y ululyklaryin bu hatarlar ii¢in hasaplanan ortacalary-
na sertli ortacgalar diyilydr we )_Cy:z’ 3_’);:3 gorniisde yazylyar. Olary
hasaplalyn:

. _2:1-1+3-2+5‘1+7-O_12_3’

My=2= 1+2+1 T4
y . =22+44461_26
x=3 2+4+1 7

Beyleki sertli ortacalar suna menzeslikde kesgitlenyar. Olaryn
hemmesi 3-nji tablisanyn sonky siitiininde we sonky setirinde yer-
lesdirilen. Yygylyklaryii jemi n = 20 gorkezilen gozenekde, sagda we
asakda x we y ortacalar yerlesdirilen, olar asakdaky adaty formulalar
boyunca hasaplanyar:
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D> n.x

- - ny
X = P y = pad

Indi bolsa korrelyasion baglanysygyn kesgitlemesini asakdaky
yaly takyklalyn:

Eger X-in her bir bahasyna Y-in1 biitin bir paylanysy degisli bol-
sa we ol paylanysda X-il liytgemegi bilen )_/x sertli ortaca hemiselik
bolup galmayan bolsa, onda Y t6tdn ululyk X bilen korrelyasion
baglanysykdadyr.

X totén ululygyn Y bilen korrelyasion baglanysygy suiia menizes
kesgitlenyar.

§5. Regressiyanyn empirik
we teoretiki ¢yzyklary

Goy, tejribe gegirilip, onun netijesinde korrelyasion tablisa alnyp,
Yululygyn ;x sertli ortacalary hasaplanypdyr diyelin. (x,, )_/X) jiibiitlerin
her birine tekizlikde dekart koordinatalar sistemasynda M (x, )_/x‘)
nokadyn koordinatlary yaly seredelini. Alnan nokatlary kesimler bilen
birlesdirip, dowiik ¢yzygy alarys. Bu dowiik ¢yzyga regressiyanyn
¢yzygy Ucin predel bolup hyzmat edyin deiileyji ¢yzyga regressiyanyin
teoretiki ¢yzygy diyilyér. Bu ¢yzygyn deiilemesi X we Y ululyklaryn
arasyndaky baglanysygyn kanunalayyklygyny afilladyan denlemedir.
Gozeggiliklerin netijeleri islenip tayyarlanylanda empirik ¢yzygyn
yerine totdn ululygyn birinin beylekisinin iiytgeysine bagly bo-
lan baglanysygyny has dhtimal anladyan deileyji ¢yzyk alynyar. Bu
¢yzygyn denlemesi ;x = flx) ya-da )_cy = @(y) gornilisde berilydr we ona
on belleysimiz yaly, x-iii y-in iisti bilen yazylan ya-da y-in x-in iisti

Regressiyanyn teoretiki ¢yzygy berlen sertlerde dwrenilyédn bag-
lanysygyn matematiki modelidir. Regressiyanyn teoretiki ¢yzygy bir
ululygyn beyleki ululyga gora liytgeysinin ortacasyny, yagny beyleki
tasir ediji faktorlar hasaba alynmadyk yagdayyny gorkezyir. Seyle
cyzygyn denilemesi empirik ¢yzygyn gorniisine gord kesgitlenyar.
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Kopleng regressiyanyn teoretiki ¢yzyklary gorniisinde asakdakylar
ulanylyar:

y.=kx+b ya-da x, = ky+b,
y.=ax*+bx +c ya-da X, = ay*+by+c,

yx=%+b ya-da  x, =%+bl,
y =ab  ya-da x, =ab)
;x =alogx ya-da )_cy =a log, y.

«Regressiya» (regressio) — yza hereket diylen adalga bio-
logiyadan alnan. Fransuz alymy Galton uly mukdarly statistiki
maglumatlary 6wrenende ¢cagalaryn kébir gorkezijiler boyunca ene-
atalaryn ortaga gorkezijilerine «gaydyp» gelyéandiklerini goriipdir.
Ol «yzagaydyslygy» Galton regressiya diyip atlandyrypdyr. Bu
adalga sonra statistika girizilipdir. Eger regressiyanyn tejribédnin
netijesinde alnan dowiik c¢yzyklarynyn (regressiyanyn empi-
rik ¢yzygy) ustiinden denleyji goni ¢yzyk gecirsek, bu goni y-inl
x-ift  {iytgeysine baglylygyny anladyar. Yone seyle ¢yzyklaryn
kop sanysyny gecirmek bolar. Ol goni tejribdniii esasynda alnan
nokatlarynl arasyndan nihili gegmeli diylen sorag yiize ¢ykaryar.
Bu mesele eger oniinden teoretiki ¢yzygyn gorniisi belli bolsa, il
ki¢i kwadratlar usuly bilen ¢oziilyar. Ol usula gord dowiik ¢yzygyn
depelerinden regressiyanyn teoretiki ¢yzygynyn nokatlaryna (bu
nokatlaryn abssissalary tejribeden alnan nokatlaryn abssissalary-
na deft bolmaly) ¢enli aralygyil kwadratlarynyn jemi minimum
bolmaly. In ki¢i kwadratlar usuly eger ¢yzygyn gorniisi saylanyp
alnan bolsa, regressiyanyn ¢yzyklarynyn kopliiginiii arasyndan inl
kici kwadratlar manysynda X we Y ululyklaryn arasyndaky hakyky
baglanysygy ailadyan difie bir ¢yzygy boliip ayyrmaga miimkin-
cilik beryir. Eger bu ¢yzyk goni ¢yzyk bolsa, onda korrelyasion
baglanysyga ¢yzykly baglanysyk ya-da ¢yzykly korrelyasiya di-
yilyar.
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§6. Cyzykly korrelyasiya.
Regressiyanyn koeffisiyenti

Goy, tejribédnin netijesinde alnan Y nysanyn X nysana regressiya
¢yzygy deflle}'Iji gé’)ni (;yzyk bilen (;alsyrylan diyelifl Bu gt')né regres-

......

yx=kx+b. (1)

Bu yerde k£ we b nébelli ululyklar, olar ini ki¢i kwadratlar usuly
bilen kesgitlenydr. Eger tejribdnini esasynda alnan, X nysanyi Y
nysana regressiya denlemesi goni ¢yzyk bilen calsyrylan bolsa, onda
ol gbninin denlemesi

x,=ky+b 2)
gorniisde yazylyar. Bu yerde nibelli k, we b, koeffisiyentler ini kici
kwadratlar usuly bilen kesgitlenyir. £ we b nibellileri kesgitlemek
ticin i kici kwadratlar usulyny ulanyp, iki sany ¢yzykly denlemeler
sistemasyny diizyérler.

k we b ndbellilere gori sistema:

bZn +k2n X = anyx
bZn x+k2n X —Zn Xy,

(x)

€)

k we b niébellilere goré sistema:

bl(z):ny + k, (Z):nyy = Zny;y
y y

) (4)

bl Znyy + kl znyyz = znyy;y
») (») (»)

Belgilemeleri girizelin:

znx:n’ Zny:n,

(x) ()

(Z):nxx =nx, Y.ny=ny, (5)

()
DNy, =ny, Y nxy=nx
(x) ()
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(5) belgilemeleri gbz 6niinde tutup, (3) we (4) sistemalaryn birin-
ji denlemelerini asakdaky yaly yazmak bolar:

bn + knx = yn,
bn+ kln; =xn.
Bu yerden b =y — kx, b, = x— kl)_/, onda (1) we (2) deiilemelerden
yo=kety—kx, x =ky+x-ky,

ya-da
¥~y =k(x—x), (6)
xy—kal(y—y). (7)
(6) we (7) denlemelere regressiya goni ¢yzyklarynyn denilemeleri
diyilyar.

Bu goniilerinl k£ we k, burg koeffisiyentlerine regressiyanyn koef-

rrrrrr

R =k=tga, R =k =tgb.

X
(6) we (7) denilemeleri regressiya koeffisiyentinin iisti bilen
yazalyn:
v~y =R (x~x),
X, —x=R (y-y)
Bu deinilemelere, degislilikde, Y-in X-in iisti bilen anladylan reg-
ressiyasynyn deiilemesi we X-ini Y-in iisti bilen anladylan regressi-

------

Regressiyanyn R weR koeffisiyentlerinin fiziki manysyna dii-
siinmek tigin (6) defllemede x = x, hasap edelin. Onda:

y, =y +ke, —kx.
Eger x-yn bahasyny bir birlik tiytgedip x =x, =x, + 1 hasap etsek,
onda
§X2 = §X1+1 = ;‘i‘ kxl + k - k;
Onda R,=k= ;Xz - yxl, Ryx = ;X,-H - §xl-
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On belleysimiz yaly, regressiyanyfi goni ¢yzygy totidn ululygyi
iiytgeysinin ortagcasyny beryar (beyleki faktorlaryn tasiri hasaba alyn-
madyk yagdayynda), regressiyanyn R, koeffisiyenti (edil sonun yaly
R)) bolsa ululyklaryn biri bir birlik iiytgéinde beylekisinin ortaga nice
birlik tiytgejekdigini gorkezyér.

Regressiyanyn R we R koefﬁs1yentler1n1 tapmak iicin (3) we
(4) sistemalardan & we k, ululyklary tapmak yeterlikdir. Ondan son
(5) belgilemeleri goz onunde tutup, asakdaky anlatmalary alarys:

X=Xy 5 _Xy—x-y

" —(x ) S () o
Bu yerde
2 2 2 2 2
=)y =0l yY-0)=o0.
Onda
Rx: y_jcy, Rx: y_zxy (8)
Y- O-X y 0<y
formulalary alarys.

2 2 . e . Y
o, >0, o7 >0 bolanlygy ti¢in R, we R, koeffisiyentleriii

alamatlary dine sanawjylaryn alamatlaryna baglydyr. Sanawjylaryn
ikisiniit hem menzes bolanlygy ti¢in regressiyanyn koeffisiyentlerinin
ikisi hem poloziteldir ya-da ikisem otrisateldir, yagny R, R, >0, bu
bolsa regressiyanyn goni ¢yzyklarynyn ikisinifiem absissa oky bilen
yiti burg ya-da kiitek bur¢ emele getiryéndigini gorkezyar.

§7. Korrelyasianyn koeffisiyenti

Regressiyanyn teoretiki ¢yzygy, onuil ndhili gorniigdedigine ga-
ramazdan, bir ululygyn beyleki ululygyn ortacasynyn iiytgeysine ba-
glylykda nahili tiytgeyéndigini gorkezyar. 43-nji we 44-nji suratlarda
iki sany gozeggiligin netijeleri gorkezilen, olaryn ikisinde-de sol bir
teoretiki ¢yzygy, yagny goni ¢yzygy alyarlar.

Tejribdnin netijesinde alnan nokatlaryil goni ¢yzykdan gysarma-
laryna beyleki (hasaba alynmayan) faktorlaryn tésiri hokmiinde seret-
mek bolar. 43-nji suratda bu faktorlaryn tésiri ujypsyz, yone 44-nji

188



suratda ol faktorlaryn tasirinin uludygy (gysarmalardan) goriinyar.
Bu bolsa X we Y nysanlarynl arasyndaky baglanysygyn ikinji yagday-
da birinja garanda gowsakdygyny gorkezyér.

1
1
1
1
Xl )C2X

|
|
I
|
3
43-nji surat 44-nji surat

Indi bolsa X bilen Y nysanlaryi arasyndaky baglanysyga san tay-
dan baha berelin. Seyle bahalama ii¢in regressiyanyn koeffisiyentini
ulanmak bolardy, yone onun ululygy totén ululyklaryn dlceg birlikle-
rine baglydyr.

Regressiyanyn koeffisiyentleri totédn ululyklaryn olgeg birlikle-
riniil saylanyp alnysyna bagly bolmaz yaly olar {i¢in bir umumy 06lceg
birligini girizmeli bolyar. Statistikada seyle umumy 6l¢eg birligi bo-
lup t6tén ululygyil standarty hyzmat edyér, ol standart hokmiinde bu
ululygyn orta kwadratik gysarmasy alynyar.

Regressiyanyn R _we R_ koeffisiyentlerini standartlaryi {isti bi-

X xy
len anlatmak {i¢in olary standartlaryn gatnasyklaryna kdpeldelii. Bu
vagdayda biz regressiya koeffisiyentleri li¢in tdze ailatmalary alarys:

R_p Ju_Xy—xy 0, _xy—xy

yx yx 0, O.Xz 0, 0,0, )
RPop O _Xy=xy 0 _ xy—xy
Xy Xy Gx O_yZ O<x 0<x0<y :

Seylelik bilen biz standartlarda anladylan regressiyanyn koeffi-
siyentlerinin ikisiniil yerine birini (sebdbi formulalaryn sag taraplary

harpy bilen belgilenyar:
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pep Ge_p O _Xy=xy
e e N N
y x x2y

= )

Cyzykly korrelyasiyanyn koeffisiyenti abstrakt ululyk bolup,
onun ululygyna gord X we Y-in arasyndaky baglanysygyn jebisligine
baha berilyir.

§8. Korrelyasiyanyn koeffisiyentinin hésiyetleri

1. Korrelyasiyanyn koeffisiyenti absolyut ululygy boyunca bir-
den uly déldir:

r|<1yada—-1<r<I.

2. r bire ndge yakyn bolsa, X we Y-ini arasyndaky baglanysyk
sonca-da jebisdir, beyleki tasir ediji (hasaba alynmadyk) faktorlaryi
tasiri azdyr.

3.r=1ya-dar=-1 bolsa, X we Y-in arasynda korrelyasion bag-
lanysyk yokdur, ol baglanysyk funksional baglanysykdyr we asakda-
ky formulalar boyunga anladylyar:

y.=hket+b; x =ky+tb,

Sunlukda, ikinji denileme birinji defilemeden ony x-a goré ¢oziip
alynyar (regressiyanyn goniileri gabat gelyérler, beyleki faktorlaryii
tdsiri yetmeyér, hemme tejribe boyunga alnan nokatlar bir goninin —
regressiyanyil gonisinii iistiinde yatyarlar).

4. Korrelyasiyanyn koeffisiyentiniil alamaty regressiyanyn koef-
fisiyentleriniil alamatlary bilen gabat gelyér:

o o
r=R,—*=R >
o, o,

, 0,>0, 0,>0.

Meselem, eger » = — 0,9 bolsa, X faktor-nysany bilen Y netije-
nysany bir-birine tersdir (olaryn birinifi ulalmagy bilen beylekisi ke-
melyér) we jebisdir (dinie 10% del faktorlaryn tisirine baglydyr).

Bellik. Korrelyasiyanyn koeffisiyentiniii 2 we 3 hisiyetlerinden
gorniisi yaly, regressiyanyn goniilerinini arasyndaky y bur¢ boyunca
totdn ululyklaryn arasyndaky baglanysyga hil taydan baha bermek
bolar. Bu burg nége kigi bolsa, goniiler songa bir-birine yakyndyr, diy-
mek, baglanysyk jebisdir.
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Eger y =0 bolsa, goniiler gabat gelyir we baglanysyk funksional
(cyzykly) baglanysyga owriilyar we tersine, eger baglanysyk funksio-
nal bolsa, goniiler gabat gelyarler.

5. Eger r = 0 bolsa, onda X we Y nysanlaryn arasynda ¢yzykly
korrelyasion baglanysyk yokdur. Bu yagdayda regressiyanyn goniile-
r1 6zara perpendikulyardyrlar. Hakykatdan-da,

o
r=R, 2 =R =0
x O-y Xy Ox
Onda R =R =0, sebdbi o > 0; 0,>0. Onda regressiyanyn
v~y =R (x-x),
x,—x=R (y—y)
gontlerinin defilemelerinden alarys:
y=y x=x
Umuman, korrelyasiyanyn koeffisiyentiniii nola deni bolmagy
X bilen Y-inl arasynda dine ¢yzykly korrelyasion baglanysygyn yok-
dugyny anladyar. Bu bolsa beyleki korrelyasion baglanysygyn (me-
selem, egricyzykly ya-da funksional baglanysygyi) yokdugyny aiilat-
mayar.
6. Korrelyasiyanyn koeffisiyenti regressiyanyn goniilerinin koef-
fisiyentlerinin orta geometrik ululygydyr, yagny

r=x/R, R,.

Bu asakdakydan gelip ¢ykyar:

— - = —_——=2
RoXY—Xy _, [[xy—xy)| _
0,0, 0,0,

Ly [mexy [wexy e
== p; e =+/R,R,.

x y

Kokiin oniinddki alamat regressiyanyn koeffisiyentlerinin ala-
matlary bilen kesgitlenyér. Eger R, <0 (diymek, R, <0) bolsa, onda
kokiin oniinde minus alamaty alynyar. Tersine bolsa plyus alamaty
alynyar.
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§9. Korrelyasiyanyn saylama koeffisiyentini
hasaplamagyn usullary

Iki sany X we Y totidn ululygyn arasyndaky baglanysyk deriielende
bas topluma dursuna gozeggilik edilyén yagdaya seyrek dus gelinyar.
Seyle gozeggilikler iicin ondan uly bolmadyk tétdnleyin saylama alnyp
dernielyédr. Su saylamanyn esasynda tapylan korrelyasiyanyn koeffi-
siyentine saylama korrelyasiya koeffisiyenti diyilyar. Korrelyasiyanyii
saylama koeffisiyenti »_ bilen belgilenyir. r bir saylamadan beyleki
saylama gegcilende uytgeyar diymek, ol 5tiin ululykdyr. Eger seyle
bolsa, biz bu ululygyn paylanysy we san hisiyetlendirijileri, mese-
lem, M(r ), D(r,) we baggalar barada aydyp bileris. Korrelyasiyanyfi
saylama koeffisiyentinini bu hésiyeti bas toplum ii¢in korrelyasiyanyi
koeffisiyentini bahalamaga miimkingilik déredyér (biziii ahyrky mak-
sadymyz saylama toplumdaky dil-de, bas toplumdaky korrelyasion
baglanysygyn jebisligini barlamakdan ybaratdyr).

Goy, kibir bas toplumdan alnan téténleyin saylama {igin X we
Y nysanlaryn arasyndaky baglanysygy aiilladyan korrelyasion tabli-
sa berlipdir diyelin. Biz X we Y {i¢in wariasion hatarlarda ddimleri
(gonigy wariantalaryil arasyndaky tapawutlar) hemiselik hasap edelii:

h =x_  —x =conts i=1,2,.,n
hy =Y,,,—Y, = conts j=12,..,m

Korrelyasiyanyn saylama koeffisiyentinin hasaplanysyny yone-
keylesdirmek ticin X we Y totdn ululyklardan tdze U we V'totin ululyk-
lara gegelin, olar X we Y bilen asakdaky ¢yzykly baglanysykdadyrlar:

X=x,+hU
Y=y, +h}V. (*)
(*) formulalardan U we V' tize nébellileri tapalyn:
_ X=X,



Eger Xululyk x , x,,..., bahalary, Yululyk y , y.,, ..., bahalary alyan
bolsa, degislilikde U ululyk u, u., ..., V'ululyk v , v, .., bahalary alyar
we olar agakdaky formulalar boyunca kesgitlenyar:

Xi = X,
u; o

y j yo

v, = —.

J hy

(u, we v, — sertli wariantlar) Sertli wariantlaryn ortagalary agsakdaky
formulalar boyunga kesgitlenyar:

U= %Zulni, V= %Zvjnj,

7 _ 1 2 2_1 2
u :;Z”i”i’ v =ﬁ2vjnj.

[SS]

Onda
X = X, hx;, y = y, + hy\_z,
0,=ho, 0,=h0o,
D, = hiDu, Dy = h.Dv,
o, =V =Wy, o,=VV-0V,
0,=ho, 0,=ho,
x-y= X, + xohy\_/ + yohx; + hxhy; v,
Xy = XV, + xohy)_c + yohx; + hxhyw,
555 = @)

L Xy—xy _ h.h(uv —u v) _w—uv
*T o0, h.ho,0 0,0,

x"yYuy

Bu yerde gorsiimiz yaly, korrelyasiyanyn koeffisiyentinin tize
we kone wariantalardaky formulalary menzesdir.

— Znuvuv
= —n .

uy
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denligi goz 6niinde tutup, korrelyasiyanyn koeffisiyentini hasaplamak
iicin amatly formulany alarys:

L D n,uv—nu v
. :
no,o,

Regressiyanyn saylama koeffisiyentini bilip, regressiyanyn say-
lama denlemelerini afisat tapyp bolar:

Diymek, regressiyanyi goniileriniii defilemeleri asakdaky gor-
niisi alarlar:

Mesele. Berlen korrelyasion tablisa boyunga korrelyasiyanyi
saylama koeffisiyentini we regressiyanyn goni ¢yzyklarynyn saylama
denillemelerini tapmaly.

’ N 30 35 40 45 50 55 n,
18 4 6 10
28 8 10 18
38 4 35 5 44
48 4 12 6 22
58 1 3 2 6
n 4 14 18 48 14 2 n=100

Coziilisi. Hasaplamalary yonekeylesdirmek ticin sertli warianta-
lardaky korrelyasion tablisany diizelifi, «yalan nollar» diyip x, = 45
we y, = 35 kabul edelifi, bu wariantalara ifi uly yygylyk (35) degislidir.

Alnan tablisany ulanyp, u, v, u’, v*, 0, 0, ululyklary tapalyii.
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VU -3 -2 -1 0 1 2 n,
) 4 6 10
-1 8 10 18
0 4 35 5 44
1 4 12 6 22
2 1 3 2 6
n 4 14 18 48 14 2 |n=100

~  —3-4-2-14—1-1841-14+2-2 _
w= 100 =—0.4,
~_ —2-10—1-1841-22+2-6 _

v = o =—0,04,
P=9A4t4 14+ 1184114442 _ 35
100

2 _4-104+1-1841:224+4-6
v 100 = 1,04,

=viu'—(u) =,/1,32—(=0,4)7 = 1,077,
=/v2=(v) =,1,04 — (0,047 = 1,019.

Indi bolsa an, uv — jemi tapalyn. Sertli wariantalardaky korre-

lyasion tablisadan biz Z n,,uv ailatmada u-nyn her san bahasy yzygi-

derli v-nifi san bahalaryna kopeldilyér (ya-da tersine) we ol kopeltmek
hasyly olaryfi bilelikde yiize ¢gykmagyny anladyan n  yygylyga ko-
peldilyér, sofira bu kdpeltmek hasyllary jemlenyir. Bizin meseldmizde

Donuv==3(=2)4+(=2)(=2)-6+(=2)(—=1)-8+
+(=1)(=1)10+(-1)-1-441-1-6+2-3-1+2-2-2 =90,
> n,uv = 90.

Korrelyasiyanyn koeffisiyentini hasaplalyii:

_ 2nywv—nuv 90 —100-(=0,4)-(=0,04)
no,o, a 100-1.077- 1,019
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Korrelyasianyn koeffisiyentinin 0,81 ululygy X we Y nysanlaryn
arasyndaky cyzykly korrelyasion baglanysygyn has jebisdigini gorkez-
yéar. Bu yerde dine 19% beyleki faktorlaryn payyna diisyar.

Regressiyanyn goniilerinin defilemelerini yazmak {i¢in asakdaky
ululyklary hasaplalyn:

x=x,thu=45+5"(-0,4)=43,
Y=y, thy=38+10"(-0,04)=37.6,
0.,=ho, =5-1,077=5,385,
o,=ho,=10-1,019=10,19.

Onda regressiyanyn goniilerinin saylama denlemeleri:

10,19
5,358

5,385
10,19

y, — 37,6 = 0,806

(x — 43),

x, — 43 = 0,806 (y —37,6)

ya-da
y. =1,525x 27,975,
x, = 0,426y + 41,4

Kébir yagdaylarda X we Y nysanlaryn ol¢egleri umumy gorniisli
korrelyasion tablisa getirmeyér, her obyekt li¢in faktor-nysanynyn we
netije-nysanynynl Olcegleri bilen kanagatlanyarlar. Seyle yagdayda
korrelyasiyanynl saylama koeffisiyentini asakdaky formula boyunga
kesgitlemek amatlydyr:

D Ny e N
Y —x - y)

Mesele. Towugyin 10 sany yumurtgasynyil X uzynlygy we Y
agramy Olcenende asakdaky tablisa alyndy:

Yumurtga N 1 (2 (3 |4 |5 |6 (7 |8 |9 |10
Uzynlygy X (mm) |60 |58 |57 [55 |56 |58 |55 |57 |55 |59
Agramy Y (g) 56 |53 |54 |51 |54 |59 |55 |55 |56 |58
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Towuk yumurtgasynyn uzynlygy bilen agramynyn arasyndaky
korrelyasiyanyn saylama koeffisiyentini tapmaly.
Coziilisi. I1ki bilen x we y ortagalary tapalyii:

Korrelyasiyanyn koeffisiyentine giryin jemleri hasaplamak
amatly bolar yaly komekgi tablisa diizelin:

N | x|y | x-x | G- |5y | 020 | 6-00,-D)
1 {6056 3 9 1 1 3
2 | 58|53 1 1 -2 4 -2
3157154 0 0 -1 0
4 |55 (51| =2 4 -4 16 8
515 |54 | -1 1 -1 1 1
6 | 58|59 1 1 4 16 4
7 15 |5 | 2 4 0 0 0
8 |57 |155] O 0 0 0 0
9 |55 |5 | 2 4 1 1 -2
10 |59 | 57| 2 4 2 4 4
3 570|550 28 44 16
Tablisadan alarys:
2= x)(y—y) =16,
(x—x) =28,
2 —y) =44,

16
r, = ———7— = 0,455.
b V/28V44

197



§10. Egricyzykly korrelyasiya. Korrelyasion
gatnasyk. Korrelyasion gatnasygyn hésiyetleri

1. Egricyzykly korrelyasiya

Goy, tejribdnin netijesinde alnan dowiik ¢yzyk egri ¢yzyk bilen
calsyrylan diyelin, seyle yagdayda korrelyasiya egricyzykly korrelya-
len belli elementar funksiyalaryn grafikleri ulanylyar. Seyle egriniii
parabola, giperbola, gorkezijili ya-da logarifmik funksiya bolmagy
miimkin. Saylanyp alnan egriniii ndbelli parametrlerini kesgitlemek
ticin 11l ki¢i kwadratlar usulyndan peydalanylyar.

Eger regressiyanyn ¢yzygy hokmiinde kwadrat parabola sayla-
nyp alnan bolsa, yagny

y, = ax* +bx +c

bolsa, onda nibelli a, b, ¢ parametrleri in kici kwadratlar usuly bilen
kesgitlemek ti¢in, a, b, ¢ ndbellilere gord ¢yzykly denlemelerini asak-
daky sistemasyny ¢cozmeli bolyar:

cyn+by nx+aynx=yny,
X X X X
cnx+by nx*+ay nx’=nxy,
X X X X
cnxt+bY nx’+ay. nxt=>nxly,.
X X X X

Bu sistemany ¢6ziip, a = a;, b = b, ¢ = ¢, nébelli parametrl-
ri tapyp, y, = ax’ + bx + ¢ defilemé goyup, regressiyanyn teoretiki
¢yzygynyn _

Y, = ayx’ + byx + ¢,

gorniisdiki denlemesini alarys.

2. Korrelyasion gatnasyk

Eger X we Y nysanlaryn arasyndaky baglanysyk egri¢yzykly bol-
sa, onda baglanysygyi jebisligini kesgitlemek iicin korrelyasiyanyn
koeffisiyenti dél-de, 7 korrelyasion gatnasyk hyzmat edyér. Korrelya-
sion gatnagyk asakdaky formulalar boyunca kesgitlenyir:
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Bu formulalarda

UE:W:\/M; Gy: D<Y),

qfam&pz/Zﬁg;EX;@=mmm.

3. Korrelyasion gatnasygyn hésiyetleri

Korrelyasion gatnasyk birden uly bolmadyk polozitel sandyr.

Eger 7 = 0 bolsa, X we Y ululyklar korrelyasion baglanysykda
bolmayarlar.

Eger 7 =1 bolsa, onda X we Y ululyklar funksional baglanysykda
bolyarlar. Bu bolsa tejribdnini esasynda alnan nokatlaryn regressiya-
nyn egri ¢yzygynyi iistiinde yatyandygyny anladyar.

Eger 7 = |r| = 1 bolsa, onda tejribdnin netijesinde alnan hemme
nokatlar regressiyanyii goni ¢yzygynyn iistiinde yatyarlar.

Mesele. Berlen korrelyasion tablisa boyunca X we Y totdn ulu-
lyklaryn arasyndaky korrelyasion gatnasygy tapmaly.

X
y 1 2 n
2 30 " 31
6 1 18 19
] 31 19 7 =50
5% 66 110
Y 31 19

Céoziilisi. Hasaplamalary gegirelin:

_ 66

-3

199

, —2-1+6-18 _ 110

Yy=2=

19

19 -



oo _31-2+19:6 V)
y=2 + =3,52, (y) =(3,527 = 12,39.
n 50
2y
= _ 5 _31-2°+19-6
3y = = = 16,16,

=y = (y) =/16,16 — 12,39 = 1,942.

‘/znx(;x_;)z
P —”
oo VY = ()
L 66 110
Sn(5.-y) 3313 52) +19(4? - 3,52)
n B 50

5) 05, = /3,16 = 1,778, 0, = 1,942,

= 3,16.

Oy, _ 1,778
o, 1,942

Ny = = 0,915.

Gorstimiz yaly, korrelyasion baglanysyk jebis.

Eger yokarky tablisa ii¢in korrelyasiyanyn koeffisiyentini hasap-
lasak, » = 0,908 ululygy alarys, degisli ¢yzykly regressiyanyn de-
lemesini bolsa

Yi—y = r—(x —x)y, —

x)

formula boyunca hasaplardyk we regressiyanyn denlemesi
v, =3,6x— 145
bolardy (barlap goriin).

Oziiiii barlamak iicin soraglar

1. Statistiki baglanysyk diylip ndhili baglanysyga aydylyar?
2. Korrelyasion baglanysyk néhili kesgitlenyér?
3. Sertli paylanys diylip nihili paylanysa aydylyar?
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4. Sertli ortaca néhili kesgitlenyar?

5.Korrelyasion baglanysygyn mysallaryny getirii.

6.Umumy gorniisde korrelyasion tablisany diiziin.

7. Regressiyanyn empirik (tejribdnin esasynda alnan) ¢yzygy diylip nima
aydylyar?

8. Cyzykly korrelyasiya diylip nima aydylyar?

9. In ki¢i kwadratlar usuly diylip néhili usula aydylyar?

10.Regressiyanyn goni ¢yzygynyn denlemesi nahili yazylyar?

11.Regressiyanyn koeffisiyenti ndhili kesgitlenyar?

12.Korrelyasiyanyn koeffisiyentini néhili kesgitlemeli?

13.Korrelyasiyanyn koeffisiyentininn héisiyetlerini gorkezin.

14.Egrigyzykly korrelyasiya diylip ndhili baglanysyga aydylyar?

15.Korrelyasion gatnasyk néhili kesgitlenyar?

16.Korrelyasion gatnasygyn hisyetlerini gorkezin.

Meseleler we goniikmeler

1. X we Y ululyklaryn berlen bahalary ii¢in korrelyasiyanyn koef-
fisiyentini hasaplamaly. Regressiyanyn goni ¢yzygynyn denlemelerini
yazmaly.

a) | x | 4] 6] 8 [10] 12

1

Y, 5 8 7 9 14
Jogaby: )_/x =0,95x+1; r =0,895;

b)| x 3 s | 7] 9 1w0]12

I

v, 14 10 9 9 6 5

Jogaby: )_cy =-0,99y +16,4; r =-0,93;

o | x 10 ] 20 ] 25 ] 28] 30
v, s s 71127 14

Jogaby: y. = 0,45x — 1,1; r=0,89.

2. Berlen korrelyasion tablisa boyunca regressiyanyn goniilerinin
saylama denllemelerini tapmaly.
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, Y10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35
15 6 - — - —
25 - 6 8 - - —
35 - — - 21 2 5
45 - — - 4 12 6
55 - - - - 1 5
Jogaby: )_cy = 0,589y + 4,44.
x| 5 10 15 20 25 30
Y
14 4 - 8 - 4
24 - 10 - 6 -
34 - - 32 - - -
44 - — 4 12 6 -
Jogaby: ;x =0,39x +22,9.
x| 10 15 20 25 30 35 40
Vi
100 2 4 - 8 4 - 10
110 3 - 5 - 2 10 —
120 - 3 - 4 5 6 -
130 2 - 4 6 — -
140 — 4 7 — — 1

Jogaby: )_cy =0,0655y + 35.
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2-nji gosundy

O(x)= /%r '/0‘ : e‘z?zdz funksiyanyn bahalarynyn tablisasy

x | o | x |ow]| x |om | x | ow
0,00  0,0000 0,32 0,1255 0,64 0,2389 0,96 0,3315
0,01 0,0040 0,33 0,1293 0,65 0,2422 0,97 0,3340
0,02 0,0080 0,34 0,1331 0,66 0,2454 0,98 0,3365
0,03 0,0120 0,35 0,1368 0,67 0,2486 0,99 0,3389
0,04 0,0160 0,36 0,1406 0,68 0,2516 1,00 0,3413
0,05 0,0199 0,37 0,1443 0,69 0,2549 1,01  0,3438
0,06 0,0239 0,38 0,1480 0,70 0,2580 1,02 0,3461
0,07 0,0279 0,39 0,1517 0,71 0,2611 1,03  0,3485
0,08 0,0319 0,40 0,1554 0,72 0,2642 1,04 0,3508
0,09 0,0359 041 0,1591 0,73 0,2673 1,05 10,3531
0,10 0,0398 042 0,1628 0,74 0,2703 1,06  0,3554
0,11 0,0438 043 0,1664 0,75 0,2734 1,07  0,3577
0,12 0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 0,3599
0,13  0,0517 045 0,1736 0,77 0,2794 1,09 0,3621
0,14  0,0557 046 0,1772 0,78 0,2823 1,10 0,3643
0,15 0,0596 047 0,1808 0,79 0,2852 1,11 0,3665
0,16  0,0636 0,48 0,1844 0,80 0,2881 1,12 0,3686
0,17 0,0675 0,49 0,1879 0,81 0,2910 1,13 0,3708
0,18 0,0714 0,50 0,1915 0,82 0,2939 1,14 0,3729
0,19  0,0753 0,51 0,1950 0,83 0,2967 1,15 0,3749
0,20 0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2995 1,16 0,3770
0,21 0,0832 0,53 0,2019 0,85 0,3023 1,17 0,3790
0,22 0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3051 1,18 0,3810
0,23 0,0910 0,55 0,2088 0,87 0,3078 1,19  0,3830
0,24 0,0948 0,56 02123 0,88 0,3106 1,20 0,3849
0,25 0,0987 0,57 0,2157 0,89 0,3133 1,21  0,3869
0,26  0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,22 0,3883
0,27 0,1064 0,59 0,2224 091 0,3186 1,23 0,3907
0,28 0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 1,24 0,3925
0,29 0,1141 0,61 0,2291 0,93 0,3228 1,25  0,3944
0,30 0,1179 0,62 0,2324 0,94 0,3264 1,26  0,3962
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2-nji gosundynyn dowamy

x | o@m | x || x |om | x | ow

0,31 0,1217 0,63 0,2357 0,95 0,3289 1,27  0,3980
1,28 0,3997 1,61 04463 1,94 04738 2,54 0,4945
1,29 0,4015 1,62 04474 195 04744 2,56 00,4948
1,30 044032 1,63 0,4484 1,96 04750 2,58  0,4951
1,31 04049 1,64 0,4495 197 04756 2,60 0,4953
1,32 04066 1,65 0,4505 198 04761 2,62 0,4956
1,33 0,4082 1,66 04515 1,99 04767 2,64 0,4959
1,34 0,4099 1,67 04525 2,00 04772 2,66 0,4961
1,35 04115 1,68 04535 2,02 04783 2,68 0,4963
1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 04793 2,70  0,4965
1,37 0,4147 1,70 0,4554 2,06 04803 2,72  0,4967
1,38 04162 1,71 04564 2,08 04812 2,74 0,4969
1,39 04177 1,72 04573 2,10 04821 2,76 0,4971
1,40 04192 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973
1,41  0,4207 1,74 04591 2,14 04838 2,80 0,4974
1,43 04236 1,76 04608 2,18 0,4854 2,84 0,4977
1,44 04251 1,77 04616 2,20  0,4861 2,86 0,4979
1,45 04265 1,78 04625 222 04868 2,88 0,4980
1,46 04279 1,79 0,4633 224  0,4875 2,90 0,4981
1,47 0,4292 1,80 04641 226  0,4881 2,92 0,4982
1,48 0,4306 1,81 04649 2228  0,4887 2,94 0,4984
1,49 04319 1,82 0,4656 230  0,4893 296 0,4985
1,50 04332 1,83 04664 232  0,4898 298 0,4986
1,51 0,4345 1,84 04671 2,34  0,4904 3,00  0,49865
1,52 0,4357 1,85 0,4678 2,36  0,4909 3,20  0,49931
1,53  0,4370 1,86 0,4686 2,38 04913 3,40  0,49966
1,54 04382 1,87 04693 240 04918 3,60 0,499841
1,55 04394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,80 0,499928
1,56 04406 1,89 04706 2,44 0,4927 4,00 0,499968
1,57 0,4418 1,90 04713 2,46 0,4931 4,50 0,499997
1,58 0,4429 1,91 04719 2,48 0,4934 5,00 0,499997
1,59 0,4441 1,92  0,4726 2,50 0,4938

1,60 0,4452 1,93 04732 2,52 0,4941

206



t, =7, n) funksiyanyi bahalary

3-nji gosundy

7 7
" 095 | 099 | 0,999 " 095 | 099 | 0,999
5 278 | 460 | 8.6l 20 | 2,093 | 2.861 | 3.883
6 257 | 403 | 6386 25 | 2,064 | 2,797 | 3.745
7 245 | 371 | 596 30 | 2,045 | 2,756 | 3.659
8 237 | 3,50 | 541 35 | 2,032 | 2,720 | 3,600
9 231 | 336 | 504 40 | 2,023 | 2,708 | 3.558
10 226 | 325 | 478 45 | 2,016 | 2,692 | 3.527
1 223 | 317 | 459 50 | 2,000 | 2,679 | 3,502
12 220 | 311 | 444 60 | 2.001 | 2,662 | 3.464
13 218 | 3.06 | 432 70 | 1,996 | 2,649 | 3.439
14 216 | 301 | 422 80 | 1,001 | 2,640 | 3.418
15 215 | 298 | 4,14 90 | 1,987 | 2,633 | 3.403
16 213 | 295 | 407 | 100 | 1.984 | 2,627 | 3392
17 212 | 292 | 402 | 120 | 1980 | 2,617 | 3,374
18 211 | 290 | 397 0 1960 | 2,576 | 3.291
19 210 | 2.88 | 3.92
q = q(7, n) funksiyanyn bahalary
\ % \ %

n n

0,95 | 0,99 | 0,999 0,95 | 0,99 | 0,999
5 137 | 2,67 | 564 20 037 | 058 | 088
6 109 | 201 | 3.88 25 032 | 049 | 073
7 092 | 1,62 | 2,98 30 028 | 043 | 063
8 080 | 138 | 242 35 026 | 038 | 0,56
9 0,71 | 120 | 2,06 40 024 | 035 | 0,50
10 0,65 | 1,08 | 1.80 45 022 | 032 | 046
1 0,59 | 098 | 1,60 50 021 | 030 | 043
12 0,55 | 090 | 145 60 | 0,188 | 0269 | 038
13 0,52 | 083 | 1,33 70 | 0,174 | 0245 | 034
14 048 | 078 | 123 80 | 0,161 | 0226 | 031
15 0,46 | 073 | 1,15 90 | 0,151 | 0211 | 0,29
16 044 | 070 | 1,07 | 100 | 0143 | 0,198 | 027
17 042 | 066 | 1,01 | 150 | 0.115 | 0,160 | 0211
18 040 | 063 | 096 | 200 | 0,099 | 0.136 | 0.185
19 039 | 060 | 092 | 250 | 0,089 | 0,120 | 0,162
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x* paylanysyn Kritiki nokatlary

4-nji gosundy

k a

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99
1 6,6 5,0 3,8 0,0039 | 0,00098 | 0,00016
2 9,2 7.4 6,0 0,103 0,051 0,020
3 11,3 9.4 78 0,352 0,216 0,115
4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297
5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554
6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872
7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24
8 | 201 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65
9 | 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09
10| 232 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56
12 262 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57
13| 277 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11
14| 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66
15| 306 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23
16| 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81
17| 334 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41
18| 348 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01
19| 362 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63
20| 376 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26
21| 389 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90
22| 403 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54
23| 416 38,1 352 13,1 11,7 10,2
24| 430 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9
25| 443 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5
26| 456 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2
27| 47,0 432 40,1 16,2 14,6 12,9
28 | 483 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6
29| 496 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3
30| 509 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0
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5-nji gosundy

Styudentin paylanysynyn kritiki nokatlary

a
k 0,1 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001
1 6,31 12,7 31,82 63,7 3183 637,0
2 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6
3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86
6 1,94 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96
8 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77
24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
o0 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29
0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005
k a
14. Sargyt Ne2690. 209
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