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GIRIS

Yurdumyzyii sanly ykdysadyyete gecyén hizirki dowriinde gel-
jekki ykdysatgy hiindrmenlerin kopdiirli yagdaylardan dogry we in
gowy yoly saylap, bas alyp ¢ykmagyny gazanmak ii¢in olaryn diirli
ykdysady-matematiki modellerini, optimallagdyrma usullaryny doly
ele almaklary zerurdyr.

Hazirki zaman ykdysady nazaryyet matematiki usullary we mo-
delleri zerur serigde hokmiinde 6ziinde jemleyir. Matematiki usul-
laryn we modellerin ykdysadyyetde ulanylmagy ykdysady gorke-
zijilerin we desgalaryn arasyndaky diiypli arabaglanysyklary yiize
¢ykarmakda we formal taydan yazyp beyan etmekde, induktiw yol
bilen 6wrenilydn ykdysady desga barada tize bilimleri ele almakda,
onun ndbelli parametrlerinin baglylygynyn gorniisini we parametrle-
rini bahalandyrmakda zerur bolup duryar. Galyberse-de, matematiki
dilin peydalanylmagy ykdysady nazaryyetiii diizgiinlerini takyk we
jebis beyan etmége yardam edyar.

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly Berdimuhamedowyi yglan
eden Berkarar dowletimizin bagtyyarlyk dowriinde geljekki ykdysa-
dyyetci hiindrmenlerden diiypli ykdysadyyet biliminin hili boyunca
talaplaryn yokarlanmagy olara berilyan diiypli matematiki bilimin or-
nuny yokarlandyryp, matematiki tayyarlygyn yokary derejede bolma-
gyny talap edyér [1, 2, 3]. Diiypli matematiki bilimi ele almak adamda
logiki oylanma, takyk bolmak, ¢ylsyrymly hadysalaryn esasy bagla-
nysyklaryndan bas alyp ¢ykmak, her bir meseld cuniur diigiinmek we
M gowy (optimal) ¢ozgiidi ¢alt kabul etmek ukybyny terbiyeleyar.

Matematiki usullara ykdysadyyet ylmyny esaslandyrmakda il-
kinji orunlar degislidir. Matematiki ussullaryn ykdysady nazaryyet
bilen bilelikde ulanylmagy ykdysady ylymlaryn we olaryn is yiiziinde
ulanylmagynyn tdze miimkingiliklerini acyar.
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Optimallasdyrma usullary boyunga bilim bermegin maksady ony
ozlesdiryianlere:

— ykdysady nazaryyetin diizgiinlerini takyk beyan etméige;

— i esasy ykdysady gorkezijilerin, iytgeyéan ululyklaryn arasyn-
daky baglanysyklary anyklamaga we formal beyan etmége;

— gelip ¢ykan sol baglanysyklardan matematiki optimallagdyrma
usullaryn komegi bilen dogry (optimal) yoly saylap almaga;

— matematiki we statistiki usullardan peydalanyp, seljerilydn
desga barada tize maglumatlary almaga miimkingilik déretmekden
ybaratdyr.

Okuw kitaby yokary okuw mekdeplerinde ykdysady hiinirler
boyunca yokary bilimli hiilndrmenleri tayyarlamagyn meyilnamasyna
layyklykda «Optimallasdyrma usullary» dersi boyunga berilmeli bi-
limlerini 6zenini 0z igine alyar.

Okuw kitabynyn esasy ayratynlygy, onunl I boliminde optimal-
lasdyrma usullaryna gilisleyin syn berilmegidir.



I boliim
OPTIMALLASDYRMA
USULLARYNA SYN

Optimallagdyrma usullary matematikanyn durmusda dus gelyén
diirli ekstremal meselelerin matematiki modellerinin optimal ¢oziiwi-
ni gurmagyn usullary bilen mesgullanyan boliimidir. Ekstremal mese-
lelerin teswirlenilisine we onda ¢ykys edyén funksiyalaryn gorniisine
we hésiyetlerine baglylykda olary ¢6zmegin usullarynyn diirli gor-
niisleri islenilip diiziilendir. Olaryn matematiki modellerini diizmek
goniiden-goni matematikanyil optimallasdyrma usullary boliimine
degisli bolmasa hem, bu okuw kitabynda olaryn kdbirine garalyp ge-
ciler. Sebidbi, meseldnin matematiki modeliniii gorniisi onun optimal
¢Ozliwini tapmagyn usulyny kesgitleyar.

Kop yagdaylarda obyektin matematiki modeli kébir optimal
bahasyny tapmak gerek bolyan, maksady gorkezyan flx, x,,..., X))
funksiyanyni komegi bilen berilydr. Yagny, kébir x=(x, x,,..., x ) €G
miimkin bolan yagdaylaryfi oblastynda f{x , x,,..., x ) funksiyanyfi op-
timal (in uly, ifi ki¢i, minimum ya-da maksimum) bahasyny tapmaly.
Basgaca aydylanda, optimallasdyrma meseleleri:

f(f):f(xl’ x2""’xn)_’ max(min), (1)
},] - da xeG x€G
f(x¥)—max(min), x€ G gdrniisinde berilyar.
Yolbererli ¢oziiwleriti G oblasty ¢yzykly ya-da ¢yzykly dal ¢ék-
lendirmeler ulgamynyn komegi bilen kesgitlenyar:
G={xg®@=<glj=12,.., m} 2)
Ykdysady meselelerde modelin iiytgeyénlerinini yolbererli ¢o-
ziiwlerinin G oblastynyin miimkin bolan bahalaryna edilyédn ¢éklen-
dirmeler, umuman, bardyr. Bu ykdysady harajatlaryn ¢éklidigi se-
béplidir. Yone, ¢éklendirmelerifi ok bolan ekstremal meselelerine
hem dus gelinyér. Bu yagdaya céklendirilmedik mukdarly harajatly
meselelerde dus gelinyir. Seyle sertsiz meseleler asakdaky gorniisde

yazylyar:
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f(x) - max(min).

Meselelerin ¢ylsyrymlylygy esasy kriterini, yagny maksady gor-
kezyin f(x) funksiyanynl (mundan beylik maksat funksiyasynyn)
we yolbererli ¢oziiwlerin oblastyny kesgitleydn g, (x) funksiyalaryn
gorntiglerine baglydyr. Funksiyalar ¢yzykly, ¢yzykly dil, tizniiksiz,
diskret bahalary alyan funksiyalar bolup bilerler. Yolbererli ¢oziiwle-
rin oblasty giibergek, gilibergek dél, bagly, bagly dil, diskret kopliikler
bolup bilerler. Bulara baglylykda meseleler bir ekstremally ya-da kop
ekstremally bolup, diirli usullar boyunca ¢6ziilip bilnerler.

Meselem, eger f(x) we g (x) funksiyalar 6z argumentlerine gora
cyzykly bagly bolsalar, onda degisli meselelere ¢yzykly program-
ticin ¢yzykly programmalagsdyrmanyn ydrite usullary ulanylyar.

Eger f(x) we g (%) funksiyalar ¢yzykly dél bolsalar, onda degis-
li meseleleri ¢ozmek iicin ¢yzykly didl programmalasdyrmanyi
usullary ulanylyar. Eger bu yagdayda giibercek f(x) funksiyanyn gii-
bergek kopliikdéki (g(x) funksiyalar hem giibergek) ifi kigi bahasy
(minimum bahasy) g6zlenyén bolsa, onda biz giiber¢ek ¢yzykly dél
progammalasdyrmanyi meselesi bilen is salysmaly bolarys. Bu

Eger g, (%) ¢yzykly we minimumy gdzlenyén f(x) funksiya gii-
bergek kwadratik bolsa, onda kwadratik programmalasdyrmanyn
algoritmleri we usullary ulanylyar.

Glibergek oblastda giibergek dél funksiya minimallasdyrylanda
kop ekstremally mesele bilen we netijede, global ekstremumy goz-
lemek bilen is salysmaly bolyar.

Eger meseld giryédn liytgeydn ululyklara bitin bahalylyk ya-da
diskretlilik talaby yiiklenen bolsa, onda meseleleri ¢6zmeklige, de-
gislilikde bitin sanly programmalasdyrmanyi ya-da diskret prog-
rammalasdyrmanyn usullary ulanylyar.

Eger ciklendirmeler ulgamy yok bolup, fix) funksiya ¢yzykly
dél bolsa, onda (3) meseldni ¢ozmek, yagny bu funksiyanyn ekstre-
mumyny tapmak iicin matematiki seljerménin diirli usullary we al-
goritmleri ulanylyar. Meselede f(x) funksiya barada bar bolan maglu-
matlara gord, bu algoritmlerde gozlegii goni, birinji we ikinji tertipli
usullary ulanylyar.

—(C10




Gozlegin goni usullary ya-da gozlegiii nolunjy tertipli usullary
diylip at berlen usullarda ekstremumyn gozleginde dine funksiyanyn
0z1 hakdaky maglumatlar ulanylyp, onun oniimleri hakdaky maglu-
matlar ulanylmayar.

Gozlegin birinji tertipli usullarynda ekstremumyn gozleginde
funksiyanynl 6zi hakyndaky maglumatlar bilen birlikde onun birinji
oniimi hakdaky maglumatlar hem ulanylyar. Bu usullara diirli gradi-
yent usullar degislidir.

Gozlegin ikinji tertipli usullarynda ekstremumyn gozleginde
funksiyanyn 6zi hakyndaky maglumatlar bilen birlikde onun birinji we
ikinji tertipli 6niimleri hakdaky maglumatlar hem ulanylyar. Bu usullara
Nyutonyn usuly we onun diirli gérniisleri (modifikasiyalary) degislidir.

§ 1.1. Birolcegli gozleg usullary

Adat¢a, ykdysady meseleler ¢oziilende kopdlcegli meselele-
ri ¢cozmek bilen is salsylyar. Olary ¢6zmek iigin kopolcegli usullar
diylip atlandyrylyan usullar ulanylyar. Yéne, olary ¢ozmegin diir-
li dowiirlerinde ya-da seyle meselelerini ¢oziilisi seljerilende kibir
wektoryn ugry boyunca birdl¢egli minimallagsdyrma meseleleri bilen
is salysmaly bolyar. Bulara kesimde funksiyanyn ekstremumlaryny
gbzlemegii meseleleri degislidir.

Kesimde funksiyanyn ekstremumlaryny gozlemegin kopsanly
usullary islenip diiziilendir. Olaryn has bellileri hokmiinde dihotomi-
va (kesimi denl yarpa bolmek usuly), altyn kesikler we Fibonagginin
usullaryny bellemek bolar. Olara ayry-ayrylykda seredip gecelin.

1.1.1. Dihotomiya usuly

Goy, minimumy gozlenyén f(x) funksiya [a, b ] kesimde unimo-
dal bolsun we onui bu kesimdaki minimumyny kébir ¢ takyklyk bilen
tapmak gerek bolsun. Kesimde dinie bir ekstremumy bolan {izniiksiz

------

nokady alalyn:
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Bu yerde 6<e. Bu nokatlarda funksiyanyn f{x,) we f(x,) bahalary-
ny hasaplalyn (/. /-nji surat).

A
IS
_)ﬁ
0 x| Tx b x
a, gl e 50
1

1.1-nji surat

Sofirakesgitsizlik aralygyny asakdaky yaly kigeldyaris. Eger f{x )<
f(x,) bolsa, onda a, =a, we b =x, bilen belgildp, garsylykly yagdayda
bolsa a = x, we b, =b, bilen belgildp, tize kigi [a,, b ] kesimi alalyf.

Indiki ddimde, edil yokardaky yaly x, we x, nokatlaryfi jiibiitini ha-
saplayarys. Bu nokatlaryi iisti bilen tdze kesgitsizlik aralygyny alyarys.

Gozleg nobatdaky k-njy tapgyrda kesgitlenen [a,, b, ] kesgitsizlik
aralygynyil uzynlygy berlen takyklykdan ki¢i, yagny

bb—al<e
bolanda togtadylyar.

Beyan edilen usulda her 4dimde minimallasdyrylyan f(x) funksi-
yanyn bahasy iki gezek hasaplanylyar, kesgitsizlik aralygynyn uzyn-
lygy bolsa iki esséd golay (0<e bolanda) kigelyir.

1.1.2. Altyn kesikler usuly

Bu usul berlen [a, b ] kesimde f(x) funksiyanyn gozlenydn mi-
nimumyny dihotomiya usulyna gord has az hasaplamalaryn komegi
bilen tapmaga miimkingilik beryér.

Birinji ddimde iki nokady asakdaky formulalaryn komegi bilen
tapyarys:

X, = a,+ <3_2J(b0 —a,)=a,+ 0,381966011(b, — a,),

x, = by + (527—3)(190 —ay) = b, — 0,381966011(b, — a,) =
= a,+ 0,6180033989(b, — a,).
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Sofira f{x) funksiyanyn bu nokatlardaky f{x,) we f(x,) bahalaryny
hasaplayarys (/.2-nji surat).

Ao
N
| X
0 a, ' b, >
b=">

1.2-nji surat

Indi kesgitsizlik aralygyny kiceldyéris.

1) Eger f(x)) <f(x, ) bolsa a, =a, we b =x,, x =x,.

2) Garsylykly yagdayda, yagny f(x ) > fix,) bolanda a =x we
b =b,, x,=x, bilen belgildp, tize ki¢i [a,, b ] kesimi alarys.

Indiki ddimlerde dine f{x) funksiyanyn bahasynyn tdzelenmeli
nokady tapylyar: 1) yagdayda x, bilen f{x ) hasaplanyar; 2) yagdayda
x, bilen f(x,) hasaplanylyar.

Gozleg nobatdaky k-njy tapgyrda kesgitlenen [a,, b,] kesgitsizlik
aralygynyn uzynlygy berlen takyklykdan kici, yagny

Ib—al<e

bolanda togtadylyar.

i-nji tapgyrda kesgitlenen [a, b ] kesgitsizlik aralygynyf uzyn-
lygy 0,6180033989- (b, —a, ) ululyga ¢enli kigelyér. Bu ondan o1iki
kesimifl uzynlygyndan iki esseden azyrak kigidir, yone ony tapmak
ticin f{x) funksiyanyn bahasy bir gezek hasaplanylyar.
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1.13.F ibonag:g:iniﬁ usuly

P;Q_}l 4}7
gatnagyga tabyndyr. Bu yerde n=1, 2, 3, ... we F,=F,. Onun ilkinji agza-
lary: 1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233,377, 610, 987, 1597, ....
Matematiki induksiya usulynyn kdmegi bilen Fibonagginiil san-
larynyn yzygiderliginiii n-nji agzasynyﬁ

[1+f] [1—

F = L (n=1,2,3,..)

formula bilen (Binenin formulasy) hasaplanyandygyny gorkezip bolar.
Bu formuladan, #-iii uly bahalarynda

[1+@]"
Fnziz

takmyny denligiii yerine yetyéndig\girs goriinydr. Sonky gatnasykdan
n-in artmagy bilen Fibonagg¢iniil sanlarynyii ¢alt artyandygy goriinyar.
Fibonag¢inin usulynyn algoritmi altyn kesikler usulynyn algorit-
mine menzesdir. Baglangyc¢ aralykda nokatlar asaky formulalar bilen
hasaplanylyar:
%(bo —ay), X, =a,+ %:(bo —ay) = ay+ by — x,
Kesgitsizlik aralygy edil altyn kesikler usulyndaky yaly gysgal-
yar (1.2-nji surat ser.). Téze ddimde bolsa dinie bir nokat we bu nokat-
daky funksiyanyil bahasy hasaplanylyar.
k-njy ddimde (iterasiyada) minimal bahaly nokat alnyp, ol asakda-
ky formulalar boyunca hasaplanyan nokatlaryn biri bilen gabat gelyér:

X, = a,+

F F
X, =a, + Fn_k+l (b, —a)=a, + %;m(bo —a,),

n—k+3 n+2

X, =a, + F(n—k+2)/F<n—k+3)(bk —a)=a+F, .,/ (n+2)(b a,).

Bu sanlar [a,, b,] kesimde onun ortasyna simmetrik yerlesendirler.
k=n bolanda

X, =a,+

(by—a,) we x,=a

+




sanlar gabat gelyirler we [a , b | kesimi yarpa bolyirler. Diymek,

bn_an _ bO_aO
5 = F <e

n+2

bolar. Bu yerden n-i bO;aO < F,,, sertden saylap boljakdygy go-
riinyar.

Seylelik bilen bu sert algoritm boyunc¢a hasaplamagy baslamazdan
ozal berlen [a, b] kesimde, minimum bahanyt berlen ¢ takyklygy bo-
yunca ddimlerin (iterasiyalaryil) sanyny kesgitlemdge yardam beryar.

n

F
gy bile;;‘éu usulda «gysarmanyn» yiize ¢ykyp, minimum nokatly araly-
gyn yitmegi, yagny nokada owriilmegi miimkin.

Seyle-de, altyn kesikler usulynyn hem netijelilik, yygnanma tiz-
ligi we alynyan ¢oziiwin takyklygy boyunga Fibonagg¢inin usulyndan
pes dildigini bellemek zerurdyr. Altyn kesikler usulynyn algoritmik
taydan amal edilisi has hem yonekeydir.

Kopolgegli algoritmler islenip diiziilende we yerine yetirilende
dine yokarda beyan edilen usullar ulanylman, eysem diirli ewristik
algoritmler, meselem, minimumy gozlenyén funksiyanyn interpolya-
siyasy (approksimasiyasy) hem ulanylyar.

anlatmanyn tiikeniksiz onluk drobdugy sebépli, n-in artma-

§ 1.2. Gozlegin goni usullary

Goni we nolunjy tertipli usullar maksat funksiyasyny anyk gor-
niisde bilmegi talap etmeyér. Bu usullar maksat funksiyasynyn iiz-
niiksizligini we dnlimleriniii bolmagyny hem talap etmeyér. Bu yag-
day ykdysady meseleleriii ¢oziilyén halatynda uly artykmaglyklaryn
biri bolup hyzmat edydr.

Goni usullar islenip diiziilende meseldni ¢ozmegin tayyarlyk
dowri has gysgadyr. Sebdbi bu usullarda funksiyanyn birinji we ikinji
ontimlerini tapmak zerurlygy yokdur. Goni usullara netijeliligi bilen
tapawutlanyan diirli algoritmler degislidir. Olar, esasan, ewristik hé-
siyetli algoritmlerdir.

Goni usullar, esasan, optimallasdyrmagyn sertsiz meselelerini,
yaghy: min f(x)
xeE"

gorniisddki meseleleri ¢ozmeklige niyetlenendir.
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1.2.1. Gaussyn algoritmi

Bu usul minimallagdyrmany her 4dimde (her bir iterasiyada) iiyt-
geyan ululyklaryn X wektorynyn bir diiziijisi (komponenti) boyunga
amala agyrylyandygy bilen tapawutlanyar.

Goy, Dbasky yakynlasmanyn wektory berlen bolsun:
x0 = (x,x%,...,x°)". Birinji ddimde funksiyanyi minimumyny birin-
ji koordinatanyn tiytgeyén, beyleki koordinatalaryn liytgewsiz sertin-
de tapyarys, yagny

x| = argminf(x,,x), ....x°).
X1

n

Netijede, tize x° = (x,x%,..,x")". nokady alarys. Sofira X' no-

katdan funksiyanyfn minimumyny ikinji koordinatanyil {iytgeyin,
beyleki koordinatalaryn liytgewsiz sertinde gozleydris. Netijede,

x, = argminf(x} 2,7, -+ ,x;)
2

meseleden tize x> = (x|,x3, x0,---,x’) nokady alarys. Bu yagdayy
dowam edip, n-nji 4dimden sof " = (x| ,x3, x3,-+-,x") nokady ala-
rys. Bu nokatdan son gozleg yene-de birinji iiytgeyédn ululykdan bas-
layar.

Gozlegin bes edilmeginin serti hokmiinde asaky iki sertinl birini
ulanyp bolar:

D &) - Az < e;

2) ) — M) xf T = xf| < e, Vi.

1.3-nji surat. Gaussyi algoritminde traektoriyalaryn inmeginin mysallary
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Beyan edilen Gaussyn usuly yonekey hem bolsa netijelidir
(1.3-nji surat). Bu usulda kyngylyklar dereje ¢yzyklary has siiynen
bolanda yiize ¢ykyp biler.

Bu usulyn kémegi bilen maksat funksiyasy giiber¢ek funksiya-

laryn jemi, yagny

n

) = Zﬁ(x)

i=1

gorniisde bolanda gowy netijeler alynyar.

1.2.2. Hukun we Jiwsin algoritmi

Bu algoritmde gozlegin logiki taydan yonekey strategiyasy ho-
diirlenilydr. Algoritm asakdaky iki dowri 6z igine alyar:

1) x* bazis (esasy) nokadyn toweregindéki gozleg;

2) minimum {i¢in saylanan ugur boyunca gozleg.

Ilki bilen gozlegin basky x° nokady we baslangy¢ ddimi (Ax?)
berilydr. Soiira agakda beyan edilen gozleg baslanyar.

Barlayjy gozleg. Ilki x, iiytgeydn ululyk boyunca synag &ddi-
mini edydris, yagny x + Ax] nokady kesgitldp, funksiyanyn
%' = (x) + Ax!,x), ...,x") nokatdaky bahasyny hasaplayarys.

Eger funksiyanyn bu nokatdaky bahasy onun f{Ax°) bahasyn-
dan uly bolsa, onda bu iiytgeyén ululyk boyunga garsylykly tara-
pa barlayjy ddim edyaris. Eger funksiyanyn garsylykly tarapdaky
5" = (x) — Ax?,x), ..,x°) nokatdaky bahasy onuii f{AX°) bahasyn-
dan uly bolsa, onda x{ + Ax] nokady iiytgewsiz galdyryarys. Beyleki
yagdayda x° nokady X' nokada, ya-da x''nokada, olaryn haysysynda
funksiyanynl bahasynyn onun basky bahasyndan kigiligine baglylyk-
da cgalysyarys. Bu algoritmi ulanyp, alnan nokatdan beyleki koordina-
talar boyunca barlag ddimini edyaris.

Eger barlayjy gozlegin netijesinde hi¢ bir sowly barlag ddimi adi-
lip bilinmese, Ax ululygy kiceldip diizetmeli. Sondan sonra yene-de
barlayjy gozlegi gecirmeli.

Eger barlayjy gozlegin netijesinde ifi bolmanda bir sowly barlag
adimi ddilen bolsa, onda ikinji &dime, yagny minimum {i¢in saylanan
ugur boyunga gozlege gecyaris.

Minimum ii¢in saylanan ugur boyunca gozleg. Barlayjy g6z-
legin netijesinde biz x°! nokady alyarys. x°'—x° ugur funksiyanyn ke-
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melyén ugruny kesgitleyar. Sol sebdpli bu ugur boyunca funksiyanyn
minimallagdyrmasyny alyp barayarys:

minf{x°+1-(x"'-x°)).

Minimum ii¢in saylanan ugur boyunca gozlegde her bir iytgeyan
ululyk boyunga ddim barlayjy gozleg dowriinddki adimin ululygyna
baglydyr. Eger minimum ii¢in saylanan ugur boyunca gozlegde sowly
ddim edip bolsa, onda onun netijesinde tdze x '=x*+A%(x"'-x°) yakyn-
lagsmany alarys. Bu yerde:

iozargmxin AX A (X 1-X0)).

X! nokatdan tdze barlayjy gozlege baslayarys we suiia menizesler.

Bu algoritmi her bir barlayjy gozlegde her tiytgeyédn ululyk bo-
yunc¢a minimumy gozlemek ya-da minimum {i¢in saylanan ugur bo-
yunca gozlegde funksiyanyil minimumyny goézlemén, tapylan ugur
boyunca dine A parametrin hemiselik bahasy boyunca ddim edip 6z-
gertmek bolar (1.4-njisurat).

1.4-nji surat. Hukui we Jiwsin algoritminde inminin
trayektoriyasynyin mysaly

§ 1.3. Birinji tertipli usullar

Gozlegin birinji tertipli usullarynda ekstremumyn gozleginde
funksiyanyil 6zi hakyndaky maglumatlar bilen birlikde onunl birinji
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ontimi hakdaky maglumatlar hem ulanylyar. Bu usullara diirli gradi-
yent usullar degislidir.

1.3.1. I ¢alt inme algoritmi

Goy, bize kébir oblastda lizniiksiz differensirlenydn f{x) funksiya
berlen bolsun. Funksiyanyn gradiyenti diyip i-nji diiziijisi (kompo-
nentasy) bu funksiyanyn degisli argumenti boyung¢a hususy oniimine
deni bolan wektor-funksiya aydylyar we asakdaky yaly belgilenilyar:

gradszf(aE)z(af of i).

ox, ' ox, ox,

Belli bolgy yaly, funksiyanyn islendik nokatdaky gradiyenti
onun bu nokatda i1l ¢alt lokal artyan ugruny gorkezyér. Sol sebapli,
f(x) funksiyanyn minimumy gézlenende onun gradiyentine garsylyk-
ly ugra, yagny in ¢alt inme ugry boyunca hereket etmek gerekdir.

In ¢alt inme prosesiniil ddimleyin (iterasiya) formulasy asakdaky
yaly kesgitlenilyar:

XFI=xk— AR ARXY)
ya-da
XEI=xt = 2 AR/ IAAX I =x"+2F-S*.

A parametriii diirli bahalarynda inme ugurlarynyn mese-milim
tapawutlanjakdygy aydyndyr. 4 parametrin uly bahalarynda inme
ugurlarynyn yoly yrgyldyly proses bolup, onun has uly bahalarynda
bu prosesiil dargamagy, yagny gozlenyin nokatdan daglagsmagy miim-
kin. /4 parametrin kici bahalarynda inme yoly yuwas liytgér we proses
yuwas-yuwasdan gézlenyin nokatda yygnanar.

Adatca, A-nyn bahasy

= arg min f{x -5

sert yerine yeter yaly edilip, birdlcegli minimallasdyrma meselesini ¢6z-
mek bilen saylanylyar. Bu yagdayda has ¢alt inme algoritmini alarys.

Eger 4 parametr birdlgegli minimallasdyrma meselesini ¢6zmek
bilen kesgitlenyin bolsa, nobatdaky gradiyent ondan 6n gelyén inmé-
nifi ugruna ortogonal bolar: Af{x*") LS*.
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Umuman, il ¢alt inme yagdayy islendik stasionar nokatda
(Af(x)=0) sonlanmagy miimkin. Sol sebépli her bir seyle nokatda pro-
sesiit sonlanandygyny ya-da soiilanmandygyny barlamak zerurdyr.

Algoritmin netijeliligi minimallasdyrylyan funksiyanynn gor-
niigine baglydyr. Meselem, islendik baslangyc yakynlasmada
fx) = x! + x; funksiya ii¢in ifi galt inme algoritmi bir 4dimde guta-
rar, f(x) = x; 4+ 100x; funksiya iigin bolsa éridn yuwas bolar (1.5-nji
surat).

1.5-nji surat. Funksiyanyn gorniisine gord inmiinin trayektoriyalary

Minimallasdyrylyan funksiyanyn derejeler ¢yzyklary goni ¢y-
zyk ya-da egri¢cyzykly ¢ukur gorniisli bolsa algoritmin netijeliligi pes
bolar.

In ¢alt inme algoritmi ekstremum nokadyndan daslasan yerlerde
calt, ekstremun nokadynyn golayynda bolsa yuwas yygnanar. Sol se-
bépli bu usul beyleki algoritmler bilen utgasdyrylan gorniisinde ula-
nylyar.

1.3.2. Kop parametrli gozleg

Mil bilen Kentrellint bu usuly [13, 15, 19] f(x) funksiyany mini-
mallagdyrmanyn gbzleg ugurlary boyunca iki saylama parametri ula-
nyp alyp barmaga esaslanandyr. Bu algoritmde hereketinl yzygiderligi
asakdaky yaly kesgitlenyér:

Xkl =xk— A VAXK) + A AxE 1, 3)

bu yerde Ax*-1 =xk —xk-1, k=1,2,3.
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Her bir 4dimde iki parametr boyunc¢a asakdaky minimallagsdyrma
meselesi ¢oziilyar:

Argliknf(fk — AL VAR 4 AF - xr-1),
!

Ondan sorira (3) formula boyunca nobatdaky yakynlasma tapyl-
yar. Prosesiit dowamynda

VI f(xx) VA(xk+1) = 0,
VTf(Y"“)W“ =0,
VI fxk+Dxk = 0

formulalaryii dogrulygyna goz yetirilip ulanylyar.

Birinji &dimde Ax*'=0 bolyar, x° bolsa oniinden berlen bolmaly.
k-njy ddimde:

Vf(x*) we Ax*~! = x* — x*~! hasaplanylyar.

Yorite usullaryf birinifi komegi bilen 2% we A* talap edilyén ta-
kyklykda tapylyar.

(1) formula boyunca x**! hasaplanylyar we 1-nji dédime geg¢ilyér.

Her bir n+1-nji 4dim Ax*'=0 denlikden baslanyar.

Hagan-da | V/(x*) |< € bolan yagdayynda proses togtadylyar.

Kret we Lewi [13] bu usuly kop parametrli yagday iicin ginelt-
diler. Olaryn teklip edyén usulynyn her bir &diminde nobatdaky ya-
kynlagsma

Tl =Tk = A VRGO + D0 A xi (4)

formula bilen tapylyar, bu yerde m<n—1. Seylelikde, her bir &dimde
f(x) funksiya berlen gozleg ugurlary boyun¢a minimallasdyrylanda

min f(xk — A VAR + DA, Axf—1>
i=1

P A
gorniisdiki mesele ¢oziilyar.

1. Gradiyent usulynyn manysy nimeden ybarat?

”' Soraglar / 2. Ifi galt inme usuly we onda ddimin ululygynyi saylanylysy.

/ 3. Kop parametrli gozlegin esasy ayratynlygy we kemgilikleri ndme-
den ybarat?
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§ 1.4. IKkinji tertipli usullar

Gozlegin ikinji tertipli usullarynda ekstremumyn goézleginde
funksiyanynl 6zi hakyndaky maglumatlar bilen birlikde onuil birinji
we ikinji tertipli onlimleri hakdaky maglumatlar hem ulanylyar. Bu
usullara Nyutonyn usuly we onun diirli gérniisleri degislidir.

1.4.1. Nyutonyn usuly

Bu metodyil esasynda f{x) funksiya {li¢in Teyloryn hataryndaky
liciinji we ondan yokarky agzalary taslanylanda alynyan, kwadratik
approksimasiya diyilyén asakdaky takmyny denlik duryar:

£ = fx) + VARG — X0 + %(y— XV V2AE)E — 55, (5)
bu yerde V*f(x*) = H(x*) — Gesséinit matrisasy diylip at berilyin, x*
nokatdaky f(x) funksiyanyn ikinji tertipli hususy ontimlerinin kwadrat
matrisasy.

Nyutonyfi usulynda gozlegin ugry (S%) seyle kesgitlenilyér. Eger
(5) anlatmadaky x-i x**! bilen galsyp, Ax*=x*"'-x* belgileme girizsek,
alarys:

fkD) = f(x0) + V! f(x) - Axk + %(f")TWf(E")(AW). (6)
(%) funksiyanyn Ax*-in ugry boyun¢a minimumy bu funksiyany

Ax-in1 her bir diiziijisi boyunga differensirlép alnan anlatmalary nola
dentllemekden alynyar:

VAxk) + V2 AX) Axk = 0 (7)
Bu yerden alarys:
Axt = —[V2AEO] VA, (8)
ya-da
Xkl = xk — [V2ARO ] VAR, 9)

Bu yagdaya cenli ddimin ululygy hem, gozlegiin ugry hem doly
kesgitlenildi.

Eger f(x) kwadrat funksiya bolsa (giibercekligi asak), onda mini-
muma ¢enli bir 4dim yeterlik (/.6-njy surat):
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Ax) = [V FG)] " VD) Ax§ =—[VFD]" - V&Y

20 2L T ! 20 x3
AxY =—[Vf@ED] - VA9 :
1.6-njy surat. Kwadrat funksiya iicin Nyutonyn usuly boyunca inménin
trayektoriyasy

Yone, umuman aydylanda, ¢yzykly dil Ax) funksiya {i¢in bir
ddimde minimuma yetilmeyéar. Sol sebépli, (9) tapgyrlayyn formula
adatca asaky gorniise getirilyér:

P [V2 A0 VAR
[V RGO VAR

xk+1l = xk —

(10)
va-da

Xkt = xk = A VGO VAR = 3= AH VA, (1)

bu yerde A*— ddimin uzynlygyny gorkezyan parametr.
Inménin ugry:
St =— H'VAXH).

(10) ya-da (11) iterasion proses ony saklamanyn kébir kabul edilen
kriterisi yerine yetydncd dowam etdiriler.

f(x) funksiyanyn iki gezek differensirlenyén sertinde Nyutonyin
usulynyn yygnanma serti Gessanin H(x*) matrisasynyn polozitel kes-
gitlenen bolmagydyr.

Kéhalatlarda her ddimde H(x*) matrisany hasaplamak kesgitli
kyngylyk doredyar. Sol yagdayda Nyutonyn usulyndan basga, onuil
tiytgedilen gorniisi ulanylyar. Onuii manysy seyle. Goy, baslan-
gy¢ yakynlasma eterlik gowy bolsun. IIki bilen [V2Ax9)]' matri-
sa hasaplanylyar we indiki iterasiyalarda [V2A(x*)] ' matrisa derek
[V2A&)] "' matrisa ulanylyar.
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Nobatdaky yakynlagma
w1l = xk— A[VARO ] VARY = 7 — A H NGO VAR
denlik bilen kesgitlenilyér.

Elbetde, bu yagdayda minimuma yetmek {i¢in gerek bolan tap-
gyrlaryil sanynyn artmagy miimkin, yone ona garamazdan, proses ne-
tijeli bolar.

Gradiyent usullary, hususan hem in ¢alt inme usuly yygnanma-
nyn ¢yzykly tizligine eyedir. Nyutonyn usuly bolsa, yygnanmanyn
kwadrat tizligine eyedir.

Nyutonyn usuly onufl yygnanmagynyi zerur we yeterlik sertinin
yerine yetyin yagdayyndan has netijelidir. Yone, haysy hem bolsa bir
berlen f(x) funksiya ti¢in bu sertin yerine yetyindigini barlamak kyn
meselelerin biridir.

5 1. Néhili funksiyalar ti¢in ikinji tertipli usullary ulanmak netijeli?
‘)A f 2. Nihili sertlerde Nyutonyn usulynyn iiytgedilen gérniisi yygnanyar,
haysy sertlerde dargayar?

3. Usulyn yygnanmagyny {ipjlin etmek ligin doredilyén algoritmde
niameleri goz oniinde tutmaly?

§ 1.5. Uytgeyiin metrikaly usullar

Uytgeyin metrikaly usullara basgaga kwazinyuton usullary ya-da
uly d4dimli gradiyent usullary hem diyilyar.

Bu usullarda gozleg prosesi wagtynda ikinji tertipli hususy
onlimleriii matrisasynynl ya-da ofia ters matrisanynl approksimasiyasy

amala asyrylyar.
Nobatdaky yakynlasma asakdaky yaly kesgitlenyar:
Xkl = xk 4+ A S* = xk — A (xR VARH), (12)

bu yerde kédhalatlarda ugurlaryn matrisasy diylip at berilydn
n(x*) — matrisa
[HEOT' = [V )]
matrisanynl approksimasiyasi bolup hyzmat edyar.
Maksady gorkezyin kwadrat funksiya tligin
F(x) = fx0) + VI Ax9) - (x — x%) + %(y— X V2AXR) - (x — x40,
bu yerde V?f(x*) = H(x").
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Eger bu anlatmada x-ifi deregine x*"!-i goyup, differensirlesek,
alarys:
Vixk+1) = VAX®) + HXO)(ek+1 — x4,
VA(xk+1) — Vix = H(x*)(xk+1 — x5).
[H(x")]"'-e kopeldip alarys:
L= HGE VAR ) = VA (13)

Eger bu yerde f(x) kwadratik funksiya bolsa, onda H(x*)=H=const
hemiselik matrisa bolar.

(13) denlema [H(x)]"' ya-da H(X) matrisalary f{x), VAX) we
Ax-leriii berlen bahalarynda approksimirlemek ii¢in zerur bolan nébelli
parametrli n nébellili # denilemelerin ulgamy hokmiinde garap bolar.

Beyle denillemeler ulgamyny ¢ozmek ti¢in diirli usullary ulanyp
bolar.

Usullaryn aglabasynda [H(x*+!)]"' matrisa 6fiki k-njy ddimde
alnan maglumatlara gord approksimirlener:

[HG DT = w7t = 0(f + A7), (14)

bu yerde #* — 6nki ddimde [H(x*)]'-matrisany approksimirleyan mat-
risa.

Umuman, 7*=n*(x*)-(14)-de An* kesgitlenilydn matrisadyr, o
bolsa kop yagdayda bire den bolan kopeldijidir.

Ank-in saylanyp alnysy iiytgeyan metrikany kesgitleyén yagday-
dyr.

Usulyn yygnanmasyny iipjiin etmek {i¢in oz *' matrisa polozitel
kesgitlenen matrisa bolmalydyr we A '-nin (13)-de ornunda goyulan-
da bu denilemini kanagatlandyrmalydyr.

(k+1)-nji ddimde x*, VAx*) VAX**") we i ululyklary kesgit-
lap bolar we ony #*"!-1 (13) denlik yerine yeter yaly edip kesgitlemek
gerek bolar.

(13)-anlatmadan (14)-i goz 6niinde tutup alarys:

Ve = o [V - )] = 0

we
" Ag=1/w Ax*. (15)
" 1=n"+An* bolyandygy ti¢in (4)-iifi esasynda:
AntAgt=1/w AX*-n*Ag* (16)

denlemini An*-a gord ¢ozmek zerurdyr.
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Goni ornunda goyma usulynynn komegi bilen (16) denleménin
¢cOziiwinin
A

=l

Gy AgtT
. Agk - ZT'A§k (17)
gorniise eyedigini goreris. Bu yerde z we ¥ n dlgegli islendik wektor-
lar.
Meselem, eger w=1 ligin Ax* we Ay*Ag* ugurlaryn yorite kom-
binasiyasy saylanylsa, onda
Z=p=AX* -yt Ag*

------

ARt

@

!
|

Eger
AT, 7= A"
diylip alynsa, onda An*"! matrisa Dewidonyin-Fletcerifi-Pauellii

z we y wektorlaryn islendik wektorlardygy sebépli bu yerde bas-
ga miimkingilikleriii bolmagy hem miimkin.

Eger bu algoritmlerde Ax* ddimler f{x) funksiyanyfi S* ugur bo-
yung¢a minimallagdyrylmasy netijesinde yzygiderli gurulsa, onda
(15)-1 kanagatlandyryan An*"! simmetrik matrisanyn hasaplanylyan
islendik usullaryn dhlisi 6zara ¢atrymlanan ugurlary bererler.

1.5.1. Dewidonyn-Fletcerin-Pauellin usuly

Uytgeyin metrika usulynyi algoritmleriniii esasy tapawudy
An-in tapylysyndadyr. Dewidonyn-Fletcerin-Pauellin algoritminde
An-in rangy 2-a dendir. #-matrisa kwadratik funksiya ii¢cin #» 4dimden
son:

[HGOT ! = [V2AED]! (18)
matrisa bilen gabat geler yaly edilip hasaplanylyar.

Basky 7° matrisanyn deregine adatca birlik matrisa alynyar: #°=E.

Dewidonyn-Fletcerin-Pauellini algoritminde An*

=AY, 7=k Ag
anlatmalary (17) denlemede ornunda goyup alynyar:
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1 Axk-(AxY)
o (Ax4) - Agh
7'zt (agy) ()
(ag) - () - gt

Bu yerde A¥ we B* simmetrik matrisalardyrlar, sol sebépli An*
we An*! matrisalar hem simmetrikdirler.

Bu usul iiytgeydn metrikaly usullaryn in netijelileriniii biridir.
(19) aillatmany ulanyan algoritm asaky sertler yerine yetende has hem
netijelidir:

1) fix*) hasaplananda edilyén tegeleklemelerddki yalnyslyklar
uly dil;

2) Anp* matrisa hasaplama prosesinde «gowulanyar».

Bu usul boyunga optimallasdyrma wagtynda inméniil gradiyent
ugrundan kem-kemden nyuton ugruna gegmek amala agyar. Seylelik-
de, her usulyn artykmaclygy ona degisli wagtda ulanylyar.

A* matrisanyn (19) anlatmadaky orny #—H"' ymtylmany iipjiin
etmekdedir. B* matrisa bolsa &hli hasaplama dowriinde Ax*! matri-
sanyn polozitel kesgitlenen bolmagyny iipjiin edyér. (19) anlatmany
n°-dan baslap birndge ddimlerde ulanalyn:

n'=E+A4°-B°,
P=n'+A'— B'=E+(A+ A" (B+B"), ...

k k
T =E+ > A=Y B
i= i=1

i=1

A??k+l — Aﬁk"'Ak_Bk —
(19)

Maksat funksiyasynyn kwadratik funksiya yagdayynda, k=n—1
k ) k .
bolanda H™' = > A’ deiilik yerine yetmelidir, ) B’ jem bolsa bas-

i=1 i=1
langyg¢ 7, baha bilen gabat geler yaly edilip gurulyar.

Maksat funksiyasy kwadratik funksiya bolanda ulanylyan gozleg
ugurlary biri-birine ¢atylandyr. Edil su-da usulyn netijeliligini kesgit-
leyar.

1.5.2. Pirsonyn algoritmi

Eger (17) anlatmada y=z=Ax* we w=1 den diylip alynsa, ugur-
laryn matrisasynyn nobatdaky yakynlasmasy asakdaky aiilatma bilen
kesgitlenyar [15]:
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[Ax* — 7 - Ag](ax)”
(Ax9)" - Agt
bu yerde #°=R° islendik polozitel kesgitlenen matrisa.
Pirsonyn ikinji algoritmi adyny alan bu algoritm, adatca gozlegin
in gowy dél ugurlaryna getiryér.
Pirsonyn ti¢iinji algoritmi (17) anlatmada y=z=n*Ag" we w=1
parametrlerin goyulmagy bilen alynyar. Bu yagdayda iterasion for-
mula asakdaky gorniise eye bolyar [16]:

e e At =2t agt] [0t agt]

=N+ — —
bu yerde #°=R° (Agh" 7 Agt

Bu algoritm has netijeli hasaplanylyar.

7 =0t + , (20)

, 1)

1.5.3. Nyutonyn-Rafsonyn algoritmi

Bu algoritm Nyutonyn-Rafsonyn algoritmi ady bilen belli bol-
sa-da Pirson tarapyndan hodiirlenip [19], ol (17) anlatmada w—oo,
z=n* Ag* bolanda alynyar. Bu yagdayda iterasion formula asakdaky
gorniise eye bolyar:

7l = g = [77kA ) gk] ) [77k ) Agk]T (22)
(AghH" 7' Agt T

bu yerde #°=R".

1.5.4.Grinstadtyn we Goldfarbyn usullary

Bu usulda ugurlar matrisasynyn nobatdaky yakynlasmasy asak-
daky aflatma bilen kesgitlenilyér:

,7 k+1:7,] k+A,7 k‘
Gringtadtyn algoritminde [13]:

A k: 1 .
T gy Ay

'{Afk'(Agk)Tnk +7° Agh(AxH)" —

B [(Agh)"Ax* — (AgY) 7" Agt]- 7" - Ag*(Ag") 7' | (23)
(AgH)" 7' AgH J
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Goldfarbyn algoritminde [13]:

A= (Ag?k)rb;k.Agk{Ayk(Agk)TﬁkJr 7 AgH(AT) —

|y 4 [Cag At
(Ag9)" 7" Ag*
Netijeliligi boyunca bu usullar Dewidonyn-Fletgerin-Pauellin al-
goritmi bilen denesdirerlikdir.

7t Agk(A§k)Tnk}- (24)

1.5.5. Fletcerin algoritmi

Fletcer tarapyndan kwadrat funksiya ii¢in » 4dimden son prose-
sin ahyryny gorkezyén sertin taslanyp, seyle funksiyalar ti¢in #—H"'!
(yagny n—H ' matrisanyn hususy bahalaryna ymtylyar) ymtylmanyn
ipjiin edilmesi talap edilyén usul hédiirlenildi.

Fletcer tarapyndan # matrisanyil nobatdaky yakynlagmasy ii¢in
alnan anllatmasy agakdaky gorniise eyedir [15]:

.ﬁk.[E_ AgH(Ax9)" " Ax*- (Ax+)" (25)

e _ | g AXF(AgH)”
(Ax*)" - Agh| (AXH)T- Agh

(Ax*)" - Agk

7

Yone Fletger tarapyndan 5 matrisany hasaplamak iigin teklip edi-
len algoritmde ol kébir sertlerin yerine yetirilisine gora diirli gérniisde
hasaplanylyar:

(1) (Agk)T.H—l ()?k)'Agk<(A§k)T'77k'A§k

densizlik yerine yetende nobatdaky 7! yakynlagsmany hasaplamak
ticin Dewidonyin-Fletcerin-Pauellin algoritminddki (19) denlik ula-
nylyar;

b) (Agk)T‘H'l ()?k)’Agkz(Agk)T’i’]k'Agk

densizlik yerine yetende (25) deiilik ulanylyar.

Elbetde, a) we b) sertleri barlamak kyn we A (x*) matrisany
tapmaly bolyandygy {i¢in ol manysyny hem yitiryar. Sol sebdpli bu
algoritm peydalanylanda a) we b) sertler barlanylmazdan (25) deiilik
ulanylyar. Yotire test tigin funksiyalaryf iisti bilen bu yagdayda Flet-
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cerin algoritminin netijeliligi boyunga Dewidonyn-Fletcerin-Pauellin
algoritminden pes netijelidigini gotkezip bolar.

Dewidonyn-Fletcerin-Pauellin we Fletgerin algoritmlerinifi neti-
jeliligi ulanylyan bir6lcegli gozleg usullaryny kesgitleyirler. Kopha-
latlarda ulanylyan ol ya-da beyleki usullardaky iistiinlikler sol birdl-
cegli gozleg usullarynyn netijeliligini kesgitleyr.

M= arg minf{x*+A-S)
2

meselini ¢ozmekde (bu yerde S*=—5(x*):VAx*)) bu usullar ulanylan-
da A% ululygyn optimal bahasy (0, 1) aralykda kub funksiyanyn inter-
polyasiyasynyn komegi bilen kesgitlenilyar. Bu yerde:

A= min{l,W}
A V' A(x0)S*

deriligin komegi bilen kesgitlenilydr. Bu yerde f f(x) funksiyanyfi
Skwektoryh ugry boyunga birdlgegli gozleg prosesinifi kdmegi bilen
tapylan in kici bahalandyrmasy. Eger A-nyn kub funksiyanyi interpol-
yasiyasynyi komegi bilen kesgitlenen bahasy A'-den uly bolsa, onda
synag ddimleri {igin A-nyn baslangy¢ bahalary
A1=0,14"

gorniisde alynyar. Bu yerde r birdlgegli gozlegdédki ddimlerin yzy-
giderliginin tertibi. Eger A<A’ we fAx*+A-S¥)<f, bolsa, onda birdlgegli
gbzleg tamamlanyar.

Umuman, birdlcegli gbzlegde kwadrat interpolyasiyanyn ulanyl-
magy kub interpolyasyyanyn ulanylmagyndan pes netije bermeyir,
algoritmler hem songarak netijelidir.

"’)ﬂ £ 1. Uytgeyin metrikanyi usullarynyn esasy ideyasy nimeden ybarat?
’_ — 7 2.Broydenifi usulynyn iterasion aflatmasy we algoritmifi ddimleri
néhili kesgitlenilyar?
3. Dewidonyii-Fletgerin-Pauellin algoritminde #*"! matrisanyn nobat-
daky yakynlagmasy nahili gurulyar?
4. Pirsonyn algoritminde #*'! matrisanyil nobatdaky yakynlagmasy
néhili gurulyar?
5. Gringtadtyn we Goldfarbyn algoritminde #
ky yakynlasmasy nihili gurulyar?
6. Fletcerini algoritminde #*"! matrisanyii nobatdaky yakynlagmasy
nahili gurulyar?

¥1 matrisanyt nobatda-
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§ 1.6. Jerime funksiyalary usullary

Amalyyetde has kop yayran optimallasdyrma meseleleri ¢éklen-
dirmeleri bar bolan meselelerdir, yagny kébir ¢éklendirmeler ulga-
myny kanagatlandyryan optimal ¢oziiwi tapmak meseleleridir. Sert-
siz optimallagdyrma meselelerinifi netijeli usullarynyii bar bolmagy
bu usullary sertli optimallasdyrma meselelerini ¢6zmekde ulanmaga
ymtylynmagyna getirydr. Onun iicin sertli optimallagdyrma mesele-
lerini 6zgerdip, olary sertsiz optimallasdyrma meselelerine getirmek
zerurdyr.

Goy, asakdaky sertli optimallagdyrma meselesini ¢cozmek gerek
bolsun:

min (D) b, @), j=1, 2.....m; g @=0, j=m+1, m+2, ..., k}. (26)

Bu yerde maksady gorkezyédn funksiya we ¢idklendirmelerin ul-
gamyndaky funksiyalar giibercek funksiyalardyr.

Jerime funksiyalary usullarynyn esasy manysy seyledir [19]. Tlki
asakdaky yaly komekg¢i funksiya gurulyar:

O(x,7) = f) + 3" ry- H[h, (O] + Zizm
Bu funksiya (26) meselédnin yakynlasan ¢oziiwi asakdaky sertsiz

meselelerin yzygiderliginin ¢oziilmegi netijesinde tapylar yaly edilip
gurulyar:

1618, (0] (27)

+

min Q(X, 7). (28)
Jerime funksiyalary usullarynda H(u) we G(u) funksiyalar de-
gisli cdklendirmeler kanagatlandyrylmadyk yagdayynda noldan ta-
pawutly (polozitel) bolar yaly edilip saylanylyar. (27) funksiyanyn
minimallasdyryandygy sebépli, ¢dklendirmelerini bozulyan ugruna ta-
rap hereket onayly déldir. Beyle usullarda H(u) we G(u) funksiyalar
yolbererli oblastyn i¢inde nola den bolmalydyrlar. Meselem, agsakda-
ky céklendirmelerde

g, (x)—07° bolanda G, [g; ()]0 bolmaly.
(26) meseldnin yakynlasan ¢oziiwi (28) meselelerinl yzygiderlik-

leri r—w,j=1,2,..., k bolanda ¢oziilip alynyar. Degisli usullar dagky
nokadyi usullary diylip hem atlandyrylyar (1.7-nji surat).
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1.7-nji surat. Ciiklendirmeler yerine yetmedik yagdayynda
jeriménin emele gelsi

Pésgelcilik funksiyalary usulynda [19] yolbererli oblastda H(u)
we G(u) funksiyalar noldan tapawutly edilip, yagny olar bu oblas-
tyn icki nokatlarynda noldan tapawutly kici bahalara eye bolup, onun
ciklerine i¢ki nokatlar boyuncga golaylasylanda poloZitel uly bahalara
eye bolar yaly edilip saylanylyp alynyar. Meselem, densizlikler ¢ék-
lendirmeleri

g (X)—0* bolanda G/_ [gj (x)]—0 bolmaly.
Beyle usullara icki nokat usullary diyilyir. Bu gorniisli jerime-
ler funksiyalaryny (pasgelcilikler funksiyalaryny) ulanyan algoritm-

lerde gozleg wagtynda x nokadyn elmydama yolbererli oblastyn icki
nokady bolup galmagy talap edilyér (/.8-nji surat).

=

1.8-nji surat. Oblastyn ¢éginin yakynlarynda pésgelcilikleriii emele gelsi
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(1) meseldnin yakynlasan ¢oziiwi r—0,(=1,2,....k) bolanda (3)
meselelerin yzygiderligi ¢oziilip alynyar.

Denlikleri ¢caklendirmek maksady bilen jerime funksiyalary say-
lanylanda adatca

[#, (¥)]—0 bolanda H_ [#, (x)]—0

bolmagy talap edilyir. Bu serti kanagatlandyryan funksiyalar bolup,
meselem, asakda getirilen funksiyalar hyzmat edip bilerler.

D) H;[h, ()] =|h;)]|

2) H[h,(x)] = (h;(X)},

3) H,[h;(X)] = (h; (X)), @ jiibiit san.

Densizlikleri ¢dklendirmek maksady bilen jerime funksiyalary
saylanylanda

g, (¥)<0 bolanda G, [g, (x)]=0 bolmagy:;

g (x)>0 bolanda bolsa, G, [g (9]0 denisizligin yerine yetmegi
talap edilyar. Bu serti kanagatlandyryan funksiyalar bolup, meselem,
asakda getirilen funksiyalar hyzmat edyar:

D Gy[g; 0] = {8, +|g,O]},

2
2) Gy[g,)] = (148, +|g,@})

3) Gy[g,®)] = (L8, +|g,®}), (a— jiibiit san)

Deinsizlikleri ¢dklendirmek maksady bilen pasgelgiliklerin funk-
siyalary hokmiinde, meselem agakda sanalyan gorniisli funksiyalary
saylap alyp bolar:

S

1) G,lg;(X)] = —gj(y_c) ;

2) G;[g;(x)] =~ In[—g, ()]

Jerimeler ya-da pésgelcilikler funksiyalary usullary ulanylanda
yerine yetirmeli amallaryn yzygiderligi:

1) (26) meseld esaslanyp, (27) funksiyany guryarys. x-ifi baglan-
gyc¢ yakynlagsmasynyn we r, jeriménin baslangy¢ bahasyny saylamaly.

2) (28) meseléni ¢ozmeli.

3. Sargyt Ne 2463
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3) Eger alnan ¢oziiw ¢idklendirmeler ulgamyny kanagatlandyr-
masa, onda jerimeler funksiyasy usuly ulanylanda r; koeffisiyentle-
rin bahalary ulaldylyp, yene-de (28) mesele ¢oziilyar. Péasgelcilikler
funksiyalary usuly ulanylanda oblastyn ¢édginde ¢oziiw alyp bolar ya-
ly r, koeffisiyentleriii bahalary peseldilyir.

4) Eger alnan ¢oziiw kesgitli takyklyk bilen ¢édklendirmeler ulga-
myny kanagatlandyrsa, bu proses bes edilyér.

. Jerimeler funksiyalary usullarynyn esasy manysy ndmeden ybarat?

. Bu usulda meselelerin néhili yzygiderligi ulanylyar?

. Pasgelciliklerin funksiyalary usulynyn ayratynlygy ndmeden yba-
rat? Bu usulda meselelerin ndhili yzygiderligi ulanylyar? r, koeffi-
siyentlerin bahalary nahili iytgeyérler?

4. Jerime funksiyalarynyn gorniisleri barada giirriiin berin.

5. Pasgelgilik funksiyalarynyn gérniisleri barada giirriini berin.

§ 1.7. Gozlegin statistiki usullary

usullar optimal ¢oziiwleri gurmakda giiidden ulanylyar. Onun sebébi
Olcegin ulalmagy bilen 6iiden belli (kesgitli) usullarynl netijeliliginiii
peselyédndigindedir. Beyleki bir tarapdan, kéhalatlarda kesgitli usulla-
ry ulanmak ti¢in gerek bolyan maglumatlar yetmezgilik edyér. Statis-
tiki algoritmler, esasan dolandyrys ulgamlarynyn optimal ¢oziiwleri
gozlenilende ulanylyar (/.9-njy surat). Bu ulgamlarda netijeler difie
onun girisinde x-dolandyrys tésirlerinin ululyklary berlende emele
gelyar. Seyle yagdaylarda statistiki algoritmler kesgitli usullardan has
netijelidir.

y=AX)
> AX)belli diil 5

1.9-njy surat. Ulgamy optimal dolandyrmanyi statistiki usullaryny
ulanmak bilen uly 6l¢egli meseleler ¢oziilende
ya-da global ekstremum gozlenende has uly netijeler alynyar.
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Statistiki usullar ya-da totinleyin gozlegin usullary diyip mak-
sat funksiyasy hakda maglumatlar yygnalanda ya-da onun bahasyny
gowulandyrmagyn is¢i ddimleri saylananda totinlilik elementleri dus
gelinyin usullara aydylyar. Totanlik bilen inme ugry, ddimin uzynlygy,
ciklendirmeleriin bozulan yagdayyndaky jeriménii ululygy we sulara
meiizesler saylanylmagy miimkin.

Statistiki usullar asakda sanalyan artykmaglyklara eyedir:

— programmalaryn ise girizilmeginin yonekeyligi;

— dhtibarlylygy we sowsuzlyga durnuklylygy;

— kop yerlerde ulanylyanlygy;

— Owrediji amallaryn we gozlegin algoritminin girizilme mim-
kingiligi;

— optimal ¢ozliwi ¢caklama amallarynyn girizilme miimkingiligi.

Bu usullaryn esasy yetmezgiliklerine minimumy goézlenyéan funk-
siyanyil bahalarynyn kop gezek hasaplamaly bolyandygy we ekstre-
mumyn tdwereginde yygnanma tizliginin pesligi degislidir.

Statistiki usullaryn artykmaclygy meselelerin ol¢eginii artmagy
bilen yokarlanyar diylip hasap edilyér. Sebébi meselelerin dlgeginin
artmagy bilen hasaplamaga gidyan ¢ykdajylar (meselem, wagt) kesgit-
li usullarda statistiki usullara garanda has ¢alt artyar (1.10-njy surat).

1.7.1.Yonekey totinleyin gozleg

Goy, bize Xe[A4, B] sertde f{x) funksiyany minimallasdyrma me-
selesini ¢cozmek gerek bolsun (1.10-njy surat).

A

X,

=
=
N

S
w

1.10-njy surat. Yonekey totinleyin gozleg
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Bu oblastdan defidlgegli paylasdyrma kanuny boyunca X, totén-
leyin nokady tapyp, bu nokatdaky f(x) funksiyanyfi y =f(x,) bahasy-
ny tapalyn. Sofira edil sonufi yaly edip X, totédnleyin nokady tapyp,
bu nokatdaky f(x) funksiyanyn bahasyny (y,=f(x,)) tapalyfi. Bu ba-
halaryn kigisini we funksiyanyn sol ki¢i bahasynyn kabul edilydn
nokadyny yatda saklalyn. Sonira téze bir totidnleyin nokady tapyp,
sol nokatdaky f{(x) funksiyanyil bahasyny tapalyn. N gezek gecirilen
seyle tejribeden son, olaryn arasyndan it gowusyny, yagny funksi-
yanyi in ki¢i bahasy kabul edilydn nokady saylayarys.

Berlen takyklyk bilen ¢oziiwi (funksiyanyn in kici bahasy ka-
bul edilyin nokady) tapmaga gerek boljak tejribdnin sanyny, yagny
gerek boljak nokatlaryn sanyny bahalandyralyn. Goy, n — liytgeyéan
ululyklaryin wektorynyn 6lcegi bolsun. n—olcegli goniiburclugyn
gowrilimi:

V=T[(B-A)
bolar. !
Eger berlen meseldnin ¢oziiwini her bir iytgeyan ululyk boyunca
¢, (=1, 2,..., n) takyklyk bilen tapmak gerek bolsa, onda biz optimal
nokadyn

‘/521:[]81'

gowriimli golay toweregine diismige ymtylmalydyrys. Bu golay to-

werege bir synagda diismegin dhtimallygy P. = E Ona diismezligin
dhtimallygy 1-P_den. Synaglaryn 6zara bagly délligi sebapli, N gezek
gecirilen synagda bu golay towerege diismezligimizin dhtimallygy
(1-P )N dei bolar.

N gezek gecirilen synagda (tejribede) bizin ¢ozliwi tapmagymy-
zyh dhtimallygy:

P=1-(1-P)"

bolar. Bu yerden berlen takyklyk bilen ¢oziiwi (funksiyanyn ini kici
bahasy kabul edilyén nokady) tapmaga gerek boljak tejribaniii (syna-
gyn) sanynyn bahalandyrmasynyn
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InQ — P)
N - )
boljakdygy gelip ¢ykyar.

Berlen ¢, (i=1, 2,..., n) takyklyga we V ululyga dayanyp, P, ahti-
mallygy kesgitldp bolar. Seyle-de P dhtimallygy oniinden berip, ona
we P_dhtimallyga gord N synagyfi (tejribdnifi) sanynyi néhili Gytge-
yandigini gdrmek bolar (1./-nji tablisa).

Has ¢ylsyrymly geometriyaly oblastlardaky ekstremal meseleler
¢oziilende ol oblasty n Olgegli parallelepipedin i¢ine salmaly. Son-
ra bu n oOlgegli parallelepipedde toténleyin nokatlar dendlgegli pay-
lasdyrma kanuny boyunca saylanyp alynyar we olaryn diiie berlen
yolbererli oblasta degislilerini saklap galyarys (1.11-nji surat).

1.1-nji tablisa

P P
0.8 0.9 0.95 0.99 0.999
0.1 16 22 29 44 66
0.025 64 91 119 182 273
0.01 161 230 299 459 688
0.005 322 460 598 919 1379
0.001 1609 2302 2995 4603 6905
A
x2
BZ
X X
b3
B, 5
A 1 »

2

1.11-nji surat. Cylsyrymly oblastdaky yonekey totdnleyin gozleg
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Gozlegler ugrukdyrylmadyk we ugrukdyrylan totinleyin gozleg
diyen gorniislere boliinyar.

Ugrukdyrylmadyk totinleyin gozlegde islendik sonky synag-
lar oniki synaglaryn netijesine bagly dillikde gecirilyér. Beyle goz-
legde yygnanma hayal bolyar. Yéne bu usulyii artykmaglygy onuii
komegi bilen kop ekstremal meseleleri ¢6zmekde mese-milim yiize
cykyar. Bu gozlege yokarda seredilen yonekey toténleyin gozleg my-
sal bolup biler.

Ugrukdyrylan totinleyin gozlegde islendik diirli synaglar 6za-
ra biri-biri bilen baglydyrlar. Gegirilen synaglary netijeleri soniky sy-
naglary guramakda ulanylyar. Adatca, totanlik gézlegin ugry kesgitle-
nilende ulanylyar. Bu usullarda yygnanma yokarydyr, yone olar difie
lokal ekstremumlar gézlenende ulanmaga yaramlydyrlar.

1.7.2. Ugrukdyrylan totinleyin gozlegin
yonekey algoritmi

Jiibiit synagyn algoritmi. Bu algoritmde synag we is ddimleri
anyk boltinendir (/.12-nji surat).

Goy, x* nokat k-njy ddimdéki f{x) — funksiyanyn ki¢i bahasy-
ny beryian nokat bolsun. Dendlgegli paylasdyrma kanuny boyun-
¢a paylanan £ totdnleyin wektor saylanylyp, gozlenyin x* nokadyn
iki tarapy boyunca hem synag gegirilyir. Yagny f(x) funksiyanyi
x1,=x*+g-& nokatlardaky bahalary tapylyar. Bu yerde g — synag #di-
mininl ululygy.

Is adimi maksat funksiyasynyn kemelyén tarapyna gabat gelyin
ugur boyunca alnyp barylyar. Nobatdaky yakynlagma asakdaky den-
lik boyunga kesgitlenilyar:

xH=x*+Axt=x*+a-&sign[f(x*—g- ) Ax* +g-&)].
Bu algoritmin ayratynlygy onun «tolgunmaga» yokary meylinii

barlygyndadyr. Yagny, ekstremum tapylandan sofi hem algoritmiti
prosesi basga ugra alyp gitmegi miimkin.
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1.12-nji surat. Jiibiit synagy algoritmi

Ifh gowy synagyn algoritmi (/./3-nji surat). k-njy ddimde biz
x*-nokady alyarys. m sany totdan birlik wektorlary saylap alalyn:
&, &8 g€, g&,....g°¢ ugurlar boyunga synag ddimlerini adip,
fx) funksiyanyn x*+g- &, x*+g:¢,... x* g nokatlardaky bahala-
ryny hasaplayarys. Ugurlardan bu funksiya has uly kicelme beryin
¢"=argmin flx*+g-C) ugry saylap alyarys. Sol ugur boyunca:

Axk=)- Cf_ *
ululyga den bolan ddim adyaris.

A parametr il gowy synag boyun¢a minimallasdyrmanyi netije-
sinde ya-da basga kesgitli tertip boyunca kesgitlenyédn ugra gord alyn-
yar.

Synaglaryn sanynyn artmagy bilen saylanan ugur f(x) gradiyen-
tin ugruna yakynlagyar.

Eger f(x) funksiya ¢yzykly funksiya yakyn bolsa, onda inn gowy
we in pes netijeli synaglaryn arasyndan gozlegi caltlandyrmaga yar-
dam beryanini saylamaga miimkingilik bardyr. Bu yagdayda is ddimi-
ni in gowy netijeli ugra gabat gelydn ugur boyunca ya-da il pes netije
beryén ugra garsy ugur boyunga dtmek dogry bolar.
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1.13-nji surat. Iii gowy synag algoritmi

1.7.3. Statistiki gradiyent usuly

Berlen x* yagdaydan m sany totinleyin ugur boyunca m sany
baglanysyksyz g-&, g,,....g°¢, synaglar edip, alnan nokatlarda funk-
siyanyn bahasyny hasaplayarys. Her bir synag {i¢in funksiyanyn art-
dyrmasyny yatda saklayarys:

Aszﬂfﬁg'@ —fix).
Sorira agsakdaky wektor jemini tapyarys:

Af = igﬂ?
i=1

m—oo bolanda Af wektoryn ugry maksat funksiyasynyn gradi-
yentiniil ugry bilen gabat gelyir. m tiikenikli bolanda Af wektor gradi-
yentifi ugrunyn statistiki bahalandyrmasyny beryir. Af wektoryn ugry
boyunga is ddimi ddilyér. Netijede, nobatdaky yakynlagsma:

=5 1 (ATYIATT

anlatma boyunca kesgitlener.

Berlen ugur boyunga funksiyany minimallagdyryan A-nyn op-
timal bahasy kesgitlenende ifi ¢alt inme usulynyn statistiki gorniisi-
ni alarys. Determinirlenen (t6ténlikleriit yok bolan) algoritmlerden
tapawutlylykda bu usulda is ddimini m<n bolanda hem saylamaga
miimkingilik bardyr. m=n bolanda we koordinatalar oklarynyn ugru-
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na ugrukdyrylan totdnleyin dil ortogonal is 4dimlerinde bu algoritm
gradiyent usulyna owriilyér (/. 14-nji surat).

A

\J

1.14-nji surat. Statistiki gradiyent algoritmi

1.7.4. Giperkwadrat ugrukdyryjyly it gowy synag algoritmi

Yolbererli oblastyi i¢inde giperkwadrat gurulyar. Bu giperkwad-
ratyfl i¢inde m sany totdnleyin taslanan X, X,,..., X nokatlar alnyp,
funksiyanyn sol nokatlardaky bahalary hasaplanylyar. Gurlan nokat-
larynl arasyndan it gowusyny saylap alyarys. Seylelik bilen, giper-
kwadrat ugrukdyryjyly i gowy synag algoritminiii 1-nji dowriinde
tétinleyin nokatlaryfi koordinatalary a; < x, < b, i=1, 2,..., n) defi-
sizlikleri kanagatlandyryar. Bu yerde x 1=argipl1ir}n {f()?j)} maksat funk-
siyasyny minimallagdyryan nokat (/.75-nji Sul:é’t).

l\xz

1

B

1 xl

.
>

1.15-nji surat. Giperkwadrat ugrukdyryjyly ifi gowy synag algoritmi
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Bu nokada dayanyp tdze giperkwadrat guryarys. k-njy ddimde
funksiyanyil minimumy gazanylyan nokat (k+7)-nji ddimdaki téze gi-
perkwadratyn merkezi hokmiinde alynyar.

(k+1)-nji 4dimdéki tdze giperkwadratyn depelerinin koordinata-
lary asakdaky denlikler bilen kesgitlenilyar:

k k k k
al{c+1:Xik+1_bi;ai’ bik+1:xl(c+1+bi;ai,
bu yerde x| — k-njy ddimdéki giperkwadratdaky ifi gowy nokat (funk-
siyanyil minimumy gazanylyan nokat).

Totanlik bilen taglanan m sany nokatlaryn tisti bilen tdze giper-
kwadratda hem yokarda beyan edilen amallaryn yzygiderligini gayta-
layarys. Netijede, giperkwadratlaryn funksiyanyn kemelydn tarapyna
ugrukdyrylan orun iiytgetmesi bolup gecyir.

Owretme #hefili algoritmde giperkwadratlaryii taraplary yorite
girizilen diizglin boyunga ol taraplary liytgedyédn usuly kesgitleydn
kébir a parametrin komegi bilen tertiplesdirilip bilner. Bu yagdayda
(k+1)-nji ddimdaki tize giperkwadratynn depeleriniii koordinatalary
asakdaky deilikler bilen kesgitlenilyar:

k+1 k+1 bik_a;k k+1 _ o k+1 bik_aik
Y S A B 7
Giperkwadratlaryn taraplaryny tertiplesdiryén dogry saylanylyp
alnan usul gozlegin netijeli algoritmine getiryar.
Toténleyin gozleg algoritmlerinde ugrukdyryjy giperkwadratla-
rynl deregine ugrukdyryjy gipersferalar, ugrukdyryjy giperkonuslar
ulanylyp bilner.

1.7.5. Global gozleg algoritmi

Totanleyin gozleg kop ekstremumly meseleleri we ¢ylsyrymly
desgalar optimallasdyrylanda aygytlayjy orna eye bolyar. Umumy
yagdaylarda kop ekstremumly meseleleri ¢ozmek totanleyin hasiyetli
elementleri ulanmazdan miimkin daldir.

Global ekstremumy gbézlemegin kébir cemelesmelerine seredelin.

I algoritm. Yolbererli ¢oziiwlerii D oblastynda toténlik bilen
X, € D nokady saylayarys. Bu nokady baslangy¢ nokat hokmiinde
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kabul edip, kibir determinirlenen (totédnleyin hédsiyetli elementleri
yok bolan) usullaryn birinin ya-da ugrukdyrylan téténleyin gdzlegin
algoritminifi kdmegi bilen X, nokadyn towereginde bolan lokal eks-
tremumyn xi € D nokadyna inméni amala agyryarys (/. 16-njy surat).

Soiira téze totdnleyin x, € D nokady saylayarys we yokarda be-
van edilen usul boyunga onun towereginde bolan lokal ekstremumyn
X2 € D nokadyna inméni amala agyryarys we sufia menizesler.

Gozleg berlen m san gezek gaytalanylanda funksiyanyn o6iki lo-
kal minimum bahasyndan ki¢i baha tapyp bolmayan wagtynda togta-
dylyar.

1.16-njy surat. I algoritm

II algoritm. Goy, lokal ekstremumyn kébir x7 € D nokady al-
nan bolsun. Ondan son td f(x2) < f(x7) deiisizligi kanagatlandyryan
x, nokat tapylyan¢a ugrukdyrylan totinleyin gozlege gegyaris.

x, nokatdan kébir determinirlenen (toténleyin hésiyetli element-
leri yok bolan) usullaryni birinini kdmegi bilen ya-da ugrukdyrylan t6-
tanleyin gbzlegin algoritminifi kdmegi bilen f(x3) ) < f(x7) densizli-
gi kanagatlandyryan x> nokada gecyéris.

Sorira toténleyin gozlegin komegi bilen f(x3) < f(x3) densizligi
kanagatlandyryan tdze X, nokada gegyaris we ondan lokal ekstremu-
myn kébir x3 nokadyna inyéris we s.m.

Gozleg tize saylanan totdnleyin nokadyin islendigi tigin funksi-
yanyn bahasy onki lokal ekstremumdan uly bolanda togtadylyar we
sotiky nokat lokal ekstremum ¢oziiwin deregine kabul edilyar.
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III algoritm. Goy, x{ € D kébir baslangy¢ nokat bolup, ondan
lokal ekstremumyn nokadyna inme amala asyrylyan bolsun. Bu X7
nokatdan ya-ha t6tdnleyin ugra, ya-da xi — x{ nokada tarap funksiya
yene-de kemelip baslayanca hereket edyéris (/. 17-nji surat).

Alnan x9 nokat indiki gézlegin baslangyjy hokmiinde kabul edil-
yar. Netijede, lokal ekstremumyii tize x3 nokadyny taparys.

Eger f(x3 ) < f(x}) densizlik dogry bolsa, onda X7 nokat yatdan
¢ykarylyp, onuil yerini x3 nokat eyeldr. Eger f(x3 ) < f(x7) defisiz-
lik dogry bolsa, onda X1 nokada gaydyp gelip, ondan tétdnleyin ugra
tarap hereket edyaris.

1.17-nji surat. I1I algoritm

Gozleg 6nden berlen sanly synagdan son tdze lokal ekstremum
nokadyny saylamak basarylmadyk ya-da funksiyanyn bahasy yene-de
kemelip baslayan «tétdnleyin» ugur tapylmadyk yagdayynda togta-
dylyar we soniky nokat lokal ekstremum ¢6ziiwin deregine kabul edil-
Var.

Beyan edilen algoritm kopbaglanysykly oblastlarda global ekst-
remun gozlenilende hem ulanylyp bilner.

IV algoritm. Yolbererli ¢oziiwleriii D oblastynda m sany to-
tanleyin nokatlary saylap alyarys we olaryn arasyndan iii gowusyny,
yagny maksat funksiyasynyn bahasy minimum bolan nokady saylap
alyarys. Sylanylan nokatdan lokal inméni amala agyryarys. Inménin
trayektoriyasynyi tdweregini ona gaydyp gelmez yaly belgileyiris
(1.18-nji surat).
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Oblastyn galan boleginden yene-de totdnleyin nokatlaryn toplu-
myny saylap alyp, olarynl it gowusyndan lokal ekstremum nokadyna
inyéris. Tdze inménin trayektoriyasynyn toweregini hem ona gaydyp
gelmez yaly belgileyiris we s.m.

X

=

Wk

=
IS

1.18-nji surat. I'V algoritm

Gozleg synaglarynyn berlen sanynda lokal ekstremumyn gowu-
sy tapylmadyk yagdayynda togtadylyar.

Bellik. Totdnleyin gozleg usullarynyni determinirlenen usullar
bilen utgasdyrylmasy dinie kop ekstremally meselelerde ulanylman,
eysem ol determinirlenen usullarda kdbir kyngylyklara, meselem, dii-
wiin nokadyna dusulanda hem ulanylyp bilner. T6tdnleyin ugra ddilen
ddim determinirlenen usullarda dus gelyin ¢ykgynsyz yagdaylardan
cykmaga hem yardam beryir.

. Yonekey totanleyin gozleg usuly nime?

. Ugrukdyrylan we ugrukdyrylmadyk totinleyin gdzleg usullary ni-
hili kesgitlenilyar we olaryn tapawudy ndmeden ybarat?

. Ugrukdyrylan toténleyin gdzlege mysallar getirin.

. Ugrukdyrylmadyk t6ténleyin gozlege mysallar getirin.

. Statistiki gradiyentler usulynyn algoritminin ayratynlygy nimeden
ybarat?

6. Global gozleg algoritminin gurlugyna mysallar getirin.
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11 bsliim
CYZYKLY
PROGRAMMALASDYRMANYN MESELELERI

Matematikanyn ekstremal meseleleri we olary ¢ozmegin usulla-
rynyny Owrenydn boliimine matematiki programmalasdyrma diy-
lip at berilyar.

Umuman, ekstremal meseleler maksady gorkezyén kabir f(x , x,,
..., x ) funksiyanyfi g (x,, x,, ..., x ) < b, (i=1, 2,...,m), (f, g berlen funk-
siyalar, b, belli hakyky sanlar) sertleriii yerine yetyédn oblastynda ifi
uly ya-da if1 kici bahasyny tapmaklykdan ybaratdyr.

/; g, funksiyalaryn gorniislerine baglylykda matematiki program-
malagdyrma ¢yzykly we ¢yzykly dil programmalasdyrma bdliin-
yéar. Eger bu funksiyalar ¢yzykly funksiyalar bolsalar, onda degisli
Eger £, g, funksiyalaryfi it bolmanda biri ¢yzykly dél funksiya bolsa,
onda degisli meselelere ¢yzykly dil programmalasdyrmanyn me-
seleleri diyilyar.

Cyzykly ddl programmalasdyrmanyn meseleleriniii arasynda
has ¢uni 6wrenilenleri giiber¢cek programmalasdyrmanyi mesele-
leridir. Bu meselelerde maksady gorkezyin funksiya giiber¢ek funk-
siya we cdklendirmelerin oblasty giiber¢ek kopliiklerden ybaratdyr.
Maksady gorkezyin funksiyasynyn gorniisine baglylykda, giibergek
programmalasdyrmanyi meselesi kwadrat, drob-¢yzykly we para-
metrli, giibercek programmalasdyrmanyn meselesine we sulara
menizeslere owriilyér.

Hizirki informatikanyii amaly programmalagdyrma bdliiminin
Ostip yokary miimkingilikli derejd yeten dowriinde, matematiki prog-
rammalagdyrma adalgasy ylmy diinydde yatdan ¢ykma derejesine
yetdi. Indi matematiki programmalasdyrmanyn ¢yzykly, ¢yzykly dal,
parametrli we dinamiki programmalagsdyrma boliimlerinin meseleleri
ofiden bar bolan we yokary derejede islenip diiziilen usullaryni, komp-
yuter tilsimatynyn soniky miimkingilikleri bilen baylasdyrylan, sere-
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dilydn meselelerinn degisli ylmy pudaklarynyn ¢éklerinde alnyp ba-
rylyar. Matematiki programmalasdyrmanyi has ¢uil 6zlesdirilen we
ginden peydalanylyan boliimi ¢yzykly programmalagdyrmadyr. Onui
esasy meselelerinin nusgawy gorniislerininn ykdysadyyetden alnandy-
gy sebépli, onun usullary ykdysadyyetde ginnden ulanylyar. Cyzykly
programmalasdyrmada seredilyédn meselelerddki ahyrky maksat ké-
bir, 6z argumentlerine ¢yzykly bagly funksiyanyn ¢yzykly detilemeler
ya-da densizlikler ulgamy gorniisinddki ¢éklendirmelerin yerine yet-
yén sertlerinddki optimal (it uly ya-da in kici) bahasyny tapmaklyga
getirilyar.

§ 2.1. Cyzykly programmalasdyrmanyi meselelerine
mysallar

Islendik ykdysady mesele matematikanyii usullarynynn kdmegi
bilen ¢oziilende ilki ykdysady meselénin talaplary matematiki bag-
lanysyklaryn {isti bilen afiladylyar. Ykdysady manysy bolan nusgawy
meselelerin kébirine seredip gecelin.

2.1.1. Harajatlary yerlikli peydalanmak meselesi

Goy, kébir ykdysady pudak (kdrhana-zawod, fabrik) » diirli
ontim ondiiryén bolsun. Bu 6niimleri dndiirmekde peydalanylyan R ,
R, .., R gorniigddki harajatlaryn (is¢i giyji, ¢ig mal, gurallar we
suila mefizesler) mukdarlary, degislilikde b, b,, ..., b, bolsun. Su ha-
rajatlardan 7', T, ..., T, gornlsddki harytlary ondiirmeli bolsun. Bir
birlik T, harydy ondurmek ligin hokmany R, harajatdan a, birlik 6niim
gerek d1y1p hasap edelin (i=1, 2,...,m) (j= 1 2,...,1).

Goy, T, harydyn bir blrhglmn bahasy C, R harajadyn bir birli-
ginii bahasy d, bolsun. Bazar her T, gornush harytdan k mukdaryny
goteryér diyip hasap edelin. Yagny, T, gorniisli harydyn k den kop
ondiirilmegi maksada layyk dil.

Bu meselédni matematiki dile gegirelin. Goy, T, T, ..., T, haryt-
laryn 6ndiirilmeli mukdary, degislilikde x, x,, ..., x, bolsun. Onda,
bazaryn talabyna goréd asakdaky sertler yerine yeter:
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x <k, x,<k, ..,x<k. (1)

22—
Harajatlaryt mukdary 7', T, ..., T, 6niimleri tayyarlamaga yet-
meli. Meselem, 7', 7, ..., T, onumleri ondiirmek ti¢in R harajatdan
jemi sarp edilen mukdary asakdaky serti kanagatlandyrar:

a,x‘a,x*..ta, x<b

Beyleki harajatlardan sarp ediljek mukdarlaryny géz oniine tut-
sak, asaky ulgamy yazyp bolar:

a,x, + anx, + ...+ a,x, < b,

Ay X + Apy Xy + oo 4+ Ay X, = b,

2)

am1x1+am2x2+ .+a,,x _b

T’ 6niimin bir birligini dndiirmek t¢in edilyan ¢ykdajy (harydyn
0ziine diisydn gymmaty) S, diysek, onda ol:

S=a d+a, d+.+a d 3)
J .I ] mji m
bolar. 7' 6niimif bir birligini yerlemekden giryan arassa girdeji
47675 )
bolar. Hemme harytlary yerlemekden giryan girdeji
L=q, x*q,x,t.. q x (5)

diysek, seredilydn mesele (1) we (2) ¢éklendirmeleri kanagatlandyr-
yan

x>0, x,>0,..., x >0
(otrisatel dil) ¢oziiwlerin i¢cinden (5) funksiyany maksimuma owiir-
yan ¢oziiwi tapmaklyga getirilyéar.

2.1.2. Iymit garyndysyny tayyarlamak meselesi

Iymit garyndysyny tayyarlamak hakdaky meselelerin toplumy,
esasan berlen oniimlerden talap edilyén hésiyetlere eye bolan i1l arzan
oniimi-garyndyny tayyarlamakdan ybaratdyr.

Goy, O O 0 gornilisdiki oniimlerden iymit garyndysyny
tayyarlamak talap edllsm Bu 6niimlerin bir birliginin bahasy, degisli-
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likde c , c,,...,c, bolsun. Su dniimlerden asakdaky sertleri kanagatlan-
dyryan ini arzan bahaly iymit garyndysyny tayyarlamaly.

Garyndynyf diiziiminde: B, gorniisli madda (meselem, belok)
b, ululykdan, B, gorniisli madda (meselem, uglewod) b, ululykdan,
B, gbrniisli madda (meselem, yag) b, we solara mefizes, B, gorniisli
madda (komponent) b ululykdan az bolmaly dal.

0 0 O gornusdakl ontimlerin her birligindéki belogyn, ug-
lewodyn yagyn we beyleki maddalaryn mukdarlary 2.1-nji tablisada
berlen.

2.1-nji tablisa

Oniimler | Oniimleriii bir birli- Maddalar
ginin bahasy

B, B, B, - |B,
01 Cl all a12 a13 alm
02 Cz aZI a22 a23 o a2m
On Cn nl n2 n3 nm
Garyndydaky maddalaryn b, b, b, . |b,
zerur mukdary

Berlen meseldniin matematiki modelini diizelin. Garyndy tay-
yarlamak ii¢in Ol, 02,...,0’1 gornilisdiki ontimlerden alnan mukdar-
lary degislilikde x, x,,...,x diyip belgilesek, onda ¢éklendiriji sertler
asakdaky gorniisi alar:

a,x, + a,x, + ay %, + ...+ a,x,2 b,
A X, + Ay Xy + Ay X3 + .o+ A, X, = by,

6
a3 X + Ay Xy + Ay X, + ..+ 43X, = by, ©)
a,, X, + ay,%, + ay, %, + ...+ a,,x, = b,
x,20, x,>0,..., x >0.
n
Garynda sarp edilyin ¢ykdajy:
L=cx tex tex .. tex (7
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bolar. Diymek, iymit garyndysyny tayyarlamak meselesi (6) den-
sizlikler ulgamynyf x >0, x,>0,..., x >0 (otrisatel dil) ¢oziiwini tap-
maklyga getirildi. Bu ¢6ziiwleriil iginden (7) funksiyany minimuma
owiryin ¢oziiwini gozlemeli. Bu diyildigi ini az ¢ykdajy talap edyén,
(6) serti kanagatlandyryan iymit garyndysyny tayyarlamak gerek diy-
mekdir.

2.1.3. Ulag meselesi

Goy, birmenzes yiikleri bolan m sany 4, A4,...., A ugradyjy no-
katlar we bu yiiklere isleg bildirydn n sany B, B,,..., B, sarp (kabul)
ediji nokatlar berlen bolsun. Bu nokatlar 6zara haysy hem bolsa bir
yol bilen birikdirilen diyelin. Ugradyjy nokatlaryn yiikleriniii mukda-
ry degislilikde a, a.,..., a, bolsun. Sarp ediji nokatlary isleg bildiren
yuklerinifi mukdary degislilikde b, b,,..., b, bolsun. Ugradyjy nokat-
lardan sarp ediji nokatlara yiik dasamaklygyn i1 az ¢ykdajyly meyil-
namasyny tapmak meselesine ulag meselesi diyilyar. Ugradyjy no-
katlaryn yiiklerinint jemi mukdary sarp ediji nokatlaryn isleg bildiren
yiikleriniil jemi mukdaryna den bolsun. Bu yagday ulag meselesinin

;ai = ;bj (8)

gorniigli balans serti yerine yetirydn nusgasyna degislidir. (8) ser-
ti yerine yetirydn ulag meselesine ulag meselesiniii yapyk (dogry
balansly) modeli diyilydr. 4 -den B-e bir birlik yiiki dasamak {igin
cykdajy ¢, bolsun (i=1, 2,...,m) (=1, 2,...,n). Az ¢ykdajy edip, ug-
radyjy nokatlaryn haysysyndan haysy sarp ediji nokatlara na¢ce muk-
darda yiik ugratmaklygyn meyilnamasyny diizmeli. Ulag meselesinifi
matematiki modelini yazalyn.
X, bilen 4 -den B-e ugradylan yiikiin mukdaryny belgilesek, on-

da asakdaky ulgam alnar:

X+ X, + -+ Xx,=aq,

Xy FXgy 000 Xy, = @y, )

Xy +Xp+ 0 +Xx,, =a
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Edil yokardaky yaly edip, sarp ediji nokatlaryn isleg bildiren
yuklerinifi mukdarlarynyn, degislilikde b,, b,, ..., b bolyandygyny
g0z ontlinde tutsak:

X+ X+ +x,, =b,
Xy + Xy + X, = by, (10)

defilemeler ulgamyny alarys. Yiikleri dasamaklyga ¢ykarylyan umu-
my ¢ykdajy:

L= lelcl.jxij (11)
i=1j=
bolar. Diymek, (8) sert bilen (9) we (10) sertleri kanagatlandyryan ot-
risatel dal (xi]ZO) bu meyilnamalaryn i¢inden (11) ¢yzykly funksiyany
minimuma Oowlrydan meyilnamany tapmaly.

Biz ¢yzykly programmalasdyrmanyn has kop dus gelyén ii¢ sany
nusgawy meselesinin matematiki modellerini gurduk. Bu meseleler-
de dus gelydn funksiyalar ya-da baglanysyklar ¢yzykly funksiyala-
ryn {isti bilen berildi. Bu meselelerden gorniisi yaly, denlemeler ya-da
densizlikler gérniisdéki ¢dklendiriji sertlerde ¢yzykly programmalas-
dyrmanyn meselesiniit maksadyny gorkezyan funksiyanyi maksimu-
my (bu yerde in uly bahasy g6z 6niinde tutulyar) ya-da minimumy (il
kici bahasy) tapylyar. Seredilen meselelerden gorniisi yaly, ¢yzykly
programmalasdyrmanyn meselesi asakdaky ii¢ bolekden ybarat:

a,x, + a,x, +--+a,x,xb,
ay X, + a,yx, + -+ a,,xb,,

(12)

aml‘xl + am2x2 + -t amn‘xn*bm;
x,20,i=1,2,...,n), (13)
L=c x +cx,tex,+...+c x +c,— optimum. (14)

(12)—(13) ulgama ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesiniil
rammalagdyrmanyii meselesinin maksat funksiyasy diyilyar. (12)
ulgamda «#*» belginiii yerine «=», «>», «<» alamatlaryii bolmagy
mimkin. Bu alamatlaryn garysyk gorniisde bolmagy hem miimkin.
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Cyzykly programmalasdyrmada gozegcilik edilydn ulgamyii mate-
matiki modeli (12), (13) yaly ¢yzykly anlatmalaryin we (14) gorniisli
funksiyalaryi {isti bilen berilyar. Matematiki modeli ¢yzykly anlatma-
laryn ya-da ¢yzykly funksiyalaryn iisti bilen anladylan (12)-(14)-gor-
niisddki meselelere ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesi di-
yilyér.

§ 2.2. Cyzykly programmalasdyrmanyn
esasy meselesi

Eger ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesinde (12) ¢iklen-
dirmeler denillemeler gorniisinde bolup, maksady gorkezyén (14) funk-
siyanyn i1 kici bahasy gozlenilydn bolsa, onda ona ¢yzykly program-
malasdyrmanyi esasy meselesi (CPEM) diyilyér. Diymek, ¢yzykly
programmalasdyrmanyi meselesinde ¢édklendiriji sertler denilemeler
gornilisinde berlen, yagny:

a, X, + anx, + - +a,x,
Uy X + Apy Xy + o+ + Ay, X

(15)

a,x +a,
bolup, olary kanagatlandyryan otrisatel ddl (x>0, x,>0,...,x >0) ¢6-
zliwlerin arasyndan:

L=cx tcx,tex t+c x — min (16)

serti kanagatlandyryan ¢oziiwi tapmak gerek bolsa, onda ol ¢yzykly
programmalasdyrmanyn esasy meselesidir.

2.1-nji Kkesgitleme. Cyzykly programmalasdyrmanyn esasy
meselesinifi (15) — defilemeler ulgamyny kanagatlandyryan x>0,

2.2-nji kesgitleme. (15) denillemeler ulgamyny kanagatlandyryan
yolbererli ¢oziiwlerin i¢cinden (16) funksiyany minimuma owiirydn
cozliwe optimal (if amatly) ¢oziiw diyilyér.

Diymek, ¢yzykly programmalagdyrmanyn esasy meselesinii ¢o-
zliwi onuil yolbererli ¢oziiwlerinin i¢cinden gozlenyar. Eger (15) ulga-
my kanagatlandyryan ¢oziiwlerifi i¢inde x >0, x,>0,..., x >0 (otrisa-
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tel déllik) serti kanagatlandyryan ¢oziiwler yok bolsa, onda ¢yzykly
programmalasdyrmanyil esasy meselesiniil ¢oziiwi yok.

Ilki bilen ¢yzykly programmalasdyrmanyn islendik meselesi-
ni (c¢iklendirmelerii ulgamy diirli densizlik gorniisinde bolanda)
¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesine getirip bolyan-
dygyny belldlin. Umumylygy bozman, turuwbasdan (12) ¢éklendir-
meler ulgamynda b, (i=1, 2,...,m) azat agzalaryn &hlisi otrisatel dal
(0,20, =1, 2,...,m) diyip hasap edip bileris. Eger ulgamda bu sert ye-
rine yetmeyén densizlik bar bolsa, onda ony (-1)-e kdpeltmek yeter-
likdir. Eger ¢éklendirme > (<) gorniisli deiisizlik bolsa, onda onuii ¢ep
tarapyndan tdze gosmaga girizilen nébellini ayryp (gosup), ony denile-
me gorniigine getirip bolar. Eger maksady gorkezyin L (14) funksiya-
nyn ii uly bahasy gozlenyén bolsa, onda ony (-L) bilen ¢alsyp, ¢cyzykly
programmalasdyrmanyil meselesini ¢yzykly programmalasdyrmanyn
esasy meselesine getireris. Aydylanlardan ¢yzykly programmalasdyr-
manyn islendik gorniisli meselesini ¢yzykly programmalasdyrmanyn
esasy meselesine getirip bolyandygy gelip ¢ykyar. Sol sebépli, ¢y-
zykly programmalasdyrmanyn islendik gdrniisli meselesini ¢6zmek
ticin ilki bilen ony ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesine
getirip, alnan meseléni ¢c6zmegi basarmak yeterlikdir.

Indi (15) deiillemeler ulgamynyn ¢éztiwleri hakyndaky Kroneke-
rin-Kapellinin teoremasyny yatlalyn. Ona layyklykda, eger:

ap a, a,, a, a, - a, b

a4y 4y a,, B = Ay Gy -+ @y, b,

A= . , .
aml am2 e amn aml Clm2 e amn bm

gorniisde (15) deillemeler ulgamynyn nédbellileriniii koeffisiyentlerin-
den diiziilen esasy matrtisa diyilydn 4 matrisanynn we ona deileme-
ler ulgamynyn azat agzalarynyn siitiini gosulyp alnan B matrisanyn
ranglary den dil bolsa, onda (15) deiilemeler ulgamynyn ¢oziiwi yok-
dur. Bu yagdayda (15) denilemeler ulgamynyn deiilemelerinin kébirisi
beylekilerine garsylyklydyr. Diymek, bu yagdayda ¢yzykly program-
malasdyrmanyin esasy meselesiniii hem ¢oziiwi yokdur. Eger bu mat-
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risalaryfi ranglary defi bolsa, yagny r =r,, onda (15) defilemeler ulga-
mynyn ¢ozuwi bar (ol kokdes). Eger sol ¢oziiwlerin arasynda otrisatel
déllik sertini kanagatlandyryan ¢oziiwler bar bolsa, onda bu yagdayda
¢cyzykly programmalasdyrmanyi esasy meselesinin yolbererli ¢oziiw-
lerinin kopliigi bos kopliik dél. Bu yagdayda matrisalaryii rangy »<n
ya-da r<m we ol (15) ulgamdaky ¢yzykly bagly ddl denlemelerin sa-
nyny gorkezydr. r=n yagdayda, yagny ¢yzykly bagly dil denlemelerin
sany nébellilerin sanyna we A matrisanyn rangyna den yagdayynda
(A=det A#0) (15) ulgamdaky denlemelerin ¢yzykly kombinasiyasyn-
dan duryan denlemeleri taglasak, onda (15) asakdaky gorniisi alar:

anx, + apXxs + - + aXx, = by,
Ay X, + UpXy + o+ + ApuX, = by,

(17)

Seredilyédn yagdayda (17) ulgamyn yeke-tdk coziiwi bar. Eger-de
bu ¢oziiw yolbererli bolsa, onda ol ¢oziiw optimaldyr. Eger ol yolbe-
rerli ¢oziiw dél bolsa, onda bu yagdayda hem ¢yzykly programma-
lasdyrmanyn esasy meselesinin ¢oziiwi yokdur. »<n bolanda ¢yzykly
bagly dél denilemeler nébellilerin sanyndan az. Bu yagdayda (15) den-
lemeler ulgamy tiikeniksiz kop ¢oziiwe eye. Sebibi, bu yagdayda x ,
X,, ..., x nibellilerifi n-r sanysy azat iiytgeyin ululyklar, galanlary
bazis ululyklar bolar. Bazis iiytgeyédn ululyklar hokmiinde koeffisi-
yentlerinden diiziilen matrisanyn kesgitleyjisi nolgan tapawutly bo-
lan islendik » sany Giytgeyin ululyklary alyp bolar. Yénekeylik iigin
(15)-de r=m diyelini (r=m<n). Umumylygy bozman, bazis iiytgeyan
ululyklar ilkinji x, x,, ..., x_-ler bilen gabat gelyér diyip hasap edip
bileris. Bazis {iytgeyan ululyklary denlemelerin ¢ep tarapynda goyup,
azat liytgeyén ululyklary denilemelerin sag tarapyna gegirip, defileme-
ler ulgamyny asakdaky gorniisde yazalyn:

ayx, + anx, + .o+ a,x, = b —a,, . X, — . — 4%,
Ay X + Xy + o+ Ay, X, = by — Ay (X, — o — Ay, (18)
Ay X+ Ay + o+ a,,X, =b, —a,. X, — . — Ay, X,

(18) ulgamy bazis ululyklara gora ¢oziip, olary azat liytgeyén ulu-
lyklaryn iisti bilen anlatmak bolar. Azat iiytgeyén ululyklaryn islendik
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otrisatel dil bahalary alyp bilyandigi sebépli, alnan (18) denilemeler ul-
gamynyi tiikeniksiz kop ¢oziiwi bardyr. Ol ¢ozliwlerini arasynda azat
tiytgeyan ululyklaryin bahalaryny nola dwriip alnan ¢oziiwlere ¢yzykly

------

Cyzykly programmalasdyrmanyin esasy meselesini has gysga
gorniisde hem yazyp bolar:

Za”x;b. (=1, 2, ...,m)
ey gy J i
denilemeler ulgamynyn x,20(=1,2, .., n) serti kanagatlandyryan we:
X1

L= chx], cyzykly funksiyany optimal baha getirydn X = :xz,
j=1"" :

¢ozliwini tapmaly. x,
Eger m 6lgegli ginisligin:
il 2 in b
A= A= A= =™
dm ma Qmn b

wektorlaryny girizsek, onda (15) defilemeler ulgamyny bir wektor
deiilemesi gorniisinde yazyp bileris:
Ax A x,F.. A x =P. (19)

Kéhalatlarda (15) denlemeler ulgamyny asakdaky matrisa gor-
nlisde hem yazyarlar:
AX=P.
Bu yerde 4 (15) denlemeler ulgamynyn nébellileriniii koeffisi-
yentlerinden diiziilen matrisa,

X1 bl

x=|7 pP= bf , degislilikde nibellilerifi we azat agzalaryh
’ p stitiin matrisalarydyr.
xn n

Girizilen belgilemelerde (15) deiilemeler ulgamynyn denlemele-
rinifi ¢yzykly bagly déldigi 4, 4,,..., A wektorlaryn arasynda diie m
sanysynyn ¢yzykly bagly dildigini afiladyar.
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2.3-nji kesgitleme. Eger (19) dargatma giryén 4, 4,,..., 4 wek-
torlar ¢yzykly bagly dil bolsalar, onda polozitel diiziim bolekleri bo-
lan X wektora ¢yzykly programmalasdyrmanyi esasy meselesinii

......

§ 2.3. Cyzykly programmalasdyrmanyn
esasy teoremalary

Cyzykly programmalasdyrmanyi esasy meselesininl tiikeniksiz
¢Oziiwlerinin arasyndan optimal ¢oziiwini niddip tapmaly? Bu soraga
jogap bermek {iigin ¢yzykly programmalagdyrmanyn esasy teorema-
laryny teswirldlin.Onun tli¢in n—06lgegi ginigligin nazaryyetine degisli
kébir kesgitlemeleri girizelin:

2.4-nji kesgitleme. Jemi 1-e defi bolan ¢, @,,..., @, ortisatel dil
sanlar ti¢in n-6lgegi ginisligin X, X ,..., X wektorlarynyf (nokarlary-
nyh) ¢ X+ a X, ++a X ¢yzykly kombinasiyasyna olaryfi giiber-
cek cyzykly kombinasiyasy diyilyar.

2.5-nji kesgitleme. Eger koplik 6ziinin islendik iki wektory
(nokady) bilen bilelikde olaryn giiber¢ek ¢yzykly kombinasiyasyny
0ziinde saklayan bolsa, onda ona giiber¢ek kopliik diyilyar.

2.6-njy kesgitleme. Eger giibercek kopliigin nokady bu kopliige
degisli iki sany nokadyn giiber¢cek ¢yzykly kombinasiyasy gorniisin-

2.1-nji teorema. Cyzykly programmalasdyrmanyn esasy mese-
lesinin yolbererli ¢oziiwlerinin kopliigi giibercek kopliikdir.

Subudy. Goy, mesele in bolmanda iki sany X we Y ¢oziiwlere
eye diyelin. Onda AX=P we AY=P bolar. Eger 0<a<I bolsa, onda
Z=aX+(a-1)Y n-0lgegi ginislikde X we Y wektorlaryn giiber¢cek
kombinasiyalary bolarlar.

Z=aX+(a-1)Y wektor AX=P denlemeler ulgamynyn ¢oziwidir.
Hakykatdan hem,

AZ=A(aX+(o-1)Y)=aAX+(a-1)AY=aP+(1-a)P=aP+P-aP=P.

Diymek, AZ=P, yagny Z denlemeler ulgamynyn ¢6ziiwi ekeni.
Z=aX+(a-1)Y wektoryn koeffisiyentlerinin otrisatel dil bolany {i¢in
onun #hli komponentleri otrisatel déldir. Seylelikde, ol meseldnin
yolbererli ¢oziiwidir. Bu bolsa teoremany subut edyar.
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Cyzykly programmalasdyrmanyin meselesiniit yolbererli ¢o-
ziiwlerinin kopliigi tikkenikli ¢éklendirmelerinn (densizliklerin ya-da
deiilemeleriil) komegi bilen kesgitlenydr. Olaryin ¢oziiwleri bolsa
n—0lgegli ginislikde yarym giniglikleri ya-da gipertekizlikleri emele
getiryérler. Sonun ii¢in ¢yzykly programmalasdyrmanyin meselesiniil
yolbererli ¢oziiwlerinin kopliigi, geometriyanyn dili bilen aydylanda,
giibergek kdpgranlygy emele getiryar. Giibergek kopgranlyk tiikenikli
sanly bur¢ nokatlara (depelere) eyedir.

2.2-nji teorema. Eger ¢cyzykly programmalasdyrmanyn esasy
meselesinin yeke-tdk optimal ¢owiiwi bar bolsa, onda ol yolbererli
coziiwler kopliigiinin bur¢ nokatlarynyn biri bilen gabat gelyar.

Subudy. Goy, X ¢yzykly programmalagdyrmanyii esasy me-
selesiniii optimal ¢dwiiwi bolsun, onda LX =L . bolar. Bu bolsa,
islendik X ¢oziiw li¢in LX <LX bolyandygyny afiladyar. Eger X,
yolbererli ¢oziiwler kopliigiininn bur¢ nokatlarynyn biri bilen gabat
gelydn bolsa, onda teorema subut bolar. Eger ol yolbererli ¢oziiw-
ler kopliginiii K, K, ..., K_burg¢ nokatlarynyf hig biri bilen gabat
gelmeyén bolsa, onda ony bu nokatlaryn giiber¢gek kombinasiyasy
hokmiinde yazyp bolar, yagny seyle o, 20 =1, 2, .., s, @t a, ...
+a,=1) sanlar tapylyp:

X0201K1+Q2K2+'"+asKs
gornligde yazyp bolar. K, K,, ..., K nokatlaryi deregine degisli X

¢oziiwleri ulanyp we L funksiyanyf ¢yzyklydygyndan peydalanyp,
alarys:

LX=L(a K +a K +. +taK)=a LX+a lX+. . +alX.
@, >0 bolany sebipli LX-leri olaryii ifi ki¢i bahalary bilen galys-
sak jem artmayar. Goy, olaryf ifi kigisi LX, bolsun. Onda:
LX=a LX ta X +. . talX>a LX ta lLX +. ta lLX,=
=(a ta,t.ta)LX=LX,.
Serte gord dhli ¢oziiwler ti¢in LX < LX, bolmaly. Diymek,
LX <LX,. Alnan netija gord LX > LX , bu yerden LX = LX, bolyandy-
gy gelip ¢ykyar. Diymek X, wektor (K, bur¢ nokady) optimal ¢oziw
bolar. Teorema subut edildi.
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Bu teoremadan ¢yzykly programmalasdyrmanyi esasy meselesi-
ni ¢dzmek {igin onun optimal ¢oziiwini yolbererli ¢oziiwler kdpliiginin
tiikenikli bur¢ nokatlarynyn arasyndan gozlemelidigi gelip ¢cykyar. Bu
isi amala agyrmak yolbererli ¢oziiwler kopliigini gurmak miimkingiligi
bar halatynda miimkindir. Bu bolsa umumy yagdayda miimkin déldir.

Asakdaky teoremalary subutsyz kabul edelin:

2.3-nji teorema. Cyzykly programmalasdyrmanyin meselesinin
her yolbererli bazis ¢ozliwine (dayang ¢dziiwine) yolbererli ¢oziiwler
kopliigininin bur¢ nokady degislidir.

2.4-nji teorema (ters teorema). Cyzykly programmalasdyrma-
nyn meselesinin yolbererli ¢oziiwler kopliiginin bur¢ nokadynyn her
birine yolbererli bazis ¢oziiwi (dayang ¢oziiwi) degislidir.

Netije. Eger ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesinini ye-
ke-tik optimal ¢oziiwi bar bolsa, onda ol yolbererli bazis ¢oziiwlerin
(dayang ¢oziiwlerin) biri bilen gabat gelyar.

1. Matematiki programmalasdyrma nime?

2. Cyzykly programmalasdyrmanyn ayratynlyklary nimeden ybarat?

3. Harajatlary dogry peydalanmak meselesini teswirlén.

4. Iymit garyndysyny tayyarlamak meselesini diistindirin.

5. Cyzykly programmalagsdyrmanyn meselesiniii kesgitlemesini ay-
dyn.

6. C};zykly programmalasdyrmanyn esasy meselesiniil kesgitlemesi-
ni diistindirin.

7. Cyzykly programmalasdyrmanyn meselesiniil yolbererli ¢oziiwle-
riniil kesgitlenisi ndhili?

8. Cyzykly programmalasdyrmanyn meselesininn optimal ¢dzliwinin
kesgitlenisini diistindirin.

9. Cyzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesinin bazis ¢oziiw-
lerinin kesgitlenisini aydyn.

10. Cyzykly programmalagdyrmanyi esasy teoremalaryny diistindirif.

raglar

we
yumuslar

2.1-2.12-nji mysallarda ¢yzykly programmalasdyrmanyn mesele-
sini ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesie getirmeli:

2.1. 2.2.
x1+x2=1, —x+x=<1,
—2x1 +x <2, X1 — X2 < 3,
X+ x2 <4, X1+ x < 8,
x < 3, 2<x =<5,
X1ZO,X220; 1596254;
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L=x, +2x, (max).
2.3.
X — 2x, < 4,
—x, + 2x, < 4,
X + 2x, < 6,
x=0,x,20;
L=x +2x, (max).
2.5.
X —x,+4=<0,

X+ x, < 2,

Xl - 1 S 0,

x, =0,

x, = 0;
L=x +7x, (max).
2.7.

x —2x,—2=<0,

x + 2x, = 3,

X+ 2x,— 6 =<0,
X —x, 20,
x=0,x=0;

L=x —3x, (min).

2.9,
x +x,—4=0,
—2x, 4 6x, =2— 12,
x,—2=20,
x, = 0;

L=2x -6x, (min).

2.11.
2x, — X, + 6x3 < 12,
3x, + Sx, — 12x; = 14,
—3x, + 6x, + 4x; < 18,

L=-2x —x,

L=2x, +x, (max).

2.4.
3x, + 2x2, = 6,
3X1—2X2+7ZO,
2x, — 4x, < 8,
Xl - 1 Z O,
x, = 0;
L=3x +4x (max).

2.6.
X +x, <6,
X — 2x, < 0,
2x, — 4x, < 8,
1<x =3,

X, = 0;

L=x —x, (min).
2.8.

(%, + 2x, — 4 =0,
2x, + x, = 4,

X —x,+4=0,
X +x,=6,
x—4<0,

12 = 0,x, = 0;
L=x +x, (min).

<

2.10.

(x, — 2x, — 4 <0,

X +x,=3,

Ix, +x, =720,

x—2=<0,

X1 = 0,x, = 0;

L=2x —x, (max).

2.12
4x, + 2x, 4+ 5x; = 12,
6x, — 3x, + 4x; = 18,
3x, + 3x, — 2x; = 16,

L=-2x +x,+5x, (min).
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§ 2.4. Cyzykly programmalasdyrmanyn
meselesiniin geometriki ¢oziilisi

Bu paragrafda ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesi-
nin ¢ozilisiniin geometriki usulyna seredelin. Bu usul ¢yzykly prog-
rammalasdyrmanyn meselesiniii ¢oziilisinin aydyn mysalydyr we
Oziinin yonekeyligi bilen tapawutlanyar. Goy, ¢yzykly programma-
lasdyrmanyn esasy meselesi berlen bolsun:

anx + anxa + -0 + Qux, = by
AnX1 + AXo + -+ + AonXn = b2

.................. (20)
AmiX1 + Am2X2 + -+ + AwnXn = b
x>0, i=1,2,...,n,
L=c x +cx,++c x (min). (21)

Cyzykly programmalasdyrmanyn esasy meseleleriniii geometrik
¢oziilisine seredelii. Iki bilen yolbererli ¢oziiwlerin kopliigini (YCK)
tapalyn.

Goy, rang A=r=m bolsun. Ilki bilen in yonekey yagdaya, yag-
ny n-m=2 bolyan yagdaya seredelin. Néabellileriii sany denlemelerin
sanyndan iki birlik artyk. Bu yagdayda iki sany ndbelli azat, galan
ndbelliler bazis ululyklar bolar. Umumylygy bozman, x, we x, — azat
ululyklar diysek, x,, x,, ..., x, — nébelliler bazis ululyklar bolar. Ba-
zis ululyklary azat ululyklaryn iisti bilen anladalyn. Onda (20) ulgam
asakdaky gorniisi alar:

X3 = Q31X + A3x2 + B
X4 = Q41 X1 + Aa2X2 +
4 41 A1 42A2 34 (22)

Xn = X1 + A2 X2 + o

Denlemelerin sany m=n-2 den. Ilki bilen yolbererli ¢oziiwlerin
kopliigini tapalyi. x,>0, x,>0,...,x >0 bolany li¢in
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X3 = AnXi + @nx2+ 5= 0,
X4 = QX1 + AaXo + f1 =0,

(23)

Xn = AnX1 + AmX2 + Bn Z O
bolar.

q31?cl+a'32x2+,33='0 defileme x,Ox, teki;likdéki gépi g:yzygyﬁ. dc?flleme?-
sidir. Sonun tigin (23) ulgamyn her bir defisizligi x, Ox, tekizlikde bir
yarym tekizligi kesgitldr. Ony guralyn.

x3: a/3 1x1+ a32x2+ﬂ320

defisizlikden x, ululygyn ifi ki¢i bahasynyfi nola deidigi goriinyér.
x,=0 defileméni kanagatlandyryan goni ¢yzygyn bir tarapynda x,>0,
beyleki tarapynda x,<0. Indi x,>0 tarapy saylamak gerek. Cyzgyda
x,>0 tarap peykamlar bilen gorkezilen (2.1-nji surat):

A

2.1-nji surat

2.4.1. Yolbererli ¢oziiwlerin kopliigi

Edil yokardaky pikir yoretmédni dowam etdirsek, (23) ulgam-
daky beyleki densizlikleriii emele getiryén yarym tekizliklerini hem
x,=0, x=0,..., x =0 defllemeleri kanagatlandyryan goni ¢yzyklaryf
x>0, x,20,..., x >0 defisizlikleriii yerine yetyén tarapy hokmiinde ala-
rys. Hemme yarym tekizliklerin kesigmesini tapalyn. Bu kesismeden
emele gelydn kopburcluk yolbererli ¢oztiwlerin kopliigini (oblastyny)
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berer (2.1-nji surat). Bu kopliik giibercek kopliikdir. Tekizlikde gii-
bergek kopliigin kesgitlemesini yatlalyn:

2.7-nji kesgitleme. Eger kopliigin islendik iki nokadyny birles-
diryan kesimin &hli nokatlary su kopliige degisli bolsa, onda bu kop-

......

giibercek giibergek ddl

a) b)

2.2-nji surat

Giibergek kopliiklerit mohiim hésiyetini yatlalyn:

2.5-nji teorema. Iki giibergek kopliigin kesismesi hem giibercek
kopliikdir.

Subudy. Goy, M, we M, iki kopliik giibergek bolsunlar. Eger
olarynl kesigmesi bos ya-da bir nokatdan ybarat kopliik bolsa, onda
teoremanyn tassyklamasy dogrudyr. Sol sebipli olaryn kesismesine
in bolmanda iki 4 we B nokatlar degisli diyip hasap edip bolar. Eger
olar kesigmanin islendik iki nokady bolsa, onda olar M we M, kop-
liiklerifi ikisine hem degislidirler. Sert boyunca M, we M, kopliklerifi
giibercek kopliikdikleri sebépli olara 4 we B nokatlar bilen bilelikde
AB kesimin dhli nokatlary degislidir. Diymek M| we M, kopliiklerin
kesismesi 4 we B nokatlar bilen bilelikde 4B kesimii dhli nokatlary-
ny 6ziinde saklayar. Sol sebdpli ol glibergekdir (2.2-nji a surat).

Matematiki induksiya usulynyn komegi bilen tiikkenikli sanly gii-
bergek kopliiklerin kesismesiniii hem giibergek kopliik bolyandygyny
gorkezip bolar.

Yarym tekizlikler giibercek kopliiklerini aydyn mysalydyr. Diy-
mek, ¢yzykly programmalasdyrmanyi esasy meselelerinin yolbererli
coziiwleriniil kopliigi hem giibercek kopliiklerin kesigmesi hokmiinde
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giibergek kopburclugy emele getiryér. Bu tassyklama ¢yzykly prog-

rammalasdyrmanyn esasy teoremalaryndan hem gelip ¢ykyar.
2.13-nji mysal. Asakdaky denilemeler ulgamynyn yolbererli ¢6-

zliwlerinin kopliigini tapmaly:

(X3 = 4 — x + X,

Xy =14 301 — 2x,

Xs =4 + x1 + X2,
X6 = 5 — X2,
Ax7 =—X +%x2+ 6.
n=7,m=5, n—m=2bolyar. Goy, x, we x, — azat liytgeyan ululyk-
lar, x,, x,, x,, x, x, — bazis ululyklar bolsun. Bazis ululyklary x we x,
— azat Uiytgeyan ululyklaryn iisti bilen anladyp alarys:
’X3 == 4—X1 +X2,
x, = 14 3x, — 2x,,
X5 = 4 + x; + x2,
Xe = 5-— X2,

X7:—x1+%x2+6.

Coziiwlerin yolbeferli bolmagy Ugin: x>0, x,>0, x>0, x,>0,
x>0, x>0, x.>0 bolmaly. Bu nébellileri nola deflép, degisli goni ¢y-
zyklaryn grafiklerini guralyn: OABCDE kopburglugyin hemme nokat-
larynda:

x,20, x,>0, x,>0, x,>0, x>0, x >0, x_>0.

Kopburglugyn islendik nokady yolbererli ¢oziiwdir (2.3-nji su-
rat).

Yolbererli ¢oziiwlerifi i¢inden in onayly, optimal ¢oziiwi nihili
tapmaly? Yagny L_. -i beryan nokady nahili tapmaly? Optimal ¢6zii-
wi tapmak ti¢in ilki bilen (21) funksiyany azat liytgeyan ululyklaryn
iisti bilen anlatmaly. (22) ulgamdan her bir bazis nébelliniii bahasyny
(21)-de goyup toparlasak, onda asakdaky gorniis emele geler:

L=y ty x Ty x,. (24)

L=y x+yx, (25)
funksiya seredelifi. L funksiya x, we x_-nifi haysy bahasynda minimu-
ma eye bolsa, onda L' funksiya hem edil sol x, we x, bahalarda mini-
muma eye bolar. Sebibi, L=L—y,.
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w4

-12
2.3-nji surat

7, baha x, we x,-d bagly dil. L=0 koordinatalar baslangyjyndan
gecydn goni ¢yzygyn denlemesidir.

L=0 ya-da L=c,, onda goniileriii bur¢ koeffisiyentleri (— y,/,)
ululyga defidir. L=c, Ox, koordinatalar okundan c,/», kesime def ke-
sim kesip alyan goniidir. L=c,, L=c, bahalary bersek, 6zara parallel
gontleri alarys (2.4-nji surat).

x, A

™

/7,

cly

172

N

=y

<X <

7

2.4-nji surat

Bu gontilerin hemmesinin grafigini gurman, dine L=0 yagday-
daky grafigi guryarys. L=0 gonini bir tarapa parallel siiysiirsek L'
funksiya Osyar, beyleki tarapa parallel stiysiirsek kemelyar. Matema-
tiki seljermeden belli bolsy yaly, iki argumentli L' funksiya 6ziinin
gradiyentinin ugruna artyar. Onun garsysyna bolsa kemelyér. Berlen
L' ¢yzykly funksiya ii¢in gradL=(y,, y,) bolar. Diymek, L' funksiya
gradL'=(y,, y,) wektoryil garsysyna kemelyir. Cyzykly programma-
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lasdyrmanyn esasy meselelerinin optimal ¢6zliiwi bu funksiyanyn in
kici bahany alyan yolbererli ¢6zliwi bilen gabat geler (2.5-nji surat).

-
X

=

2.5-nji surat

(21) funksiyanyn minimumyny tapmaly bolsun. L-ifi kemelyéan
tarapy grafikde gorkezilen. L'=0-y 6ziine parallel siiysiirsek, L-in kigi
bahasyny yolbererli ¢oziiwler kopliiginin ¢etde yatan 4 nokadynda
alar. Diymek, L' _ A(x,", x,") nokatda bolar. 4 nokadyn koordinata-
laryny (22) ulgamda goyup, x,", x,",...,x " optimal bazis ululyklaryii
bahalaryny we:

L . =y;tyx +Tyx, taparys.
2.14-nji mysal. 2.4.1-nji mysalyn sertinde:
L=x —x,+2x,—x,—3x+5x,—2x,
funksiyanyfi minimumyny tapmaly. L funksiyany hem azat x, we x,
ululyklaryi iisti bilen afiladalyn. x,, x,, x., x,, x, — nébellilerifi bahasy-
ny goyup jemlesek asaky gorniisi alararys:
L=—5x,—6x-12.

L' = — 5x — 6x,=0 diyip, degisli goni ¢yzygy guralyn. L' funk-
siyanyii kemelyén tarapy ¢yzgyda gorkezilen (2.5-nji surat). L' A
nokatda bolar. Bu nokadyn koordinatalary =0

x6=0, . .. . . .-

{ goniilerin kesigmesidir.

x7=0

Bu yerden x; = 8,5, x> = 5.

Onda optimal ¢oziiw:

X =8,5;x=5; x3=0,5; x, =16,5; x. = 17,5; x6 = 0;
x7=0.

Bu ¢oziwde L =— 84, 5.

5. Sargyt Ne 2463

(65 r——



Cyzykly programmalasdyrmagin esasy meselesinde n—m=2 sert
yerine yetende ony geometrik usulda ¢6zmegi 6zlesdirdik we yokar-
dakylardan asakda getirilyan netijeleri almak bolar:

2.4.2. In gowy c¢oziiwin tapylysy

Seylelik bilen, ¢yzykly programmalagsdyrmanyn optimal ¢oziiwi-
ni geometrik usulda tapmak ti¢in:

1. Cyzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesiniii ¢ozuwi
bar bolsa, onda ony yolbererli ¢oztiwlerin kopliiginiii (kopburglugy-
nyn) icki nokatlarynyn arasyndan gézlemén, onun bur¢ nokatlaryn-
dan gozlemeli.

2.Cyzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesinifi optimal ¢6-
ziiwi yeke-tdk bolman tiikeniksiz bolmagy miimkin (L' bilen yolberer-
li ¢oztiwlerin kopliiginin (kopburglugynyn) bir tarapy parallel bolsa).

3. Cyzykly programmalasdyrmagin esasy meselesiniii optimal
¢cozliwinin bolmazlygy miimkin (yolbererli ¢oziiwlerin kopligi L’
funksiyanyi kemelyén tarapynda ¢éklenmedik bolsa).

4. Optimal ¢oziiw yolbererli ¢ozliwlerin kopliiginini (kpburglu-
gynyn) haysy hem bolsa bir depesinde bolyar. Bu depelere dayang

5. Optimal ¢o6ziiwi tapmak tlicin dayang depelerde L funksiyanyil
bahalaryny hasaplap olaryn arasyndan L-ifi il ki¢i baha eye bolan de-
pesini optimal ¢6ziiw hokmiinde almak bolar.

6. n—m=2 yagdayda ¢yzykly programmalagdyrmanyi esasy me-
selesi ¢oziiwe eye bolsa, onda dayang depelerde in bolmanda iki sany
iiytgeyén ululyk nola dendir. Eger depede ikiden kop ndbelli nola den

Eger n—m=3 bolsa, ¢yzykly programmalagdyrmanyii esasy me-
selesiniit yolbererli ¢oziiwlerinin kopliigi ginislikde kdpgranlygy
emele getirer. Onda (3) ulgamyi her defilemesiniil ¢oziiwleri tekizligi
emele getirerler. Her dayang depede in bolmanda ii¢ ndbelli nola den
bolar. Eger n—m=k>3 bolsa ¢yzykly programmalasdyrmanyn esa-
sy meselesini geometrik usulda ¢oziip bilmeyaris. Bu yagdayda her
dayang depede in bolmanda 4 sany ndbelli nola den bolar.
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2.15-2.20-nji mysallarda ¢éklendirmelerin yerine yetyéin oblas-

tynda L funksiyanyn il uly bahasyny tapyii:

(%, +x, = 1, (—x1 +x2 =1,
—2x + x, < 2, X —x2 =3,
2.15. 1% +x, = 4, 2.16. 4x1 + x2 = 8§,
x < 3, 2<x =<5,
X = 0,x, = 0; 1 <x, <4
L=x1+2x2. L=2x1+x2.
[ x, — 2x, < 4, [3x, + 2x, = 6,
3x, — 2%, +7=20
— < 1 2 )
217, TR0 =4, 2.18. 2%, — 4x, <8,
X + 2x, < 6, x—1>0,
Lxl Z O,X2 Z O; \xZ Z O;
L=xl+2x2 L=3x1+4x2.
(x, —x, +4 =0, X + 2x, < 14,
2.19. [x, +x, =2, 2.20. -— 5x, + 3x, < 15,
<X1—1§0, 4X1+6X2224,
x, =0,
x2 Z O, .X'IZO, XZZO;
L=x1+7x2. L=x1+7x2.

2.21-2.26-njy mysallarda ¢dklendirme
tynda L funksiyanyi in ki¢i bahasyny tapyn
X1+ x2 <6,
X1 — 2.962 < 0,

2X1—4X2§8,
1SX1§3,

XzZO;

L=x1—x2.

2.21. 2.22.

(%, +2x, — 4 =0,
2x, + x, = 4,

X —x,+4=0,
X +x,= 6,
x—4=<0,
LX]ZO,XzZO;

L=x1+x2.

2.23. ; 2.24.

leril yerine yetyin oblas-
x —2x,—2=<0,

X+ 2x, =3,

X, +2x,—6=<0,

X +x,—4=0,
—2x, + 6x, 22— 12,
Xl—zzo,

X, = 0;

L=2x1-6x2
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X, — 20, — 4 <0, X + 2%, — 6 <0,

X +x, =3, X —Xx, =5,
2.25. x1+x2_720, 2.26 x1+X2_820,

X1—2SO, X1—3SO,

x = 0,x, = 0; x = 0,x, = 0;

L=2x -x,. L=-2x +x,.

§ 2.5. Cyzykly programmalasdyrmanyn
meselesini cozmegin simpleks usuly

2.5.1. Simpleks usulyin manysy

Yokarda bellenilisi yaly, eger n—m=k>3 bolsa, onda ¢yzykly
programmalasdyrmanyil esasy meselesini geometrik usulda ¢6ziip
bolmayar. Sebdbi 6lgegi tigden uly bolan ginisligi geometrik sekillen-
dirip bolmayar. Bu yagdayda ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy
meselesi simpleks usul bilen ¢oziilyar. Simpleks usul ¢yzykly prog-
rammalasdyrmanyil esasy meselesini ¢6zmegin has umumy usuly
bolup, onun kdmegi bilen ¢yzykly programmalasdyrmanyn islendik
meselesini ¢oziip bolyar.

Goy, ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesi berlen
bolsun:

anxi + anx: + -+ + @inxn = by,

anxi + anx: + -+ + dwXn = by, (26)

Am1 X1 + AmaX2 + -+ + QunXn = bm-

x>0,i=1.2,.,n,

L=cx tcx,++c x (min). (27)
Simpleks usulyn manysy asakdakydan ybarat. Ilki bilen berlen
meseldnin islendik bir bazis ¢6zliwini tapmaly. Eger bu bazis ¢oziiw
yolbererli bolsa (dayang ¢6ziiw bolsa), onda onui optimaldygy barla-
nylyar. Eger ol optimal dil bolsa, onda bagga dayang ¢oziiwe gegilyér.
Simpleks usul bolsa tize ¢ozuw optimal bolmasa-da ona has yakyn-
lasmagyna yardam beryér. Téze alnan dayang ¢oztiw bilen hem té op-

timal ¢cozuw tapylyanca yokardaky algoritm gaytalanyar.
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Eger birinji bazis ¢6ziiw yolbererli dél bolsa, onda simpleks usu-
lyn komegi bilen, birndge d4dimden son basga yolbererli bazis (da-
yang) ¢oziiwe ya-da ona has yakyn ¢oziiwe gecip bolyar. Soiira alnan
dayang ¢oziiwin tistiinde yokarda beyan edilen algoritm gaytalanyar.

Seylelikde, simpleks usuly peydalanmak asakdaky iki dowre bo-
linyar:

— yolbererli bazis (dayang) ¢coziiwi tapmak;

— optimal ¢oziiwi tapmak;

Bu dowiirlerin ikisi hem ¢ékli sanly ddimlerden ybaratdyr. Seba-
bi bu dowiirlerde bir bazis ¢oziiwden basgasyna gegmek amala asy-
rylyar. Olaryn sany bolsa tiikeniklidir.

2.5.2. Yolbererli bazis (dayanc) ¢éziiwi tapmak

Umumylygy bozmazdan, (26) denlemeler ulgamy ¢yzykly bag-
ly dél defilemelerden ybarat diyip hasap edip bileris. Onda m=rangA4
bolar. Eger n—m=k bolsa, onda k sany nébelliler azat liytgeyan ulu-
lyklar, galan n—k=m nédbelliler bolsa bazis iiytgeyéan ululyklar bolar.
Bazis iiytgeyén ululyklaryn deregine islendik koeffisiyentlerinden dii-
ziilen matrisanyn kesgitleyjisi noldan tapawutly m=n—k sany nabelli-
ni saylap almak bolar. Umumylygy bozmazdan, x , x,, ..., x, ululyklar
azat Uytgeyan ululyklar, x,. , x, ., ..., x, — ululyklary bolsa bazis ulu-
lyklar diyip hasap edip bileris. Onda (26) defilemeler ulgamyny bazis
iiytgeyan ululyklara gord ¢ozup, asakdaky gorniisde yazyp bolar:

Xi+1 = BkJrl + Ary11X + Akr12X2 + o + iy 1.4Xk,
Xky2 = 6k+2 + Qry2,1X1 + Ary22X2 + o + Ay 2.6Xk, (28)

B +CFn1X1+CFn2X2+ +0!nXk.
Azat tliytgeyan ululyklara nol bahany bersek, bir bazis ¢oziiw
(dayang depi degisli bazis ¢ozliw) alarys:
x=0,x=0,...,x=0,x_ =B _,...x=p8. (29)

B,=0 bolanda (i=k+1, ...,n) (29) ¢oziiw yolbererli dayang ¢oziiw
bolyar. Eger (28) detilemeler ulgamynyil azat agzalarynyii arasynda
ortisateli bar bolsa (meselem, i-nji defilemd degisli B, <0 bolsa), onda
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ona degisli esasy ndbellinin bazis ¢oziiwddki bahasy otrisatel bolar.
Bu yagdayda (28) ulgamyn yolbererli dél ¢ozliwi alnar. Sol bazis ¢6-
ziilwden basga c¢oziiwe gecmek iicin haysy azat ndbellini bazis ni-
bellilerin arasyna gegirip, onunl deregine haysy bazis nédbellini azat
nébellileriii arasyna geg¢irmelidigini kesgitlemeli. Azat ndbelli bazis
nibellilerin arasyna gegirilende onun bahasy adatca artyar. Sonun
iicin bazis nibellilerini arasyna gegirilmeli azat ndbelli kesgitlenende,
ol artanda 6niki bazis ¢ozliwde otrisatel bahany alan bazis nibelli artar
yalysyny saylap almaly. Indi i-nji deiilemi gaydyp gelelin. Ona degis-
li x, bazis nibelli bu denilemede polozitel koeffisiyentli azat nabellinifi
artyan halatynda artar. Bu yerden bazis nébellilerini arasyna sol dei-
lemede polozitel koeffisiyenti bolan azat nibellini gegirmelidigi gelip
cykyar. Asakdaky ii¢ yagdayyn biri bolmagy miimkin:

1) i-nji deiilemede polozitel koeffisiyentli azat ndbelli yok. Bu
yagdayda (28) defilemeler ulgamy kokdes dil. Yagny, onuii yolbererli
dayang ¢oziiwi yok. Sebibi bu yagdayda x, bazis nébelli otrisatel dél
baha eye bolup bilmeyar. Diymek, bu yagdayda ¢yzykly programma-
lasdyrmanyn esasy meselesiniii hem ¢oziiwi yokdur.

2) i-nji denilemede bir polozitel koeffisiyentli azat nibelli bar. Bu
yagdayda sol koeffisiyente degisli azat ndbelli bazis nébellilerin hata-
ryna gegirilyér.

3) i-nji denlemede birndge polozitel koeffisiyentli azat nibel-
li bar. Bu yagdayda bazis nébellilerin hataryna sol polozitel koeffi-
siyentlere degisli azat nédbellilerin islendigini gegirip bolar.

Indi bazis nébellilerin hataryna gegiriljek azat nabellinin deregi-
ne gegirilmeli bazis nibellini kesgitlemeli. Onun {igin (28) detileme-
ler ulgamynyn azat agzalarynyn bazis ndbellilerin hataryna gegiriljek
azat nébellinin degisli, garsylykly alamatly koeffisiyentlerine gatna-
syklarynyn moduly boyunca in kigisini saylap almaly. Bu yagdayda
azat agzalar bilen alamaty gabat gelyin koeffisiyentlerin gatnasygy
oo deni hasap edilyidr. Sol in kici gatnagyga degisli denlemediki bazis
nibelli azat nibellileriin hataryna gegirilyar. Sol deiilemeden bazis ni-
bellilerin hataryna gegirilmeli nébellini tapyp, onui li¢in alnan anlat-
many beyleki denlemelerde ornunda goyup, tize bazis nébellileri tize
azat nibellilerin {isti bilen anladyp, tidze bazis ¢oziiwi alarys. Eger
in kici gatnasyga degisli deiilemediki azat agza otrisatel bolsa, onda
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tdze bazis ¢ozliwde otrisatel bahalar bir san azalar. Eger ol polozitel
bolsa, onda tize bazis ¢oziiwde otrisatel bahalaryn sany iiytgemez.
Islendik yagdayda alnan ¢6zliw 61iki ¢6ziiwden has gowudyr. Sebibi,
ol ya-ha yolbererli bazis ¢oziiwdir, ya-da yolbererli ¢oziiwlerin koplii-
gine onki ¢oziiwden has yakyndyr. Eger ol yolbererli bazis ¢oziiw dél
bolsa, onda yokarda beyan edilen algoritm ti yolbererli bazis ¢oziiw
alynyanca gaytalanyar.

2.5.3. Optimal ¢oziiwi tapmak

Goy, (29) yolbererli dayang ¢6ziiw bolsun. Onuil optimal ¢oziiw-
digi ya-da daldigi heniz belli dil. Ony bilmek ii¢in L funksiyany hem
azat ululyklaryn {isti bilen anladalyn. Bazis tiytgeyén ululyklaryn ba-
hasyny (27)-de goysak we nébellileri toparlasak L funksiya asakdaky
gorniisi alar:

L=ygty e Fy 24y, (30)

(29) ¢oziiwde L=y,. Optimal ¢oziiw L funksiya miimkin bolan ifi
kici bahany bermeli. (30) anllatmadan L funksiyanyii bahasyny mun-
dan beylék y, bahadan kigeldip bolyandygyny ya-da bolmayandygyny
kesgitlemeli. Eger-de L funksiyanyn bahasyny kigeldip bolyan bolsa,
onda (29) ¢oziiw optimal ¢oziiw bolmayar. L funksiyany y -dan ki-
celdip bolmayan bolsa, onda (29) ¢6ziiw optimal ¢oziiw bolar. Eger-
dey,, 7,...., y, koeffisiyentlerinl ifi bolmanda biri otrisatel bolsa, onda
seyle koeffisiyentli nébellini ulaldyp, L-ifi bahasyny y -dan kigi bolar
yaly edip bolar.

Goy, y, otrisatel bolsun. Onda x -i ulaldyp, L-1 y-dan kigeldip
bolyar. x, noldan uly bahany alsa (x, >0), onda alynjak ¢oziiw da-
yang ¢oziiw bolar yaly bu nédbellinin yerine bazis ululyklaryn biri nola
owriilmeli. Seylelikde, (29) dayang ¢ozliwden basga dayang ¢oziiwe
geqyéiris,. x, nébellini ulaldyarys. L funksiya hem soria baglylykda ki-
celyir. Yone x -ifl ¢dksiz ulalmagy x,, ,..., x, bazis ululyklaryn kébiri-
nifi otrisatel baha almagyna getirmegi miimkin. Sonuf Gginx,, ,..., X,
bazis ululyklaryfi hemmesi poloZitel bolup galar yaly, x -i haysy sana
cenli ulaltmalydygyny kesgitldlifi. x -i né¢é ¢enli ulaldyp bolyanlygy-
ny bilmek ii¢in (28) ulgama seredyéris. Eger, defilemeler ulgamyn-

(71—



da x -int koeffisiyentleri otrisatel dél bolsa, onda x -ifi ulalmagy bi-
len bazis nébellilerin bahalary dine ulalarlar. L funksiya bu yagdayda
asakdan ¢iklenmedik bolyar. Goy, I-nji defilemede x -ift koeffisiyenti
otrisatel bolsun.

X=a,x 1+a12x2+m+alkxk+ﬂ P

=0, @,<0, x =0,..., x =0.

x, ndbellini (- %“) ululyga ¢enli ulaldyp bolar. Eger x -i bu sandan

kop ulaltsak, onda x,<0 bolar, bu bolsa dayang ¢oziiw dél. Eger-de
(28) ulgamda otrisatel koeffisiyentli denlemeler birden kdp bolsa, on-
da x -i ulaldanymyzda degisli bazis nébelld otrisatel baha ¢alt ow-
riilmek howpy bar bolan defillemini saylap alyarys. Sol defllemeden
x -1 tapyp, onufl alnan bahasyny (28) ulgamyti beyleki defilemelerinde
ornuna goyup, x -i azat ululygyn hataryndan ¢ykaryarys. x, azat ulu-
lygyn ornuna bir dayang nébelli geler. Goy, ol x, diyelin. Seylelikde:

x,=0,x,=0,...,x=0,x=0,x=0, x,_,

>0,...,x >0 31)

dayang¢ ¢oOziiwi alarys. Alnan (31) dayan¢ ¢ozliwin optimaldygyny
ya-da daldigini kesgitldlin. Onun {ligin L maksat funksiyasyny tdze
azat ululyklar bilen anladyarys. Eger L-ifi koeffisiyentleri polozitel
bolsa, onda (31) dayang¢ ¢oziiw optimal ¢6ziiw bolar. Eger L-de otri-
satel koeffisiyentli ndbelliler bar bolsa, onda (31) optimal ¢oziiw dal.
Bu yagdayda 6iiki usuldan peydalanyp (31) ¢oziiwden basga dayang
coziiwe (depd) gecydris. Bu algoritmi L funksiyanyn nébellilerinifi
koeffisiyentlerinin dhlisi polozitele 6wriilydn¢d dowam etdirmeli.

—5x, — X, + 2%, < 2,
2.27-nji mysal. <{—x; +x;+x, <5, (32)
—3x, + 5x, <7
sertler yerine yetende
L=5x —2x, (33)

funksiyanyil minimumyny tapmaly. Bu mysal ¢yzykly programma-
lasdyrmanyn esasy meselesi dédl. Cyzykly programmalasdyrmanyn
esasy dil meselesinden esasy meselesine gecelin. (32) ulgamy derile-
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meler ulgamyna owiirmek ticin, densizlikleriil ¢ep tarapyna gosmaca
Y,» ¥, ¥, nébellileri gosalyn we ol nébellileri tapaly:

Vi =5x +x, — 2x;+ 2,
y2 :Xl—X3—X4+5, (34)
y; = 3x, — Sx, + 7.

n=7, m=3, n—m= 4, bu yerde 4 sany ndbelli azat ululyklar,
galanlary bazis ululyklar bolar. Gogmaga girizilen y , y,, y, ululykla-
ry bazis (gosmaca) diyip bellesek, x|, x,, x,, x, azat ululyklar bolar.
Onda:
x=x,=x=x,=0,y=2,y,=5,y=7 (35)

¢oziiw dayang ¢ozliw bolar. Bu depede L=0. (35) ¢6ziiw optimalmy?
(33)-de berlen L-e seredyiris. x-ifi koeffisiyenti otrisatel, onda x,-i
ulaldyp, L-1 noldan kig¢i edip bolyar. Sol sebdpli (35) optimal ¢oziiw
dél. x-i ndge ulaldyp bolyar? Ony bilmek ligin (34) denlemeler ul-
gamyna seredydaris. Bu ulgamyf birinji we ikinji defilemelerinde x,
nibellinifi koeffisiyentleri otrisatel. x,-i ulaltsak y, ululyk y, ululyk-
dan ¢alt otrisatel baha eye bolyar. Onda birinji defilemeden x,-i tapyp,
onuil bahasyny (34) denillemeler ulgamynyn beyleki detilemelerinde

goyup alarys:

X3 = %xl +%x2 —%yl + 1,
Y2 = _73961 — %xz + %yl —x, + 4, (36)
vy = 3x;, — Sx4 + 7,
L=5x —5x —~x,ty —2=x,t y -2, (37)
x,=0, x,=0, y =0, x,=0, x,=1, y,=4, y =7 (38)

dayang ¢oziiwdir. Bu depede L= — 2. Alnan (38) ¢Ozliw optimal ¢6-
ziiwmi? Ony bilmek ti¢in (37) ¢yzykly funksiyanyn koeffisiyentlerine
seredyaris. x, ululygyn koeffisiyenti otrisatel. Sol sebapli (38) optimal
¢Ozliw dal. x,-ni nége ulaldyp bilyéris? Ony bilmek li¢in (36) defile-
meler ulgamyna seredyiris. (36) ulgamyfi diie ikinji defilemesinde x,
otrisatel koeffisiyentli. Onda bu defilemeden x -ni tapyarys we beyle-
ki defilemelerden x -ni yok edyiiris:
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X3 =X1—Y—Xs+ 5,
X =—3x— 2y +y — 2xs + 8§, (39)
s = 30— Sx,+ 7.

L=3x +2y +2x,~10.
(39) ulgamdan asakdaky dayang ¢oziiwi alarys.
x,=0, y,=0, y =0, x,=0, x,=5, x,=8, y,=7.

Bu dayang ¢oziiwde L=—10 bolar. Alnan ¢oziiw optimalmy?
L c¢yzykly funksiyanyn argumentlerinini koeffisiyentleri polozitel.
Diymek, funksiyanyi bahasyny mundan artyk kigeldip bolmayar. On-
daL__=-10we

X =0,0=8x3=5x=0,yy=0,,=0,y: =7

¢oziiw optimal ¢ozliwdir.

Bu mysalyn iisti bilen ¢yzykly progammalasdyrmanyn esasy dal
meselesinden ¢yzykly progammalasdyrmanyn esasy meselesine gegi-
ligini gordiik we alnan meselédni simpleks usul boyunca ¢ozdiik.

2.5.4. Simpleks usulyn algoritmi

Cyzykly programmalasdyrmanyii esasy meselesini simpleks
diizgiin bilen ¢6zenimizde azat ululyk bilen bazis ululyklarynn ornu-
ny calysyarys. Yagny, haysy hem bolsa bir defilemeden azat ululygy
tapyp, beylekilerde ornunda goyyarys. Bu usul hasaplamany kopeld-
yér, yalityslygyn goyberilmegine miimkingilik déreyar. Bu usul bilen
nébellilerinl koeffisiyentlerinin iistiinde belli bir tertipde sol bir amal-
lar yerine yetirilydr. Bu usul bilen nébellileriii ornuny ¢alysmaklyga
simpleks diizgiininin algoritmi diyilydr. Goy, bize asakdaky deile-
meler ulgamynda x,wey, nébellilerin ornuny (xj y,) simpleks algoritmi
boyunca ¢alysmak gerek bolsun.

Y= duXxa + anX: + -0+ Xy + bl,

Vo = Xt + X + -0 + QonXn + bz, (40)

VY = AmiX1 + QX2 + =+ + QX + b,.
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Bu ulgamy simpleks diizgiinini algoritminde ulanylyan gorniisde
yazalyn:
v = b+ (@uxi + - + aux.),
y,' = bi - (a11X1 + -+ ainxn)’ (41)

ym == bm - (aml-xl + e + amnxn)-

Bu yerde a=—a, =1, ...,m,j=1, .., n.
(41) denllemeler ulgamynyn koeffisiyentlerini 2.3-nji tablisada
yazalyn.
2.3-nji tablisa

Azat
X X vee X, vee X
agzalar ! 2 J n
y, by |2l e, e Q2 N
¥, b, @ \%H\ / @, N a,
Y, bi <%1 D) an ... C aiy) ... a,
ym bm aml am2 a,mj amﬂ

rrrrrr

X, we y, ndbellilerin ornuny (xjeyi) calysmak gerek bolsa, onda X,
nébellinin koeffisiyentlerinin yerlesen siitiinine ¢6ziiji (ugrukdyryjy)
siitin, y nébellinifi koeffisiyentleriniii yerlesen setirine ¢oziiji setir;
a,; koeffisiyente — elemente ¢oziiji element, onun duran Gyjiigine
bolsa, ¢oziiji oyjiik diyip at berilyar. (xj«»y[) orun c¢alsyrmany amala
asyrmak tigin asakdaky amallar yerine yetirilydr we x,, y, ululyklaryn
orny calsyrylan indiki (tdze) tablisa doldurylyar.

1.Tablisada ¢6ziiji element o, saylanyp alynyar we onun ters ululy-
gyny hasaplap, ; — L san indiki téize tablisada sol 6yjiikde yazylyar.

ij

2. Coziji setirin hemme elementlerini A kopeldip, alnan san-
lar tdze tablisanyn degisli setirlerinde yazylyar (¢Oziiji dyjiikden
basgalarynda).
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3. Coziiji siitiinin elementlerini (— 4)-a kdpeldip, alnan sanlar tize
tablisanyn degisli siitiininde yazylyar (¢0ziiji 6yjiikden basgalarynda).

4. Coziji setirde we siitiinde yatmayan Oyjiklerin kone
elementlerininn dhlisi tli¢in sol bir amallar toplumy yerine yetirilyér,
yagny kone element bilen bir setirde, ¢oziiji siitiinde duran elementi
onun bilen bir siitiinde, ¢0ziiji setirde duran elemente kopeldip, netijé-
ni ¢oziiji elemente paylap, alnan sany kone elementden ayryp, sonky
netijani tdze tablisada degisli 6yjliikde yazarys. 2.3-nji tablisada bu
amallara degisli elementler o, koeffisiyent ii¢in gérkezilendir. Beyan
edilen amallaryn yzygiderligi gysgaca

Qg

a}k:alk_ 3l¢i:k$&j’l:1""9m3 kzla'”n-

u

Beyan edilen algoritme ¢yzykly programmalasdyrmanyn

------

2.28-nji mysal.
Vi =X — X+ 2x; — 5,
Vo = 2% —x, + 1,
Y3 = 2% —x;— 1,
Ya=—X — X3+ 2
defilemeler ulgamynda x <y, yagny x, we y, ululyklaryi ornuny ¢al-
salmaly. Ulgamy standart gornilisde yazalyn:

VI =—5—(=x +x — 2x3),
o= 1—(=2x +x,),
y3=—1—(=2x, + x3),
Vi =2—=(x +x5).
Ilki 2.4-nji tablisany dolduralyn.
2.4-nji tablisa

Azat agzalar x, X, x,
” -5 -1 1 2
” 1 2 1 0
»y -1 0 2 1
v, 2 1 0 1




Eger (x,<»y,) calsyrmany amala agyrmaly, yagny x, we ),
ululyklaryn ornuny ¢alysmaly bolsa, onda a,=2, J=-1 bolar. Yo-
karda beyan edilen algoritm boyunga indiki (tdze) 2.5-nji tablisany
dolduralyn.

2.5-nji tablisa

Azat agzalar Y, A A
v, -1/2 -1/2 12 2
X, -1/2 -1/2 -1/2
V. -1 0 2 1
¥, 5/2 12 12 1

x, <y, orun ¢alsyrma amala asyryldy.

2.5.5. Simpleks usulyn algoritminiin komegi
bilen ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy
meselesiniii dayan¢ ¢coziiwinin gozlenilisi

Biz nébellilerin ornuny simpleks tablisanyii algoritmi boyunca
calsyp bilyéris. Dayang ¢oziiwinin gézlenilisini asakdaky mysal arkaly
diistindirelin:

2.29-njy mysal. Goy, denilemeler ulgamy standart gorniisde ber-
len bolsun. Asakda berlen denllemeler ulgamynyn dayang ¢dziiwini
tapmaly:

i =1—(=x—2x,+xy),
Vo ==35—=(=2x+x, — X3,
yi =2 —(x +x,),
Vi=1—=(=x+x5).
2.6-njy tablisany dolduralyn.
2.6-njy tablisa

Azat agzalar X, X, X,
¥, I 1 2 I
¥, 5 2 I -1
¥, 2 I I 0
7, I 0 -1 1

Bu yerde x =0, x =0, x,=0, y =1, y,= - 5, y,=2, y,=1 ¢bziiwi ala-
rys. Bu ¢6ziiw dayang ¢oziiw dil, sebibi y, -nifi bahasy otrisatel. Da-
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yang ¢oziiwi tapmak ligin y,-nifi setirinden islendik otrisatel elementi
saylayarys. (=2)-1i siitlini ¢6ziiji siitiin diyip belleyiris. Coziiji ele-
menti ¢0ziiji siitlinden gozlenyér. Nol ¢oziiji element bolup bilmeyér.
(Coziiji elementi bu siitiinddki alamaty azat agzalaryn alamaty bilen
gabat gelyin elementlerin azat agza bilen gatnagygy in kigisini tap-
mak bilen kesgitlenydr. min(-5/-2; 2/1)= min (2,5;2)=2, diymek x
we y, ululyklaryii ornuny algoritm esasynda ¢alysyarys: a=1, /=1
Indiki 2.7-njy tablisany dolduralyn.
2.7-nji tablisa

Azat agzalar A X, x,

¥, 3 1 -1 1
\ -1 2 3 -1

1 2 1 1 0
¥, 1 0 -1 1

Otrisatel azat agza absolyut ululygy boyunga kiceldi. Dayang ¢6-
ziiwe golaylayarys:

»,:=0,x,=0,x,=0, y =3, y,=-1,x =2, y=1.

Bu ¢6ziiw hem dayang ¢oziiw dél: y,= — 1. y,-nifi setirinde azat
agzadan bagga difie x-ifi sttlini otrisatel elementi saklayar. Onda x,
stitlini ¢ziiji stitiin bolar. Ofki yaly edip ¢6ziiji elementi «, saylaya-
rys.

min(—1/-1; 1/1;3/1)=1 — iki gatnasyk deni, onda ¢0ziiji element
hokmiinde (-1) ya-da 1-1 almaly. Goy, a,=-1, yagny x,<>y,. Onda
2.8-nji tablisany alarys.

2.8-nji tablisa

Azat agzalar A X, Y,

” 2 3 2 1

X, 1 —2 -3 -1

] 2 1 1 0

v, 0 2 2 1
Bu yagdayda bazis ¢oziiw:

y,=0,x,=0,y,=0,y=2,x=1,x=2,y,=0.
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Bu coziiwde dhli ululyklar polozitel ya-da nol bahalary alyarlar.
Sol sebipli ol dayang coziiwidir.

2.5.6. Simpleks usulyn algoritminiii komegi
bilen ¢yzykly programmalasdyrmanyi esasy
meselesiniii optimal ¢oziiwinin gozlenilisi

Dayang ¢6ziiwi gozlenende L funksiya peydalanylyar. Optimal
¢coziiw gozlenende L funksiyany hem standart gorniisde yazyp, stan-
dart tablisanyn yokarky ya-da asaky setirinde yerlesdiryarler:

L=l~(a, xta,xt+a x).
2.30-njy mysal.
=2 +x— 2x),
=1 =0 —x+x),
i =5 —(x +x3),
ya=2-— (2x1 —X;)

sertde L=0—(—x,+2x,+x,) funksiyanyfi minimumyny tapmaly.

Azat ndbellilere nol bahalary berlip alnan (0,0,0,2,1,5,2) ¢oziiw
dayan¢ ¢ozliwidir (eger dayang ¢oziiwi bolmasa ilki bilen dayang
¢Oziiwi tapmaly). Bu ¢6ziiw optimal déildir. Sebébi x, ya-da x, azat
ululyklaryn bahasyny ulaltmak bilen, L funksiyanyn bahasyny kigel-
dip bolyar. 2.9-njy tablisany dolduralyi.

2.9-njy tablisa

Azat agzalar X, X, x,
L 0 -1 2 1
¥, 2 1 1 2
¥, 1 1 —1 1
y, 5 0 1 1
¥, 2 2 -1 0

L funksiyanyi setirinde x, we x, polozitel bahalary alyp bilmeyir.
Olary1 islendiginin siitiinini ¢oziji siitiin diyip alyp bolyar. Simpleks
usuly boyunga x -ni saylamak bilen L-iii bahasyny has ¢alt kemeldip
bolyan hem bolsa, ilki bilen x,-iifi siitlinini ¢dziji siitiin hokmiinde
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saylayarys. Bu siitliinii haysy elementini ¢oziiji element deregine al-
malydygyny kesgitlélin. Bu element hokman polozitel bolmaly (sebébi
azat agzalar polozitel). Onda x,-ifi polozitel koeffisiyentleri bilen azat
agzalaryn gatnasygyny hasaplap, in kigisini alyarys.

min(%;%) = min(1;5) = 1.

In kici gatnasyga degisli ikinji setir ¢ozliji setir bolar. Coziiji setir
bilen ¢oziiji sutlinif kesismesinde «,.=1 ¢oziiji element dur. Diymek
x, we y, ululyklaryili ornuny ¢alysmaly, yagny x,<>y,. Algoritm bo-
yunca x, bilen y,-nifi ornuny ¢alyssak, 2.10-njy tablisany alarys.

2.10-njy tablisa

Azat agzalar X, X, Y,
L -1 -2 3 -1
¥, 4 3 -1 2
X, 1 1 1
¥, 4 -1 2 -1
v, 2 2 -1 0

L-ifi afilatmasynda x, polozitel, bahany alyp bilyir, onda bu yag-
dayda alnan (0,0,1,4,0,4,2) dayang ¢6ziiw hem optimal dil. Onki ya-
ly edip x,-nifi siitiininden ¢6ziiji elementi saylayarys: @, =2 element,
yagny y.-ifi setiri saylanylar. Diymek, x <y, orun galsyrma amala
asyrylyar. Netijede asakdaky 2.11-nji tablisany alarys.

2.11-nji tablisa

Azat agzalar X, A Y,

L -7 -1/2 =3/2 1/1
¥, 6 52 12 3/2
X, 3 172 172 12
) 2 -1/2 —-1/2 —-1/2
Y, 4 372 12 —-1/2

Bu yagdayda alynyan dayang ¢oziiw:
x=0,y,=0,y,=0,y=6,x=3,x,=2,y,=4,
yagny (0,2,3,6,0,0,4) ¢oziiw hem optimal dél. Sebdbi L-in setirinde
y,-nint koeffisiyenti polozitel. y,-nifi siitiininden ¢oziiji elementi say-
lalyn.
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(6331 — min(4:6) =
m1n<6. 5> 3: 2) = min(4;6) = 4.

Bu yagdayda ¢oziiji element @ ,=3/2. Diymek y <y, orun
calsyrma amala agyrylmaly. Asakdaky 2.12-nji tablisany alarys.

2.12-nji tablisa

Azat agzalar X, A »,
L -9 —4/3 -5/3 -1/3
», 4 5/3 1/3 2/3
X, 1 -1/3 1/3 -1/3
, 4 1/3 2/3 1/3
v, 6 7/3 2/3 1/3

L funksiyanyn setirinddki ndbellilerin koeffisiyentlerinin hem-
mesi otrisatel. Onda:
x=0,x=4,x=1,y=0,y,=4,y=0,y,=6
¢Ozliiw optimal ¢oziiw bolar. L =-9.
Bellik. Birinji ddimde x-ifi saylanylmagy ddimlerifi sanyny1 art-
magyna getirdi. Eger L-in setirinde azat agzadan basga elementler ot-
risatel bolsa, onda optimal ¢oziiwi tapdygymyz bolyar.

2.5.7. Cyzykly programmalasdyrmanyin meselelerini
MS Excel maksatnamasynyn komegi bilen ¢6zmek

Cyzykly programmalasdyrmanyn meselelerini MS Excel mak-
satnamasynyi komegi bilen ¢ézmek licin «/Jannwvie» gurallar toplu-
myndaky «/louck pewenus» guralyn penjiresinden peydalanyarys.

Mysal hokmiinde asakdaky meseld seredelin.

—2x, — Xy + 2x3 < 2,
—X + X3+ x5,

_ —3x;, + 6x, <7
sertler yerine yetende

L=3x —2x,
funksiyanyin minimumyny tapalyn.
Ilki bilen MS Excel maksatnamasynyil is meydanynyi A2, B2,
C2, D2 dyjiiklerine x , x,, x,, x, ndbellileriii baslangy¢ bahalaryny gi-
rizydris (meselem, 1, 1, 1, 1). Seyle hem, E2 6yjlige maksat funksiya-

6. Sargyt Ne 2463
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synyn bu bahalarda hasaplanan bahasyny (=3*A2-2*C2), F2 &yjlige
deiisizlikler ulgamynyn 1 defisizliginiii ¢ep tarapynyii bu bahalarda
hasaplanan bahasyny (=-2*A2-B2+2*C2), G2 0Oyjiige densizlikler
ulgamynyn II deiisizliginini ¢ep tarapynyn bu bahalarda hasaplanan
bahasyny (=-A2+C2+D2), H2 dyjlige bolsa, I1I deisizliginin ¢ep tara-
pynyn bu bahalarda hasaplanan bahasyny (=-3*A2+6*D2) girizyéris
(2.6-njy surat).

E2 vl i x v fy=3*%A2-2C2

A B C D 12 F G H I J
L-maksat I-¢éklendir- Il-géklen-| Ill-¢éklen-

-, Anin dirménin | dirménin
1] xI x2 x3 | x4 funksiyasy m?:rl:p;ep gep tarapy, gep tarapy

T T S ! !

2.6-njy surat

Soira «/[anusie» gurallar toplumyndaky «/louck pewenus» gu-
ralyn penjiresinden peydalanyarys (2. 7-nji surat).

ONTHNSIPOBATS LiEneBYIo dyHKLUO: [Ec:3)

Ao: © Maxanmyn  © Mamamyn  © 3navienns:

VisHeHs Suelii nepeneHHbIX:

[ss9:4790

B COOTBETCTBI C OrpaHHUEHIRNI:

$6$2:4G36 >= $1$2:41$6
$849 = 48410

AobasnTe

2] 2] §

ChpoanTs

~ || 3arpysums/coxpante
Ha sie ]
BuibepiTe "
weton pewenin: || e S804 [] Napanetpst

Meron peweris

Ansi rnany FinbixX 32084 i i onr,
AN NUHENHBIX 32734 - NOMCK PEUEHIA NMHERHBIX 33134 GAMANEKC-HETOAON, & ANA HErNaaKAX
33034 - 3BOMOLYIOHHENE MOVCK PewWeHIA.

[ s ] [ Hoimmpeuene | [ sacpums

2.7-nji surat

Penjirdnin  «onmumuzuposame yenesyro ¢ynxyuro» 0yjligin-
de maksat funksiyasynynn bahasynyn yerlesydn yerini gorkezip,
onuil minimumynyn tapylyandygyny degisli oyjiikde gorkezyaris.
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«Mzmensn suetiku nepemennwvix» dyjikde x , x , x,, x, nébellileriii bas-
langyc bahalarynyn yatan c¢dgini gorkezydris. «B coomeemcmeuu c
oepanuuenusamuy penjirejige densizlikler ulgamynyn densizliklerini
«/lobasumwy buyrugynyn komegi bilen girizyéris. Onun li¢in asakda-
ky penjireden peydalanyarys (2.8-nji surat).

r A
[lo6aBneHue orpaHUyeHUs ﬁ

Ccblinka Ha siueiiku:

|SFs2 o) [ <=

OrpaHuyeHue:

[=] [ &

| Rosasum | (

——

2.8-nji surat
«Bvibepume memoo pewernus» buyrugynyn komegi bilen meselé-
nin simpleks usulda ¢oziilmelidigini gorkezyaris. «Hatimu pewernuey
buyrugynyfi kdmegi bilen x, x,, x,, x, nébellilerii baglangy¢ bahala-
rynyi yatan ¢dginde meseléniil optimal ¢ézuwiniii boleklerini, maksat
funksiyasynyn bahalar 6yjliginde bolsa onuii minimum bahasyny alarys:

x=0,x=8,x=5,x=0,L  =-10.
‘) Soraglar
we /
yumuslar /

1. Simpleks usulynn manysy nimeden ybarat?

2. Simpleks usulyn algoritminiii kdmegi bilen ¢yzykly programma-
lasdyrmanyn esasy meselesinint dayang ¢oziiwinini gozlenilisinii
ayratynlyklaryny diistindirin.

3. Simpleks usulyn algoritminiii kdmegi bilen ¢yzykly programma-
lasdyrmanyn esasy meselesinin optimal ¢oziiwinin gozlenilisinii
ayratynlyklaryny diistindirin.

2.31-2.36-njy mysallarda ¢yzykly programmalasdyrmanyi me-
selesini ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesine getirmeli
we simpleks usulda ¢ozmeli.

X +x, =1, —x +x, <1,
—2% +x, < 2, X — X, <3,
2311 X +x, =4, 2.32. % + X, =8,
x < 3, 2=<x =<5,
x = 0,x, = 0; 1<x,<4;

[=x, +2x, (max).

L=x +2x, (max).
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(X, — 2x, < 4,
—x 4+ 2x, < 4
X + 2x, <6,
(X = 0,x, = 0;

L=x +2x, (max).

r.XI - .XZ + 4 S O,
.XI + .Xz S 2,
2-35. 14X — 1 S O’

X1 = O,

X, = 0;

L=x +7x, (max).

2.33. 1

2.37-2.42-njy mysallarda ¢yzykly programmalasdyrmanyn me-
selesini simpleks usulda ¢ozmeli.

X +x, <6,

X — 2%, <0,
2-37. 2x1 - 4x2 S 8’

1=<x =3,

x, = 0;

L=x,— x, (min).

2x, + x, = 4,

2.39. | X +x, = 6,
X1—4SO,
| %, = 0,0, 2 0;

X +x, =3,

241, 1% +x,—-T7=0,

x—2=<0,
(= 0,x, = 05

L=x,— 2x, (min).

(%, + 2%, —4 >0,

X —x,+4=20,

L=x + x, (min).

rx1—2X2—4ZO,

3x, + 2x, = 6,

3x, — 2%+ 720,
2.34. {2x; — 4x, = 8,

x—120,

X, = 0;
L=3x +4x (max).
X —x,+5=0,

3x, +x, = — 3,
2.36.92x% +x,— 14 <0,
x—5=<0,

x, = 0,x, = 0;
L=x +x, (max).

X —2x,—-2=<0,
X + 2x, = 3,
2.38.{x + 2x, —6 =0,
X —x, =0,
x=0,x,=0;

L=x-3x, (min).

x +x,—4=20,
—2x, +6x,=2— 12,
2.40. X, — 2> O,

X, = 0;
L=2x -6x, (min).

X +x,—1=20,

X — X, =— 2,
242.8—x+2%,+2=20,

x—3=<0,

x = 0,x,=0;

L=2x,— x, (min).
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§ 2.6. Cyzykly programmalasdyrmanyn
catyrymlanan meseleleri

2.6.1. Catyrymlanan meselelerin kesgitlemesi we berlen
meseld catyrymlanan meselinin diiziilis tertibi

Cyzykly programmalasdyrmanyn ¢atyrymlanan meseleler na-
zaryyeti bir tarapdan onun berk matematiki pikir yoretma yugrulan
ylmy akym hokmiinde yayramagyna, beyleki tarapdan ¢yzykly prog-
rammalasdyrmanyn amaly we ykdysady taydan ulanylan matematiki
serigdd Owriilmegine itergi berdi.

Cyzykly programmalasdyrmanyn iki meselesine seredelin:

I'mesele. F=c, x ++c, x funksiyanyi if uly bahasyny asakdaky
sertlerde tapmaly:

a“xl + -+ alan S bl’
a21X1 + e + aann S .b.z, (42)
aml.xl + + AmnXn S bm,
ijO (=1, 2,...,n)..

II mesele. Z=by +--+b y funksiyanyfi ifi ki¢i bahasyny
asakdaky sertlerde tapmaly:

apy, + -+ A ym = ¢y,
Ay, + o+ Auoyn = 02,
1201 2Ym 2 (43)

A,y + o0+ AQmnym < Cm;
y20; (i=1,2,...,m).

Bu meseleler asakdaky hisiyetlere we menzesliklere eyedir:

1) I meselede ¢yzykly maksat funksiyasynyn in uly bahasy, 11
meselede bolsa, in ki¢i bahasy gozlenilyar.

2) I meselediki ¢yzykly maksat funksiyasynyin tiytgeyan ululyk-
larynynl oniindéki koeffisiyentler beyleki meseldniii céklendirmeler
ulgamynyn azat agzalary bolyarlar we tersine, II meseldniii ciklen-
dirmeler ulgamynyn azat agzalary I meselede maksady gorkezyén ¢y-
zykly funksiyanyn tiytgeyén ululyklarynyn koeffisiyentleri bolyarlar.

(85 r—




3) Her bir meselede cidklendirmeler ulgamy bir manyly deiisiz-
likler gérniliginde berilyar: maksat funksiyasynyn i uly bahasy goz-
lenende «<», in kigi bahasy gozlenende «>» alynyar.

4) Céklendirmeler ulgamyndaky iiytgeyanlerin koeffisiyentleri
biri birine transponirlenen matrisa gorniisinde yazylyar:

andy - - - Gy, andy - - - Gy

a21 a22 DY . az a12 azz . . . a 2
A= "I owe A'= "

Ay A Qmn al n on Qmn

5) Bir meseldnin ¢éklendirmeler ulgamyndaky densizliklerin sa-
ny beyleki meseledéki iiytgeyanlerin sany bilen den gelyar.

6) Uytgeyinlerini otrisatel dillik serti iki meselede hem saklanyar.

Cyzykly programmalasdyrmanyn yokardaky sertleri kanagatlan-
dyryan iki meselesine 6zara ¢catyrymlanan meseleler diyilyar.

Cyzykly programmalagdyrmanyn meselelerinin 6zara ¢atrym-
lanmasy simmetriklik hisiyete eyedir. Yagny II meseli ¢atyrymlanan
mesele [ mesele bolar. Muiia garamazdan, catyrymlanan meseld gord

Seylelikde, ¢cyzykly programmalasdyrmanyn her bir meselesine
degislilikde catyrymlanan meselini yazyp bolyar. Ozara gatyrymla-
nan meselelerin islendigini I mesele hokmiinde ya-da ona ¢atyrymla-
nan mesele hokmiinde alyp bolar.

Berlen ¢yzykly programmalasdyrma meselesine ¢atyrymlanan
meselini diizmegin diizgiinleri asakdaky yalydyr:

1. Caklendirmeler ulgamyndaky densizlikler asakdaky bir gor-
niige getiryarler: eger in uly baha gozlenyén bolsa < gorniise, in kici
baha gozlenyén bolsa > gorniise getiryarler. Munun {i¢in sertler yerne
yetmeyéan densizlikleri (-1)-e kopeltmek yeterlikdir.

2. Berlen meseldnin liytgeyan ululyklarynyn koeffisiyentlerinden
(1-nji diizgiindéki sertlerden sofira) A matrisa yazylyar we 4 matrisa
gord transponirlenen AT matrisa diiziilyar.

3. A" matrisanyn elementlerinden ¢atyrymlanan meselénin cak-
lendirmeler ulgamy diiziilyar. Céklendirmeler ulgamyndaky azat ag-
zalar hokmiinde birinji meseldnin maksady gorkezyin funksiyasyn-
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daky tytgeydn ululyklaryn koeffisiyentleri alynyar we garsylykly
manyly densizlik yazylyar.

4. Catyrymlanan meseldnin maksat funksiyasynyn koeffisiyent-
lerini birinji meseldnin ¢éklendirmeler ulgamyndaky azat agzalaryny
peydalanyp yazyarlar.

5. Eger I meselede maksat funksiyasynyi in uly bahasy gozlenyan
bolsa, ona ¢atyrymlanan meselede maksat funksiyasynyi in kici bahasy-
ny gozlemeli. Tersine, I meselede in kici baha gézlenyén bolsa, ona ca-
tyrymlanan meselede maksat funksiyasynyn in uly bahasyny gozlemeli.

6. Diiziilyin catyrymlanan meselédnin nibellilerinin otrisatel dal-
lik serti yazylyar.

2.43-nji mysal. Asakdaky ¢yzykly programmalasdyrmanyi me-
selesine ¢atyrymlanan meseldni diizmeli.

X — 2x, < 2,
—X; +x, = 2,
X +x, =1,
X 4+x =<5

x>0, x,>0 ¢dklendirmelerde F=3x +x, funksiyanyn ifi uly baha-
syny tapmaly.

Deinsizlikler ulgamynyi {i¢iinji densizliginde ¢atyrymlanan me-
seldni diizmegin birinji serti kanagatlandyrylmayar. Bu densizligi
(-1)-e kopeldyaris: X2 <2.

—X X, =<2,
—X — X, <— 1,

X +x, < 5.

Berlen meselede ¢éklendirmeler ulgamyndaky densizliklerin
sany dort, ndbellilerinini sany bolsa iki. Diymek, ona catyrymlanan
meselede ¢aklendirmeler ulgamyndaky densizliklerin sany iki, nibel-
lilerinini sany bolsa dort bolmaly. Berlen meseldniii ¢dklendirmeler
ulgamyndaky nébellilerin koeffisiyentlerinden diiziilen martisany ya-
Zyp, ona transponirlenen matrisany diizelin:

1 =2
-1 1 ; (I =1 -11
A_—l—l WeA_(—21—11'
1 1
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Bulary goz 6niinde tutup, yokardaky diizgiinleri peydalanyp, ca-
tyrymlanan meseldni diizyéris.
Catyrymlanan mesele: Asakdaky ¢éklendirmelerde, yagny

{M—w—%+ﬂ2&
2+ Y=yt y. = 1,

¥,20,y,20, y,20, y,20.
sertlerde L=2y +2y -y, +5y,—min tapmaly.

2.6.2. Catyrymlanan meseleler hakda esasy teoremalar

Ozara catyrymlanan meselelerifi birini ¢ézmek beylekini ¢6z-
mezden ona degisli maglumatlary almaga miimkingilik beryir. Seyle
hem, bu meselelerinn ykdysady manysynda uly 6iiegidisligi gazanma-
ga yol agyar. Cyzykly programmalasdyrmada ¢atyrymlanan mesele-
ler hakynda ikitaraplayynlyk nazaryyeti asaky teoremalar esasynda
gurulyar.

2.6-njy teorema. Eger ¢yzykly programmalagdyrmanyn bir me-
selesinin ahyrky optimumy bar bolsa, onda ona ¢atyrymlanan mesela-
nin hem ahyrky optimumy bardyr we iki meselénin hem maksat funk-
siyasynynl optimal bahalary defdir, yagny, F =7 . vya-da I =Z .
Eger catyrymlanan meselelerin birinde maksat funksiyasy ¢dklenme-
dik bolsa, onda beyleki meseldnin ¢éklendirmeler ulgamy 6zara gap-
ma-garsy denisizliklerden ybaratdyr.

Ilki bilen 6zara catyrymlanan meselelerin tiytgeyén ululyklary-
nyn arasynda birbelgili degisliligi guralyn. Onuil ii¢in berlen ¢yzykly
programmalasdyrma meselesi simpleks usul bilen ¢oziilende denisiz-
likler ulgamyny ona dengiiy¢li defilemeler ulgamyna dwiirmek {igin
m sany gosmaga otrisatel bolmadyk x ,, x _,....x _,....x  lytgeyin
ululyklaryni girizilyéndigini yatlalyf. Bu yerde i=1, 2,...,msanlar x
tdze girizilen ndbellilere degisli densizliklerin tertibidir.

Catyrymlanan meseldniii c¢iklendirmeler ulgamy m iiytgeyin
ululyklary 6zlinde saklayan » sany densizliklerden ybarat. Bu mese-
le simpleks usul bilen ¢oziilende n sany gosmaga otrisatel bolmadyk
Voirs Vogse oV pap+X,,., Uytgeyénler girizilyér. Ozara catyrymlanan
meselelerin iytgeydn ululyklarynyn arasyndaky degislilik asakdaky
gorniisde gurulyar:
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xl’ x2’ e xj’ e xn xn+1’ xn+2’ e an’ xn+m
L T 1
ym+l’ ym+2’ cteo ym+j’ teeo yn+m’ yl’ y2’ Tt yi ym

Basgaca aydylanda, berlen meseldnin densizlikler ulgamynyn X,
(j=1, 2,...,n) nébellilerine ¢atyrymlanan meselede emele gelyédn gos-
maga 'y, ndbelliler, berlen meselede girizilen her bir gogsmaga iiyt-
geyén x - ululyga catyrymlanan meseledéki basky y. (i=1, 2,...,m)
iytgeyan ululyklar degisli edilip goyulyar.

2.7-nji teorema. Ozara catyrymlanan meseleleriii birinifi op-
timal ¢oziiwinin diizlijileri beyleki meseldnin maksady gorkezyén
funksiyasynyn optimal ¢oziiwinin (ol yeke-tdk we sikessiz bolanda)
gazanylyan wagtyndaky degisli koeffisiyentlerinin modulyna dendir.

2.8-nji teorema. Goy, x'= x{, x3,++, X}, .-+, X» — berlen meselé-
nif, y = (), Vi, ym) j=1, 2, ...n, i=1, 2,...,m, ¢atyrymla-
nan meseldnin yolbererli coziiwleri bolsun. x* we y*-yn degislilikde
goni we ¢atyrymlanan meseleleriin ¢6ziiwi bolmagy {i¢in asakdaky
sertlerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir:

(zaijyf—cj)-xj =0, j=1,2,--,n,
1

( a,.jx;—b,.>~y;‘ =0,i=1.2-m
j=1

Teoremalardan gorniisi yaly, 6zara ¢atyrymlanan meselelerin bi-
riniil ¢ozliwini tapyp, sol optimal ¢oziiwin kdmegi bilen beyleki me-
seldnin hem optimal ¢6ziiwini yazyp bolyar.

2.44-nji mysal. 2.43-nji mysaly simpleks usuly bilen ¢ozelin.

I1ki bilen berlen meselédnin ¢dklendirmeler ulgamyndaky densiz-
liklerin ulgamyna gosmaca otrisatel bolmadyk nibelli iiytgeyénler gi-
rizilyér:

X — 2%, +x; = 2,
=X+ X+ x4 = 2,
X +x—x5 =1,
X+ X+ x5 =5;

x>0, (=1, 2,...,6).




1-nji ddimde x,, x,, x,, x, — gosmaga liytgeyéinler bazis tiytgeyén-
ler hokmiinde alynyar. x , x, — azat liytgeyénler. Bazis liytgeydnleri,
azat liytgeyanlerin Usti bilen anladalyn:

Xz =2 — X1 + 2%,
Xy = 2+X|—X2,
xXs=— 1+ x — x,

Xo = 5—X1—X2.

Baslangyg bazis ¢oziiwi almak ti¢in x -liytgeyéni bazis tiytgeyén-
lerifi diizlimine girizydris. min (2/1; oo; 1/1, 5/1) =1 denllemeden x,
iytgeyén ululygy azat tiytgeyanlerin diiziimine gegmelidigi goriinyar.

2-nji ddimde bazis liytgeyénler x , x,, x,, x,, azat tiytgeyanler: x,, x..

Bazis iiytgeyén ululyklary we maksat funksiyasyny azat tiytge-
yénler bilen anladalyn:

x =1-x,+xs,
x; =14 3x, — x5,
X, =3 —2x, + Xs,
X = 4 — Xs;

F=3-2x +3x, (max).

x, Uytgeyén ululygy bazis iiytgeyan ululyklaryfi arasyna gegire-
li. min (o0;1/1; 00;4/1)=1 deilikden x, bazis Uytgeyan uluygy azat
iytgeyédn ululyklaryn arasyna gecirmelidigi goriinyar. 3-nji ddimde
azat iytgeyanler: x,, x,; Onda:

X =2+ 2x, — X3,
Xy =4+ x, — x5,
xs = 1 4 3x, — x3,
Xe = 3 — 3%, + x3;
F=6+7x,—3x, (max).

x, liytgeydn ululygy bazis liytgeydn ululyklaryn arasyna gegire-
lint. x,= min (o0; o0; oo; 1/1)=1 defilikden onuni deregine azat nébelli
liytgeyén ululyklaryn arasyna x -ny gecirmelidigi kesgitlenyar.

4-nji 4dimde esasy lytgeyénler: x , x,, x,, x.; azat liytgeyanler x,,
x,, onda:
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Xy = 5 - (2/3)X3 - (1/3))66,

Xs = 4 — X
F=13-(2/3)x,—(7/3)x, (max).

Optimallyk kriterisi yerine yetyar. Optimal ¢oziiw (4;1;0;5;4;0)
deti bolup, bu ¢6ziiwde F' =13 bolar.

Edil yokardaka menzeslikde, ¢atyrymlanan meseldnin ¢dklendir-
meler ulgamyndaky deiisizlikleri gogsmaga nébellilerin komegi bilen
denlemeler ulgamyna getirip, gosmaca gosulan nébellileri bazis tiyt-
geyin ululyklar hokmiinde kabul edip, ddimme-ddim meseldnin op-
timal ¢oziiwini tapyp bolar. Yone biz ¢oziilen meseld ¢atyrymlanan
meseldni ¢6zmén, onunl optimal ¢oziiwini guralyn. Onun céklendir-
melerini defilemeler gorniisinde yazanymyzda iki sany gosmaca né-
belli ululyk girizilyir: y., y,. Bu meselelerifi nébelli tiytgeyén ululyk-
larynyn arasynda degislilik guralyii:

Voo Voo Voo Voo Voo Vs

Bu degislilikden we yokardaky teoremalardan c¢atyrymla-
nan meseldnin optimal ¢oziwi (2/3;0;0;7/3;0;0) bolup, bu ¢oziiw-
de Z=13=5y+4y +4y+y, bolyandygy gelip ¢ykyar. Diymek,
F =13=Z_ .

Eger goni mesele haysydyr bir kesgitli ykdysady meseldni beyan
edyén bolsa, onda ona catyrymlanan mesele hem berlen meseld gora
kébir manyny berer. Mysal {i¢in, goni meselede c¢iklendirmeler (42)
gorniisde bolsun. Sol meseledédki ululyklara ykdysady many-mazmun
berelin:

Goni (I) mesele: x, >0 (j=1, 2,...,n) mukdarda # diirli 6niim 6n-
diirmek hakynda bolsun. a; (=1, 2,....m), (=1, 2,...,n) j gorniisli
ontimin bir birligini dndiirmek ti¢in gerek bolan 7 goérniisli harajadyn
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mukdary bolsun. b, — bu i-nji gorniisgli harajadyn atiyaclyk mukdary.
¢,j gornisli 6nimin bir birligini yerlemekden gelyédn girdeji bolsun.

Catyrymlanan (II) mesele: y >0 (i=1, 2,...,m) i-nji gorniisli
harajadyn gymmatynyn sertlenilen bahasy bolsun.

Yokarda aydylanlardan, goni meselede girizilen her Dbir
x . gosmaga uytgeydn ululyga catyrymlanan meseldnin ilkinji
v, (=1, 2,..., m) iiytgeyin ululyklary degislidir. Bu meseleleri seljer-
mek seyle netijelere gelmige miimkingilik beryér:

Netije. Eger ¢atyrymlanan meseldnin optimal ¢6ziiwinini i-nji
diizlijisi nola den bolsa, onda goni meseldnin optimal ¢oziiwindiki
ona degisli gosmaga liytgeyéan ululyk poloziteldir we bu ululyk goni
meseldnin i-nji densizliginde ornunda goylanda ol deiisizlik denlige
owriilmeyar.

Eger ¢catyrymlanan meseldnin optimal ¢oziiwinin i-nji diiziijisi
polozitel sana deii bolsa, onda goni meseldnin optimal ¢oziiwindéki
ona degisli gogsmaga liytgeyédn ululyk nola denidir we bu ululyk goni
meseldnin i-nji densizliginde ornunda goylanda ol deiisizlik denlige
owrllyér.

Catyrymlanan meseldnin optimal ¢oziiwinin ilkinji m-k diizii-
jileri obyektiw sertlenen bahalar diylip atlandyrylyar. Seyle at-
landyrmak 6z gézbasyny 6zara ¢atyrymlanan meselelerii arasynda
yokarda guralan ykdysady nukday nazardaky baglanysykdan alyar.
Ondan gorniisi yaly, eger goni mesele harajatlary rejeli peydala-
nyp, 6niim ondiirmek hakynda bolsa, onda c¢atyrymlanan meseld-
nin obyektiw sertlenen bahalary sol harajatlaryni her birinin yokary
peyda almakdaky zerurlygyny gorkezyér. Meselem, yokardaky me-
selelerde ¢atyrymlanan meselénin optimal ¢oztiwinin ilkinji m dii-
zljjilerinin (obyektiw sertlenen bahalarynyn) arasynda nol bahanyn
bolmagy, géni meseleddki degisli harajadyn gyt dil harajatdygyny
gorkezydr. Obyektiw sertlenen bahalarynyni arasynda noldan tapa-
wutly diiziijinit bolmagy degisli harajadyn gyt harajatdygyny, aya-
mak gerekdigini gorkezyar.

Seylelikde, sertlenen bahalar goéni meseldnin optimal meyilna-
masy bilen berk baglanysyklydyr. Goni meseldninl berlenlerinin tiyt-
gemegi onuil optimal meyilnamasyna-da, ¢atyrymlanan meseldnin
optimal meyilnamasyna hem tésir edyar.
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2.6.3. Ciaklendirmelerin sag tarapynyn
optimal ¢oziiwe tasiri

Goy, cyzykly programmalasdyrmanyin meselesi kanoniki gor-
niisde berlen bolsun.
F=c x++cx maksat funksiyasyny asakdaky:

X, + o+ aXn = by,
alel + -+ azn.Xn S bz,

A, X, + - A QunXn = bm;
x20 (j=1,2,....,n)

¢éilendirmelerde maksimallasdyryan x ,...,x nébellileri tapmaly.

Duygurlygyn dernewi meseldnin parametrleriniin géni we caty-
rymlanan meselelerii optimal coziiwlerine tasirlerini bahalandyr-
makdan ybaratdyr [10].

Céklendirmelerifi b, sag taraplarynyf goni we ¢atyrymlanan me-
selelerin optimal ¢éziiwine tasir edisini Owrenelin.

2.7-nji kesgitleme. Eger b, parametrifi bahasy kébir [b{,b{] ara-
lyga degisli bolup tliytgdnde goni meseldnin optimal bazis ndbellileri-
nirinifl diiziimi liytgemese, onda bu aralyga b, parametriii durnuk-
lylyk aralygy diyilyar.

by = b, — b{, b; = by — b, ululyklara, degislilikde b, ululygyn
maksimal yol berilyin azalmasy we artdyrmasy diyilyér. Seylelik
bilen, durnuklylyk aralygy asakdaky gorniisde yazylar:

[by — by, b+ bi].

Kesgitlemeden optimal ¢atyrymlanan bahalaryin liytgemeyandik-
leri gelip ¢ykyar.

Caklendirmelerin sag taraplarynyi iiytgemegi bilen yiize ¢ykyan
optimal meyilnamanyi tiytgemegine seredelin.

Goy, b, ululyk Ab, wululyga, onufi tize b+Ab, baha-
sy durnuklylyk aralygynda bolar yaly iiytgdn bolsun, yagny
b; + Ab; € [b: — Ab; ,b; + Ab{]. Goy, simpleks usul bilen meselénii
basky parametrler boyunga ¢oziiwi tapylan bolsun. Soiiky parametr-
lerde meselini simpleks usulda ¢6zmén onun optimal ¢oziiwini tapyp
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bolar. X* we X(Ab) bilen, degislilikde basdaky we téize meseldnii
bazis nibellilerinin optimal bahalaryndan duryan matrisa siitiinleri, G
bilen bolsa ¢éklendirmeler ulgamynyn 4 matrisasyny bazis siitiinle-
rinden duran matrisany belgilélii. Tédze meseldnin bazis nibellilerinini
optimal bahalary asakdaky yaly kesgitlenilyar:

X(Ab )=G"' B=G" B+Ab_G".

Bu yerde G;' — ol G matrisanyii ters matrisasy, G;' bolsa G mat-
risanyn i-nji siitlinini anladyar. Bagda berlen meselénii optimal ¢6zii-
wini X'=G;' B dendigini goz 6niinde tutup, alarys [10]:

X(Ab y=X"+Ab, G,

Bu yerde éhli bazis dél nébelliler 0-a denidir. Soiiky denilikden G’
matrisanyn i-nji siitiinininl ¢dklendirmeler ulgamynyn sag tarapynyn
birlik ululyga artmagy bilen (Ab=1) yiize ¢ykan bagdaky meseldnifi
bazis nébellilerinin tiytgemelerini gorkezyéindigi gelip ¢ykyar.

Bazis ndbellilerin iiytgemegi maksat funksiyasynyil hem liytge-
megine getiryér. Goy, y, seredilyén b, azat agza layyk gelyan caty-
rymlanan meseldnin nibellisi bolsun. Asakda getirilyén teorema ha-
rajatlaryn iytgemegine baglylykda oniimleri yerlemekden gelyian F
girdejilerin liytgemesini beyan edyar.

2.9-njy teorema (bahalandyrma barada teorema). Goy, i-nji
harajadyn mukdary Ab, ululyga Gytgéinde onufi tize bahasy durnukly-
lyk aralygyna degisli bolsun, yagny b; + Ab; € [b: — b7, b; + b{]. Onda
onlimleri yerlemekden gelyin girdejiler asakdaky ululyga tiytgérler:

AF=y Ab..

Teoremadan, eger harajatlar bir birlige tiytgese, yagny Ab =1 bol-
sa, onda AF=y, bolyandygy, bu bolsa y, bahalaryn degisli harajatlaryn
ontimgilik tigin gymmatlyklaryny gorkezyindigi gelip ¢ykyar.

AF=y. defllikden kolege y, bahanyfi bu harajadyn gorunyfi 1 bir-
lik iiytgemegi netijesinde yiize ¢ykyan yerlemekden gelen serigdelerini
AF tiytgemegini gorkezyédndigi gelip ¢ykyar, yagny bu kdlege baha bu
harajadyn oniimgilik {i¢in gymmatlylygyny kesgitleyér. Defiagramlyk
teoremasyndan, gyt dil harajadyn kolege bahasynyn 0-a dendigi ge-
lip ¢ykyar. Onda bol harajadyn liytgemegi yerlemekden gelen serigde-
leriii ululygyny liytgetmeyar, yagny onuni gymmatlylygy 0-a dendir.
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Maksat funksiyasynyi bahasy AF=F"+y. Ab.. deii bolar. i haraja-
dyn gorunyn iiytgemegi netijesinde optimal meyilnamanyn tiytgeme-
gini simpleks tablisasyndan tapalyn. Optimal simpleks tablisasynyn
ikinji siitiininiil berlen meselede 6nlimgiligin mogberlerini we basda-
ky meseldnin harajatlarynyn galyndylaryny kesgitleyandigi 6n aydy-
lypdy. Harajadyn gorunyi iiytgemegi bu siitiinde asakdaky diizgiinler
boyunga liytgemelere getiryar:

Olaryn oriki bahalaryna (ikinji siitiinifi elementlerine) x, nébel-
linin siitlininin degigli elementleri harajadyn gorunyn tiytgemeginii
Ab_ ululygyna kopeldilmek bilen gosulyarlar.

Ozi hem, hli bazis dil nibelliler 0-a dei bolmaklygyna galyar-
lar. Harajadyn maksimal yol berilydn azalmagyny, artdyrylmagyny
we durnuklylyk aralygyny alnan optimal meyilnamadan tapyp bolyar.

Indi bolsa durnuklylyk aralygynyn serhetlerini tapalyn.

X(Ab, )=X"+Ab.G

matrisa deiiligini koordinatalarda asakdaky yaly yazyp bolar:
x,(Ab)=x"+Ab, g

bu yerde gﬁil belgileme G, matrisanyii elementini atiladyar.

Sag tarapyfi Ab. liytgemesininl dhli x, (Ab,) ululyklar otrisatel dal
bolanlarynda yolbererli bolyandyklaryny bellélin. Bu sertden durnuk-
lylyk aralygynyi serhetlerini tapyp bolar.

Sag tarapynl maksimal yolbererli azalmagyny asakdaky formula
boyunga tapyp bolar:

xi(b) = xi + bigﬁl,
bu yerde minimum #hli g;' boyunca alynyar, yagny basdaky opti-
mal X" ¢Oziiwin siitiininiit G, matrisanyf i-nji siitininii polozZitel
elementlerine bolan gatnasyklaryny diizmeli we olaryn i¢inden in ki-
cisini saylap almaly. Eger bu siitiinde polozitel elementler yok bolsa,
onda b; =+oo deil bolar.

Sag tarapyin maksimal yol berilyén artmasy asakdaky formula

bilen kesgitlenilyar:
bi = min(x—jl),
| &5

bu yerde minimum &hli g;' < 0 boyunga alynyar, yagny basdaky op-
timal X" ¢oziiwifl siitiininiit G,' matrisanyi i-nji siitininifi otrisatel
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elementlerine bolan gatnasyklaryny diizmeli we olaryi i¢inden ab-
solyut bahasy boyunga in kigisini almaly. Eger bu siitiinde otrisatel
elementler yok bolsa, onda Ab; =+ oo den bolar.

Aydylanlary jemlédp, optimal meyilnamalaryin ykdysady seljer-
mesini ge¢irmek {i¢in asakdaky teorema (subutsyz) hem uly komek
beryér:

2.10-njy teorema. Catyrymlanan meselénin optimal meyilnama-
synyn y. diiziijileri /' maksat funksiyasynyn optimal bahasy gazanylan
wagtynda b, ululyklara bagly bolek éntimlerine denidir:

OFax (b1, b2y csbi)
b, -

Bellik. Teorema b-lerin tliytgemeginifi F_ (b, b,,...,b ) ba-
hasynyn iiytgemegine getiryiandigini we bu tiytgeysi berlen meseld
catyrymlanan meseldnin ¢oziiwinin iisti bilen seljerip boljakdygyny
tassyklayar. Meselem, ¢atyrymlanan meseldnifi ¢6ziiwinifl y, kompo-
nentasynyn yeterlik uly bolmagy berlen meselede i-nji harajadyi iiyt-
geyis mukdarynyit ¥ (b,, b.,,...,b ) baha (berlen meselede maksat
funksiyasynyn il uly bahasyny) edyén tisirini bahalandyryar. Husu-
san hem, y =0 bolmagy i-nji harajadyni 6niimg¢iligifi yagdayyna tésiri-
nin yokdugyny ailadar.

AY =
Sorag
. we
yumuslar

1. Ozara catyrymlanan meselelerifi mefizesliklerini sana.

2. Ozara gatyrymlanan meseleleriii ¢oziiwlerinif arasynda nahili de-
gislilik gurulyar?

3. Catyrymlanan meseleler hakda teoremalary teswirlan.

4. Obyektiw sertlenen bahalaryn ykdysady manysyny teswirlan.

2.45-2.56-njy mysallarda ¢yzykly programmalasdyrmanyil me-
selelerine catyrymlanan meseleleri gurmaly we olaryn ¢oziiwleriniii
berlen meselelerin ¢éziiwleri boyunga tapmaly.

X +x, =1, —x+x =1,

_2XI+X2S2, xl_X2S3,
2.45. {x +x, = 4, 2.46. {x; +x, = 8,

x < 3, 2=<x =<5,

x = 0,x, = 0; 1<x,<4;

L=x +2x (max). L=2x +x (max).

—(9%6 )




X —2x, < 4,
—x +2x, <4
X+ 2x, < 6,
x = 0,x,= 0;
L=x +2x (max).

2.47.

-

X —x,+4=<0,
X+ x, < 2,
2.49. {x, — 1 =0,

L=x +7x, (max).

(2, + x, < 6,

x — 2%, <0,
2.51. 2% — 4x, = 8,
1 <x <3,

1, = 0;
L=x,—x, (min).

(2, + 2%, — 4 =0
2% +x, =24

X —x+4=20
X +x,=26
x—4<0

12 = 0,x, = 0;
L=x +x, (min).

2.53. 1

X —2x,—420,

X +x, =3,
2.55. 4% +x,—-7=0,

X1—2§O,

x = 0,x, = 0;

L=2x —x (min).

7. Sargyt Ne 2463

2.48.

2.50.

2.52.

2.54.

2.56.

3x, + 2x, = 6,
3% —2x,+7=0,

x—1=20,
X, = 0;

L=3x +4x (max).

(x, —x%, +5=0,

3%+ x, =— 3,
2%, +x, — 14 <0,
XI—SSO,

6 = 0,x, = 05
L=x +x, (max).

'X1—2x2—2§0,
X + 2x, = 3,
I+ 2%, —6 =0,
X —x, =0,
=0, x, = 0;
L=x,—3x, (min).

X +x,—-420
—2x, + 6x, =— 12
x—2=20

x, = 0;
L=2x —6x, (min).

X +x,—1=0,

X, — X, = — 2,
—x+2x,+2 =20,
x—3=0,

x = 0,x,=0;

L=x,—2x, (min).




III boliim

CYZYKLY PROGRAMMALASDYRMANYN
YORITE MESELELERI

§ 3.1. Ulag meselesi

3.1.1. Ulag meselesinin matematiki modeli

I boliimde ulag meselesini ¢yzykly programmalasdyrmanyn
nusgawy meselelerinifi biri hokmiinde teswirledik.Yone onufl ¢ozii-
lisi bilen mesgullanmandyk. Ulag meselesinin yapyk modelini mate-
matiki dile gegiripdik. Meseld layyklykda, 4, 4,, 4,,...,4, ugradyjy
nokatlardan B, B,, B,,...,B, kabul (sarp) ediji nokatlara, degislilikde
ugradylyp b111nJ ek yuklerln mukdarlary a,a,, a,...,a deh. Sarp ediji
nokatlaryinl isleg bildiren yiiklerinii mukdarlary, degislilikde b, b,
b,...,b, def. A-den B-e ugradylan yiiklerin bir birligine tolenyan to-
leg (gykdajy) ¢, belli ululyklar x;—A; -den B-e ugradylan yiikiin né-
belli (kesgltlemeh) mukdary. Onda ulag meselesmm yapyk nusgasy
asakdaky gorniisde yazylyar:

m n
Za,- = bji (1)
i=1 izl
X+ X+ o+ X = @y,
Xy + X v Xy, = o,
iy T ©)
Xy + Xpp + 200+ Xomn = Am;
X+ Xy + o + X = by,
X X e+ X, = b,
e Th T T = 3)
_‘xln + Xon + 0+ X = bm,
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x>0,i=12,..,m;j=12,..., n.

n

L= i c;x;(min). 4)

i=

......

......

maksady gorkezyédn funksiya in ki¢i baha beryin (x,) meyilnamany
tapmaly. (2), (3) we (4) mesele ¢yzykly programmalasdyrmanyn me-
selesidigi sebépli ony simpleks diizgiinin algoritmi bilen ¢oziip bolyar.
Yone, ulag meselesininiii ayratynlygy nébellilerifi koeffisiyentlerinif
1-e den bolmagy, bir tarapdan ony simpleks usulda ¢6zmége kyngy-
lyk doretse, beyleki tarapdan ydrite, has elyeter, 6zbolusly ¢oziilis
usulynyn doremegine getirdi. Ulag meselesi ¢yzykly programmalas-
dyrmanyti beyleki meselelerinden diiypli tapawutlanyar.Yapyk ulag
meselesiniii hemise optimal ¢ozliwi bar. Onun defilemeler ulgamlary-
nyn ndbelli ululyklarynyn koeffisiyentlerinin dhlisi bire den.

(1) sert meselédnin m+n deinlemelerinin 6zara ¢yzykly bagly-
dygyny gorkezyar. Ony (2) we (3) ulgamlardaky denlemeleri go-
sainda gormek bolyar.

Hakykatda n+m-1 denlleme ¢yzykly bagly dil. Diymek, (2)
we (3) denlemeler ulgamynyn rangy r=n+m—1 den. (2) we (3)
denlemeler ulgamynda n+m—1 nédbelliler bazis ululyklar, galan
k=nm—(n+m—1)=(m—1)(n—1) sany ululyklar erkin iiytgeyan ululyklar
bolar. Optimal ¢oziiw yolbererli ¢coziiwler kopliiginin bir depesinde
yerlesyér. Bu depede iit bolmanda & sany ululyk nola deit. Eger (1),
(2) we (3) sertler kanagatlandyrylsa, onda (xl.j) — meyilnama yolbe-
rerli meyilnama diyilyar. Eger meyilnamada r=n-+m—1 sany diizii-
ji noldan tapawutly bolsa, onda (xl./.) meyilnama dayan¢ meyilnama
diyilyér. Eger-de bu meyilnama L funksiyasyny minimuma dwiiryén

......

3.1-nji ulag tablisasynyn komegi bilen ¢oziilyar.




3.1-nji tablisa

KN B1 32 B3 Bn Yikler:
UN a,
Al Cp+ —Cp 13 In a,
Az Sy TCy 23 o a,
Az S5 ) C3 S a,
Am cml cmZ cm3 o cmn am
Isleg b]. b, b, b, . b, Zai=2bj

Bu yerde: KN — kabul ediji nokat. UN — ugradyjy nokat.

Her 0yjiigin ortasynda ugradylyan yiiklerin mukdary yazylyar.
¢, ¢ykdajylar 6yjligin yokarky sag burgunda yazylyar. Onda eger (x,)
meyilnama dayan¢ meyilnama bolsa, 3.1-nji tablisanyn n+m — 1 6y-
jiginde x,#0 bolar, galan (n — 1)(m — 1) 6yjiikde x,=0 bolar.

3.1.2. Dayan¢ meyilnamasynyn tapylysy

Dayan¢ meyilnamany tapmaklygyn birndge diizgiinleri bar.
Olardan dayan¢ meyilnamasyny tapmanyn «demirgazyk — giinba-
tar bure» diizgiini bilen «ifi az ¢ykdajylar» usuly boyunga tapylysy
mysal bolup biler. Bu usullaryii manysy n+m — 1 d&dimifi dowamynda
bos dyjiikleri yzly-yzyna doldurmakdan ybaratdyr. Baglangy¢ dayang
meyilnamasynyn «demirgazyk — giinbatar bur¢» diizgiini bilen ta-
pylysyna mysal arkaly seredelini:

3.1-nji mysal. Asakdaky 3.2-nji tablisada ulag meselesinin ilkin-
ji dayan¢ meyilnamasyny gurmaly:

3.2-nji tablisa

o KN|B, |B, |B, [B, [B, |a
A _10 8 +6 5 El
! 18| 27 |3 48
A +(7 S| 78 0 5|
2 30 30
8 7 10 8 7
A3
9 12| 6 |27
7 5 4 6 8
A4
20 |20
3 18 [27 [42 [12 [26 [125




Tapylan meyilnamanynn dayan¢ meyilnamadygyny bar-
lalyn. Dayang meyllnamada n+m-1 0oyjikde x #0 bolmaly:
n+m—1=4+5—1=8. Yokardaky 2-nji tablisada 8 oyjukde x#0. Ga-
lanlarynda x;=0. Diymek, tapylan meyilnama dayang meyﬂnamadyr
Su meyilnama boyunga tolenyan tolegin mukdary

L=18-10+27-8+3-5+30-:8+9-10+12-8+6-7+20-8=1039
den bolar. Eger doly 6yjlikleriii sany n +m—1-den az bolsa, onda da-
yan¢ meyilnama néhili tapylyar? Munun tigin 3.3-nji tablisada berlen

ulag meselesine seredelii:
3.3-nji tablisa

KN|B, |B, |B, |B, |B, |a
UN
4, 10 | 10 20
4, 20 | 10 30
A, 25 25
A, 20 | 20
b, 10 | 10 | 20 [ 35 [ 20 [ 95

Onki diizgiin bilen dayan¢ meyilnamany gurmaklyga synanysa-
lyi. n +m—1=4+5-1=8, diymek, 8 6yjiikde x,#0 bolmaly. 3.3-nji tab-
lisada 6 6yjiikde x,#0. Diymek, gurlan meyilnama doly manysyndaky
dayan¢ meyilnamasy dél ekeni. Bu yagdayyi dine baslangyc meyilna-
ma tapylanda bolman, optimal meyilnama gézlenende hem bolmagy
miimkin. Sunuil yaly meyilnamalara sikesli (kemli) meyilnama di-
vilyér. Seyle bolanda kemsiz dayan¢ meyilnamany gurmak {i¢in kébir
ugradyjy nokadyn ya-da kabul ediji nokadynl yiiklerinin mukdaryny
umumy balans serti yerine yeter yaly azajyk (e san) iiytgedyaris. Umu-
my c¢ykdajy hasaplananda meyilnamada ¢=0 diyip almak bolar.

3.4-nji tablisa

KN[B, [B, [B, [B, [B. |a
UN
A, 1010 ] ¢ 20+e
4, 20-¢[10+¢ 30
A, 25-¢| ¢ 25
4, 20-¢ | 20-¢
bi 101020 35| 20 95
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3.4-nji tablisada 8 Oyjiik noldan tapawutly. Sonun iicin tapylan
meyilnama (x,) kemsiz dayan¢ meyilnamadyr.

Dayan¢ meyilnama «ift az ¢ykdajylar» usuly boyunga gurulan-
da meyilnamany diizmek ¢, cykdajylaryn i kici dyjiiginden baglan-
yar. Bu usul yokarda beyan edilen «demirgazyk-giinbatar burc»
usulyna garanda has gowy ¢oOziiwi beryir. Sebdbi onda ¢ykdajylary
azaltmak maksady goz oniinde tutulyar. Meselem, 3.1-nji tablisada-
ky mysalda dayan¢ meyilnama «in az ¢ykdajylar» usuly boyunga
gurulanda asakdaky meyilnamany alarys (3.5-nji tablisa).

3.5-nji tablisa

KN[B, |B, |B, |B, |B. |a
UN
A T0| 5| o 9
! 2|6 48
A 6 3 [§ 5
’ 18 12 pO
A3 8 7 10 8 7
7 6 | 14| 27
A4 7 5 4 6 8
20 20
b, 18 [27 [42 [12 [26 [125

Alnan meyilnamadadaky jemi ¢ykdajyny L maksat funksiyasy-
nyn bahasyny) tapalyn:

L=42-5+6-6+18-6+12-5+7-7+6-8+14-7+20-5=7009.

Tapylan baha L maksat funksiyasynyn 6iiki bahasyndan (1039)
has kigi. Sol sebdpli, bu meyilnama 6nki dayan¢ meyilnamadan gowy.

3.1.3. Dayan¢ meyilnamasynyn gowulandyrylysy
(optimal meyilnamanyn gozlenilisi)

Ulag meselesinde alnan dayan¢ meyilnamasyny gowulandyrmak
iicin (yagny optimal meyilnama tarap ymtylmak ticin) ulag tablisasy-
nyn sikli diyilyédn oyjiiklerin toplumyna seredilyér.

3.1-nji kesgitleme. Bos 0yjiikkde baslanyp, balansy bozman ony
doldurmak ii¢in birndge doly dyjiikleri birlesdiryén, burglary 90° den
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bolan yapyk dowliik ¢yzyk bilen birlesdirilen 6yjiklerin yzygider-

Sikl yonekey we ¢ylsyrymly bolup biler. Siklinn depelerinin sa-
ny jiibiit. Yonekey siklde dort 6yjiik, ¢ylsyrymly siklde dortden kop
jubiit sanly oyjiikler bolyar. Sikl boyunga meyilnama iiytgedilende
(viik hereket etdirilende-gecirilende) yikiin kopelydn 6yjlgindiki
depini (+), kemelyénini (—) bilen belgileyiris. Siklde sol alamatlar
sada yonekey siklifi bahasy y=c — ¢ t+c,— ¢, def. 3.2-nji tablisada
gorkezilen siklint bahasy y=6—-10+5—-8=—4 den. Eger sikl boyunca k&
birlik yiiki hereket etdirsek we y>0 bolsa, onda L maksat funksiyasy-
nyn bahasy 4y ululyga ulalar, ya-da eger y<0 bolsa k-y kigeler. 3.2-nji
tablisada sikl boyunca 18 birlik yiiki hereket etdirip bolyar. Onda L-ifi
bahasy 18(—4) ululyga kigeler. Yagny

L, =L+ky= 1039-18-4=913 bolar.

Alnan meyilnama baslangy¢ meyilnamadan gowy. Bu meyilna-
manyn optimaldygyny kesgitlemek iicin meyilnamadaky dhli bos 6y-
jukler ti¢in siklleri gurup, olaryn bahalaryny hasaplap gérmeli. Eger
alnan meyilnama kemsiz dayan¢ meyilnama bolsa, onda her bos 6y-
Jik (x,=0) tigin dine bir hasap sikli bar. Siklin bir depesi bos 0yjiikde,
beyleki depeleri doly dyjiikde bolyar we sol bos 6yjligi doldurmak
maksady bilen gurulyar. Eger sol sikllerini arasynda otrisatel bahaly
sikl yok bolsa, onda alnan dayan¢ meyilnama optimal meyilnama-
dyr. Eger otrisatel bahaly sikl bar bolsa, onda alnan meyilnama opti-
mal meyilnama dél we ony gowulandyrmagy dowam etdirmeli. Onunl
ticin sikllerinl arasyndan bir otrisatel bahaly sikli saylap alyp, sol sikl
boyunga yiiki hereket etdirmeli. Optimal meyilnama dinie bir bolman,
onuil birnd¢e bolmagy hem miimkindir. Aydylanlardan, dayan¢ me-
yilnamany gowulandyrmak ii¢in (optimal meyilnamany tapmak ii¢in)
her gezek bos dyjiikler ticin hasap siklini diiziip, olaryn arasyndaky
otrisatel bahaly sikl boyunca yiiki hereket etdirmeli. Bu bolsa birnédge
hasaplamalary gecirmekligi talap edyar. Eger ulag meselesi potensial-

......

aydyn gorlinyar.
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3.1.4. Ulag meselesinin potensiallar diizgiini bilen ¢oziilisi

Yene-de (1)-(4) ulag meselesine seredelifi. Goy, A, ugradyjy no-
kat bir birlik yiiki ugratmak ligin «, ¢cykdajy, B, kabul ed1]1 nokat bolsa
ﬁ gykdajy edyar diyelin. c; a+ﬁ ululyga A den B -e ugradylan bir
ri gysgaca (o, ﬁ) bilen belgilélin.

Berlen (a, ,B )-de islendik (x ) yolbererli meyilnamada
_:i c. x,=C=const,

et £t

y

yagny

f:ii? iZ(a/,—i-B,)x,, ZZaaxl, iz X =

Jj=1 i=1j= i=

=

m

=1
=Z Zazxu+25,z,6’,xy Zaiai‘l'Zijj:C:COnSt
~ ‘ =~

= i=1
Diymek Lx -lere bagly dal

I-nji. teorema. Hemme bazis oyjukler licin (x >0, ntm—1 sany
oyjlikde) c; a+ﬁ =c; bolsa, bos dyjlikler ti¢in (x, —O) c a+ﬂ <c, bol-
sa, onda meyllnamany gowulandyrmak miimkin dal yagny bu meyll—
nama optimal meyilnamadyr.

E — baha ulag tablisasynyn oyjiiklerinint yokarky cep burgunda
yazylyar Islendik bos 0yjiik ti¢in hasap siklinin bahasy o c den.

3.1-nji tablisada (2;2) 6yjligi bos 6yjuk diysek, onda bu oyjiik
ticin gurlan hasap siklinin galan depeleri doly Oyjiiklerde bolar. Bu
siklint bahasy {i¢in alarys.

C,=Cy (0!+ﬂ)+(a’+l>’) (@, tp,)=c,,—a,—p,=
22 (a2+ﬁ2) c22
Doly oyjiiker {i¢in ai+,8j= ¢, (xij>0) (5)

V3 =Cr—Cyy T C

gorniisli denllemelerin sany n+m—1, nébellileriniit sany n+m sany.
Naébellilerin birine baslangy¢ baha berip (nol) beylekilerini tapmak
bolar. Eger doly 6yjiliklerde (xl.j>0) E‘U:CU. bolsa, galan bos 6yjliklerde
(xl_/_ZO) 5;,-55}-,- bolsa, onda tapylan meyilnama optimal. Eger-de bos
(xij: 0) oyjiiklerde ¢ €5 bolsa, onda su Oyjiik ii¢in otrisatel bahaly
hasap sikli bar, bu yagdayda meyilnama-da optimal dél. Beyan edilen
algoritm teoremanyn serti yerine yetydancd dowam etdirilyar.
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3.2-nji mysal. Ulag meselesini potensiallar diizgiini bilen ¢ozelin

(3.6-njy tablisa).
3.6-njy tablisa

KN[B, [B, |B, |a,
UN
A1 4 1 2 20
A2 6 2 4 40
b, 15 (20 [25 |60=60

Baslangy¢ dayan¢ meyilnamany demirgazyk-giinbatar burg diiz-

giini bilen tapalyn (3.7-nji tablisa).
3.7-nji tablisa

KN Bl Bz B3 4, a;
UN
A] 4 1 2
150 5 20 |«
A 6 2 4
2
15 25 40 |,
b, 15 20 {25 [60=60
B, B 1B |
Doly oyjiikler iicin E'l.j=cij bolyar. Onda
a + B = 4,
al + 62 = 13
aZ + BZ = 2,
aZ + 63 = 47

Bu yerden ¢ =0; @,=1; =4, B,=1, p,=3. Bos dyjiikler tgin:
513:Cy1+63:()+3>2, 521=a2+ﬁ’1= 1+4=5<6.

Diymek (3.8-nji tablisa).
3.8-nji tablisa

KN[B, [B, [B, ]a, a
UN
Al 4 1 2|
15 5 20 |0
A2 6| 2| 4
15| 25 40 |
b, 15 [20 [25 [60=60
B, 4 |1 [3
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3.8-nji tablisada (1, 3) oyjiikde ¢,>c,, onda bu 0yjiik iigin (—) bahaly
hasap sikli bar. Onun bahasy y=2—3=—1. Sikl boyunca 5 birlik yiiki
aylap, tize meyilnama alarys. Bu meyilnamany 3.9-njy tablisada ya-
zalyn:

3.9-njy tablisa

KN B1 32 B3 a, a,

UN
4, I

15 5 20 |a@,=0
A2 6| 2| 4

200 20 40 |@,=2

b, 15 [20 |25 [60=60
B B=4 |p=0 [p=2

Oriki yaly edip, doly &yjiikler iicin @ we ﬂi—ni hasaplalyn.

a1+ﬁl:4a
al+33:2’
a2+62:2a
a2+53:4’

defilemelerden: ¢ =0; B,=4; B.=2; ;=2; B,=0 alarys.
Bos dyjiikler ii¢in ¢, =a,+ f,=2+4=6=6; ¢ ,=a+ f,=0+0<1
Teoremanyn sertleri yerine yetyér, diymek tapylan meyilnama
optimal meyilnama we bu meyilnamada:

L =15-4+5-2+20-2+20-4=190.

Eger (1)-(4) ulag meselesinde (1) balans serti yerine yetmeyin
bolsa, >a; # >b; (basgaca Ya; > >b; ya-da >a; < >b; bolanda)
meselesinin agyk gorniisini ¢6zmek ticin ilki bilen ol ulag meselesinin
yvapyk modeline getirilyér. Eger >a; > >b; bolsa, ugradyjy nokatlar-
daky yiiklerit mukdary kabul ediji nokatlaryn isleg bildiren yiikleri-
nift mukdaryndan kop. Bu yagdayda B, yalan kabul ediji nokat girizil-
yar we onun «isleg» bildiren yiikiinitt mukdary by = >a; — > b; dent
diyip goz oniinde tutulyar. Bu yagdayda ulag meselesi yapyk nusga
gelyir. L hasaplananda yalan kabul edijé birlik yiikiin dasalmagyndan
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edilyén ¢ykdajy c, =0 den diylip hasap edilyar. Eger Y a; < > b; bolsa,
onda yalan A4 ugradyjy nokat girizyiris. Ondaky «ugratmaly» Vii-
kiin mukdary a, = Y'b;, — >a: diyip hasap edyaris. Bu yagdayda hem
L hasaplananda ¢ =0 diyip hasap edilyar.
3.3-nji mysal. Asakdaky ulag meselesiniii agyk modelinde yalan
ugradyjy nokat girizmeli (3.10-njy tablisa).
3.10-njy tablisa

KN[B, [B, [B, |a,
UN
Al 2] 4 3 20
A2 1 5 1 30
b, 35 |20 [25 [80>50

Yalan A, ugradyjy nokat girizyédris. Bu nokadyi «ugratmaly»
yiiklerinin mukdary a=80-50=30 onda yokardaky 3.10-njy tablisa
asaky gorniise (3.1/1- n]l tablisa), yagny meseldnin yapyk nusgasyna

gelindi.
3.11-nji tablisa

KN[B,  [B, |B, a
UN

AI 2 4 3 20
Az 1 5 230
A, 30
b, 35 |20 (25 80

Bizin sereden ulag meseldmize baha boyunca ulag meselesi di-
yilydar. Wagt boyunga, yagny yiikleri ugradyjy nokatlardan kabul edi-
ji nokatlara miimkin boldugyca az wagt sarp edip dasamak boyunca
ulag meselesi hem bar.

1. Ulag meselesini matematiki modelini nddip diisiindirmeli?

2. Ulag meselesinin yolbererli meyilnamasyny kesgitlemeli.

3. Ulag meselesinin dayang meyilnamasyny kesgitlemeli.

4. Ulag meselesinin dayan¢ meyilnamasynyn potensiallar diizgiini bi-
len tapylysyny distindirin.

5. Ulag tablisasynyn siklini kesgitlan.

6. Ulag meselesinin agyk gorniisini nédip diistindirmeli?

L
’ raglar
. we

yumuslar
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3.4—3.9-njy mysallarda tablisalar bilen berlen ulag meselesinii
yapyk modelini ¢oziin:

34.~_KN[B, B, |B, B, a
UN
4, s s 3 1 100
4, 3 P 5 1 140
4, i R 3 1 60
bj 80 80 60 80 300
35.~_KN[B, [B, |B, |5, @
UN
4, 2 B 3 1 120
A2 3 2 7 5 100
A3 1 4 3 2 160
bj 70 130 | 100 |80 300
3.6.~_KN[B, |B, |B. |B, @
UN
A] 5 2 3 4 70
A2 3 2 5 3 100
4, r B 3 1 60
bj 40 50 60 80 230
KN|B, [B, B, m
3.7.lUN
Al 1 2 4 70
4, 3 4 1 130
4, ] E 1 60
4, 4 6 1T 40
bj 100 | 140 |60 300
KN|B, |B, |B, @
38. N
A] 3 2 4 70
A2 3 4 5 130
4, i 2 1 50
A4 4 5 1 80
bj 170 {100 |60 330
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KN|B, |B, |B, a
3.9.|unN
Al 3 2| 4 70
A2 3 4 5 130
A3 1 2 3 50
A4 4 5 1 80
bj 170 |100 |60 330

3.10.—3.12-nji mysallarda tablisalar bilen berlen ulag meselesi-
nin agyk modelini ¢ozlin:

3.10. KN[B, [B, [B, |[B, a,
UN
Al 5 4 3 4 160
A2 3 2 5 S 140
A3 1 6 3 2 60
} 80 [80 [80 |80

Jogaby: L . =780, optimal meyilnama:
x,,=60; x, =80; x, =20; x,,=80; x, =60.

27721 2722
3.11. KN[B, [B, [B, |B, a,
UN
4, 1 1 7 80
A2 6 3 E S 140
A, 3 2 170
b, 80 [50 [50 [70

Jogaby: L . =720, optimal meyilnama: x, ,=10; x ,=70; x, =10,
x,,=50; x,,=40; x, =70.

3.12. KN[B, |B, [B, [B, a,
UN
Al 6 7 3 2180
A2 3 1 4 390
A, 3 2 6 1 170
b, 45 145 100 [160

Jogaby: L . =800, optimal meyilnama:
x,=100; x, =35; x,,=45; x, =45; x, =125.

14 2722
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3.1.5. Wagt boyunca ulag meselesi

Durmusyn kébir ulag meselelerinde oniimgiligin ¢ykdajyla-
ry gyzyklandyrman, eysem yikleri berlen 7" wagtda isleg bildiri-
len yerlere ugratmak gyzyklandyryar. Diymek, yiikleri 7 wagtda
yerlesdirmeli. Tiz zayalanyan oniimleri ugratmak ya-da gerekli
enjamlary we ddri-dermanlary gerek yerlerine gysga wagtda ye-
tisdirmek we suna menzesler muna mysal bolup bilerler. In gowy
(xij) meyilnama diylip gysga wagtda (7 . wagtda) yuklerifi gerekli
}'lerine dargadylmagyny iipjiin edyén meyilnama aydylyar
Ulag meselesinin bu gornilisine wagt boyunca ulag meselesi d1-
yilyar. Goy, (1)-(4) ulag meselesi berlen bolsun. 4 -ugradyjy no-
katlardan (UN) B -kabul ediji nokatlara (KN) yiik eltmek igin 7,
wagt berlen X, — yukiin mukdaryna bagly dél, yagny 4 -den B-e
yiik ugratmak ticin ulag yeterlik. Ulag meselesinin bu gorniisi ligin
hem tablisa doldurylyar. Bu tablisanyn 6nki tablisadan tapawudy
cij-leriﬁ yerine tl,j-ler yazylyar. Diymek, seyle (1)—(4) sertleri kana-
gatlandyryan in gysga wagtda yiikleri gerekli yerlerine ugradyan
(x, ;) meyilnamany tapmaly. I kop wagt sarp edilip, yiikler gerekli
yerine eltilende hemme B-kabul ediji nokatlar kanagatlandyryl-
yar. Sonuil ligin maksat sol T= max 7, wagty miimkin boldugyca
kigeltmekden ybarat. Diymek:

I=max ¢, —min (6)

iipjiin edyén seyle (xl.j) meyilnamany tapmaly.

Ulag meselesinin bu gorniisi ¢yzykly programmalasdyrma-
nyn meselesi dil. Sebébi, T funksiya a,-e cyzykly bagly funksiya
dil. Yone bu meseldni hem ¢yzykly programmalasdyrmanyn esa-
sy meselesine getirip ¢0ziip bolyar. Ony asakdaky mysal arkaly
gorkezelin.

3.12-nji mysal. Ulag meselesi 3.12-nji tablisa arkaly berlen.
Gysga wagtda yerine yetirilyén (xil.) meyilnamany tapmaly.
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3.12-nji tablisa

KN
UN B, |B, |B, |B, |B, a,
Al 1 8| 7
25
21| 4
A 5 [§
2 34
33| 1
A 4 8 5
3 42
39| 3
A 11 4 9
4 23
8 |15
b, 21 |37 140 | 11 | 15| 124

Ilki «demirgazyk-giinbatar burgy» diizgiini bilen baslangy¢ me-

yilnamany guryarys (3.12-nji tablisa).

Gurlan meyilnama kemsiz. (1,1) 6yjiikde i uly wagt bar (7=10).
Bu oyjlikden gagmaly, edil sonun yaly-da (4,1) 6yjiige hem barmaly dél,

sebabi onda 7= 11

Bu oyjiikleri meyilnamadan ayrmak maksady bilen, «in az ¢yk-
dajylar» usuly boyuncga tize meyilnama guryarys (3.13-nji tablisa).

3.13-nji tablisa

N KNlg 1B, |B, |B, |B, | 4
A 10 8 5 6 7

! 5 25
A 5 [¢ 6

2 21 | 13 3
A 4 8 7 8 5

3 L1 [ s | ¥
A 11 4 8

4 ’ 23
b, 20 [ 27 (40 | 11 | 15 | 124

3.13-nji tablisada yiiki dasamaklygyn wagty 8-de gutaryar. Ol
(3,4) we (3, 2) oyjiiklerde. Meyilnamany gowulandyrmaga synanysa-
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lyii. Onun ti¢in 11 birlik yiiki (1,4) dyjiigin sikli boyunca hereketlen-
diryéris. Netijede, tdze dayang meyilnamany alarys:

3.14-nji tablisa

N ENlp s |B, |B, |B. | a
10 8 5 6 7

4 14 | 11 25

5 6

= 21| 13 34
4 8 7 8 5

4 T | 26 15 | 4

A4 11 234 23

b, 20 [37 [ 40 | 11 [ 15| 124

3.14-nji tablisada yiikiin dasalyp gutaryan wagty 7=S8. Bu (3,2)
Oyjlige degisli. Meyilnamany gowulandyrmak ii¢in bu 6yjiikdéki yiiki
ayyrmaly. Onui ii¢in 1 birlik yiiki 3.14-nji tablisada gorkezilen sikl
boyiinga hereketlendiryéris we tdze dayan¢ meyilnamasyny alarys

(3.15-nji tablisa).

3.15-nji tablisa

KN

o |B. |B |B, |B, |B, | «q
10 8 5 6 7

4 14 | 11 25

5

4 20| 14 34
4 8 7 8 5

& 1 26 15| #

A4 11 23 4 23

b, 20 [37 [40 | 11 [ 15| 124

Meyilnamany yene-de gowulandyrmaga synanysalyi. (3, 3) 6yjii-
kdiki 26 birlik yiiki ayyrmaly. Bu yiiki (3, 4) dyjlige gecirmek miim-
kin dil, sebdbi bu dyjiikde wagt 8-e den. Bu yiiki (2, 3) oyjlige gegir-
mek hem (3, 3) dyjiikde 6 birlik yiikiin galmagyna getiryir. Seylelikde
3.15-nji tablisada tapylan meyilnama optimal meyilnamadyr. 7 . =7.
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§ 3.2. Cyzykly programmalasdyrmanyn
bitin sanly meseleleri

Uytgeyin ululyklary bitin bahalary alyan ekstremal meselelere
lerin matematiki modelinde ¢dklendirmelerdéki funksiyalar-da, mak-
sady gorkezyén funksiya hem ¢yzykly, ¢yzykly ddl we garysyk gor-
niisli bolup biler. Biz dine ¢yzykly yagdaylara serederis.

3.13-nji mysal. Kédrhanada gosmaga enjamlary oturtmak karar
edildi. Onun iigin 6-Lm? meydan boliinip berildi. Iki diirli enjamy sa-
tyn almak ticin 10 miit manat pul har¢glamak karar edildi. I gorniisli
enjamyn birinit bahasy 1000 manat, II gorniisli enjamyn birinin ba-
hasy bolsa 3000 manat. I gorniisli enjamyn birinint satyn alynmagy
Oniimin 6ndiirilisini 2 esse artdyrmaga, I gorniisli bolsa 4 esse artdyr-
maga miimkingilik beryér. I gorniigli enjamyn birini guramaga 2m?, 11
gorniislinin birisi tigin bolsa 1m? meydanyn zerurdygyny goz 6niinde
tutup, enjamlaryil haysy gorniisini satyn almagyn onliim Ondiirmegi
maksimal yokarlandyryp biljekdigini kesgitlemeli.

Coziilisi. Meseldnin matematiki modelini diizelin. Goy, kdrhana
[ gorniisli enjamyi x, sanysyny, II gorniislinifi bolsa x, sanysyny satyn
almagy meyillesdirsin. Onda bu {iytgeyan ululyklar asakdaky deiisiz-
likler ulgamyny kanagatlandyrarlar:

1
< 6L
2x1+x2_63, %)
x, + 3x, =< 10.
Eger karhana bu enjamlary satyn alan bolsa, onda oniimgiligin
artymy
F=2x +4x, (8)
funksiyanyn {isti bilen anladylar.
Meseldnini ykdysady manysyna gord, x , x, Uytgeyédn ululyklar
otrisatel didl we bitin bahalara eye bolmaly bolarlar:
x,20, x>0, )
x,, X, — bitin ululyklar. (10)
Seylelik bilen, berlen mesele (7), (9) we (10) sertler yerine yeten-
de F=2x +4x, funksiyanyfi maksimumyny tapmaklyga getiryér. x, x,
nébelli ululyklaryn difie bitin baha eye bolup bilyindigi sebipli, me-

8. Sargyt Ne 2463
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sele bitinsanly programmalasdyrmanyi meselesidir. Nébellilerin sany
ikd den bolany sebipli, bu meselini geometriki usulda ¢oziip bolar.
Onun Ugin x,Ox, koordinatalar tekizliginde (7), (9) we (10) sertlerii
yerine yetyan oblastyny guralyn (3. 1-nji surat).

3.1-nji surat

Gurlan OAEBC kopburglugyn dhli nokatlary (7) densizlikler ul-
gamyny we (9) otrisatellik sertini kanagatlandyryar. (10) bitin san-
ly bahalylyk sertini bolsa diiie ¢yzgyda tegelejikler bilen belgilenen
12 sany nokadyn koordinatalary kanagatlandyryar. Berlen meseldnini
¢oziiwini tapmak ticin O4BC kopburclugy OKEMNF kpburgluk bi-
len ¢alysalyn. Bu kdpburgluk bitin sanly koordinataly &hli yolbererli
cozliwleri 6ziinde saklayar. Bu kopburglugyn depelerininn koordina-
talary hem bitin sanlardyr. Sol sebipli, eger F=2x +4x, funksiyanyfi
OKEMNEF kopburglukdaky maksimum bahany alyan nokadyny tap-
sak, onda ol nokat seredilyidn meseldniil optimal ¢oziiwi bolar.

Seyle nokady tapmak iicin 6=(2;4) wektory we OKEMNF kop-
burglugyn iistiinden gegyén 2x +4x,=12 goni ¢yzygy guralyn. (12 san
totdnleyin, bu goni ¢yzyk OKEMNF kopburcglugyn iistiinden geger
yaly saylanyldy). Gurlan gonini C wektoryn ugruna onunn OKEMNF
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kopburgluk bilen sofiky umumy nokadynyi iistiinden gegyéinge siiy-
stirelini. Sol nokadyn koordinatalary meseldnin optimal ¢oziiwi bolar,
sebidbi maksat funksiyasynyi bu nokatdaky bahasy i uly bolar.

Cyzgydan gorniisi yaly, seyle nokat E(1;3) nokatdyr. | =14.
Seylelik bilen, £ nokadyn koordinatalary (7)-(10) meseldnii optimal
meyilnamasyny kesgitlir. Bu meyilnama gora, kdrhana I gorniisli en-
jamyn birini we Il gérniigli enjamyn {i¢iisini satyn almaly. Bu meyil-
nama kérhana bar bolan pul serisdelerinde we 6niimgilik meydanynda
maksimal mukdarda 6niim 6ndiirmége miimkingilik berer.

Yene bir meseld seredelifi. Goy, kirhana Verine yetirmeli isleri
icin 7 sany enjam (mehanizm) ulanmak gerek bolsun. i-nji enjamyn
(=1, 2,...,n) jnjiisi (j=1, 2,..., n) yerine yetirmekdaki is ondiirijiligi
¢, den bolsun. Her bir enjam difie bir isde ulanylyp bilinyér we her
bir ig difie bir enjam tarapyndan yerine yetirilip bilinyar diylen sertde
enjamlaryn iglere dogry berkidilip, i yokary is ondiirijiligini gazan-
magyn meyilnamasyny tapmaly.

Meseldnin matematiki modelini guralyn. j-nji isi yerine yetir-
mekde i-nji enjam ulanylanda 1-e den bolyan, beyleki yagdayda 0-a
den bolyan x, tiytgeydn ululygy girizelif. Yagny:

(11)

1,/-nji isi yerine yetirmekde i-nji enjam ulanylanda;
=0 beyleki yagdayda.

Onda her bir enjamyn dine bir isde ulanylyp bilinyandigi hakda-
ky sert:

Sxy=1,6=1,2..n) (12)
i=1

gorniise, her bir isini difie bir enjam tarapyndan yerine yetirilip bilin-
vandigi hakdaky sert bolsa:

dxi=1,(G=12,..,n) (13)
gorniise eye bolar. !
Seylelik bilen, mesele (11), (12) we (13) sertler kanagatlandyrylanda

F= ZIZ;CIij (14)

J=11=
funksiyanyn in uly bahasy gazanylyan X, (i=1, 2,...,n; j=1, 2,...,n)
liytgeyin ululyklaryfi bitin bahalaryny tapmaklyga getirilydr. Bu
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teswirlenen mesele hem bitinsanly programmalasdyrmanyn mese-
lesidir.

Bitinsanly programmalasdyrmanyii meselesiniii optimal ¢6-
ziiwinin tapylysy. Ciklendirmelerindéki funksiyalary hem, maksat
funksiyasy hem ¢yzykly bolan bitinsanly programmalasdyrmanyn
meselesine garalyn. Onun {i¢in liytgeyan ululyklary dine bitin baha-
lary alyan ¢yzykly programmalasdyrmanyin umumy meselesini tes-
wirlalin:

F = ZC/'XJ‘ (15)
funksiyanyn i=1
dagx;=b, (i=12,-,m) (16)
j=1
x>0 (=1, 2,...,n) (17)
X, (j=1, 2,...,n) — bitin bahaly ululyklar (18)

sertleri kanagatlandyryan kopliikde iii uly bahasyny tapmaly.

Eger bu meseldni simpleks usul bilen ¢ozsek, onda onun ¢ozii-
wi bitin bahaly bolup hem biler, bolman hem biler. Cyzykly prog-
rammalagdyrmanyil mydama bitin bahaly ¢6ziiwi bolyan meselesine
ulag meselesi mysal bolup biler. Umumy yagdayda (15)-(18) mese-
lani ¢6zmek ti¢in yorite usullar gerek bolar. Seyle usullaryni biri hem
esasynda simpleks usul yatan Gomorinii usulydyr.

3.2.1. Gomorinin usuly

Bitinsanly programmalasdyrmanyin meselesiniii ¢oziiwini Go-
morinin usuly bilen tapmak (15)-(17) meseldni ¢ozmekden, yagny se-
redilydn meseldni nibellilerin bitin bahany almak sertini goz 6niinde
tutmazdan ¢6zmekden baslanyar. (15)-(18) meselénin optimal ¢6ziiwi
tapylandan sonra ol ¢oziiw seljerilip baslanylyar. Eger sol ¢oziiwin
diiziim boleklerinin arasynda drob san yok bolsa, onda tapylan ¢oziiw
seredilydn (15)-(18) meseldnin, yagny bitinsanly programmalagdyr-
manyn meselesinin optimal ¢oziiwidir. Eger (15)-(17) meseldnii opti-
mal ¢ozliwinin diiziim boleklerinin arasynda drob san bar bolsa, onda
(16) denilemd asakdaky denisizlik gosulyar:
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> flax, = fb; (19)
we (15)-(17), (19) mesele ¢Ozilyar.

(19) densizlikde a; we b; ululyklar degisli a;, b, ululyklaryn
sofiky simpleks tablisadan alnan bahalary, f{a;) we f(b;) ululyklar
bolsa sol ululyklaryn drob bélekleri (bu yerde sanyn drob bolegi diy-
lip ondan ayrylanda bitin sany beryan in kigi otrisatel dil sana diisii-
nilydr). Eger (15)—(17) meseldnin optimal ¢oziiwinde birnége iiytge-
yan ululyk drob baha eye bolsa, onda (19) denisizlik olaryii ifi uly drob
boleklisi ticin alynyar.

Eger (15)—(17), (19) meseldnin ¢béziiwinde hem drob bahaly
diiziim bolegi bar bolsa, onda yokarda beyan edilen proses gaytala-
nylyar. Tiikenikli gezek gaytalamadan sofira ya-ha bitinsanly prog-
rammalasdyrmanyi meselesiniii optimal ¢6ziiwi tapylar, ya-da onui
¢Ozliwinin yoklugy ayan bolar.

Eger (18) bitin bahalylyk serti difie kdbir iytgeyan ululyklara de-
gisli bolsa, onda meseld bolekleyin bitinsanly programmalasdyr-
manyn meselesi diyilyar. Seyle meseleler hem yokardaky yaly tdze
gosmaca sert girizmek bilen ¢oziilydr. Yone bu yagdayda gosmaca
¢aklendirme

gorniisde bolar. Bu yerde Y asakdaky gatnagyklardan kesgitlenyar:
1) Bitin dél bahany kabul edyin x -ler tigin,

aj, a; > 0 bolanda,
7 = L i(?(ll )\al,] a; < 0 bolanda. (21)
2) Bitin bahany kabul edyén xj-ler ticin,
flay), f(ay) < fb)) bolanda,
7= {1 ]_C(?(l)) )\ flap),  fla;p) > fb)) bolanda. (22)

Yokarda beyan edilenlerden Gomorinifi usuly boyunga bitinsan-
ly programmalasdyrmanyil optimal ¢oziiwini tapmagyn asakdaky do-
wiirleri 0z i¢ine alyandygy mélim bolyar:
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. Uytgeyin ululyklaryni bitin bahalylygy talaby gz éiiinde tu-

tulmazdan simpleks usul boyunca (15)—(17) meselanin ¢ozi-
wi tapylyar.

. (15)—(17) meselénin optimal ¢6zliwinde maksimal drob baha-

sy bolan, (15)—(18) meseldnin optimal ¢dzliwinde bitin bahaly
bolmaly tiytgeyénler ligin gogmaca ¢dklendirmeler diiziilyar.

. Catyrymlanan simpleks usulyil komegi bilen (15)—(17) mese-

1a gosmaga c¢édklendirmeler birikdirilenden sont alnan mesela-
nin ¢oziiwi tapylyar.

. Tapgyrlayyn is prosesi, zerur halatynda yene-de bir gosmaga

caklendirme diiziilip, td (15)—(18) meselénin optimal ¢oziiwi
tapylyanca, ya-da meselénin ¢oziiwinin yokdugy anyklanyl-
yanca dowam etdirilyar.

3.14-nji mysal. Gomorinin usuly bilen

F=3x +2x, (23)

funksiyanyin maksimumyny

X1+x2+x3= 13,

X — X, + x4 = 6, (24)

—3X1 +x2 +.x5 = 9,
x20 (j=1, 2.....5), (25)
x,(j=1,2....,5) - bitin bahaly ululyklar, (26)

ciklendirmelerin kanagatlandyrylyan sertlerinde tapmaly. Meseldnii
cozliwine geometriki interpretasiya bermeli.

Coziilisi. Ilki bilen (23)—(25) meseléni ¢ozelin (3.16-njy tablisa).

3.16-njy tablisa

Bazis C, P, 3 2 0 0 0

P, P, P, P, P,

2 3 4 5 6 7 8 9
1 P, o 13 |1 1 1 0 0
2 P, 6 1 -1 0 1 0
3 P, 0 9 -3 1 0 0 1
4 0 -3 -2 0 0 0
1 P, 7 0 2 1 -1 [0
2 P, 6 1 -1 0 1 0
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3.16-njy tablisanyn dowamy

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 P, 0 27 0 -2 0 3 1
4 18 0 -5 0 3 0
1 P, 2 7/2 0 1 1/2 -1/2 |0
2 P, 3 1972 |1 0 1/2 1/2 0
3 P, 0 34 0 0 1 2 1
4 7172 10 0 5/2 172 0

Bu tablisadan gorniisi yaly, (23)—(25) meselanin tapylan ¢oziiwi

X:(%1%ﬂk&&0Qﬂ—@@nwmﬁmﬁqﬂmddhmw&ﬂs%é
bi onufi iki komponentleri (x, we x,) bitin baha eye déldirler. Olaryti
drob bolekleri den. Sol sebépli, olaryn biri ligin gosmaga ¢aklendirme
diiziilyédr. Meselem, x, ligin seyle ¢éklendirme diizelin. Soriky tablisa-

dan alarys:
X, + (%)9@ — <%)x4 =17/2.

Seylelik bilen, (23)-(25) meseldnin ¢dklendirmeler ulgamyna
1 1Y), >
ﬂn%+dﬁ%+ﬁ Jm_7u

1 1)y, >1
(B)e+(G=g

xtx,>1 (27)
densizlik gosulyar (3.17-nji tablisa).

ya-da

yagny

3.17-nji tablisa

i [Bazs| C, | P, 3 2 0 0 0 0

P, P, P, P, P, P,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 P, 2 7/2 |0 1 172 |-1/2 |0 0
2 P, 3 19/2 |1 0 12 12 0 0
3 P 0 34 0 0 1 2 1 0
4 P, 0 -1 0 0 -1 -1 0 1
5 712 |0 0 5/2 172 |0 0
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3.17-nji tablisanyn dowamy

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 P, 2 4 0 1 1 0 0 -1/2
2 P, 3 9 1 0 0 0 0 12
3 P, 0 32 0 0 -1 0 1 2
4 P, 0 1 0 0 1 1 0 -1
5 35 0 0 2 0 0 1/2

Indi bu tablisadan (23) funksiyanyn (26), (24) we (27) sertler ye-
rine yetendiki maksimal bahasyny tapyarys.

3.17-nji tablisadan bitinsanly programmalasdyrmanyii basky
berlen meselesinini optimal ¢oziiwinitt X'=(9;4;0;1;32) bolyandygy
gorlinydr. Bu meyilnamada maksat funksiyasynyfi bahasy F_ =35.
Meseldninn geometrik manysyna garalyn. (23)—(25) meseldnin
yolbererli ¢oziiwlerinin kopliigi bolup, 3.2-nji suratdaky OABCD
kopburcluk hyzmat eder. Bu suratdan gorniisi yaly maksat funksi-
19 .7
2°2

X = (129 ; 0;0; 34) ¢Ozliw optimal meyilnama bolup hyzmat edyar.

Bu 3.16-njy tablisadan hem goriinyr.

A
18

N: —3x,+x,=9
12

yasy 0z maksimal bahasyny C ( )nokatda kabul edyir, yagny

>
xl

3.2-nji surat
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X = (% Z;0:0; 34) coziiw (23)-(26) meselinii optimal ¢ozii-
wi dildigi sebépli gosmaga ¢iklendirme (x,+x,>1) girizilydr. x, we x,
ululyklaryn bahalaryny (24) detilemeler ulgamyndan tapyp, bu den-
sizlikden x <9 defsizligi alarys. Bu defisizlige x, =9 goni ¢yzyk bilen
ciaklenen, OABCD koépburclukdan EFC iicburclugy kesip alyan ya-
rymtekizlik degislidir.

3.2-nji suratdan gorniisi yaly, alnan meselénin yolbererli ¢oztiw-
lerinin kopliigi bolup OABEFD kopburcluk hyzmat edyér. Bu kop-
burclugynn E(9;4) nokadynda berlen meseldniii maksat funksiyasy
maksimal baha eye bolyar. E nokadyn koordinatalary bitin sanlar bo-
lany sebdpli, x =9 we x,=4 bahalary (18) defilemeler ulgamynda orun-
larynda goyanymyzda x,, x, we x, ndbelli ululyklar hem bitin bahalara
eye bolyarlar. Sol sebipli X’=(9;4;0;1;32) ¢6ziiw berlen (23)-(26) me-
seldnin optimal ¢ozliwi bolar. Bu 3.17-nji tablisadan hem gelip ¢yk-
yar.

Bitin sanly programmalasdyrmanyi meselelerini MS Excel
maksatnamasynyi komegi bilen ¢cé6zmek. Bitinsanly programma-
lagdyrmanyn meselelerini MS Excel maksatnamasynyn komegi bi-
len ¢6zmek li¢in «/Janusie» gurallar toplumynyn «/louck pewenusy
penjiresinden peydalanyarys. Bu guralyn ¢yzykly programmalasdyr-
manyn meselesini simpleks usul boyuncga ¢oziilisinden (1.5.6-njy bo-
liimgede beyan edilen) tapawutlylykda, hézirki ¢oziilydn meseldnin
nébellilerinin bitin baha eye bolmalydygy hakdaky serti penjirdnin
«/lobasumvy buyrugynyn komegi bilen girizyiris, yagny 3.3-nji su-
ratdaky penjireden peydalanyarys:

-
Ho6aBneHne orpaHuyeHUs g

Cchblinka Ha AYeku: OrpaHuyeHue:

$D$38:SFS38 [~ | | uence

3.3-nji surat
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Meseleler we goniikmeler

Bitinsanly programmalasdyrmanynn meselelerinin ¢oziiwlerini

tapmaly:.
3.15. F = 3x +x, funksiyanynl minimumyny:
—4x; +x, = 29,
3%, —x, = 15,
S5x; + 2x, = 38,
x>0(G=12),

X, (] =1, 2) — bitin bahaly ululyklar,
caklendirmelerin kanagatlandyrylyan sertlerinde tapmaly.

Jogaby: F_ =19; X"=(0;19).

3.16. F'= 5x +7x, funksiyanyil minimumyny:

—3x, + 14x, < 78,
5x; — 6x, < 26,
{ x, + 4x, = 25,
x20 (=1, 2),
x(j=1,2)- bitin bahaly ululyklar,
ciklendirmeleriii kanagatlandyrylyan sertlerinde tapmaly.
Jogaby: I = 52; X"=(2;6).
3.17. F = 2x +x, funksiyanyn maksimumyny:
6x, + 4x, + x3 < 24,
3%, — 3%, +x, <9,
{xl +3x,+x,=9,
x20(=1,2,..,5),
x(] 1, 2, ..., 5) — bitin bahaly ululyklar,
caklendirmelerini kanagatlandyrylyan sertlerinde tapmaly.

Jogaby: =7, X'=(3;1;2;3;3).

3.18. Her ikisinin arasyndaky uzaklyk C;— den bolan 7 sany sa-
her bar. Bir sdherde baslanyp, sol sdherde hem gutaryan we yeke-ye-
keden beyleki dhli sdherleri 6z i¢ine alyan in kici uzynlykly yoly tap-
maly (meseldniii matematiki modelini gurmaly).
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§ 3.3. Parametrli programmalasdyrmanyn
meseleleri

1. Parametrli programmalasdyrmanyii meselelerinin yk-
dysady we geometriki manysy. Cyzykly programmalagdyrmanyn
kopsanly meselelerininn baslangy¢ maglumatlary kébir parametrlere
bagly bolyar. Seyle meselelere parametrli programmalasdyrma-

Ilki bilen ¢yzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesinde
baslangy¢ maglumatlarynyn kibir parametre bagly yagdayyna sere-
delin.

Maksat funksiyasynyn koeffisiyentleri # parametre bagly bolup,
sol parametrin liytgeyén [, f] aralygyna degisli her bir bahasy ti¢in

F=)Y (cj+ciDx; (28)
j=1
funksiyanyn n
> aix;=by, (i=1,2,---,m), (29)
j=1
x20 =1,2,....,n) (30)

sertleri kanagatlandyryan kopliikde il uly bahasyny tapmaly bol-
sun.

Eger cdklendirmeler ulgamynyi azat agzalary ¢ ululyga ¢yzykly
bagly bolsa, onda bu mesele #-nin kébir [, f] aralykdaky her bir ba-

hasy ticin
F:Z;ZICJ‘XJ' (31)
funksiyanyn
D aixi=bi+bit, (i=1,2,-,m) (32)
j=1
x,20 (=1, 2,...,n) (33)

sertleri kanagatlandyryan kopliikde il uly bahasyny tapmak meselesi-
ne getirilyéir. Bu yerde c, a b! we b" berlen hemiselik sanlar.
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Maksat funksiyasynyn koeffisiyentleri ¢éklendirmeler ulgamy-
nyn azat agzalary yaly ¢ parametre bagly bolsalar, onda mesele #-nin
kdbir [ @, f] aralykdaky her bir bahasy ii¢in:

F=3"_ (ci+ecinx (34)

funksiyanyn "
D ajx;=bi+bit, (=1,2,---,m) (35)

j=1
ijO (=1, 2,...,n) (36)

sertleri kanagatlandyryan kopliikde il uly bahasyny tapmak mesele-
sine getirilyar.

Bu meselelerin umumylasdyrylan gorniisi parametrli program-
malagdyrmanyin umumy meselesidir. Seyle meselede ¢ parametre
maksat funksiyasynyn koeffisiyentleri hem-de c¢dklendirmeler ulga-
myndaky koeffisiyentler we azat agzalar baglydyr. Parametrli prog-
rammalasdyrmanyii umumy meselesi seyle teswirlenyér: ¢ parametrin
kabir [, f] aralykdaky her bir bahasy {i¢in

F = Z;le (cj+ciDx; (37)
funksiyanyn
> (aj+agdx; = bi+bit, (=12,--,m) (38)
i=1
x>0 (=1, 2,...,n) (39)

sertleri kanagatlandyryan kopliikde il uly bahasyny tapmaly.
Teswirlenen meselelerin ¢oziiwlerini ¢yzykly programmalas-
dyrmanyni usullary bilen hem tapyp bolyar. (28)—(30) gorniisli pa-
rametrli programmalagsdyrmanyn meselesinii geometriki manysyny
beyan edelin. Goy, (29) defilemeler ulgamynyn otrisatel dél ¢ozliwler
kopliigi (¢coztiwler kdpgranlygy) bos kopliik ddl bolup, birden kdprak
nokatlary 6ziinde saklayan bolsun. Onda berlen mesele ¢ parametrini
kébir [a, p] aralykdaky her bir bahasy {i¢in ¢oziiwler kopgranlygy-
nyn (28) funksiyanyil maksimal bahany alyan nokadyny tapmaklyga
getirilyar. Beyle nokady tapmak ti¢in 7 = £, defi diyip hasap edip, geo-
metriki interpretasiyanyn komegi bilen (28)—(30) meselédnin ¢oztiwi-
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ni taparys, yagny ya-ha ¢oziiwler kdpgranlygynyn (28) funksiyanyn
maksimal bahany alyan depesini taparys, ya-da bu meselédnin /=1
bolanda ¢oziiwiniii yokdugyny kesgitlaris. =7, bolanda (28) funksi-
yanyn maksimal bahany alyan nokady tapylandan sofi, # parametrin
(28)—(30) meselaninn optimal ¢oziiwini kesgitleyédn bahasyny gozle-
yéris. Sofira ¢ parametrin tapylan bahasy taslanylyp, onun [, f] ara-
lyga degisli beyleki bir bahasy saylanylyar we sol saylanan 7, baha
ticin alnan meselédnin optimal ¢oziiwi tapylyar, ya-da onunl ¢oziiwiniii
yokdugy anyklanylyar. Sofira ¢ parametrin (37)—(39) meselénin opti-
mal ¢ozliwi bar bolan ya-da ¢oziiwi yok nokatlarynyn [, f] aralyga
degisli kesimi kesgitlenilyar. Netijede, kdbir tiikenikli &dimden son ¢
parametrinl [, f] aralykdaky her bir bahasy ii¢in ya-ha berlen mese-
1anin optimal ¢oziiwi tapylyar, ya-da ¢oziiwinin yokdugy gorkezilyér.

3.19-njy mesele. Kirhana ii¢ hili ¢ig mal ulanyp, iki hili (4 we
B) 6nlim 6ndiiryér. 4 we B 6nlimlerin bir birligini 6ndiirmége her bir
¢ig malyn sarp edilydn mukdary 3.18-nji tablisada berlen. Sol tablisa-
da ¢ig mallaryn bar bolan mukdarlary hem gorkezilen.

A onitimin bahasynyn 2-den 12-4 g¢enli, B Oniiminn bahasynyn
13-den 3-e ¢enli liytgeyédndigi belli bolup, bu iiytgeme degislilikde
¢, =2+t we ¢,=13 —t (bu yerde 0</<10) afilatmalar bilen berlen bolsun.

Miimkin bolan bahalaryi her biri {i¢in 6nlimlerin umumy bahasy
maksimal bolar yaly énlimgilik meyilnamasyny tapmaly.

3.18-nji tablisa

Cig mallaryii gor- | Oniimlerii bir birligini 6ndiirmige her | Cig mallaryii bar
niisleri bir ¢ig malyn sarp edilyin mukdary bolan mukdarlary
A B
I 4 1 16
II 2 2 22
111 6 3 36

Coziilisi. Goy, kdrhana 4 gomiisli 6ntiminl x, mukdaryny, B gor-
niigli 6niimin bolsa x, mukdaryny 6ndiirydn bolsun. Onda meselénii
matematiki goylusy ¢ (bu yerde 0<¢<10) parametriil her bir bahasy ii¢in:

F=2+t)x +(13-t)x, (40)
funksiyanyi maksimumyny
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Axi 4+ x, < 16,

2%+ 200, < 22, (4])
6x1 + 3x, < 36,
x,, x,20 (42)

ciklendirmelerin kanagatlandyrylyan sertlerinde tapmaly.

Meseléni ¢6zmek ligin x, Ox, koordinatalar ulgamynda (41) defi-
sizlikler ulgamyny we liytgeyénlerin (42) otrisatel déllik sertlerini ka-
nagatlandyryan ¢oziiwleriii képburclugyny guralyn (3.4-nji surat).

4x +2x,=16

6x,+3x,=36

8x,+7x,=56

4x +11x,=44
2x +2x,=22

2x +13x,=26

L1 Vookoo] p ] [ I s\ L1 _p
2 Lo 1 2 3 4\ 5 o6 7\8 910 1S 13 17—15 %
1 I II 11 1

3.4-nji surat

Cyzgyda ¢=1 hasap edip 2x +13x,=26 (bu yerde 26 san yone al-
nan) gonini we C =(2;13) wektory guryarys. Gurlan gonini C wekto-
ryn ugry boyunga parallel siiysiirip, onuin OABCD ¢o6ziiwler kopburg-
lugy bilen sofiky umumy nokadynyn 4(0;11) nokatdygyny goryaris.
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Diymek, (40)-(42) meselede r=1 dei edilip alnan meselénin optimal
¢6ziiwi (meyilnamasy) X,=(0;11) bolar. Bu eger 4 oniimifi bir birli-
ginin bahasy 2+0=2 manat, B 6nlimin bir birliginiii bahasy 13—-0=13
manat, onda optimal ¢oziiwe gord B oniiminl 11 birligi ondiirilyar, 4
oniim ondiirilenok diymekdir. Oniim dndiirmegifi bu meyilnamasyn-
da onufi bahasy maksimaldyr we F/_ =143.

Indi #=2 hasap edip (2+2)x +(13-2) x,=4x +11x,=44 (bu yer-
de 44 san yone alnan) gonini we (61)2(2; 11) wektory gurya-
rys. Gurlan gonini (6 ) wektoryn ugry boyunga parallel stysiirip,
onun OABCD ¢oziiwler kopburclugy bilen sonky umumy noka-
dynynt A(0;11) nokatdygyny goryéris. Diymek, (40)—(42) mesele-
de # = 2 denl edilip alnan meseldniii optimal ¢6ziiwi (meyilnamasy)
Xo=(0;11) bolar. Bu eger 4 6niimifi bir birliginifi bahasy 2+2=4 ma-
nat, B 6nlimin bir birliginiii bahasy 13—-2=11 manat bolsa, onda opti-
mal ¢ozliwe gord B ontimin 11 birligi ondiirilyér, 4 6niim bolsa 6ndii-
rilmese onaylydyr diymekdir. Oniim dndiirmegiii bu meyilnamasynda
onufi bahasy maksimaldyr we F__ =(2+2)-0+(13-2)-11=121.

3.4-nji suratdan gorniisi yaly, alnan meyilnama #-nin (2+7)x +
+(13~t)x,=h goni 2x +2x,=22 parallel bolyanga optimal meyilnama
bolmagynda galar. Bu goniiler 240 _13—-1 gep bolanda, yagny
=5,5 bolanda parallel bolarlar. #-nifi bu bahasynda 4B kesimin islen-
dik nokady (40)-(42) meseldnii optimal ¢6zliwini beryar.

Seylelik bilen, islendik 0<t<5, 5 t¢in (40)—(42) mesele
Xo=(0;11) dent bolan optimal ¢6ziiwe eyedir we bu yagdayda maksat
funksiyasynyn bahasy:

F_ =(2+1):0+(13-1)-11=143-11¢.

Indi #-nint 5,5-den uly bahasyny, meselem, =6 deni bahasyny
alyp, ona degisli (13)—(15) meseldninl ¢oziiwini tapalyii. Onun iigin
(2+6)x +(13-6)x,=8x +7x,=56 (bu yerde 56 san yone alnan) gbénini we
(62)2(8;7) wektory guralyn. Gurlan gonini (62) wektoryn ugry bo-
yunga parallel siiysiirip, onuil ¢oziiwler kopbur¢lugy bilen soiikky umu-
my nokadynyn B(1;10) nokatdygyny goryaris. Diymek, (40)—(42)
meselede 1 = 6 den edilip alnan meseldnin optimal ¢6ziiwi (meyilna-
masy) X;=(1;10) bolar. Bu bolsa eger 4 dniimii bir birliginiii bahasy
2+6=8 manat, B Oniimin bir birliginiii bahasy 13—6=7 manat bolsa,
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onda optimal ¢éziiwe gord 4 Oonlimin bir birligi, B 0niimin bolsa 10
birligi ondiirilyir diymekdir. Oniim 6ndiirmegifi bu meyilnamasynda
onufi bahasy maksimaldyr we ¥ =8-1+7-10=78.

3.4-nji suratdan gorniisi yaly, X;=(1;10) ¢6ziiw (40)-(42) mesele

tigin islendik 7 >5 ti¢in td (2+7)x +(13~)x,=h goni 6x +3x,=36 parallel

241 _13—1
6 3

deni bolanda, yagny ¢ = 8 bolanda bolar. #-nifi bu bahasynda BC kesi-

min islendik nokady (13)—(15) meseldnin optimal ¢oziiwini beryr.

Seylelik bilen, islendik 5,5<¢<8 ti¢in (40)-(42) mesele X,=(1;10)
deni bolan optimal ¢oziiwe eyedir we bu yagdayda maksat funksiya-
synyn bahasy

bolyanca optimal meyilnama bolmagynda galar. Bu

F_ =(Q+)1+(13-0)10 = 132-9x.

3.4-nji suratdan peydalanyp, menzes pikir yoretminin komegi
bilen islendik 8 <7<10 ii¢in (40)—(42) meselednin optimal ¢ozliwinin
Xo=(2;8) bolyandygyny goreris. Bu bolsa eger 4 6niimin bir birligi-
nin bahasy 10 we 12 sanlaryii 6zlerine ya-da olaryi arasynda yerlesen
sanlara den bolsa, B Oniimin bir birliginini bahasy 3 we 5 sanlaryn
Ozlerine, ya-da olarynl arasynda yerlesen sanlara den bolsa, onda opti-
mal ¢oziiwe gord 4 Oniimin 2-si, B dnliimin bolsa 12 birligi dndiiriler
diymekdir. Oniim dndiirmegiii bu meyilnamasynda onufi bahasy ¢-nifi
islendik 8<7<10 densizligi kanagatlandyryan bahasynda F_ =108-61.

Seylelik bilen, (40)-(42) meseldnin seyle c¢oziiwini alya-
rys: 0<¢<5,5 l¢in optimal ¢oziiw X,=(0;11) bolar, bu yagdayda
F_ =143-11t; 5,5<t<8 li¢in optimal ¢oziiw X:=(1;10) bolar, bu yag-
dayda F_ =132-9¢; 8<t<10 iigin optimal ¢oziiw X>=(2;8) bolar, bu
yagdayda F_ =108-6¢ bolar.

2. Parametrli programmalasdyrmanyin meselesinii maksat
funksiyasynyn parametrini 6ziinde saklayan gorniisinin c¢oziilisi.
(28)-(30) meseld seredelin. ¢ parametr kébir 7 e[, f] sana defi diyip
hasap edip, alnan ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesinin ¢ozii-
wini simpleks usul boyunga taparys.

Netijede, ¢ parametrifi berlen 7, bahasy ti¢in (28)—(30) meselénii
ya-ha optimal ¢oziiwini taparys, ya-da onuil ¢oziiwinii yokdugyny
anyklarys. Birinji yagdayda soiiky simpleks tablisanyi m+1-nji setiri-
nift A;(%) = A; + Ajt, elementlerini ulanyp taparys:
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A "
;= max(—{), eger A; > 0 barbolsa

A’
J
— oo, eger A< 0barbolsa @3)
rill min(—A—,{ , eger A; < 0 bar bolsa
Al . . (44)
oo, ahli A= 0 ugim

t parametrin islendik <7<t bahasy ii¢in (28)-(30) mesele 1=t ba-
hada alynyan optimal meyilnama eye bolyar.

t=t, bolanda (28)-(30) meseléniii ¢oziiwi yok bolsa, onda sofi-
ky simpleks tablisanyii m+1-nji setirinde x,<0 Ugin A, = A, + 7, A:<0
(=1, 2,...,m). Onda:

1) Eger A, =0 bolsa (28)-(30) meseldnin islendik ¢ ti¢in ¢oziiwi
yok;

2) Eger A<0 bolsa (28)-(30) meselédnifi islendik <t =—A,/A,
licin ¢oziiwi bardyr.

3) Eger A,>0 bolsa (28)-(30) meselédnifi islendik /> ligin ¢oziiwi
bardyr.

(28)—(30) meselanin sol bir optimal ¢ozliwleri bar bolan ¢ para-
metrin dhli bahalaryny we (28)—(30) meselédnin ¢oziiwleri yok bolan
t parametrinl dhli bahalaryny bir san aralyklarynyn kopliigine yygnap,
ony meseldni ¢ézmegifi indiki tapgyryndan ayyryarys. Yene-de ¢ pa-
rametri [a, B] aralygyn galan bolegine degisli kébir sana den diyip
hasap edip, alnan meseldnii ¢oziiwini tapyarys.

Kébir tiikenikli ddimden son ya-ha &hli nokatlarynda berlen
(28)-(30) meseldnin solbir optimal ¢éziiwe eye bolyan san aralygyny
alarys, ya-da ¢ parametriin &hli bahalarynda bu meseldnin ¢oziiwinin
yok bolan aralygyny alarys.

Seylelik bilen, (28)—(30) meseldnin ¢ozliwini tapmak agakdaky
dowtirleri 6z i¢ine alyar:

1) ¢ parametrifi bahasy kiébir 7 €[, ] sana defi diyip hasap edip,
alnan ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesiniii optimal ¢oziiwi
X, tapylyar ya-da meseldnifi bu baha {igin ¢oziiwinin yokdugy anyk-
lanylyar.

2) (28)—(30) meseldnin optimal ¢oziiwleri bar bolan ¢ parametrin
ahli bahalaryny we (28)—(30) meseldnin ¢ozliwleri yok bolan ¢ para-

9. Sargyt Ne 2463
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metrinl dhli bahalaryny bir san aralyklarynyn kdpliigine yygnap, ony
meseldni ¢ozmegin indiki dowiirlerinden ayyryarys.

3) Yene-de ¢ parametri [, /] aralygyi galan bolegine degisli k-
bir sana den diyip hasap edip, alnan meseldnin ¢oziiwini simpleks
usul boyunga taparys.

¢ parametrinl tdze optimal ¢0ziiwiniii optimal bolup galyan baha-
laryny we berlen meselinin ¢oziiwleri yok bahalaryny tapyarys. Ha-
saplama ¢ parametrin [, f] aralyga degisli dhli bahalary barlanylyan-
¢a dowam edilyar.

3.20-nji mesele. Islendik—oo<¢<oo {i¢in

F=2x +(3+41)x, (45)
funksiyanyn maksimal bahasyny
X+ X +x; =12,

X — X, +x, = 10, (46)
—X + X, + x5 =6,
X, X0y x20 (47)

sertlerde tapmaly.

Coziilisi. Maksat funksiyasynda ¢ parametriii bahasyny 0 den (bu
yerde 0 san erkin alnan) diyip hasap edip, alnan meseldnin optimal
¢Oziiwini simpleks-tablisa usuly boyunga tapalyn (3.19-njy tablisa).

3.19-njy tablisa

. 2 3+4¢ 0 0 0
i Bazis C, P, P, P, P, P, P,
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 P, 0 12 1 1 1 0 0
2 P, 0 10 1 -1 0 1 0
3 P, 0 6 -1 1 0 [0 | 1
4 0 -2 —3-4t 0 0 0
1 P, 0 6 2 0 1 0 -1
2 | P, 0 16 0 0 0 | 1 1
3 P, 3+4¢ 6 -1 1 0 0 1
4 18+24¢ | —-5—4¢ 0 0 0 3+4¢
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 P, 2 3 1 0 12 0 -1/2
2 P, 0 16 0 0 0 1 1
3 P, | 3t4t | 9 0 I 12 10 |12
4 33+36¢ 0 0 2,52t 0 |0,5+2¢
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Bu tablisanyii komegi bilen alnan X,=(3; 9; 0; 16; 0) ¢oziiw
simpleks-tablisanynn 4-nji setirinin elementleri otrisatel dil, yagny
0,5+2¢>0 we 2,5+2¢>0 bolanda optimal bolar. Yagny £-0,25 bo-
landa bu ¢6zuw optimal ¢oziiwdir. Seylelik bilen, eger te[—0,25;0)
bolsa, meseldnin optimal ¢o6ziiwi X;=(3; 9; 0; 16; 0) we bu yagdayda
F_ =33+361 dendir.

Indi ¢ parametrin —0,25 sandan kici bahasyny alalynl. Onda son-
ky simpleks-tablisanyfi 4-nji setirinii we P.-e degisli siitiinine de-
gisli element otrisatel baha eye bolar. Diymek, #-nift bu bahalarynda
X=(3;9; 0; 16; 0) optimal ¢oziiw dildir. Sol sebépli bazis ndbellilerii
arasyndan P -1 ayryp, P_-i bazise girizyiris (3.20-nji tablisa).

3.20-nji tablisa

i Bazis | C, P, 2 3+t 0 0 0
p, |p, [P, P, P,

1 P, 2 11 1 0 12 12 0

2 P, 0 16 0 0 0 0 1

3 P, 3+4¢ |1 0 1 1/2 -1/2 0

4 25+4t |0 0 2,5+2¢|-0,5-2¢ |0

Bu tablisanyni komegi bilen alnan X,;=(11; 1; 0; 0; 16) ¢oziiw
2,5+2t>0 we —0,5—-2¢>0 bolanda, yagny —1,25<¢<-0,25 bolanda
optimal ¢oziwdir. Seylelik bilen, eger te[—1,25; —0,25] bolsa, onda
(45)—(47) mesele X;=(11; 1; 0; 0; 16) optimal ¢6ziiwe eyedir we bu
yagdayda F__ =25+41.

Indi meseldnin ¢ parametriniil —1, 25 sandan kig¢i bahasyny alalyn.
Onda sofiky 3.20-nji simpleks-tablisanyfi 4-nji setirinifi we P,-e degisli
stittinine degisli element otrisatel baha eye bolar. Diymek, #-nif bu ba-
halarynda degisli dayang ¢coziiw optimal déldir. Sol sebidpli bazis nébel-
lilerint arasyndan P,-ni ayryp, P -1 bazise girizyéris (3.21-nji tablisa).

3.21-nji tablisa

i Bazis | C, P, 2 3+d1 0 0 0
p, |p, [P, |P, P,

1 P, |2 10 |1 -1 |0 1 0

2 P, |0 16 |0 0 0 1 1

3 P, |0 2 0 2 I -1 0

4 20 |0 —5-4¢ |0 2 0




Bu tablisanyil kdmegi bilen alnan ¢oziiw —5-4£>0 bolanda, yag-
ny t<-1, 25 bolanda optimal ¢éziiwdir.

Seylelik bilen, eger te(—o0;-1, 25] bolsa, onda (45)—(47) mesele
X>=(10; 0; 2; 0; 16) optimal ¢6ziiwe eyedir we bu yagdayda
F_ =20. Eger te[-1,25;-0,25] bolsa, meseldniii optimal ¢oziiwi
Xi=(11;1;0;0; 16) we bu yagdayda F_ =25+4¢, eger te[-0, 25;0)
bolsa, meseldnifi optimal ¢oziiwi Xo=(3; 9; 0; 16; 0) we bu yagday-
da F’_ =33+36t.

3. Ciklendirmeler ulgamynyn sag taraplary parametri
oziinde saklayan meseldnin ((31)-(33) gorniisli meseléinin) ¢o-
ziilisi. (31)—(33) meselédnin ¢oziilis algoritmi hem yokarda beyan
edilen (28)—(33) meselédnin ¢oziilisine menzesdir.

t parametr kébir 7, sana defi diyip hasap edip, alnan ¢yzykly
programmalasdyrmanyn meselesiniii ¢éziiwini simpleks usul bo-
yunca taparys.

Netijede, ¢ parametriii berlen 7, bahasy ti¢in (31)—(33) meselé-
nin ya-ha optimal ¢6zliwini taparys, ya-da onuil ¢6zliwiniii yokdu-
gyny anyklarys. Birinji yagdayda tapylan meyilnama ¢ parametrini
islendik 1<¢<t bahasy ii¢in optimaldyr. Bu yerde:

91\ eger . Isa:
‘ max(p), g p; > 0 bar bolsa; 48)
"~ |-, egerihli p; <0 bar bolsa;
- in( 4 A )
i mm( Pi)’ eg?r ' p; > 0 bar bolsa; 49)
— oo, egerdhli p, <0 barbolsa.

g, we p, sanlar 7-a bagly bolup, optimal meyilnamanyn diiziim
boleklerinin isti bilen anladylyar:

x; = q;+ top;

Eger t=1¢, bolanda (31)—(33) meselénin ¢éziiwi yok bolsa, on-
da ya-ha maksady gorkezyén funksiya meseldninl yolbererli ¢oziiwle-
riniit kopliiginde ¢dklenmedikdir, ya-da (32) denilemeler ulgamynyn
otrisatel dél ¢oziiwi yokdur. Birinji yagdayda meselénin ¢ parametrinl
[a, p] aralyga degisli dhli bahalary ti¢in ¢6ziiwi yokdur. Ikinji yag-
dayda ¢ parametriii (32) ulgamyn denlemelerininn bilelikde dil bol-
yan bahalaryny kesgitldp, olary meseldnin indiki ¢oziilis prosesinden

ayyryarys.
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¢t parametrin (31)—(33) meseldnin sol bir optimal ¢oziiwe eye
bolyan ya-da ¢oziiwinin yok bolan bahalarynyn kopliigini kesgitlép,
onun bu kopliige degisli dél bolan tize bahasyny saylayarys we sol
baha ii¢cin emele gelen ¢yzykly programmalagdyrmanyn meselesinin
¢Ozliwini ona ¢atyrymlanan meselénin isti bilen (¢catyrymlanan simp-
leks tablisanyin komegi bilen) tapyarys. Bu prosesi dowam etdirip,
kabir tiikenikli &dimden son (31)—(33) meseldnin ¢oziiwini tapyarys.

Seylelik bilen, (31)—(33) meselédnin ¢oziiwini tapmak asakdaky
dowiirleri 6z igine alyar:

1. ¢ parametril bahasy kibir 7 e[ @, f] sana defi diyip hasap edip,
alnan ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesiniii optimal ¢oziiwi
(Xo) tapylyar ya-da meselénifi bu baha degisli ¢6ziiwinini yokdugy
anyklanylyar.

2. t parametrinl (31)—(33) meselénin sol bir optimal ¢oziiwe eye
bolyan ya-da ¢oziiwinin yok bolan bahalarynyn kopliigini kesgitlép,
sol kopliigi meseldni ¢6zmegin indiki dowiirlerinden ayyryarys.

3. Yene-de ¢ parametri [, /8] aralygyi galan bolegine degisli k-
bir tdze sana den diyip hasap edip, alnan meseldnin ¢oziiwinin bar-
dygyny anyklap, ony catrymlanan simpleks-tablisanyin komegi bilen
tapyarys.

4. t parametrin tdze optimal ¢oziiwin optimal bolup galyan baha-
laryny we berlen meseldnin ¢oziiwleri yok bahalaryny tapyarys. Ha-
saplama ¢ parametrin [ @, f] aralyga degisli dhli bahalary barlanylyan-
ca dowam etdirilyar.

3.21-nji mesele. Islendik—oo < ¢ < oo {i¢in

F=3x —2x,+5x— 4x, (50)
funksiyanyil maksimal bahasyny
Xl +X2+X3 = 12+[,

2x, — x, + x4 = 8 + 41, (51)
— 2, + 2%, + x5, = 10 — 61,
X5 Xp5en . X 20 52)
sertlerde tapmaly.

Coziilisi. (51) denillemeler ulgamynynda ¢ parametriii bahasyny
0-a denlip, (50)—(52) meseldnin ¢oziiwini tapyarys (3.22-nji tablisa).
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3.22-nji tablisa

i | Bazis | C, P, 3 -2 5 0 —4
} p, | P, | P P,
1 P, |5 124 |1 1 1o 0
2 P, 0 8+4t 2 -1 0 1 0
3 P, -4 -0 [-2 |2 0o o 1
4 20429t |10 -1 0 0 0
1 P, 5 T+4t 2 0 1 0 -1/2
2 P, 0 13+ 1 0 0 1 12
3 P, -2 5-3¢ -1 1 0 0 172
4 25+26¢ |9 0 0 0 1/2

Bu tablisadan gorniisi yaly, X, =(0; 5-3¢; 7+4t; 13+t; 0) ¢6-
ziiw t=0 bolanda berlen meseldnin optimal ¢dziiwidir. Bu ¢o-
ziiw onun diiziim boleklerinin arasynda otrisatel sanlar yok bo-
landa hem optimaldy. Diymek, 5-37>0, 7+4/>0, 13+>0 ya-da
—7/4<t<5/3 bolanda, yagny t € [—%;5/3] bolanda X, =(0; 5-3¢
7+4t; 13+t; 0) ¢oziiw berlen meseldnin optimal ¢oziiwidir we bu
yagdayda F'_ =25+261.

Indi berlen meseldnin #>5/3 bolanda ¢6ziiwiniil barlygyny barla-
lyii. Eger >5/3 bolsa, yagny 5-3¢<0 bolanda X=(0; 5-3¢; 7+4¢; 13+¢;0)
¢oziiw berlen meselénin optimal ¢oziiwi daldir. Sol sebapli, >5/3 bo-
landa téze optimal ¢oziiwe gegmeli. Onui licin P, wektora degisli se-
tirde otrisatel sanyn bar bolany sebépli, bu wektory bazisden ¢ykaryp,
onufl deregine P, wektory girizyéris (3.22-nji tablisa).

3.23-nji tablisa

i Bazis | C, P, 3 2 5 0 -4
P, P, P, P, P,
1 P, 5 17-2¢ |0 2 1 0 172
2 P, 0 18-2¢ |0 1 0 1 1
3 K —5+3¢ |1 -1 |0 0 -12
4 70—t |0 9 0 0 5

Tablisadan gorniisi yaly, Xi=(—5+3t; 0; 17-2t; 18-2t; 0) ¢oziiw
17-2¢>0, 18-2¢>0 we —5+3¢>0 bolanda, yagny 5/3<¢<17/2 bolanda
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berlen meselénin optimal ¢ozliwidir. Diymek, ¢ € [% 17/ 2] bolanda
Xi=(-5+3t; 0; 17-2¢; 18-2t; 0) ¢dziiw berlen meseldnin optimal ¢6-
ziiwidir we bu yagdayda F =70-1.

t>17/2 bolanda X,=(-5+3¢; 0; 17-2t; 18-2¢; 0) ¢oziiw berlen
meseldnin optimal ¢oziiwi ddldir. Sebébi bu yagdayda 17-2¢ anlatma
otrisateldir. 3.23-nji tablisanyni I setirinde otrisatel sanlaryn yokdugy
sebépli t>17/2 bolanda berlen meseldnin ¢oziiwi yokdur.

t<17/2 bolanda X=(0; 5-3¢; 7+4t; 13+¢; 0) ¢coziiw berlen mese-
lanin optimal ¢oziiwi déldir. Sebébi bu yagdayda 7+4¢ anllatma otrisa-
teldir. 7 parametrifi bu bahalarynda P, wektora degisli setirde otrisatel
sanyn (- 1/2 sanyn) bar bolany sebipli, bu wektory bazisden ¢ykaryp,
onufl deregine P, wektory girizyéris (3.24-nji tablisa).

3.24-nji tablisa

i Bazis | C, P, 3 -2 5 [0 [-4
P, P, p, | P [P,
1 P, -4 —14-8¢ -4 0 -2 |0 |1
2 P, o 2045 |3 0 [t o
3 P, -2 12+t 1 1 0 |0
4 32+30¢ 11 0 1 0 |0

Soiiky tablisadan gorniisi yaly, X>=(0;12+¢; 0; 20+5¢;, —14-8¢) ¢0-
ziw—14-8¢>0,20+5¢>0we 12+7>0bolanda, yagny—4 <¢<-7/4bolan-
daberlen meselédnin optimal ¢oziiwidir. Diymek, ¢ €[—4;—7/4] bolanda
Xi=(0;12+1; 0; 20+5¢; —14—8¢) ¢oziiw berlen meseldnin optimal ¢6-
ziiwidir we bu yagdayda F°_ =32+301.

2.43-nji tablisanyn II setirinde (P, wektora degisli setirinde) ot-
risatel sanlaryn yokdugy sebdpli £<—4 bolanda berlen meselinin ¢o-
ziiwi yokdur.

Seylelik bilen, eger te(—o0;—4] bolsa, onda (18)—(20) meselénin
¢oziiwi yok, te[~4;-7/4] bolanda X,=(0;12+¢; 0; 20+5¢; —14—8¢) ¢6-
ziiw berlen meseldnin optimal ¢oziiwidir we bu yagdayda ' =32+30¢
dendir. re(~7/4;5/3] bolanda X, =(0; 5-3¢; 7+4t; 13+t; 0) ¢oziw
berlen meselédnin optimal ¢oziiwidir we bu yagdayda F_ =25+26¢.
te[5/3;17/2] bolsa X =(-5+3t; 0; 17-2t; 18-2¢; 0) ¢ozliw ber-
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len meseldnifi optimal ¢oziiwidir we bu yagdayda F°_ =70—t. Eger
te[17/2;:) bolsa berlen meseldnin optimal ¢oziiwi yokdur.

4. Maksady gorkezyin funksiya we ciklendirmeler ulgamy-
nyn sag taraplary parametri 6ziinde saklayan meselénin ((37)—(39)
gorniisli meseliinin) c¢oziilisi. (37)—(39) meseldnin ¢oziilis algoritmi
hem yokarda beyan edilen meselelerin ¢oziilisine menzesdir.

3.22-nji mesele. Islendik —oo<t<co ii¢in

F=(8—5t)x +(9—31)x,+(—3+5t)x,—(2+41)x, (53)
funksiyanyil maksimal bahasyny:

X — X +x; =24 — 121,
4
{—xl + 2x, + x4 =— 18 + 101, (54
X, XX, 20 (55)

sertlerde tapmaly.

Coziilisi. Maksat funksiyasynyi (53) afilatmasynda we (54) den-
lemeler ulgamynda ¢ parametrii bahasyny 2-4 denldp (2 san erkin
alyndy), alnan ¢yzykly programmalasdyrmanyii meselesinin ¢oziiwi-
ni simpleks-tablisa usuly boyunca tapyarys (3.25-nji tablisa).

3.25-nji tablisa

i | Bazis | C, P, 85t 9-3r | —3+5t | —2-4r
P, P, P, P,

1| P, | —3+5¢ 24—-12¢ 1 -1 1 0

20 P, | —2-4t|  —18+10f -1 2 0 1

3 —36+208:—100 | 149 |-10t—10, O 0

L P, | =345t 15-7¢ 1/2 0 1 172

3| P, 9-3¢ —9+5¢ -1/2 1 0 1/2

4 —126+1681—507 | 9t—14 0 0 S5t+5

3.25-nji tablisadan gorniisi yaly, eger =2 bolsa, onda X,=
=(0;-9+5¢; 15-7¢,0) ¢oziiw meseldnin optimal ¢oziiwidir. Bu ¢oziiw

9t-14>0 we 5t+5>0 bolanda, yagny >14/9 bolanda hem ber-
len meselédnin optimal ¢oziiwidir. £-nin seyle bahalaryna seredelin.

Tapylan X, ¢oziiw 15-7t>0 we—9+5¢>0, yagny 9/5<¢t<15/7
bolanda optimal ¢oziiwdir. Diymek, eger 9/5<t<15/7 bolsa, onda
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Xo=(0;-9+5¢t; 15-7t,0) ¢ozliw meseldnin optimal ¢oziiwidir. Bu
¢oziiwde F_ =126+168¢-507.

Eger t<9/5, bolsa, onda —-9+5¢<0 bolar we bu yagdayda
Xo=(0;-9+5¢; 15-7t;0) ¢oziiw meselanin optimal ¢oziiwi daldir. Sol
sebépli, #<9/5 bolanda tdze simpleks tablisa gecmeli bolar. 3.25-nji
tablisanyfi P-li setirinde (~1/2) sana defi bolan otrisatel sanyf bar-
lygy sebipli, ony ¢oziiji element hokmiinde saylap alyp, P,-nifi de-
regine bazis nébellilerifi diiztimine P ndbellini girizelifi we 3.26-njy
tablisany diizelin.

3.26-njy tablisa
i | Bazis | C, P, 8—5¢ | 9-3t | -3+5t]-2-4t
P, P, p, | P,
1| P, |-3+5¢ 62t 0 1 1 1
P | -8-5t 18—10¢ 1 -2 0 -1
3 126—134t+40¢ 0 |[-28+18¢] 0 [14t-9

3.26-njy tablisadan gorniisi yaly, £>14/9 bahalaryn &hlisi {i¢in
X;=(18-10¢,0; 6-2¢,0) ¢oziiw meseldnin optimal ¢oziiwidir. (Bu yag-
dayda 6-2/~0 we 18-10¢>0 densizlikler, diymek, r<9/5 densizlik ye-
rine yetyar). Diymek, te(14/9;9/5] bolsa, onda X, =(18-10¢;0; 6-2¢,0)
¢Oziiw meseldnii optimal ¢oziwidir we bu yagdayda F =126
—134¢+407.

Eger indi # >15/7 bolsa, onda bu bahalarda X=(0;-9+5¢; 15-7¢,0)
¢Oziiw berlen meseldnin optimal ¢6ziiwi bolmaz. Sebibi bu yagdayda
15-7t<0 bolar. 3.26-njy tablisadaky P -li setirde otrisatel sanyn yok-
lugy sebipli, £>15/7 bolanda meseldnin ¢oziiwi yokdur.

Eger indi £<14/9 bolsa, onda 3.26-njy tablisanyn sonky setirinde
187-28 afilatmanyn otrisateldigi sebapli, bazise P,-¢ derek P -i nébellini
girizip, asakdaky 3.27-nji tablisanyn komegi bilen tize ¢oziiw alarys.

3.27-nji tablisa

i | Bazis C, P, 8-5¢| 9-3¢ —3+5t | —2-4¢
P, P, P, P,
P, | 9-3t 6-2t1 0| 1 1 1
P, | -8-5t 30-14¢ 1 0 2 1
3 294-298+76¢ | O 0 | 28-18¢|19-4¢




3.27-nji tablisadan gorniisi yaly, eger indi #<14/9 bolsa, onda
X> =(30-104t; 6-2t;0;0) ¢oziiw meseldnin optimal ¢éziiwidir we bu
yagdayda F_ =294-298¢+76¢.

Seylelik bilen, te(-,14/9] bolsa, meseldnin optimal ¢ozii-
wi X;=(30-104t; 6-2t;0;0), t=(14/9,9/5] bolanda, optimal ¢oziw
X =(18-10t;0; 6-2t;0), t<[9/5,15/7] bolanda optimal ¢ozliw
Xo=(0;-9+5t; 15-7t;0), £>15/7 bolanda bolsa, meselanin ¢6ziiwi yokdur.

Meseleler. Parametrli programmalasdyrmanyi meselesinin geo-
metriki interpretasiyasyndan peydalanyp we —co<t<oo hasap edip,
asakdaky meselelerin ¢oziiwini tapmaly:

X, — X, + x3 = 28,
3.23. {—x + 3x, + x, = 20,
—1/2x, + 2x, + x5 = 24,
X5 Xppen X 20,
sertlerde F=6x +(4+1)x,+(12—1)x,—»max
3.24. F=>5x ~(3+1)x,+(4+1)x,—max;
X, — sz +.x3 - 12,
2x1 +x2 +.X4 = 10,
3x1 + 2XZ + xs = 24,
X5 X0 X 0.
3.25-3.26-njy meselelerin matematiki modelini gurmaly.

3.25. Bazarda yerleme kyngylygy yok bolan n gorniisli 6niimi
ondiirmek {i¢in m gorniisli ¢ig mal ulanylyar. j gbrniisli onliminl bir
birligini dndiirmek {i¢in i gorniisli ¢ig-malyn sarp edilydn mukdary a,
(=1, 2,...,m; j=1, 2,...,n) deil. j gdrniigli 6niimin bir birligini satmak-
dan alnan girdeji ¢ (j=1, 2,...,n) den. Kédrhana i gorniisli ¢cig-malyii
bi+ b't (i=1, 2,...,m) mukdaryny ulanyp bilyir. Bu yerde ¢ bahalary
(a, p) aralyga degisli bolan parametr. ¢ parametrinl («, f) aralyga de-
gisli her bir bahasy {i¢in kidrhana yokary girdeji alar yaly 6niim 6ndiir-
megiil meyilnamasyny tapmaly.

3.26. n gorniisli 6nlim Ondiiryan onlimgilik birlesiginde m gor-
niisli tehnologiki usul ulanylyar. Her bir gorniisli 6niime bolan isleg
b, (i=1, 2,...,m) defi. j goriisli tehnologiki usulyi kdmegi bilen 6ndi-
rilyén i gorniisli 6niimin mukdary a; + a't(i=1, 2,...,m; j=1, 2,....n)
denl. Bu yerde ¢ — bahalary («, f) aralyga degisli bolan parametr. ¢ pa-
rametrin («, f) aralyga degisli her bir bahasy li¢in ondiirilmesi zerur
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bolan dniimlerin mukdarynyn in az wagtda ondiirilmegininn meyilna-
masyny gurmaly.

§ 3.4. Drob ¢yzykly programmalasdyrmanyn meseleleri

Drob cyzykly programmalasdyrmanyin meselelerininn ykdy-
sady we geometriki manysy. Drob ¢yzykly programmalasdyrmanyn
umumy meselesi

ijlauszbl (l: 1,"',”) (56)

x20 (i=1,--n) (57)
sertler yerine yetende
Zn,lcjxj I

ST dx, B

j=1 J ]

funksiyanyil maksimal bahasyny kesgitlemekden ybaratdyr.
Bu yerde ¢, d}., b. we a; — kdbir hemiselik sanlar. (56) ¢y-

F= (58)

zykly detilemelerini ulgamynynl otrisatel dédl coziiwleriniii ¢égin-
de ijld,sz 0G=1,--,n we ijldjxj# 0. Sunlukda
Z:zl d;x; > 0 diyip hasap ederis (seyle sert meselidnin umumylygy-
ny bozmayar, ¢linki bu ululyk otrisatel bolsa, minus belgisi sanawja
degisli edilip bilner).

Cyzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesinddki yaly,
(56)—(58) meseldnin optimal ¢oziiwi bar bolsa, onda onuii maksat
funksiyasy 6ziiniii maksimal bahasyny ¢oziiwler kopgranlygynyn de-
pelerininl birinde kabul edyar. Bu kdpgranlyk (56) we (57) ¢éklendir-
meler ulgamy bilen kesgitlenyér. Eger meseldniii maksat funksiyasy
maksimal bahasyny ¢ozliwler kopgranlygynyn birden kop depelerin-

de kabul etse, onda ol ony sol depelerin giiber¢cek kombinasiyasy bo-
lan islendik nokatda hem alyp biler.

a;x, + apx, < b;(i =1,---,m), (59)
x,, x,>0 (60)
sertler yerine yetende
(cx,tex,)
F= (dx,+dx,) +d xz)
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maksat funksiyasynyin maksimal bahasyny kesgitlemekden ybarat
bolan meseld garap gegelifi. d x +d x,#0 diyip hasap edelin.
(58)—(60) meseldnin ¢oziiwini tapmak li¢in 2.4-nji bolimdaki

(21)—(23) meselénin ¢oziilisi yaly, ilki bilen (59)—(60) ¢éklendirme-
ler bilen kesgitlenyian kopburglugy guryarys. Bu kopliik bos kdpliik
dal diyip hasap edip, maksat funksiyasynyn bahasyny koordinatalar
baslangyjyndan ge¢yin

(cx,Tex,)

(dx tdx,) d ) =h (61)

goni ¢yzyk sol koplikden gecer yaly saylalyn. Gurlan (61) goénini
koordinatalar baslangyjyna gord aylap ya-ha maksat funksiyasynyn
bahasy maksimuma den bolan depéni taparys, ya-da bu funksiyanyn
bu kopliikde (¢coziiwler kdpgranlygynda) cidklenmedikdigini kesgit-
ldris.

Bellik. (61) denlemini kanagatlandyryan goniilerin dessesi
(h parametre gord)

(cxtex,)=h(dx +dx,)

denleméni ya-d
efileméni ya-da hd —

X, = ——1 =k(h)x
) = e h dz 1 1
deiileméni kanagatlandyryarlar. Bu goniilerin burg koeffisiyentleri:
hd, — ¢
k(h) = ==
) C2-hdb X
h-a goré funksiyadyr. F funksiyanyn maksimumy A=—""—7" €+ 0ok funksi-

c,—dyk
yanyn k gord maksimum bahany alyan, yolbererli gt')zuwler kopliigin-
den gecyén goninin iistiinde gazanylar.

Seylelik bilen (58)-(60) meseldnin ¢oziiwini tapmak prosesi
asakda sanalyan tapgyrlary 6z i¢ine alyar:

1. Céklendirmeler ulgamyndaky densizlik alamatlaryny denlik
alamatlaryna dwriip, emele gelen deiilemelere degisli goni ¢yzyklary
guryarys.

2. Gurlan goniiler boyunca deiisizliklerin her birine degisli ya-
rymtekizlikleri tapyarys.

3. Meseldnin ¢éklendirmeleri bilen kesgitlenydn kopburglugy

guryarys.
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4. Maksat funksiyasynyn bahasyny kébir /4 sana denlédp alynyan
(61) denilleme bilen kesgitlenyan gonini guryarys.

5. Maksat funksiyasynyn maksimum nokadyny kesgitleyaris,
ya-da meseldnin ¢oziiwsizdigini kesgitleyéris.

6. Maksat funksiyasynyn maksimum bahasyny tapyarys.

3.27-nji mesele. 4 we B gorniisli iki 6nlim dndiirmek {i¢in kér-
hana ii¢ diirli tehnologiki enjamy ulanyar. Oniimlerifi her biri bu en-
jamlaryn dhlisinde islenilip tayyarlanylyar. Olaryni bu enjamlarda is-
lenilip tayyarlanylys wagtlary asakdaky 3.26-njy tablisada berlen. Bu
tablisada Oniimlerin her birinin bir birligini 6ndiirmige ¢ykyan ¢yk-
dajy hem gorkezilen.

3.26-njy tablisa
Enjamlaryi gorniisleri Oniimlerii biriniii enjamlarda islenilip tayyarlanylys
wagtlary (sagat)

A B
I 2 8
II 1 1
11T 12 3
Oniimlerifi birini 6ndiir- 2 3
mége ¢ykyan cykdajy

Kaérhana I we III gorniigli enjamlary, degislilikde 26 we 39 sagat-
lap ulanyp bilydr. Sonuti bilen bir hatarda, II gorniisli enjamy 4 sagat-
dan kop ulanmak maksada layyk.

Oniimlerifi her biriniii 6ziine diisyin gymmaty ifi az bolar yaly
olaryil hersini nd¢ce mukdarda dndiirmek amatly boljakdygyny anyk-
lamaly.

Coziilisi. Goy, kdrhana 4 gorniisli 6nliiminl x, sanysyny, B gor-
niisli 6nliimin x, sanysyny éndiiryédn bolsun. Onda olary dndiirmége
¢ykyan jemi ¢ykdajy 2x +3x, manat bolar. Onlimlerifi her birinifi 6zi-

ne diisydn gymmaty
_ 2x,13x, 6
F= x +x, (62)

bolar.

Bu 6niimleri enjamlarda islemegin wagtlary her bir enjamda, de-
gislilikde 2x +8x,, x +x, we 12x +3x, sagat bolar. Oniimleri I we III
gorniisli enjamlarda, degislilikde 26 we 39 sagatdan kop bolmadyk
wagtda, II gorniisli enjamda 4 sagatdan az bolmadyk wagtda isleme-
gin zerurdygy sebépli:
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2x; + 8x, < 26,
2x; + 2x, = 4, (63)
12x, + 3x, < 39
densizlikleri yerine yetyar.
Ykdysady manysyna gord x, we x, iiytgeyan ululyklar difie otri-
satel dél bahalary alyp bilerler:
x,20, x,>0. (64)
Seylelik bilen, berlen meseldniit matematiki modeli (63) densiz-
likler ulgamynyn otrisatel dél ¢oziiwlerinin iginden F funksiya in ki-
¢i baha beryin ¢oziiwi tapmaklykdan ybaratdyr. Meselénin ¢oziiwini
tapmak ticin ilki bilen ¢oziiwlerin kopburclugyny (kopliigini) gurya-
rys (3.5-nji surat).
2

14
13

/

2x +8x,=26

12x +3x,=39

1 | | | | | | 1 | | ’
2 -1 0 1 2 3)4V 7 8 9 10 11 12 3;14 15 7%
1=

3.5-nji surat

3.5-nji suratdan gorniisi yaly, bu kdpburgluk BCD tigburglukdyr.
Diymek, F' funksiya 6ziinin in ki¢i bahasyny B, C ya-da D nokatlaryn
birinde alyar. Minimum bahanyn bu nokatlarynn haysynda gazanyl-
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yandygyny kesgitlemek {i¢in F' funksiyanyn bahasyny bir kesgitli sa-
na, meselem, 11/4 den edip alalyn. Onda:
2x +3x

2__
iy, oA

ya-da
—3x,+tx,=0 (65)
denleméni alarys.

(65) denileme koordinatalar baslangyjyndan ge¢yan goni ¢cyzygy
kesgitleyar. Bu gond we ¢oziiwler kopburclygyna degisli nokatlaryn
koordinatalary meseldnin maksadyny gorkezyian F funksiyanyn ba-
hasy 11/4 deni bolan yolbererli ¢oziiwleridirler. Seredilyin yagdayda
gorkezilen nokatlara diie bir B nokat degislidir: (1;3). Onun koordi-
natlary hem meselénin meyilnamasyny kesgitleyar we bu nokatda-da
maksady gorkezyan F funksiyanyn bahasy 11/4 deii bolyar.

Indi 2= 5/2 den diyip hasap edelin, yagny:

2x, + 3x, _5
ya-da X+ X, 2
—x +x,=0. (66)

(66) denleme edil (65) denileme yaly, koordinatlar baslangyjyndan
gecydn goni ¢yzygy kesgitleyédr. Ona koordinatlar baglangyjynyn da-
syndan sagat dilinifi ugruna aylanmagyny netijesinde alnan (65) goni
¢yzyk hokmiinde garamak bolar. Sunlukda birbada (66) goni ¢yzyga
we ¢oziiwler kopliigine degisli bolan nokatlaryn koordinatlary mesela-
nin meyilnamalary bolup hyzmat ederler we bu yagdayda (62) funksi-
yanyi bahasy 5/2 den bolup, ol (65) goni ¢yzygyn nokatlaryndaky baha
bilen denesdirilende kigidir. Diymek, eger (62) funksiyanyin bahasyny
haysydyr bir 4, sana den diyip alsak, yagny
2x +3x, L
T, (67)

we ony koordinatlar baslangyjyndan gegyan goni ¢yzyk hokmiinde
koordinatlar baslangyjynyn dasyndan sagat dilinin ugruna aylasak,
onda asaky goni ¢yzyklaryn dessesini alarys:

_ 2x,+3x,

F—W:h, suyerde ]’l<h0.
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Indi aylanyan goni ¢yzygyn ¢oziiwler kopliigi bilen sofiky umu-
my nokadyny tapalyil. Bunokat D (3;1) (3.5-nji sur. ser.) nokat bolup,
onda maksady gorkezyén F funksiyanyn bahasy in kigi bolar.

Seylelik bilen, oniimiii dniimgiliginiii optimal meyilnamasynda
A gorniigli dniimin {igiisini we B gornilisli Oniimin birini 6ndiirmek
amatlydyr. Sununn yaly meyilnamada t')nl'imzifg bi3ri?iﬁ Oziine diisyan
N 113

Coziiwler kopliiginin maksadyny gorkezydn F funksiyanyn in
kici bahasyny kabul edydn bur¢ nokadyny tapanymyzda, biz funk-
siyanyn bahasy kébir iki sany hemiselik sana den diyip hasap etdik
we funksiyanyn bahasynyn kemelmesini kesgitleydn goni ¢yzygyn
aylanmasynyi ugruny kesgitledik. Yone, muny basgaga hem edip bo-
lardy. Hususan-da: F funksiyanyn bahasyny haysydyr 4 sana dendir
diyip hasap etmek bilen,

gymmaty il az baha eye bolyar we ol F - = % deii bolar.

2x1+3x2:h
x1+x2 (68)

denillemeli, koordinatalar baslangyjyndan ge¢yin we burg koeffisiyen-
ti & bagly bolan goni ¢yzygy almak bilen, 6nlimin komegi arkaly 4
artanda (68) goni ¢cyzygyn aylanyan ugruny kesgitlép bolar.

Hakykatda igin yagdayy has yonekeydir. (62) funksiyanyii in ki-
¢i baha eye bolayjak B(1;3) we D(3;1) (3.5-nji sur. ser.) nokatlary-
ny tapyp, onunl bu nokatlardaky bahalaryny hasaplalyn: F(B)=11/4,
F(D)=9/4. Diymek F(B)>F(D), sol sebépli, D nokatda maksady gor-
kezyian funksiya in ki¢i baha eye bolyar diyip, tassyklap bolar. Sunun
bilen bir hatarda, B nokatda F funksiyanyi il uly baha eye bolyandy-
gyny bellemelidiris.

Drob ¢yzykly programmalasdyrmanyn meseleleriniii ¢éziiwini
grafiki usulda tapmaklyga garamaklygy tamamlamak bilen, anyk me-
seleler ¢oziilende diirli yagdaylarynn bolmagynyn miimkindigini bel-
lemek isleyaris:

1. Coziiwler kopgranlygy c¢éklendirilende, maksat funksiyasy-
nyn in uly we i1 ki¢i (maksimum we minimum) bahalaryna onui burg
nokatlarynda yetilyar (3.6-njy surat).

2. Coziiwler kopgranlygy cdklendirilmedik, emma meseldnin
maksat funksiyasynyn, degislilikde iii uly we ifi kici bahalara eye bol-
yan burg nokatlary bar (3.7-nji surat).
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x, A

min

x, A

3.6-njy surat

3.7-nji surat

3. Coziiwler kopgranlygy céklendirilen dél we ektremumlaryn
biri gazanylyar. Meselem, in ki¢i baha ¢oziiwlerin kdpgranlygynyi
depelerinin birinde yetilyir we F funksiyanyn in uly asimptotik baha
diylip atlandyrylyan bahasyny alyar (3.8-nji surat).

4. Coziiwler kopgranlygy ciklendirilen dil, maksimum hem, mi-
nimum hem asimptotik bahalar bolup duryar (3.9-njy surat).

Drob ¢yzykly programmalagdyrmanyn meselesiniin geometriki
¢oziilisinden peydalanyp, 3.28—3.31-nji meselelerini ¢oziiwlerini ta-

pyn.

3X1 - 2X2

3.28. F =
x; + 2x,

— max;
2x, + 4x, < 16,
—4dx, + 2x, < 8,

X+ 3x, 29,

x,, x,20.

3.30. F =

20, + 30, — x5 = 12,
—Xl + 6.X2 + Xy = 18,
X — 3x, + x5 = 3,

X5 Xy X 0.

10. Sargyt Ne 2463

—5x, + 4x,

3.29. F = —517 30

— min;
2X1 - 4x2 S 12,
—x + 2x, < 8,
X +x, = 10,
x,, x,20.
X+ X,

3.31. F = m

— min;
X, + 3x, —x; = 8§,

—Xl + 2XQ +X4 == 10,

X — 3%, + x5 = 12,

X X5 .%>0.
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X, A x, A
Fmax D
/ 4
B
C Fmin
70 Y5 /0 £
3.8-nji surat 3.9-njy surat

3.32-3.34-nji meselelerin matematiki modellerini diiziin.

3.32-nji mesele. Kérhana n gorniisli onitimleri 6ndiirmek ti¢in m
gorniisli biri-biriniii deregini tutyan enjamlardan peydalanyar. Oniim-
lerifi her bir gorniisini b, (i=1, 2,...,n) mukdarda dndiirmeli. Sunlukda
enjamlaryil her bir gomusl su onumlerl ondiirmekde a,(j=1, 2,...,m)
sagatdan kop wagt ulanylyp bilinmeyir. Oniimir i gornusmm b1r1n1
J gornlisddki enjamda Ondiirmek ti¢in sarp edilyédn wagt a_ sagada
den, enjamyi su gorniisinde bir 6niimi dndiirmek bilen baglanysykly
harajatlar ¢, manada den. Oniimin birinif 6ziine diisyin gymmatynyi
i1 az ululyga denl bolmagy {i¢in her bir gorniisddki enjamda her gor-
niigddki 6nlimin nicesini dndiirmelidigini kesgitlemeli.

3.33-nji mesele. Ayakgap oniimgilik birlesigi » gérniisinddki diir-
li nusgaly ayakgaplary o6ndiirmek {i¢in gayys we gon harytlarynyn m
gorniislerinden peydalanyar. Bir jiibiit ayakgabyn j (j=1, 2,...,n) nus-
gasyny ondiirmek {i¢in i (i=1, 2,...,m) gorniisli gayys we gon harytla-
rynyi a, m 2 mogberi gerek, olaryn bolsab m, mogberinifi ulanylmagy
miimkin. Bir jubiit ayakgabyn j nusgasyny ondurmek ticin ulanylyan
ontimgilik gaznasynyn ululygy ¢ manada den, yerlemekden gelyén gir-
deji bolsa ¢, manada defi. Birlesik islendik gatnagyklarda ayakgapla-
ryn diirli nusgalaryny ¢ykaryp biljekdigini caklamak bilen, kdrhananyn
in uly girdejililigini iipjiin etjek ontimgilik meyilnamasyny diizmeli.

3.34-nji mesele. Diirli isleriii » gorniislerini yerine yetirmek {igin
m hiindr derejeleri bolan isciler toparyndan peydalanylyp bilner. Isiii j
gOrniisi iscilerin i topary tarapyndan yerine yetirilende wagt birligindéki
is Ondiirijilik ¢; (i=1, 2,...,m), (j=1, 2,...,n) manada den. Is¢ilerii i to-
pary tarapyndan isleri yerine yetirmek bilen mesgullanyan umumy wagt
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gaznasy b, wagt birliginden gegmeyiir, isifi j gorniisiniit mogberi bolsa a,
manada denl. Sulary nazara almak bilen, z&hmetin is ondiirijiligi in uly
baha eye bolar yaly isleri yerine yetirmegiii meyilnamasyny diizmeli.

3.4.1. Drob cyzykly programmalasdyrmanyn
meselelerini ¢cyzykly programmalasdyrmanyn
meselelerine getirmek

Yokarda kesgitlenen (56)-(58) mesele ¢yzykly programmalas-
dyrmanyi meselesine getirilip bilner. Onui {igin

o = {id,x,} (69)

YV, X, (=1, 2,...,n) (70)
tize liytgeyan ululyklary girizmeli.
Girizilen belgilemeleri ulanyp, (56)—(58) meseldni asakdaky
meseld getiryaris:

belgileme girizip,

F = Zlcjyj (71)
Jj=
funksiyanyi ifi uly bahasyny
zaijyi_biyoz Oa (l: 1’2"”’m); (72)
Zdej =1, (73)
]:
ijO =1,2,...,n),y20 (74)

sertler yerine yetende tapmaly.

(71)—(74) mesele ¢yzykly programmalasdyrmanyil meselesidir.
Diymek, onuil ¢oziiwini belli bolan usullar bilen tapyp bolar. Bu me-
seldnin optimal meyilnamasyny bilmek bilen, (70) gatnasyklaryn esa-
synda baslangyc¢ (56)—(58) meseldnii optimal meyilnamasyny alarys.

Seylelik bilen, drob ¢yzykly programmalasdyrmanyn meselesi-
nin ¢ozliwini tapmak isine asakdaky tapgyrlar giryar:

1. (56)-(58) mesele ¢yzykly programmalasdyrmanyn (71)—(74)
meselesine getirilyér;

2. (71)—(74) meseléanin ¢oziiwi tapylyar;
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3. (70) gatnagygy ulanmak bilen, (56)—(58) meseldnin optimal
meyilnamasy kesgitlenilyar we (58) funksiyanyn maksimal bahasy

tapylyar.

2x +3
3.35-nji mesele. F= il

'x141x2

funksiyanyii maksimal bahasyny
X+ 2x, — x5 = 11,
X, — X, +x, = 8, (76)
—x, + 3%, + x5 =9,
X5 Xpen X 20 (77)

12 Apoe e

(75)

sertler yerine yetende tapmaly.

Coziilisi. Su meselédni ¢yzykly programmalasdyrmanyii mesele-
sine getirelifi. Onui {igin y =(x +x,)" belgileme we tize VYo X, (=1,
2,...,5) uytgeyan ululyklary girizyéris. Netijede, asakdaky meselédni
alarys:

F=2y +3y, (78)
funksiyanyi in1 uly bahasyny

i+ 2y, —y,— 11y, = 0,

Y=y, + Yy — 8y =0, (79)
=y + 3y, +y5— 9 =0,

yty=1,

Vo Yy Vs =0 (80)

sertler yerine yetende tapmaly.

(78)—(80) mesele ¢cyzykly programmalasdyrmanyii meselesi bo-
lup duryar. Onun ¢6ziiwini emeli bazis usuly bilen tapyarys (3.27-nji
tablisa).

3.27-nji tablisa

i | Bazis | C,| P, | 2 | 1 0 0 0 [-M[-M] 0

P] PZ P3 P4 PS P6 P7 PO
1 P, 1 | 1/Z10 | O 1| -8/30 | -11/30 | O 0
2 P, 2 19710 1 0 | 830 11/30 | 0 0
3 P 0 |1510f 0 | O 5/3 7/6 1 0
4 P, O |1/Z10 | 0 | O | 2/30 | -1/30 | O 1
5 19/10f 0 | 0 | 8&/30 11/30 | 0 0
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3.27-nji tablisadan (78)—(80) meseldnin optimal coziiwi:
yi= %;yé = %;ﬁ =y, =0;y5 = %;yé = 1/10.

Y=Y, X, bolyandygyny nazara almak bilen, (75)—(77) meselanin
optimal ¢ziiwi tapyarys: X'=(9;1;0;15). Su ¢oziiwde F'__ =19/10.

3.36—3.39-njy meselelerin ¢ozliwlerini tapyn.

3.36-njy mesele 3.37-nji mesele
—5x, + 2x -
L e B F=23%t% o
3x, + 4x, X, + X,
X, + 4x, — x; = 16, X+ X, —x3 =95,
2x, — 3x, —x, = 0, =X+ 3%, +x, =7,
3x, 4+ 2%, + x5 = 0, 3x, —x, + x5 = 11,
X, X, X 20. X5 X,y X 20,

3.38-nji mesele. F = B+ 3n+omtx max;
X+ X, + x5+ Xy
2x; 4+ x, + x3 + 3x4 = 300,
X+ 2x3+x, = 70,
X, + 2x, + x; = 340,
X5 Xy Xy X, 2 0.

Jogaby: F = 8- X"=(70;0,0;0;0).

5x; — x, + 8x3 + 10x, — 5x5 + X4
x1+xZ+X3+X4+x5+x6

3.39-njy mesele. F' = — max;

2x, — X, + 3x4 + x5 — xg = 40,
—x; + 2%, + x5 + 2x, + 2x4 = 20,
3%, — X, + 2x3 — X4 + 3x5 + xs = 30,
x> 0 (j=1, 2,...,6).

Jogaby: F__ =489/62. X"=(6,8;0;9,2;8,8;0;0).

§ 3.5. Blok programmaladyrmanyn meseleleri

Amalyyetde, ¢dklendirmeler ulgamynda meseléd degisli dhli tiyt-
geyan ululyklary 6ziinde saklayan bolekleri (bu boleklere birlesdiriji
bloklar diyilyir) we tiytgeyan ululyklaryn kébirini 6zlinde saklayan
bolekleri (bu boleklere bloklar diyilydr) bar bolan anyk ykdysady
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meseleler dus gelyar. Iki sany blokdan ybarat ¢édklendirmeler ulga-
myndan ybarat meseldnin ¢yzgysy 3.10-njy suratda gorkezilendir.

Birlesdiriji blok =
\
\

I blok B

II blok =

3.10-njy surat

Umumy yagdayda bloklaryi sany kop, blok ¢yzgyly meseléniit hem
cyzykly we ¢yzykly dil programmalasdyrmanyn meselelsi bolup biler.
Cyzykly programmalasdyrmanyn blok ¢yzgyly meselelerini ¢oz-
mek {icin birndge blogy 6ziinde saklayan anyk meseldni bloklar bi-
len kesgitlenydn ayry-ayry ki¢i meseléni ¢ozmége getirip, olary soi-
ra birlesdirmegin yoluny beryin Dansigin-Wulfuii dekompozisiya
usulyny ulanyp bolar. Bu yagdayda bloklaryn sany bas meselini ¢oz-
megin her bir tapgyrynda ¢6ziilyén ayry-ayry kici meseleleriii sanyny
kesgitleyar. Ony iki sany blogy 6ziinde saklayan, umumy yagdayda
F=c xtc, Xhete,x, Fe, X, et (81)
funksiyanyii maksimumyny
(1% + -+ + ALy Xng + Q1% 41 + =00+ A1aXn = bi,

A1 X1+ o+ Qo Xng + Qi 1 X 41+ 0+ QenXn = by,

Qg 11X1 + *+ A+ Qg1 Xng = by,

Qi X1+ +r + ig Xn = bi,

{ai+l,m+1xnl+l + o i = big,

am,n1+1xnl+l + A + am,nxn = bm, (82)

x>0 (=1,2,....,n) (83)
sertler yerine yetende tapmak meselesi gorniisinde yazmak bolar.
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Berlen esasy (bas) meseldni beyan etmek ii¢in belgilemeler giri-
zelin:
CY=(c;cps .. ¢, C(2>=(cnl+1; Cpins oo c);

an iz - Qi ing+1 =+ din
zr Qo ccr dop opv1 o Ao
® (o)}
G A? = e
iy Az -+ Ok Ainy+1 ** Gk
Ae+11 Ak+12 *°* k+1n
! b b1
Air21 Akt22 " kg2 b b
10 2 230 k+2
A - > f)()_ : PO - .
aii A2 - Ain ]
1
b, bi
Aivim+1 divime2 " Aivin
bi+1
Aivom+1 Aix2n+2 " dit2n b
10 D Q) i+2
R : PP =" (84)
am,nl +1 Clm,nl +2° Amn
bm

D, we D, bilen, degislilikde asakdaky denlemeler ulgamynyti ¢o-
ziiwler kopliigini belgildlin:
Ak 11X+ o+ + iy 10 Xn, = by,

| aaxi o Qi X = bi,
X5 Xy .,xnIZO;

ai+l,n1+1-an+l + o+ Qi1 Xn = bi+1,

am,n1+1xn1+1 + o0+ AuanXn = bm,
X >0.

xn1+1’ xn1+2" .
Goy, XV (=1, 2,..,.N) we X7 (=1, 2,...N7?), R}
(= NP)+1,...,N") we R} (j= N'+1,...,N?), degislilikde D, we D,
kopgranlyklaryn c¢éksiz gapyrgalarynynn depeleri we ugrukdyryjy
wektorlary bolsunlar.
AV W AVRY
J J
Pl(l): 1 ’j: 1’2’-..7N;1);P.](.1): 1 ’j: ;1>+1’...’N(1);
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Q) @ Q2 pQ@
ATX; A”R;

Pl(z): 1 ,]: 1’2’_“’ {2) ;l): 1 J: :2)_|_ 1,"',N<2); (85)
0 0
Belgilemeleri girizelin:
P
E _ 10 ;0‘;1) _ (Cm’X;n)’ ] — 1,2’ . <1> O.(l) (C(l)’R;l))’
1 (86)
j — (1) Nm;

O.(?) — (C(Z) X('Z)) ]: 1 2 . (2) 01(2) _ (C(Z) R(‘Q)) ]: N](Z) 4 1 ]V(Z)

Girizilen belgilemelerde bas mesele

F O‘il) (l) . O.Nmyj\lf)” 0‘12)yf2)+ . O<<N‘2)2yj\%<)2’ (87)
funksiyanyn
VPO 4+ 4 yWPR + PP + -+ yRPR =H (88)
(1)>O ]—1 2, N(l) y(2)>0,]:1,2,---,]\/@ (89)
sertler maksimimuny tapmaklyga getlrllyéir

*(1) *1) *Q2) *Q2)

Eger Y = (3", y:", -, ", i, 2%, -+, y,7) bas meselénifi op-
timal g:éziiwi P, P,", -, P{" — D, kopgranlygyn degisli depele-
ri, P, Py, & — D, kopgranlygyn céiksiz gapyrgalarynyfi ug-
rukdyrny wektorlary bolsa onda berlen meseldnin optimal ¢oziiwi
X = (X7,X;) bolar. Bu yerde:

Xi“ — yl*(l) il) + yZ(I)X(l) + y (1) (l) (‘x;‘,x;’ ...,x:l ’ (90)

2) *Q2) (2)

X; = yl(” Tty + -+ qu)X((;Z) = (x:1+1,x:1+2,"',-x:)~ (91)
Bas meselédnin maksat funksiyasy onuil yolbererli ¢oziiwlerini
kopliiginde ¢édklenmedik bolsa, onda berlen meseldniii maksat funk-
siyasy hem degisli yolbererli ¢oziiwleriii kopliiginde ¢éklenmedikdir.
3.40-njy mesele.
F=2x +3x,—x,—2x, (92)
funksiyanyii maksimal bahasyny
X+ X — 20+ x, < 17,
—3x+x,=9,
—4x, —x, = 8,
Xy + x, < 22,
— 2%+ x, < 13,

(93)
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X X, X3y X,20 (%94)

sertlerde tapmak hakda meselénin bas meselesini gurmaly.

Coziilisi. Berlen meselédnin ¢idklendirmeler ulgamy birinji den-
sizlik bilen kesgitlenyin baglanysdyryjy blokdan we biri ikinji we
ticiinji deiisizlikler bilen kesgitlenydn, beylekisi dordiinji we bésinji
densizlikler bilen kesgitlenyén iki blokdan ybaratdyr. Diymek,

C"=2;3),C% = (= 1;=2), AV = (1), A” = (= 2;1),

pan ar=(0 A= == ()

4 — -2 1 8 13
Degislilikde
—3x+x, =09, X3+ x4 = 22,
4X1—X2S8, _ZX3 +X4S 13,
x,, x,20, x,, x,>0,

densizlikler ulgamlary bilen kesgitlenyédn D, we D, ¢oziwler kop-
bur¢luklarynyii depelerini tapalyi.

Berlen meselede bu isi geometriki sekillendirip yerine yetirmek
ansatdyr (3. 11-nji surat).

x, A
30_}

)
X 2

N
N
0N
N x,tx, =22
N
6N
N o
T 3§X(1) T
A R R L 111 >
q-So 36 9 12 15 18 21 >4\273033 X
3 1
6.—
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-1

b)

3.11-nji surat

3.11-nji a, b suratlardan gérniisi yaly, Xi" = (0;0); X3’ = (0;9);
Xy =(17;60); X¢ =@2;0); X =(0;0); X =(0;13); X5 = (3;19);

= (22;0);.

(85) we (86) formulalar boyunga alarys:

o' =(C", X") =(2;3),00;0) = 0

(1) (C(l) X(l)) — ((2 3) (O 9)) — 27

o*“ ", X¥) = (2;3),07; 60)) = 214;

G(l) (C(l) X(l)) — ((2 3) (2 O)) —

6(2) (C(Z) X(2) ((_ 2) (O O)) —

05 =(C% X?) = (—=1; = 2),0;13) = — 26

08 =(C% X¥) = (~1; - 2),3;19)) = — 41;

of =(C?, X?) = (~1; - 2),22;0) =— 22;

A(I)X{D O A(I)Xg) 9
PV = 1 = 1); P =] 1 = 1);
0 0 0 0
A(Z)xiZ) O AQ)Xg) 1 3
P?2=| 0 |[=(0f PP =| 0 |=(0}
1 1 1 1
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A(I)Xél) 77 A(I)Xill) 2
Y= 1 |={1) P’=| 1 |=[1};
0 0 0 0
A(Z)X%) 1 3 AQ)XZZ) 44
P=| o |=lo]; PP=| 0o |=|o0 |
1 1 1 1
P 17
P=1|=]|1
1 1

Seylelik bilen, bag mesele
F =27y + 214y5 + 4y9 — 26y5 — 41y5 — 22y¢ (95)
funksiyanyil maksimal bahasyny:

9yy + 77y3" + 24 + 13y5 + 13y5 — 44y < 17,

Ay Y+ =1, (96)
yi2) + y(22> + y§2) + y£12> — 1,
yi'=0,y7=0(=1,2,3,4) (97)

sertlerde tapmaklyga getirilyar.
(95)—(97) bas meselédni ¢yzykly programmalasdyrmanyi esasy
meselesi gorniisinde yazalyn:
F =27y + 2149 + 4y — 26y — 41y — 22y (98)
funksiyanyin maksimal bahasyny:
9ys’ + 773 + 28 + 13y5" + 13y5 — 44y + ys = 17,

WAy P+l =1, ©9)
Wy +y8 oy =1,
yW20,y720,y520( =12,3,4) (100

sertler yerine yetende tapmaly.
Eger indi (92)—(94) mesele bilen (95)—(97) meseldni denes-
dirsek, onda birinji meselede densizlik gorniisindéki ¢dklendirmele-

degislilikde 3-e we 8-e dendigini goreris. Seylelik bilen, (92)—(94)
meseleden (95)—(97) meseld gegilende ¢dklendirmelerin sany aza-
lyp, tiytgeyan ululyklarynt sany kopeldi. Seyle hem bize D, we D,
kopgranlyklaryn dhli depelerini kesgitlemek gerek boldy, bu bolsa el-
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mydama miimkin déildir. Sol sebipli (92)—(94) meseldnin ¢oziiwi ta-
pylanda (95)—(97) meseldnin optimal ¢éziiwini tapmaklyga gegmek
zerurmy diyen soragyin yiize ¢ykmagy tebigydyr. Bu soraga polozitel
jogaby, (95)—(97) bas meselanin ¢oziiwini D, we D, kopgranlyklaryfi
ahli depelerini we olarynl sanyny kesgitlemezden, difie bir bazis ¢ozii-
win Usti bilen tapmaga Dansigin-Wulfun usuly miimkingilik beryar.
Bu usulynn manysy barada, yagny onun komegi bilen (81)—(83) me-
sele {igin (87)—(89) bas meseldnin ¢oziiwiniil tapylysyna has ginis-
leyin garap gegelin. Onun bilen baglylykda (87)—(89) meselédni ¢oz-
mek {i¢in gurulyan tapgyrlayyn isin baslangyjyny berlen meselanin
dayang ¢oziiwini kesgitleydn haysy hem bolsa bir bazis ¢oziiwi bil-
megiil yeterlikdigini bellélin. Bu bazis ¢oziiwi géni yazyp hem bolar
ya-da emeli bazis usulynyn komegi bilen gurup bolar.

Goy, bas meseldnin dayang ¢oziiwini kesgitleydn haysy hem
bolsa bir bazis belli bolsun we B! bu bazise gora diiziilen wektorlaryn
komponentleriniii matrisasynyn ters matrisasy bolsun. Dayang ¢ozii-
win optimaldygyny barlamak ii¢in

Q= A, A, 1, An ) = 0,B7

wektory tapalynl we Q=(4, 4,,...,4 ) belgileme girizelifi. Sotira

Fi’ = (C" = QA" x")
funksiyanyn (81)-(83) meselédnin birinji blogy bilen kesgitlenyin

AV YD — Fg)l)’ X > ()

sertlerinde maksimum bahasyny tapma meselesini ¢ozelin. Eger bu
mesele X\ optimal ¢oziiwe eye bolup, Fi" (X{") = A,..1 bolsa, onda
ikinji bolek meseldnin, yagny

F1(2) — (C(Z) _ .QAQ), X(2))
funksiyanyn (81)-(83) meselénin birinji blogy bilen kesgitlenyan

A<2>X<2> — "P'§)2)’ X<2> > ()
sertlerinde maksimum bahasyny tapma meselesinin ¢ozliwini taparys.
Bu mesele X;” optimal ¢oziiwe eye bolup, F\” (X)) = A,.., bolsa, on-
da basky bazis (87)-(89) bas meselédnin optimal ¢ézliwini kesgitleyar.
Seylelikde, onunl tapylan ¢oziiwi we (90), (91) formulalar boyunga
berlen (81)-(83) meseldnin optimal ¢oziiwini tapyp bolar.
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F(XY) # Aws1 Ya-da F* (X)) # Aws2 bolsa, onda basky dayang
¢Ozliw optimal ¢oziiw déldir we bas meseldnii basga dayang ¢ozii-
wini kesgitlejek beyleki bir bazise gegcmek zerurdyr. Eger onda-da
F"(X{") # Ams+1 bolsa, ikinji bolek meseldnin ¢oziiwini tapmagyn
manysy yokdur.

Seylelik bilen, goy, Fi"(X{)# A..1 bolsun. Onda bas mese-
lanin basga dayang ¢oziiwini kesgitlejek beyleki bir bazise gegmek
zerurdyr. Onun ii¢in bazisden haysy hem bolsa bir wektory ayryp,
onun deregine basga bir tize wektory girizmek zerur. Seyle wektor
Ams1 — (CVQAY, XI), A1, As,, Am, sanlaryni ifi kigi otrisatel ululygy bi-
len kesgitleniler. Eger seyle san A, — (C”02A", X{") bolsa, onda ba-
zise P" wektory, eger-de seyle san /1], bolsa, onda bazise bu san bilen
kesgitlenyin P}’ wektory girizeris.

Bazise girizmeli wektor kesgitlenenden sofira ondan ¢ykarmaly
wektor kesgitlenyir. Onun iigin Py" (ya-da P;”) we bas meselinii da-
yang ¢ozuwini kesgitleyan P wektory bu bazise gora dargadyarys we
P, wektoryii komponentlerinifi Pi” wektoryf bu bazisdéki degisli po-
lozitel komponentlerine gatnasyklarynynn minimumyny kesgitleyaris.
Bu gatnagyklarynl in kigisi bazisden ¢ykarylmaly wektory kesgitle-
yar. Netijede, indiki dayang ¢6ziiwi kesgitleyin tdze bazisi alarys. Bu
¢Ozliwin optimaldygyny barlamak ii¢in degisli bolek mesele diiziip,
onun ¢oziiwini tapalyn. Sol ¢6ziiw degisli dayang ¢coziiwin optimaldy-
gyny kesgitlemidge miimkingilik beryéar. Eger ol optimal dél bolsa, on-
da tize dayang ¢oziiwi kesgitlejek bazise gegyiris. Yone tapgyrlayyn
isin dowamynda P;” wektoryi alnan bazis boyunca dargatmasyndaky
komponentleriniii arasynda polozitellerinini yok bolan yagdaylaryn bol-
magy miimkin. Bu yolbererli ¢oziiwler kopliiginde bag meseldniii mak-
sat funksiyasynyn ¢éklenen daldigini ailladyar. Bu bolsa, 6z gezeginde,
berlen meseldnin maksat funksiyasynyn ¢éklenen dildigini anladyar.

Netijede, kabir tiikkenikli &dimden sofi ya-ha bag we berlen mese-
lanin ¢oziiwinin yokdugy kesgitlenilyar ya-da olaryn optimal ¢oziiwi
tapylyar.

Yokarda ¢yzykly programmalasdyrmanyii blok diiziimli meselesi-
nin iki blokly yagdayyna seredildi. Eger bloklaryn sany ikiden uly bol-
sa, meselem, k deii bolsa, onda beyle meselini ¢cozmegin algoritmi 6iiki
seredilen yagdaydan her tapgyrlarda iki dél-de & bolek meseldni ¢ozmek
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bilen tapawutlanyar. Y 6ne tapgyryi dowamynda bir bolek meselznifi ¢6-
ziiwi yok bolup ¢yksa, onda soniky bolek meseleleri ¢ozmegin zerurlygy
yokdur. Sebébi bu yagdayda berlen meselénin optimal ¢oziiwi yokdur.
3.41-nji mesele.
F=2x+3x,—x,—2x, (101)
funksiyanyii maksimal bahasyny

X+ X — 20+ x, < 17,

—3x,+x, <09,
—4x, —x, < 8, (102)
X3+ Xy < 22,
— 2x; + x4, = 13,
X5 Xy X3 X, > 0 (103)

sertlerde tapmaly.
Coziilisi. Berlen meseldni matrisa we wektor gérniisinde yazalyi:
CV = 23,07 = (- 1;- 2, A = (1), A” = (- 231),

~ -3 1)\ - 1 1 9 22
T o _ o _ o
R A= (3 A= (0 ) = () =(3)

3.41-nji meselede yazylan bas meselénin bazisini kesgitlalin:

(101)-(103) meseledédki cdklendirmeler ulgamynyn baglanys-
dyryjy blogy «<» gorniisli densizlik bolany sebépli, bas meseleddki
birinji ¢dklendirme hem seyle gorniisde bolar. Sol sebdpli bas me-
sele ¢cyzykly programmalasdyrmanyn esasy meselesi gorniisine ge-
tirilende birinji ¢éklendirméniil sag tarapyna y, gorniisde belgilenen

1
gosmaca liytgeyén ululygy gosarys. Bu iliytgeyén ululyga Ps = (O

0
gorniisli birlik wektor degisli bolar. Seyle hem, (101)-(103) mesela-
nin (102) ¢éklendirmeler ulgamyndan gorniisi yaly birinji we ikinji
bloklar bilen degislilikde kesgitlenyén ¢oziiwler kopburclugynyn de-
peleri X{" = (0;0); X = (0;0) bolar. Bu depelere:

A(I)x{l) O AQ)X?) 0
Pl(l) — 1 — 1 PI(Z) — O — 0
0 0 1 1

wektorlar degisli bolar.
Bas meselédnin azat agzalarynyn wektory bolan
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wektoryfi otrisatel komponentlerinifi yokdugy sebépli P,, P, Py

wektorlar bas meseldnin dayang ¢oziiwini kesgitleydn ba2151 emele

getiryérler. Onda noldan tapawutly komponentler y =17, yi'=1 we
y5'=1 dendirler.

Tapylan bazisin bas meseldnin dayang c¢oziiwini kesgitle-
yiandigini barlamak i¢in  F' = (C" — QAY, X")  funksiyanyn
AYXY =Py, X > 0 sertlerdiki maksimal bahasyny tapalayii.

Berlen yagdayda B matrisa P, Pi" we P3’ birlik wektorlaryi
komponentlerinden diiztilendigi sebaph B'=E deidir. Seyle hem, 6,0,

ol = (C", X1") = (2;3),0;0) = 0,

o = (C*, XP) = (— 1;3),(0:0) = 0
100
01 0) =(0,0,0:82=0); =21 =0, 13 =An2=0.
001
1-nji bolek meselédni ¢ozelin:

Fi'=(C" = QA" XV) = (2;3) — 0(1; 1), (x;; x,) = 2x; + 3x, — max;

Q =1(0,0,0)

—3x+x=9,
{ 4x, — x, < 8,
X, x,2 0.
Bu meselinifi optimal ¢oziiwi X3'=(17;60) bolup, F\" X3"
=214>) =1 =0. Diymek, P_, P\", P," wektorlar bilen déredilen ba-

zis bas meselanln optimal dal bolan dayang gézﬁwini kesgitleyar.

Birinji uly tapgyr. 4 —(C"—QA®, Xi"), 4 p» A4, sanlardan,
yagny berlen yagdaydaky -214 we 0 sanlardan in k1<;1 otrisatel san
-214-dir. Sol sebépli bazise:

A(I)Xél) 77
P =| 1 |=[1
0 0

wektory girizyaris. Onui ii¢in o5’ =(C", X{"=((2; 3), (17;60))=214.
17

Py’ wektoryir we P»| 1 | wektoryit birinji bazis boyunca dargatma-
1
sy bu wektorlar bilen gabat gelyir. Sol sebépli, bazisden ayyrmaly
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wektory kesgitlemek iigin 2, wektoryii komponentlerinifi 23" wekto-
ryn polozitel komponentleri bilen gatnagyklarynyn in kigisini tapma-

ly: min(%;;% = 17/77. Diymek, bazisden birinji wektory, yagny P,
wektory ayyryarys, seylelik bilen tize bazisi Pi", P\", P,’ wektorlar

emele getiryérler. Bu wektorlaryn komponentlerinden duzulen matrisa:
77 0 0

B = ( 11 0)

0 01

deni bolar. Bu matrisanyn ters matrisasy:

/77 0 0
B'=|-1/7710

bolar. Q, Q we CV-QAM wektorla(l)y keggiiléiliﬁ:
71—7 00
Q=B = (0" 0? B = (214;0;0)|— 77 1 o|= (27174 0; o)
0 01
Q=<27174) A= Aoy = 05 A5 = Ay = 0:C — QA =
= ((2;3) (27174>(1 D) (‘%;%)

Birinji bolek mesele

F = < gg >x1 + (% )x2 — max;

3x, +x, =9,
{ 4x —x, = 8,
x,x,20
gdrniise eye bolyar. Bu meselénin optimal ¢oziiwi X5"= (0;9) bolar.
F3Y (X5")=153/77 > 2,= 0. Diymek, P;", P{", P(* tize bazis bag
meseldnii optimal dal bolan dayang ¢oziiwini kesgitleyar.
IKkinji uly tapgyr. A, —(C" — QA" X?), A, sanlardan, yag-
ny su yagdaydaky -153/77 we 0 sanlardan in kici otrisatel san
—153/77 = A, — (C" — QA", X?) sandyr. Sol sebipli bazise

A(l)x(zl) 9
P =] 1 =11
0 0
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wektory girizydris. Onufl iigin 05 = (C”, X3) = (2;3),(0;9)) = 27.
Sonuii {i¢in bazisden ayyrmaly wektory kesgitlemek iicin Ps"” we 130
wektorlary seredilyin bazisiit wektorlary boyunga dagydyarys, yagny

1/77 0 0\/9 9/77
B~ P2<“_<—1/77 10 1): 68/77};
0 0 1/\0 1
/77 0 O\A7\ [17/77
B“PB:<—1/77 1 O)(l):(60/77)
0 0 1/\1 1

we minf(37 177 H(57H(57)) = min(gs13) = 13- Pismek. ba-

zisden ikinji wektory, yagny P{" wektory ayyryarys, seylelik bilen

tdze bazisi:
77 9
P;l) — l P(l) 1 P(Z) _
0 0 1

wektorlar emele getiryérler. Bu wektorlaryit komponentlerinden dii-
ziilen matrisa:
77 9 0
B = (1 10
0 01
bolar. Bu matrisanyn ters matrisasy

1/68 —9/68 0
B'=|-1/68 77/68 0

0

0 0 1
bolar. Q, Q we C— QAY wektorlary kesgitlilin: Q = (0 0%'; )

1/68 —9/68 0
1 = (214;27;0)(— 1/68 77/68 0 :(£;9/4;0); Q:(2>.
0 o 1 4 47

A=A, = %; Ay= Ay =0:C"— QA =

- - )= (- 31)

Birinji bolek meseléni diizelin we ¢ozelin:

F = (— %)xl + (%)xz — max;

11. Sargyt Ne 2463
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—3x+x,=09,
{ 4x, — x, < 8,
x,x,20.
Bu meseldnifi optimal ¢oziiwi X3"=(0;9) bolar. Bu ¢oziiwde
FO X9=9=1,
Ikinji bolek meseldni diizelin we ¢ozelin:

F = (€ = 0A% X% = (= 1,- 2) = (9)- 2 D) (a5 x0)=

= (2 + (B,
—(2 X3 + 4>X4 max;
X3+X4§22,
—2X%+X4<13,

x,, x,> 0.

Bu meseldnin optimal ¢oziiwi X{”=(22;0) bolar. Bu ¢oziiwde
Fi" (X$)= 99 > .= 0. Diymek, seredilyin tize bazis bas meselnin
optimal dél bolan dayang ¢ozliwini kesgitleyar.

Uciinji uly tapgyr. A, —(C?— QA% X?)=—99,4, = 11/4
sanlardan, in kigi otrisatel san (-99) sandyr. Sol sebépli bazise

A(Z) XZZ) - 4 4
PP=| 0 |=| 0
1 1

wektory  girizydris.  Degislilikde of = (C%, X)) =(-1;-2)
(22;0)) = — 22. Sonui {igin bazisden ayyrmaly wektory kesgitlemek
ticin P” we P. wektorlary seredilyin bazisii wektorlary boyunca
dargadyarys, yagny
1/68 9/68 0\/—44 —11/17
B 'PY = ( 1/68 77/68 O)( 0 ): ( 11/17 };
0 0 1/\1 1
1/68 —9/68 0\/17 2/17
B'R = (1/68 77/68 0 (1 ) = (15/17)

0 0 1/\1 1

we mm((%) (%%) 1/1) = 1. Diymek, bazisden P{* wektory ayyrya-

rys, seylelik bilen téze bazisi:
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77 9 —44
P?El) — 1 , P(l) 1 PiZ) — O
0 0 1

wektorlar emele getiryérler. Bu wektorlarynn komponentlerinden dii-

zulen matrisa:
77 9 —44
B=(1 1 0

0 0 1

bolar. Bu matrisanyn ters matrisasy:
1/68 —-9/68 11/17
B 1

1= |—1/68 77/68 —11/17
0 0 1
bolar. Q, Q, CH— QAD we C?— QA wektorlary kesgitlilif:
Q= (o o o)
1/68 —9/68 11/17
- :(214;27;—22)(—1/68 77/68 —11/17>=({41;9/4;99);
0 0 1

(11 9/4; 99) Q= (141>’
Ay = Amst = 2; A3 = Awss = 99: CV — QAV = ((2 3)— (17)(1 1))
() - () )

Birinji bolek meselédni diizelin we ¢ozelin:

F = (— %)Xl + (i)xz — max;

— 3.9(1 + X2 < 9,
{ dx, — x, < 8,
x,x,20.
Bu meseldniii optimal ¢oziiwi X3"=(0;9) bolar. Bu ¢oziiwde
F*(X?)=9/4=1,.
Ikinji bolek meselédni diizelin we ¢ozelin:

£ = (312 -

X3+ x, < 22,
—2x;+ x, < 13,

>
X, x,2 0.
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Bu meseldnii optimal ¢oziiwi Xi”=(22;0) bolar. Bu ¢oziiwde

F{? (X)) =99 = A,. Diymek, bas meseléniii seredilyén tize bazis bilen
kesgitlenyin dayang ¢dziiwi optimal ¢oziiwdir. Ony tapmak iigin (Po)
wektory bazisiit wektorlary boyunca dargadalyii:

1/68 —9/68 11/17 \[17\ [13/17
B 'By=|—1/68 77/68 —11/17|[1 |=1{4/17|.
0 0 1 1 1

Diymek, bag meseldniit optimal ¢éziiwinde noldan tapawutly
komponentleri y§’ = 13/17,y5 = 4/17 y§¥ = 1 bolar.

(124) we (125) formulalary ulanyp, (135)—(137) meseladnii op-
timal ¢oziiwini taparys:

Xo = (X1; X2) = (XY + y9 X3y X7) =
((17) (0,9)+(17) (17:60): 1 (22,0))_(13,48,22,0).

Maksat funksiyasynyn maksimal bahasy:
F_=2-13+3-48-22=148.

Uly olgegli meseleleri kigi 6lgegli bolek meselelere getirip ¢oz-
megin Dansigin-Wulfun usulyndan basga-da usullarynyii bardygyny
bellalin.

Dansigin-Wulfun usulyndan peydalanyp, 3.42-3.47-nji mesele-
leri ¢6zmeli.
3.43-nji mesele
F=2x +3x,— 2x,— x,>max;

3.42-nji mesele
F=3x — 2x,+3x+x,—max;

(2x, 4+ 3%, + 3 + x4 < 18, (%, + 30, — %3 — 20 <20,
x| + X, <9, X+ X, <5,
1 — 3% + 3x2 <12, 1%, — X, <3,
2xy — 3xy <12, 2%, +x, <4,
x;+ 3x, <15, —x;+x, <2,

X X, X3 X, > 0.
3.44-nji mesele
F=5x +4x,—max;
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X5 X, X3 X, > 0.
3.45-nji mesele
F=5x +6x,t4x +7x,—max;




( <
X1+ x = 18, 2%+ 3% + 2% + 3x: < 150,

<
200+ x < 20’ Ax, + S5x, < 80,
%+ X =<9, 3x + 2x, < 60
X2S 107 | - ,

Mt S =12, 2% + 4x, < 80,

(X2 > 5,
X, x,,>0. X5 Xy Xy X, 2 0.
3.46-njy mesele 3.47-nji mesele
F=x +2x,— 3x,+5x,—~max; F=2x +5x,— 4x,+2x,—max;
X+ 2x, — 3x; — 4x, < 24, 3x, + 2%, + 2x; — S5x, < 50,
2x, + 3x, < 102, 2x, + x, < 20,
Xl - ZXZ S 16, .Xl - 3X2 S 27,
X3+ 2x4 < 14, 2%, + 3x, < 28,
Xy — 2x4 < 18, — X+ 2x, < 12,
X5 Xy X,y X, 2 0. X5 Xy Xy X, 2 0.

§ 3.6. Oyunlar nazaryyetiniii meseleleri
3.6.1. Oyunlar nazaryyetinin esasy diisiinjeleri

Ykdysadyyetin meseleleriniii aglabasynda ona gatnasyjylaryn
0z ¢ozglitlerini emele gelen yagdaya goré liytgetmekleri netijesinde
diirli jedelli yagdaylar emele gelyir. Seyle yagdaylary dogry ¢c6zmek
icin jedele gatnasyan taraplar onden kesgitlenen belli bir diizgilinler
boyunca hereket edyédn bolsalar, onda sol diizgiinlere layyklykda olar
bu yagdayy ¢6zmegin yollaryny kesgitldp bilerler. Jedelli yagdayla-
ryn aglabasynda ona gatnasyan taraplaryn biri tigin kébir gorkezijiler
gowulandyrylanda beylekiler {i¢in seyle gorkezijilerin erbetlesyandi-
gine dus gelinyér. Basgaga aydylanda, haysy hem bolsa bir gorke-
hasabyna amala asyar. Bu gorkezijilerin wekilleri bolup ¢ykys edyédn
degisli taraplar 6zbolusly jedele gosulyarlar. Seyle jedelli yagdaylary
owrenmek zerurlygy oyunlar nazaryyetinin doremegine getirdi.
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Bu nazaryyetin esasy diisiinjesinin biri oyundyr. Oyun — bu je-
delli yagdayyii modelidir. Oyunlar nazaryyeti bolsa jedelli yagdayla-
ryil matematiki nazaryyetidir.

Jedele gatnasyan ykdysady gorkezijilere (ya-da olaryn wekilleri
tinin maksady her bir oyunca 6ziini alyp barmagyn in dogry yoluny
saylap bermekden, yagny eger oyungy sol yoldan ¢ykanda onun utusy
kemelyin yagdayy saylap bermekden ybaratdyr.

Oyunlar nazaryyetiniil esasy adalgalaryny kesgitlalin.

3.2-nji kesgitleme. Eger kdbir dordn yagdaya gatnagyjylaryn gy-
zyklanmalary doly ya-da bolekleyin gapma-garsy bolsa, onda bu yag-

3.3-nji kesgitleme. Gyzyklanmalary gapma-garsy bolan il bol-
manda iki sany gatnasyjysy bolan hakyky ya-da formal jedelli yagda-

3.4-nji kesgitleme. Her bir oyuncynyn kibir maksada yetmek
icin yerine yetirydn yolbererli hereketlerine oynun diizgiinleri di-
yilyér.

3.5-nji kesgitleme. Oynui netijelerinin san taydan bahalandyr-
masyna toleg diyilyér.

Oyna gatnagyan oyungylarynn sanyna gord oyunlar jiibiit we
kopciilikleyin oyunlara boliinyérler.

3.6-njy kesgitleme. Eger oyna dine jedellesyén iki tarap gatnas-
yan bolsa, onda oiia jiibiitleyin oyun (iki bolup oynalyan oyun) di-
yilyar.

3.7-nji kesgitleme. Eger jiibiitleyin oyunda bir oyungynyn utusy
beyleki oyungynyn utulysyna den bolsa, yagny oyundaky toleglerin

......

......

ny saylap almaklygy bir belgili kesgitleyén diizgiinleriii toplumyna
strategiya diyilydr. Ya-da strategiya — bu gociim kabul edilyin diiz-
glinnamadyr.

3.8-nji kesgitleme. Oyuncynyn her bir yagdayda yerine yetirme-

rrrrrr
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Eger her bir oyungynyn strategiyalarynyn sany tlikenikli bolsa,
onda tlikenikli oyny alarys. Strategiyalarynyn sany tiikeniksiz yag-
dayda tiikeniksiz oyun alnar.

3.9-njy kesgitleme. Oyun kop gezek gaytalananda oyunga
miimkin bolan maksimal orta utusy (ya-da miimkin bolan minimal
orta utulys, sol bir zat) {ipjiin edydn strategiya optimal strategiya

Goy, biri 6ziinin miimkin bolan m sany strategiyalaryndan i-
nji strategiyany (i=1, 2,...,m) saylap alyp bilydn, beylekisi 6ziinin
mimkin bolan n sany strategiyalaryndan j-nji strategiyany (j=I,
2,...,n) saylap alyp bilyén iki sany oyungy bar bolsun. Netijede, bi-
rinji oyungy a, ululyga den utusy alar, ikinji oyungy bolsa, a, ululy-
gy utdurar.

Biz agakda iki oyungynyi nol jemli oynuna serederis.

Goy, 4 we B oyungylar bar bolsun.

A oyungynyn m sany (4,, 4,,...,4, ), B oyungynyii n sany (B,
B, ..., B)) strategiyalary bar diyelii. Goy, A oyungy 4, B oyungy
B, strategiyany saylady diyeliil. 4 oyungynyil utusyny ¢, (4, B), B
oyungynyn utusyny ¢, (4, B) diyip belgileyiris. Onda alarys:

qol(Al', Bj)+¢2(Alﬂ BJ)ZO *
Eger o (4, B].) =p(4, B].) diysek, onda ¢ (4, B].) =—o(4, B/‘) bolar.

Bu halatda ¢(4,, B) funksiya téleg funksiyasy diyilyir. Bu funksiya-
ny kesgitlemek oyunlar nazaryyetinifi esasy meselelerinifi biridir.
3.10-njy kesgitleme. Eger ¢(4, Bj) =a, bolsa, onda matrisaly

oyunlary alarys. A = (a;){7Z, matrisa, yagny:

ay Gy oy
ay Ay *+0 Uy,
sn —
A= @il =| "
Ay Ay =+ Amn

......

3.11-nji kesgitleme. m setirli we 7 siitiinli A = (a;){;2, matrisa
bilen kesgitlenyén oyna mxn 6lgegli tiikenikli oyun diyilyar.

Toleg matrisasyny gurmaklyga mysal hokmiinde asakdaky my-
sala seredelin.
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3.6.2. «Kone we tize harytlar» oyny

Goy, 4 satyjy (oyungy) 4,, 4,, A, gorniisli «kone» harytlaryfi sa-
tuwy bilen mesgullanyar diyelifi. Onunl harytlary 6nden béri bazar-
da hereket edydr we bu harytlara bildirilyén isleg belli diyelin. Kébir
wagtdan baglap bazara B satyjy (oyungy) B, B,, B, « tdze» harytlary-
ny ¢ykaryp baslayar. «Téze» harytlar « kone» harytlary ¢alsyp bilyar-
ler. Diymek, kone harytlara isleg azalyar.

Goy, «kone» harytlaryn «tdze» harytlar yiize ¢ykanda satuw dh-
timallyklary belli diyeliii (islegin deslapky derfiewinden) (3.28-nji
tablisa).

3.28-nji tablisa

4B [B, B, |B,

4 0,5 0,6 0,8
4, 0,9 0,7 0,8
4, 0,7 0,5 0,6

Eger B, haryt satuwa goyberilse, onda 4, haryda bolan isleg bas-
daky islegin 0,5 bolegine, 4, haryda bolan isleg basdaky islegin 0, 9
bolegine den bolar we sunia menzesler.

Mesele «kdne» we «tidze» harytlaryn bazara goyberilis strategi-
yasyny «tidze» we «kone» harytlaryn satylan mukdarlarynyn arasyn-
da optimal gatnasyk bolar yaly saylap almakdan ybaratdyr. A we B
satyjylar gapma-garsylykly islegleri bolan oyungylardyr. 4 satyjynyn
«kone» harytlaryna bolan islegin yitirilen bolegi B satyjynyn «tdze»
harytlaryna gegyar. 3.28-nji tablisany1 setirleri 4 oyungynyn strategi-
yalaryny, siitlinleri bolsa B oyuncynyii strategiyalaryny anladyar.

Seylelikde, 4 we B oyungylaryn her birinin ii¢ strategiyasy (ha-
rydy) bar. 4 oyungynyn maksady 6z utusyny maksimal yagdayda
saklamak, B oyuncynyn maksady bolsa 6z utdurysyny we beylekinin
utusyny minimallasdyrmaga calysmakdyr.

Oynuii bahasy, onun asaky we yokarky cékleri. mxn tertipli
matrisaly oyna seredelin:

ay dip oo Gy
A= Ay Ayy = Uy, .
Clml am2 M amn
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Matrisanyn setirleri birinji (I) oyungynyn strategiyalaryny, sii-
tiinleri ikinji (I) oyungynyn strategiyalaryny ailadyar.

Her bir oyungynyn maksady Oziinin il gowy strategiyasyny
tapmakdan ybaratdyr. I oyungynyn it gowy strategiyasyny tapalym.
Matrisanyn her setirindiki elementlerini ifi kigisini o, i=1,...,m bilen
belgilélin:

a; = mjfma,;,.

Bu o, sany, yagny diirli 4, strategiyalaryndaky il az utuslary bi-
lip, I oyungy iil erbet yagdayda uly utusa eye bolmak {i¢in bu sanlaryn
in ulusyny saylap alyar. Ony a bilen belgildlin, yagny:

@ = maxming;;
i J

3.12-nji kesgitleme. @ = mgxm]jna,,- ululyga oynuii bahasynyn
(setire) maksimin strategiya (setir) diyilyar.

Eger II oyungy B, strategiyany saylasa we bu yagday I oyunca
belli bolsa, onda ikinji oyungynyn utulysy in erbet yagdayda maxa
bolar. Yéne IT oyungy 6z utulysy minimal bolar yaly strategiyany say-
layar:

b= mjinmiaxaij

3.13-nji kesgitleme. 5 = mjinmaxa,-j ululyga oynun bahasynyn
yokarky cigi ya-da minimaksy diyilyar. Bu ululyga degisli strategi-

3.3-nji teorema. Oynuil asaky bahasy elmydama onun yokarky
bahasyndan gegmeyir, yagny:

a<p.

3.14-nji kesgitleme. Eger @ <3 < f densizligi kanagatlandyryan
9 san bar bolsa, onda bu sana oynuii bahasy diyilyar.

3.15-nji kesgitleme. Oyun iicin & = § = J = ag;; deiilik yerine
yetyan oyna eyer nokatly oyun, @; elemente matrisanyn eyer ele-

------

169




------

leg matrisasynyn eyer elementi bar bolsa, onda oyun meseles1 ¢Ozii-
len hasap edilyir. Coziiw «arassa» strategiyalarda berilyér. Eger toleg
matrisasynyn eyer elementi yok bolsa (@<f), onda oyun meselesinifi
cOzliwi garysyk strategiyalarda berilyér. Garysyk strategiyalar oyun-
cylaryn strategiyalaryna degisli dhtimallyklardan diiziilen wektorlar
yaly ailadylyar.

Birinji oyungynyfi garysyk strategiyasy X=(x,, x,,...,x, ) — &hti-
mallyklar toplumy bilen berilyir, yagny x— I oyungynyn 4, strategi-
yany saylap almagynyn &htimallygy. Y—(yl, V,s---2y,)—ikinji oyungy-
nyn garysyk strategiyasy. Bu yerde Y, IT oyungynyn B strategiyasyny
saylamagynyn dhtimallygydyr. Dlymek asakdaky sertler yerine yet-
meli:

0<x<1,)x=10<y<1,>y =1
i=1 ' i=1

Garysyk strategiyalar ulanylanda II oyungynyi utusynyn mate-
matiki garagsmasyny, yagny
2. 2, 4%y

i=1j=1

ululygy onun utugynyn ululygy hokmiinde kabul etmek bolar.

3.4-nji teorema. (Oyunlar nazaryyetiniii esasy teoremasy). Iki
oyungynyt nol jemli islendik tiikenikli oynunyn ift bolmanda bir ¢6-
ziwi bardyr, yagny optimal strategiyalar jiibiiti bardyr. Umumy yag-
dayda garysyk optimal strategiyalar bardyr.

Optimal strategiyanyil kdmegi bilen oynuini bahasyna ($) defi utu-
sy tapmaklyga miimkingilik bardyr: @ <3 <p.

Toyungynyn X, . strategiyany saylap almagy ona IT oyungynyn
islendik gé¢liminde oynuil bahasyndan az bolmadyk utusy 6ziine iip-
jiin etmége esas berydr, sol sebépli:

m

z a.x . >9
ij ~ioptim™—

i=1
Edil sonia menzeslikde, II oyungynyn Y, opim strategiyany saylap
almagy ofla I oyungynyn islendik gogummde oynui bahasyndan kop
bolmadyk utulysy {ipjiin etmige miimkingilik beryér, sol sebépli:

n
<
Z; O~

J=
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Eger toleg matrisasynda eyer nokady yok bolsa, onda garysyk
strategiyany tapmak meselesi matrisanyn Olcegi ulaldygyca kynlas-
yar. Bu yagdayda uly 6lgegli toleg matrisasynyil dlgegini peseltmé-
ge ymtylynyar. Onun li¢in matrisadaky biri-birini gaytalayan ya-da
oyunca beyleki strategiyalardan az béhbitli strategiyalary yok etmek-
lige ymtylynyar. Meselem,

56428
138247
145326

26125

A

toleg matrisasynda:

a =max(2,2,2,1) =2, B = mjin(5,8,4,4,8) = 4, yagny a#p.

Matrisanyn ti¢ilinji setirininn elementleri degislilikde birinji seti-
rin elementlerinden kigidir, seylelikde ona degisli strategiya I oyunca
bihbitsizdir. Edil sofia menzeslikde, dordiinji setiriii elementleri, de-
gislilikde birinji setirint elementlerinden ki¢idir we ofia degisli strate-
giya [ oyunca béhbitsizdir. Sol sebépli, matrisanyi li¢linji we dordiinji
setirlerini taglap bolar. Ikinji oyungynyn I, II we V strategiyalaryna
degisli siitiinleri denesdirip, matrisanyn ikinji we bésinji siitiinlerini
taglap bolar. Netijede, asakdaky 2x3 tertipli

542
(3 2 4)
toleg matrisa bilen berilyéin, ¢cozmesi yeiiil matrisa oynuny alarys.
Oyunlar toleg matrisanyn tertibine gord 2xn; mx2; m xn tertipli
bolyarlar.
2xn we mx2 gorniisli matrisa oyunlarynyn grafiki usulda ¢6-
ziilisi. Matrisaly oyunlarda it bolmanda bir oyungyda bary-yogy iki
strategiyasy bolanda meseldni grafiki usulda ¢oziip bolyar. 2xn gor-
niisli (6lcegli) toleg matrisaly oyunlaryn, yagny I oyungysynyn iki
srategiyasy bolan oyunlaryn grafiki usulda ¢oziilisine garalyn. Oynun
eyer nokady yok yagdayyna seredeliil. Oyungylaryn strategiyasyny
3.29-njy tablisada bereliii.
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3.29-njy tablisa

Ikinji oyuncynyn strategiyalary
SN 5 S O A P
Birinji oyungynyi strategiyalary | x, a, |ay |- |a,|- |a,
x,=l-x |a, |a, |.. ay ... |4,

Tablisada asakdaky belgilemeler kabul edilendir:

x, —bu I oyungy tarapyndan 1-nji strategiyanyf ulanylmagynyn
dhtimallygy;

x,=1-x, — bu I oyungy tarapyndan 2-nji strategiyanyn ulanylma-
gynyn dhtimallygy;

Y= bu II oyungy tarapyndan j-nji (j=1,...,n) strategiyanyn ula-
nylmagynyn dhtimallygy.

II oyungy j-nji (j=1,...,n) strategiyany ulanan halatynda I oyun-
¢ynyn garasyan utusy:

a,xta,x,.=a x+ta, (1-x)=a x+a,—a,x=(a,-a,)x+a,,(G=1,...n)
ululyga dendir. Bu maglumatlary 3.30-njy tablisada yerlesdirelin.
3.30-njy tablisa

II oyuncynyii arassa strategiyasy I oyuncynyii garasylyan utuslary
1 (all_aZI) X ta,,
2 (a12_ azz) X tay,
J (a-a,) xta,
n (aln_ aZn x1+a2n

Bu yerden I oyungynyn garasylyan utusynyi x, ululyga ¢yzykly
baglydygy goriinyar. I oyungynyn garasylyan utuslaryny x, ululykdan
¢yzykly funksiya hokmiinde X, oka gora guralyri.

I oyungy 6z garasyan in az utugyny maksimallagdyrmaga ymty-
lyp strategiyalary saylayar. Sol sebépli, I oyungynyn optimal strategi-
yasy onufi garasyan in az utusyny maksimallasdyryan goniilerin ke-
sisydan nokady hokmiinde kesgitlenilyar. Degislilikde, II oyungynyii
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optimal strategiyasy onun garagyan utduryslaryny minimallasdyryan
goniilerin kesisyan nokady hokmiinde kesgitleniler.
3.48-nji mesele

56428
38247
A= 45326
26125
téleg matrisasy bolan oynun bahasyny we oyungylaryii optimal stra-
tegiyalaryny tapmaly.
Coziilisi

Berlen oynun 4 matrisanyn oyungylara béhbitli dal strategiyala-
ry taslanylandan sofira alnan oyun bilen, yagny:

542
23
matrisaly oyun bilen dengiiycli boljakdygy goriinyar.

Yokarda girizilen belgilemeleri ulanalyi:

x,— bu I oyungy tarapyndan i-nji (=1, 2, 3, 4) strategiyanyh ula-
nylmagynyn dhtimallygy;

Y= bu II oyungy tarapyndan j-nji (=1, 2, 3, 4, 5) strategiyanyn
ulanylmagynyn &htimallygy.

Bu dhtimallyklaryfi x +x +x,+x 4’=1 we y ty,ty,ty, =1 denlik-
leri kanagatlandyryandygy bellidir. Yone yokarda gecirilen yonekey-
lesdirmeden sofi x,=x,=0 we y,=y =0 defilik alynyar.

Bu maglumatlary 3.31-nji tablisada yerlesdirelin:

3.31-nji tablisa

II oyuncynyii arassa I oyuncynyn garasylyan utuslary
strategiyalary
1 (a,~a,) xta,=(5-3) x+3=2x+3
(a,,-a,,) X +a,=(4-2) x +2=2x +2
4 ((1137(123) x1+a23:(2*4) X1+4=72x1+4

Tablisada berlen oynuil ¢oziiwini grafiki usulda ¢6zmek {i¢in
X, okda x =0 we x =1 nokatlary yerlesdirelifi. Olaryn usti bilen X
oka perpendikulyar bolan goniileri gegirelin. x =0 we x =1 bahalary
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2x +3, 2x +2,-2x +4 afilatmalarda ornunda goyup we alnan nokatlary
birlesdirip, degisli goniileri alarys (3.12-nji surat).

x,=2x +3

3.12-nji surat

Suratdan I oyungynyfi optimal strategiyasynyn 2x +2 we —2x +4
anlatmalaryn defiliginden kesgitlenyandigi goriinydr: 2x +2=-2x +4,
x=1/2, x,=1-x=1/2, $=2x +2=2-1/2+2=3. Birinji oyungyny op-
timal ¢cozliwi Xoptim=(1/2, 1/2, 0, 0), oynun bahasy bolsa $=3.

IT oyungynyn optimal strategiyasyny tapalyn. 2x +2 we —2x +4
anlatmalar II oyuncynyn 3-nji we 4-nji arassa strategiyalaryna layyk
gelyarler, sonun i¢in y, =y,=y.=0 we y,=1-y,. Asakdaky 3.32-nji
tablisany guralyil.

3.32-nji tablisa

I oyuncynyii arassa strategiyalary | Il oyuncynyin garasylyan utuslary
1 (4-2) y,+2=2y +2
2 2-4)y 4+4=-2y 4—|-4

Tablisada berlen oynun ¢oziiwini grafiki usulda ¢ozmek {icin
Y, okda y,=0 we ,y4=1 nokajt.la.ljy }flerle§dir‘evlir“1. Olaryn {isti bilen
Y, oka perpendikulyar bolan goniileri gegirelin. y,=0 we y,=1 baha-
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lary 2y +2, -2y, +4 afilatmalarda ornunda goyup we alnan nokatlary
birlesdirip, degisli goniileri alarys.

5
y3=_2y4+4 y3=2y4+2

4 4

3| 13
M
I

2 I 2
I
I
|

1 |— 9 —1
|
I
1

y=0 y=1

3.13-nji surat
Goniilerin kesisyan nokadynda 2y, +2=-2y +4 dendir. Bu yerden
y=172, y=1-y,=1/2, 8=2y +2=2-1/2+2=3. 11 oyungynyh optimal ¢o-
ziiwi Y =(0, 0, 1/2, 1/2, 0), oynuil bahasy bolsa 9=3 bolar.

optim

3.6.3. Oyunlar nazaryyetinin meselesinin ¢yzykly
programmalasdyrmanyn meselesine getirilisi

Umumy yagdaya, yagny m xn 6lgegli oyna seredelin. Ol:

i it Qi
A = oy Ay =+ Ao
Ant Amy = A

toleg matrisasy bilen berlen bolsun. Goy, téleg matrisasynyn eyer
elementi yok diyelin. Onda oynun ¢ozliwini garysyk strategiyalar-
dan gozlemeli. Birinji oyungynyn garysyk strategiyasy X=(x, x,,...,
x )— dhtimallyklar toplumy bilen berilydr, yagny x, I oyungynyn 4,
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strategiyany saylap almagynyn dhtimallygy. Y=(y , y,,...,y,) — ikinji
oyungynyn garysyk strategiyasy. Bu yerde Y, ikinji oyungynyn B, stra-
tegiyasyny saylamagynyn dhtimallygydyr. Diymek asakdaky sertler
yerine yetmeli:

0<x<l fj - Syjﬁl,iyjzl.
i=1 Jj=

Optimal yagdayda birinji oyungynyi aljak utusy (matematiki ga-
rasmasy) oynun bahasyndan az bolmaly dél (ikinji oyungynyn haysy
strategiyany saylayandygyna garamazdan ikinji oyun¢ynyn aljak utu-
sy oynuil bahasyndan uly bolmaly dél). Onda optimal garysyk strate-
giyalarda asakdaky sertler kanagatlandyrylmaly bolar, yagny
birinji oyungy li¢in:

ikinji oyungy ti¢in:

belgilemeleri girizip, yokarky meseleleri bagsga gorniisde yazyarys:
birinji oyungy iig:in'

Zx*_ —min, {,lel_l j=1
ikinji oyungy ugm =0, i=1,--.,m,

Zy —>max - alfyj =1, i=1--m,
= = J
yTZO’ ]: 1,"‘,”,

meseleler alnar. Yokarky meselelerde x tx, ety =10 we
y,ty,+-+y =1 deiilikleri § sana bolenimizde x; y; nébellilere gora:
Emele gelyédn

F—ﬁ_l’__z_i_..._’__’(‘l—xr+x;+...+x* —Lwe
g N Y2 Yn * * * 1
F <1 - cee ~ oo n =
_|_ + + y1+y2+ +)7
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denlikleri ulandyk. Birinji oyungynynl oynunyini ¢ bahasyny maksi-
mallagdyrmaly, ikinji oyungynyn 6z oynunyn $ bahasyny minimal-
lagsdyrmaly. Onda, birinji oyungy ii¢in $ —max bolmalydygy sebépli,
F=1 S min bolmaly bolyar. Diymek, F' = x; + X, + +*+ + X» — min

9

gozlenilmeli. Ikinji oyungy 6z oynunyn 9 bahasyny minimallasdy-

randa, L ululygy maksimallasdyrmaga (L—>max) ymtylyar. Yagny,
ikinji oyungy ti¢cin F~ =y, + y, + + y, —max gozlenilmeli.

Bu meseleler ¢yzykly programmalasdyrmanyn c¢atyrymlanan
meseleleridir.

Seylelik bilen, oyunlar nazaryyetinin m xn 6l¢egli matrisaly oyun
meselesini asakdaky yol boyunga ¢ozyérler:

1) Berlen toleg matrisasynyi eyer elementinii bardygyny barla-
maly. Eger eyer element bar bolsa, onda ¢oziiw «arassa» strategiya-
lardadyr.

2) Eger eyer element yok bolsa, onda miimkin bolsa matrisanyn
Olcegini kigeltmeli (gaytalanyan we bahbitsiz strategiyalary yok et-
meli).

3) Optimal strategiyalary (garysyk strategiyalary) tapmaly.

3.6.4. Oynun yonekeylesdirilisi

Eger mxn 6lgegli oynun téleg matrisasynyn eyer elementi yok
bolsa, onda m we n ululyklaryii uly bahalarynda oyny ¢6zmek kyn
diisydr. Sonui li¢in oyun meselesi ¢oziilende oyny yonekeylesdirme-
gin (t6leg matrisasynyn 6l¢egini kigeltmegin) diirli usullaryny ulan-
mak peydaly bolyar.

Seyle usullaryn iki sanysyna seredip gegelin.

Gaytalanyan strategiyalary yok etmek.

Eger toleg matrisasynda meiizes setirler ya-da siitiinler bar bolsa,
onda olaryi birinden galanlaryny taslamaly.

Oyungylar tigin bdhbitsiz strategiyalary yok etmek.

Eger bir setirin elementleri beyleki setirinn degisli elementlerin-
den uly bolmasa (ki¢i ya-da den bolsa), onda ki¢i elementleri bolan
setire degisli strategiya birinji oyungy li¢in béhbitsiz hasaplanyar we
bu setir taglanyar. Seyle yol bilen dhli setirler jiibiit-jiibiitden denes-
dirilyér.

12. Sargyt Ne 2463
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Eger bir siitiiniii elementleri beyleki siitiinin degisli elementle-
rinden ki¢i bolmasa (uly ya-da deni bolsa), onda uly elementleri bolan
stitliine degisli strategiya ikinji oyungy ti¢in béahbitsiz hasaplanyar we
bu siitin taglanyar. Seyle yol bilen &hli siitiinler jiibiit-jliblitden denes-
dirilyar.

3.6.5. Towekgelcilik sertlerindiki matrisaly oyunlar

Kébir yagdaylarda oyungylaryn c¢oziiw kabul edyédn yag-
daylarynda, oynun sertleri barada yeterlik maglumatlar bolmayar.
Meselem, haysy hem bolsa bir haryda bolan isleg baradaky maglu-
matlar yeterlik dél bolup biler. Seyle yagdaylarda ¢oziiw kabul et-
meklik oyungylara bagly dél-de, obyektiw sertlere bagly bolyar. Sol
obyektiw sertlere oyunlar nazaryyetinde «tebigy sertler» ya-da sol
sertlerinn degisli oyungysyna «tebigat» diyip at beryérler, oyna bolsa

Goy, 4 oyungynyfi m sany diirli 4,, 4,,...,4 strategiyalary, «te-
bigatyfi» (7-nil) n sany diirli T, 7,,...,T, yagdaylary bar bolsun. Goy,
A oyungynyn a, utuslary belli bolsun. Onda téleg matrisasyny seyle
yazyp bolar (3.33-nji tablisa).

3.33-nji tablisa

T[T, r, [.. 1,

A

Al all a12 aln

AZ aZl a22 t a2n

A a a .. |a
m ml m2 mn

A oyungynyn it gowy netije berjek strategiyasyny tapmak talap
edilyar.

Oyunlar nazaryyetinde towekgellik (yitgi) diyen diisiinje girizil-
yar.

«Tebigat» T yagdayda bolanda A oyungynyn A strategiyany
saylanda emele gelen towekgellikli yagdayyn bahalary r; bilen bel-
gilenyér. r ululyk iki utusyn arasyndaky tapawutdyr. Birinji utus 4
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oyungynyn «tebigatyi» T, yagdayda boljagyny oniinden bilen yagda-
yyndaky utusydyr. Ikinji utus galan yagdaylardaky utusdyr.

Eger 4 oyungy «tebigatyi» T vagdayda boljagyny oiilinden bil-
se, ondq ol 7' siittinddki maksimal utusy beryén 4, strategiyany (setiri)
saylar. Yagny

p,= maxa, bolar. Onda r,=f,—a, > 0.

Toleg matrisasynynl her bir elementi tigin towekgelligin ululy-
gyny kesgitldp bolyar. Yagny toleg matrisasyndan towekgelliklerii
matrisasyna gegip bolyar.

Mysala seredelin. Goy, 7 bazaryn emele gelen yagdayynyii (kon-
yunkturasynyn) anyk déllik sertlerinde séwda operasiyasy meyilles-
dirilyén bolsun. Bazaryn bolup biljek dort sany 7', T, T,, T, diskret
yagdaylary ¢aklanylyan bolsun. 4 oyungynyi ii¢ sany 4, 4,, 4, arassa
strategiyalary bar bolsun. Toleg matrisasy asakdaky gorniisde bolsun
(3.34-nji tablisa).
3.34-nji tablisa

NAEREEaE
4, 2 [ 6] 2] 9
4, 3, [ 8 [ 4] 3
4, 4 6 6] 2

Bu matrisanyi her bir siitiininit maksimal elementlerini tapalyi:
f,=a;=4 — birinji siitlin tigin, B,=a,, =8 — ikinji siitlin ti¢gin, f,=a;,=6
— Uiglinji stitlin tigin, f,=a,,=9 — dordinji sttiin tgin.

Indi j-nji siitiinin &hli elementlerini ﬁj ululykdan ayralyn we neti-
jani degisli 6yjlikde yazalyn (3.35-nji tablisa).
3.35-nji tablisa

YRR
4, 2 [ 2]4] 0
4, 1 [ol2]6
4, o [ 2]0] 7

Bu matrisa towekgellikleriii matrisasydyr. Bu matrisalardan gor-
niisi yaly, eger bazaryfi yagdayy T, bolsa, onda biz 4 birlige defi bolan
il uly utugy alyp bileris. Diymek, 4, strategiyany saylamak yeterlik
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derejede gowudyr. Eger bazar T, yagdayda bolsa, onda 4, strategiya-
ny saylamak has yaramaz bolardy.

Bu yerde r ;=4-e defi bolan ki¢i maksimal towekgellikli A4, stra-
tegiyany saylamak has gowy bolmagy miimkin.

3.6.6. «Tebigatyn» yagdayyny bahalandyrmagyn
kriterileri

Kesgitsizlik sertlerde esaslandyrylan ¢oziiw kabul etmek {i¢in T’
«tebigatyn» yagdaylaryny bahalandyrmagyn kriterileri barada sert-
lesmek zerurdyr. «Tebigatyi» yagdaylary baradaky maglumatlaryn
(doly ddl maglumatlaryn) gorniisine baglylykda seyle kriteriler diir-
li-diirli bolyarlar we kabul edilyédn ¢oziiwler hem diirli-diirliidir.

Goy, tebigatyn 7', T, T, .., T, yagdaylaryna degisli &htimallyklar
belli bolsun. Bu dhtimallyklary O, Q,, Q,,...,Q, gorniisde belgildlif.

Onda Q +Q,+Q.+---+Q =1 defilik yerine yetydr. Coziiwi kabul
etmegin kriterisi hokmiinde utusyn orta bahasyny (matematiki garas-
masyny) alalyf. 4 oyungynyn her bir strategiyasy tli¢in orta utusy a,
bilen belgilélin. @, ululyk seyle kesgitlenyér:

a=a,0 +a,0,+ '+ainQn:_zlaszj'
=

Optimal strategiya a, orta utuslary maksimallagdyryan strategi-
yadyr.

a; = maxa, — oynuf berlen sertlerinde A4 oyungynyn maksimal
orta utusy. l

Mysala seredelin.

Goy, haryt dasarda, agcyk asmanyn asagynda saklanyan bolsun.
Bu sertde howanyn harydyi hiline tésir etjegi diigniiklidir.

Goy, howanyf yagdaylary 6niinden belli bolmadyk 7', 7, T}, T,
yagdaylar bolsun, olara degisli bolan dhtimallyklar Q =0,1; 0,=0,2;
0,=0,5; 0,=0,2 bolsun. Goy, 4 oyungyi li¢ sany 4, 4,, A, hereket
edis strategiyalary bar bolsun. (Oyungy harytlara diirli bahalary belle-
mek bilen bu haryda bolan islege tésir edip bilyédr). Diirli strategiyalar
oyunga (satyja) diirli girdeji berer. Goy, asakdaky matrisa berlen bol-
sun (3.36-njy tablisa).
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3.36-njy tablisa

A T Tl TZ T3 T4 671
4 4 5] 9 [52

A, 3 |8 3 (45

A, 6 5,0

o [or o2 [o5 02 |-

Tablisanyn in1 soiiky siitiininde her bir strategiya degisli orta utus-
lar gorkezilen. Bu orta utuslar asakdaky yaly hasaplanylyar:

a,=10,1+4-0,2+5-0,5+9-0,2 = 0,1+0,8+2,5+1, 8 = 5,2;
a,=3-0,1+8-0,2+4:0,5+3:0,2 = 0,3+1,6+2+0, 6 = 4,5;
a,=40,1+6:0,2+6:0,5+2-0,2 = 0,4+1,2+3+0,4 = 5.
Bu tablisanyi ifi sofiky siittininden gérniisi yaly, 4, strategiya op-
timal strategiyadyr:
a; = maxd (5,2;4,5;5,0)=5,2.

Kopleng yagdayda ¢oziiw kabul edilende «tebigatyn» bolup bil-
jek yagdaylaryna degisli ahtimallyklar barada hi¢ zat bilmeyiris. Sey-
le yagdayda nidbelli dhtimallyklary gipotezalaryn iisti bilen bahalan-
dyrmak gerek.

Eger «tebigatyn» dhli yagdaylary birmeiizes bolsa, onda bu yag-
daylar den dhtimallykly diyen gipotezany one siiriip, seyle yazmak
bolar:

0=0~"=07° %

Bu gipoteza «Laplasyn yeterlik dél esasly prinsipi» diylip atlan-
dyrylyar.

Coziiw kabul etmegin kriterisini «tebigatyn» yagdaylaryna de-
gisli dhtimallyklary ulanman hem diiziip bolyar. Onun {i¢in «maksi-
min» we «minimaks» diylen diisunjelere esaslanmaly.

3.6.7. Waldanyn maksiminli kriterisi

Bu kriteri boyunca oyungy minimal utusy maksimallagdyryan
strategiyany saylamaly. Bu strategiya oyunga iil yaramaz sertlerde to-
leg matrisasynyil maksimininden az bolmadyk utusy kepillendiryér:
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W = maxmina;
i J

Mpysala seredelin. Goy, asakdaky toleg matrisasy berlen bolsun
(3.37-nji tablisa).

3.37-nji tablisa
P T T, T, | T, T, a,
A, 1 4 5
A, 3 8 4 3 13
A, 4 6 6

a; = mina;;
12

W= maxa; = max(1;3;2) = 3.

Waldanyn kriterisine gord 4 oyungy A, strategiyany saylamaly.
Oyungy il yaramaz yagdayda ticden az bolmadyk utusy alyar.

3.6.8. Sewijin minimaksly kriterisi

Bu kriteri boyunga kabul edilyén ¢oziiw (4, strategiya) ifi yara-

maz yagdayda r, towekgelligi minimallasdyryar:
S = miinmjax r.

Bu kriteri boyunca ¢6ziiw kabul edilende islendik sertlerde uly
towekgellikden dasda durulyar.

Mysala seredelin:

Goy, bize asakdaky towekgellikler matrisasy berlen bolsun
(3.38-nji tablisa).
3.38-nji tablisa

T T T T T r

A 1 2 3 4 i
A 3 [ 4 0 |4
4, 2 [o[2]6 |6
4 o [ 2 o] 7 |7

3

Tablisanyn sofiky siitiininde 7 = max r; ululyklar kesgitlenip
goylan. (Her bir setirde iii uly téwekgellikj kesgitlenyar).

Sewijint kriterisi boyunga oyungy A, strategiyany saylamaly.
Clinki 4, strategiya oyunga minimal towekgelligi tipjiin edyar:
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S=minr; = 4.
1

Waldanyn we Sewijin kriterilerine asa gowniicokgiinlik (pessi-

------

3.6.9. Gurwisin kriterisi. Gownii¢okgiinlik —
gowniiyetijilik (pessimizm — optimizm) kriterisi

Bu kriteri ¢oziiw kabul edilende asa gdwniicokgiinlikden we asa
gowniiyetijilikden dasda durmaklygy maslahat berilyar.

H = max[xmina[j +d - x)maxa,-j].
. : :

1

0<x<1 x=1 bolanda Waldanyn kriterisi alnar.

H= max[lmina,j + (I — Dmaxa;| = maxmina; = W
i J J i J

x =0 bolanda asa gowniyetijilik kriterisi alnar.
H = max[OmjinaU +1 - O)maxa,«j] = maxmaxa;
i J l J

Bu yerde iii gowy yagdayda maksimal utus alnar.

3.6.10. Kopgiilikleyin oyunlar barada

Umumy yagdayda oyna kdp oyungy gatnasyp bilyér. Bu oyunlar
«birlesme doretmek usuly» bilen yonekeylesdirilyir. Oyna gatnagyan
oyungylar iki sany birlesme dordr yaly wagtlayyn birlesyérler. My-
sal iicin, eger oyna n = 5 oyuncy gatnasyan bolsa, onda olar birin-
de 2 oyungy, beylekisinde 3 oyungy bolar yaly wagtlayyn 2 topary
doredyirler. Her birlesma girydan oyungylaryn islegleri wagtlayynga
birlesyérler. Seylelikde, bds oyuncynyil oyny 2 oyungynyn oynuna
getirilydr. Utus kesgitlenenden son her bir birlesme dargayar we bir-
lesménin icinde tdze oyun baslanyar.

3.6.11. Oyunlar nazaryyetinin meselesine
getirilyin kabir mysallar

EKkisi meyillesdirmek. Goy, bugdayyn 4,, 4,, 4, gérniisleri ekil-
yan bolsun. Goy, tebigat B, B,, B, yagdaylarda bolup bilyén bolsun:
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B — gurak howa; B, —adaty howa; B, — yagysly howa. Hasyllylyk ditie
howa yagdayyna bagly diyelin.

Ekinlerin gorniislerinin diirli howa sertlerine gord hasyllylygy
baradaky maglumatlar we ekinlerin 1 sentnerinint bahasy 3.39-njy
tablisada berlen.

3.39-njy tablisa

Baslangyc sertler Ekiniii sentnerdiki hasyllylygy
A, A, A,
B, — gurak howa 20 7,5 0
B, — adaty howa 5 12,5 7,5
B, —yagysly howa 15 5 10
Bir sentnerint manatdaky bahasy |2 4 8

Ekisint maksimal girdeji berjek meyilnamasyny diizmeli.

1. Meselinin coziilisi. Eger bize howa sertleri barada ¢yn sta-
tistiki maglumatlar belli bolsa, onda optimallyk kriterisi hokmiinde
alynjak girdejinin matematiki garasmasyny alyp bileris. Ekisiii op-
timal meyilnamasy girdejiniit matematiki garagsmasyny maksimuma
yetirmeli. Eger seyle maglumatlar yok bolsa, onda meyilnamany has
erbet howa sertlerini goz 6nlinde tutup diizmeli. (Sebdbi howa sertleri
ekine maksimal zyyan Vetirip biler).

Ekisint gorniisi 1-nji oyungy, howa sertleri 2-nji oyungy bolup
biler.

1-nji oyungynyn téleg matrisasy (utus matrisasy) seyle bolar:

40 10 30
H =30 50 20].
0 60 80
Matrisanyn elementleri manatda anladylan girdejileri aladyar.
Oynun bahasynyn asaky we yokarky ¢éklerini tapmaly:
a=max(10;20;0) = 20,
S =min(40;60;80) = 40; 20 < V'< 40.

x=(x,, X,, X,), y=(¥,» ¥,, ¥;) — oyungylaryil garysyk strategiyalary.

Oyny ¢ozlip, agakdaky optimal strategiyalary alyarys:
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V=31,5 — maksimal ortaga girdeji.

Optimal yagdayda ahtlmallyk bilen 4, ekin dhtimallyk

’45

bilen A4, ekin, 45—5 ahtlmallyk bilen 4, ekin ekllyar

Eger 4,, 4,, A, ekinleri 22:18:5 gatnasykda eksek, onda islendik
howa sertlerinde azyndan gektardan 31,5 manat girdeji alarys.

2. Gapma-garsylykly béslesik. Goy, 4 firma bazar sertlerinde
kabir mowslimleyin harydy ondiiryén bolsun. Bu haryda n wagt bir-
liginint dowamynda isleg bar bolsun (meselem, 45 giin, 3 ay, 1 yyl
dowiirlerde). Bu haryt i wagt pursatynda bazara gelyér (i = 1, 2,....,n).

Basga bir B firma 6z hususy girdejisi barada alada etmén, A fir-
manyn Ondiirydn harydyny ondiiryar. Bu haryt j wagt pursatynda ba-
zara gelydr (j =1, 2, ..., n).

Netijede, bislesik yiize ¢ykyar. B firma D konserne dayanyar.
B firmanyn maksady A4 firmany ¢okermek, sonira D konserniii mayasy-
na dayanyp, onki ¢ykdajylaryny dolmak. Bu maksada yetmek iicin
B firma 6z harydyny pes bahadan satmaly (sada usul). Yéne bu usuly
gadagan edyén kanun ya-da ylalagyk hem bolup biler. Seyle yagdayda
B firmanyn yeke-tik edip biljek zady harydyn bazara gelis wagt pur-
sadyny saylamakdyr.

A firmany ¢okermek {igin B firma A firmanyn girdejisini mini-
mallagdyrmaly.

Goy, bislesige girydn harytlaryn hili olaryil bazara gelen wagt
pursadyna bagly diyelifi. Yagny haryt niice gi¢ bazara getirilse songa-
da onui hili yokary we dinie yokary hilli haryt bazarda gegyr.

Onda, eger 4 firma harydyny i wagt pursatynda, B firma hary-
dyny j > i pursatda bazara getirse onda A firma j — i wagt birliginde
garsydassyz c(j — i) girdeji alar. Bu yerde ¢ — wagt birliginde haryt
satuwyndan alynyan girdeji.

j wagt pursatynda B firmanyn harydy bazara ¢ykyar (yokary hilli
haryt). j — pursatdan son 4 firmanyn harydy bazarda ge¢cmeyar, firma
girdeji almayar. Eger i>j bolsa, onda A4 firma yokary hilli haryt ¢yka-
ryp [i; n] wagt kesiminde girdeji alar. Onun girdejisi c¢(n —i + 1) bolar.

Eger i=j bolsa, onda harytlaryn ikisi hem de islege eye bolar we
A firma:

w girdeji alar.
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A firma i-nji wagt birligini saylamak bilen 6z girdejisini maksi-
mallagdyrmaga ymtylyar. B firma j-nji wagt birligini saylamak bilen
A firmanyn girdejisini minimallagdyryar.

Bu yerde 4 firma birinji oyungy, B firma ikinji oyungy bolyar.

1-nji oyungynyn strategiyasy x=(1, 2, ...., n), 2-nji oyungynyn
strategiyasy

yv=(1, 2, ...., n) bolar:
Toleg (utus) funksiyasy seyle gérniisde bolar.
c(j—1), i<j
H(,j) = %c(m’ v, i=j
ci+ 1, i>].

Hususy hala seredelin. Goy, n = 4 bolsun. Onda x = (1, 2, 3, 4),
y=(1, 2, 3, 4) bolar. Téleg funksiyasynyn bahalary asakdaky matri-
sany dlzyérler:

2c ¢ 2c¢ 3c
H=|3c 3c¢c/2 ¢ 2c
2c 2¢ c¢c ¢
c ¢ cc/2
Bu oyny ¢6ziip, optimal strategiyalary tapyarys:
c-(bobol c-fokbol v-

Diymek A firma den dhtimallyk bilen birinji we li¢iinji wagt bir-
liginde, B firma denl dhtimallyk bilen ikinji we {igiinji wagt birliginde
bazara haryt getirmeli.

Bu yagdayda 4 firmanyn girdejisinii matematiki garasmasy 3c

bolar. 2

‘?ﬂ £ . Oyun diylip ndmai aydylyar?

r "Soraglar . Toleg matrisasynyi elementlerinit manysyny diistindirin.

. Oynun bahasy we onun asaky we yokarky ¢akleri néhili tapylyar?

. «Arassay, garysyk we optimal strategiyalar diylip ndma aydylyar?

. Toleg matrisasynyn dlgegini nahili kigeltmeli?

. «Tebigat bilen oyun» néhili ¢oziilyér?

. Matrisaly oyunlar meselesinin ¢yzykly programmalagdyrma mese-
lesine getiriligini diistindirin.

~N N bW -
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3.49-njy mesele. Toleg matrisasy berlen.
8143
A= .
(2 75 6)
Oynun bahasynyn asaky we yokarky ¢éklerini tapmaly.

Jogaby. @ =2, f=5.
3.50-nji mesele. Asakdaky (2x2) tertipli oyny ¢6zmeli:

35
a=(; 3
3.51-nji mesele. Toleg matrisasynyn dl¢egini kiceltmeli:
1 452
A=(6 5 7 3|
2 8 6 4
3.52-nji mesele. Asakdaky oyun ii¢in ¢yzykly programmalas-
dyrmanyn meselesini diizmeli:

25
A= 1 6]
8 3

AN W W

3.53-nji mesele. Asakdaky toleg matrisasy ticin towekgellikler
matrisasyny diizmeli:

T 1

T, 512
T, 1| 4
T, B
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IV béliim

CYZYKLY DAL PROGRAMMALASDYRMANYN
MESELELERI

§ 4.1. Cyzykly dil programmalasdyrmanyn meseleleri

4.1.1. Cyzykly dil programmalasdyrmanyn
meselelerinin ykdysady we geometriki manysy

Umumy yagdayda ¢yzykly dél programmalasdyrmanyn mesele-
si kébir f{x,, x,,...,x ) funksiyanyi maksimum (minimum) bahasyny
onun argumentlerinin

{ gi(xlaxb'”sxn)s bi’ (l = 1’2""ak)>
8

ey x) = by (= k4 L+ 2, m) 1

ciklendirmeleri kanagatlandyryan sertlerinde tapmakdan ybaratdyr.
Bu yerde /' we g, kibir 6z argumentlerine gord ¢yzykly dil, berlen
funksiyalar, b, — berlen sanlar.

Eger f'we g, funksiyalar ¢yzykly bolsalar, onda mesele ¢yzykly
programmalasdyrmanyil meselesine owriilyar.

(1) géklendirmeler ulgamy zerur halatynda x, x,,...,x iytgeyén
ululyklaryn otrisatel ddllik sertlerini hem 6ziinde saklayar. Uytgeyédn
ululyklaryn otrisatel déllik sertleri yorite ¢dklendirmeler ulgamyndan
ayry hem berlip bilner.

E yewklid ginisliginde (1) ¢dklendirmeler ulgamy meseléinin
yolbererli ¢oziiwlerinin oblastyny kesgitleydr. Cyzykly program-
malagdyrmanyil meselesininkiden tapawutlylykda, ¢yzykly dél prog-
rammalagdyrmanyil meselesinin yolbererli ¢ozliwleriniii oblastynyn
giibercek kopliik bolmazlygy miimkin.

Eger yolbererli ¢oziiwlerinin oblasty kesgitlenen bolsa, onda ¢y-
zykly dil programmalasdyrmanyn meselesini ¢6zmek bu oblastyn ifi
yokarky (ya-da ift asaky) f{(x,, x,,...,x )=h derejeler giperiistiinifi geg-
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yan nokadyny tapmaklyga getirilyir. Beyle nokat yolbererli ¢ozliwle-
riniil oblastynyn i¢inde ya-da ¢dginde yerlesmegi miimkin.

Cyzykly dél programmalasdyrmanyi meselesinifl ¢oziwini onuil
geometriki beyanyny ulanmak bilen tapmak prosesi asaky tapgyrlary
oziinde saklayar:

1. Meselédnin (1) cdklendirmeler ulgamyny kanagatlandyryan
yolbererli ¢ozliwlerinini oblasty kesgitlenyir (eger ol bos kopliik bol-
sa, onda meseldnin ¢oziiwi yok).

2. fix,, x,,....x )=h derejeler giperiistleri gurulyar.

3. Giperiistlerin in yokarky (ya-da in asaky) derejelisi kesgitlen-
yar ya-da fix , x,,...,x )=h funksiyanyn yolbererli ¢oziiwler oblastyn-
da yokardan (asakdan) ¢éklenmedikdigi gorkezilyar.

4. Yolbererli ¢oziiwler oblastynyii Sfx,, x,,....x )=h funksiyanyn
in yokarky (ya-da in asaky) derejeler giperiistliniii ge¢yén nokady ta-
pylyar we bu nokatda funksiyanyn bahasy hasaplanylyar.

4.1-nji mesele.

F=x— X7 +6x, (2)
funksiyanyin maksimum bahasyny onuinl argumentlerinin
2x, + 3x, < 24,
X + 2x, < 15,
3x, + 2x, < 24, (3)
X, < 4,
X,%, =0

densizlikler ulgamyny kanagatlandyryan sertlerinde tapmaly.
Coziilisi. Maksat funksiyasynyn ¢yzykly dil bolandygy {i¢in
berlen mesele ¢yzykly dél programmalasdyrmanyn meselesidir. Me-
seldnin yolbererli ¢oziiwleriniii oblasty OABC koépburglukdyr (4. 1-nji
surat). Sol sebidpli berlen meseldniii optimal ¢oziiwini tapmak {i¢in
OABC kopburglugyn F=x — x; +6x, funksiyanyn maksimum bahasyny
kabul edyén nokadyny tapmalydyr. Onuii iigin funksiyanyii F=x —x; +
+6x,=h (bu yerde & kibir hemiselik parametr) defileme bilen kesgit-
lenilyén derejeler ¢yzyklaryny guralyil we bu ¢yzyklarynl 4 paramet-
rinl diirli bahalarynda 6ziini alyp barsyny barlalyni. 4 parametriii her
bir bahasynda x— xf+6x1=h detileme bir parabolany kesgitleyir we
ol parabola s-yfi bahasynyf artmagy bilen Ox, koordinatalar okun-
dan daslasyar. Diymek, F' funksiya 6ziinin maksimum bahasyny bu
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parabolalaryn birinint O4BC kopburclugyn bir tarapy bilen galtagyan
nokadynda kabul edyir. Bu yagdayda seyle nokat D nokatdyr (4. /-nji
surat).

A X,
145

)\_13
12

3x,+2x,=24

2x +3x,=24

x+2x,=15
C
N\ NSONNNNNN N\ 1 1 1 1 I L >
; 2 345 7%101112&1432\ o
— 1
Iy 1 Vi

4.1-nji surat

D nokatda x — x12+6x1=13 derejeler ¢yzygy OABC kopburglugyn

AB tarapyna galtagyar. D nokadyn koordinatalaryny
{xf + 6x, = 13,
x =4

deiilemeler ulgamyny ¢o6ziip tapyp bolar.

Bu denlemeler ulgamyny ¢6ziip, x; = 3, x, = 4 bahalary alarys.
Seylelikde, F'__ =13 baha X"=(3;4) optimal ¢dziiwde kabul edilyar.

Seredilen meseldnin seljermesi onun maksat funksiyasynyn
maksimal bahasynyn yolbererli ¢oziiwler oblastynyn (OABC kop-
burclugyn) depelerinde déldigini gorkezydr. Sol sebépli ¢yzykly
programmalasdyrmanyn ¢oziiwi tapylanda onun yolbererli ¢oziiwler
kopburclugynn depelerinin i¢cinden saylanylys usuly bu meselelerde
ulanarlyk daldir.

4.2-nji mesele.

F=(x,—3)+(x,—4) (5)

(4)
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funksiyanyin maksimum we minimum bahalaryny onuf argumentle-
rinin
3%, + 2x, =7,
10x, — x, < 8,
(6)
Xx,x, = 0

ciklendirmeleri kanagatlandyryan sertlerinde tapmaly.

Caoziilisi. Berlen meseldnii yolbererli ¢oziiwlerinin oblasty ABC
ticburclukdyr (4.2-nji surat). Maksat funksiyasynyn bahasy kabir 4
hemiselik parametre defi diyip hasap edip, F=(x -3)*+(x,-4)*=h defile-
me bilen kesgitlenilyan derejeler ¢yzyklaryny alarys. Belli bolgy yaly,
bu ¢yzyklar merkezi £(3;4) nokatda yerlesen, radiusy V'h defi bolan
towereklerdir. 4-yn bahasynyn artmagy (kemelmegi) bilen F funksi-
yanyn bahasy artyar (kemelyér).

(xx,=3)*+(x,~4)*=65

3x2H2x=17

4.2-nji surat
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E(3;4) nokatda merkezi bolan diirli radiusly towerekleri gegirip,
F funksiyanyn maksimal bahasynyn bu towerekleriii birinini yolbe-
rerli ¢oziiwlerinin oblastynyn ¢dgi bilen galtasyan D nokadynda yer-
lesyandigini goreris. Bu nokadyn koordinatalaryny kesgitlemek {igin
sol towerege galtagyan goni ¢yzygyn burg kooeffisiyentinifi 10x -x,=8
dentllemeli goni ¢yzygyn burg koeffisiyenti bilen dendiginden peyda-
lanalyni. Goni ¢yzygyn burg koeffisiyentli defilemesinden (x,=10x,-8)
onun burg koeffisiyentinin 10-a denidigini goryéris. Towerege galtas-
yan goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyentini tapmak ii¢in onun denlemesi-
nif ((x,—3)*+(x,—4)*=h) kdmegi bilen x,-nifi x -e gord Oniimini tapa-
lyni. Bu defileméni x -e gord differensirldp alarys:
2(x,~3)+2(x,~4) x,=0. (7)
Bu yerden
X, = = (x,=3)/(x,~4). (8)

Soniky denleméni 10-a denildp, alnan denileméni towerege galtas-
yan goni ¢yzygyn deiilemesi bilen bilelikde ¢6zelin, yagny

x, + 10x, = 43,
defillemeler ulgamyny ¢ozelifi. Netijede, x, = %; X, = 41%% ¢ozii-
123 AV, (422 4V _ 324
wi we bu nokatdaky Fuin = (1 01 ) + <1 01 ) 101 bahany

alarys.

4.2-nji suratdan F funksiyanyn 6z maksimum bahasyny B(2;12)
nokatda kabul edyéndigi goriinydr. Onun koordinatalaryny bu nokat-
dan gec¢ydn goni ¢yzyklaryn denlemelerini bilelikde ¢6zlip tapyp bo-
lar. Seylelik bilen, F'__ =65.

4.3-nji mesele. F=3x +4x, funksiyanyn maksimum bahasyny
onun argumentlerinif

xi +x; < 25,
XXy = 4, (10)
X,%, =0

ciklendirmeleri kanagatlandyryan sertlerinde tapmaly.
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Coziilisi. Berlen meselénin yolbererli ¢ozliwlerinin oblasty
4.3-nji suratda berlendir. Suratdan gorniisi yaly, maksat funksiyasy 6z
maksimum bahasyny E nokatda, yagny 3x +4x,=h (bu yerde / — kabir
san) derejeler goni ¢yzyklarynyn birinin yolbererli ¢oziiwlerinin ob-
lastynyni ¢éigi bolan x; + x5;=25 towerek bilen galtasyan nokadynda
kabul edyir. £ nokadyfi koordinatalaryny kesgitlemek tligin 3x +4x,=h
gbni ¢cyzygyn burg koeffisiyenti bilen towerege galtagyan goni ¢yzy-
gyh burg koeffisiyentiniii defiliginden peydalanalyf. x; + x;=25 defi-
leméni x -e goré differensirldp alarys:

2x, + 2x,x, = 0 ya-da x, =—%. (11)

2

4 E xi +x3=25

3x +4x,=25

4.3-nji surat

13. Sargyt Ne 2463
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Alnan anlatmany goni ¢yzygyn burc koeffisiyentine (k=— 3/4)
denldp, £ nokadyn koordinatalaryny kesgitlemige zerur bolan bir
deiileméni alarys. Ikinji defileme hokmiinde toweregin denlemesini
alyp, asaky denlemeler ulgamyna geleris:

3x, —4x, = 0,
{xlz + x? = 25.

Bu defilemeler ulgamyny ¢6ziip, x; = 4;x, = 3 bolyandygyny,
diymek, F'__ = 3°+4°=25 deiidigini goreris.

4.5-4.10-njy meseleleri ¢ozmeli.

4.4-nji mesele. I’ = x, x, funksiyanyf maksimum bahasyny onufi
argumentlerinin:

6x, + 4x, = 12,
2x; + 3x, < 24, (12)
—3x + 4x, < 12,
X1,%, = 0
ciklendirmeleri kanagatlandyryan sertlerinde tapmaly.
4.5-nji mesele. I = 9(x -5)*+4(x,-6)* funksiyanyii minimum ba-
hasyny onun argumentleriniii:
3x, + 2x, = 12,
X — X, = 6,
x, < 4, (13)
X%, =0
ciklendirmeleri kanagatlandyryan sertlerinde tapmaly.

4.6-njy mesele. F' = 4x +3x, funksiyanyil maksimum bahasyny

onun argumentlerinin
xp+ 2% 4+ x5 —2x, — 34 <0,
x =1,
x, =1,
X,%, = 0
caklendirmeleri kanagatlandyryan sertlerinde tapmaly.
4.7-nji mesele. F' = x x, funksiyanynl maksimum bahasyny onufi

argumentlerinii

(14)

X+ 2x, 4+ x5 — 2x, — 14 >0,
2x, + x, < 10, (15)
x,x, = 0

ciklendirmeleri kanagatlandyryan sertlerinde tapmaly.
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4.8-nji mesele. Pudagyn ii¢ sany kdrhanasyny Osdiirmége me-
yilnama yylynda 220 miint manat goyberildi. Kdrhanalaryn arasynda
bu serisdénin paylanylmagy pudaga yylyn ahyrynda kesgitli girdeji
beryir. Bu serigdédnin kdrhanalaryn arasynda diirli gérniisde paylanyl-
magy netijesinde alynjak girdejiler 4.1-nji tablisada berlen. Bu mag-
lumatlary goz oniinde tutup, kdrhanalaryn arasynda pul serigdesini
paylamagyi pudak ti¢in it kdp peyda berjek gorniisini saylap almaly.

4.1-nji tablisa

Kérhana- | Berlen Girdeji Berlen Girdeji Berlen Girdeji
lar maya go- | (miifi ma- | maya go- | (miiii ma- | maya go- | (miii ma-
yum (miin nat) yum (miin nat) yum (miin nat)
manat) manat) manat)

I 10-dan 14,3 30-dan 16,2 60 we 17,2
30-a 60-a ondan
¢enli cenli kop

II 10-dan |13,5 40-dan |17, 8 70 we 18,3
40-a 70-¢ ondan
cenli cenli kop

111 10-dan 18,4 50-den 19,3 60 we 19,4
50-a4 60-a ondan
cenli ¢enli kop

4.9-njy mesele. Pudagyn » sany kdrhanalarynyn arasynda bir-
menizes Oniimi ondiirmegi guramaly. j-nji kdrhanada x, (i = 1, 2,...,n)
sany Oniimi ondiirmegin ¢ykdajylary ondiirilyén oniimin géwriimine
bagly we Jj (x) funksiyalar bilen kesgitlenilyér. Oniimif jemi b-den az
bolmadyk sanysyny ondiirmelidigi belli bolsa, pudakda 6nliim ondiir-
megin in az ¢ykdajy talap etjek dniimgiligini guramaly.

4.10-njy mesele. m sany ugradyjy ambarlarda birmenzes 6niimin,
degislilikde @, a,,...,a mukdarlary jemlenen. Bu 6ntimleri her birine
degislilikde b, b,,...,b, mukdarlarda 6niim gerek bolan bellenilen n
sany nokatlara ugratmak gerek. Oniimlerin bir birligini dasamak bilen
bagly ¢ykdajylar dagalyan oniimleriin gowriimine bagly we fU (xy.) (bu
yerde x, (i=1, 2,...,m), (=1, 2,...,n) i-nji ugradyjy ambardan j-nji bel-
lenilen nokatlara dasaljak 6niimin géwriimi) funksiyalar bilen kesgitle-
nilyér. Bellenilen nokatlara zerur bolan @hli 6niimler dasalanda 6niim
dasamagyn jemi ¢ykdajylary il az bolar yaly meyilnamany gurmaly.
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4.1.2.Lagranzyn kopeldijileri usuly

Goy, ¢yzykly dél programmalagdyrmanyii meselesinde ¢édklen-
dirmeler ulgamy diiie defilemelerden ybarat bolup, liytgeyédn ululyk-
laryn otrisatel déllik sertleri yok bolsun. Seyle hem, f(x , x,,...,x ) we
g (x,, x,,..., x ) funksiyalar 6z hususy oniimleri bilen bllehkde kabir
oblastda kesgitlenen bolsunlar. Seylelik bilen, asakdaky meseld sere-
delin:

Sx,, x,,...,x )—>max(min); (16)
g (X, Xp....x ) = D(i=1,2,....m). (17)

Matematiki seljermede (16)-(17) meseld sertli ekstremumyini
meselesi diyilyar.

(16)-(17) meseldnin ¢ozliwini tapmak iicin Lagranzyn kopel-
dijileri diyilyén (4, 4,,..., 4 ) kdmek¢i parametrler we Lagranzyii
funksiyasy diyilyin asakdaky funksiya girizilyar:

L(x;,%,, - xna/’llaAZ""a/’im) =f(x1,x2,---,Xn)+

+ZA — &8 (xl’xb )]

S S S argumentleri boyun-

7 12 2%°

(18)

Goy, bu funksiyanyn x

1° 2’

¢a hususy bolek ontimleri (E)L (= ) (z =1,2,- m)

ox j
bar bolsun. Seylelikde, f(x , x,,...,x ) funksiya { u(;m serth ekstremumy

tapmak meselesi n+m argumentli L(x , x,,....x , 4,, A,,...,A ) funksi-
ya li¢in sertsiz (adaty) ekstremumy tapmak meselesme getirilyir. Bu
funksiya tligin ekstremumyn bolmagynyn zerur serti asakdaky teore-
manyi {isti bilen berilyar:
1-nji teorema. Goy, f(x,, x

, X )We g (x,X,,...,x ) funksiyalar

]7 2’ 17 2’
(17) detilemeler ulgamynyh ¢oziiwi bolan M, (x/,x3, ---,x5) nokadyh
kdbir golaytowereginde differensirlenyén bolsunlar. Eger Sx,, x,,.

x ) funksiya M, (x{,x3, ---,xz) nokatda sertli ekstremuma eye bolsa we

grad g;(x/,x3,---,x7) # 0 bolsa, onda
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af+ZAag'_o (=1,2,-n)

ax axj X j (19)
gAL - b gi(xI’XZa“"x”), (l = 1,2,---,}’}1)

sertler yerine yet)'Iéindir Bu serti kanagatlandyryan (x;,x3, -+, xn, A}

Teoremanyn subudy matematiki seljerme boyunga edebiyatlarda
bar [8, 12]. Sol sebipli ony subutsyz kabul edeliii.

n+m sany defilemelerini (19) ulgamynyn ¢oziiwler kopliigi fx ,
X,,...,x ) funksiyanyi sertli ekstremumyny, yagny (16)-(17) mesela-
nin ¢oziiwini 6ziinde saklayar. Sol sebdpli (19) denlemeler ulgamyny
¢oziip, flx,, x,,...,x ) funksiyanyf sertli ekstremumynyf boljak no-
katlaryny tapyarys. Sol nokatlaryii haysysynyn fix, x,,...,x ) funk-
siyanyn sertli ekstremumydygy babytdaky seljerme kdp argumentli
funksiyanyn ekstremumynyn barlygynyn yeterlik sertlerinin kémegi
bilen alnyp barylyar. Meselem, iki argumentli f{x , x,) funksiyanyfi
M, (x},x9) nokatda sertli ekstremumynyn barlygynyn yeterlik serti
asakdaky subutsyz kabul ediljek teoremada berilyar.

2-nji teorema. (Sertli ekstremumynyn barlygynyn yeterlik
serti). Goy, fx , x,) we g(x, x,) funksiyalar Lagranzyf (x/,x3,4) sta-
sionar nokadynyn kabir golay towereginde ikinji tertipli iizniiksiz
hususy bolek dnlimlere eye bolsunlar. Onda, eger bu nokatda Lagran-
zyn funksiyasynyn ikinji tertipli:

L= ggdxl +2888dexldx2 ggdxz

differensialy noldan kigi bolsa, f{x , x,) maksat funksiyasy bu nokatda
sertli maksimuma, eger d? L>0 bolsa, sertli minimuma eyedir. d*L=0
bolanda sertli ekstremumy tapmak meselesi agyk galyar.

Seylelikde, (16)—(17) meselédnin ekstremal ¢6ziiwini Lagranzyn
kopeldijileri usuly boyunca tapmak asakdaky tapgyrlardan ybarat-
dyr:

1. Lagranzyn funksiyasy diiziilyér.
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2. Lagranzyn funksiyasynyf x , x,,....x , 4, A,,...,A argumentleri
boyunca hususy bdlek oniimleri tapylyar we olar nola defilenilip (19)
deiilemeler ulgamy diiziilyar.

3. (19) denllemeler ulgamyny ¢oziip, maksat funksiyasynyn ekst-
remumy kabul etjek nokatlary tapylyar.

4. Maksat funksiyasynyn flx, x,,...,x ) stasionar (ekstremumy
kabul etjek) nokatlarynyn arasyndan ekstremum nokatlary tapylyar
we bu nokatlardaky f{x , x,,...,x ) funksiyanyf bahalary hasaplanyl-
yar.

4.11-nji mesele. Oniim ondiirmegiii meyilnamasyna gori, kir-
hana 180 sany oniim tayyarlamaly. Bu oniimler iki diirli tehnologiya
boyunga tayyarlanylyp bilinyér. x, sany oniim I tehnologiki usul bo-
yunga tayyarlanylanda ¢ykdajylar 4x1+x12 manada, x, sany oniim II
tehnologiki usul boyunga tayyarlanylanda ¢ykdajylar 8x,+ x> manada
den. Oniimgilikdéki umumy ¢ykdajy in az bolar yaly her tehnologiki
usul boyunga né¢e dniim Ondiirmelidigini kesgitlemeli.

Coziilisi. Meselidnin matematiki modeli

f= 4x1+x12+8x2+x§
funksiyanyil minimum bahasyny
x,tx,=180,
x,x,20
sertlerinl yerine yetydn oblastynda kesgitlemekden ybaratdyr.

Meseldni Lagranzyn kopeldijileri usulyny ulanyp ¢ozelin. Onun
tigin ilki bilen /' =4x +x{+8x,+x; funksiyanyi minimum bahasyny
x,tx,=180 sertinl yerine yetydn halatynda otrisatel déllik sertini ha-
saba almazdan tapalyn. Onui li¢in Lagranzyn funksiyasyny guralyn:

L(x,,%,,A) = 4x, + x{ + 8x, + x5 + A(180 — x, — x,) (20)

we bu funksiyanyii x,, x,, 4 ululyklar boyunga hususy 6ntimlerini ta-
pyp, nola denlélifi:

87L24+2X1_A:O’

ax,

oL _ A

S =8+2m-1=0, 1)
%ﬁ= 180 — x, — %, = 0.
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Birinji we ikinji defilemelerde A-ny deiliklerin sag tarapyna gegi-
rip, (yagny ony tapyp) alnan anlatmalary denldp alarys:

4+2x =8+2x, ya-da x — x,=2.

Sofiky alnan defileméni defillemeler ulgamynyi lgiinji x, +x,=180
defilemesi bilen ¢oziip, x;=91 we x,=89 bahalary alarys. Bu nokat
maksat funksiyasynyit minimumy kabul etjek nokadydyr. Onui dog-
rudan hem minimum nokadydygyna goz yetirmek tlgin L(x,, x,, 1)
funksiyanyn bu nokatdaky ikinji hususy dniimlerini tapalyn:

o’L d°L °L _
o 2, 9%, s =0, o2 =2. (22)

Alnan bahalary Lagranzyn funksiyasynyn ikinji tertipli differen-
sialynyn (d?L) anlatmasynda goyup alarys:

PL=2Lg 40 L g g 4 L g — oge 4 2gx? > 023)
a 2 1 a 8 X, 1 2 a 2 2 1 2

Dlymek, tapylan nokat (¢ozliw) sertli minimumyn nokadydyr.
Bu bolsa, eger kdrhana I tehnologiki usul boyunga 91 6niim, II teh-
nologiki usul boyunca bolsa 89 6niim 6ndiirse dniimgilikddki umumy
¢ykdajy in az bolar we ol

/. =491+91°+8-89+89°=17278 manada defi bolar.

Yokarda seredilen meseléni grafiki usulda hem ¢oziip bolyandy-
gyny belldliil. Seyle hem, bu meseléni funksiyanyii sertsiz ekstremumy
barada meseld getirmek bilen hem ¢6ziip bolar. Onui tigin x,+x,=180
defilemeden x-ni tapyp (x,=180-x,), alnan ailatmany f funksiyada x,-
nifl ornunda goyup, x -¢ gord (bir argumentli) funksiya alarys:

S =4 7 +8(180—x )+H(180—x ).

f(x,) funksiyanyn stasionar nokatlaryny tapalyi:

df —4+2x ~8-2(180—x,)=0, Ja-da 4x,~364=0.

Bu yerden, x;=91. Bu nokadyi f{x,) funksiyanyf minimum no-

2
kadydygyny iilx]: =4>0 bolyandygyndan alarys. Diymek, f . =17278
2

manat, seyle hem, x; =91 bolanda x,=180-91=89. Sol sebipli
(91;89) meselédnin optimal ¢oziiwidir.
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4.12-4.18-nji mysallarda funksiyanyn sertli ekstremumlaryny
tapmaly:.
4.12-nji mysal. f = x{ + x; + x; funksiyanyi sertli ekstremum-
laryny
X+ X, +x; = 4,
{ 2x, — 3x, = 12
sertler yerine yetende tapmaly.
4.13-nji mysal. f/=x, x, x, funksiyanyn sertli ekstremumlaryny

{2.761.962 + x2x3 - 12,

le — xZ == 8
sertlerde tapmaly.

4.14-nji mysal. /=x x +x x, funksiyanyn sertli ekstremumlary-
ny:
{xl +x, =4,

sertlerde tapmaly. X+ X =4

Jogaby: f  =8;x'=(2,2,2).

4.15-nji mysal. f = 3x] + 2x, + 2x; + 4x,x; funksiyanyn sertli
ekstremumlaryny
{xf + 2x; = 19,

x1 + 2X2X3 = 11
sertlerde tapmaly.

4.16-njy mysal. f/=x x x, funksiyanyn sertli ekstremumlaryny

{ X1+X2+X3:5,

XX, + X5 + XX = 8
sertlerde tapmaly.

4.17-nji mesele. Pudagyn iki kérhanasynda kébir Oniimin
200 sanysyny tayyarlamak goz oniinde tutulyar. I kdrhanada onii-
mifl x, sanysy tayyarlanylanda ¢ykarylyan ¢ykdajy 4x} manada, II
kdrhanada Onlimifi x, sanysy tayyarlanylanda ¢ykarylyan gykdajy
20x,+6 x5 manada barabar. Oniimgilikdiki umumy ¢ykdajy ifi az bo-
lar yaly her kdrhanada nége 6niim ondiirmelidigini kesgitlemeli.

4.18-nji mesele. Kébir 6niimi ondiirmegi iki diirli tehnologi-
ya boyunga yerine yetirip bolyar. I tehnologiki usul boyunga x, sany
oniimi tayyarlanylanda ¢ykdajy a+a, lerale2 manada, II tehnologiki
usul boyunga x, sany oniimi tayyarlanylanda ¢ykdajy b0+b1x2+b2x§
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(buyerde ay,a,, a, b, b, b, kibir polozitel sanlar) manada def. d sa-

ny 6niim ondiirilende umumy ¢ykdajy iii az bolar yaly her tehnologiki
usul boyunga nédc¢e oniim Ondiirmelidigini kesgitlemeli.

§ 4.2. Giibercek programmalasdyrmanyi meseleleri

Cyzykly dil programmalasdyrmanyi meselesine seredelini:

Sx 5 x,,...x )—>max, (24)
g(x, x,...x )<b, (i=1,2,...,m), (25)
x>0 (G=1,2,....n), (26)

bu yerde f'we g — iytgeyédn x,, x,,....x ululyklara gord n argumentli
funksiyalar.

Seyle meseldni ¢6zmegiii umumy usuly yokdur. Yoéne f we g
funksiyalara goré kébir gosmaca talaplar girizilip, alynyan meseleleri
¢0zmegin netijeli usullary déredilendir. Hususan hem, fix , x,...,x )
funksiya giiberceklik (ya-da oyuklyk) sertini yerine yetirse we me-
seldnin (25)—(26) cdklendirmeler bilen kesgitlenilyin yolbererli ¢o-
ziwlerinin kopliigi giibercek koplik bolanda (24)—(26) meselédni
¢cOozmegin netijeli usullary bardyr.

4.1-nji kesgitleme. Eger kébir X giibergek kopliigini islendik X,
X, eX iki nokady we 0<A<1 ululyk ii¢in

ST =X AAX ] < (1 -)fAX)HIAX)) (27)
defisizlik yerine yetyén bolsa, onda f(x, x,,...,x )=f(X) funksiya gii-

4.2-nji kesgitleme. Eger kébir X giibergek kopliigini islendik X,
X eX iki nokady we 0<A<1 ululyk ti¢in

S =D)X X ] = (1 -HAX)+AAX)) (28)
detisizlik yerine yetyén bolsa, onda f(x , x,,...,x ) =AAX) funksiya oyuk

4.3-nji kesgitleme. Eger (24) — (26) meselénin yolbererli ¢oztiw-
leriniii kopliigine degisli it bolmanda bir X, nokatda g, (X)<b, (i=1,
2,...,m) sertler yerine yetyin bolsa, onda meseléinini yolbererli ¢6-
4.4-nji kesgitleme. Eger f(x,, x,,...,x ) funksiya giiber¢eklik
(ya-da oyuklyk) sertini kanagatlandyrsa we g. (X)(i = 1, 2,...,m) funk-

201




siyalar giibergek funksiyalar bolsalar, onda (24)—(26) meseld giiber-
4.1-nji teorema. Giiber¢ek programmalasdyrmanyn meselesinii
islendik lokal maksimumy (minimumy) global maksimumdyr (mini-
mumdyr).
Teoremany subutsyz kabul edeliii.
4.5-nji kesgitleme.
L1, Xp, -+, X0, Y1, Yoo 05 Ym) =

= flx, %5, %) + D yi[br — g (xy,%, . X)) (29)

(bu yerde y,, y,,...,y, — Lagranzyf kopeldijileri) funksiya (24)—(26)
giibercek programmalasdyrmanyn meselesiniin Lagranz funksi-

......

4.6-njy kesgitleme. Eger islendik X2 0(G=1,2,...,n1)wey=>0
(i=1, 2,...,m) ululyklar ii¢in:

0 .0 0 0 ..0 0 .0 .0 0
L(x19x29 s Xny Y1, Y2, ""ym) = L(xbea Xy Y15 Y2, ,ym) = s
0 .0 0
= L('xl y X2y 5 Xny Y1, Y2, "'a)’m)

sert yerine yetydn bolsa, onda (X,,Y,) = (x7,x3, -, %0, ¥], 99, -, ym)
4.2-nji teorema. (Kunuii-Takkerifi teoremasy). Yolbererli ¢oziiw-
lerinin kopliigi adatylyk sertini yerine yetiryén giiber¢ek programma-
lasdyrmanyn (24)-(26) meselesi ii¢in X, = (x},x3,---,x1) ¢cOziiw, difie
seyle bir Yo = (y/,y3, -+, yn) wektor bar bolup, (X,, Y,) nokat Lagranz
funksiyasynyil eyer nokady bolanda, optimal ¢6zliw bolup biler.

Teoremany subutsyz kabul edelin.

Eger f we g funksiyalar lizniiksiz differensirlenyén bolsalar,
onda Kunui-Takkerifi teoremasyndaky (X, Y)) nokadyfi Lagranz
funksiyasynyn eyer nokady bolmagy baradaky zerur we yeterlik
sertini (X -y meseldnifi ¢oziiwi bolmagynyfi sertini) kesgitleyan
analitiki anlatmalar bilen dolduryp bolar. Bu anlatmalar asakdaky
gorniise eyedirler:
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(AL P = :
o, =0 U= L2 (30)
00Ly _ P :
* o = 0, (j=12,...n) (31)
e U=l (32)
aT?Z 0, (=1,2,...,m) (33)
00dLy _ . .
yi a—y? —_ 09 (l - 1’29"‘ ’m)’ (34)
! >0, (i=12,..,m. (35)

Bu yerde 37[" we g—so — Lagranzyn funksiyasynyn eyer noka-
J J

dynda hasaplanan degisli bolek 6ntimleridir. Kwadrat programmalas-
dyrmanyn asakda teswirlenip getiriljek meselesi iigin (X, Y,) noka-
dyn Lagranz funksiyasynyn eyer nokady bolmagy baradaky zerur we
yeterlik sertinifi (30)-(35) gorniisde yazylanlaryny kanagatlandyryan-
dygyny goreris. Onun li¢in asakdaky kesgitleméni berelin.
4.7-nji kesgitleme. x , x ,...,x tytgeyédn ululyklara gora:
F=c  x xtc,x x,tc x x,++c xx +tc, x,x +c, x,x,+

11771771 12771772 13771773 21772771 22772772
+c xx+"'+czxx+"'+c xx+tc xx,+tc xx++c x x=
n"2""n nl""n""1 n2""n""2 n3""n"73 nn” " n"n

23772773
n n
= Z chjxkxj
k=1j=1

gornlisdaki anlatma bilen kesgitlenyin san funksiyasyna bu ululykla-

4.8-nji kesgitleme. Eger X=(x x,,....x) Uytgeydn ululygyn
islendik bahasy ti¢in F-iii bahasy noldan uly (kici) bolsa, yagny
X: F(X)>0 (X: F(X)<0) bolsa, onda F kwadratik forma poloZzitel (ot-

4.9-njy kesgitleme. Eger X = (x, x,,...,x ) iytgeyédn ululygyfi is-
lendik bahasy ti¢in F-ii bahasy noldan uly ya-da deii (ki¢i ya-da detl)
bolsa, yagny —X: F(X) > 0 (—X: F(X) <0) bolsa we F(X")=0 bolar yaly
X' = (x,%5,+*+,xs) # 0 ululyk bar bolsa, onda F kwadratik forma
ny subutsyz kabul edelin.

4.3-nji teorema. Eger kwadratik forma polozitel (otrisatel) ya-
rym kesgitlenen bolsa, onda ol giiber¢ek (oyuk) funksiyadyr.
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4.10-njy kesgitleme. > > c,x.x; polozitel (otrisatel) yarym
k=15=1

kesgitlenen kwadratik formanyﬁ uisti bilen diiziilen:

fo = Zd x; + Zch]xkx (36)

funksiyanyi: ==
Za,jxj_ b, (=1,2,---,m), (37)
- x>0(/ 1,2,...n) (38)

sertleri kanagatlandyryan halatynda maksimumyny (minimumyny)
kesgitlemekden ybarat meseld kwadratik programmalasdyrmanyn
meselesi diyilyar.

Yokarda beyan edilen kwadratik programmalasdyrmanyin mese-
lesi ligin Lagranzyn funksiyasy asakdaky gorniige eye bolar:

L:Z J+Z§kww+x® EhUJ
=

= =
Eger L funksiya (Xo, Yo) = (x,x3,---,x0,y, 9, ---,ym) eyer noka-
dyna eye bolsa, onda bu nokatda (30)—(35) sertler yerine yeter. (30)
we (33) densizlikleri denlige owiiryan v, =1, 2,...n) we w (i=
.,m) gosmaca liytgeyan ululyklary gmzlp, kwadra‘uk programma-
lasdyrmanyn meselesi ticin yazylan (30)-(35) ailatmalary asakdaky
gorniise getirilyar:

gLuv,—o (=1.2,n) (39)
J

) %@0 —w=0, (=1,2,---,m) (40)
xjv; =0, (=12,-n) (41)
gleW[:O, (l: 172’”"m) (42)

xXN>0v;=00=1,2,-n),y>0,w>0G=1,2,--,m). (43)

Seylelik bilen, (36)—(38) kwadratik programmalagdyrmanyn
meselesinin ¢ozliwini tapmak ti¢in (39)—(40) meselédnin (41) we (42)
sertleri kanagatlandyryan otrisatel dil ¢oziiwini kesgitlemeli. Beyle
coziiwi (39)-(40) we (43) sertler yerine yetende (41) we (42) sertleri

kanagatlandyryan F = —) My funksiyanyfi maksimumyny tapmak-
i=1
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da peydalanylyan emeli bazis usulynyn komegi bilen tapyp bolar. Bu
yerde y, (39)-(40) denilemelerde girizilen emeli tiytgeyén ululyklardyr.

Emeli bazis usulyny ulanyp we gosmaca (41) we (42) sertleri goz
ontinde tutup, tiikenikli 4dimden son ya-ha berlen meselénin optimal
¢Ozliwini taparys, ya-da onun ¢ozliwinin yokdugyny anyklarys.

Seylelik bilen, (36)—(38) kwadratik programmalasdyrmanyn
meselesinifl ¢oziiwini tapmak asakdaky tapgyrlary 6z icine alyar:

— Lagranzyn funksiyasy diizilyar;

— Lagranzyn funksiyasynyn eyer nokadynyn barlygynyn zerur
we yeterlik sertlerini (39)—(43) gorniisde yazyarys;

— emeli bazis usulyny ulanyp ya-ha Lagranzyn funksiyasynyn
eyer nokadyny taparys, ya-da onunl yokdugyny anyklarys.

Berlen meseldnin optimal ¢ozliwini yazyarys we maksat funksi-
yasynyi bahasyny tapyarys.

4.19-njy mesele.

f=2x + 4x, — x} — 2x3 (44)
funksiyanyii maksimum bahasyny
X+ 2x, < 8,
{2961 —x, < 12, (43)
X, %,20 (46)

sertlerin yerine yetydn halatynda tapmaly.

Coziilisi. / funksiya ¢yzykly 2x +4x, oyuk funksiyanyi we otri-
satel kesgitlenen —x; — 2x; kwadratik funksiyanyfi (diymek ol hem
oyuk) jemleri hokmiinde oyuk funksiyadyr. Céklendirmeler ulgamy
dinie ¢yzykly densizlikleri 6ziinde saklayar. Sol sebépli berlen mesele
ticin Kunun-Takkeriii teoremasyny ulanyp bolar. Lagranzyn funksi-
yasyny guralym:

L(X, %5, y1,y5) = 2%, + 4x2 — X7 — 25 + 3, 8 — x, — 2x,) + y, (12 — 2x; + x,)
we bu funksiyanyn eyer nokadynyn barlygynyil zerur we yeterlik
sertlerini (39)—(43) gorniisde yazalyn:

%:2—2961—}’1—2)’250,
S—L:4—4x2—2y1+y250,

9L _g v ae s @7
——=8—-x—-2x=0,

aa}g 1 2

== =12 =2x,+x,= 0.

Layz 1 2
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xli=x1(2—2xl—y1—2yz)=0,

3X1
ng—L =x(4 —4x2 — 2y, + ) = 0,
2 48
1 9ol (48)
yla— =y —x1 —2x) =0,

yza—=yz(12—2x1 +x)=0

Xy X5, ¥, ¥,2 0 (49)
(47) densizlikler ulgamyny asakdaky gorniisde yazalyi:
2%+ + 2y, =2,
4x, + 2y, — y, = 4,
X+ 2x, <8, (50)
2% —x, < 12.
(50) densizlikler ulgamyny denilemeler ulgamyna dwiiryan otri-
satel ddl v, v,, w, we w, gosmaga iiytgeyén ululyklary girizip, alarys:
26+ +2y,—v =12,
4x, + 2y —y, — v, = 4,

X+ 2x, +w, = 8, (51
2% — X% +w, = 12;
Xps Xps V15 Vs Vi Vop Wi, W, 2 0. (52)

(51) denllemeler ulgamyndan alarys:
vx,=0,vx,=0,w y =0,wy =0. (53)

Eger indi (53) denlikleri goz oniinde tutup, (51) deiilemeler ul-
gamynyn bazis ¢oziiwini tapsak, onda Lagranzyn funksiyasynyn eyer
nokadyny, yagny berlen meselénini optimal ¢oziiwini taparys.

(51) denllemeler ulgamynyn bazis ¢ozliwini tapmak {igin emeli
bazis usulyny ulanalyn: (51) defilemeler ulgamyny1 birinji we ikinji
defilemelerine degislilikde otrisatel ddl z, we z, ululyklary gosup, ¢y-
zykly programmalagdyrmanyn

ixl+§l+2y2—vl+zl = i

X+ 20—y, — v, + 2, = 4,

x12+ 2x};1+ v}:/? = 82, ° (54)
2% —x, +w, = 125

17 2)y17y27 v]: v2,W W27 2152220 (55)
sertler yerine yetende
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F=-Mz —M:z, (56)

funksiyanyi maksimal bahasyny tapmak baradaky meselesine seredelifi.

(54)-(56) meselédni ¢ozmek bilen ((53) sert gdz ontlinde tutulyar)

(55) denillemeler ulgamynyn yolbererli bazis ¢oziiwini taparys (4. /-nji
tablisa).

4. 1-nji tablisa.

i [Ba-[C, [P, Jo Jo Jo Jo Jo Jo fo o [M][Mm
zis P[P [P [P, [P [P, [P, P[P, [P,
P, |-M 2 o [t 2 [t o Jo Jo [t Jo
P, |-M o [4 [2 [t Jo [-1 o Jo fo |1
P, 12 o o [o [1 Jo Jo o
P, 12 2 [-1 o o [o [o [t Jo o

o [o [o o o [o [o [o Jo o
6 [2 [-4 [3 [0 [t [t Jo Jo [o |o
P l-m |2 2 o [T [2 |-t o Jo Jo |1 Jo
P, o [t [12]-14l0 [-14]0 [0 o |14
P, 6 [t o [-1 [t2z]o 12|t Jo Jo [-12
P, 13 [2 o |12 ]-14l0 [-14f0 [1 Jo |14
o fo fo o fo Jo o [o [o [o o
2 |2 Jo [ 2]t Jo Jo Jo fo |
P, [t Jo [12]t [12[0 o [o [12]o0
P, TRCHE 0 [0
P, 5 Jo o 1o
P, THOEE 0 |1
P, 0 0 0 [0

X =Lxy=Lw =5w=1Ly =y, =v=1=0
(91;89) meselédnin optimal ¢oziiwidir.
x) vy = 0;x3v, = 0; yyw, = 0; y;w, = 0 bolyandygy iigin (X,
Y ))=(1; 1, 0; 0) nokat berlen mesele ii¢in Lagranzy funksiyasynyn
eyer nokady bolar. Diymek, X "= (1;1) berlen meseldnin optimal ¢6-
zitwi we f = 3 bolar.
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Giibercek programmalagdyrmanyn meselelerini ¢ozmeli.
4.20-nji mysal. f= x + 4x, + x,x, — 2x{ — 2x; funksiyany
maksimum bahasyny
X+ 2x, < 12,
{3961 +x, < 15,
x,x,20
sertler yerine yetende tapmaly.
4.21-nji mysal. f=—x7 —x; +x, + 8x, funksiyanyn maksi-
mum bahasyny
X +x, =1,
{ x, <5,
x,x,20
sertler yerine yetende tapmaly.

4.22-nji mysal. f=— 2x, + 8x, — x{ — x; funksiyanyn maksi-
mum bahasyny

X+ 2x, < 12,
—Xx, +x, = — 8,
x,x,20

sertler yerine yetende tapmaly.
4.23-nji mysal. f=—x{ — x5 — 2x; + 2x, + 3x; funksiyany
maksimum bahasyny
X+ X, + %3 = 18,
x, <12,
X+ 2x; < 14,
x,x,20
sertler yerine yetende tapmaly.
Jogaby: /. =17/8; X"=(0;1;3/4).

§ 4.3. Gradiyent usullary

Goy, kibir oblastda tizniiksiz differensirlenyén f(x) funksiya ber-
len bolsun. Funksiyanyn gradiyenti diyip i-nji diiziijisi bu funksi-
yanyn degisli argumenti boyunga hususy onlimine deni bolan wektor
funksiya aydylyar we asakdaky yaly belgilenilyar:

gradf = Vfx) :<8f dg Y >

ox;’ 0x, Oxn
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Belli bolsy yaly, funksiyanyn islendik nokatdaky gradiyenti onun
bu nokatda in ¢alt lokal artyan ugruny gorkezyar. Gradiyent usullary
kopargumentli funksiyalaryn optimal bahalaryny onun bahalarynyn
in calt artyan ugruny gorkezyén gradiyentini ulanmaklyga esaslanan-
dyrlar.

Gradiyent usullarynyn komegi bilen ¢yzykly dédl programma-
lasdyrmanyn islendik meselesinin ¢oziiwini tapyp bolar. Onuil ii¢in
cyzykly dil programmalagsdyrmanyn meselesiniii diiziimine giryén
cdklendirmelere degisli funksiyalaryn we maksat funksiyasynyn ké-
bir oblastda differensirlenydn bolmagy zerurdyr. Umumy yagday-
da gradiyent usullarynyn komegi bilen lokal ekstremumlary tapmak
miimkindir. Sol sebépli bu usullary, esasan hem, islendik lokal ekstre-
mumyn solbir wagtyn 6ziinde global ekstremum bolup bilyédn giiber-
cek programmalasdyrmanyn meselelerini ¢6zmekde ulanmak netije-
lidir. Gradiyent usullarynyn komegi bilen mesele ¢6ziilende ilki kébir
usul boyunga saylanylyp alnan X® ¢oziiwden yzygiderlilikde beyle-
ki ¢oziiwlere maksat funksiyasynyn il ¢alt artyan (kemelydn) ugry
boyuncga gecilyéar. Bu proses berlen meselede beyan edilen maksada
yetilydncd, maksat funksiyasynyn optimal bahasy tapylyanca dowam
etdirilyér. Gradiyent usullar iki topara boliinyar.

Birinji topara degisli gradiyent usullar ulanylanda barlanylyan
nokatlar seredilydn yolbererli ¢ozliwler kopliiginden ¢ykmayarlar.
Bu topara degisli has kop ulanylyan usul Frankyn-Wulfun usuly-
dyr.

Ikinji topara degisli gradiyent usullary ulanylanda barlanylyan
nokatlar seredilydn yolbererli ¢oziiwler kopliigine degisli hem, degis-
li dél hem bolup bilerler. Yoéne tapgyrlayyn isifi netijesinde yolbererli
coziiwler kopligine degisli nokatlar tapylyar. Gradiyent usullarynyn
bu toparyna degislileriniii kop ulanylyany jerime funksiyalary usulla-
ry ya-da Errounyn-Gurwisin usulydyr.

Meselelerin ¢ozliwleri gradiyent usullarynyn kdmegi bilen tapy-
landa tapgyrlayyn is fix x,,...,x ) funksiyanyn gragiyenti nobatdaky
X®D nokatda nola deni bolyanga ya-da [{X*D)—fXW)|<¢ (¢ — alnan
¢oziiwin takyklygyny gorkezyén yeterlik kici polozitel san) denisizlik
yerine yetydn¢d dowam etdirilyar.

14. Sargyt Ne 2463
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4.3.1.Frankyn-Wulfun usuly

Goy,
SO, x500x) (57)
giibercek funksiyanyn maksimum bahasyny
D apx; < bii = 1,2,-++,m), (58)
j=1
x20(0=1,2,..n) (59)

sertlerde tapmak talap edilyén bolsun.

Bu meseldnin hésiyetlendiriji ayratynlygy, onun ¢éklendirmeler
ulgamynyn difie ¢yzykly densizliklerden ybaratlygyndadyr. Bu ayra-
tynlyk barlanylyan nokadyn golay towereginde ¢yzykly didl maksat
funksiyasyny ¢yzykly funksiya bilen ¢alysmaga esas bolup hyzmat
edyir. Seylelikde, berlen mesele ¢yzykly programmalasdyrmanyn
meselelerinii yzygiderli ¢oziilisine getirilyar.

I1ki bilen nobatdaky barlanylyan X® nokat seredilyén meselanin
yolbererli ¢oziiwler kopliigine degisli halatyndaky yagdaya seredelii.
Sfx,, x,,....x ) funksiyanyfi bu nokatdaky gradiyenti asakdaky yaly ha-

saplanylyar:
o (AX) XY amk>)>
VXD = < ax =~ Ax 7 A,
we asakdaky ¢yzykly funksiya gurulyar:
k) 19 19)
F= aﬂX)x]+8f()C)x2+___+8ﬂX)xn_ (60)
8x1 8.X2 a.xn

Soiira bu funksiyanyn (58)—(59) sertlerde maksimal bahasy ta-
pylyar. Goy, bu ¢oziitw Z® nokat bilen gabat gelsin. Onda berlen me-
seldnin téze yolbererli ¢ozliwi:

X4 = X® 4 1,(Z% — X), (61)

......

Bu sany erkin saylap ya-da ofia bagly bolan g(4,) = f(X**") funksi-
ya maksimal baha eye bolar yaly edip hem saylap bolar. Onuii ii¢in
dg (/L()
dA
hasy birden uly bolsa, onda 4 =1 diyip alynyar. 4 -nyii bahasy kes-
gitlenenden sont X**V nokadyn koordinatalary tapylyar. Bu nokatda

= 0 denleménin in ki¢i kokiini tapmak zerur. Eger onun ba-
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maksat funksiyasynyn bahasy hasaplanylyar we tize X**» nokada
gecmegin zerurlygy anyklanylyar. Eger seyle zerurlyk bar bolsa, onda
X®D nokatda maksat funksiyasynyn gradiyentinifi bahasy hasaplanyl-
yar, degisli ¢yzykly programmalagsdyrmanyn meselesine gecilyédr we
onun ¢oziiwi tapylyar. X2 nokadyn koordinatalary tapylyar we indi-
ki barlaglary ge¢irmegiil zerurlygy anyklanylyar. Kabir tiikkenikli san-
ly ddimden sonl berlen meselédnin zerur takyklykdaky ¢oziiwi tapylyar.

Seylelikde, (57)—(59) meseldniil ¢oziiwininn Frankyn-Wulfun
usuly boyunca tapylys prosesi asakdaky tapgyrlary 6ziinde saklayar:

1. Berlen meselénin basky yolbererli ¢oziiwi tapylyar.

2. (57) funksiyanyn bu nokatdaky gradiyenti hasaplanylyar.

3. (60) gorniisli funksiya gurulyar we onun (58)-(59) sertlerdéki
maksimal bahasy tapylyar.

4. Hasaplamanyn ddimi kesgitlenilyar.

5.(61) formulalar boyunga tize yolbererli ¢oziiwin diizijileri ta-
pylyar.

6. Indiki yolbererli ¢oziiwe gecmegin zerurlygy barlanylyar. Ze-
rur halatynda 2-nji tapgyra gegilyér, beyleki yagdayda berlen mesela-
nin zerur takyklykdaky ¢oziiwi tapyldy diyip hasap edilyar.

4.24-nji mysal. Frankyn-Wulfuil usuly bilen

Sf=2x H4x —xi — 2x3 (62)
funksiyanyin maksimum bahasyny
X1 + 2X2 < 8,
{2x1 —x <12, (63)
x,, %20 (64)

sertlerinl yerine yetyédn halatynda tapmaly (3.22-nji mysal).

Caoziilisi. / funksiyanyn gradiyentini tapalyi:

_ (o ) — (0 — x4 —
Vf = (8}(’1 . ax2 = (2 2X1, 4 4XQ)

we ilkinji yolbererli ¢6ziiw hokmiinde X”=(0;0) hem-de alynyan ¢6-
ziiwin hilini bahalandyrmagyn kriterisi hokmiinde [f{AX*D)—AXW)|<¢
dentsizlik (=0, 01 — alnan ¢oziiwin takyklygyny gorkezydn yeterlik
kici polozitel san) alynyar.

I tapgyr (iterasiya). X© nokatda f funksiyanyn gradiyenti
AXD)=(2;4) bolar.
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F =2x +4x, (65)
funksiyanynn maksimumyny (63) we (64) sertlerde, yagny

X+ 2x, < 8,
{2361 —x, <12, (66)
X, X, 20 (67)

sertlerde tapalyn. Bu meselédnin optimal ¢oziiwi Z©=(0;4).
Berlen meslanin tdze yolbererli ¢oziiwini (61) formula boyunca
tapalyn:

XO=XO+) (ZO-X?), bu yerde 0<4,<1. (68)
X© we Z© derek olaryn bahalaryny goysak, alarys:
V)
X, = O + /’11 O,
69

A, ululygy kesgitlemek tgin (62) defilikde x, we x,-d derek (69)
denlikdéki bahalaryny goyup alarys:

f)=164-324;.

Bu funksiyanyn 4 -¢ gord dniimini tapyp nola denlélif:

f'(4)=16-64 1 =0.

Bu yerden 4 =1/4. Bu tapylan sanyn 0 bilen 1-ifi arasyna degisli
bolandygy sebépli ony ddimin ululygy hokmiinde kabul edyiris. Sey-
lelik bilen XV=(0;1), AXM)=2, AXV)-AXV)=2>¢=0, 01.

II tapgyr. Berlen meseldnin maksat funksiyasynyn (XV) nokat-
daky gradiyenti Vf(X"W)=(2;0). F=2x, funksiyanyii maksimumyny
(63) we (64) sertlerde tapyarys. ZW=(6, 4,0, 8) degisli ¢dziiw bolar.

XO=XO+] (Z")-X"V)-i kesgitldlin. Soniky defligi asakdaky gor-

lisde yazalyn:
niisde yazalyn 2 = 6.4,
x5 =1-0,24,.

(62) funksiyada x, we x,-d derek olaryfi (70)-ddki bahalaryny go-
yup, alarys:

(70)

fi)=2+12, 8A,—41, 76...
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Bu yerden f{4,)=12,8-83,524,. f(4,)-i nola defilép, alnan defile-
méni ¢6ziip, 4,~0,15 alarys. Seylelik bilen:

(V)] O 96
{x;” =0,97.

Yagny X2=(0,96;0,97), AX?)=2,9966, AX?)—AX)=2,9966 2=
=0,9966>¢=0,01.

IIT tapgyr. Berlen meselédnin maksat funksiyasynyn X® nokat-
daky gradiyenti AX®)=(0,08; 0,12). F,=0, 08 x +0,12x, funksiyanyi
maksimumyny (63) we (64) sertlerde tapyarys. Z@=(6;0) degisli bolar.

XO=XO+) (2P -X?)-i kesgitldlin. Alarys:

x” = 0,96 + A;(6 — 0,96) = 0,96 + 5,044,
Q) = 0,97 +4;0—0,97) = 0,97 — 0,9745;

FAy) = 2,9384 + 0,40324; — 27,341645,
f'(4;) = 0,4032 — 54,68324;.

S'(4,)=0 denlleméni ¢ozip, 4,=0,007 alarys. Seylelik bilen,
X®=(0, 99528;0,96321), fiX®)=2,99957, AX®)—AX?)=2,99957—
-2,9966=0,00297<¢=0,01.

Seylelik bilen, (X*)=(0,99528;0,96321) berlen meseldnin goz-
lenyén ¢oziiwidir. (X®) nokat maksat funksiyasynyn 6nden belli bolan
(3.22-nji mysala ser)) maksimal bahasynyn nokady bolan X" =(1;1)
nokada yeterlik yakyn yerlesendir. e-a has kigi baha berip, gosmaca
yakynlagma hasaplamalary geg¢irip, maksat funksiyasynyn maksimal
bahasynyn nokadyna has yakyn golaylasmak bolardy.

4.3.2. Jerime funksiyalar usuly

Bu usul umumy yagdayda 6n beyan edilipdi. Berlen f(x,, x
x ) oyuk funksiyanyn
g, (X, Xp...,x )< (i=1, 2,...,m), ijO (=1,2,...,n)
(bu yerde g(x,, x,,...,x ) glibercek funksiyalar) sertlerifi yerine yetyén
halatynda maksimal bahasyny tapmak meselesine seredelin.

1° 2’
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Bu meseldni goni ¢ozmige girismezden F(x,, x,,....x )=fx,
X,,....X JPH(x, x,,...,x ) funksiyanyf, yagny berlen maksat funksiya-
synynt we kiébir jerime funksiyasy diylip at berilydn H(x, x,,....x )
funksiyanynl jeminifi maksimal bahasy gozlenilyir. Jerime funksiya-
syny diirli usul bilen gurup bolar, yone kop yagdaylarda ol

m
H(xl’xZ’ ""x’l) = Zai (xl’xb o "xn)gi (XI’XZ’ "‘,X,,)
i=1

gorniisde gurulyar. Bu yerde:

(71)

a; (x;,x Xn) = 0, eger — b; — g;(x;, %, -++,xx) = 0 bolsa,
i\ A1 A2y s — ai> eger — bi — &i (,X'l,xz, "'9-xn) < O bOlsa,

a>0g (x,x,,...,x ) gosantlaryny gorkeziji kidbir hemiselik sanlar.

Jerime funksiyasynyn komegi bilen kabul ederlik ¢oziiw alyn-
yanca bir nokatdan beyleki nokada yzygiderli gecilyér. Islendik sonky
nokat 6zlinden 6n gelyan nokada gord asakdaky yaly tapylyar:

k) m ( k))
af;f ) +Za,.—agéf ]} (72)

J i=1 J

(k+1)
J

X

= max {O; xj-k) +

Sonky denlikden, eger 61ki nokat yolbererli ¢oziiwlerin kopliigi-
ne degisli bolsa, onda kwadrat yayyn i¢inddki ikinji anlatmanyi nola
dent boljakdygy we sonlky nokada gecisiii dine maksat funksiyasy-
nyn gradiyentinin iisti bilen kesgitlenjekdigi goriinyar. Eger bu nokat
yolbererli ¢oziiwlerin kopliigine degisli ddl bolsa, onda sol gosulyjy-
nyn komegi bilen soiiky tapgyrlarda (iterasiyalarda) bu kopliige gel-
mek lipjin edilyar. Seylelikde, @, nige kigi bolsa, kabul ederlik ¢oziiw
songa-da calt tapylyar, yone onun kesgitlenilisinin takyklygy peselyr.
Sol sebipli, adatca tapgyrlayyn is « -leriit has kigi bahalaryndan bag-
lanylyp, isit dowamynda olaryn bahalary yzygider yokarlandyrylyar.

Seylelik bilen, giiber¢cek programmalasdyrmanyi meselesiniii je-
rime funksiyalar usuly boyunga ¢oziilisi asakda sanalyan dowiirleri
0z i¢ine alyar:

— ilkinji yolbererli ¢oziiw kesgitlenilyar;

214




— hasaplamanyn ddimi saylanylyar;

—maksat funksiyasynyn we yolbererli ¢oziiwler kopliigini kesgit-
leyén funksiyalaryn dhli tiytgeyan ululyklar boyunca hususy 6ntimleri
tapylyar.

— (72) formula boyunga tdze ¢6ziiw bolup hyzmat etjek nokadyn
koordinatalary tapylyar;

— tapylan nokadyn kordinatalarynyin meseldnin ¢iklendirmeler
ulgamyny kanagatlandyryandygy barlanylyar. Eger ol ¢éklendirme-
ler ulgamyny kanagatlandyrmasa, onda indiki tapgyra ge¢ilyar. Eger
tapylan nokadyn kordinatalary meselénin yolbererli ¢ozliwini beryin
bolsa, onda téze yolbererli ¢coziiwe gecmegin zerurlygy kesgitlenilyar.
Seyle zerurlyk bar bolsa II tapgyra gegilyidr, beyleki yagday kabul
ederlik ¢coziiwin tapylandygyny anladyar;

— agram koeffisiyentleriniii bahalary kesgitlenilip, IV tapgyra ge-
cilyér.

4.25-nji mesele.

fmxp—x) (73)

funksiyanyi:
(x, =7y +(x,~7)* < 18, (74)
x;x,20 (75)

sertlerin yerine yetyan halatynda maksimal bahasyny tapmaly.

Coziilisi. Berlen meseldnin maksat funksiyasy otrisatel kes-
gitlenen kwadratik formadyr we sol sebidpli oyukdyr (oyuklygy
asakdyr). Solbir wagtda (74)—(75) ¢éklendirmeleri kanagatlandyr-
van yolbererli ¢oziiwlerin kopliigi giibercek oblastdyr. Sol sebépli
(73)—(75) mesele giibercek programmalagdyrmanynl meselesidir.
Onun ¢oziiwini jerimeler funksiyasy usulynyn komegi bilen tapa-
lyii. Onun ii¢in ilki bilen yolbererli ¢oziiwlerin kopliigini we (73)
maksat funksiyasynyn derejeler ¢yzyklaryny guralyn (3.6-njy su-
rat). Bu ¢yzyklar merkezi (0; 0) nokatda yerlesen towereklerdir.
Bu towereklerinl birinin yolbererli ¢oztiwler kopliiginin ¢égi bilen
galtagsma nokady berlen meseldnin maksat funksiyasynyn maksimal
baha eye bolyan nokadydyr.
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I 1 1 1 1
5 6 7 8 9 1011 >

4.4-nji surat

Goy, X©=(6, 7) bolsun. A=0,1 bahalary alyp, g(x,, x,)=18—

T(x1 —Z)z—(xz—7)2 belgileITle girizelin we f.(.xl, xz? we g(xl,vxz) funksi-
yalaryn x|, x, ululyklar boyunga hususy ontimlerini tapalyii:

ggl:—bcl,
88—51: 2x, + 14;

g—i:—%l,
g)]; =—2x + 14.

Indi (72) formulany ulanyp, iii bolmanda birini ¢6ziiw hokmiinde

kabul eder yaly nokatlaryn kopliigini guralyn.
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I tapgyr. X¥= (6, 7) nokadyn yolbererli ¢coziiwler kopliigine de-
gislidigi sebépli (72) anlatmadaky kwadrat yayyn ikinji gosulyjysy
nola dendir. Sol sebapli indiki XV nokadyn koordinatalary asakdaky
yaly hasaplanar:

0)
x = maX{O X + af()C )} = max{0;0,1(=2)6} = 4,8;

X1

0)
xy = maX{O; xy + ﬂ%} = max{0;0,1(=2)7} = 5,6.
2

barlalyin. Onun ii¢in g(XV)-i hasaplalyn. g(X"") = 18—4,84—1,96 =
= 11,2>0. Diymek, XV yolbererli ¢6ziiwler kopliigine degislidir. Bu
nokatda f{lXV)=-544.

II tapgyr. Indiki X nokadyn x!* we x3”
palyn:

x” = max {0; 0,48+0,1-(—2)-4,8} = 3,84

x? = max {0; 0,56+0,1-(—2)-5,6} = 4,48;

g(X?)-i hasaplalyn. gX®=18-9,9856—-6,3504=1,664>0. Diy-
mek, X® hem yolbererli ¢oziiwler kopliigine degislidir. Bu nokatda
AIX@)=-343816.

III tapgyr. Indiki X® nokadyn x;” we x$ koordinatalaryny ta-
palyn:

x{” = max{0; 0, 384+0,1-(—2)-3,84} =3, 072;

X% = max {0; 0, 448+0,1-(—2)-4,48} = 3, 584;

g(X®) = 18-15,429184—-1,669056~—9,0981 <0. Diymek, X©®
nokat yolbererli ¢oziiwler kopliigine degisli dal.

IV tapgyr. X® nokadyn yolbererli ¢oztiwler kopliigine degisli
déldigi sebépli X¥-in koordinatalary tapylyar:

af(XC’)) 08; (x)
ox,

= max{0;3,072 + 0,1(=2)3,072 + a[(-=23,072 + 14]} =
= max{0; 2,476 + «0,7856};

koordinatalaryny ta-

xt = max{O xy + ﬂ[
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3) 3)
f(X?) N aBgi()C ) _
aXz BXZ
= max{0;3,584 + «[(—=2)3,584 + 14]} =
= max{0;2,8672 + «0,6832}.

x5 = maX{O; x5 + A

Bu yerde a-ny saylamanyn meselesi ylize ¢ykyar. Ony saylama-
gyn it maksadalayyk usuly X nokat yolbererli ¢oziiwler kopliiginin
cdginden dasa diismez yaly edip saylamakdyr. Bu talaby, hususan-da,
o=1, 9 baha kanagatlandyryandyr. Bu bahada alarys:

x¥ =max{0; 2, 476+1,9-0, 7856} ~3,95;

xY = max{0; 2, 8672+1,9-0, 6832} ~4,165;

g(XW)=18-9,3025-8,037225=0, 66; AX?D)~-32,95.

V tapgyr. Bu tapgyrda:

x® = max{0; 3,95+0,1-(—2)-3, 95}=3,16;

x> = max{0; 4,165+0,1-(—2)-4, 165}=3,332;

g(X®)=18-14,7456—13,454224~-10,2.

VI tapgyr. Bu tapgyrda:

x{” =max{0; 3,16+0,1:[(-2)-3,16+1,9-((-2)-3,16+14)]} =3,987;

x{” =max{0; 3,332+0, 1-[(-2)-3, 332+1, 9:((—-2)-3,332+14)]} =
~4,059;

g(X®9)=18-9, 078169-8, 649481~0, 272; AX®)=-32,372.

VII tapgyr. Bu tapgyrda taparys:

x\” =max {0; 3, 98740, 1-(—2)-3, 987}~3,189;

x{” =max{0; 4, 059+0, 1-(—2)-4, 059}=3,247;

g(X™M)=18-10, 169721-10, 543009~-2,713.

VIII tapgyr. Bu tapgyrda:

x¥ =max {0; 3,189+0,1-[(—-2)-3, 189+1, 9-((—2)-3, 189+14)]}~
=~ 3,999;

x® =max{0; 3, 247+0, 1-[(-2)-3, 247+1, 9:((—2):3,247+14)]}=
~4,027;

g(X®)=18-9, 0060018, 856576=0, 137; AX®)~—32,185.

IX tapgyr. Bu tapgyrda taparys:

x{” =max {0;3, 999+0,1:(-2)-3, 999}~3,199;
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x{” = max{0;4, 027+0,1+(-2)-4, 027}=3,219;

g(X®)=18-14,447601-14,295961~—10,744.

X tapgyr. Bu tapgyrda alarys:

x{'” =max {0; 3,199+0, 1-[(—2)-3,199+1, 9:((~2)3,199+14)]}=
~4,004;

x{'” = max{0;3, 219+0,1[(—2)-3,219+1, 9:((-2)3,219+14)]}=
~4,012;

g(X1")=18-8,976016—8,928144~0, 096; AX'")~—-32,128.

XI tapgyr. Bu tapgyrda taparys:

x{'" = max{0; 4,004+0,1-(—)4,004}=3,203;

x{" = max{0; 4,012+0,1-(—2)4, 012}=3,210;

g(X")=18v14,417209—-14,3641~-10,781.

XII tapgyr. Bu tapgyrda alarys:

x{'” =max{0; 3,203+0,1-[(-2)-3,203+1,9-((—2)-3,203+14)]}=
~4,005;

x'® = max{0; 3,210+0,1-[(-2)-3,210+1, 9:((—2)-3,210+14)]}=
~4,008; g(X'?)=-0,078; AX"?)~-32,104.

Maksat funksiyasynyn X we XII tapgyrlarda tapylan nokatlar-
daky bahalaryny denesdirip, olaryn 10 takyklyk bilen gabat gel-
yandigini goryaris. Bu soiiky tapgyrlarda tapylan nokatlaryn maksat
funksiyasynyil maksimal nokadyna yakyndygyny ailladyar. Seyle tas-
syklamalary f{X) we g(X) funksiyalaryn (X"'?) nokatdaky gradiyentle-
ri hakda hem aydyp bolar, hakykatdan-da:

VAX')=(-8,01; —9,016), vg(X'?)=(5, 99; 5,984).

Bu wektorlaryn degisli koordinatalarynyn gatnasyklaryny hasap-
lalyn:
8,01

9,016 _
S99 ~ 1,339,

5,984

- 1,337, —

Olaryn biri-birlerine takmynan denligi degisli wektorlary
VAX) we  yg(X"?) kollinear diyip hasap edip boljakdygyny ai-
ladyar. Bu aydylanlardan basga-da, X'» nokadyn yolbererli ¢oztiwler
kopliiginin ¢dginin yakynynda yerlesmegi g(X!?)~0,078 bolyandygy
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sebipli x,=4,005 we x,=4,008 ¢dziiwleri optimal ¢dziiwin deregine
kabul etmige esas doredyér. Zerur halatynda tapgyrlayyn isi maksat
we ¢dklendirménin funksiyalarynyn gradiyentleri doly kollinear bol-
yanca dowam etdirip, bu ¢6zliwi has hem takygyrak ¢6zliw bilen ¢a-
lysyp bolar.

4.3.3. Errounyn-Gurwisin usuly

Cyzykly dél programmalasdyrmanyn meseleleri jerime funksi-
yalary usuly bilen ¢oziilende a-leriii erkin saylanylmagy netijesinde
kesgitlenydn nokatlaryn yolbererli ¢oziiwler kopliiginden daglagma
yrgyldysynyn uly bolmagyna getiryirdi. Bu kemgilik Errounyn-Gur-
wisifi usulynda nobatdaky ddimde @”-lerifi asakdaky gorniisde say-
lanylyp alynmagy bilen yenilip gecilyér:

a’=max{0; &/ " —2g, (X®)} (i=1,2,...,m). (76)

Baslangy¢ @” baha hokmiinde islendik otrisatel dil san alnyp

bilner.
4.26-njy mesele. Errounyn-Gurwisit usulyny peydalanyp,
3.28-nji meselédnin ¢ozliwini tapmaly, yagny

f—xi—x; (77)

funksiyanyn
18—(x,—=7)—(x,—7)*> 0, (78)
x;x,>0 (79)

sertlerin yerine yetyédn halatynda maksimal bahasyny tapmaly.

Coziilisi. 4.25-nji meselédnin ¢ozilisinden gorniisi yaly, Errou-
nyn-Gurwisii usulyny peydalanyp ¢6ziiw tapylanda 2=0,1 baha iigin
ilkinji ti¢ tapgyryn netijeleri iki usulda hem gabat gelyar. Bu her bir
yzygider tapylyan nokatlaryn yolbererik ¢oziiwler kopliigine degis-
lidigi sebépli, haysy formula bilen tapylyandygyna ((71) ya-da (76))
garamazdan nola den (k=1, 2, 3) bolyandygy bilen diisiindirilyar.

IV tapgyr (iterasiya). g (X®)<0 bolyandygy ii¢in indiki (X¥)
nokadyn koordinatalary (72) formula bilen tapylar:

220




3)
x)? = max{O x” + ﬂ[aﬂx@) a® aga(i(( )
1

= max{0; 3,072 + 0,1[(= 23,072 + & (= 23,072 + 14)]}
@ { (3) + A 3f(X( ?) a(4> ag (X' ?)

X, = max
: ox,

= max{0; 3,584 + 0, 1[(— 2)3,584 +a?(=2)3,584 + 14)[}

@ sany (76) formula bilen taparys:

aW=max{0; @¥—-0,1g(X®)}=max{0; 0-0, 1(—9,0981)} ~—0,91.

Seylelik bilen, =3, 172; x5"=3, 489; g(X¥)=~-8,981.

V tapgyr. Tapylan (X*¥)=(3,172; 3,489) nokat yolbererli ¢oziiw-
ler kopliigine degisli ddldir. Sol sebidpli indiki nokadyn koordinata-
laryny tapmak {i¢in hem (72) formuladan peydalanyarys. Yéne ilki
bilen (76) formulanyn komegi arkaly a@°-i tapalyn:

a®=max{0; a¥-0,1g(X?)}=max{0; 0,9-0,1(-8,981)}~1,81.

Diymek,

x” =max{0; 3,172+0, 1(-2):3, 172+1, 81:((-2):3,172+14)]} =
~3,923;

x5 =max{0; 3,489+0,1-[(-2)-3,489+1, 81-((-2)-3,489+14)]} =
~4,062; g(X®) =-0,1.

VI tapgyr. Bu tapgyrda alarys:

a®=max{0;1, 81-0,1(-0,1)} =1,82.

x{” =max{0;3, 923+0,1:[(-2)-3,923+1,82:((-2)3,923+14)]}=
~4,258;

x(f)—max{O;4, 062+0,1-[(-2)-4, 062+1,82:((-2)-4,062+14)]}~
~4,319; g(X9)=1,294; AX®)=-36,784.

VII tapgyr. Alarys:

x{”=max {0; 4,258+0,1-[(-2)-4,258]}=3,406;

x5"=max {0; 4, 319+0,1-[(-2)4, 319]}=3,455; g(XV))=-7,84.

VIII tapgyr. Bu tapgyrda alarys:

a®=max{0; 1,82-0,1(-7,484)} = 2, 57.

x®=max{0; 3,406+0,1-[(-2)-3,406+2,57-((-2)-3,406+14)]}~
~4,572;

xY =max{0; 3,455+0,1-[(-2)-3,455+2,57-((-2)3,455+14)]}=
~4,586; g(X®)=6, 278; AX®)=~—41,935.
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IX tapgyr. Taparys:

x{” =max {0; 4, 57240, 1-[(-2)4, 572]} =3, 658;

3" =max {0; 4, 586+0, 1-[(-2)4, 586]} =3, 669; g(X®)=~4,265.

X tapgyr. Alarys:

"= max{0; 2, 57-0, 1(-4, 265)} =3, 0.

x{'” =max {0; 3,658+0,11[(~2)'3,658+3,0:((~2)'3,658+14)]}= 4,931;

x3'” =max{0;3,669+0,1:[(-2)'3,669+3,0-((-2)"3,669+14)] } =
~4,934; g(X"9) = 9,451.

XTI tapgyr. Taparys:

x{'"Y =max{0;4, 931+0,1-[(-2)4,931]}=3,945;

x5 =max{0;4,934+0,1-[(-2)-4,934]1<3,947;

g(X"M)=—-0,654.

XII tapgyr. Alarys:

a'"=max{0;3,0-0,1(-0,654)}~3,00.

x{'? =max{0;3,945+0,1:[(-2)-33,945+3,06:((-2)3,945+14)]}=
~5,026;

x5 =max {0;3,947+0,1-[(-2)-3,947+3,06-((-2)-3,947+14)]} =
~5,26; gX19)=10,207; fX19)~-50,521.

XIII tapgyr. Taparys:

x{"” =max{0;5,026+0,1-[(-2)-5,026]} =4,021;

x5 =max {0;5,026+0,1-[(-2)-5,026]} ~4,021;

gX"N=0,251; fX19)=-32,337.

Soiiky tapgyrda alnan x; =4,021 we x,=4,021 ¢oziiwi kabul
ederlik diyip hasap edip bolar. Zerur halatynda tapgyrlayyn isi do-
wam etdirip, tdze talap edilyén takyklygy alyp bolar.

Cyzykly dél programmalasdyrmanyn gradiyent usul boyunca be-
yan edilen tapgyrlayyn isi kompyuteriii kdmegi bilen alyp barmak has
amatly bolar.

Frankyn-Wulfun usuly bilen asakdaky meseleleri ¢oziin.

4.27-nji mesele.

f=2x +4x -xi-2x3
funksiyanynn maksimumyny:
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2%, — x, < 12,
x,x,20
sertlerde tapmaly. Baglangy¢ nokat hokmiinde (X»)=(2;2) nokady al-
maly.
4.28-nji mesele.

{x1 + 2x2 <8,

JEOx,H6x,— X} — x5 — x3
funksiyanyn maksimumyny
X+ 2%+ x3 <6,
X+ X+ xS 6,

X3 < 3,
X, Xy X, 20
sertlerde tapmaly. Baslangy¢ nokathokmiinde X =(0;0;0)nokady, tap-
gyrlayyn isi tamamlamagyn serti hokmiinde fAX*D)—AX®)<e=0,01
serti almaly.
Jerime funksiyalar usulyny we Errounyn-Gurwisin usulyny ula-
nyp asakdaky meseleleri ¢zmeli.

4.29-njy mesele.

fm-xi-x3
funksiyanyil maksimumyny
(x,=5)+ (x,-5)°<8, x;%,>0
sertlerde tapmaly.

4.30-njy mesele.
S=4x +10x,— x7 — x3
funksiyanyin maksimumyny

X +x, = 4,
{ X =2,
X, X, =
sertlerde tapmaly.
4.31-nji mesele.
fe=xi—x;
funksiyanyn maksimumyny
x + 0,5x, = 1,
x; + 0,5x, < 4,
; X +x, <6,
x,x,>0
sertlerde tapmaly.
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§ 4.4. Seperabel funksiyaly cyzykly d:l
programmalasdyrmanyn meselesinin
coziiwinin tapylysy

Maksat funksiyasy we ¢dklendirmeler ulgamyndaky funksiyalar
seperabel bolan ¢yzykly dil programmalasdyrmanyn meselesine se-
redelin.

4.11-nji kesgitleme. Eger F(x, x,,...,x ) kopargumentli funk-
siya her biri bir argumentinn funksiyasy bolan funksiyalaryn jemi,
yagny

F(Xl,xz, "',Xn) = Zlff<x])
j=

gorniisde yazylyp bilinydn bolsa, onda ona seperabel funksiya diyil-
Var.

Eger maksat funksiyasy we ¢iklendirmeler ulgamyndaky funk-
siyalar seperabel bolsalar, onda seyle meseldnin yakynlasan ¢oziiwini
bolek ¢yzykly approksimasiyanyii usulyny ulanyp tapyp bolar. Yone
bu usulyin umumy yagdayda ulanylmagy yakynlasan lokal ekstremu-
my tapmaga miimkingilik beryédr. Sol sebipli, bolek ¢yzykly approk-
simasiyanyn usulyny giiber¢cek programmalasdyrmanyin meselesini
cozmekde ulanarys.

4.4.1. Bolek ¢yzykly approksimasiyanyn usuly
Goy,
F=25) (80)
j:
gorniisli oyuk funksiyanyn
> gy(x) S b= 1,2,m), 81)
j=1

x>0(G=12,..n) (82)

sertlerde maksimal bahasyny tapmaly bolsun.
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Bu meselénif ¢6ziiwini tapmak tigin f; (x,) we g, (x,) funksiyalary
f(x) we g (x) gorniisli bolek ¢yzykly funksiyalar bilen calsalyn we
(80)—(82) meseleden asakdaky meseld, yagny

F=27x) (83)
j:
gorniisli funksiyanyn
2.8,06) < by (i =1,2,--,m), (84)
j=1
x20(¢=1,2,..,n) (85)

sertlerde maksimal bahasyny tapmak meselesine gecelin.

Hazirlikge (83)—(85) meselede funksiyalaryn gorniisleri kesgit-
lenmedikdir. Onun {i¢in x, uytgeydn ululyk [0, a] (bu yerde a-x,
tiytgeydn ululygyn maksimal bahasy) kesime degisli bahalary alyp
bilyar diyip hasap edelin. [0, a] kesimi r~1 sany (x=0, x =a)) nokat-
laryn komegi bilen r, bolege bolelin. Bu yagdayda ?j (x) we (:g\[j) (x)

funksiyalar
J>_Z;Ikﬁﬁ<1’ gu zﬂkjgku’ (86)
bu yerde
1=, 05 88, () (=1, 2c.om (87)
Xj= zﬂijkj

Tj

Ahli k we j iicin Zﬂkj =1, 4,;= 0. Berlen x, ligin ikiden kop

bolmadyk 4, sanlar p01021tel we gongy bolup bilerler.
(86) formuladaky (f) (x) we (g, ) (x) licin anlatmalary (83) we
(84) denliklerde ornunda goyup, seyle mesela geleris:

F=% Zﬂkjﬁj (88)
o .o q1: .y “ j=1k=0
gorniisli funksiyanyn:
no i
Z Z/’lkjgkij <b (i=12,-,m), (89)
j=1k=0

15. Sargyt Ne 2463

225




];);lkj = 1 (J = 1,2,"',”), (90)
iihli & we j figin 2, >0 1)

sertlerde maksimal bahasyny tapmaly.

Alnan mesele ¢yzykly programmalagsdyrmanyn adaty mesele-
sinden islendik ; {i¢in ikiden kop bolmadyk ikj sanlaryn polozitel we
gonsy bolup biljekdigi hakdaky sert bilen tapawutlanyar. Bu sertlerii
yerine yetmegini (88)—(91) meseléni simpleks usulyn kdmegi bilen
coziilende berlen meseldniil dayang we optimal ¢ozliwini kesgitleydn
bazis saylananda gazanyp bolar. Seylelikde, umumy yagdayda alnan
¢oziiwin takyklygy [0, @] kesimi bolyén ddime bagly bolar. Adim na-
ce kici boldugyeca alnan ¢oziiwin takyklygy sonca-da uly bolar.

Seylelik bilen ¢yzykly dil programmalasdyrmanyn meselesini
bolek ¢yzykly approksimasiya usuly bilen ¢oziilisi asakdaky tapgyr-
lary 6z igine alyar:

1. Her bir seperabel funksiya bolek ¢yzykly funksiya bilen caly-
sylyar.

2. (88)—(91) gorniisde ¢yzykly programmalasdyrmanyi mesele-
si gurulyar.

3. Simpleks usulyn komegi bilen (88)—(91) gorniisli meselinii
¢oOziiwi tapylyar.

4. (80)—(82) gorniisli berlen meseldnin optimal ¢oziiwi tapylyar
we maksat funksiyasynyn bu ¢oziiwe degisli bahasy hasaplanylyar.

4.32-nji mesele. Bolek ¢yzykly approksimasiya usulyny peyda-
lanyp, F = x, — x{ + 6x, — 9 funksiyany maksimum bahasyny:

2x, + 3x, = 24,
X+ 2x, < 15,
3x, + 2x, < 24,

X, < 4,

x,x,20
sertler yerine yetende tapmaly.
Coziilisi. Berlen yagdayda maksat funksiyasyny her biri bir
argumentli funksiya bolan iki sany f(X)) =—xi+6x—9 we

J,(x,)=x, funksiyalaryfi jemi gorniisinde yazyp bolar. Sol sebipli,
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berlen F funksiya seperabel funksiyadyr. Ondan basga-da, bu funk-
siya iki sany oyuk funksiyanyn jemi hokmiinde oyuk funksiyadyr
we yolbererli ¢coziiwler kopliigi giibercek kopliikdir. Diymek, bolek
¢yzykly approksimasiya usulyny peydalanyp, maksat funksiyasynyn
global maksimumynyn yakynlasan bahasyny tapmak bolar.

Berlen meselede dine maksat funksiyasynyn birinji bolegi, yag-
ny f.(x,) ¢yzykly daldir. Diymek, bolek ¢yzykly funksiya bilen difie
ony calsyp, approksimirlemek gerekdir.

Meselédnin yolbererli ¢ozliiwler kopliigi gurlan 3.1-nji suratdan
gomiisi yaly, x, liytgeydn ululyk difie [0; 8] kesime degisli bahalary
alyp biler. Bu kesimi x, =0, x =1, x, =2, x, =3, x, =4, x, =5, x, =6,
x,, =7, x,,=8 nokatlaryn komegi bilen sekiz sany boleklere bolelint we
bu nokatlardaky f (x,) funksiyanyf bahalaryny hasaplalyfi (3.2-nji
tablisa).

3.2-nji tablisa
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

k1

f@) -9 |4 [-1 Jo -1 -4 [-9 [-16 [-25

(86) we (87) formulalary peydalanyp, taparys:
F(x) ==9,, — 44, — Ay, — Ay, — 445, — 94, — 164, — 25,
X, = 0Ag + 1A, + 24, + 345, +4 A, + 545, + 6 Ag + TA;;, + 8.
f, (x,) we x, tapylan bahalaryny berlen meselénin sertlerinde go-

yup, alarys:
ﬁ =— 9201 -4 An — /121 — /141 —4 ﬂ51 -9 ﬂm — 16/171 — 25&31 + X2 — max,

20, F40, 16 A, +8 A, +10A, +12/, +147, +164, +3x,+x,=24,
Ay 20 Ay t3 A 4 A 5 06 A TR 8 +2x Hx =15,

34, #62, 49 A, +12 4, +1 A +18 A 4214 +24 A +2x +x =24,

x, v =4, Ay A A, A TA, A A A A =T

X, X, Xy, X, X, X,20. 4,20 (=1, 2,...,8).

17 2’ 3’ 4’ 57

Alnan mesele t¢in P, P,, P,, P, we P, wektorlar birlik wektor-
lardyr. Sol sebipli, meseldnin ¢oziiwi simpleks usulda tapylyp bilner.
Ony agakdaky 4.3-nji tablisada taparys:

227



4.3-nji tablisa

0
0

1

0
0

1

-3
-2
-2
1

1

0

1

0

1

0

1

0 (0 (0

1

1

0 |0

0 [0 |0 |0

1

0 |0 |0

-1 10 |10 |0

0 (0 (0

1

0 |0 |0

1

0O [0 [0 (0 |0
-1 0 [0 (0 [0

3

1

0 [0 |0 (0 |0
-1 0 [0 (0 [0

0 [0

1

0O [0 [0 (0 [0

1

16
10

1

10 (0
5

1

-16]-25]1

4 15 2 1|0

12 {15 12 |0 |0

12 {1510 |0 |0

9

3

4

10 {12 |14 |16 |3

510 |7

2

6 |9

4 19 2 |25

2 13 4
6 |9

4 19 12 2510 |0 |0 |O

1

12 {15 |18 |21 |24 2 |0 |0

8

1

1

1

1

9

0

0

2 3 4 (516 (7 |8 210

6 |9

-8

2210 2 |4 |6 (8
-1 10
300 3

1

20 2 4 |6 |8

-1 10

30 3

1

1

5
4
2
-6

4
2
6

PO] Pll P21 P31 P41 PSI P61 P71 P81 PZ P3 P4 PS P6

6
3
9

-6
-3
-9

15 (0

-9 10
18
12
15

1

09 4

4 10 (0 [0 |0 [0 |0 [0 |0 |0

1

4 o |4

1

Ba-[C, [P, [-9 [-4 [-1 o0

Zis

Plo 240 [2 4 J6 8

P, [0

P, [0

P, [0

P, 0 6
P, |0 |4

PG

i

1

2

3 |P; |0 2410 |3

4 \p, 10 |4 10 (0 |0 [0 |0 (0 |0 [0 |0

SR

1

2

3 1P, o

4 \p, 10 |4 10 [0 |0 [0 [0 [0 |0 [0 |0

5 [P, o

1

2

3 0P, o7

4

5 [P, 0

=3 we

%
1

(3;4) totinlikden takyk ¢oziiw bilen gabat
4 bolar.

max

4.3-nji tablisadan A -lerifi tapylan bahalary boyunga x

4 taparys, diymek, X"
gelen yakynlasan optimal ¢éziiwdir. Bu ¢oziiwde F

s

X3
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V boliim

DINAMIKI PROGRAMMALASDYRMANYN
MESELELERI

§ 5.1. Dinamiki programmalasdyrmanyn
meselelerinin umumy hisiyetnamasy hem-de
olaryn geometriki we ykdysady manysy

Yokarda seredilip gecilen ¢yzykly we ¢yzykly dil programma-
lagdyrmanyn meselelerinde, biz olaryn ¢dziiwini bir tapgyrda ya-da
bir ddimde diyen yaly tapypdyk. Seyle meseleler birtapgyrlayyn
ya-da birddimleyin meseleler diyen ady aldylar.

Sol meselelerden tapawutlylykda, dinamiki programmalagdyr-
manyn meseleleri koptapgyrlydyrlar ya-da kopadimlidirler. Basga-
ca aydylanda, dinamiki programmalasdyrmanyn usullary bilen takyk
meselelerin ¢oziiwini tapmaklyk birndce tapgyrlary ya-da adimleri 6z
icine alyar we olaryn her birinde ondan 6nden gelyan ddimdéki mese-
le bilen sertlenen bellibir ayratyn meselénin ¢oziiwi kesgitlenilyar. Sol
sebidpli, «dinamiki programmalasdyrmay» adalgasy meselelerinl ayra-
tyn gorniislerini kesgitlemek bilen ¢idklenman, ¢yzykly we ¢yzykly
dil programmalagdyrmanyn meselelerine degisli bolup biljek mate-
matiki programmalasdyrmanyn meseleleriniil ayry-ayry toparlarynyin
¢Ozliwini tapmagyn usullaryny hésiyetlendirydr. Muna garamazdan
dinamiki programmalagdyrmanyn meselesinii umumy goylusyny
beyan etmek we onun ¢oziilisine bir bitewi ¢emelesme kesgitlemek
maksada layykdyr.

Mysal {igin, berlen S fiziki ulgam bellibir S, € So baslangy¢ yag-
dayda dur we dolandyrylyan bolsun. Seylelik bilen bellibir U dolan-
dyrysyh amala agyrylmagy netijesinde gorkezilen ulgam S baglan-
gyc yagdayyndan Sk ahyrky yagdaya ge¢yir. Sonda her bir amala
asyrylyan U dolandyrmanyn hili W(U) funksiyanyn degisli dereje-
si bilen hisiyetlendiriler. Bu yerde wezipe kopsanly miimkin bolan
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U dolandyrmalardan W(U) funksiyanyi ekstremal (it uly ya-da ii
kigi) W(U") bahasyny kesgitleyan U* dolandyrmany tapmakdan yba-
ratdyr. Teswirlenen mesele dinamiki programmalasdyrmanyi umumy
meselesi bolar.

Bu meselénin geometrik manysyny agyp gorkezelin. Goy, ulga-
myf yagdayy x Ox, tekizlikde (5.7-nji surat) belli bir S nokat bilen
hisiyetlendirilydr we sol nokat, onuni hereketini dolandyrmagyn ne-
tijesinde 5.1-nji suratda sekillendirilen ¢yzygyn ugry bilen miimkin
bolan So baslangy¢ yagdaylaryn oblastyndan yol berilyédn S& ahyrky
yagdaylaryn oblastyna hereket edyar diyelin.

5.1-nji surat

Her bir U dolandyrysa nokadyn hereketi yagny nokadyn hereke-
tiniil her bir trayektoriyasy bilen, degislilikde belli-bir W(U) funksiya-
nyn bahasyny degisli edip goyalyn (mysal ii¢in, sol dolandyrysyn tésiri
bilen nokadyn gegen yolunyil uzynlygyny). Sonda meseldniii maksady,
S nokadyn dhli yolbererlik hereketlerinii trayektoriyalaryndan W(U)
funksiyanyn W(U") ekstremal bahasyny iipjiin edydn U” dolandyrysyn
netijesinde alynyan hereket trayektoriyasyny tapmakdan ybaratdyr.
S ulgamyn yolbererli yagdaylary n dlgeg ginisliginiii nokatlary bilen
kesgitlenen yagdaylarynda dinamiki programmalasdyrmanyn meselesi
seyle «trayektoriyanyn» kesgitlenilmegine getirilyar.
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Dinamiki programmalasdyrmanyn umumy meselesiniii ykdysa-
dy manysyna asakdaky takyk mysallarda seredip gegelini.

5.1-nji mesele. Tabynlygynda R kérhana isleydn ministrligin yg-
tyyarlygyna m yylyin dowamynda kirhanalary 6sdiirmekde ulanmak
ticin K miin manat mdgberinde pul serisdesi goyberildi. Sol serigsdeler
her bir hojalyk yylynyi bagynda (yagny ¢, ¢,,...,/, wagt pursatlaryn-
da) kdrhanalaryn arasynda paylanylyar. Sonun bilen birlikde kidrhana-
laryn gegen yyl alan girdejileri hem olaryn arasynda paylanylyar. Sol
sebépli, garalyan tapgyryn her bir i-nji yylnyn basynda j-nji kérhana
0z ygtyyarlygyna x{” miifi manat alyar. Seylelik bilen mesele m yylyii
dowamynda kdrhanalara boliinip berlen serisdelerin we olaryn alan
girdejileriniii kdrhanalar tarapyndan i kop girdeji almagy iipjiin ed-
yin x” bahalary kesgitlemekden ybaratdyr.

Bu meselédni dinamiki programmalasdyrmanyin umumy mesele-
sinin adalgalarynda teswirlemeli.

Coziilisi. j-nji kdrhana i-nji yylda x” miift manat bdliinip beril-
yar diyip hasap edip, serigsdeleriii sol paylanylmagyna bellibir «, do-
landyrmanyn amala agyrylmagy hokmiinde garalyn. Seylelik bilen,
dolandyrys, i-nji 4dimde birinji kirhana x;" mii manady, ikinji kér-
hana x miifi manadyn we s.m. boliinip berilyéndigini afiladar. x.",

x?,...,x" sanlaryfi toplumy serisdeleri paylamagyn m #dimlerinde
u, u,...,u dolandyrmalaryii dhli toplumyny k Olgegli ginislikde m
sany nokatlar yaly kesgitlar.

Saylanyp alnan serisdeleri paylamagyn, yagny yerine yetirilydn
dolandyrmalaryn hiline baha bermegin kriterisi hokmiinde m yyllaryn
dowmynda dolandyrmalaryfi dhli toplumyna bagly bolan W=W(u,,
u,...,u )jemi girdejisi alyndy.

Diymek, mesele W funksiyanyn ifi uly bahasyny tipjiin edyén u;
dolandyrmalary, yagny serisdelerinn paylanylmagyny saylap almak-
dan ybaratdyr.

Gorniisi yaly, kesgitlenen mesele koptapgyrlydyr. Bu kdptap-
gyrlylyk meselénin garalyan wagt tapgyrynyn her yylynyn basynda
kesgitli ¢oziiwleri kabul etmeklik serti boyunca kesgitlenilyér. Sonun
bilen birlikde, dinamiki programmalagdyrmanyii birgiden beyleki
meselelerinde seyle koptapgyrlylyk géniiden-goni olaryi sertlerinden
gelip gykmayar. Yone ¢oziiwini tapmak maksady bilen seyle mesele-
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lere koptapgyrly meseleler hokmiinde garamaklyk maksadalayykdyr.
Seyle meseldni mysal getirip, ony dinamiki programmalasdyrmanyn
umumy meselesiniil adalgalarynda teswirlalin.

5.2-nji mesele. Kirhanalaryn yokary derejede isleg bildirilyén
ontimlerini dndiirmegin mukdaryny yokarlandyrmak maksady bilen
5 miin manat mogberinde maya goyumlary boliinip berildi. i-nji kér-
hananyn gorkezilen serigdelerden x, miifi manat ulanmagy, 6niim ¢y-
karmagyn artys mukdary ¢yzykly dél £, (x) funksiyanyni bahasy bilen
kesgitlenilyan ululyga yokarlanmagyny iipjlin edyar.

Kérhanalaryn arasynda maya goyumlaryi paylanysygynyi 6niim
¢ykarmagy in uly baha yokarlandyrmagy iipjiin edyénini tapmaly.

Caoziilisi. Meseldnin matematiki goylusy

F =2 fx) (1
i=1
funksiyanyn i1 uly bahasyny
2% =S (2)
i=1
x>0, (i=1,2,...,n) 3)

sertler yerine yetende tapmaga getirilyar.

Kesgitlenen mesele ¢yzykly dél programmalasdyrmanyi mese-
lesidir. £, (x)) glibergek (ya-da oyuk) funksiya bolan yagdayynda, onuii
coziiwini, mysal li¢in, Lagranzyn kopeldijileri usuly bilen tapmak bo-
lar. Eger /] (x) funksiyalar bu sertleri kanagatlandyrmasalar, onda ¢y-
zykly dél programmalasdyrmanyn meselelerinin ¢ézliwini tapmagyn
belli usullary (1) funksiyanyn inn uly bahasyny kesgitlemdge miim-
kingilik bermeyérler. Sonda (1) — (3) meseldniil ¢oziiwini dinamiki
programmalasdyrmanyn usullarynyn komegi bilen tapmak bolar. Sol
maksat bilen baglangy¢ meseld koptapgyrly ya-da kopadimli diyip
garamak gerek. Yone # sany kirhanalaryi arasynda maya goyumlary
paylamagyn yolbererli gorniislerine garamagyn we olaryn netijeliligi-
ne baha bermegin deregine, bir kirhana, iki kdrhana we s.m., ahyryn-
da n kdrhanalara serisdeleri bermegin netijeliligini dernéris. Seylelik
bilen, n tapgyrlary alarys. Olaryn her birinde ulgamyn (kédrhanalar sol
ulgam hokmiinde ¢ykys edyérler) yagdayy k sany kdrhanalar tara-
pyndan 6zlesdirmage degisli bolan serisdelerin mukdary bilen beyan
edilydr (k=1, 2,...,n). k-njy kédrhana boliinip berilydn maya goyumla-
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ryil mukdary hakyndaky kararlar (&=1, 2,...,n), dolandyrmalar bolup
duryarlar. Meselénin maksady (1) funksiyanyi il uly bahasyny iipjiin
edyin dolandyrmalary saylap almakdan ybaratdyr.

5.3.-5.8-nji meseleleri dinamiki programmalagdyrmanyn umu-
my meselesinin adalgalarynda teswirlan.

5.3-nji mesele. Oniimgilik birlesiginifi diiziimine 6zara baglany-
sykly iki sany kérhana giryér. Sol kérhanalary 6sdiirmek maksady bi-
len gosmagca serisdeleri girizip, umumylykda ontimgilik birlesiginini
isinin tehniki-ykdysady gorkezijilerini gowulandyryp, seylelik bilen
gosmaga girdeji almagy {ipjlin edip bolar. Sol girdejinini ululygy her
bir kédrhana nég¢e serisde boliinip berilydndigine we sol serisdelerin
nihili ulanylyandygyna baglydyr.

i sany kédrhanany 6sdiirmek ii¢in k yylyfi basynda @" miii ma-
nat boliinyar diyip, N yylyn dowamynda kérhanalaryn arasynda seris-
deleri paylamagyn sol dowiirde in uly girdejini almagy {iipjiin edyén
gorniigini tapmaly.

5.4-nji mesele. Oniimgilik birlesiginde her yylyii basynda onun
diiziimine giryan m kdrhanalaryn arasynda birlesikde doredilen 6niim-
ciligi 6sdiirmegin merkezlesdirilen gaznasy doly derejede paylanyar.
Sonda i sany kérhana sol gaznadan x, miii manadyn boliinip berilme-
gi netijesinde £, (x) miifi manada defi bolan gosmaga girdejinifi alyn-
magy Upjiin edilydr. N yyldan ybarat bolan meyilnama tapgyrynyn
basyna Onlimgiligi 0sdiirmegiin merkezlesdirilen gaznasyna 4 miin
manat boliinip berildi. Her bir sofiraky yylda sol gaznanyn iisti alnan
girdejilerden amala agyrylyan gegirmelerin hasabyna doldurylyar. Sol
gegirmeler i kidrhana ii¢in ¢, (x) miifi manatdan ybaratdyr.

Birlesigin kdrhanalarynyn arasynda ontimgiligi 6sdiirmegii mer-
kezlesdirilen gaznasyny paylamagyn N yylyn dowamynda alnan umu-
my girdejinin i yokary bahasyny iipjiin edip biljek gorniisini tapmaly.

5.5-nji mesele. Oniimgilik birlesigi we kiirhanalar netijeli islerini
amala asyrmak ii¢cin ulanyan enjamlaryny wagtal-wagtal calsyp dur-
maly. Enjamlar ¢alsylanda ulanylyan enjamlaryn is ondiirijiligi (yag-
ny wagt birliginin dowamynda olarda ¢ykarylyan 6niimini mukdary),
enjamlary saklamak we abatlamak bilen baglanysykly harajatlar,
alynyan we calsylyan enjamlaryn bahasy hasaba alynyar. Meyilnama-
lagdyrylyan tapgyryn basyna kédrhanada ¢ yylda R(#) manat mogberin-

233




de tayyar 6nliim ¢ykarmaga miimkingilik beryén tdze enjamlar gurnal-
dy diyelin. Enjamlary saklamak we abatlamak bilen baglanysykly her
yyllyk harajatlar Z(f) manada dei. ¢ yylda enjamlar S(#) manada saty-
lyp bilner, tdzeleri bolsa P(f) manada satyn alnyp bilner. Su sertleriii
dhlisini hasaba alyp, enjamlary calysmagyn optimal meyilnamasyny,
yagny N yylyn dowamynda enjamlary ¢alysmakdan in uly girdejini
iipjiin edyin meyilnamany gurmaly.

5.6-njy mesele. n gorniisli bolekler iki stanokda islenilip bilner.
i bolegin (=1, 2,...,n) birinji stanokda islenilydn wagty a, minuta, sol
bolegi ikinji stanokda islemegifi wagty b, minuta defi. Bolekleri isle-
megin nobatlylygy birmenzesdir: ilki bolekler birinji stanokda, son
bolsa ikinji stanokda islenyirler. Ahli bolekleri islemegin it az wag-
tyny lipjlin edyén bolekleri islemegin nobatlylygyny saylap almaklyk
talap edilyar.

5.7-nji mesele. Wm?® sygymly ammara n diirli gérniisddki enjam-
lary yerlesdirmek talap edilydr. Enjamyn i gorniisinini (=1, 2,...,n)
bir birliginifi gdwrliimi W m’-e defi, enjamyn sol gorniisinifi birliginif
bahasy C manada deil. Ammarda yerlesdirilen enjamlaryfi umumy
bahasynyi in uly mogberde bolmagy ticin her gorniisin ndge enjamy-
ny ammara yerlesdirmelidigini kesgitlemeli.

5.8-nji mesele. Ilatyn sarp edyédn harytlaryny ondiiryédn oniim-
cilik birlesikleri (kdrhanalar) harytlary ayry-ayry toplumlar bilen 6n-
diiryérler. Sol toplumlarynt mocberi nége kdp bolsa, ol dniimgilik bir-
lesikleri iicin has peydalydyr. Sol sebépli, her bir birlesik ayry-ayry
aylarda islegleri kanagatlandyrmak ti¢in zerur bolan mdg¢berden kop
oniim ¢ykarmaga howeslidir. Artykmag¢ ontimler bolsa sonraky ay-
larda yerlemek {icin ammarda saklanylyar. Yone oniimleri ammarda
saklamaklyk degisli harajatlar bilen baglanysykly.

Kirhana N ayyn dowamynda 6niim 6ndiirmegiii amatly meyilna-
masyny tapmaga ymtylyar diyeliii. Sol aylaryil her birinde 6niimifi a,
birligini (=1, 2,...,N) 6ndiirmek zerur. Meyilnamalasdyrylyan tapgy-
ryn bagynda gorlar b 6niime deii, her bir meyilnamalasdyrylyan ayda
bolsa kirhana d -den kop bolmadyk onitim birligini 6ndiirip bilyér. Sol
bir wagtyn 6zlinde ammarda A 6nlimden kop bolmadyk mocber sak-
lanyp bilinyar. a, (j=1, 2,...,k) onlimi 6ndiirmek bilen baglanysykly
harajatlar ¢, manatdan ybarat, bir 6niimi bir ayyf dowamynda sakla-
mak bilen sertlenen harajatlar £ det. Oniimi 6ndiirmek we saklamak
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boyunca harajatlaryt umumy pul mogberinin ini az bahada boljak, ze-
rur Oniimlere bildirilyéan islegi bolsa, 6z wagtynda we doly kanagat-
landyrjak 6niimleri ¢cykarmagyn meyilnamasyny kesgitlemeli.

§ 5.2. Dinamiki programmalasdyrmanyn
usuly bilen meseleleri ¢cozmek

Onki paragrafda dinamiki programmalasdyrmanyi umumy me-
selesiniit goylusy gorkezildi we onuil geometriki we ykdysady ma-
nysy berildi. Indi umumy gorniisde bu meselédnin ¢oziilisine garalyi.
Onun {i¢in kibir belgilemeleri we indiki beyanlar {i¢in zerur bolan
diizgiinleri hem-de tassyklamalary girizelin.

Garalyan S ulgamyin yagdayy k ddimde (k=1, 2,...,n) S ulgamyn
X®V yagdaydan X¥ yagdaya gecmegini {ipjiin edydn u, dolandyrysy
amala asyrmagyn netijesinde alnan X® =(x*, x%,---, x{) sanlaryi
toplumy bilen kesgitlenilyér diyip hasap edelin. Sonda S ulgamyn ge-
cen X yagdayy X*V degisli yagdaya hem-de saylanyp alnan u, do-
landyrysa bagly we S ulgamyn X% yagdaya nahili tertipde gelendi-
gine bagly dil diyip c¢aklalyn.

Sofira, k£ 4dimi amala agyrmagyn netijesinde sonun yaly X% ul-
gamyn baslangy¢ yagdayyna hem-de saylanyp alnan u, dolandyry-
sa bagly we W, (X*Y, u,) defi bolan bellibir girdeji ya-da utus {ipjiin
edildi diyip hasap edeliii. Sonda » 4dimde umumy girdeji ya-da utus
asakdaka dendir:

F= 3 WX ). @

Seylelik bilen, dinamiki programmalasdyrmanyn garalyan mese-
lesini kanagatlandyryan iki serti kesgitledik. Birinji sert, adat¢a netije
bolmazlyk serti diylip, ikinji sert meseldnin maksat funksiyasynyn
additiwlik serti diylip atlandyrylyar.

5.2.1. Bellmanyn optimallyk prinsipi

Dinamiki programmalasdyrmanyn meselesi {li¢in birinji sertin
yerine yetirilmegi, onun {icin Bellmanyn optimallyk prinsipini kes-
gitlemige miimkingilik beryédr. Ondan oniirti dolandyrysyn optimal
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strategiyasyna kesgitleme berelii. Dolandyrysyn optimal strategi-
yasy diyip amala asyrylmagynyn netijesinde S ulgam » ddimde X
baslangy¢ yagdaydan X® ahyrky yagdaya gegende (4) funksiya ifi uly
baha beryin dolandyryslaryfi U'=(u;, u,, -++,u») toplumyna aydylyar.

Optimallyk prinsipi. Nobatdaky &dimin oniinde ulgamyn
yagdayy néhili bolsa-da, sol d4dimde dolandyrysy, sol adimdéiki
utusyn we soiraky ddimlerin fdhlisindéki optimal utusyn jemi in
yokary baha eye bolar yaly edip saylap almaly.

Diymek, ilki n-nji 4dimde dolandyrysyn optimal strategiyasyny
tapmaly, soiira soiiky iki d4dimde, ondan sofira sonky ii¢c 4dimde we
s.m., ti birinji 4dime cenli saylap alyp bolar. Seylelik bilen, dinami-
ki programmalagdyrmanyn garalyan meselesiniii ¢éziiwine sofiraky
n-nji ddimdaki optimal ¢oziiwi kesgitlemekden baglamak maksada-
layykdyr. Sol ¢6ziiwi tapmak {iigin, il yzky ddimin oniinddki ddimin
nahili tamamlanyp biljekdigi hakynda diirli ¢aklamalary etmegin ze-
rurdygy goriinydr. Sony hasaba alyp hem, W (X%, u ) funksiyanyn
it uly bahasyny {ipjiin edyén u, dolandyrysy saylap almalydyr. Onki
ddimin ndhili tamamlanandygy hakyndaky kesgitli caklamalarda say-
lanyp alnan u; dolandyrysa sertli optimal dolandyrys diyilyir. Diy-
mek, optimallyk prinsipi 6nddki 4dimin islendik miimkin bolan netije-
si licin, her bir &dimde sertli optimal dolandyrysy tapmagy talap edyr.

Ony tejribede amala agyrmak ii¢in, optimallyk prinsipine mate-
matiki kesgitleme bermek zerurdyr. Onun {i¢in kibir gogsmaga belgi-
lemeleri girizelifi. U=(u,, u,,...,u ) dolandyrysyn optimal strategiya-
synyn amala agyrylmagynda S ulgamyn X© baglangy¢ yagdaydan X™
ahyrky yagdaya gegende n ddimde alynyan ifi uly girdejini F (X?)
arkaly belgilélin. Galan n-k ddimlerde dolandyrysyn optimal strategi-
yasynda X® islendik yagdaydan X™ ahyrky yagdaya gegilende alyn-

yan ifi uly girdejini F , (X*) arkaly belgildp alyarys:
F,(X?) = maX[Wk(X0 w)+ o+ WX u); (5)
o (X%) = max[WkH(X( Weit) + o+ B (XEFD)
(k=0.1....n1), ©6)

Sonky anlatma optimallyk prinsipinit matematiki yazgysyny
gorkezyar we Bellmanyn esasy funksional defilemesi ya-da re-
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kurrent gatnasygy diylip at berilydr. Su deiileméni ulanyp, dinamiki
programmalasdyrmanyn seredilyédn meselesiniii ¢ozliwini tapyarys.
Bu yagday barada has jikme-jik durup gegelin.

(6) rekurrent gatnasykda k£ = n — 1 diyip hasap edip, asaky funk-
sional defileméini alyarys:

F(X"") = max[W, (X", un) + Fo (X™)]. (7

Bu defilemede F| (X™) belli diyip hasap edilyér. Indi (7) defile-
mani ulanyp we S ulgamyn (n—1)-nji &dimde boljak dhli miimkin bo-
lan yolbererli X{"~", X"~V ..., X\~ " yagdaylaryna degisli,

ud ("), (e V), el (oY),

sertli optimal ¢ozliwleri we (7) funksiyanyn degisli bahalaryny tap-
yarys:
FO(X"=D), FOXI=D), - FO(X0D), -

Seylelik bilen, S ulgamyn (n—1)-nji 4dimden sonky islendik
yolbererli yagdayynda n-nji ddimdéki sertli optimal dolandyrysy tap-
yarys. Basgac¢a aydylanda, (n—1)-nji 4dimden sofl ulgam nihili yag-
dayda bolanda hem, n-nji &dimde néhili ¢ozliwiil kabul etmelidigi bi-
ze eyydam malimdir. (7) funksiyanyn degisli bahasy hem mélimdir.

Indi k£ = n—2 bolan yagdaydaky funksional defilema seredelin:

B X" = max[ Wi (X", u-1) + F (X", (8)

XD-ift dhli yolbererli bahalary iicin F -nifi bahasyny tapmak
ugin, W, (X2, U
F | (X"V)-ift bahalary hakda aydanymyzda bolsa, olar eyydm kesgitle-
nildi. Sol sebapli (X?) yolbererli bahalaryn bellibir toplumynda we
() dolandyryslarynda W= (X™2), u,
yerine yetirmeli. Sol hasaplamalar her bir (X*?) {igin u, _, sertli opti-
mal dolandyrysy kesgitlemige miimkingilik berer. Seyle dolandyrys-
laryni her biri, indiki 4dimde eyydm saylanyp alnan dolandyrys bilen
bilelikde sofiraky iki &dimde girdejinifi in uly bahasyny iipjiin edyér.

Yokarda beyan edilen tapgyrlayyn yagdayy yzygiderli amala asy-
ryp, ahyrynda birinji 4dime yeteris. Bu ddimde ulgamyn nahili yagdayda
bolup biljekdigi bize milimdir. Sol sebépli, ulgamyn yolbererli yagday-

we F, (X™V) bilmegin zerurdygy diisniiklidir.

degisli u ticin hasaplamalary
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lary hakynda ¢aklamalary berjay etmeklik talap edilmeyér we dine her
bir sofiraky ddimlerde eyyédm kabul edilen sertli optimal dolandyryslary
hasaba alyp, iii gowy dolandyrysy saylap almaklyk galyar.

Seylelik bilen ahyrkysyndan baskysyna ¢enli dhlisini tapgyrla-
ryn yzygiderli gegmegin netijesinde » ddimlerde utusyn in uly baha-
syny kesgitleydris we olaryn her biri {i¢in sertli optimal dolandyrysy
tapyarys.

Dolandyrysyil optimal strategiyasyny tapmak, yagny meseldnii
gozlenilyédn ¢oziiwini kesgitlemek iigin, indi 4dimlerin dhli yzygider-
liligini bagdan ahyryna ¢enli gegmeli. Hususan-da, birinji &dimde u/
amatly dolandyrys hokmiinde tapylan u)' sertli optimal dolandyrysy
alalyn. Ikinji 4dimde X, yagdayy taparys, ulgamy bu yagdaya u, do-
landyrys geciryar. Bu yagday tapylan u> sertli optimal dolandyrysy
kesgitleyar, ony indi amatly diyip hasap ederis. u5 dolandyrys belli
bolsa onufi komegi bilen X, yagdayy tapyarys, diymek, u;-i kesgitle-
yéris we s.m. Sunufi netijesinde meseldniil ¢ozliwini, yagny miimkin
bolan in uly girdejini we ayry-ayry ddimlerde amatly dolandyryslary
oz igine alyan U'=(u;, u,...,u,) dolandyrysyi optimal strategiyasyny
tapyarys.

Seylelik bilen, umumy gorniisde dinamiki programmalasdyrma-
nyn meselesinin ¢oziiwinin tapylysyna garadyk. Beyan edilenlerden
gorniisi yaly, bu ¢oziiw yeterlik derejede ¢ylsyrymly. Sol sebépli asak-
da dinamiki programmalasdyrmanyn umumy meselesini adalgalarda
goymaga yol beryéan i1 bir yonekey meseleleriil ¢oziiwini tapmaklyga
garaldy. Kompyuteri ulanmaklyk yokarda beyan edilen ¢emelesme-
giit esasynda has ¢ylsyrymly amaly dhmiyetli meseleleriii ¢oziiwini
tapmaga miimkingilik beryar.

Dinamiki programmalasdyrmanyn usullaryny ulanyp, hususy
yagday ti¢in enjamlardan peydalanmak hakynda 5.5-nji meselinin we
gorlary paylamak hakynda 5.2-nji meselédnin ¢oziiwlerini tapalyi.

5.9-njy mesele. Amala asyrylyan hasabat dowriiniin (meselem,
bids yyllygyn) basynda kidrhanada tdze enjamlar gurnaldy. Sol enjam-
laryn Ondirijiliginin kérhana tarapyndan ony ulanmagyn wagtyna
baglylygy, seyle hem enjamlary ulanmagyn diirli wagtlarynda olary
saklamak we abatlamak boyunca harajatlaryn baglylygy 5.1-nji tab-
lisada berilyér.
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5. 1-nji tablisa

Enjamlaryii ulanylyan
dowriinin 7 wagty (yyl)
0]1]2[3[4]5

80 (7565|6060 |55

Bahasy boyunca (miifi manat) 6ntimin yyllyk
¢ykarylysy R(z)

Enjamlary saklamak we abatlamak bilen bagla-
nysykly her yylky ¢ykdajylar Z(z) (miin manat)

20125(30|35|45|55

Ot gurnalan enjamlara mefizes téize enjamlary satyn almak we gur-
namak bilen baglanysykly harajatlaryin 40 miin manada dendigini, cal-
syrylyan enjamlaryn bolsa hasapdan ¢ykarylyandygyny bilip, umumy
girdejinin il uly mogberini {ipjiin etjek hasabat dowriinin dowamynda
enjamlary calgyrmagyn meyilnamasyny diizmeli.

Coziilisi. Bu meseld dinamiki programmalasdyrmanyn meselesi
hokmiinde garamak bolar. Onda S ulgam hokmiinde enjamlar ¢ykys ed-
yér. Bu ulgamyn yagdaylary enjamlary ulanmagyn (ulanylyan dowiir)
hakykat yiiziinddki r wagty bilen kesgitlenilyar, yagny yeke-ték r 6lceg
bilen beyan edilyar.

Enjamlary calsyrmak we galdyrmak hakynda her yylyi bagynda
kabul edilyén kararlar dolandyrys hokmiinde ¢ykys edyérler. u, arkaly
enjamlary galdyrmak hakyndaky we u, arkaly enjamlary ¢alsyrmak ha-
kyndaky karary belgildlin. Sonda mesele her yylyi basynda kabul edil-
yéan kararlar bilen kesgitlenilyan, hasabat dowriinin dowamynda kérha-
nanyn umumy girdejisinifl il uly mogberini iipjiin edyan dolandyrysyn
strategiyasyny tapmakdan ybaratdyr.

Seylelik bilen, biz bagdaky meselédni dinamiki programmalasdyr-
manyn meselesiniil adalgalarynda kesgitledik. Bu mesele additiwlik we
sonraky sertinl yoklugy hisiyetlerine eyedir. Diymek onun ¢oziiwini iki
tapgyrda berjay edilydn dinamiki programmalasdyrmanyn meselesini
¢cozmegin yokarda beyan edilen algoritminin kdmegi bilen tapyp bolar.
Birinji tapgyrda hasabat dowriiniii 5-nji yylynyn basyndan 1-nji yyly-
nyn bagyna tarap hereketde enjamlaryn her bir yolbererli yagdayy tli¢in
sertli optimal dolandyrysy (¢0ziiwi) taparys. Ikinji tapgyrda hasabat
dowrliniil 1-nji yylynyn basyndan 5-nji yylynyn basyna tarap hereketde
sertli optimal ¢oziiwlerden her yyl {i¢cin hasabat dowrlinde enjamlary
calsyrmagyn optimal meyilnamasyny diizelin.
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Sertli optimal ¢oztiwleri kegitlemek iicin ilkibada Bellmanyn
funksional defilemesini diizmeklik zerur.

k-njy yylyn basyna (k =1, 2, 3, 4, 5) iki karardan difie birinin,
yagny enjamlary c¢alsyrmalymy ya-da calsyrmaly dildigi hakynda-
ky kararyn kabul edilip bilinjekdigini goz oniinde tutsak, onda k-njy
yylda kérhananyn girdejisi asakdakydan ybarat bolar:

R(®) — Z(?), u; —kararda
F I_ik)’ — )
k( Mk)k {R(T(k) —0)— 77 = 0) — Cy, u> —kararda,

bu yerde ¥ — k-njy yylyn basyna (k=1, 2, 3, 4, 5) enjamlaryn isldn
mohleti; u,— bu k-njy yylyh basyna ¢enli amala agyrylyan dolandyrys;
C — tdze enjamlaryn bahasy.
Seylelik bilen, bu yagdayda Bellmanyn dolandyrysy asaky gor-
niisde bolar:
RG™) = Z(29) 4 Fut (244, .
R =0 -2 =0~ Cot (P =1). O

Indi (9) dolandyrysy ulanyp, baslangy¢ meseldniii ¢oziiwini
tapmaga girisyéris. Bu ¢6ziiwi hasabat dowriinini sonky (5-nji) yyly
ticin sertli optimal dolandyrysy (¢6ziiwi) kesgitlemekden baslayarys.
Onun ti¢in hasabat dowriiniil sol yylynyn basyna enjamlaryi kdpsanly
yolbererli yagdaylaryny tapyarys. Hasabat dowriinin bagynda (z)=0)
tdze enjamlaryn barlygy sebipli, enjamlaryn isldn dowri 5-nji yylyn
basyna 1, 2, 3 we 4 yyl bolup biler. Diymek ulgamyn wagtyi sol tap-
gyrlarynda yolbererli yagdaylary asakdakylardan ybarat: 777=1; 75"=2;

§=3; 77'=4. Bu yagdaylaryn her biri iigin sertli optimal ¢6ziiwi we
F () funksiyanyn degisli bahasyny taparys. (9) dolandyrysy we
F (7*™)=0 bolyandygyny (sebibi hasabat dowriinifi soiiky yylyna ga-
ralyar) ulanyp, alyarys:

F(t™) = mgx{

R(T?) — Z(7?),

B = max{R(zﬁ’ =0)-Z¥ =0 -C.

(10)

Indi (10) denlikde (7*) yerine onun 1-e¢ deni bolan bahasyny
goyup we 5.1-nji tablisanyit maglumatlaryny hasaba alyp, tapyarys:

B (%) = max { R(Z¥ = 1) =27 = 1), }:

Rt =0)—Z(" = 0) - C,
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75 — 25, _ 0o
= max{80_20_40} =50,u = u.

Diymek, bu yagdayda sertli optimal ¢oziiw u, bolyar.
Hasabat dowriinini bésinji yylynyn basyna enjamlaryn beyleki
yolbererli yagdaylary iicin menzes hasaplamalary gecirelin:

65 — 30
(5 __ ’ _ 0o _ ..
Fs(Tz)_max{80_20_40}_35,u = u;
60 — 35
(5N __ ’ _ 0 __ .
R(Tz)—max{80_2o_4o}—25,u = u;
65 — 30 + 20
49\ _ 0 _
Fi (7 )_max{80_20_40+50}— 70,u° = u,.

Hasaplamalardan alnan netijeler — 5.2-nji tablisada berlendir.
5.2-nji tablisa

7 — enjamlaryii islin F(z®) — funksiyanyii ba- | u°—sertli optimal ¢oziiw
mohleti (yyl) hasy (miiin manat)
1 50 u,
2 35 u,
3 25 u,
4 20 u,

Indi hasabat dowriiniii 4-nji yylynyi bagyna enjamlaryin miim-
kin bolan yagdaylaryna garalyii. Yolbererli yagdaylar asakdakylardan
ybaratdyr: 7, = 1; 55" = 2; 73" = 3. Olaryn her biri iigin sertli opti-
mal ¢oziiwi we F,(7%) funksiyanyn degisli bahasyny kesgitleyiéris. Bu
maksat bilen (9) defileméni hem-de 5.1 we 5.2-nji tablisalarynt maglu-
matlaryny ulanyarys. Hususan-da, 7;*=1 iicin alyarys:

I3 (T(4)) — max R =1 -z =1+ FS(T(S) =2)
T R(ZY = 0) = Z(7Y = 0) = Cu + F5( = 1)

— max 75 —-25+135 _ 3540 = 4
- 80 —20—40+50] "7 T
Sonun yaly-da tapyarys:
65 —30+ 25

@Y _ _ 0 _
Fi (7)) = max{80_20_40+50}— 75,u° = us.

@y 65— 30+ 20 _ 0
F, (7 )_max{80_20_40+50 =70,u’ = u.

16. Sargyt Ne 2463
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Hasaplamalardan alnan netijeler 5.3-nji tablisada berlendir.

5.3-nji tablisa

¥ — enjamlaryii islin | F (r) — funksiyanyi ba- | u’- sertli optimal
mohleti (yyl) hasy (miifn manat) ¢OzZiiw
1 85 u,
2 70 u,
3 70 u,

Indi hasabat dowriiniii 3-nji yylynyi basyna enjamlaryn her bir
yolbererli yagdayy iicin sertli optimal ¢oziiwi kesgitldlin. Seyle yag-
daylar asakdakylardan ybaratdyr: 7;” = 1,75’ = 2. Seylelik bilen (9)
denllema layyklykda alyarys:

RV =1)-Z(" = 1D+ E(7Y = 2) }

mff)):max{ze( D2 0) 2 = 0~ Gt B = D

3\ _ R =1)-72(Y =1+ F((" =13)
FS(Tz )— maX{R(T@ _ ) 7(£Y = 0)=C, + Fu(T @ 1)}

5.1 we 5.3-nji tablisalaryn maglumatlaryny ulanyp, alyarys:

75 —-25+70
3\ __ _ 0 __
E(Tz)_max{80_20_40+85}_ 120,u’ = w.
65—-30+70
3) _ 0 _
F(5 )—max{80_20_40+85}— 105,u’ = u

Sonky anlatmadan gorniisi yaly, eger hasabat dowriinin 3-nji yy-
lynynl bagyna enjamlaryn islin mohleti iki yyldan ybarat bolsa, onda
u, ya-da u, ¢oziiwiil haysysynyf kabul ediljegine garamazdan, gir-
dejinin ululygy solbir baha eye bolar. Diymek, sertli optimal ¢oziiw
hokmiinde islendigini, mysal iigin, u -ni alyp bolar. F,(z*) iigin alnan
bahalar we degisli sertli optimal ¢oziiwleri 5.4-nji tablisada berlendir.

5.4-nji tablisa

79— enjamlaryi islin | F,(r¥) — funksiyanyi ba- .. _—
méhleti (yyl) hasy (miifi manat) u,~ sertli optimal ¢oziiw
1 120 u,
2 105 u,
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Indi hasabat dowriinin 2-nji yylynyil basyna enjamlaryn yolbe-
rerli yagdaylaryna garalyin. Wagtyn sol pursatyna enjamlaryil isldn
mohletinin difie bir yyla deit bolup biljekdigi ayandyr. Sol sebip-
li «enjamlary galdyrmak» ya-da «olary calsyrmak» diyen dine iki
miimkin bolan ¢ozgiitleri deniesdirmek galyar. Seyle denesdirménin
dernewi 5.5-nji tablisanyn maglumatlary bilen hésiyetlendirilyar.

5.5-nji tablisa

7@ enjamlaryi islin F,(z?) funksiyanyii baha- | u’sertli optimal ¢oziiw
mohleti (yyl) sy (miifi manat)

1 155 u

1

Serte layyklykda hasabat dowriinin basyna tdze enjamlar gurnal-
dy (71"=0). Sol sebipli enjamlary saklamagyn we calsyrmagyi ara-
synda saylap almak meselesi yok: enjamlary galdyrmaly. Diymek,
yagny sertli optimal ¢oziiw u , funksiyanyn bahasy bolsa asakdakydan
ybarat:

F(d) = R = 0)~ 2(&) = 0)+ (<" = 1) =

= 80— 20 + 155 = 215.

Seylelik bilen kérhananyn i uly girdejisi 215 miit manada den
bolup biler. Ol 5.5, 5.4, 5.3 we 5.2-nji tablisalaryn esasynda, yag-
ny hasabat dowrilinini 1-nji yylynyn bagyndan 5-nji yylynyn bagy-
na cenli dhli garalan ddimleri gegmekden ybarat bolan hasaplayys
isininl ikinji tapgyrynyn amala asyrylmagy netijesinde alynyan en-
jamlary calsyrmagyn optimal meyilnamasyna gabat gelyar. Hasabat
dowrilininn 1-nji yyly licin «enjamlary galdyrmaly» diyen yeke-tik
¢cOzgiit bolup biler. Diymek, hasabat dowriiniii 2-nji yylynyi ba-
syna enjamlaryn isldn mdhleti bir yyldan ybaratdyr. Sonda 4.5-nji
tablisanynl maglumatlaryna layyklykda hasabat dowriinini 2-nji yy-
ly iicin amatly karar enjamlary galdyrmak hakyndaky karardyr.
Seyle karary berjay etmeklik hasabat dowriinini 3-nji yylynyn ba-
syna enjamlaryn isldan moéhletininl iki yyla deii bolup duryandygy-
na getirydr. Enjamlaryn bu isldn mohletinde (5.4-nji tablisa seret)
hasabat dowriininn 3-nji yylynda olary calgyrmak gerek. Enjamlar
calsyrylanyndan son, olaryn islin mdhleti hasabat dowriinin 4-nji
yylynyn basyna bir yyldan ybarat bolar. 4.3-nji tablisadan gorniisi
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yaly, enjamlaryn bu isldn mohletinde olary ¢alsyrmagyn geregi yok.
Sol sebépli hasabat dowriiniii 5-nji yylynyn basyna enjamlaryii islédn
mohleti iki yyl bolup, enjamlary ¢alsyrmaklyk maksadalayyk dil
(4.2-nji tablisa seret) bolar.

Seylelik bilen, enjamlary ¢alsyrmagyn 5.6-nji tablisadaky opti-

mal meyilnamasyny alyarys.
5.6-nji tablisa

Hasabat déwriinin yyllary

1 2 3 4 5

Amatly | Enjamlary | Enjamlary | Enjamlary | Enjamlary | Enjamlary
karar | galdyrmaly | galdyrmaly | calsyrmaly | galdyrmaly | galdyrmaly

5.10-njy mesele. S=700 miifi manat, n=3 bolanda we X, f(X)
bahalary bolsa 5.7-nji tablisadaky yaly bolsa, 5.2-nji meselénin ¢ozii-

wini tapmaly.
5.7-nji tablisa

X, — maya goyumla- | Maya goyumlaryii mécberine baglylykda f(X) oniimleri ¢ykar-
ryin mégberi (miin magyi osiisi (miifi manat)
manat) 1-nji kiirhana 2-nji kirhana 3-nji kirhana
0 0 0 0
100 30 50 40
200 50 80 50
300 90 90 110
400 110 150 120
500 170 190 180
600 180 210 220
700 210 220 240

Céoziilisi. Dinamiki programmalagdyrmanyil bu meselesini ¢oz-
mek ticin Bellmanyn rekurrent gatnasygyny diizmeli. Garalyan yag-
dayda bu gatnasyk asakdaky funksional defilemelere getiryér:

o (X) = max {A(XD};
0, (X0 = max {£(X,) + ¢ (X = X,)}; (11)
202
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@, (X)) = 0<1;(I’}2_1¥<X{ﬁ171(xn71) + @u2 (X — Xa- D)}

Bu yerde ¢, (X) (i=1, ...,n—1) funksiyalar kdrhanalaryn ara-
synda maya goyumlarynl X miii manadynyn degisli paylanmagynda
ontimleri gykarmagyn il uly dsiisini kesgitleyarler. Sonuf ligin, ¢ (X)
funksiyanyii bahasy difie bir X=.S baha ii¢cin hasaplanylyar, sebdbi
ahli n kdrhanalar ii¢in boliinip berilydn maya goyumlaryin mogberi S
miin manada den.

Indi (11) rekurrent gatnasyklary we 5.7-nji tablisanyil bagslan-
gyc maglumatlaryny peydalanyp, meseldnin ¢oziiwini tapmaga, yag-
ny kérhanalaryil arasynda maya goyumlaryn ilki sertli optimal, sofira
bolsa amatly paylanysygyny kesgitlemége girigyaris.

Birinji kérhananyi 0stisi ligin boliinip berilyén sertli optimal ma-
va goyumlaryny kesgitlemekden baslayarys. Bu maksat bilen 0, 100,
200, 300, 400, 500, 600 we 700 bahalary kabul edyén her bir X {igin
¢, (X)-if bahalaryny tapyarys.

X=0 bolsa; ¢ (0)=0 bolar. Indi X=100 bahany alalyn. Sonda,
5.7-nji tablisany ulanyp, alyarys:

@ (100) = max{} =30, X{ = 100.

Bu yerde birinji setir X, ¢ozgiide, ikinji setir bolsa X =100 ¢ozgii-
de layyk gelyér. Birinji ¢oziiwde onlimi ¢ykarmagyn Osiisinin tipjlin

bépli, X/ =100 sertli optimal ¢6ziiw bolup duryar.
Bu usul bilen X-ini beyleki bahalary iicin sertli optimal ¢oztiwleri
tapyarys:

@ (200) = maxj 30 ¢ = 50, X! = 200;

¢ (300) = max] 50 [ = 90, X? = 300;
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©,(400) = max | 90

9, (500) =

0,(600) =

0, (700) =

0

30
50
= 110,

110

190 [
max

<90>

p—
p—
()
I

max
170
[130]
(0 )
30
50
90
10|
max 170 =

180
210

P

X = 400;

=170, X? = 500;

180, Xi = 600;

210, X! = 700.

Hasaplamalaryn netijeleri we alnan degisli sertli optimal ¢oziiw-
ler 5.8-nji tablisada berlendir.

5.8-nji tablisa

Birinji kirhana béliinip
berilyin X maya goyum-
larynyi mocberi (miin

Oniim ¢ykarmagyi P X) in
uly osiisi (miifh manat)

Birinji kirhana béliinip
- 0 . .
berilyin Xi maya goyum-
laryn sertli optimal mocbe-

manat) ri (miifi manat)
1 2 3
0 0 0
100 30 100
200 50 200
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5.8-nji tablisanyn dowamy

1 2 3
300 90 300
400 110 400
500 170 500
600 180 600
700 210 700

Indi 5.8 we 5.7-nji tablisalaryn maglumatlaryny ulanyp, ikinji
kdrhana bollinip berilydn maya goyumlaryn sertli optimal mocberle-
rini kesgitleyaris:

@, (X) = mg-XX{fz(Xz) + o (X=X,)}

0=X2<

funksiyanyn bahasyny X-in 0, 100, 200, 300, 400, 500, 600 we 700-¢
deii bolan her bir yolbererli bahalary ii¢in tapalyii:

©,(0) =0, X3=0;

0+ 30
50+0

0+ 50

©,(200) = max4[50 + 30|+ = 80, X3 = 200;

80+ 0

0+ 90
50 + 50
©,(300) = max ({80 + 30| = 110, X3 = 300;

90 +0

0+ 110

50 + 90
80 + 50
©,(400) = max |90 + 30 | = 150, X3 = 400;

150 +0
(04170 )

50 + 110
80 + 90
190+ 50 [

150 + 30

190 + 0]

©,(100) = max{ }: 50, X9 =100;

®,(500) = max =190, X9 = 500;
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]
»,(600) = max

®, (700) = max

[0+ 180 )

J90+10 |

50 + 170
80 + 110
90 + 90 ¢
150 + 50
190 + 30
| 210+ 0
0+210 ]
50 + 180

80 + 170

150 + 90
190 + 50

210 + 30
[ 220+ 0 |

=220, X3 = 600;

=210, X? = 700.

Alnan netijeler we ikinji kidrhana boliinip berilydn maya goyum-
laryn tapylan sertli optimal mogberleri 5.9-njy tablisada berlendir.

5.9-njy tablisa

Iki kiirhana béliinip beril- | Oniim ¢ykarmagyii it | Tkinji kiirhana béliinip berilyin
yin X maya goyumlaryii | uly dsiisi ¢, (X) (miifi | X (2) maya goyumlaryn sertli op-
mdgberi (miiii manat) manat) timal méc¢beri (miifi manat)

0 0 0
100 50 100
200 80 100
300 110 200
400 150 400
500 190 500
600 220 100
700 250 200

Indi 5.9 we 5.7-nji tablisalaryn degisli maglumatlaryny ulanyp:
9, (X)= max {f (X))o, (X-X)}

(0<X3<X)

funksiyanyn bahalaryny tapmaga girisyéris.
Bu yagdayda kirhanalaryn sanynyn 3-e deidigi sebépli, difie bir
X=700 baha iicin hasaplamalary yerine yetiryaris:
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[0+ 250

40 + 220
50+ 190

110 + 150

1120 + 11
2, (700) = max | T80 g0 | = 270, X8 = 700.

220 + 50
| 240+ 0 |

Diymek, 6niim ¢ykarmagyn in uly 0siisi 270 miin manatdan yba-
ratdyr. Bu yagday t¢iinji kdrhana 600 miin manat, birinji we ikinji
kdrhanalaryn hersine 100 miifi manat boliinip berlende yerine yetyar.
Sonda, 5.9-njy tablisadan gorniisi yaly, ikinji kdrhana 100 miiii manat
boliinip berilmeli.

Seylelik bilen, kdrhanalaryn arasynda maya goyumlary paylama-
gyn optimal meyilnamasyny aldyk, ona layyklykda 6nlim ¢ykarma-
gyn in uly 6siisi iipjiin edilyar.

Dinamiki  programmalagdyrmanyn  usullaryny  ulanyp,
5.11-5.14-nji meseleleri ¢oziin.

5.11-nji mesele. Tablisada berlen enjamlaryn is ondiirijiligi ha-
kyndaky baslangy¢ maglumatlarda we olary saklamak boyunca her
yylky harajatlarda 5.9-njy meselédnin sertlerinde enjamlary ¢alsyrma-
gyn optimal meyilnamasyny diizmeli. Garalyan tapgyryn basyna tize
enjamlaryn gurnalandygy, ulanylan enjamlar hasapdan ¢ykarylyandy-
gy we tidze enjamlaryn bahasy bolsa 10 miin manada dendigi belli.

Enjamlaryi ulanylan déwri (z yyl)

0O |1 2|34 |5|6|7]|8]9

7 yyl mohlet bilen isldn en-

jamlarda oniimin yyllyk ¢y- | 25|24 (24|23 23|23 |22|22 21|20
karylysy, R(7) (miifi manat)

Enjamlary saklamak we
abatlamak bilen baglanysyk-
ly her yylky harajatlar, Z(7)
(miin manat)

I5/15|11616 |17 |17 |18 |18 19|20
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5.12-nji mesele. Tablisada berlen X we f/ (X)) baradaky baslan-
gyc maglumatlarda, seyle hem S=100 miifi manat bolyandygyny ha-
saba alyp, 5.2-nji meseldnin sertlerinde dort kdrhananyn arasynda
maya goyumlary paylamagyn optimal meyilnamasyny diizmeli.

Maya goyumla-
ryii mogberi, X,
(miin manat)

Maya goyumlaryi mocberine baglylykda oniimleri ¢cykarmagyn
Jf; (X) dsiisi (miifi manat)

1-nji kdrhana |2-nji kérhana |3-nji kdrhana |4-nji kdrhana
0 0 0 0 0
20 12 14 13 18
40 33 28 38 39
60 44 38 47 48
80 64 56 62 65
100 78 80 79 82

5.13-nji mesele. W=90 m’, V =24m’, V=19m’, V=16m’,
C,=960 manat, C,=500 manat, C,=250 manat bolanda 5.7-nji mesela-
nin sertlerinde ammary doldurmagyn optimal meyilnamasyny tapyn.

Jogaby: Ammarda I we II gorniisli enjamlaryn hersinden tigiisini
yerlesdirmeli.

5.14-nji mesele. Meyilnamalasdyrylyan tapgyryii basynda gorlar
2000 ontime den bolup, aylaryn her birinddki zerurlyk, degislilikde
2000, 3000, 3000 we 2000 o6niimden ybarat bolsa, 5.8-nji meselédnin
sertlerinde dort ayynn dowamynda kdrhananyn oniim Ondiirmeginin
optimal meyilnamasyny tapmaly. Kdrhananyn aylaryn her birinde
4000-den kop bolmadyk 6niimi ¢ykaryp biljekdigini hasaba almaly-
dyr. Seyle hem, kidrhana birbada 4000-den kdp bolmadyk 6niimi sak-
lap bilyér. 1000, 2000, 3000 we 4000 6niimi dndiirmek bilen baglany-
sykly harajatlar, degislilikde 13, 15, 17 we 19 manatdan, 1000 6niimi
saklamak boyunca harajatlar 1 manatdan ybaratdyr.

Jogaby: Kirhana her 2-nji we 3-nji ayda 4000 6niim 6ndiirmeli.
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