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GI RIŞ

Ýur du my zyň san ly yk dy sa dy ýe te geç ýän hä zir ki döw rün de gel-
jek ki yk dy sat çy hü när men le riň köp dür li ýag daý lar dan dog ry we iň 
go wy ýo ly saý lap, baş alyp çyk ma gy ny ga zan mak üçin ola ryň dür li 
yk dy sa dy-ma te ma ti ki mo del le ri ni, op ti mal laş dyr ma usul la ry ny do ly 
ele al mak la ry ze rur dyr.

Hä zir ki za man yk dy sa dy na za ry ýet ma te ma ti ki usul la ry we mo-
del le ri ze rur se riş de hök mün de özün de jem le ýär. Ma te ma ti ki usul-
la ryň we mo del le riň yk dy sa dy ýet de ula nyl ma gy yk dy sa dy gör ke-
zi ji le riň we des ga la ryň ara syn da ky düýp li ara bag lany şyk la ry ýü ze 
çy kar mak da we for mal taý dan ýa zyp be ýan et mek de, in duk tiw ýol 
bi len öw re nil ýän yk dy sa dy des ga ba ra da tä ze bi lim le ri ele al mak da, 
onuň nä bel li pa ra metr le ri niň bag ly ly gy nyň gör nü şi ni we pa ra metr le-
ri ni ba ha lan dyr mak da ze rur bo lup dur ýar. Ga ly ber se-de, ma te ma ti ki 
di liň peý da la nyl ma gy yk dy sa dy na za ry ýe tiň düz gün le ri ni ta kyk we 
je bis be ýan et mä ge ýar dam ed ýär.

Hor mat ly Pre zi den ti miz Gur ban gu ly Ber di mu ha me do wyň yg lan 
eden Ber ka rar döw le timiziň bag ty ýar lyk döw rün de gel jek ki yk dy sa-
dyýetçi hü när men ler den düýp li yk dy sa dyýet bi li mi niň hi li bo ýun ça 
ta lap la ryň ýo kar lan ma gy ola ra be ril ýän düýp li ma te ma ti ki bi li miň or-
nu ny ýo kar lan dy ryp, ma te ma ti ki taý ýar ly gyň ýo ka ry de re je de bol ma-
gy ny ta lap ed ýär [1, 2, 3]. Düýp li ma te ma ti ki bi li mi ele al mak adam da 
lo gi ki oý lan ma, ta kyk bol mak, çyl şy rym ly ha dy sa la ryň esa sy bag la-
ny şyk la ryn dan baş alyp çyk mak, her bir me se lä çuň ňur dü şün mek we 
iň gowy (op ti mal) çöz gü di çalt ka bul et mek uky by ny ter bi ýe le ýär.

Ma te ma ti ki usul la ra yk dy sa dy ýet yl my ny esas lan dyr mak da il-
kin ji orun lar de giş li dir. Ma te ma ti ki us sul la ryň yk dy sa dy na za ry ýet 
bi len bi le lik de ula nyl ma gy yk dy sa dy ylym la ryň we ola ryň iş ýü zün de 
ula nyl ma gy nyň tä ze müm kin çilik le ri ni aç ýar. 



Op ti mal laş dyr ma usul la ry bo ýun ça bi lim ber me giň mak sa dy ony 
öz leş dir ýän le re: 

– yk dy sa dy na za ry ýe tiň düz gün le ri ni ta kyk be ýan et mä ge;
– iň esa sy yk dy sa dy gör ke zi ji le riň, üýtge ýän ulu lyk la ryň ara syn-

da ky bag la ny şyk la ry anyk la ma ga we for mal be ýan et mä ge;
– ge lip çy kan şol bag la ny şyk lar dan ma te ma ti ki op ti mal laş dyr ma 

usul la ryň kö me gi bi len dog ry (op ti mal) ýo ly saý lap al ma ga;
– ma te ma ti ki we sta tis ti ki usu llar dan peý da la nyp, sel je ril ýän 

des ga ba ra da tä ze mag lu mat la ry al ma ga müm kin çi lik dö ret mek den 
yba rat dyr.

Okuw ki ta by ýo ka ry okuw mek dep le rin de yk dy sa dy hü när ler 
bo ýun ça ýo ka ry bi lim li hü när men le ri taý ýar la ma gyň me ýil na ma sy na 
la ýyk lyk da «Op ti mal laş dyr ma usul la ry» der si bo ýun ça be ril me li bi-
lim le riň öze ni ni öz için e alýar. 

Okuw ki ta by nyň esa sy aý ra tyn ly gy, onuň I bö lü min de op ti mal-
laş dyr ma usul la ry na gi ňiş le ýin sy n be ril me gi dir.
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Op ti mal laş dyr ma usul la ry ma te ma ti ka nyň dur muş da duş gel ýän 
dür li ekst re mal me se le le riň ma te ma ti ki mo del le ri niň op ti mal çö zü wi-
ni gur ma gyň usul la ry bi len meş gul lan ýan bö lü mi dir. Ekst re mal me se-
le le riň tes wir le ni li şi ne we on da çy kyş ed ýän funk si ýa la ryň gör nü şi ne 
we hä si ýet le ri ne bag ly lyk da ola ry çöz me giň usul la ry nyň dür li gör-
nüş le ri iş le ni lip dü zü len dir. Ola ryň ma te ma ti ki mo del le ri ni düz mek 
gö nü den-gö ni ma te ma ti ka nyň op ti mal laş dyr ma usul la ry bö lü mi ne 
de giş li bol ma sa hem, bu okuw ki tabyn da ola ryň kä bi ri ne ga ra lyp ge-
çi ler. Se bä bi, me se lä niň ma te ma ti ki mo de li niň gör nü şi onuň op ti mal 
çö zü wi ni tap ma gyň usu ly ny kes git le ýär. 

Köp ýag daý lar da ob ýek tiň ma te ma ti ki mo de li kä bir op ti mal 
ba ha sy ny tap mak ge rek bol ýan, mak sa dy gör kez ýän f(x1, x2,…, xn) 
funk si ýa nyň kö me gi bi len be ril ýär. Ýag ny, kä bir x̅ = (x1, x2,…, xn) ϵ G 
müm kin bo lan ýag daý la ryň ob las tyn da f(x1, x2,…, xn) funk si ýa nyň op-
ti mal (iň uly, iň ki çi, mi ni mum ýa-da mak si mum) ba ha sy ny tap ma ly. 
Baş ga ça aý dy lan da, op ti mal laş dyr ma me se le le ri:

     f(x̅) ..., , , max( ),f x f x x x min
n

x G x G
1 2

"=
! !

r
r r

] ^g h  (1)
ýa-da 
f(x̅)→max(min), x̅!G gör nü şin de be ril ýär.
Ýolbe rer  li çö züw le riň G ob las ty çy zyk ly ýa-da çy zyk ly däl çäk-

len dir me ler ul ga my nyň kö me gi bi len kes git len ýär:
                 ...: ; , , ,G x g x g j m1 2  

j j

0#= =] g# -. (2)
Yk dy sa dy me se le ler de mo de liň üýt ge ýän le ri niň ýolbe rer  li çö-

züw le riniň G ob las ty nyň müm kin bo lan ba ha la ry na edil ýän çäk len-
dir me ler, umu man, bar dyr. Bu yk dy sa dy ha ra jat la ryň çäk li di gi se-
bäp li dir. Ýö ne, çäk len dir me le riň ýok bo lan ekst re mal me se le le ri ne 
hem duş ge lin ýär. Bu ýag daýa çäk len di ril me dik muk dar ly ha ra jat ly 
me se le ler de duş ge lin ýär. Şeý le şert siz me se le ler aşak da ky gör nüş de 
ýa zyl ýar:

 I bö lüm
OP TI MAL LAŞ DYR MA 

USUL LA RY NA SYN
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   ( )minxf x ma
x

"
r

] g . 

Me se le le riň çyl şy rym ly ly gy esa sy kri te ri ni, ýag ny mak sa dy gör-
kez ýän f(x̅) funk si ýa nyň (mun dan beý läk mak sat funk si ýa sy nyň) 
we ýolbe rer  li çö züw le riň ob las ty ny kes git le ýän gj (x̅) funk si ýa la ryň 
gör nüş le ri ne bag ly dyr. Funk si ýa lar çy zyk ly, çy zyk ly däl, üz nük siz, 
disk ret ba ha la ry al ýan funk si ýa lar bo lup bi ler ler. Ýolbe rer li çö züw le-
riň ob las ty gü ber çek, gü ber çek däl, bag ly, bag ly däl, disk ret köp lük ler 
bo lup bi ler ler. Bu la ra bag ly lyk da me se le ler bir ekst re mal ly ýa-da köp 
ekst re mal ly bo lup, dür li usul lar bo ýun ça çö zü lip bil ner ler. 

Me se lem, eger f(x̅) we gj (x̅) funk si ýa lar öz ar gu ment le ri ne gö rä 
çy zyk ly bag ly bol sa lar, on da de giş li me se le le re çy zyk ly prog ram
ma laş dyr ma nyň me se le le ri di ýil ýär. Bu ýag daý da ola ry çöz mek 
üçin çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň ýö ri te usul la ry ula nyl ýar. 

Eger f(x̅) we gj (x̅) funk si ýa lar çy zyk ly däl bol sa lar, on da de giş-
li me se le le ri çöz mek üçin çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň 
usul la ry ula nyl ýar. Eger bu ýag daý da gü ber çek f(x̅) funk si ýa nyň gü-
ber çek köp lük dä ki (gi(x̅) funk si ýa lar hem gü ber çek) iň ki çi ba ha sy 
(mi ni mum ba ha sy) göz len ýän bol sa, on da biz gü ber çek çy zyk ly däl 
pro gam ma laş dyr ma nyň me se le si bi len iş sa lyş ma ly bo la rys. Bu 
ýag daý da de giş li me se lä bi r ekst re mal ly me se le hem di ýil ýär. 

Eger gj (x̅) çy zyk ly we mi ni mu my göz len ýän f(x̅) funk si ýa gü-
ber çek kwad ra tik bol sa, on da kwad ra tik prog ram ma laş dyr ma nyň 
al go ritm le ri we usul la ry ula ny lýar. 

Gü ber çek ob last da gü ber çek däl funk si ýa mi ni mal laş dy ry lan da 
kö p ekst re mal ly me se le bi len we ne ti je de, glo bal ekst re mu my göz
le mek bi len iş sa lyş ma ly bo lýar.

Eger me se lä gir ýän üýt ge ýän ulu lyk la ra bi tin ba ha ly lyk ýa-da 
disk ret li lik ta la by ýük le nen bol sa, on da me se le le ri çöz mek li ge, de-
giş li lik de bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň ýada disk ret prog
ram ma laşdyr ma nyň usul la ry ula nyl ýar. 

Eger çäk len dir me ler ul ga my ýok bo lup, f(x̅) funk si ýa çy zyk ly 
däl bol sa, on da (3) me se lä ni çöz mek, ýag ny bu funk si ýa nyň ekst re-
mu my ny tap mak üçin ma te ma ti ki sel jer mä niň dür li usul la ry we al-
go ritm le ri ula nyl ýar. Me se le de f(x̅) funk si ýa ba ra da bar bo lan mag lu-
mat la ra gö rä, bu al go ritm ler de göz le giň gö ni, bi rin ji we ikin ji ter tip li 
usul la ry ula nyl ýar.
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Göz le giň gö ni usul la ry ýa-da göz le giň no lun jy ter tip li usul la ry 
diý lip at ber len usul lar da ekst re mu myň göz le gin de di ňe funk si ýa nyň 
özi hak da ky mag lu mat lar ula ny lyp, onuň önüm le ri hak da ky mag lu-
mat lar ula nyl ma ýar. 

Göz le giň bi rin ji ter tip li usul la ryn da ekst re mu myň göz le gin de 
funk si ýa nyň özi ha kyn da ky mag lu mat lar bi len bir lik de onuň bi rin ji 
önü mi hak da ky mag lu mat lar hem ula nyl ýar. Bu usul la ra dür li gra di-
ýent usul la r de giş li dir.

Göz le giň ikin ji ter tip li usul la ryn da ekst re mu myň göz le gin de 
funk si ýa nyň özi ha kyn da ky mag lu mat lar bi len bir lik de onuň bi rin ji we 
ikin ji ter tip li önüm le ri hak da ky mag lu mat lar hem ula nyl ýar. Bu usul la ra 
Nýu to nyň usu ly we onuň dür li gör nüş le ri (mo di fi ka si ýa la ry) de giş li dir.

§ 1.1. Biröl çeg li göz leg usul la ry

Adat ça, yk dy sa dy me se le ler çö zü len de köpöl çeg li me se le le-
ri çöz mek bi len iş sa lşyl ýar. Ola ry çöz mek üçin köpöl çeg li usul lar 
diý lip at lan dy ryl ýan usul lar ula nyl ýar. Ýö ne, ola ry çöz me giň dür-
li dö wür le rin de ýa-da şeý le me se le le riň çö zü li şi sel je ri len de kä bir 
wek to ryň ug ry bo ýun ça biröl çeg li mi ni mal laş dyr ma me se le le ri bi len 
iş sa lyş ma ly bol ýar. Bu la ra ke sim de funk si ýa nyň ekst re mum la ry ny 
göz le me giň me se le le ri de giş li dir.

Ke sim de funk si ýa nyň ekst re mum la ry ny göz le me giň köp san ly 
usul la ry iş le nip dü zü len dir. Ola ryň has bel li le ri hök mün de di ho to mi-
ýa (ke si mi deň ýar pa böl mek usu ly), al tyn ke sik ler we Fi bo naç çi niň 
usul la ry ny bel le mek bo lar. Olara aýry-aýrylykda seredip geçeliň.

1.1.1. Di ho to mi ýa usu ly

Goý, mi ni mu my göz len ýän f(x) funk si ýa [a0, b0] ke sim de unimo-
dal bol sun we onuň bu ke simdä ki mi ni mu my ny kä bir ε ta kyk lyk bi len 
tap mak ge rek bol sun. Kesimde diňe bir ekstremumy bolan üznüksiz 
funksiýa unimodal funksiýa diýilýär. Aşak da ky gör nüş de iki sa ny 
no ka dy ala lyň:

x
a b

21

0 0 d
=

+ -  we 
2

x
a b

2
0 0=
+ + d .
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Bu ýer de δ<ε. Bu no kat lar da funk si ýa nyň f(x1) we f(x2) ba ha la ry-
ny ha sap la lyň (1.1-nji surat). 

a0 a1 b1

b0
x1 x2 x

β
0

f(x)

1.1nji su rat

Soň ra kes git siz lik ara ly gy ny aşak da ky ýa ly ki çeld ýä ris. Eger f(x1)< 
f(x2) bol sa, onda a1 = a0 we b1 = x2 bi len bel giläp, gar şy lyk ly ýag daý da 
bol sa a1 =  x1 we b1 = b0 bi len belgiläp, tä ze ki çi [a1, b1] ke si mi ala lyň. 

In di ki ädim de, edil ýo kar da ky ýa ly x1 we x2 no kat la ryň jü bü ti ni ha-
sap la ýa rys. Bu no kat la ryň üs ti bi len tä ze kes git siz lik ara ly gy ny al ýa rys.

Göz leg no bat da ky k-njy tapgyr da kes git le nen [ak, bk] kes git siz lik 
ara ly gy nyň uzyn ly gy ber len ta kyk lyk dan ki çi, ýag ny

|bk– ak| < ε
bo lan da tog ta dyl ýar. 

Be ýan edi len usul da her ädim de mi ni mal laş dy ryl ýan f(x) funk si-
ýa nyň ba ha sy iki ge zek ha sap la nyl ýar, kes git siz lik ara ly gy nyň uzyn-
ly gy bol sa iki es sä go laý (δ<ε bo lan da) ki çel ýär. 

1.1.2. Al tyn ke sik ler usu ly

Bu usul ber len [a0, b0] ke sim de f(x) funk si ýa nyň göz len ýän mi-
ni mu my ny di ho to mi ýa usu ly na gö rä has az ha sap la ma la ryň kö me gi 
bi len tap ma ga müm kin çi lik ber ýär.

Bi rin ji ädim de iki no ka dy aşak da ky for mu la la ryň kö me gi bi len 
tap ýa rys:

, ,x a b a a b a
2

3 5 0 3819660111 0 0 0 0 0 0= + - - = + -
^

^ ^
h

h h

,

, .

x b b a b b a

a b a
2

5 3 0 381966011

0 6180033989

2 0 0 0 0 0 0

0 0 0

= + - - = - - =

= + -

^
^ ^

^

h
h h

h
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Soň ra f(x) funk si ýa nyň bu no kat lar da ky f(x1) we f(x2) ba ha la ry ny 
ha sap la ýa rys (1.2-nji surat).

a0

f(x)

a1= x1

x1= x2 x2 b1= b0

b0x1

x
0

1.2nji su rat

In di kes git siz lik ara ly gy ny ki çeld ýä ris. 
1) Eger f(x1) < f(x2 ) bol sa a1= a0 we b1= x2, x1= x2.
2) Gar şy lyk ly ýag daý da, ýag ny f(x1) > f(x2) bo lan da a1= x1 we 

b1= b0, x2= x1 bi len belgiläp, tä ze ki çi [a1, b1] ke si mi ala rys. 
In di ki ädim ler de di ňe f(x) funk si ýa nyň ba ha sy nyň tä ze len me li 

no ka dy ta pyl ýar: 1) ýag daý da x1 bi len f(x1) ha sap lan ýar; 2) ýag daý da 
x2 bi len f(x2) ha sap la nyl ýar. 

Göz leg no bat da ky k-njy tapgyrda kes git le nen [ak, bk] kes git siz lik 
ara ly gy nyň uzyn ly gy ber len ta kyk lyk dan ki çi, ýag ny

|bk– ak|< ε

bo lan da tog ta dyl ýar. 
i-nji tapgyrda kes git le nen [ai, bi] kes git siz lik ara ly gy nyň uzyn-

ly gy 0,6180033989 ∙ (bi-1– ai-1) ulu ly ga çen li ki çel ýär. Bu on dan öň ki 
ke si miň uzyn ly gyn dan iki es se den azy rak ki çi dir, ýö ne ony tap mak 
üçin f(x) funk si ýa nyň ba ha sy bir ge zek ha sap la nyl ýar. 
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1.1.3. Fi bo naç çi niň usu ly
Fi bo naç çi niň san la ry di ýil ýän yzy gi der li giň ag za la ry

Fn+2=Fn+1+Fn

gat na şy ga ta byn dyr. Bu ýer de n =1, 2, 3, … we F1=F2. Onuň il kin ji ag za-
la ry: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ... .

Ma te ma ti ki in duk si ýa usu ly nyň kö me gi bi len Fi bo naç çi niň san-
la ry nyň yzy gi der li gi niň n-nji ag za sy nyň

F
5

2
1 5

2
1 5

n

n n

=

+ - -; ;E E
, (n=1, 2, 3, ...)

for mu la bi len (Bi ne niň for mu la sy) ha sap lan ýan dy gy ny gör ke zip bo lar.
Bu for mu la dan, n-iň uly ba ha la ryn da 

F
5
2

1 5

n

n

.

+; E

tak my ny deň li giň ýe ri ne ýet ýän di gi gö rün ýär. Soň ky gat na şyk dan 
n-iň art ma gy bi len Fi bo naç çi niň san la ry nyň çalt art ýan dy gy gö rün ýär. 

Fi bo naç çi niň usu ly nyň al go rit mi al tyn ke sik ler usu ly nyň al go rit-
mi ne meň zeş dir. Baş lan gyç ara lyk da no kat lar aşa ky for mu la lar bi len 
ha sap la nyl ýar:

, .x a
F

F
b a x a

F

F
b a a b x   1

n

n

n

n
1 0

2
0 0 2 0

2
0 0 0 0 1= + - = + - = + -

+ +

+^ ^h h

Kes git siz lik ara ly gy edil al tyn ke sik ler usu lyn da ky ýa ly gys gal-
ýar (1.2-nji su rat ser.). Tä ze ädim de bol sa di ňe bir no kat we bu no kat-
da ky funk si ýa nyň ba ha sy ha sap la nyl ýar. 

k-njy ädim de (ite ra si ýa da) mi ni mal ba ha ly no kat al nyp, ol aşak da-
ky for mu la lar bo ýun ça ha sap lan ýan no kat la ryň bi ri bi len ga bat gel ýär:

,

/ ( ) / ( ) .

x a
F

F
b a a

F

F
b a

x a F F b a a F F b a

'

'
( ) ( ) ( ) ( )

k

n k

n k
k k k

n

n k

k n k n k k k k n k n

1
3

1

2

1
0

2 2 3 2 2

0

0 0

= + - = + -

= + - = + -

- +

- +

+

- +

- + - + - + +

^ ^h h

Bu san lar [ak, bk] ke sim de onuň or ta sy na sim met rik ýer le şen dir ler.
k=n bo lan da 

x a
F

F
b a1

'

2

1
0 0n

n

= + -
+

^ h     we     x a
F

F
b a'

n
n

2
2

2
0 0= + -

+

^ h
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san lar ga bat gel ýär ler we [an, bn] ke si mi ýar pa böl ýär ler. Diý mek, 
b a

F

b a

2
n

n 2

0 0n 1 f
-

=
-

+

bo lar. Bu ýer den n-i b a
Fn

0 0
21

f

-
+

 şert den saý lap bol jak dy gy gö-
rün ýär. 

Şeý le lik bi len bu şert al go ritm bo ýun ça ha sap la ma gy baş la maz dan 
ozal ber len [a0, b0] ke sim de, mi ni mum ba ha nyň ber len ε ta kyk ly gy bo-
ýun ça ädim le riň (ite ra si ýa la ryň) sa ny ny kes git le mä ge ýar dam ber ýär. 

F

F

n

n

2+

 aň lat ma nyň tü ke nik siz on luk drob du gy se bäp li, n-iň art ma-

gy bi len bu usul da «gy şar ma nyň» ýü ze çy kyp, mi ni mum no katly ara ly-
gyň ýit me gi, ýag ny no ka da öw rül me gi müm kin. 

Şeý le-de, al tyn ke sik ler usu ly nyň hem ne ti je li lik, ýyg nan ma tiz-
li gi we alyn ýan çö zü wiň ta kyk ly gy bo ýun ça Fi bo naç çi niň usu lyn dan 
pes däl di gi ni bel le mek ze rur dyr. Al tyn ke sik ler usu ly nyň al go rit mik 
taý dan amal edi li şi has hem ýö ne keý dir. 

Köpöl çeg li al go ritm ler iş lenip dü zü len de we ýerine ýetiri len de 
di ňe ýo kar da be ýan edi len usul lar ula nyl man, eý sem dür li ew ris tik 
al go ritm ler, me se lem, mi ni mu my göz len ýän funk si ýa nyň in ter pol ýa-
si ýa sy (app rok si ma si ýa sy) hem ula nyl ýar.

§ 1.2. Göz le giň gö ni usul la ry
Gö ni we no lun jy ter tip li usul lar mak sat funk si ýa sy ny anyk gör-

nüş de bil me gi ta lap etmeýär. Bu usul lar mak sat funk si ýa sy nyň üz-
nük siz li gi ni we önüm le ri niň bol ma gy ny hem ta lap etmeýär. Bu ýag-
daý yk dy sa dy me se le le riň çö zül ýän ha la tyn da uly ar tyk maç lyk la ryň 
bi ri bo lup hyz mat ed ýär. 

Gö ni usul lar iş lenip dü zü len de me se lä ni çöz me giň taý ýar lyk 
döw ri has gys ga dyr. Se bä bi bu usul lar da funk si ýa nyň bi rin ji we ikin ji 
önüm le ri ni tap mak ze rur ly gy ýok dur. Gö ni usul la ra ne ti je li li gi bi len 
ta pa wut lan ýan dür li al go ritm ler de giş li dir. Olar, esa san, ew ris tik hä-
si ýet li al go ritm ler dir. 

Gö ni usul lar, esa san, op ti mal laş dyr ma gyň şert siz me se le le ri ni, 
ýag ny: 

min f x
x En!r

] g

gör nüş dä ki me se le le ri çöz mek li ge ni ýet le nen dir.
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1.2.1. Gaus syň al go rit mi

Bu usul mi ni mal laş dyr ma ny her ädim de (her bir ite ra si ýa da) üýt-
ge ýän ulu lyk la ryň x̅ wek to ry nyň bir dü zü ji si (kom po nen ti) bo ýun ça 
ama la aşy ryl ýan dy gy bil en ta pa wut lan ýar.

Goý, baş ky ýa kyn laş ma nyň wek to ry ber len bol sun: 
..., , , .x x x xn

T0
1
0

2
0 0

= ^ h  Bi rin ji ädim de funk si ýa nyň mi ni mu my ny bi rin-
ji koor di na ta nyň üýt ge ýän, beý le ki koor di na ta la ryň üýt gew siz şer tin-
de tap ýa rys, ýag ny

...min , , ,x f x x xarg
x

n1
1

1 2
0 0

1

= ^ h.

Ne ti je de, tä ze ..., , , .x x x xn

T0
1
0

2
0 0

= ^ h  no ka dy ala rys. Soň ra x̅ 1 no-
kat dan funk si ýa nyň mi ni mu my ny ikin ji koor di na ta nyň üýt ge ýän, 
beý le ki koor di na ta la ryň üýt gew siz şer tin de göz le ýä ris. Ne ti je de, 

min , , , ,x f x x x xarg
x

n2
1

1
1

2 3
0 0

2

g= ^ h

me se le den tä ze , , , ,x x x x x n
2

1
1

2
2

3
0 0g=r ^ h no ka dy ala rys. Bu ýagdaýy 

do wam edip, n-nji ädim den soň , , , ,x x x x x n
n
n

1
1

2
2

3
3 g=r ^ h no ka dy ala-

rys. Bu no kat dan soň göz leg ýe ne-de bi rin ji üýt ge ýän ulu lyk dan baş-
la ýar.

Göz le giň bes edil me gi niň şer ti hök mün de aşa ky iki şer tiň bi ri ni 
ula nyp bo lar:

1) f x f xk k1 # f-+r r] ]g g ;
2) , .f x f x x x i k k

i
k

i
k1 1 6# f- -+ +r r] ]g g

 x0

 x1

 x2  x3

1.3nji su rat. Gaus syň al go rit min de traek to ri ýa la ryň in me gi niň my sal la ry
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Be ýan edi len Gaus syň usu ly ýö ne keý hem bol sa ne ti je li dir 
(1.3-nji surat). Bu usul da kyn çy lyk lar de re je çy zyk la ry has süý nen 
bo lan da ýü ze çy kyp bi ler. 

Bu usu lyň kö me gi bi len mak sat  funk si ýasy gü ber çek funk si ýa-
la ryň je mi, ýag ny

f x f x
i

n

i i
1

=
=

/r] ^g h

gör nüş de bo lan da go wy ne ti je ler alyn ýar.

1.2.2. Hu kuň we Jiw siň al go rit mi
Bu al go ritm de göz le giň lo gi ki taý dan ýö ne keý stra te gi ýa sy hö-

dür le nil ýär. Al go ritm aşakdaky iki döw ri öz içi ne al ýar:
1) x̅ k ba zis (esa sy) no ka dyň tö we re gin dä ki göz leg;
2) mi ni mum üçin saý la nan ugur bo ýun ça göz leg.
Il ki bi len göz le giň baş ky x̅ 0 no ka dy we baş lan gyç ädi mi (∆x̅ 0) 

be ril ýär. Soň ra aşak da be ýan edi len göz leg baş lan ýar. 
Bar laý jy göz leg. Il ki xi üýt ge ýän ulu lyk bo ýun ça sy nag ädi-

mi ni ed ýä ris, ýag ny x x1
0

1
0T+  no ka dy kes git läp, funk si ýa nyň 

...' , , ,x x x x x n1
0

1
0

2
0 0T= +r ^ h no kat da ky ba ha sy ny ha sap la ýa rys.

Eger funk si ýa nyň bu no kat da ky ba ha sy onuň f(∆x̅ 0) ba ha syn-
dan uly bo lsa, on da bu üýt ge ýän ulu lyk bo ýun ça gar şy lyk ly ta ra-
pa bar laý jy ädim ed ýä ris. Eger funk si ýa nyň gar şy lyk ly ta rap da ky 

...'' , , ,x x x x x n1
0

1
0

2
0 0T= -r ^ h no kat da ky ba ha sy onuň f(∆x̅ 0) ba ha syn-

dan uly bo lsa, on da x x1
0

1
0T+  no ka dy üýt gew siz gal dyr ýa rys. Beý le ki 

ýag daý da x̅ 0 no ka dy x̅ ́  no ka da, ýa-da x̅ ́ ʹno ka da, ola ryň haý sy syn da 
funk si ýa nyň ba ha sy nyň onuň baş ky ba ha syn dan ki çi li gi ne bag ly lyk-
da ça lyş ýa rys. Bu al go rit mi ula nyp, al nan no kat dan beý le ki koor di na-
ta lar bo ýun ça bar lag ädi mi ni ed ýä ris. 

Eger bar laý jy göz le giň ne ti je sin de hiç bir şow ly bar lag ädi mi ädi-
lip bi lin me se, ∆x̅ ulu ly gy ki çel dip dü zet me li. Şon dan soň ra ýe ne-de 
bar laý jy göz le gi ge çir me li.

Eger bar laý jy göz le giň ne ti je sin de iň bol man da bir şow ly bar lag 
ädi mi ädi len bol sa, on da ikin ji ädi me, ýag ny mi ni mum üçin saý la nan 
ugur bo ýun ça göz le ge geç ýä ris.

Mi ni mum üçin saý la nan ugur bo ýun ça göz leg. Bar laý jy göz-
le giň ne ti je sin de biz x̅ 01 no ka dy al ýa rys. x̅ 01 – x̅ 0 ugur funk si ýa nyň ke-
2. Sargyt № 2463
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mel ýän ug ru ny kes git le ýär. Şol se bäp li bu ugur bo ýun ça funk si ýa nyň 
mi ni mal laş dyr ma sy ny alyp ba ra ýarys:

λ
minf(x̅ 0+λ∙(x̅ 01–x̅ 0)).

Mi ni mum üçin saý la nan ugur bo ýun ça göz leg de her bir üýt ge ýän 
ulu lyk bo ýun ça ädim bar laý jy göz leg döw rün dä ki ädi miň ulu ly gy na 
bagly dyr. Eger mi ni mum üçin saý la nan ugur bo ýun ça göz leg de şow ly 
ädim edip bol sa, on da onuň ne ti je sin de tä ze x̅ 1=x̅ 0+λ0∙(x̅ 01– x̅ 0) ýa kyn-
laş ma ny ala rys. Bu ýer de:

λ0=arg
λ

minf(x̅ 0+λ∙(x̅ 01-x̅ 0)).

x̅ 1 no kat dan tä ze bar laý jy göz le ge baş la ýa rys we şu ňa meň zeş ler. 
Bu al go rit mi her bir bar laýjy göz leg de her üýt ge ýän ulu lyk bo-

ýun ça mi ni mu my göz le mek ýa-da mi ni mum üçin saý la nan ugur bo-
ýun ça göz leg de funk si ýa nyň mi ni mu my ny göz le män, ta py lan ugur 
bo ýun ça di ňe λ pa ra met riň hemişelik ba ha sy bo ýun ça ädim edip öz-
gert mek bo lar (1.4-njisurat). 

x̅ 1

x̅ 01

x̅ 0

x̅ 2

x̅ 11

1.4nji su rat. Hu kuň we Jiw siň al go rit min de in mäniň  
traýek to ri ýa sy nyň my sa ly

§ 1.3. Bi rin ji ter tip li usul lar
Göz le giň bi rin ji ter tip li usul la ryn da ekst re mu myň göz le gin de 

funk si ýa nyň özi ha kyn da ky mag lu mat lar bi len bir lik de onuň bi rin ji 



19

önü mi hak da ky mag lu mat lar hem ula nyl ýar. Bu usul la ra dür li gra di-
ýent usul la r de giş li dir.

1.3.1. Iň çalt in me al go rit mi

Goý, bi ze kä bir ob last da üz nük siz dif fe ren sir len ýän f(x̅) funk si ýa 
be rlen bolsun. Funk si ýa nyň gra di ýen ti di ýip i-nji dü zü ji si (kom po-
nen ta sy) bu funk si ýa nyň de giş li ar gu men ti bo ýun ça hu su sy önü mi ne 
deň bo lan wek tor-funk si ýa aý dyl ýar we aşak da ky ýa ly bel gi le nil ýär:

...f , , ,f x
x
f

x
f

x
fgrad
n1 2

d
2
2

2
2

2
2

= =r] dg n.

Bel li bol şy ýa ly, funk si ýa nyň is len dik no kat da ky gra di ýen ti 
onuň bu no kat da iň çalt lo kal art ýan ug ru ny gör kez ýär. Şol se bäp li, 
f(x̅) funk si ýa nyň mi ni mu my göz le nen de onuň gra di ýen ti ne gar şy lyk-
ly ug ra, ýag ny iň çalt in me ug ry bo ýun ça he re ket et mek ge rek dir.

Iň çalt in me pro se si niň ädim le ýin (ite ra si ýa) for mu la sy aşakdaky 
ýaly kesgitlenilýär:

x̅ k+1=x̅ k – λk∙∆f(x̅ k)
ýa-da

x̅ k+1=x̅ k – λk∙∆f(x̅ k)/‖∆f(x̅ k)‖ =x̅ k+λk∙S̅ k.

λ pa ra met riň dür li ba ha la ryn da in me ugur la ry nyň me se-mä lim 
ta pa wut lan jak dy gy aý dyň dyr. λ pa ra met riň uly ba ha la ryn da in me 
ugur la ry nyň ýo ly yr gyl dy ly pro ses bo lup, onuň has uly ba ha la ryn da 
bu pro se siň dar ga ma gy, ýag ny göz len ýän no kat dan daş laş ma gy müm-
kin. λ pa ra met riň ki çi ba ha la ryn da in me ýo ly ýu waş üýt gär we pro ses 
ýu waş-ýu waş dan göz len ýän no kat da ýyg na nar. 

Adat ça, λ-nyň ba ha sy 

λk= arg 
λ

min  f(x̅ k+λ∙S̅ k)

şert ýe ri ne ýe ter ýa ly edi lip, biröl çeg li mi ni mal laş dyr ma me se le si ni çöz-
mek bi len saý la nyl ýar. Bu ýag daý da has çalt in me al go rit mi ni ala rys. 

Eger λ pa ra metr biröl çeg li mi ni mal laş dyr ma me se le si ni çöz mek 
bi len kes git len ýän bol sa, no bat da ky gra di ýent on daň öň gel ýän in mä-
niň ug ru na or to go nal bo lar: ∆f(x̅ k+1)⊥S̅ k.
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Umu man, iň çalt in me ýagdaýy is len dik sta sio nar no kat da 
(∆f(x̅ )=0) soň lan ma gy müm kin. Şol se bäp li her bir şeý le no kat da pro-
se siň soň la nan dy gy ny ýa-da soň lan man dy gy ny bar la mak ze rur dyr. 

Al go rit miň ne ti je li li gi mi ni mal laş dy ryl ýan funk si ýa nyň gör-
nü şi ne bag ly dyr. Me se lem, is len dik baş lan gyç ýa kyn laş ma da 
f x x x1

2
2
2

= +] g  funk si ýa üçin iň çalt in me al go rit mi bir ädim de gu ta-
rar, f x x x1001

2
2
2

= +] g  funk si ýa üçin bol sa örän ýu waş bo lar (1.5-nji 
su rat). 

1.5nji su rat. Funk si ýa nyň gör nü şi ne gö rä in mäniň traýek to ri ýa la ry

Mi ni mal laş dy ryl ýan funk si ýa nyň de re je ler çy zyk la ry gö ni çy-
zyk ýa-da eg ri çyzyk ly çu kur gör nüş li bol sa al go rit miň ne ti je li li gi pes 
bo lar.

Iň çalt in me al go rit mi ekst re mum no ka dyn dan daş la şan ýer ler de 
çalt, ekst re mun no ka dy nyň go la ýyn da bol sa ýu waş ýyg na nar. Şol se-
bäp li bu usu l beý le ki al go ritm ler bi len ut gaş dy ry lan gör nü şin de ula-
nyl ýar.

1.3.2. Köp pa ra metr li göz leg

Mil bi len Kent rel liň bu usu ly [13, 15, 19] f(x̅) funk si ýa ny mi ni-
mal laş dyr ma nyň göz leg ugur la ry bo ýun ça iki saý la ma pa ra met ri ula-
nyp alyp bar ma ga esas la nan dyr. Bu al go ritm de he re ke tiň yzy gi der li gi 
aşak da ky ýa ly kes git len ýär:

  x x f x xk k k k k k1
0 1

1$ $d Tm m= - ++ -] g ,        (3)

bu ýer de , , , .x x x k 1 2 3    k k k1 1T = - =- -  
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Her bir ädim de iki pa ra metr bo ýun ça aşak da ky mi ni mal laş dyr ma 
me se le si çö zül ýär:

.f x f x x min
,

k k k k k
0 1

1

0 1
$ $dm m- +

m m

-]^ g h

On dan soň ra (3) for mu la bo ýun ça no bat da ky ýa kyn laş ma ta pyl-
ýar. Pro se siň do wa myn da 

,f x f x 0T k k 1d d =+] ]g g

,f x x 0T k k1 1d =+ +] g

f x x 0T k k1d =+] g

for mu la la ryň dog ru ly gy na göz ýe ti ri lip ula nyl ýar.
Bi rin ji ädim de ∆x̅ k-1=0 bol ýar, x̅ 0 bol sa öňün den ber len bol ma ly. 

k-njy ädim de:
f xkd ] g we x x xk k k1 1T = -- -  ha sap la nyl ýar.

Ýö ri te usul la ryň bi ri niň kö me gi bi len k
0m  we k

1m  ta lap edil ýän ta-
kyk lyk da ta pyl ýar.

(1) for mu la bo ýun ça x̅ k+1 ha sap la nyl ýar we 1-nji ädime ge çil ýär. 
Her bir n + 1-nji ädim ∆x̅ k-1= 0 deň lik den baş lan ýar.
Ha çan-da f xkd 1; ; f] g  bo lan ýag da ýyn da pro ses tog ta dyl ýar. 
Kret we Le wi [13] bu usu ly köp pa ra metr li ýag daý üçin gi ňelt-

di ler. Ola ryň tek lip ed ýän usu ly nyň her bir ädi min de no bat da ky ýa-
kyn laş ma 

       x x f x xk k k i1
0

1
ii

m

1
$ dm= - ++ -$m

=
] g /  (4)

for mu la bi len ta pyl ýar, bu ýer de m<n – 1. Şeý le lik de, her bir ädim de 
f(x̅) funk si ýa ber len göz leg ugur la ry bo ýun ça mi ni mal laş dy ry lan da 

   f x f x x min
..., , ,

k k

i

m

i
i

0
1

1

m0 1

$ $d Tm m- +
m m m

=

-/]e g o

gör nüş dä ki me se le çö zül ýär. 

1. Gra di ýent usu ly nyň ma ny sy nä me den yba rat?
2. Iň çalt in me usu ly we on da ädi miň ulu ly gy nyň saý la ny ly şy.
3.  Köp pa ra metr li göz le giň esa sy aý ra tyn ly gy we kem çi lik le ri nä me-

den yba rat?

Soraglar 
we  

ýumuş
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§ 1.4. Ikin ji ter tip li usul lar

Göz le giň ikin ji ter tip li usul la ryn da ekst re mu myň göz le gin de 
funk si ýa nyň özi ha kyn da ky mag lu mat lar bi len bir lik de onuň bi rin ji 
we ikin ji ter tip li önüm le ri hak da ky mag lu mat lar hem ula nyl ýar. Bu 
usul la ra Nýu to nyň usu ly we onuň dür li gör nüş le ri de giş li dir.

1.4.1. Nýu to nyň usu ly

Bu me to dyň esa syn da f(x̅) funk si ýa üçin Teý lo ryň ha ta ryn da ky 
üçün ji we on dan ýo kar ky ag za la ry taş la ny lan da alyn ýan, kwad ra tik 
app rok si ma si ýa di ýil ýän aşak da ky tak my ny deň lik dur ýar:

,f x f x f x x x x x f x x x
2
1k T k k k T k k2d d. + - + - -] ] ] ] ] ] ]g g g g g g g     (5)

bu ýer de f x H xk k2d =] ]g g – Ges sä niň mat ri sa sy diý lip at be ril ýän, x̅ k 
no kat da ky f(x̅) funk si ýa nyň ikin ji ter tip li hu su sy önüm le ri niň kwad rat 
mat ri sa sy.

Nýu to nyň usu lyn da göz le giň ug ry (S̅ k) şeý le kes git le nil ýär. Eger 
(5) aň lat ma da ky x̅-i x̅ k+1 bi len çal şyp, ∆x̅ k=x̅ k+1-x̅ k bel gi le me gi riz sek, 
ala rys:

.f x f x f x x x f x x
2
1k k T k k k T k k1 2$d dT T. + ++] ] ] ] ] ]g g g g g g     (6)

f(x̅) funk si ýa nyň ∆x̅ k-iň ug ry bo ýun ça mi ni mu my bu funk si ýa ny 
∆x̅ -iň her bir düzüjisi bo ýun ça dif fe ren sir läp al nan aň lat ma la ry no la 
deň le mek den alyn ýar:

       f x f x x 0k k k2d d T+ =] ]g g  (7)

Bu ýer den ala rys:
      ,x f x f xk k k2 1

d dT =-
-] ]g g6 @  (8)

ýa-da
   .x x f x f xk k k k1 2 1

d d= -+ -] ]g g6 @  (9)

Bu ýag da ýa çen li ädi miň ulu ly gy hem, göz le giň ug ry hem do ly 
kes git le nil di.

Eger f(x̅) kwad rat funk si ýa bol sa (gü ber çek li gi aşak), on da mi ni-
mu ma çen li bir ädim ýe ter lik (1.6-njy surat):
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( ) ( )x f x f x1
0 2

1
0 1

1
0$d dT =-

-6 @ ( ) ( )x f x f x3
0 2

1
0 1

3
0$d dT =-

-6 @

( ) ( )x f x f x2
0 2

2
0 1

2
0$d dT =-

-6 @ x2
0

x3
0x1

0

1.6njy su rat. Kwad rat funk si ýa üçin Nýu to nyň usu ly bo ýun ça in mä niň 
traýek to ri ýa sy

Ýö ne, umu man aý dy lan da, çy zyk ly däl f(x̅) funk si ýa üçin bir 
ädim de mi ni mu ma ýe til me ýär. Şol se bäp li, (9) tapgyrlaýyn for mu la 
adat ça aşa ky gör nü şe ge ti ril ýär:

      x x
f x f x

f x f x
k k k

k k

k k
1

2 1

2 1

d d

d d
m= -+

-

-

] ]

] ]

g g

g g

6
6

@
@  (10)

ýa-da

 x x f x f x x H x f xk k k k k k k k k1 2 1 1d d dm m= - = -+ - -] ] ] ]g g g g6 @ ,       (11)

bu ýer de λk – ädi miň uzyn ly gy ny gör kez ýän pa ra metr. 
In mä niň ug ry:

.S H f xk k1d=- -r ] g

(10) ýa-da (11) ite ra sion pro ses ony sak la ma nyň kä bir ka bul edi len 
kri te ri si ýe ri ne ýet ýän çä do wam et di ri ler.

f(x̅) funk si ýa nyň iki ge zek dif fe ren sir len ýän şer tin de Nýu to nyň 
usu ly nyň ýyg nan ma şer ti Ges sä niň H(x̅ k) mat ri sa sy nyň po lo ži tel kes-
git le nen bol ma gy dyr. 

Kä ha lat lar da her ädim de H(x̅ k) mat ri sa ny ha sap la mak kes git li 
kyn çy lyk dö red ýär. Şol ýag daý da Nýu to nyň usu lyn dan baş ga, onuň 
üýt ge di len gör nü şi ula nyl ýar. Onuň ma ny sy şeý le. Goý, baş lan-
gyç ýa kyn laş ma ýe ter lik go wy bol sun. Il ki bi len f x2 0 1

d
-] g6 @  mat ri-

sa ha sap la nyl ýar we in di ki ite ra si ýa lar da f xk2 1
d

-] g6 @  mat ri sa de rek 
f x2 0 1

d
-] g6 @  mat ri sa ula nyl ýar.
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No bat da ky ýa kyn laş ma 
x x f x f x x H x f xk k k1 2 0 1 1 0k k k kd d dm m= - = -

-+ - r] ] ] ]g g g g6 @
deň lik bi len kes git le nil ýär. 

El bet de, bu ýag daý da mi ni mu ma ýet mek üçin ge rek bo lan tap-
gyrlaryň sa nynyň art ma gy müm kin, ýö ne oňa ga ra maz dan, pro ses ne-
ti je li bo lar.

Gra di ýent usul la ry, hu su san hem iň çalt in me usu ly ýyg nan ma-
nyň çy zyk ly tiz li gi ne eýe dir. Nýu to nyň usu ly bol sa, ýyg nan ma nyň 
kwad rat tiz li gi ne eýe dir. 

Nýu to nyň usu ly onuň ýyg nan ma gy nyň ze rur we ýe ter lik şer tiniň 
ýerine ýet ýän ýagdaýyndan has ne ti je li dir. Ýö ne, haý sy hem bol sa bir 
ber len f(x̅) funk si ýa üçin bu şer tiň ýe ri ne ýet ýän di gi ni bar la mak kyn 
me se le le riň bi ri dir.

1. Nä hi li funk si ýa lar üçin ikin ji ter tip li usul la ry ulan mak ne ti je li?
2.  Nä hi li şert ler de Nýu to nyň usu ly nyň üýt ge di len gör nü şi ýyg nan ýar, 

haý sy şert ler de dar ga ýar?
3.  Usu lyň ýyg nan ma gy ny üp jün et mek üçin dö re dil ýän al go ritm de 

nä me le ri göz öňün de tut ma ly?

§ 1.5. Üýt ge ýän met ri ka ly usul lar
Üýt ge ýän met ri ka ly usul la ra baş ga ça kwa zin ýu ton usul la ry ýa-da 

uly ädim li gra di ýent usul la ry hem di ýil ýär. 
Bu usul lar da göz leg pro se si wag tyn da ikin ji ter tip li hu su sy 

önüm le riň mat ri sa sy nyň ýa-da oňa ters mat ri sa nyň app rok si ma si ýa sy 
ama la aşy ryl ýar. 

No bat da ky ýa kyn laş ma aşak da ky ýa ly kes git len ýär:
  ,x x S x x f x·k k k k k k k k1 dm m= + = -+ r ] ]g g  (12)

bu ýer de kä ha lat lar da ugur la ryň mat ri sa sy diý lip at be ril ýän 
η(x̅ k) – mat ri sa 

( )H x f xk 1 2 2 1
d=- -] g5 6? @

mat ri sa nyň app rok si ma si ýa si bo lup hyz mat ed ýär. 
Mak sa dy gör kez ýän kwad rat funk si ýa üçin

2
1 ,f f f fx x x x x x x x x x2k T k k k T k k$ $d d. + - + - -] ] ] ] ] ] ]g g g g g g g

bu ýer de f x H xk k2d =] ]g g.

Soraglar
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Eger bu aň lat ma da x̅-iň de re gi ne x̅   

k+1-i goýup, dif fe ren sir le sek, 
ala rys:

,f x f x H x x xk k k k k1 1d d= + -+ +] ] ] ]g g g g

.f x fx H x x xk k k k1 1d d- = -+ +] ] ]g g g

[H(x̅k)]-1-e kö pel dip ala rys:
  x̅ k+1-x̅ k=[H(x̅ k)]-1)[ f x f x

k k1
d d-

+^ ^h h]. (13)
Eger bu ýer de f(x̅) kwad ra tik funk si ýa bol sa, on da H(x̅ k)=H=const 

he mi şe lik mat ri sa bo lar. 
(13) deň le mä [H(x̅)]-1 ýa-da H(x̅) mat ri sa la ry f(x̅), f xd ] g we 

∆x̅-le riň ber len ba ha la ryn da app rok si mir le mek üçin ze rur bo lan nä bel li 
pa ra metr li n nä bel li li n deň le me le riň ul ga my hök mün de ga rap bo lar.

Beý le deň le me ler ul ga my ny çöz mek üçin dür li usul la ry ula nyp 
bo lar. 

Usul la ryň ag la ba syn da H xk 1 1+ -] g5 ?  mat ri sa öň ki k-njy ädim de 
al nan mag lu mat la ra gö rä app rok si mir le ner:

  ,H x
k k k k1 1 1 T. ~h ~ h h= +
+ - +^ ^h h6 @  (14)

bu ýer de ηk – öň ki ädim de [H(x̅ k)]-1-mat ri sa ny app rok si mir le ýän mat-
ri sa.

Umu man, ηk=ηk(x̅ k) . (14)-de ∆ηk kes git len ilýän mat ri sadyr, ω 
bol sa köp ýag daý da bi re deň bo lan kö pel di ji dir. 

∆ηk-iň saý la nyp al ny şy üýt ge ýän met ri ka ny kes git le ýän ýag daý-
dyr. 

Usu lyň ýyg nan ma sy ny üp jün et mek üçin ωη k+1 mat ri sa po lo ži tel 
kes git le nen mat ri sa bol ma ly dyr we H-1-niň (13)-de or nun da go ýu lan-
da bu deň le mä ni ka na gat lan dyr ma ly dyr.

(k+1)-nji ädim de x̅ k, f x  k
d ^ h  f x

k 1
d +^ h we ηk-i ulu lyk la ry kes git-

läp bolar we ony ηk+1-i (13) deň lik ýe ri ne ýe ter ýa ly edip kes git le mek 
ge rek bo lar.

(13)-aň lat ma dan (14)-i göz öňün de tu tup ala rys:

 x f x f x g· ·k k k k k k1 1 1d d d~ ~= - =+ + +^ ^h h7 A  
we 

   ηk+1 ∆g̅k=1/ω ∆x̅ k. (15)
ηk+1=ηk+∆ηk bol ýan dy gy üçin (4)-üň esa syn da:
                ∆ηk∙∆g̅ k=1/ω ∆x̅ k-ηk∙∆g̅ k (16)

deň le mä ni ∆ηk-a gö rä çöz mek ze rur dyr. 
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Gö ni or nun da goýma usu ly nyň kö me gi bi len (16) deň le mä niň 
çö zü wi niň 

                    x y z
y g z g

g1k

T k

k T

T k

k Tk

$
$
$

$
$ $

T
T

T
T

T
h

~

h
= -  (17)

gör nü şe eýe di gi ni gö re ris. Bu ýer de z̅ we y̅ n öl çeg li is len dik wek tor-
lar. 

Me se lem, eger ω=1 üçin ∆x̅ k we ∆ηk∙∆g̅ k ugur la ryň ýö ri te kom-
bi na si ýa sy saý la nyl sa, on da 

z̅=y̅=∆x̅ k – ηk ∙ ∆g̅ k
bo lar we bu ýag daý da Broý de niň usu ly di ýil ýän [13, 19] usul al nar. 

Eger
y̅=∆x̅ k, z̅ = η k∙∆g̅ k

diý lip alyn sa, on da ∆η k+1 mat ri sa De wi do nyňFlet çe riňPauel liň 
usu ly di ýil ýän [13, 19] usu lyň al go rit mi bo ýun ça gu rul ýar. 

z̅ we y̅ wek tor la ryň is len dik wek tor lar dy gy se bäp li bu ýer de baş-
ga müm kin çi lik le riň bol ma gy hem müm kin. 

Eger bu al go ritm ler de ∆x̅ k ädim ler f(x̅) funk si ýa nyň S̅ k ugur bo-
ýun ça mi ni mal laş dy ryl ma sy ne ti je sin de yzy gi der li gu rul sa, on da 
(15)-i ka na gat lan dyr ýan ∆η k+1 sim met rik mat ri sa nyň ha sap la nyl ýan 
is len dik usul la ryň äh li si öza ra çat rym la nan ugur la ry be rer ler. 

1.5.1. De wi do nyňFlet çe riňPauel liň usu ly

Üýt ge ýän met ri ka usu ly nyň al go ritm le ri niň esa sy ta pa wu dy 
∆η-iň ta py ly şyn da dyr. De wi do nyň-Flet çe riň-Pauel liň al go rit min de 
∆η-iň ran gy 2-ä deň dir. η-mat ri sa kwad ra tik fun ksi ýa üçin n ädim den 
soň:
                  H x f xk k1 2 1

d=- -] ]g g5 6? @  (18)

mat ri sa bi len ga bat ge ler ýa ly edi lip ha sap la nyl ýar. 
Baş ky η0 mat ri sa nyň de re gi ne adat ça bir lik mat ri sa alyn ýar: η0=E.
De wi do nyň-Flet çe riň-Pauel liň al go rit min de ∆η k 

y̅=∆x̅ k, z̅=η k∙∆g̅ k

aň lat ma la ry (17) deň le me de or nun da goýup alyn ýar:
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.

A B
x g
x x

g g

g g

1k k k k

k T k

k k T

k T k T
k

k k k T k T

1 $
$

$

$ $
$ $ $

T T
T T
T T

T T

T T

h h
~

h

h h

= + - = -

-

+

]
]

^ ^

^ ^

g
g

h h

h h
  (19)

Bu ýer de A k we B k sim met rik mat ri sa lar dyr lar, şol se bäp li ∆η k 
we ∆η k+1 mat ri sa lar hem sim met rik dir ler. 

Bu usul üýt ge ýän met ri ka ly usul la ryň iň ne ti je li le ri niň bi ri dir. 
(19) aň lat ma ny ulan ýan al go ritm aşa ky şert ler ýe ri ne ýe ten de has hem 
ne ti je li dir:

1) f(x̅ k) ha sap la nan da edil ýän te ge lek le me ler dä ki ýal ňyş lyk lar 
uly däl;

2) ∆η k mat ri sa ha sap la ma pro se sin de «go wu lan ýar».
Bu usul bo ýun ça op ti mal laş dyr ma wag tyn da in mä niň gra di ýent 

ug run dan kem-kem den nýu ton ug ru na geç mek ama la aş ýar. Şeý le lik-
de, her usu lyň ar tyk maç ly gy oňa de giş li wagt da ula nyl ýar.

A k mat ri sa nyň (19) aň lat ma da ky or ny η→H-1 ym tyl ma ny üp jün 
et mek de dir. B k mat ri sa bol sa äh li ha sap la ma döw rün de ∆η k+1 mat ri-
sa nyň po lo ži tel kes git le nen bol ma gy ny üp jün ed ýär. (19) aň lat ma ny 
η0-dan baş lap bir nä çe ädim ler de ula na lyň:

η1=E+A0-B0, 
η2=η1+A1 – B1=E+(A0+A1) – (B0+B1), ...

.AE Bk i

i

i

i

k k
1

1 1

h = + -+

= =

/ /
Mak sat funk si ýa sy nyň kwad ra tik funk si ýa ýag da ýyn da, k=n – 1 

bo lan da H Ai

i

k
1

1

=-

=

/  deň lik ýe ri ne ýet me li dir, Bi

i

k

1=

/  jem bol sa baş-

lan gyç η0 ba ha bi len ga bat ge ler ýa ly edi lip gu rul ýar. 
Mak sa t funk si ýasy kwad ra tik funk si ýa bo lan da ula nyl ýan göz leg 

ugur la ry bi ri-bi ri ne çatylan dyr. Edil şu-da usu lyň ne ti je li li gi ni kes git-
le ýär.

1.5.2. Pir so nyň al go rit mi
Eger (17) aň lat ma da y̅ = z̅ = ∆x̅ k we ω = 1 deň diý lip alyn sa, ugur-

la ryň mat ri sa sy nyň no bat da ky ýa kyn laş ma sy aşak da ky aň lat ma bi len 
kes git len ýär [15]:
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( ) g

x g

x

x1k k

k T k

k k k k T

$
$

T T

T T T
= +

-
h h

h+ ] g6 @ , (20)

bu ýer de η0=R0 is len dik po lo ži tel kes git le nen mat ri sa.
Pir so nyň ikin ji al go rit mi ady ny alan bu al go ritm, adat ça göz le giň 

iň go wy däl ugur la ry na ge tir ýär. 
Pir so nyň üçün ji al go rit mi (17) aň lat ma da y̅=z̅=ηk∙∆g̅k we ω=1 

pa ra metr le riň goýul ma gy bi len alyn ýar. Bu ýag daý da ite ra sion for-
mu la aşak da ky gör nü şe eýe bol ýar [16]:

             
( )

,
g g

x g g1k k

T k

T

k k

k k k k k

$ $
$ $ $

T T

T T T
= +

-
h h

h

h h+ 6 6@ @  (21)
bu ýer de η0=R0.

Bu al go ritm has ne ti je li ha sap la nyl ýar.

1.5.3. Nýu to nyňRaf so nyň al go rit mi

Bu al go ritm Nýu to nyň-Raf so nyň al go rit mi ady bi len bel li bo l-
sa-da Pir son ta ra pyn dan hö dür le nip [19], ol (17) aň lat ma da ω→∞, 
z̅=η k ∆g̅ k bo lan da alyn ýar. Bu ýag daý da ite ra sion for mu la aşak da ky 
gör nü şe eýe bol ýar:

          
( )

,
g

g g

g1k k

T

k k k T

k k k

k

$ $
$ $ $

T T

T T
= -h h

h

h h+ 6 6@ @  (22)

bu ýer de η0=R0.

1.5.4.Grinş tad tyň we Gold far byň usul la ry
Bu usul da ugur lar mat ri sa sy nyň no bat da ky ýa kyn laş ma sy aşak-

da ky aň lat ma bi len kes git le nil ýär:

η k+1=η k+∆η k.

Grinş tad tyň al go rit min de [13]:

g

x

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

g

g g x
g g

g x g g g g

1
T
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k k k

k k T k k k k T
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$ $
$

$ $ $
$ $

$ $

T
T T

T T T T
T T

T T T T T T

h
h

h h
h

h h h
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- r6 @
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(23)
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Gold far byň al go rit min de [13]:

x g
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) .k

g g
g g x
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g x
g1 1T Tk
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Ne ti je li li gi bo ýun ça bu usul lar De wi do nyň-Flet çe riň-Pauel liň al-
go rit mi bi len de ňeş di rer lik dir.

1.5.5. Flet çe riň al go rit mi

Flet çer ta ra pyn dan kwad rat funk si ýa üçin n ädim den soň pro se-
siň ahy ry ny gör kez ýän şer tiň taş la nyp, şeý le funk si ýa lar üçin η→H-1 
(ýag ny η→H -1 mat ri sa nyň hu su sy ba ha la ry na ym tyl ýar) ym tyl ma nyň 
üp jün edil me si ta lap edil ýän usul hö dür le nil di. 

Flet çer ta ra pyn dan η mat ris anyň no bat da ky ýa kyn laş ma sy üçin 
al nan aň lat ma sy aşak da ky gör nü şe eýe dir [15]:

x

g( )

( )

( )

( )

( )

( )
.E

x g

g
E

x g

g x

x

x xk

k T k
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k T k

k k
1

T

T

T T

$
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T T

T T

T T

T T

T T

T T
h h= - - ++ = =G G (25)

Ýö ne Flet çer ta ra pyn dan η mat ri sa ny ha sap la mak üçin tek lip edi-
len al go ritm de ol kä bir şert le riň ýe ri ne ýe ti ri li şi ne gö rä dür li gör nüş de 
ha sap la nyl ýar:

a) (∆g̅ k)T∙H-1 (x̅ k)∙∆g̅ k<(∆g̅ k)T∙η k∙∆g̅ k

deň siz lik ýe ri ne ýe ten de no bat da ky ηk+1 ýa kyn laş ma ny ha sap la mak 
üçin De wi do nyň-Flet çe riň-Pauel liň al go rit min dä ki (19) deň lik ula-
nyl ýar;

b) (∆g̅ k)T∙H-1 (x̅ k)∙∆g̅ k≥(∆g̅ k)T∙ηk∙∆g̅ k

deň siz lik ýe ri ne ýe ten de (25) deň lik ula nyl ýar.
El bet de, a) we b) şert le ri bar la mak kyn we H-1 (x̅ k) mat ri sa ny 

tap ma ly bol ýan dy gy üçin ol ma ny sy ny hem ýi tir ýär. Şol se bäp li bu 
al go ritm peý da la ny lan da a) we b) şert ler bar la nyl maz dan (25) deň lik 
ula nyl ýar. Ýö ti re test üçin funk si ýa la ryň üs ti bi len bu ýag daý da Flet-

(24)
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çe riň al go rit mi niň ne ti je li li gi bo ýun ça De wi do nyň-Flet çe riň-Pauel liň 
al go rit min den pes ne ti je li di gi ni göt ke zip bo lar. 

De wi do nyň-Flet çe riň-Pauel liň we Flet çe riň al go ritm le ri niň ne ti-
je li li gi ula nyl ýan biröl çeg li göz leg usul la ry ny kes git le ýär ler. Köp ha-
lat lar da ula nyl ýan ol ýa-da beý le ki usul lar da ky üs tün lik ler şol biröl-
çeg li göz leg usul la ry nyň ne ti je li li gi ni kes git le ýär. 

λk= arg min
m

f(x̅ k+λ∙S̅ k)

me se lä ni çöz mek de (bu ýer de S̅ k= – η(x̅ k)∙d f(x̅ k)) bu usul lar ula ny lan-
da λ k ulu ly gyň op ti mal ba ha sy (0, λꞌ) ara lyk da kub funk si ýa nyň in ter-
pol ýa si ýa sy nyň kö me gi bi len kes git le nil ýär. Bu ýer de:

1,
2

f

f f
min

x S

x
T k k

k
0

d
=m

-
m

l
]

]

g

g6 @
( 2

deň li giň kö me gi bi len kes git le nil ýär. Bu ýer de f0 f(x̅) funk si ýa nyň 
S̅ kwek to ryň ug ry bo ýun ça biröl çeg li göz leg pro se si niň kö me gi bi len 
ta py lan iň ki çi ba ha lan dyr ma sy. Eger λ-nyň kub funk si ýa nyň in ter pol-
ýa si ýa sy nyň kö me gi bi len kes git le nen ba ha sy λ′-den uly bol sa, on da 
sy nag ädim le ri üçin λ-nyň baş lan gyç ba ha la ry

λr+1=0,1λr

gör nüş de alyn ýar. Bu ýer de r biröl çeg li göz leg dä ki ädim le riň yzy-
gi der li gi niň ter ti bi. Eger λ<λ′ we f(x̅ k+λ∙S̅ k)<f0 bol sa, onda biröl çeg li 
göz leg ta mam lan ýar. 

Umu man, biröl çeg li göz leg de kwad rat in ter pol ýa si ýa nyň ula nyl-
ma gy kub in ter pol ýa sy ýa nyň ula nyl ma gyn dan pes ne ti je be rmeýär, 
al go ritmler hem şon ça rak ne ti je li dir. 

1. Üýt ge ýän met ri ka nyň usul la ry nyň esa sy ide ýa sy nä me den yba rat?
2.  Broý de niň usu ly nyň ite ra sion aň lat ma sy we al go rit miň ädim le ri 

nä hi li kes git len ilýär?
3.  De wi do nyň-Flet çe riň-Pauel liň al go rit min de ηk+1 mat ri sa nyň no bat-

da ky ýa kyn laş ma sy nä hi li gu rul ýar?
4.  Pir so nyň al go rit min de ηk+1 mat ri sa nyň no bat da ky ýa kyn laş ma sy 

nä hi li gu rul ýar?
5.  Grinş tad tyň we Gold far byň al go rit min de ηk+1 mat ri sa nyň no bat da-

ky ýa kyn laş ma sy nä hi li gu rul ýar?
6.  Flet çe riň al go rit min de ηk+1 mat ri sa nyň no bat da ky ýa kyn laş ma sy 

nä hi li gu rul ýar?

So rag lar
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§ 1.6. Je ri me funk si ýa la ry usul la ry

Ama ly ýet de has köp ýaý ran op ti mal laş dyr ma me se le le ri çäk len-
dir me le ri bar bo lan me se le ler dir, ýag ny kä bir çäk len dir me ler ul ga-
my ny ka na gat lan dyr ýan op ti mal çö zü wi tap mak me se le le ri dir. Şert-
siz op ti mal laş dyr ma me se le le ri niň ne ti je li usul la ry nyň bar bol ma gy 
bu usul la ry şert li op ti mal laş dyr ma me se le le ri ni çöz mek de ulan ma ga 
ym ty lyn ma gy na ge tir ýär. Onuň üçin şert li op ti mal laş dyr ma me se le-
le ri ni öz ger dip, ola ry şert siz op ti mal laş dyr ma me se le le ri ne ge tir mek 
ze rur dyr.

Goý, aşak da ky şert li op ti mal laş dyr ma me se le si ni çöz mek ge rek 
bol sun:

min{f(x̅) ǀ hj (x̅), j=1, 2,…,m; gj (x̅)≤0, j=m+1, m+2, …, k}.  (26)

Bu ýer de mak sa dy gör kez ýän funk si ýa we çäk len dir me le riň ul-
ga myn da ky funk si ýa lar gü ber çek funk si ýa lar dyr. 

Je ri me funk si ýa la ry usul la ry nyň esa sy ma ny sy şeý le dir [19]. Il ki 
aşak da ky ýa ly kö mek çi funk si ýa gu rul ýar:

.x r x x x,Q f r H h r G gj

m

j jj m

k

jj 11
$= + +

= +=
] ] ] ]g g g g7 7A A/ /     (27)

Bu funk si ýa (26) me se lä niň ýa kyn la şan çö zü wi aşak da ky şert siz 
me se le le riň yzy gi der li gi niň çö zül me gi ne ti je sin de ta py lar ýa ly edi lip 
gu rul ýar:

             min Q(x̅, r̅).  (28)

Je ri me funk si ýa la ry usul la ryn da H(u) we G(u) funk si ýa lar de-
giş li çäk len dir me ler ka na gat lan dy ryl ma dyk ýag da ýyn da nol dan ta-
pa wut ly (po lo ži tel) bo lar ýa ly edi lip saý la nyl ýar. (27) funk si ýa nyň 
mi ni mal laş dyr ýan dy gy se bäp li, çäk len dir me le riň bo zul ýan ug ru na ta-
rap he re ket oňaý ly däl dir. Beý le usul lar da H(u) we G(u) funk si ýa lar 
ýolbe rer  li ob las tyň için de no la deň bol ma ly dyr lar. Me se lem, aşak da-
ky çäk len dir me ler de

gj (x̅)→0+0 bo lan da Gj [gj (x̅)]→0 bol ma ly.

(26) me se lä niň ýa kyn la şan çö zü wi (28) me se le le riň yzy gi der lik-
le ri rj→∞, j=1, 2,…, k bo lan da çö zü lip alyn ýar. De giş li usul lar daş ky 
no ka dyň usul la ry diý lip hem at lan dy ryl ýar (1.7-nji surat). 
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r1  < r2  <  r3

1.7nji su rat. Çäk len dir me ler ýe ri ne ýet me dik ýag da ýyn da 
je ri mä niň eme le ge l şi 

Päs gel çi lik funk si ýa la ry usu lyn da [19] ýolbe rer  li ob last da H(u) 
we G(u) funk si ýa lar nol dan ta pa wut ly edi lip, ýag ny olar bu ob las-
tyň iç ki no kat la ryn da nol dan ta pa wut ly ki çi ba ha la ra eýe bo lup, onuň 
çäk le ri ne iç ki no kat lar bo ýun ça go laý la şy lan da po lo ži tel uly ba ha la ra 
eýe bo lar ýa ly edi lip saý la ny lyp alyn ýar. Me se lem, deň siz lik ler çäk-
len dir me le ri

gj (x̅)→0-0 bo lan da Gj [gj (x̅)]→0 bol ma ly.

Beý le usul la ra iç ki no kat usul la ry di ýil ýär. Bu gör nüş li je ri me-
ler funk si ýa la ry ny (päs gel çi lik ler funk si ýa la ry ny) ulan ýan al go ritm-
ler de göz leg wag tyn da x̅ no ka dyň el my da ma ýolbe rer  li ob las tyň iç ki 
no ka dy bo lup gal ma gy ta lap edil ýär (1.8-nji surat). 

r1  < r2  <  r3

1.8nji su rat. Ob las tyň çä gi niň ýa kyn la ryn da päs gel çi lik le riň eme le ge lşi 
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(1) me se lä niň ýa kyn la şan çö zü wi rj→0, ( j=1, 2,…,k) bo lan da (3) 
me se le le riň yzy gi der li gi çö zü lip alyn ýar. 

Deň lik le ri çäk len dir mek mak sa dy bi len je ri me funk si ýa la ry saý-
la ny lan da adat ça

[hj (x̅)]→0 bo lan da Hj [hj (x̅)]→0

bol ma gy ta lap edil ýär. Bu şer ti ka na gat lan dyr ýan funk si ýa lar bo lup, 
me se lem, aşak da ge ti ri len funk si ýa lar hyz mat edip bilerler.

1) H h x h xj jj =] ]g g7 A
2) H h x h xj j j

2=] ]^g gh7 A , 
3) ,H h x h xj j j= ?] ]^g gh7 A a jü büt san.
Deň siz lik le ri çäk len dir mek mak sa dy bi len je ri me funk si ýa la ry 

saý la ny lan da 
gj (x̅)≤0 bo lan da Gj [gj (x̅)]=0 bol ma gy;
gj (x̅)>0 bo lan da bol sa, Gj [gj (x̅)]>0 deň siz li giň ýe ri ne ýet me gi 

ta lap edil ýär. Bu şer ti ka na gat lan dyr ýan funk si ýa lar bo lup, me se lem, 
aşak da ge ti ri len funk si ýa lar hyz mat ed ýär:

1) G g x g x g x
2
1

j j j j= +] ] ]g g g7 A " ,, 

2) G g x g x g x
2
1

j j j j

2

= +] ] ]bg g g l7 A " ,

3) G g x g x g x
2
1

j jj j= +
?

] ] ]bg g g l7 A # - , (a – jü büt san).

Deň siz lik le ri çäk len dir mek mak sa dy bi len päs gel çi lik le riň funk-
si ýa la ry hök mün de, me se lem aşak da sa nal ýan gör nüş li funk si ýa la ry 
saý lap alyp bo lar:

1) G g x
g x
1

j j
j

=-]
]

g
g7 A ;

2) lnG g x g xj j j=- -] ]g g7 7A A.

Je ri me ler ýa-da päs gel çi lik ler funk si ýa la ry usul la ry ula ny lan da 
ýe ri ne ýe tir me li amal la ryň yzy gi der li gi:

1) (26) me se lä esas la nyp, (27) funk si ýa ny gur ýa rys. x̅-iň baş lan-
gyç ýa kyn laş ma sy nyň we rj je ri mä niň baş lan gyç ba ha sy ny saý la ma ly.

2) (28) me se lä ni çöz me li.

3. Sargyt № 2463
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3) Eger al nan çö züw çäk len dir me ler ul ga my ny ka na gat lan dyr-
ma sa, on da je ri me ler funk si ýa sy usu ly ula ny lan da rj koef fi si ýent le-
riň ba ha la ry ulal dy lyp, ýe ne-de (28) me se le çö zül ýär. Päs gel çi lik ler 
funk si ýa la ry usu ly ula ny lan da ob las tyň çägin de çö züw alyp bo lar ýa-
ly rj koef fi si ýent le riň ba ha la ry pe sel dil ýär.

4) Eger al nan çö züw kes git li ta kyk lyk bi len çäk len dir me ler ul ga-
my ny ka na gat lan dyr sa, bu pro ses bes edil ýär.

1. Je ri me ler funk si ýa la ry usul la ry nyň esa sy ma ny sy nä me den yba rat? 
2. Bu usul da me se le le riň nä hi li yzy gi der li gi ula nyl ýar?
3.  Päs gel çi lik le riň funk si ýa la ry usu ly nyň aý ra tyn ly gy nä me den yba-

rat? Bu usul da me se le le riň nä hi li yzy gi der li gi ula nyl ýar? rj koef fi-
si ýent le riň ba ha la ry nä hi li üýt ge ýär ler?

4. Je ri me funk si ýa la ry nyň gör nüş le ri barada gürrüň beriň.
5. Päs gel çi lik funk si ýa la ry nyň gör nüş le ri barada gürrüň beriň.

§ 1.7. Göz le giň sta tis ti ki usul la ry

Sta tis ti ki usul lar ýa-da tö tän le ýin göz le giň usul la ry di ýil ýän 
usul lar op ti mal çö züw le ri gur mak da giň den ula nyl ýar. Onuň se bä bi 
öl çe giň ulal ma gy bi len öň den bel li (kes git li) usul la ryň ne ti je li li gi niň 
pe sel ýän di gin de dir. Beý le ki bir ta rap dan, kä ha lat lar da kes git li usul la-
ry ulan mak üçin ge rek bol ýan mag lu mat lar ýet mez çi lik ed ýär. Sta tis-
ti ki al go ritm ler, esa san do lan dy ryş ul gam la ry nyň op ti mal çö züw le ri 
göz le nilen de ula nyl ýar (1.9-njy su rat). Bu ul gam lar da ne ti je ler di ňe 
onuň gi ri şin de x̅-do lan dy ryş tä sir le ri niň ulu lyk la ry ber len de eme le 
gel ýär. Şeý le ýag daý lar da sta tis ti ki al go ritm ler kes git li usul lar dan has 
ne ti je li dir. 

x1

f(x̅)belli dälx2

x3

y=f(x̅)

1.9njy su rat. Ul ga my op ti mal do lan dyr manyň sta tis ti ki usul la ryny 
ulan mak bilen uly öl çeg li me se le ler çö zü len de 

ýada glo bal ekst re mum göz le nen de has uly ne ti je ler alyn ýar.

Soraglar 
we 

ýumuşlar
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Sta tis ti ki usul lar ýada tö tän le ýin göz le giň usul la ry di ýip mak-
sat funk si ýasy hak da mag lu mat lar ýyg na lan da ýa-da onuň ba ha sy ny 
go wu lan dyr ma gyň iş çi ädim le ri saý la nan da tö tän lilik ele ment le ri duş 
ge lin ýän usul la ra aý dyl ýar. Tö tän lik bi len in me ug ry, ädi miň uzyn ly gy, 
çäk len dir me le riň bo zu lan ýag da ýyn da ky je ri mä niň ulu ly gy we şu la ra 
meň zeş ler saý la nyl ma gy müm kin. 

Sta tis ti ki usul lar aşak da sa nal ýan ar tyk maç lyk la ra eýe dir:
– prog ram ma la ryň işe gi ri zil me gi niň ýö ne keý li gi;
– äh ti bar ly ly gy we şow suz ly ga dur nuk ly ly gy;
– köp ýerlerde ulanylýanlygy;
– öw re di ji amal la ryň we göz le giň al go rit mi niň gi ri zil me müm-

kin çi li gi;
– op ti mal çö zü wi çak la ma amal la ry nyň gi ri zil me müm kin çi li gi.
Bu usul la ryň esa sy ýet mez çi lik le ri ne mi ni mu my göz len ýän funk-

si ýa nyň ba ha la ry nyň köp ge zek ha sap la ma ly bol ýan dy gy we ekst re-
mu myň tö we re gin de ýyg nan ma tiz li gi niň pes li gi de giş li dir. 

Sta tis ti ki usul la ryň ar tyk maç ly gy me se le le riň öl çe gi niň art ma gy 
bi len ýo ka r lan ýar diý lip ha sap edil ýär. Se bä bi me se le le riň öl çe gi niň 
art ma gy bi len ha sap la ma ga gid ýän çyk da jy lar (me se lem, wagt) kes git-
li usul lar da sta tis ti ki usul la ra ga ran da has çalt art ýar (1.10-njy surat). 

1.7.1.Ýö ne keý tö tän le ýin göz leg

Goý, bi ze x̅ϵ[A̅, B̅] şert de f(x̅) funk si ýa ny mi ni mal laş dyr ma me-
se le si ni çöz mek ge rek bol sun (1.10-njy surat). 

x2

B2

B1

A1

x̅1

x̅1

x̅2 x̅3

x̅4

1.10njy su rat. Ýö ne keý tö tän le ýin göz leg
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Bu ob last dan de ňöl çeg li paý laş dyr ma ka nu ny bo ýun ça x̅1 tö tän-
le ýin no ka dy ta pyp, bu no kat da ky f(x̅) funk si ýa nyň y1=f(x̅1) ba ha sy-
ny ta pa lyň. Soň ra edil şo nuň ýa ly edip x̅2 tö tän le ýin no ka dy ta pyp, 
bu no kat da ky f(x̅) funk si ýa nyň ba ha sy ny (y2=f(x̅2)) ta pa lyň. Bu ba-
ha la ryň ki çi si ni we funk si ýa nyň şol ki çi ba ha sy nyň ka bul edil ýän 
no ka dy ny ýat da sak la lyň. Soň ra tä ze bir tö tän le ýin no ka dy ta pyp, 
şol no kat da ky f(x̅) funk si ýa nyň ba ha sy ny ta pa lyň. N ge zek ge çi ri len 
şeý le tej ri be den soň, ola ryň ara syn dan iň go wu sy ny, ýag ny funk si-
ýa nyň iň ki çi ba ha sy ka bul edil ýän no ka dy saý la ýa rys.

Ber len ta kyk lyk bi len çö zü wi (funk si ýa nyň iň ki çi ba ha sy ka-
bul edil ýän no ka dy) tap ma ga ge rek bol jak tej ri bä niň sa ny ny, ýag ny 
ge rek bol jak no kat la ryň sa ny ny ba ha lan dy ra lyň. Goý, n – üýt ge ýän 
ulu lyk la ryň wek to ry nyň öl çe gi bol sun. n – öl çeg li gö nü burç lu gyň 
göw rü mi: 

( )V B A
1i

n

i i= -
=

%
bo lar. 

Eger ber len me se lä niň çö zü wi ni her bir üýt ge ýän ulu lyk bo ýun ça 
εi (i=1, 2,…, n) ta kyk lyk bi len tap mak ge rek bol sa, on da biz op ti mal 
no ka dyň 

V
i 1

n

i= f
=

f %

göw rüm li go laý tö we re gi ne düş mä ge ymtyl ma ly dy rys. Bu go laý tö-

we re ge bir sy nag da düş me giň äh ti mal ly gy P
V

V
=f

f . Oňa düş mez li giň 
äh ti mal ly gy 1-Pε deň. Sy nag la ryň öza ra bag ly däl li gi se bäp li, N ge zek 
ge çi ri len sy nag da bu go laý tö we re ge düş me zligimiziň äh ti mal ly gy 
(1-Pε)

N deň bo lar. 
N ge zek ge çi ri len sy nag da (tej ri be de) bi ziň çö zü wi tap ma gy my-

zyň äh ti mal ly gy:
P=1 – (1 – Pε)

N

bo lar. Bu ýer den ber len ta kyk lyk bi len çö zü wi (funk si ýa nyň iň ki çi 
ba ha sy ka bul edil ýän no ka dy) tap ma ga ge rek bol jak tej ri bä niň (sy na-
gyň) sa ny nyň ba ha lan dyr ma sy nyň
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N
P
P

1
1

ln
ln$

-
-

f^
]

h
g

bol jak dy gy ge lip çyk ýar. 
Ber len εi (i=1, 2,…, n) ta kyk ly ga we V ulu ly ga da ýa nyp, Pε äh ti-

mal ly gy kes git läp bo lar. Şeý le-de P äh ti mal ly gy öňün den be rip, oňa 
we Pε äh ti mal ly ga gö rä N sy na gyň (tej ri bä niň) sa ny nyň nä hi li üýt ge-
ýän di gi ni gör mek bo lar (1.1-nji tab li sa).

Has çyl şy rym ly geo met ri ýa ly ob last lar da ky ekst re mal me se le ler 
çö zü len de ol ob las ty n öl çeg li pa ral le le pi pe diň içi ne sal ma ly. Soň-
ra bu n öl çeg li pa ral le le pi ped de tö tän le ýin no kat lar de ňöl çeg li paý-
laş dyr ma ka nu ny bo ýun ça saý la nyp alyn ýar we ola ryň di ňe ber len 
ýolbe rer  li ob las ta de giş li le ri ni sak lap gal ýa rys (1.11-nji surat).

1.1-nji tab li sa

Pε P

0.8 0.9 0.95 0.99 0.999
0.1 16 22 29 44 66

0.025 64 91 119 182 273
0.01 161 230 299 459 688
0.005 322 460 598 919 1379
0.001 1609 2302 2995 4603 6905

x̅2

x̅2 x̅3

x̅1

x̅1

A2
A1

x̅ x̅

x̅

B2

B1

1.11nji su rat. Çyl şy rym ly ob last da ky ýö ne keý tö tän le ýin göz leg
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Göz leg ler ug ruk dy ryl ma dyk we ug ruk dy ry lan tö tän le ýin göz leg 
di ýen gör nüş le re bö lün ýär. 

Ug ruk dy ryl ma dyk tö tän le ýin göz leg de is len dik soň ky sy nag-
lar öň ki sy nag la ryň ne ti je si ne bag ly däl lik de ge çi ril ýär. Beý le göz-
leg de ýyg nan ma ha ýal bol ýar. Ýö ne bu usu lyň ar tyk maç ly gy onuň 
kö me gi bi len kö p ekst re mal me se le le ri çöz mek de me se-mä lim ýü ze 
çyk ýar. Bu göz le ge ýo kar da se re di len ýö ne keý tö tän le ýin göz leg my-
sal bo lup bi ler.

Ug ruk dy ry lan tö tän le ýin göz leg de is len dik dür li sy nag lar öza-
ra bi ri-bi ri bi len bag ly dyr lar. Ge çi ri len sy nag la ryň ne ti je le ri soň ky sy-
nag la ry gu ra mak da ula nyl ýar. Adat ça, tö tän lik göz le giň ug ry kes git le-
ni len de ula nyl ýar. Bu usul lar da ýyg nan ma ýo ka ry dyr, ýö ne olar di ňe 
lo kal ekst re mum lar göz le nen de ulan ma ga ýa ram ly dyr lar.

1.7.2. Ug ruk dy ry lan tö tän le ýin göz le giň 
ýö ne keý al go rit mi

Jü büt syna gyň al go rit mi. Bu algo ritm de sy nag we iş ädim le ri 
anyk bö lü nen dir (1.12-nji surat). 

Goý, x̅ k no kat k-njy ädim dä ki f(x̅) – funk si ýa nyň ki çi ba ha sy-
ny ber ýän no kat bol sun. De ňöl çeg li paý laş dyr ma ka nu ny bo ýun-
ça paý la nan ξ̅ tö tän le ýin wek tor saý la ny lyp, göz len ýän x̅ k no ka dyň 
iki ta ra py bo ýun ça hem sy nag ge çi ril ýär. Ýag ny f(x̅) funk si ýa nyň 
x k

,1 2=x̅ k±g∙ξ ̅ no kat lar da ky ba ha la ry ta pyl ýar. Bu ýer de g – sy nag ädi-
mi niň ulu ly gy.

Iş ädi mi mak sat funk si ýa sy nyň ke mel ýän ta ra py na ga bat gel ýän 
ugur bo ýun ça al nyp ba ryl ýar. No bat da ky ýa kyn laş ma aşak da ky deň-
lik bo ýun ça kes git le nil ýär:

x̅ k+1=x̅ k+∆x̅ k=x̅ k+a∙ξ ̅∙sign[f(x̅ k–g∙ξ ̅ )–f(x̅ k+g∙ξ ̅ )].

Bu al go rit miň aý ra tyn ly gy onuň «tol gun ma ga» ýo ka ry meý li niň 
bar ly gyn da dyr. Ýag ny, ekst re mum ta py lan dan soň hem al go rit miň 
pro se si başga ugra alyp git me gi müm kin. 
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x̅k+3

x̅k+2

x̅ k+1

x̅k+4

x1,1
1k+

x ,
k
1 1

xk
1

x1,2
k

1.12nji su rat. Jü büt sy na gy al go rit mi

Iň go wy sy na gyň al go rit mi (1.13-nji surat). k-njy ädim de biz 
x̅k-no ka dy al ýa rys. m sa ny tö tän bir lik wek tor la ry saý lap ala lyň:
ξ ̅1, ξ ̅2,…,ξ ̅m.g∙ξ ̅1, g∙ξ ̅2,…,g∙ξ ̅m ugur lar bo ýun ça sy nag ädim le ri ni ädip, 
f(x̅) funk si ýa nyň x̅ k+g∙ξ ̅1, x̅ k+g∙ξ ̅2,…,x̅ k+g∙ξ ̅m no kat lar da ky ba ha la-
ry ny ha sap la ýa rys. Ugur lar dan bu funk si ýa has uly ki çel me ber ýän 
ξ ̅ 

*=arg
i=1,…,m
min  f(x̅ k+g∙ξ ̅i) ug ry saý lap al ýa rys. Şol ugur bo ýun ça:

∆x̅ k=λ∙ξ ̅ *

ulu ly ga deň bo lan ädim äd ýä ris. 
λ pa ra metr iň go wy sy nag bo ýun ça mi ni mal laş dyr ma nyň ne ti je-

sin de ýa-da baş ga kes git li ter tip bo ýun ça kes git len ýän ug ra gö rä alyn-
ýar.

Sy nag la ryň sa ny nyň art ma gy bi len saý la nan ugur f(x̅) gra di ýen-
tiň ug ru na ýa kyn laş ýar. 

Eger f(x̅) funk si ýa çy zyk ly funk si ýa ýa kyn bol sa, on da iň go wy 
we iň pes ne ti je li sy nag la ryň ara syn dan göz le gi çalt lan dyr ma ga ýar-
dam ber ýä ni ni saý la ma ga müm kin çi lik bar dyr. Bu ýag daý da iş ädi mi-
ni iň go wy ne ti je li ug ra ga bat gel ýän ugur bo ýun ça ýa-da iň pes ne ti je 
ber ýän ug ra gar şy ugur bo ýun ça ät mek dog ry bo lar. 
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x̅2

x̅3

x̅0

x̅1

1.13nji su rat. Iň go wy sy nag al go rit mi

1.7.3. Sta tis ti ki gra di ýent usu ly
Ber len x̅ k ýag daý dan m sa ny tö tän le ýin ugur bo ýun ça m sa ny 

bag la ny şyk syz g∙ξ ̅1, g∙ξ ̅2,…,g∙ξ ̅m sy nag lar edip, al nan no kat lar da funk-
si ýa nyň ba ha sy ny ha sap la ýa rys. Her bir sy nag üçin funk si ýa nyň art-
dyr ma sy ny ýat da sak la ýa rys:

∆fj=f(x̅k+g∙ξ ̅j) – f(x̅k).

Soň ra aşak da ky wek tor je mi ni tap ýa rys:

f f
1

j j
j

m

T p=
=

/ .

m→∞ bo lan da ∆f̅ wek to ryň ug ry mak sat funk si ýa sy nyň gra di-
ýen ti niň ug ry bi len ga bat gel ýär. m tü ke nik li bo lan da ∆f̅ wek tor gra di-
ýen tiň ug ru nyň sta tis ti ki ba ha lan dyr ma sy ny ber ýär. ∆f̅ wek to ryň ug ry 
bo ýun ça iş ädi mi ädil ýär. Ne ti je de, no bat da ky ýa kyn laş ma: 

x̅ k+1=x̅ k – λ∙(∆f̅ )/‖∆f̅ ‖ 

aň lat ma bo ýun ça kes git le ner.
Ber len ugur bo ýun ça funk si ýa ny mi ni mal laş dyr ýan λ-nyň op-

ti mal ba ha sy kes git le nen de iň çalt in me usu ly nyň sta tis ti ki gör nü şi-
ni ala rys. De ter mi nir le nen (tö tän lik le riň ýok bo lan) al go ritm ler den 
ta pa wut ly lyk da bu usul da iş ädi mi ni m<n bo lan da hem saý la ma ga 
müm kin çi lik bar dyr. m=n bo lan da we koor di na ta lar ok la ry nyň ug ru-
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na ug ruk dy ry lan to tän le ýin däl or to go nal iş ädim le rin de bu al go ritm 
gra di ýent usu ly na öw rül ýär (1.14-nji surat). 

∆f̅1

∆f̅3

∆f̅3

1.14nji su rat. Sta tis ti ki gra di ýent al go rit mi

1.7.4. Gi perk wad rat ug ruk dy ry jy ly iň go wy sy nag al go rit mi

Ýolbe rer  li ob las tyň için de gi perk wad rat gu rul ýar. Bu gi per k wad-
ra tyň için de m sa ny tö tän le ýin taş la nan x̅1, x̅2,…, x̅m no kat lar al nyp, 
funk si ýa nyň şol no kat lar da ky ba ha la ry ha sap la nyl ýar. Gur lan no kat-
la ryň ara syn dan iň go wu sy ny saý lap al ýa rys. Şeý le lik bi len, gi per-
k wad rat ug ruk dy ry jy ly iň go wy sy nag al go rit mi niň 1-nji döw rün de 
tö tän le ýin no kat la ryň koor di na ta la ry a x bi i i

1 1# #  i=1, 2,…, n) deň-
siz lik le ri ka na gat lan dyr ýar. Bu ýer de x̅ 1=arg

i=1,…,m
min {f(x̅j)} mak sat funk-

si ýa sy ny mi ni mal laş dyr ýan no kat (1.15-nji surat).

x̅1x̅1
x̅2

x̅3

x1
B1

x2

B2

1.15nji su rat. Gi perk wad rat ug ruk dy ry jy ly iň go wy sy nag al go rit mi
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Bu no ka da da ýa nyp tä ze gi perk wad rat gur ýa rys. k-njy ädim de 
funk si ýa nyň mi ni mu my ga za nyl ýan no kat (k+1)-nji ädim dä ki tä ze gi-
perk wad ra tyň mer ke zi hök mün de alyn ýar.

(k+1)-nji ädim dä ki tä ze gi perk wad ra tyň de pe le ri niň koor di na ta-
la ry aşak da ky deň lik ler bi len kes gitlenil ýär:

,a x
b a

2i
k

i
k i

k
i
k

1 1
= -

-+ +       b x
b a

2i
k

i
k i

k
i
k

1 1
= +

-+ + ,

bu ýer de x
i

k  – k-njy ädim dä ki gi perk wad rat da ky iň go wy no kat (funk-
si ýa nyň mi ni mu my ga za nyl ýan no kat). 

Tö tän lik bi len taş la nan m sa ny no kat la ryň üs ti bi len tä ze gi per-
kwad rat da hem ýo kar da be ýan edi len amal la ryň yzy gi der li gi ni gaý ta-
la ýa rys. Ne ti je de, gi perk wad rat la ryň funk si ýa nyň ke mel ýän ta ra py na 
ug ruk dy ry lan orun üýt get me si bo lup geç ýär. 

Öw ret me äheň li al go ritm de gi perk wad rat la ryň ta rap la ry ýö ri te 
gi ri zi len düz gün bo ýun ça ol ta rap la ry üýt ged ýän usu ly kes git le ýän 
kä bir α pa ra met riň kö me gi bi len ter tip leş di ri lip bil ner. Bu ýag daý da 
(k+1)-nji ädim dä ki tä ze gi perk wad ra tyň de pe le ri niň koor di na ta la ry 
aşak da ky deň lik ler bi len kes gitle nil ýär:

,a x
b a

2i
k

i
k i

k
i
k

1 1

a
= -

-+ +      b x
b a

2i
k

i
k i

k
i
k

1 1

a
= +

-+ + .

Gi perk wad rat la ryň ta rap la ry ny ter tip leş dir ýän dog ry saý la ny lyp 
al nan usul göz le giň ne ti je li al go rit mi ne ge tir ýär. 

Tö tän le ýin göz leg al go ritm le rin de ug ruk dy ry jy gi perk wad rat la-
ryň de re gi ne ug ruk dy ry jy gi pers fe ra lar, ug ruk dy ry jy gi per ko nus lar 
ula ny lyp bil ner. 

1.7.5. Glo bal göz leg al go rit mi

Tö tän le ýin göz leg köp ekst re mum ly me se le le ri we çyl şy rym ly 
des ga lar op ti mal laş dy ry lan da aý gyt laý jy or na eýe bol ýar. Umu my 
ýag daý lar da köp ekst re mum ly me se le le ri çöz mek tö tän le ýin hä si ýet li 
ele ment le ri ulan maz dan müm kin däl dir.

Glo bal ekst re mu my göz le megiň kä bir çe me leş me le ri ne se re de liň.
I al go ritm. Ýolbe rer  li çö züw le riň D ob las tyn da tö tän lik bi len 

x D
1
!r  no ka dy saý la ýa rys. Bu no ka dy baş lan gyç no kat hök mün de 
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ka bul edip, kä bir de ter mi nir le nen (tö tän le ýin hä si ýet li ele ment le ri 
ýok bo lan) usul la ryň bi ri niň ýa-da ug ruk dy ry lan tö tän le ýin göz le giň 
al go rit mi niň kö me gi bi len x̅1 no ka dyň tö we re gin de bo lan lo kal eks-
tre mu myň x D*

1 !  no ka dy na in mä ni ama la aşyr ýa rys (1.16-njy surat). 
Soň ra tä ze tö tän le ýin x D2 !  no ka dy saý la ýa rys we ýo kar da be-

ýan edi len usul bo ýun ça onuň tö we re gin de bo lan lo kal ekst re mu myň 
x D*
2 !  no ka dy na in mä ni ama la aşyr ýa rys we şu ňa meň zeş ler. 

Göz leg ber len m san ge zek gaý ta la ny lan da funk si ýa nyň öň ki lo-
kal mi ni mum ba ha syn dan ki çi ba ha ta pyp bol ma ýan wag tyn da tog ta-
dyl ýar.

x̅*
1

x̅*
4

x̅*
2

x̅*
3

x̅1

x̅2

x̅3

x̅4

1.16njy su rat. I al go ritm

II al go ritm. Goý, lo kal ekst re mu myň kä bir x D*
1 !  no ka dy al-

nan bol sun. On dan soň tä f x f x*
2 11] ]g g deň siz li gi ka na gat lan dyr ýan 

x̅2 no kat ta pyl ýan ça ug ruk dy ry lan tö tän le ýin göz le ge geç ýä ris. 
x̅2 no kat dan kä bir de ter mi nir le nen (tö tän le ýin hä si ýet li ele ment-

le ri ýok bo lan) usul la ryň bi ri niň kö me gi bi len ýa-da ug ruk dy ry lan tö-
tän le ýin göz le giň al go rit mi niň kö me gi bi len )f x f x * *

2 11] ]g g deň siz li-
gi ka na gat lan dyr ýan x*

2  no ka da geç ýä ris. 
Soň ra tö tän le ýin göz le giň kö me gi bi len f x f x*

3 21] ]g g deň siz li gi 
ka na gat lan dyr ýan tä ze x̅3 no ka da geç ýä ris we on dan lo kal ekst re mu-
myň kä bir x*

3  no ka dy na in ýä ris we ş.m. 
Göz leg tä ze saý la nan tö tän le ýin no ka dyň is len di gi üçin funk si-

ýa nyň ba ha sy öň ki lo kal ekst re mum dan uly bo lan da tog ta dyl ýar we 
soň ky no kat lo kal ekst re mum çö zü wiň de re gi ne ka bul edil ýär. 
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III al go ritm. Goý, x D1
0 !  kä bir baş lan gyç no kat bo lup, on dan 

lo kal ekst re mu myň no ka dy na in me ama la aşy ryl ýan bol sun. Bu x*
1  

no kat dan ýa-ha tö tän le ýin ug ra, ýa-da x x*
1 1

0-  no ka da ta rap funk si ýa 
ýe ne-de ke me lip baş la ýan ça he re ket ed ýä ris (1.17-nji surat).

Al nan x0
2  no kat in di ki göz le giň baş lan gy jy hök mün de ka bul edil-

ýär. Ne ti je de, lo kal ekst re mu myň tä ze x*
2  no ka dy ny ta pa rys. 

Eger f x f x * *
2 11] ]g g deň siz lik dog ry bol sa, on da x*

1  no kat ýat dan 
çy ka ry lyp, onuň ýe ri ni x*

2  no kat eýe lär. Eger f x f x * *
2 11] ]g g deň siz-

lik dog ry bol sa, on da x*
1  no ka da gaý dyp ge lip, on dan tö tän le ýin ug ra 

ta rap he re ket ed ýä ris.

x̅*
1

x̅*
2

x̅ 01
x̅ 0

   2 

1.17nji su rat. III al go ritm

Göz leg öň den ber len san ly sy nag dan soň tä ze lo kal ekst re mum 
no ka dy ny saý la mak ba şa ryl ma dyk ýa-da funk si ýa nyň ba ha sy ýe ne-de 
ke me lip baş la ýan «tö tän le ýin» ugur ta pyl ma dyk ýag da ýyn da tog ta-
dyl ýar we soň ky no kat lo kal ekst re mum çö zü wiň de re gi ne ka bul edil-
ýär. 

Be ýan edi len al go ritm köp bag la ny şyk ly ob last lar da glo bal ekst-
re mun göz le ni len de hem ula ny lyp bil ner.

IV al go ritm. Ýolbe rer  li çö züw le riň D ob las tyn da m sa ny tö-
tan le ýin no kat la ry saý lap al ýa rys we ola ryň ara syn dan iň go wu sy ny, 
ýag ny mak sat funk si ýa sy nyň ba ha sy mi ni mum bo lan no ka dy saý lap 
al ýa rys. Sýla ny lan no kat dan lo kal in mä ni ama la aşyr ýa rys. In mä niň 
traýek to ri ýa sy nyň tö we re gi ni oňa gaý dyp gel mez ýa ly bel gi le ýä ris 
(1.18-nji surat). 
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Ob las tyň ga lan bö le gin den ýe ne-de tö tän le ýin no kat la ryň top lu-
my ny saý lap alyp, ola ryň iň go wu syn dan lo kal ekst re mum no ka dy na 
in ýä ris. Tä ze in mä niň traýek to ri ýa sy nyň tö we re gi ni hem oňa gaý dyp 
gel mez ýa ly bel gi le ýä ris we ş.m.

x̅*1

x̅*
4 x̅*

2

x̅*3

x̅1

x̅3

x̅2

x̅4

1.18nji su rat. IV al go ritm

Göz leg sy nag la rynyň ber len sa nyn da lo kal ekst re mu myň go wu-
sy ta pyl ma dyk ýag da ýyn da tog ta dyl ýar. 

Bel lik. Tö tän le ýin göz leg usul la ry nyň de ter mi nir le nen usul lar 
bi len ut gaş dy ryl ma sy di ňe köp ekst re mal ly me se le ler de ula nyl man, 
eý sem ol de ter mi nir le nen usul lar da kä bir kyn çy lyk la ra, me se lem, dü-
wün no ka dy na du şu lan da hem ula ny lyp bil ner. Tö tän le ýin ug ra ädi len 
ädim de ter mi nir le nen usul lar da duş gel ýän çyk gyn syz ýag daý lar dan 
çyk ma ga hem ýar dam ber ýär.

1. Ýö ne keý tö tän le ýin göz leg usu ly nä me?
2.  Ug ruk dy ry lan we ug ruk dy ryl ma dyk tö tän le ýin göz leg usul la ry nä-

hi li kes git le nil ýär we ola ryň ta pa wu dy nä me den yba rat?
3. Ug ruk dy ry lan tö tän le ýin göz le ge my sal lar ge ti riň.
4. Ug ruk dy ryl ma dyk tö tän le ýin göz le ge my sal lar ge ti riň.
5.  Sta tis ti ki gra di ýent ler usu ly nyň al go rit mi niň aý ra tyn ly gy nä me den 

yba rat?
6. Glo bal göz leg al go rit mi niň gur lu şy na my sal lar ge ti riň.

So rag lar 
we 

ýumuşlar



46      

 II bö lüm
ÇY ZYK LY 

PROG RAM MA LAŞ DYR MA NYŇ ME SE LE LE RI

Ma te ma ti ka nyň ekst re mal me se le le ri we ola ry çöz me giň usul la-
ry ny ny öw ren ýän bö lü mi ne ma te ma ti ki prog ram ma laş dyr ma diý-
lip at be ril ýär.

Umu man, ekst re mal me se le ler mak sa dy gör kez ýän kä bir f(x1, x2, 
..., xn) funk si ýa nyň gi(x1, x2, ..., xn) ≤ bi (i=1, 2,…,m), (f, gi ber len funk-
si ýa lar, bi bel li ha ky ky san lar) şert le riň ýe ri ne ýet ýän ob las tyn da iň 
uly ýa-da iň kici ba ha sy ny tap mak lyk dan yba rat dyr.

f, gi funk si ýa la ryň gör nüş le ri ne bag ly lyk da ma te ma ti ki prog ram-
ma laş dyr ma çy zyk ly we çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma bö lün-
ýär. Eger bu funk si ýa lar çy zyk ly funk si ýa lar bol sa lar, on da de giş li 
me se le le re çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri di ýil ýär. 
Eger f, gi funk si ýa la ryň iň bol man da bi ri çy zyk ly däl funk si ýa bol sa, 
on da de giş li me se le le re çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me
se le le ri di ýil ýär.

Çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň ara syn da 
has çuň öw re ni len le ri gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le
le ri dir. Bu me se le ler de mak sa dy gör kez ýän funk si ýa gü ber çek funk-
si ýa we çäk len dir me le riň ob las ty gü ber çek köp lük ler den yba rat dyr. 
Mak sa dy gör kez ýän funk si ýa sy nyň gör nü şi ne bag ly lyk da, gü ber çek 
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si kwad rat, drobçy zyk ly we pa ra
metr li, gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ne we şu la ra 
meň zeş le re öw rül ýär.

Hä zir ki in for ma ti ka nyň ama ly prog ram ma laş dyr ma bö lü mi niň 
ösüp ýo ka ry müm kin çi lik li de re jä ýe ten döw rün de, ma te ma ti ki prog-
ram ma laş dyr ma adal ga sy yl my dün ýä de ýat dan çyk ma de re je si ne 
ýet di. In di ma te ma ti ki prog ram ma laş dyr ma nyň çy zyk ly, çy zyk ly däl, 
pa ra metr li we di na mi ki prog ram ma laş dyr ma bö lüm le ri niň me se le le ri 
öň den bar bo lan we ýo ka ry de re je de iş le nip dü zü len usul la ryň, komp-
ýu ter til si ma ty nyň soň ky müm kin çi lik le ri bi len baý laş dy ry lan, se re-
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dil ýän me se le le riň de giş li yl my pu dak la ry nyň çäk le rin de al nyp ba-
ryl ýar. Ma te ma ti ki prog ram ma laş dyr ma nyň has çuň öz leş di ri len we 
giň den peý da la nyl ýan bö lü mi çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma dyr. Onuň 
esa sy me se le le ri niň nus ga wy gör nüş le ri niň yk dy sa dy ýet den al nan dy-
gy se bäp li, onuň usul la ry yk dy sa dy ýet de giň den ula nyl ýar. Çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma da se re dil ýän me se le ler dä ki ahyr ky mak sat kä-
bir, öz ar gu ment le ri ne çy zyk ly bag ly funk si ýa nyň çy zyk ly deň le me ler 
ýa-da deň siz lik ler ul ga my gör nü şin dä ki çäk len dir me le riň ýe ri ne ýet-
ýän şert le rin dä ki op ti mal (iň uly ýa-da iň ki çi) ba ha sy ny tap mak ly ga 
ge ti ril ýär. 

§ 2.1. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri ne 
my sal lar 

Is len dik yk dy sa dy me se le ma te ma ti ka nyň usul la ry nyň kö me gi 
bi len çö zü len de il ki yk dy sa dy me se lä niň ta lap la ry ma te ma ti ki bag-
la ny şyk la ryň üs ti bi len aň la dyl ýar. Yk dy sa dy ma ny sy bo lan nus ga wy 
me se le le riň kä bi ri ne se re dip ge çe liň.

2.1.1. Ha ra jat la ry ýer lik li peý da lan mak me se le si

Goý, kä bir yk dy sa dy pu dak (kär ha na-za wod, fab rik) n dür li 
önüm ön dür ýän bol sun. Bu önüm le ri ön dür mek de peý da la nyl ýan R1, 
R2, ..., Rm  gör nüş dä ki ha ra jat la ryň (iş çi güý ji, çig mal, gu ral lar we 
şu ňa meň zeş ler) muk dar la ry, de giş li lik de b1, b2, ..., bm bol sun. Şu ha-
ra jat lar dan T1, T2, ..., Tn gör nüş dä ki ha ryt la ry ön dür me li bol sun. Bir 
bir lik Tj ha ry dy ön dür mek üçin hök ma ny Ri ha ra jat dan aij bir lik önüm 
ge rek di ýip ha sap ede liň (i=1, 2,…,m) (j=1, 2,…,n).

Goý, Tj ha ry dyň bir bir li gi niň ba ha sy Cj, Ri ha ra ja dyň bir bir li-
gi niň ba ha sy di bol sun. Ba zar her Tj gör nüş li ha ryt dan kj muk da ry ny 
gö ter ýär di ýip ha sap ede liň. Ýag ny, Tj gör nüş li ha ry dyň kj-den köp 
ön dü ril me gi mak sa da la ýyk däl.

Bu me se lä ni ma te ma ti ki di le ge çi re liň. Goý, T1, T2, ..., Tn ha ryt-
la ryň ön dü ril me li muk da ry, de giş li lik de x1, x2, ..., xn bol sun. On da, 
ba za ryň ta la by na gö rä aşak da ky şert ler ýe ri ne ýe ter: 
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   x1≤k1, x2≤k2, ..., xn≤ kn.  (1)

Ha ra jat la ryň muk da ry T1, T2, ..., Tn önüm le ri taý ýar la ma ga ýet-
me li. Me se lem, T1, T2, ..., Tn önüm le ri ön dür mek üçin R1 ha ra jat dan 
je mi sarp edi len muk da ry aşakdaky şer ti ka na gat lan dy rar:

a11x1+a12 x2+...+a1nxn≤b1.

Beý le ki ha ra jat lar dan sarp edil jek muk dar la ry ny göz öňü ne tut-
sak, aşa ky ul ga my ýa zyp bo lar:

        

...
...

... .... ... ... ...
...

,
,

.

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

    
   

     
 

n n

n n

m m mn n m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

#
#

#

+ + +
+ + +

+ + +

Z

[

\

]]

]]
 (2)

Tj önü miň bir bir li gi ni ön dür mek üçin edil ýän çyk da jy (ha ry dyň 
özü ne düş ýän gym ma ty) Sj diý sek, on da ol:

   Sj=a1j d1+a2j d2+...+amj dm  (3)

bo lar. Tj önü miň bir bir li gi ni ýer le mek den gir ýän aras sa gir de ji

    qj=cj-sj (4)

bo lar. Hem me ha ryt la ry ýer le mek den gir ýän gir de ji

       L=q1 x1+q2 x2+...+qn xn (5)
diý sek, se re dil ýän me se le (1) we (2) çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr-
ýan 

x1≥0, x2≥0,…, xn≥0

(ot ri sa tel däl) çö züw le riň için den (5) funk si ýa ny mak si mu ma öwür-
ýän çö zü wi tap mak ly ga ge ti ril ýär.

2.1.2. Iý mit ga ryn dy sy ny taý ýar la mak me se le si

Iý mit ga ryn dy sy ny taý ýar la mak hak da ky me se le le riň top lu my, 
esa san ber len önüm ler den ta lap edil ýän hä si ýet le re eýe bo lan iň ar zan 
önü mi-ga ryn dy ny taý ýar la mak dan yba rat dyr.

Goý, Ö1, Ö2,…,Ön gör nüş dä ki önüm ler den iý mit ga ryn dy sy ny 
taý ýar la mak ta lap edil sin. Bu önüm le riň bir bir li gi niň ba ha sy, de giş li-
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lik de c1, c2 ,…,cn bol sun. Şu önüm ler den aşak da ky şert le ri ka na gat lan-
dyr ýan iň ar zan ba ha ly iý mit ga ryn dy sy ny taý ýar la ma ly. 

Ga ryn dy nyň dü zü min de: B1 görnüşli madda (me se lem, be lok) 
b1 ulu lyk dan, B2 görnüşli madda (me se lem, ug le wod) b2 ulu lyk dan, 
B3 görnüşli madda (me se lem, ýag) b3 we şo la ra meň zeş, Bm gör nüş li 
mad da (kom po nent) bm ulu lyk dan az bol ma ly däl.

Ö1, Ö2,…,Ön gör nüş dä ki önüm le riň her bir li gin dä ki be lo gyň, ug-
le wo dyň, ýa gyň we beý le ki mad da la ryň muk dar la ry 2.1-nji tab li sada 
ber len. 

2.1-nji tab li sa 
Önümler Önüm le riň bir bir li

gi niň ba ha sy
Mad da lar

B1 B2 B3 ... Bm

Ö1 c1 a11 a12 a13 ... a1m

Ö2 c2 a21 a22 a23 ... a2m

… ... … … … ... ...
Ön cn an1 an2 an3 ... anm

Ga ryn dy da ky mad da la ryň 
ze rur muk da ry

b1 b2 b3 ... bm

Ber len me se lä niň ma te ma ti ki mo de li ni dü ze liň. Ga ryn dy taý-
ýar la mak üçin Ö1, Ö2,…,Ön gör nüş dä ki önüm ler den al nan muk dar-
la ry de giş li lik de x1, x2,…,xn di ýip bel gi le sek, on da çäk len di ri ji şert ler 
aşak da ky gör nü şi alar:

  

...
... ,

... ,

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

...

,

,

a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

n n

n n

n n

m m m nm n m

11 1 21 2 31 3 1 1

12 1 22 2 32 3 2 2

13 1 23 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

$
$

$

$

+ + + +
+ + + +

+ + + +

+ + + +

Z

[

\

]
]]

]
]]

 (6)

x1≥0, x2≥0,…, xn≥0.

Ga ryn da sarp edil ýän çyk da jy:

   L=c1x1+c2x2+c3x3+...+cnxn (7)

4. Sargyt № 2463
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bo lar. Diý mek, iý mit ga ryn dy sy ny taý ýar la mak me se le si (6) deň-
siz lik ler ul ga my nyň x1≥0, x2≥0,…, xn≥0 (ot ri sa tel däl) çö zü wi ni tap-
mak ly ga ge ti ril di. Bu çö züw le riň için den (7) funk si ýa ny mi ni mu ma 
öwür ýän çö zü wi ni göz le me li. Bu di ýil di gi iň az çyk da jy ta lap ed ýän, 
(6) şer ti ka na gat lan dyr ýan iý mit ga ryn dy sy ny taý ýar la mak ge rek diý-
mek dir.

2.1.3. Ulag me se le si

Goý, bir meň zeş ýük le ri bo lan m sa ny A1, A2,..., Am ug ra dy jy no-
kat lar we bu ýük le re is leg bil dir ýän n sa ny B1, B2,..., Bn sarp (ka bul) 
edi ji no kat lar ber len bol sun. Bu no kat lar öza ra haý sy hem bol sa bir 
ýol bi len bi rik dir ilen di ýe liň. Ug ra dy jy no kat la ryň ýük le ri niň muk da-
ry de giş li lik de a1, a2,..., am bol sun. Sarp edi ji no kat la ryň is leg bil di ren 
ýük le ri niň muk da ry de giş li lik de b1, b2,..., bn bol sun. Ug ra dy jy no kat-
lar dan sarp edi ji no kat la ra ýük da şa mak ly gyň iň az çyk da jyly me ýil-
na ma sy ny tap mak me se le si ne ulag me se le si di ýil ýär. Ug ra dy jy no-
kat la ryň ýük le ri niň je mi muk da ry sarp edi ji no kat la ryň is leg bil di ren 
ýük le ri niň je mi muk da ry na deň bolsun. Bu ýag daý ulag me se le si niň 

          a b
i

m

i
j

n

j
1 1

=
= =

/ /  (8)

gör nüş li ba lans şer ti ýe ri ne ýe tir ýän nusgasyna de giş li dir. (8) şer-
ti ýe ri ne ýe tir ýän ulag me se le si ne ulag me se le si niň ýa pyk (dog ry 
ba lans ly) mo de li di ýil ýär. Ai-den Bj-e bir bir lik ýü ki da şa mak üçin 
çyk da jy cij bol sun (i=1, 2,…,m) (j=1, 2,…,n). Az çyk da jy edip, ug-
ra dy jy no kat la ryň haý sy syn dan haý sy sarp edi ji no kat la ra nä çe muk-
dar da ýük ug rat mak ly gyň me ýil na ma sy ny düz me li. Ulag me se le si niň 
ma te ma ti ki mo de li ni ýa za lyň.

xij bi len Ai-den Bj-e ug ra dy lan ýü küň muk da ry ny bel gi le sek, on-
da aşak da ky ul gam al nar:

   
... ... ... ... ... ... ...

,

,

.

x x x a

x x x a

x x x a

    
    

   
 

n

n

m m mn m

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

g

g

g

+ + + =

+ + + =

+ + + =

Z

[

\

]]

]]

 (9)
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Edil ýo kar da ky ýa ly edip, sarp edi ji no kat la ryň is leg bil di ren 
ýük le ri niň muk dar la ry nyň, de giş li lik de b1, b2, ..., bn bol ýan dy gy ny 
göz öňün de tut sak:
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 (10)

deň le me ler ul ga my ny ala rys. Ýük le ri da şa mak ly ga çy ka ryl ýan umu-
my çyk da jy:

          L c x
i

i

m

j

n

ij j
1 1

=
= =

//  (11)

bo lar. Diý mek, (8) şert bi len (9) we (10) şert le ri ka na gat lan dyr ýan ot-
ri sa tel däl (xij≥0) bu me ýil na ma la ryň için den (11) çy zyk ly funk si ýa ny 
mi ni mu ma öwür ýän me ýil na ma ny tapmaly.

Biz çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň has köp duş gel ýän üç sa ny 
nus ga wy me se le si niň ma te ma ti ki mo de lleri ni gur duk. Bu me se le ler-
de duş gel ýän funk si ýa lar ýa-da bag la ny şyk lar çy zyk ly funk si ýa la-
ryň üs ti bi len be ril di. Bu me se le ler den gör nü şi ýa ly, deň le me ler ýa-da 
deň siz lik ler gör nüş dä ki çäk len di ri ji şert ler de çy zyk ly prog ram ma laş-
dyr ma nyň me se le si niň mak sa dy ny gör kez ýän funk si ýa nyň mak si mu-
my (bu ýer de iň uly ba ha sy göz öňün de tu tul ýar) ýa-da mi ni mu my (iň 
ki çi ba ha sy) ta pyl ýar. Se re di len me se le ler den gör nü şi ýa ly, çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si aşakdaky üç bö lek den yba rat: 
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 (12)

   0,( 1,2, , )…x i ni $ = , (13)

  L=c1x1+c2x2+c3x3+...+cnxn+c0→ op ti mum. (14)

(12) – (13) ul ga ma çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň 
çäk len di ri ji şert ler top lu my di ýil ýär. (14) funk si ýa çy zyk ly prog-
ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň mak sa t funk si ýa sy di ýil ýär. (12) 
ul gam da «*» bel gi niň ýe ri ne «=», «≥», «≤» ala mat la ryň bol ma gy 
müm kin. Bu ala mat la ryň ga ry şyk gör nüş de bol ma gy hem müm kin. 
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Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma da gö zeg çi lik edil ýän ul ga myň ma te-
ma ti ki mo de li (12), (13) ýa ly çy zyk ly aň lat ma la ryň we (14) gör nüş li 
funk si ýa la ryň üs ti bi len be ril ýär. Ma te ma ti ki mo de li çy zyk ly aň lat ma-
la ryň ýa-da çyzykly funk si ýa la ryň üs ti bi len aň la dy lan (12)-(14)-gör-
nüş dä ki me se le le re çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si di-
ýil ýär.

§ 2.2. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
esa sy me se le si

Eger çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le sin de (12) çäk len-
dir me ler deň le me ler gör nü şin de bo lup, mak sa dy gör kez ýän (14) funk-
si ýa nyň iň ki çi ba ha sy göz le nil ýän bol sa, on da oňa çy zyk ly prog ram
ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si (ÇPEM) di ýil ýär. Diý mek, çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le sin de çäk len di ri ji şert ler deň le me ler 
gör nü şin de ber len, ýag ny:
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 (15)

bo lup, ola ry ka na gat lan dyr ýan ot ri sa tel däl (x1≥0, x2≥0,…,xn≥0) çö-
züw le riň ara syn dan:

         L=c1x1+c2x2+c3x3+...+cnxn→ min  (16)

şer ti ka na gat lan dyr ýan çö zü wi tap mak gerek bolsa, onda ol çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si dir.

2.1nji kes git le me. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy 
me se le si niň (15) – deň le me ler ul ga my ny ka na gat lan dyr ýan x1≥0, 
x2≥0,…,xn≥0 ot ri sa tel däl çö zü wi ne onuň ýolbe rer  li çö zü wi di ýil ýär.

2.2nji kes git le me. (15) deň le me ler ul ga my ny ka na gat lan dyr ýan 
ýolbe rer  li çö züw le riň için den (16) funk si ýa ny mi ni mu ma öwür ýän 
çö zü we op ti mal (iň amat ly) çö züw di ýil ýär.

Diý mek, çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň çö-
zü wi onuň ýolbe rer  li çö züw le ri niň için den göz len ýär. Eger (15) ul ga-
my ka na gat lan dyr ýan çö züw le riň için de x1≥0, x2≥0,…, xn≥0 (ot ri sa-
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tel däl lik) şer ti ka na gat lan dyr ýan çö züw ler ýok bol sa, on da çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň çö zü wi ýok.

Il ki bi len çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň is len dik me se le si-
ni (çäk len dir me le riň ul ga my dür li deň siz lik gör nü şin de bo lan da) 
çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si ne ge ti rip bol ýan-
dy gy ny bel lä liň. Umu my ly gy boz man, tu ruw baş dan (12) çäk len dir-
me ler ul ga myn da bi (i=1, 2,…,m) azat ag za la ryň äh li si ot ri sa tel däl 
(bi ≥0, i=1, 2,…,m) di ýip ha sap edip bi le ris. Eger ul gam da bu şert ýe-
ri ne ýet me ýän deň siz lik bar bol sa, on da ony (-1)-e kö pelt mek ýe te r- 
lik dir. Eger çäk len dir me ≥ (≤) gör nüş li deň siz lik bol sa, on da onuň çep 
ta ra pyn dan tä ze goş ma ça gi ri zi len nä bel li ni aý ryp (go şup), ony deň le-
me gör nü şi ne ge ti rip bo lar. Eger mak sa dy gör kez ýän L (14) funk si ýa-
nyň iň uly ba ha sy göz len ýän bol sa, on da ony (-L) bi len çal şyp, çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
esa sy me se le si ne ge ti re ris. Aý dy lan lar dan çy zyk ly prog ram ma laş dyr-
ma nyň is len dik gör nüş li me se le si ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
esa sy me se le si ne ge ti rip bol ýan dy gy ge lip çyk ýar. Şol se bäp li, çy-
zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň is len dik gör nüş li me se le si ni çöz mek 
üçin il ki bi len ony çy zyk ly prog ra mmalaşdyrmanyň esa sy me se le si ne 
ge ti rip, al nan me se lä ni çöz me gi ba şar mak ýe ter lik dir.

In di (15) deň le me ler ul ga my nyň çö züw le ri ha kyn da ky Kro ne ke-
riň-Ka pel li niň teo re ma sy ny ýat la lyň. Oňa la ýyk lyk da, eger:
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gör nüş de (15) deň le me ler ul ga my nyň nä bel li le ri niň koef fi si ýent le rin-
den dü zü len esa sy matr ti sa di ýil ýän A mat ri sa nyň we oňa deň le me-
ler ul ga my nyň azat ag za la ry nyň sü tü ni goşulyp al nan B mat ri sa nyň 
rang la ry deň däl bol sa, on da (15) deň le me ler ul ga my nyň çö zü wi ýok-
dur. Bu ýag daý da (15) deň le me ler ul ga my nyň deň le me le ri niň kä bi ri si 
beý le ki le ri ne gar şy lyk ly dyr. Diý mek, bu ýag daý da çy zyk ly prog ram-
ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň hem çö zü wi ýok dur. Eger bu mat-
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ri sa la ryň rang la ry deň bol sa, ýag ny rA= rB, on da (15) deň le me ler ul ga-
my nyň çö zu wi bar (ol kök deş). Eger şol çö züw le riň ara syn da ot ri sa tel 
däl lik şer ti ni ka na gat lan dyr ýan çö züw ler bar bol sa, on da bu ýag daý da 
çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň ýolbe rer  li çö züw-
le ri niň köp lü gi boş köp lük däl. Bu ýag daý da mat ri sa laryň ran gy r ≤ n 
ýa-da r ≤ m we ol (15) ul gam da ky çy zyk ly bag ly däl deň le me le riň sa-
ny ny gör kez ýär. r=n ýag daý da, ýag ny çy zyk ly bag ly däl deň le me le riň 
sa ny nä bel li le riň sa ny na we A mat ri sa nyň ran gy na deň ýag da ýyn da 
(∆=de t A≠0) (15) ul gam da ky deň le me le riň çy zyk ly kom bi na si ýa syn-
dan dur ýan deň le me le ri taş la sak, on da (15) aşak da ky gör nü şi alar:
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 (17)

Se re dil ýän ýag daý da (17) ul ga myň ýe ke-täk cözü wi bar. Eger-de 
bu çö züw ýolbe rer  li bol sa, on da ol çö züw op ti mal dyr. Eger ol ýolbe-
rer  li çö züw däl bol sa, on da bu ýag daý da hem çy zyk ly prog ram ma-
laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň çö zü wi ýok dur. r<n bo lan da çy zyk ly 
bag ly däl deň le me ler nä bel li le riň sa nyn dan az. Bu ýagdaýda (15) deň-
le me ler ul ga my tü ke nik siz köp çö zü we eýe. Se bä bi, bu ýag daý da x1, 
x2, ..., xn nä bel li le riň n-r sa ny sy azat üýt ge ýän ulu lyk lar, ga lan la ry 
ba zis ulu lyk lar bo lar. Ba zis üýt ge ýän ulu lyk lar hök mün de koef fi si-
ýent le rin den dü zü len mat ri sa nyň kes git leý ji si nol gan ta pa wut ly bo-
lan is len dik r sa ny üýt ge ýän ulu lyk la ry alyp bo lar. Ýö ne keý lik üçin 
(15)-de r=m di ýe liň (r=m<n). Umu my ly gy boz man, ba zis üýt ge ýän 
ulu lyk lar il kin ji x1, x2, ..., xm-ler bi len ga bat gel ýär di ýip ha sap edip 
bi le ris. Ba zis üýt ge ýän ulu lyk la ry deň le me le riň çep ta ra pyn da goýup, 
azat üýt ge ýän ulu lyk la ry deň le me le riň sag ta ra py na ge çi rip, deň le me-
ler ul ga my ny aşak da ky gör nüş de ýa za lyň:

... ... ,
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... ... ,

a x a x a x b a x a x

a x a x a x b a x a x
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* 4    (18)

(18) ul ga my ba zis ulu lyk la ra gö rä çö züp, ola ry azat üýt ge ýän ulu-
lyk la ryň üs ti bi len aň lat mak bo lar. Azat üýt ge ýän ulu lyk la ryň is len dik 
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ot ri sa tel däl ba ha la ry alyp bil ýän di gi se bäp li, al nan (18) deň le me ler ul-
ga my nyň tü ke nik siz köp çö zü wi bar dyr. Ol çö züw le riň ara syn da azat 
üýt ge ýän ulu lyk la ryň ba ha la ry ny no la öw rüp al nan çö züw le re çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň ba zis çö züw le ri di ýil ýär. 

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si ni has gys ga 
gör nüş de hem ýa zyp bo lar: 

  
j

n

1=

/aij xj=bi  (i=1, 2, ..., m)

deň le me ler ul ga my nyň xj ≥0 (j=1, 2, .., n) şer ti ka na gat lan dyr ýan we:

L=
j

n

1=

/cjxj çy zyk ly funk si ýa ny op ti mal ba ha ge tir ýän ,X

x

x

xn

1

2

h
=

J

L

K
K
K
KK

N

P

O
O
O
OO

 

çö zü wi ni tap ma ly.
Eger m öl çeg li gi ňiş li giň: 

, , ... ,A

a

a

a

A

a

a

a

A

a

a

a

P

b

b

bm m

n

n

n

mn m

1

11

21

1

2

12

22

2

1

2

1

2

h h h h
= = = =

J

L

K
K
K
KK

J

L

K
K
K
KK

J

L

K
K
K
KK

J

L

K
K
K
KK

N

P

O
O
O
OO

N

P

O
O
O
OO

N

P

O
O
O
OO

N

P

O
O
O
OO

wek tor la ry ny gi riz sek, on da (15) deň le me ler ul ga my ny bir wek tor 
deň le me si gör nü şin de ýa zyp bi le ris:

      A1x1+A2x2+...+Anxn=P. (19)

Kä ha lat lar da (15) deň le me ler ul ga my ny aşak da ky mat ri sa gör-
nüş de hem yaz ýar lar:

AX=P.
Bu ýer de A (15) deň le me ler ul ga my nyň nä bel li le ri niň koef fi si-

ýent le rin den dü zü len mat ri sa, 
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, de giş li lik de nä bel li le riň we azat ag za la ryň

         sü tün mat ri sa la ry dyr. 

Gi ri zi len bel gi le me ler de (15) deň le me ler ul ga my nyň deň le me le-
ri niň çy zyk ly bag ly däl di gi A1, A2,…, An wek tor la ryň ara syn da di ňe m 
sa ny sy nyň çy zyk ly bag ly däl di gi ni aň lad ýar.
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2.3nji kes git le me. Eger (19) dar gat ma gir ýän A1, A2,…, Am wek-
tor lar çy zyk ly bag ly däl bol sa lar, on da po lo ži tel düzüm bölekleri bo-
lan X wek to ra çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň 
da ýanç çö zü wi di ýil ýär.

§ 2.3. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
esa sy teo re ma la ry

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň tü ke nik siz 
çö züw le ri niň ara syn dan op ti mal çö zü wini nädip tap ma ly? Bu so ra ga 
jo gap ber mek üçin çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy teo re ma-
la ry ny tes wir lä liň.Onuň üçin n – öl çe gi gi ňiş li giň na za ry ýe ti ne de giş li 
kä bir kes git le me le ri gi ri ze liň: 

2.4nji kes git le me. Je mi 1-e deň bo lan a1, a2,…, an or ti sa tel däl 
san lar üçin n-öl çe gi gi ňiş li giň X1, X2,…, Xn wek tor la ry nyň (no kar la ry-
nyň) a1 X1+ a2X2+ ... +anXn çy zyk ly kom bi na si ýa sy na ola ryň gü ber
çek çy zyk ly kom bi na si ýa sy di ýil ýär.

2.5nji kes git le me. Eger köp lük özü niň is len dik iki wek to ry 
(no ka dy) bi len bi le lik de ola ryň gü ber çek çy zyk ly kom bi na si ýa sy ny 
özün de sak la ýan bol sa, on da oňa gü ber çek köp lük di ýil ýär.

2.6njy kes git le me. Eger gü ber çek köp lü giň no ka dy bu köp lü ge 
de giş li iki sa ny no ka dyň gü ber çek çy zyk ly kom bi na si ýa sy gör nü şin-
de ýa zy lyp bi lin me se, on da oňa burç no ka dy di ýil ýär. 

2.1nji teo re ma. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se-
le si niň ýolbe rer  li çö züw le ri niň köp lü gi gü ber çek köp lük dir.

Su bu dy. Goý, me se le iň bol man da iki sa ny X we Y çö züw le re 
eýe di ýe liň. On da AX=P we AY=P bo lar. Eger 0≤a≤1 bol sa, on da 
Z=aX+(a – 1)Y n-öl çe gi gi ňiş lik de X we Y wek tor la ryň gü ber çek 
kom bi na si ýa la ry bo lar lar. 

Z=aX+(a-1)Y wek tor AX=P deň le me ler ul ga my nyň çö zü wi dir. 
Ha ky kat dan hem, 

AZ=A(aX+(α–1)Y)=aAX+(a –1)AY=aP+(1–a)P=aP+P–aP=P. 
Diý mek, AZ=P, ýag ny Z deň le me ler ul ga my nyň çö zü wi eke ni. 

Z=aX+(a –1)Y wek to ryň koef fi si ýent le ri niň ot ri sa tel däl bo la ny üçin 
onuň äh li kom po nent le ri ot ri sa tel däl dir. Şeý le lik de, ol me se lä niň 
ýolbe rer  li çö zü wi dir. Bu bol sa teo re ma ny su but ed ýär.
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Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň ýolbe rer  li çö-
züw le ri niň köp lü gi tü ke nik li çäk len dir me le riň (deň siz lik le riň ýa-da 
deň le me le riň) kö me gi bi len kes git len ýär. Ola ryň çö züw le ri bol sa 
n – öl çeg li gi ňiş lik de ýa rym gi ňiş lik le ri ýa-da gi per te kiz lik le ri eme le 
ge tir ýär ler. Şo nuň üçin çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň 
ýolbe rer  li çö züw le ri niň köp lü gi, geo met ri ýa nyň di li bi len aý dy lan da, 
gü ber çek köpg ran ly gy eme le ge tir ýär. Gü ber çek köpg ran lyk tü ke nik li 
san ly burç no kat la ra (de pe le re) eýe dir.

2.2nji teo re ma. Eger çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy 
me se le si niň ýe ke-täk op ti mal çö wü wi bar bol sa, on da ol ýolbe rer  li 
çö züw ler köp lü gü niň burç no kat la ry nyň bi ri bi len ga bat gel ýär.

Su bu dy. Goý, X0 çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me-
se le si niň op ti mal çö wü wi bol sun, on da LX0=Lmin bo lar. Bu bol sa, 
is len dik Xi çö züw üçin LX0 ≤ LXi bol ýan dy gy ny aň lad ýar. Eger X0 
ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gü niň burç no kat la ry nyň bi ri bi len ga bat 
gel ýän bol sa, on da teo re ma su but bo lar. Eger ol ýolbe rer  li çö züw-
ler köp lü gi niň K1, K2, ..., Ks burç no kat la ry nyň hiç bi ri bi len ga bat 
gel me ýän bol sa, on da ony bu no kat la ryň gü ber çek kom bi na si ýa sy 
hök mün de ýa zyp bo lar, ýag ny şeý le αj ≥0 (j=1, 2, ..., s, a1+ a2+...
+aᵟ=1) san lar ta py lyp:

X0=a1K1+a2K2+...+asKs 

gör nüş de ýa zyp bo lar. K1, K2, ..., Ks no kat la ryň de re gi ne de giş li Xj 
çö züw le ri ula nyp we L funk si ýa nyň çy zyk ly dy gyn dan peý da la nyp, 
ala rys:

LX0=L(a1K1+a2K2+...+asKs)=a1LX1+a2LX2+...+asLXs.

aj ≥0 bo la ny se bäp li LXi-le ri ola ryň iň ki çi ba ha la ry bi len ça lyş-
sak jem art ma ýar. Goý, ola ryň iň ki çi si LX2 bol sun. On da:

LX0=a1LX1+a2LX2+...+asLXs≥a1LX2+a2LX2+...+asLX2=
=(a1+a2+...+as)LX2=LX2.

Şer te gö rä äh li çö züw ler üçin LX0 ≤ LXi bol ma ly. Diý mek,
LX0 ≤ LX2. Al nan ne ti jä gö rä LX0 ≥ LX2, bu ýer den LX0 = LX2 bol ýan dy-
gy ge lip çyk ýar. Diý mek X2 wek tor (K2 burç no ka dy) op ti mal çö züw 
bo lar. Teo re ma su but edil di.
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Bu teo re ma dan çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si-
ni çöz mek üçin onuň op ti mal çö zü wi ni ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi niň 
tü ke nik li burç no kat la ry nyň ara syn dan göz le me lidigi gelip çykýar. Bu 
işi ama la aşyr mak ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ni gur mak müm kin çi li gi 
bar ha la tyn da müm kin dir. Bu bol sa umu my ýag daý da müm kin däl dir.

Aşak da ky teo re ma la ry su but syz ka bul ede liň:
2.3nji teo re ma. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň 

her ýolbe rer  li ba zis çö zü wi ne (da ýanç çö zü wi ne) ýolbe rer  li çö züw ler 
köp lü gi ni niň burç no ka dy de giş li dir.

2.4nji teo re ma (ters teo re ma). Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma-
nyň me se le si niň ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi niň burç no ka dy nyň her 
bi ri ne ýolbe rer  li ba zis çö zü wi (da ýanç çö zü wi) de giş li dir.

Ne ti je. Eger çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň ýe-
ke-täk op ti mal çö zü wi bar bol sa, on da ol ýolbe rer  li ba zis çö züw le riň 
(da ýanç çö züw le riň) bi ri bi len ga bat gel ýär. 

1. Ma te ma ti ki prog ram ma laş dyr ma nä me?
2. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň aý ra tyn lyk la ry nä me den yba rat?
3. Ha ra jat la ry dog ry peý da lan mak me se le si ni tes wir läň.
4. Iý mit ga ryn dy sy ny taý ýar la mak me se le si ni dü şün di riň. 
5.  Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň kes git le me si ni aý-

dyň. 
6.  Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň kes git le me si-

ni dü şün di riň.
7.  Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň ýolbe rer  li çö züw le-

ri niň kes git le ni şi nä hi li?
8.  Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň op ti mal çö zü wi niň 

kes git le ni şi ni dü şün di riň.
9.  Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň ba zis çö züw-

le ri niň kes git le ni şi ni aý dyň. 
10.  Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy teo re ma la ry ny dü şün di riň.

2.1-2.12-nji my sal lar da çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le-
si ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le sie ge tir me li:

2.1.     2.2.
1,

2 2,
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3,

0, 0;

x x
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x x
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# #

# #

- +
-
+

Z
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So rag lar 
we 

ýu muş lar
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L=x1 +2x2 (max).     L=2x1 +x2 (max). 

2.3.     2.4.
2 4,

2 4,

2 6,

0, 0;

x x

x x

x x

x x

1 2
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1 2

1 2

1

#

#

#

$ $

-

- +

+

Z

[

\

]
]

]
]
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1 0,
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L=x1+2x2 (max).     L=3x1+4x2(max). 

2.5.     2.6.
4 0,
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1 0,
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x x
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L=x1+7x2 (max).    L=x1–x2 (min).
2.7.     2.8.
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2 4 0,
2 4,
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L=x1–3x2 (min).    L=x1+x2 (min).
2.9.    2.10.
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L=2x1-6x2 (min).   L=2x1–x2 (max).

2.11.    2.12
2 6 12,

3 5 12 14,

3 6 4 18,

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

#

#

- +

+ - =

- + +

*   
4 2 5 12,

6 3 4 18,

3 3 2 16,

x x x

x x x

x x x

1 3

1 2 3

1 2 3

2 #

$

+ +

- + =

+ -

*

L=–2x1–x2    L=–2x1+x2+5x3 (min).
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§ 2.4. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le si niň geo met riki çö zü li şi

Bu pa rag raf da çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si-
niň çö zü li şi niň geo met riki usu ly na se re de liň. Bu usul çy zyk ly prog-
ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň çö zü li şi niň aý dyň my sa ly dyr we 
özü niň ýö ne keý li gi bi len ta pa wut lan ýar. Goý, çy zyk ly prog ram ma-
laş dyr ma nyň esa sy me se le si ber len bol sun:

  

x x x b

x x x b

x x x b

n n

n n

m m mn n m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

g

g

g g g g g g g

g

a a a

a a a

a a a

+ + + =

+ + + =

+ + + =

Z

[

\

]
]

]]
 (20)

xi≥0, i=1,2,…, n,

       L=c1x1+c2x2+...+cnxn (min). (21)

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le le ri niň geo met rik 
çö zü li şi ne se re de liň. Il ki bi len ýol be rer li çö züw le riň köp lü gi ni (ÝÇK) 
ta pa lyň.

Goý, rang A=r=m bol sun. Il ki bi len iň ýöne keý ýag daýa, ýag-
ny n-m=2 bol ýan ýag da ýa se re de liň. Nä bel li le riň sa ny deň le me le riň 
sa nyn dan iki bir lik ar tyk. Bu ýag daýda iki sa ny nä bel li azat, ga lan 
nä bel li ler ba zis ulu lyk lar bo lar. Umu my ly gy boz man, x1 we x2 – azat 
ulu lyk lar diýsek, x3, x4, ..., xn – nä bel li ler ba zis ulu lyk lar bo lar. Ba-
zis ulu lyk la ry azat ulu lyk la ryň üs ti bi len aň la da lyň. On da (20) ul gam 
aşak da ky gör nü şi alar:

   

x x x

x x x

x x xn n n n

3 31 1 32 2 3

4 41 1 42 2 4

1 1 2 2

g g g g g g

b

b

b

a a

a a

a a

= + +

= + +

= + +

Z

[

\

]
]

]]
  (22)

Deň le meleriň sa ny m=n-2 deň. Il ki bi len ýol be rer li çö züw le riň 
köp lü gi ni ta pa lyň. x1≥0, x2≥0,…,xn≥0 bo la ny üçin
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,

,

x x x

x x x

x x x

0

0

0n n n n

3 31 1 32 2 3

4 41 1 42 2 4

1 1 2 2

g g g g g g

$

$

$

b

b

b

a a

a a

a a

= + +

= + +

= + +

Z

[

\

]
]

]]
 (23)

bo lar.
a31x1+a32x2+β3=0 deň le me x1Ox2 te kiz lik dä ki gö ni çy zy gyň deň le me-
si dir. Şo nuň üçin (23) ul ga myň her bir deň siz li gi x1Ox2 te kiz lik de bir 
ýa rym te kiz li gi kes git lär. Ony gu ra lyň.

x3=a31x1+a32x2+β3≥0 

deň siz lik den x3 ulu ly gyň iň ki çi ba ha sy nyň no la deň di gi gö rün ýär. 
x3=0 deň le mä ni ka na gat lan dyr ýan gö ni çy zy gyň bir ta ra pyn da x3>0, 
beýle ki ta ra pyn da x3<0. Indi x3>0 ta ra py saýlamak ge rek. Çyz gy da 
x3>0 ta ra p peý kam lar bi len gör ke zi len (2.1-nji su rat):

x2

x1

ÝoÇK x 5
=0

x 4
=0

x n
=0 x

3 =0

x
n-1 =0

2.1nji su rat

2.4.1. Ýolbe rer li çö züw le riň köp lü gi
Edil ýo kar da ky pi kir ýö ret mä ni do wam et dir sek, (23) ul gam-

da ky beýle ki deň siz lik le riň eme le getir ýän ýa rym te kiz lik le ri ni hem 
x4=0, x5=0,…, xn=0 deň le me le ri ka na gat lan dyr ýan gö ni çy zyk la ryň 
x1≥0, x2≥0,…, xn≥0 deň siz lik le riň ýe ri ne ýet ýän ta ra py hök mün de ala-
rys. Hem me ýarym te kiz lik le riň ke siş me si ni ta pa lyň. Bu ke siş me den 
eme le gelýän köp burç luk ýol be rer li çö züw le riň köp lü gi ni (ob las ty ny) 
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be rer (2.1-nji su rat). Bu köp lük gü ber çek köp lük dir. Tekizlikde gü-
ber çek köp lü giň kes git le me si ni ýat la lyň:

2.7nji kes git le me. Eger köp lü giň is len dik iki no ka dy ny bir leş-
dirýän ke si miň äh li no kat la ry şu köp lü ge de giş li bol sa, on da bu köp-
lü ge gü ber çek köp lük diýilýär. Bu kesgitleme has umumy 2.5-nji 
kesgitleme bilen deň güýçlüdir.

a)

A

AB

B

b)

güberçek däl
güberçek

2.2nji su rat

Gü ber çek köp lük le riň mö hüm hä si ýe ti ni ýat la lyň:
2.5nji teo re ma. Iki gü ber çek köp lü giň ke siş me si hem gü ber çek 

köp lük dir.
Su bu dy. Goý, M1 we M2 iki köp lük gü ber çek bol sun lar. Eger 

ola ryň ke siş me si boş ýa-da bir no kat dan yba rat köp lük bol sa, on da 
teo re ma nyň tas syk la ma sy dog ru dyr. Şol se bäp li ola ryň ke siş me si ne 
iň bol man da iki A we B no kat lar de giş li di ýip ha sap edip bo lar. Eger 
olar ke siş mä niň is len dik iki no ka dy bol sa, on da olar M1 we M2 köp-
lük le riň iki si ne hem de giş li dir ler. Şert bo ýun ça M1 we M2 köp lük le riň 
gü ber çek köp lük dik le ri se bäp li ola ra A we B no kat lar bi len bi le lik de 
AB ke si miň äh li no kat la ry de giş li dir. Diý mek M1 we M2 köp lük le riň 
ke siş me si A we B no kat lar bi len bi le lik de AB ke si miň äh li no kat la ry-
ny özün de sak la ýar. Şol se bäp li ol gü ber çek dir (2.2-nji a su rat).

Ma te ma ti ki in duk si ýa usu ly nyň kö me gi bi len tü ke nik li san ly gü-
ber çek köp lük le riň ke siş me si niň hem gü ber çek köp lük bol ýan dy gy ny 
gör ke zip bo lar.

Ýa rym te kiz lik ler gü ber çek köp lük le riň aý dyň my sa ly dyr. Diý-
mek, çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le le ri niň ýolbe rer  li 
çö züw le ri niň köp lü gi hem gü ber çek köp lük le riň ke siş me si hök mün de 
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gü ber çek köp burç lu gy eme le ge tirýär. Bu tas syk la ma çy zyk ly prog-
ram ma laş dyr ma nyň esa sy teo re ma la ryn dan hem ge lip çyk ýar.

2.13nji my sal. Aşak da ky deň le me ler ul ga my nyň ýolbe rer li çö-
züw le ri niň köp lü gi ni tap ma ly:

4 ,
1 3 2 ,

4 ,
5 ,

2
1 6.

x x x
x x x

x x x
x x

x x x

23 1

4 1 2

5 1 2

6 2

7 1 2

= - +
= + -

= + +
= -

=- + +

Z

[

\

]
]]

]
]]

n = 7, m = 5, n – m = 2 bol ýar. Goý, x1 we x2 – azat üýt ge ýän ulu lyk-
lar, x3, x4, x5, x6, x7 – ba zis ulu lyk lar bol sun. Ba zis ulu lyk la ry x1 we x2
– azat üýt ge ýän ulu lyk la ryň üs ti bi len aň la dyp ala rys:

4 ,
1 3 2 ,

4 ,
5 ,

2
1 6.

x x x
x x x

x x x
x x

x x x

2

3 1 2

1 2

5 1

6 2

7 1 2

4

= - +
= + -

= + +
= -

=- + +

Z

[

\

]
]]

]
]]

Çö züw le riň ýol be rer li bol ma gy üçin: x1≥0, x2≥0, x3≥0, x4≥0, 
x5≥0, x6≥0, x7≥0 bol ma ly. Bu nä bel li le ri no la deň läp, de giş li gö ni çy-
zyk la ryň gra fik le ri ni gu ra lyň: OABCDE köp burç lu gyň hem me no kat-
la ryn da:

x1≥0, x2≥0, x3≥0, x4≥0, x5≥0, x6≥0, x7≥0.

Köp burç lu gyň is len dik no ka dy ýolbe rer li çö züw dir (2.3-nji su-
rat).

Ýolbe rer li çö züw le riň için den iň oňaý ly, op ti mal çö zü wi nä hili 
tap ma ly? Ýag ny Lmin-i ber ýän no ka dy nä hili tap ma ly? Op ti mal çö zü-
wi tap mak üçin il ki bi len (21) funk siýany azat üýtgeýän ulu lyk la ryň 
üs ti bi len aň lat ma ly. (22) ul gam dan her bir ba zis nä bel li niň ba ha sy ny 
(21)-de goýup to par la sak, on da aşak da ky gör nüş eme le ge ler:

        L=γ0+γ1x1+γ2x2. (24)
        LꞋ=γ1x1+γ2x2 (25)

funk siýa se re de liň. L funk siýa x1 we x2-niň haýsy ba ha syn da mi ni mu-
ma eýe bol sa, on da LꞋ funk siýa hem edil şol x1 we x2 ba ha lar da mi ni-
mu ma eýe bo lar. Sebäbi, LꞋ=L– γ0.
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γ0 ba ha x1 we x2-ä bag ly däl. LꞋ=0 koor di na ta lar baş lan gy jyn dan 
geçýän gö ni çy zy gyň deň le me si dir.

L=0 ýa-da LꞋ=c1, on da gö nüleriň burç koef fi si ýen tleri (– γ1 ⁄γ2) 
ulu ly ga deň dir. LꞋ=c1 Ox2 koor di na ta lar okun dan c1 ⁄γ2 ke si me deň ke-
sim ke sip al ýan gö nüdir. LꞋ=c2, L

Ꞌ=c3 ba ha lary ber sek, öza ra pa ral lel 
gö nü le ri ala rys (2.4-nji su rat).

x2

c2/γ2

c1/ γ2

x1LL Ꞌ=0

2.4nji su rat

Bu gö nü le riň hem me si niň gra fi gi ni gur man, di ňe LꞋ=0 ýag daý-
da ky gra fi gi gurýarys. LꞋ=0 gö ni ni bir ta ra pa pa ral lel süýşür sek LꞋ 
funk siýa ösýär, beýle ki ta ra pa pa ral lel süýşür sek ke melýär. Ma te ma-
ti ki sel jer me den bel li bol şy ýa ly, iki ar gu ment li LꞋ funk siýa özü niň 
gra di ýen ti niň ug ru na art ýar. Onuň gar şy sy na bol sa ke mel ýär. Ber len 
LꞋ çy zyk ly funk siýa üçin gradLꞋ=(γ1, γ2) bo lar. Diý mek, LꞋ funk siýa 
gradLꞋ=(γ1, γ2) wek to ryň garşysyna ke mel ýär. Çy zyk ly prog ram ma-

2.3nji su rat

ÝoÇK

x6=0 x2

x1

x 4
=0

x
5 =0

x 7
=0

x 3
=0

64-4

-4

-12

-1/3
1/2

5

A

B

CD

E
O
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laş dyr ma nyň esa sy me se le le ri niň op ti mal çö zü wi bu funk si ýa nyň iň 
ki çi ba ha ny al ýan ýolbe rer  li çö zü wi bi len ga bat ge ler (2.5-nji surat).

ÝoÇK

L Ꞌ=0

L Ꞌ
min

AꞋ

x2

x1

2x*

1x*

2.5nji su rat

(21) funk siýanyň mi ni mu my ny tap ma ly bol sun. LꞋ-iň ke melýän 
ta ra py gra fik de gör ke zi len. LꞋ=0-y özü ne pa ral lel süýşür sek, L-iň ki çi 
ba ha sy ny ýolbe rer li çö züw ler köp lü gi niň çet de ýa tan A no ka dyn da 
alar. Diýmek, LꞋ

min A(x1
*, x2

*) no kat da bo lar. A no ka dyň koor di na ta-
la ry ny (22) ul gam da goýup, x3

*, x4
*,…,xn

* op ti mal ba zis ulu lyk la ryň 
ba ha la ry ny we:

Lmin =γ0+ γ1x1
*+ γ2x2

* ta pa rys.
2.14nji my sal. 2.4.1-nji my sa lyň şer tin de:

L=x1 – x2+2x3 – x4 – 3x5+5x6 – 2x7

funk siýanyň mi ni mu my ny tap ma ly. L funk siýany hem azat x1 we x2 
ulu lyk la ryň üs ti bi len aň la da lyň. x3, x4, x5, x6, x7 – nä bel li le riň ba ha sy-
ny goýup jem le sek aşa ky gör nü şi ala ra rys:

L= – 5x1 – 6x2–12.
LꞋ = – 5x1– 6x2=0 diýip, de giş li gö ni çy zy gy gu ra lyň. LꞋ funk-

siýanyň ke melýän ta ra py çyz gy da gör ke zi len (2.5-nji su rat). LꞋ
min A 

no kat da bo lar. Bu no ka dyň koor di na ta la ry LꞋ=0
,x

x

0

0

6

7

=

=
(  gö nü le riň ke siş me si dir.

Bu ýer den , ,x 8 5*
1 =  x 5*

2 = .
On da op ti mal çö züw:

, ,x 8 5*
1 = ; x 5*

2 = ; 0,x 5*
3 = ; 16,x 5*

4 = ; 17,x 5*

5 = ; x 0*
6 = ; 

x 0*
7 = . 

Bu çö züw de Lmin= – 84, 5.
5. Sargyt № 2463
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Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma giň esa sy me se le sin de n – m=2 şert 
ýe ri ne ýe ten de ony geo met rik usul da çöz me gi öz leş dir dik we ýo kar-
da ky lar dan aşak da ge ti ril ýän ne ti je le ri al mak bo lar:

2.4.2. Iň go wy çö zü wiň ta py ly şy

Şeýlelik bilen, çyzykly programmalaşdyrmanyň optimal çözüwi-
ni geometrik usulda tapmak üçin:

1. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr manyň esa sy me se le si niň çö zu wi 
bar bol sa, on da ony ýolbe rer li çö züw le riň köp lü gi niň (köp burç lu gy-
nyň) iç ki no kat la ry nyň ara syn dan göz le män, onuň burç no kat la ryn-
dan göz le me li.

2. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr manyň esa sy me se le si niň op ti mal çö-
zü wi ýeke-täk bol man tü ke nik siz bol ma gy müm kin (LꞋ bi len ýolbe rer-
li çö züw le riň köp lü gi niň (köp burç lu gy nyň) bir ta ra py pa ral lel bol sa).

3. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma giň esa sy me se le si niň op ti mal 
çö zü wi niň bol maz ly gy müm kin (ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü gi LꞋ 
funk si ýa nyň ke mel ýän ta ra pyn da çäk len me dik bol sa).

4. Op ti mal çö züw ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü gi niň (köp burç lu-
gy nyň) haýsy hem bol sa bir de pe sin de bolýar. Bu de pe le re daýanç 
çö züw ler (de pe ler) diýilýär.

5. Op ti mal çö zü wi tap mak üçin daýanç de pe ler de L funk si ýa nyň 
ba ha la ry ny ha sap lap ola ryň ara syn dan L-iň iň ki çi ba ha eýe bo lan de-
pe si ni op ti mal çö züw hök mün de almak bo lar.

6. n – m=2 ýag daýda çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me-
se le si çö zü we eýe bol sa, on da daýanç de pe ler de iň bol man da iki sa ny 
üýtgeýän ulu lyk no la deň dir. Eger de pe de iki den köp nä bel li no la deň 
bol sa, on da oňa «şi kes li» daýanç de pe diýilýär.

Eger n – m=3 bol sa, çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me-
se le si niň ýolbe rer  li çö züw le ri niň köp lü gi gi ňiş lik de köpg ran ly gy 
eme le ge ti rer. On da (3) ul ga myň her deň le me si niň çö züw le ri te kiz li gi 
eme le ge ti rer ler. Her daýanç de pe de iň bol man da üç nä bel li no la deň 
bo lar. Eger n – m=k>3 bol sa çy zyk ly prog ram ma laş dyr manyň esa-
sy me se le si ni geo met rik usulda çö züp bil meýäris. Bu ýag daý da her 
daýanç de pe de iň bol man da k sa ny nä bel li no la deň bo lar.
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2.15 – 2.20-nji my sal lar da çäk len dir me le riň ýe ri ne ýet ýän ob las-
tyn da L funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny ta pyň:

2.15. 
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0, 0;
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  2.16. 
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         L=x1+2x2.    L=2x1+x2. 

2.17. 
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  2.18. 
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1 0,
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          L=x1+2x2    L=3x1+4x2.

2.19. 
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  2.20. 
2 14,

5 3 15,

4 6 24,

x x

x x

x x
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$
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*

         L=x1+7x2.    L=x1+7x2.
2.21 – 2.26-njy my sal lar da çäk len dir me le riň ýe ri ne ýet ýän ob las-

tyn da L funk si ýa nyň iň ki çi ba ha sy ny ta pyň:

2.21. 
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  2.22. 
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         L=x1– x2.     L=x1-3x2
    

2.23. 
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  2.24. 
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  L=x1+x2.   L=2x1-6x2

x1≥0, x2≥0;
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 2.25. 

2 4 0,
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  2.26 

2 6 0,
5,
8 0,

3 0,

0, 0;
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  L=2x1-x2.    L= –2x1+x2. 

§ 2.5. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le si ni çöz me giň simp leks usu ly

2.5.1. Simp leks usu lyň ma ny sy

Ýo kar da bel le ni li şi ýa ly, eger n – m=k>3 bol sa, on da çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si ni geo met rik usul da çö züp 
bolmaýar. Se bä bi öl çe gi üç den uly bo lan gi ňiş li gi geo met rik şe kil len-
di rip bol ma ýar. Bu ýag daý da çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy 
me se le si simp leks usul bi len çö zül ýär. Simp leks usul çy zyk ly prog-
ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si ni çöz me giň has umu my usu ly 
bo lup, onuň kö me gi bi len çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň islen dik 
me se le si ni çö züp bol ýar. 

Goý, çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si ber len 
bol sun:

   
,
,

.

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m
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g g g g g g g
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+ + + =
+ + + =

+ + + =

Z

[

\

]]

]]
  (26)

xi ≥0, i = 1,2,..., n,
           L=c1x1+c2x2+···+cnxn (min). (27)
Simp leks usu lyň ma ny sy aşakdakydan yba rat. Il ki bi len ber len 

me se lä niň is len dik bir ba zis çö zü wi ni tap ma ly. Eger bu ba zis çö züw 
ýolbe rer li bol sa (da ýanç çö züw bol sa), on da onuň op ti mal dy gy bar la-
nyl ýar. Eger ol op ti mal däl bol sa, on da baş ga da ýanç çö zü we ge çil ýär. 
Simp leks usul bol sa tä ze çö zuw op ti mal bol ma sa-da oňa has ýa kyn-
laş ma gy na ýar dam ber ýär. Tä ze al nan da ýanç çö züw bi len hem tä op-
ti mal çö zuw ta pyl ýan ça ýo kar da ky al go ritm gaý ta lan ýar. 
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Eger bi rin ji ba zis çö züw ýolbe rer li däl bol sa, on da simp leks usu-
lyň kö me gi bi len, bir nä çe ädim den soň baş ga ýolbe rer li ba zis (da-
ýanç) çö zü we ýa-da oňa has ýa kyn çö zü we ge çip bol ýar. Soň ra al nan 
da ýanç çö zü wiň üs tün de ýo kar da be ýan edi len al go ritm gaý ta lan ýar.

Seý le lik de, simp leks usu ly peý da lan mak aşakdaky iki dö wre bö-
lün ýär:

– ýolbe rer  li ba zis (da ýanç) çö zü wi tap mak;
– op ti mal çözü wi tap mak;
Bu dö wür le riň iki si hem çäk li san ly ädim ler den yba rat dyr. Se bä-

bi bu dö wür ler de bir ba zis çö züw den baş ga sy na geç mek ama la aşy-
ryl ýar. Ola ryň sa ny bol sa tü ke nik li dir.

2.5.2. Ýolbe rer li ba zis (da ýanç) çö zü wi tap mak

Umu my ly gy boz maz dan, (26) deň le me ler ul ga my çy zyk ly bag-
ly däl deň le me ler den yba rat di ýip ha sap edip bi le ris. On da m = ran gA 
bo lar. Eger n – m=k bol sa, on da k sa ny nä bel li ler azat üýt ge ýän ulu-
lyk lar, ga lan n – k=m nä bel li ler bol sa ba zis üýt ge ýän ulu lyk lar bo lar. 
Ba zis üýt ge ýän ulu lyk la ryň de re gi ne is len dik koef fi si ýent le rin den dü-
zü len mat ri sa nyň kes git leý ji si nol dan ta pa wut ly m=n – k sa ny nä bel li-
ni saý lap al mak bo lar. Umu my ly gy boz maz dan, x1, x2, ..., xk ulu lyk la r 
azat üýt ge ýän ulu lyk lar, xk+1, xk+2, ..., xn – ulu lyk la ry bol sa ba zis ulu-
lyk lar di ýip ha sap edip bi le ris. On da (26) deň le me ler ul ga my ny ba zis 
üýt ge ýän ulu lyk la ra gö rä çö zup, aşak da ky gör nüş de ýa zyp bo lar: 
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.

x x x x
x x x x

x x x x
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]]
 (28)

Azat üýt ge ýän ulu lyk la ra nol ba ha ny ber sek, bir bazis çö züw 
(da ýanç de pä de giş li ba zis çö züw) ala rys:

      x1= 0, x2= 0,…, xk= 0, xk+1= βk+1,…, xn= βn. (29)

βi ≥0 bo lan da (i=k+1, …,n) (29) çö züw ýolbe rer li da ýanç çö züw 
bol ýar. Eger (28) deň le me ler ul ga my nyň azat ag za la ry nyň ara syn da 
or ti sa te li bar bol sa (me se lem, i-nji deň le mä de giş li βi < 0 bol sa), on da 
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oňa de giş li esa sy nä bel li niň ba zis çö züw dä ki ba ha sy ot ri sa tel bo lar. 
Bu ýag daý da (28) ul ga myň ýolbe rer li däl çö zü wi al nar. Şol ba zis çö-
züw den baş ga çö zü we geç mek üçin haý sy azat nä bel li ni ba zis nä-
bel li le riň ara sy na ge çi rip, onuň de re gi ne haý sy ba zis nä bel li ni azat 
nä bel li le riň ara sy na ge çir me li digi ni kes git le me li. Azat nä bel li ba zis 
nä bel li le riň ara sy na ge çi ri len de onuň ba ha sy adat ça art ýar. Şo nuň 
üçin ba zis nä bel li le riň ara sy na ge çi ril me li azat nä bel li kes git le nen de, 
ol ar tan da öň ki ba zis çö züw de ot ri sa tel ba ha ny alan ba zis nä bel li ar tar 
ýa ly sy ny saý lap al ma ly. In di i-nji deň le mä gaý dyp ge le liň. Oňa de giş-
li xi ba zis nä bel li bu deň le me de po lo ži tel koef fi siýent li azat nä bel li niň 
art ýan ha la tyn da ar tar. Bu ýer den ba zis nä bel li le riň ara sy na şol deň-
le me de po lo ži tel koef fi siýen ti bo lan azat nä bel li ni ge çir me li di gi ge lip 
çyk ýar. Aşak da ky üç ýag da ýyň bi ri bol ma gy müm kin:

1) i-nji deň le me de po lo ži tel koef fi siýent li azat nä bel li ýok. Bu 
ýag daý da (28) deň le me ler ul ga my kök deş däl. Ýag ny, onuň ýolbe rer  li 
da ýanç çö zü wi ýok. Se bä bi bu ýag daý da xi ba zis nä bel li ot ri sa tel däl 
ba ha eýe bo lup bil me ýär. Diý mek, bu ýag daý da çy zyk ly prog ram ma-
laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň hem çö zü wi ýok dur.

2) i-nji deň le me de bir po lo ži tel koef fi siýent li azat nä bel li bar. Bu 
ýag daý da şol koef fi siýen te de giş li azat nä bel li ba zis nä bel li le riň ha ta-
ry na ge çi ril ýär.

3) i-nji deň le me de bir nä çe po lo ži tel koef fi siýent li azat nä bel-
li bar. Bu ýag daý da ba zis nä bel li le riň ha ta ry na şol po lo ži tel koef fi-
siýent le re de giş li azat nä bel li le riň is len di gi ni ge çi rip bo lar.

In di ba zis nä bel li le riň ha ta ry na ge çi ril jek azat nä bel li niň de re gi-
ne ge çi ril me li ba zis nä bel li ni kes git le me li. Onuň üçin (28) deň le me-
ler ul ga my nyň azat ag za la ry nyň ba zis nä bel li le riň ha ta ry na ge çi ril jek 
azat nä bel li niň de giş li, gar şy lyk ly ala mat ly koef fi siýent le ri ne gat na-
şyk la ry nyň mo du ly bo ýun ça iň ki çi si ni saý lap al ma ly. Bu ýag daý da 
azat ag za lar bi len ala ma ty ga bat gel ýän koef fi siýent le riň gat na şy gy 
∞ deň ha sap edil ýär. Şol iň ki çi gat na şy ga de giş li deň le me dä ki ba zis 
nä bel li azat nä bel li le riň ha ta ry na ge çi ril ýär. Şol deň le me den ba zis nä-
bel li le riň ha ta ry na ge çi ril me li nä bel li ni ta pyp, onuň üçin al nan aň lat-
ma ny beý le ki deň le me ler de or nun da goýup, tä ze ba zis nä bel li le ri tä ze 
azat nä bel li le riň üs ti bi len aň la dyp, tä ze ba zis çö zü wi ala rys. Eger 
iň ki çi gat na şy ga de giş li deň le me dä ki azat ag za ot ri sa tel bol sa, on da 



71

tä ze ba zis çö züw de ot ri sa tel ba ha lar bir san aza lar. Eger ol po lo ži tel 
bol sa, on da tä ze ba zis çö züw de ot ri sa tel ba ha la ryň sa ny üýt ge mez. 
Is len dik ýag daý da al nan çö züw öň ki çö züw den has go wu dyr. Se bä bi, 
ol ýa-ha ýolbe rer li ba zis çö züw dir, ýa-da ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü-
gi ne öň ki çö züw den has ýa kyn dyr. Eger ol ýolbe rer  li ba zis çö züw däl 
bol sa, on da ýo kar da be ýan edi len al go ritm tä ýolbe rer li ba zis çö züw 
alyn ýan ça gaý ta lan ýar.

2.5.3. Op ti mal çö zü wi tap mak

Goý, (29) ýolbe rer li da ýanç çö züw bol sun. Onuň op ti mal ço züw-
di gi ýa-da däl di gi he niz bel li däl. Ony bil mek üçin L funk si ýa ny hem 
azat ulu lyk la ryň üs ti bi len aň la da lyň. Ba zis üýt ge ýän ulu lyk la ryň ba-
ha sy ny (27)-de goýsak we nä bel li le ri to par la sak L funk si ýa aşak da ky 
gör nü şi alar:

   L=γ0+γ1x1+γ2x2+...+γkxk. (30)

(29) çö züw de L=γ0. Op ti mal çö züw L funk si ýa müm kin bo lan iň 
ki çi ba ha ny ber me li. (30) aň lat ma dan L funk si ýa nyň ba ha sy ny mun-
dan beý läk γ0 ba ha dan ki çel dip bol ýan dy gy ny ýa-da bol ma ýan dy gy ny 
kes git le me li. Eger-de L funk si ýa nyň ba ha sy ny ki çel dip bol ýan bol sa, 
on da (29) çö züw op ti mal çö züw bol ma ýar. L funk si ýa ny γ0-dan ki-
çel dip bol ma ýan bol sa, on da (29) çö züw op ti mal çö züw bo lar. Eger-
de γ1, γ2,…, γk koef fi siýent le riň iň bol man da bi ri  ot ri sa tel bol sa, on da 
şeý le koef fi siýent li nä bel li ni ulal dyp, L-iň ba ha sy ny γ0-dan ki çi bolar 
ýa ly edip bo lar.

Goý, γ1 ot ri sa tel bol sun. On da x1-i ulal dyp, L-i γ0-dan ki çel dip 
bol ýar. x1 nol dan uly ba ha ny al sa (x1 >0), on da alyn jak çö züw da-
ýanç çö züw bo lar ýa ly bu nä bel li niň ýe ri ne ba zis ulu lyk la ryň bi ri no la 
öw rül me li. Seý le lik de, (29) da ýanç çö züw den baş ga da ýanç çö zü we 
geç ýä ris. x1 nä bel li ni ulald ýa rys. L funk si ýa hem şo ňa bag ly lyk da ki-
çel ýär. Ýö ne x1-iň çäk siz ulal ma gy xk+1,…, xn ba zis ulu lyk la ryň kä bi ri-
niň ot ri sa tel ba ha al ma gy na ge tir me gi müm kin. Şo nuň üçin xk+1,…, xn 
ba zis ulu lyk la ryň hem me si po lo ži tel bo lup ga lar ýa ly, x1-i haý sy sa na 
çen li ulalt ma ly dy gy ny kes git lä liň. x1-i nä çä çen li ulal dyp bol ýan ly gy-
ny bil mek üçin (28) ul ga ma se red ýä ris. Eger, deň le me ler ul ga myn-
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da x1-iň koef fi siýent le ri ot ri sa tel däl bol sa, on da x1-iň ulal ma gy bi-
len ba zis nä bel li le riň ba ha la ry di ňe ula lar lar. L funk si ýa bu ýag daý da 
aşak dan çäk len me dik bol ýar. Goý, l-nji deň le me de x1-iň koef fi si ýen ti 
ot ri sa tel bol sun.

xl=al1x1+al2x2+...+alkxk+βl,

βl≥0, all<0, x2=0,…, xk=0.

x1 nä bel li ni (– l

l1

b
a

) ululyga çen li ulal dyp bo lar. Eger x1-i bu san dan 

köp ulalt sak, on da xl< 0 bo lar, bu bol sa da ýanç çö züw däl. Eger-de 
(28) ul gam da ot ri sa tel koef fi si ýent li deň le me ler bir den köp bol sa, on-
da x1-i ulal da ny myz da de giş li ba zis nä bel lä ot ri sa tel ba ha çalt öw-
rül mek how py bar bo lan deň le mä ni saý lap al ýa rys. Şol deň le me den 
x1-i ta pyp, onuň al nan ba ha sy ny (28) ul ga myň beý le ki deň le me le rin de 
or nu na go ýup, x1-i azat ulu ly gyň ha ta ryn dan çy kar ýa rys. x1 azat ulu-
ly gyň or nu na bir da ýanç nä bel li ge ler. Goý, ol xl di ýe liň. Şeý le lik de:

   x2= 0, x3= 0,…, xk= 0, x1= 0, x1= 0, xk+1 ≥ 0,…,xn ≥ 0 (31)

da ýanç çö zü wi ala rys. Al nan (31) da ýanç çö zü wiň op ti mal dy gy ny 
ýa-da däl di gi ni kes git lä liň. Onuň üçin L mak sat funk si ýa sy ny tä ze 
azat ulu lyk lar bi len aň lad ýa rys. Eger L-iň koef fi si ýent le ri po loźitel 
bol sa, on da (31) da ýanç çö züw op ti mal çö züw bo lar. Eger L-de ot ri-
sa tel koef fi si ýent li nä bel li ler bar bol sa, on da (31) op ti mal çö züw däl. 
Bu ýag daý da öň ki usul dan peý da la nyp (31) çö züw den baş ga da ýanç 
çö zü we (de pä) geç ýä ris. Bu al go rit mi L funk si ýa nyň nä bel li le ri niň 
koef fi si ýent le ri niň äh li si po loźite le öw rül ýän çä do wam et dir me li.

2.27nji my sal. 
5 2 2,

5,

3 5 7

x x x

x x x

x x

1 2 3

3 4

1 4

1

#

#

#

- - +

- + +

- +

*  (32)

şert ler ýe ri ne ýe ten de 
    L=5x1–2x3 (33)

funk si ýa nyň mi ni mu my ny tap ma ly. Bu my sal çy zyk ly prog ram ma-
laş dyr ma nyň esa sy me se le si däl. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
esa sy däl me se le sin den esa sy me se le si ne ge çe liň. (32) ul ga my deň le-
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me ler ul ga my na öwür mek üçin, deň siz lik le riň çep ta ra py na goş ma ça 
y1, y2, y3 nä bel li le ri go şa lyň we ol nä bel li le ri ta pa lyň:

   
5 2 2,

5,

3 5 7.

y x x x

y x x x

y x x

4

1 1 2 3

2 1 3

3 1 4

= + - +

= - - +

= - +

*  (34)

n = 7, m = 3, n – m= 4, bu ýer de 4 sa ny nä bel li azat ulu lyk lar, 
ga lan la ry ba zis ulu lyk lar bo lar. Goş ma ça gi ri zi len y1, y2, y3 ulu lyk la-
ry ba zis (goş ma ça) di ýip bel le sek, x1, x2, x3, x4 azat ulu lyk lar bo lar. 
On da:

  x1= x2= x3= x4= 0, y1= 2, y2= 5, y3= 7 (35)

çö züw da ýanç çö züw bo lar. Bu de pe de L=0. (35) çö züw op ti mal my? 
(33)-de ber len L-e se red ýä ris. x3-iň koef fi si ýen ti ot ri sa tel, on da x3-i 
ulal dyp, L-i nol dan ki çi edip bol ýar. Şol se bäp li (35) op ti mal çö züw 
däl. x3-i nä çe ulal dyp bol ýar? Ony bil mek üçin (34) deň le me ler ul-
ga my na se red ýä ris. Bu ul ga myň bi rin ji we ikin ji deň le me le rin de x3 
nä bel li niň koef fi si ýent le ri ot ri sa tel. x3-i ulalt sak y1 ulu lyk y2 ulu lyk-
dan çalt ot ri sa tel ba ha eýe bol ýar. On da bi rin ji deň le me den x3-i ta pyp, 
onuň ba ha sy ny (34) deň le me ler ul ga my nyň beý le ki deň le me le rin de 
goýup ala rys:

  
2
5

2
1

2
1 1,

2
3

2
1

2
1 4,

3 5 7,

x x x y

y x x y x

y x x

2

3 1 2

1 2 1 4

3 1 4

1= + - +

= - - + - +

= - +

Z

[

\

]
]

]]
 (36)

  L=5x1–5x1–x2+y1–2=–x2+ y1–2; (37)
      x1=0, x2=0, y1=0, x4=0, x3=1, y2=4, y3=7 (38)

da ýanç çö züw dir. Bu de pe de L= – 2. Al nan (38) çö züw op ti mal çö-
züw mi? Ony bil mek üçin (37) çy zyk ly funk si ýa nyň koef fi si ýent le ri ne 
se red ýä ris. x2 ulu ly gyň koef fi si ýen ti ot ri sa tel. Şol se bäp li (38) op ti mal 
çö züw däl. x2-ni nä çe ulal dyp bil ýä ris? Ony bil mek üçin (36) deň le-
me ler ul ga my na se red ýä ris. (36) ul ga myň di ňe ikin ji deň le me sin de x2 
ot ri sa tel koef fi si ýent li. On da bu deň le me den x2-ni tap ýa rys we beý le-
ki deň le me ler den x2-ni ýok ed ýä ris: 
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5,

3 2 2 8,

3 5 7.

x x y x

x x y y x

y x x

3 1 2 4

2 1 2 1 4

3 1 4

= - - +

=- - + - +

= - +

*  (39)

  L=3x1+2y2+2x4–10. 

(39) ul gam dan aşak da ky da ýanç çö zü wi ala rys. 

x1=0, y2=0, y1=0, x4=0, x3=5, x2=8, y3=7.

Bu da ýanç çö züw de L=–10 bo lar. Al nan çö züw op ti mal my?  
L çy zyk ly funk si ýa nyň ar gu ment le ri niň koef fi si ýent le ri po loźitel. 
Diý mek, funk si ýa nyň ba ha sy ny mun dan ar tyk ki çel dip bol ma ýar. On-
da Lmin = –10 we

0, 8, 5, 0, 0, 0, 7x x x x y y y1
*

2
*

3
*

4
*

1
*

2
*

3
*

= = = = = = =

çö züw op ti mal çö züw dir.
Bu my sa lyň üs ti bi len çy zyk ly pro gam malaşdyrmanyň esa sy däl 

me se le sin den çy zyk ly pro gam malaşdyrmanyň esa sy me se le si ne ge çi-
li şi ni gör dük we al nan me se lä ni simp leks usul bo ýun ça çöz dük. 

2.5.4. Simp leks usu lyň al go rit mi

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si ni simp leks 
düz gün bi len çö ze ni miz de azat ulu lyk bi len ba zis ulu lyk la ryň or nu-
ny ça lyş ýa rys. Ýag ny, haý sy hem bol sa bir deň le me den azat ulu ly gy 
ta pyp, beý le ki ler de or nun da goýýa rys. Bu usul ha sap la ma ny kö peld-
ýär, ýal ňyş ly gyň goýbe ril me gi ne müm kin çi lik dö re ýär. Bu usul bi len 
nä bel li le riň koef fi si ýent le ri niň üs tün de bel li bir ter tip de şol bir amal-
lar ýe ri ne ýe ti ril ýär. Bu usul bi len nä bel li le riň or nu ny ça lyş mak ly ga 
simp leks düz gü ni niň al go rit mi di ýil ýär. Goý, bi ze aşak da ky deň le-
me ler ul ga myn da xj we yi nä bel li le riň or nu ny (xj yi) simp leks al go rit mi 
bo ýun ça ça lyş mak ge rek bol sun.

  

,

,

.

y a x a x a x b

y a x a x a x b

y a x a x a x b

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m mn n m

g

g

g g g g g g g g g

g

= + + + +

= + + + +

= + + + +

Z

[

\

]
]

]]
 (40)



75

Bu ul ga my simp leks düz gü niň al go rit min de ula nyl ýan gör nüş de 
ýa za lyň:

  

( ),

( ),

( ) .

y b x x

y b x x

y b x x

1 1 11 1 1

i1 1 i

m1 1

n n

n n

m n

i i

m mn

g

g g g g g g g g g
g

g g g g g g g g g

g

= + + +

= + +

= + +

a a

a a

a a

-

-

Z

[

\

]
]]

]
]]

 (41)

Bu ýer de a ij= – aij, i=1, ..., m, j=1, ..., n.
(41) deňlemeler ulgamynyň koeffisiýentlerini 2.3-nji tab li sada 

ýa za lyň.
2.3-nji tab li sa

Azat 
ag za lar x1 x2 … xj … xn

y1 b1
a11 a12

… a1i … a1n

y2 b2 a21 a22 … a2j … a2n

: : … … … … … …

yi bi
a i1 a i2 … a ij … a in

: : … … … … … …
ym bm am1 am2

… amj
… amn

Bu tab li sa simpleks usulyň stan dart tab li sasy di ýil ýär. Eger 
xj we yi nä bel li le riň or nu ny (xj)*yi) ça lyş mak gerek bolsa, onda xj 
näbelliniň koeffisiýentleriniň ýerleşen sütünine çözüji (ugrukdyryjy) 
sütin, yi näbelliniň koeffisiýentleriniň ýerleşen setirine çözüji setir; 
a ij koeffisiýente – elemente çözüji element, onuň duran öýjügine 
bolsa, çözüji öýjük diýip at berilýär. (xj)*yi) orun çalşyrmany amala 
aşyrmak üçin aşakdaky amallar ýerine ýetirilýär we xj, yi ululyklaryň 
orny çalşyrylan indiki (täze) tablisa doldurylýar.

1.Tab li sa da çö zü ji ele ment αij saý la nyp alyn ýar we onuň ters ulu ly-
gy ny ha sap lap, 1

ij

m
a

=  sa n indiki täze tablisada şol öýjükde ýazyl ýar.

2. Çö zü ji se ti riň hem me ele ment le ri ni λ kö pel dip, alnan san-
lar täze tablisanyň degişli setirlerinde ýazylýar (çözüji öýjükden 
başgalarynda).
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3. Çö zü ji sü tü niň ele ment le ri ni (– λ)-a kö pel dip, alnan sanlar täze 
tablisanyň degişli sütüninde ýazylýar (çözüji öýjükden başga larynda).

4. Çö zü ji setirde we sütünde ýatmaýan öýjükleriň köne 
elementleriniň ählisi üçin şol bir amallar toplumy ýerine ýetirilýär, 
ýagny köne element bilen bir setirde, çözüji sütünde duran elementi 
onuň bilen bir sütünde, çözüji setirde duran elemente köpeldip, netijä-
ni çözüji elemente paýlap, alnan sany köne elementden aýryp, soňky 
netijäni täze tablisada degişli öýjükde ýazarys. 2.3-nji tablisada bu 
amallara degişli elementler α11 koeffisiýent üçin görkezilendir. Beýan 
edilen amallaryň yzygiderligi gysgaça

, 1, , , 1, .l i, k j, l m k n'
lk lk

ij

lj ik g g! != - ==a a
a

a a

Beýan edilen algoritme çyzykly programmalaşdyrmanyň 
meselesiniň simpleks tablisa algoritmi diýilýär.

2.28nji my sal.
2 5,

2 1,

y 2 1,

2

y x x x

y x x

x x

y x x

1 1 2 3

2 1 2

3 2 3

4 1 3

= - + -

= - +

= - -

=- - +

Z

[

\

]
]

]]

deň le me ler ul ga myn da x1↔y2, ýagny x1 we y2 ululyk la ryň or nu ny çal-
şal ma ly. Ul ga my stan dart gör nüş de ýa za lyň:

5 2 ,

1 2 ,

1 2 ,

2 ( ) .

y x x x

y x x

y x x

y x x

1 2 3

2 2

3 3

4 1 3

1

1

2

=- - - + -

= - - +

=- - - +

= - +

^

^

^

h

h

h

Z

[

\

]
]

]]

Ilki 2.4-nji tab li sa ny dol du ra lyň.
2.4-nji tab li sa

Azat ag za lar x1 x2 x3

y1 -5 -1 1 -2

y2 1 -2 1 0

y3 -1 0 -2 1

y4 2 1 0 1
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Eger (x1↔y2) çalşyrmany amala aşyrmaly, ýagny x1 we y2 

ululyklaryň ornuny çalyşmaly bolsa, onda a ij=-2, λ=-
2
1  bolar. Ýo-

karda beýan edilen algoritm boýunça indiki (täze) 2.5-nji tablisany 
dolduralyň.

2.5-nji tab li sa
Azat ag za lar y1 y2 y3

y1 -1/2 -1/2 1/2 -2
x1 -1/2 -1/2 -1/2 0
y3 -1 0 -2 1

y4 5/2 1/2 1/2 1

x1)*y2 orun çalşyrma amala aşyryldy.

2.5.5. Simp leks usu lyň al go rit mi niň kö me gi 
bi len çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy 

me se le si niň da ýanç çö zü wi niň göz le ni lişi

Biz nä bel li le riň or nu ny simp leks tab li sa nyň al go rit mi bo ýun ça 
çal şyp bil ýä ris. Da ýanç çö zü winiň göz le nili şi ni aşakdaky my sal ar ka ly 
dü şüň di re liň:

2.29njy my sal. Goý, deň le me ler ul ga my stan dart gör nüş de ber-
len bol sun. Aşak da ber len deň le me ler ul ga my nyň da ýanç çö zü wini 
tap ma ly:

1 2 ,

5 ( 2 ,

2 ,

1 ( ) .

y x x x

y x x x

y x x

y x x

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2

4 2 3

= - - - +

=- - - + -

= - +

= - - +

]

]

g

g

Z

[

\

]
]

]]

2.6-njy tab li sa ny dol du ra lyň.
2.6-njy tab li sa

Azat ag za lar x1 x2 x3

y1 1 -1 -2 1
y2 -5 -2 1 -1
y3 2 1 1 0
y4 1 0 -1 1

Bu ýer de x1=0, x2=0, x3=0, y1=1, y2= – 5, y3=2, y4=1 çö zü wi ala-
rys. Bu çö züw da ýanç çö züw däl, se bä bi y2 -niň ba ha sy ot ri sa tel. Da-
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ýanç çö zü wi tap mak üçin y2-niň se tir inden is len dik ot ri sa tel ele men ti 
saý la ýa rys. (–2)-li sü tü ni çö zü ji sü tün di ýip bel le ýä ris. Çö zü ji ele-
men ti çö zü ji sü tün den göz len ýär. Nol çö zü ji ele ment bo lup bil me ýär. 
Çö zü ji ele men ti bu sü tün dä ki ala ma ty azat ag za la ryň ala ma ty bi len 
ga bat gel ýän ele ment le riň azat ag za bi len gat na şy gy iň ki çi sini tap-
mak bi len kes git len ýär. min(–5/–2; 2/1)= min (2,5;2)=2, diý mek x1 
we y3 ulu lyk la ryň or nu ny al go ritm esa syn da ça lyş ýa rys: a ij=1, λ=1.

Indiki 2.7-njy tab li sa ny dolduralyň.
2.7-nji tab li sa

Azat ag za lar y3 x2 x3

y1 3 1 -1 1
x3 -1 2 3 -1
x1 2 1 1 0
y4 1 0 -1 1

Ot ri sa tel azat ag za ab sol ýut ulu ly gy bo ýun ça ki çel di. Da ýanç çö-
zü we go laý la ýa rys:

y3=0, x2=0, x3=0, y1=3, y2= – 1, x1=2, y4=1.
Bu çö züw hem da ýanç çö züw däl: y2= – 1. y2-niň se ti rin de azat 

ag zadan baş ga diňe x3-iň sü tü ni ot ri sa tel ele men ti sak la ýar. On da x3 
sü tü ni çö zü ji sü tün bo lar. Öň ki ýa ly edip çö zü ji ele men ti αij saý la ýa-
rys.

min(–1/–1; 1/1;3/1)=1 – iki gatna şyk deň, on da çö zü ji ele ment 
hökmünde (–1) ýa-da 1-i almaly. Goý, a ij= –1, ýag ny x3↔y2. On da 
2.8-nji tab li sa ny ala rys.

2.8-nji tab li sa

Azat ag za lar y3 x2 y2

y1 2 3 2 1
x3 1 –2 –3 –1
x1 2 1 1 0
y4 0 2 2 1

Bu ýagdaýda bazis çözüw:

y3= 0, x2= 0, y2= 0, y1= 2, x3= 1, x1= 2, y4= 0.
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Bu cözüw de äh li ulu lyk lar po lo ži tel ýa-da nol ba ha la ry al ýar lar. 
Şol se bäp li ol da ýanç cözü wi dir.

2.5.6. Simp leks usu lyň al go rit mi niň kö me gi 
bi len çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy 

me se le si niň op ti mal çö zü wi niň göz le nili şi

Da ýanç çö zü wi göz le nen de L funk si ýa  peýdalanylýar. Op ti mal 
çö züw göz le nen de L funk si ýa ny hem stan dart gör nüş de ýa zyp, stan-
dart tab li sa nyň ýo kar ky ýa-da aşa ky se ti rin de ýer leş dir ýär ler:

L=l0– (a1 x1+a2 x2+...+an xn).
2.30njy my sal. 

2 2 ,

1 ,

5 ,

2 (2 )

y x x x

y x x x

y x x

y x x

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 3

4 21
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]
]
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g
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]]

şert de L=0 – (– x1+2x2+x3) funk si ýa nyň mi ni mu my ny tap ma ly.
Azat näbellilere nol bahalary berlip alnan (0,0,0,2,1,5,2) çözüw 
daýanç çözüwidir (eger da ýanç çö züwi bol ma sa il ki bi len da ýanç 
çö zü wi tap ma ly). Bu çö züw op ti mal däldir. Sebäbi x2 ýa-da x3 azat 
ululyklaryň bahasyny ulal tmak bilen, L  funk si ýa nyň ba ha sy ny ki çel-
dip bol ýar. 2.9-njy tab li sa ny dol du ra lyň.

2.9-njy tab li sa

Azat ag za lar x1 x2 x3

L 0 –1 2 1
y1 2 1 1 -2
y2 1 1 –1 1
y3 5 0 1 1
y4 2 2 –1 0

L funk si ýa nyň se ti rin de x2 we x3 po loźitel bahalary alyp bilmeýär. 
Ola ryň is len di gi niň sü tü ni ni çö zü ji sü tün di ýip alyp bol ýar. Simpleks 
usuly boýunça x2-ni saýlamak bilen L-iň bahasyny has çalt kemeldip 
bolýan hem bolsa, ilki bilen x3-üň sütünini çö zü ji sü tün hökmünde 
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saýlaýarys. Bu sü tü niň haý sy ele men ti ni çö zü ji ele ment de re gi ne al-
ma lydygyny kesgitläliň. Bu ele ment hök man po loźitel bol ma ly (se bä bi 
azat ag za lar po loźitel). On da x3-iň po loźitel koeffisiýentleri bi len azat 
ag za la ryň gat na şy gy ny ha sap lap, iň ki çi si ni al ýa rys.

; (1;5) 1.min min
1
1

1
5 = =c m

Iň ki çi gat na şy ga de giş li ikinji se tir çö zü ji se tir bo lar. Çö zü ji se tir 
bi len çö zü ji sü tü niň ke siş me sin de a23=1 çö zü ji ele ment dur. Diý mek 
x3 we y2 ululyk la ryň or nu ny ça lyş ma ly, ýag ny x3↔y2. Al go ritm bo-
ýun ça x3 bilen y2-niň or nu ny ça lyş sak, 2.10-njy tab li sa ny ala rys.

2.10-njy tab li sa
Azat ag za lar x1 x2 y2

L –1 –2 3 –1
y1 4 3 –1 2
x3 1 1 –1 1
y3 4 –1 2 –1
y4 2 2 –1 0

L-iň aň lat ma syn da x2 po loźitel, bahany alyp bilýär, on da bu ýag-
daýda alnan (0,0,1,4,0,4,2) daýanç çözüw hem optimal däl. Öň ki ýa-
ly edip x2-niň sü tü nin den çö zü ji ele men ti saý la ýa rys: a32=2 element, 
ýagny y3-iň setiri saýlanylar. Diýmek, x2↔y3 orun çalşyrma amala 
aşyrylýar. Netijede aşakdaky 2.11-nji tab li sa ny ala rys.

2.11-nji tab li sa
Azat ag za lar x1 y3 y2

L –7 –1/2 –3/2 1/1
y1 6 5/2 1/2 3/2
x3 3 1/2 1/2 1/2
x2 2 –1/2 –1/2 –1/2
y4 4 3/2 1/2 –1/2

Bu ýagdaýda alynýan daýanç çözüw: 
x1=  0, y3= 0, y2= 0, y1= 6, x3= 3, x2= 2, y4= 4,

ýagny (0,2,3,6,0,0,4) çö züw hem op ti mal däl. Se bä bi L-iň setirinde 
y2-niň koef fi si ýen ti po lo ži tel. y2-niň sü tü nin den ço zü ji ele men ti saý-
la lyň.
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: ; : (4;6) 4.min min6
2
3 3

2
1 = =c m

Bu ýagdaýda çözüji element a13=3/2. Diýmek y2↔y1 orun 
çalşyrma amala aşyrylmaly. Aşakdaky 2.12-nji tablisany alarys.

2.12-nji tab li sa
Azat ag za lar x1 y3 y2

L -9 – 4/3 – 5/3 – 1/3
y1 4 5/3 1/3 2/3
x3 1 – 1/3 1/3 – 1/3
x2 4 1/3 2/3 1/3
y4 6 7/3 2/3 1/3

L funk si ýa nyň se ti rin dä ki nä bel li le riň koef fi siýent le ri niň hem-
me si ot ri sa tel. On da:

x1= 0, x2= 4, x3= 1, y1= 0, y2= 4, y3= 0, y4= 6
çö züw op ti mal çö züw bo lar. Lmin= – 9. 

Bellik. Birinji ädimde x3-iň saýlanylmagy ädimleriň sanynyň art-
magyna getirdi. Eger L-iň se ti rin de azat ag za dan baş ga ele ment ler ot-
ri sa tel bol sa, on da op ti mal çö zü wi tap dy gy myz bol ýar.

2.5.7. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri ni 
MS Excel mak sat na ma sy nyň kö me gi bi len çöz mek

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri ni MS Excel mak-
sat na ma sy nyň kö me gi bi len çöz mek üçin «Данные» gu ral lar top lu-
myn da ky «Поиск решения» gu ra lyň pen ji re sin den peý da lan ýa rys.

My sal hök mün de aşak da ky me se lä se re de liň.
2 2 2,

5,

3 6 7

x x x

x x x

x x

31 2

1 3 4

1 4

#

#

#

- - +

- + +

- +

*

şert ler ýe ri ne ýe ten de
L=3x1– 2x3

funk si ýa nyň mi ni mu my ny ta pa lyň.
Il ki bi len MS Excel mak sat na ma sy nyň iş meý da ny nyň A2, B2, 

C2, D2 öý jük le ri ne x1, x2, x3, x4 nä bel li le riň baş lan gyç ba ha la ry ny gi-
riz ýä ris (me se lem, 1, 1, 1, 1). Şeý le hem, E2 öý jü ge mak sat funk si ýa-

6. Sargyt № 2463
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sy nyň bu ba ha lar da ha sap la nan ba ha sy ny (=3*A2-2*C2), F2 öý jü ge 
deň siz lik ler ul ga my nyň I deň siz li gi niň çep ta ra py nyň bu ba ha lar da 
ha sap la nan ba ha sy ny (=-2*A2-B2+2*C2), G2 öý jü ge deň siz lik ler 
ul ga my nyň II deň siz li gi niň çep ta ra py nyň bu ba ha lar da ha sap la nan 
ba ha sy ny (=-A2+C2+D2), H2 öý jü ge bol sa, III deň siz li gi niň çep ta ra-
py nyň bu ba ha lar da ha sap la nan ba ha sy ny (=-3*A2+6*D2) gi riz ýä ris 
(2.6-njy surat).

E2

2
3
2

=3*A2-2C2

1 1 1 1 1 -1 1 1

L-maksat 
funksiýasy

I-çäklendir-
mä niň çep 

tarapy

II-çäklen-
dir mä niň 

çep tarapy

III-çäklen-
dir mä niň 

çep tarapy1 x1 x2 x3 x4

A B C D E F G H I J

f x

2.6njy su rat

Soň ra «Данные» gu ral lar top lu myn da ky «Поиск решения» gu-
ra lyň pen ji re sin den peý da lan ýa rys (2.7-nji surat).

2.7nji su rat

Pen ji rä niň «оптимизировать целевую функцию» öý jü gin-
de mak sat funk si ýa sy nyň ba ha sy nyň ýer leş ýän ýe ri ni görke zip, 
onuň mi ni mu my nyň ta pyl ýan dy gy ny de giş li öý jük de görkez ýä ris. 
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«Изменяя ячейки переменных» öý jük de x1, x2, x3, x4 nä bel li le riň baş-
lan gyç ba ha la ry nyň ýa tan çägini gör kez ýä ris. «В соответствии с 
ограничениями» penji re ji ge deň siz lik ler ul ga my nyň deň siz lik le ri ni 
«Добавить» buý ru gy nyň kö me gi bi len gi riz ýä ris. Onuň üçin aşak da-
ky pen ji re den peý da lan ýa rys (2.8-nji surat).

2.8nji su rat

«Выберите метод решения» buý ru gy nyň kö me gi bi len me se lä-
niň simp leks usul da çö zül me li di gi ni görkez ýä ris. «Найти решение» 
buý ru gy nyň kö me gi bi len x1, x2, x3, x4 nä bel li le riň baş lan gyç ba ha la-
ry nyň ýa tan çäginde me se lä niň op ti mal çö zu wi niň bölek le ri ni, mak sat 
funk si ýa sy nyň ba ha lar öý jü gin de bol sa onuň mi ni mum ba ha sy ny ala rys: 

x1= 0, x2= 8, x3= 5, x4= 0, Lmin= – 10. 

1. Simp leks usu lyň ma ny sy nä me den yba rat?
2.  Simp leks usu lyň al go rit mi niň kö me gi bi len çy zyk ly prog ram ma-

laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň da ýanç çö zü wi niň göz le ni li şi niň 
aý ra tyn lyk la ry ny dü şün di riň.

3.  Simp leks usu lyň al go rit mi niň kö me gi bi len çy zyk ly prog ram ma-
laş dyr ma nyň esa sy me se le si niň op ti mal çö zü wi niň göz le ni li şi niň 
aý ra tyn lyk la ry ny dü şün di riň.

2.31 – 2.36-njy my sal lar da çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me-
se le si ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si ne ge tir me li 
we simpleks usulda çözmeli.

2.31. 

1,
2 2,

4,
3,

0, 0;

x x
x x

x x
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x x
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  2.32. 

1,
3,
8,

2 5,

1 4;

x x
x x
x x

x

x
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1 2

1
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#
#
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# #

# #

- +
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+

Z

[

\

]
]

]
]

      I=x1 +2x2 (max).           L=x1+2x2 (max). 

So rag lar 
we 

ýu muş lar



84      

2.33. 

2 4,

2 4

2 6,

0, 0;

x x

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

1 2

#

#

#
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]]
  2.34. 

3 2 6,
3 2 7 0,
2 4 8,

1 0,

0;

x x
x x
x x

x

x

2

1 2

1

1 2

1

2

$
$

#
$

$

+
- +
-
-

Z

[

\

]
]

]
]

      L=x1+2x2 (max).            L=3x1+4x2(max). 

2.35. 

4 0,
2,

1 0,
0,

0;

x x
x x
x
x

x
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  2.36.

5 0,
3 3,
2 14 0,

5 0,

0, 0;

x x
x x
x x

x

x x

1 2

1 2

1 2

1

1 2

$
$

#
#

$ $

- +
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+ -
-

Z

[

\

]
]

]
]

      L=x1+7x2 (max).          L=x1+x2 (max). 

2.37-2.42-njy my sal lar da çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me-
se le si ni simpleks usulda çözmeli.

2.37. 

6,
2 0,

2 4 8,
1 3,

0;
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x
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  2.38. 

2 2 0,
2 3,
2 6 0,

0,

0, 0;

x x
x x
x x
x x
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        L=x1 – x2 (min).               L=x1-3x2 (min).

2.39. 

2 4 0,
2 4,

4 0,
6,

4 0,

0, 0;
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  2.40. 

4 0,
2 6 12,

2 0,

0;

x x
x x

x

x

1 2
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1

2

$
$

$

$
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- + -

-

Z
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]]

         L=x1 + x2 (min).               L=2x1-6x2 (min).

2.41. 

2 4 0,
3,
7 0,

2 0,

0, 0;
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  2.42. 

1 0,
2,

2 2 0,
3 0,

0, 0;

x x
x x

x x
x

x x
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1 2
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1 2
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         L=x1 – 2x2 (min).             L=2x1 – x2 (min). 
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§ 2.6. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
ça ty rym la nan me se le le ri

2.6.1. Ça ty rym la nan me se le le riň kes git le me si we ber len 
me se lä ça ty rym la nan me se lä niň dü zü liş ter ti bi

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň ça ty rym la nan me se le ler na-
za ry ýe ti bir ta rap dan onuň berk ma te ma ti ki pi kir  ýö ret mä ýug ru lan 
yl my akym hök mün de ýaý ra ma gy na, beý le ki ta rap dan çy zyk ly prog-
ram ma laş dyr ma nyň ama ly we yk dy sa dy taý dan ula ny lan ma te ma ti ki 
se riş dä öw rül me gi ne iter gi ber di.

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň iki me se le si ne se re de liň:
I me se le. F=c1 x1+...+cn xn funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny aşakdaky 

şertlerde tap ma ly: 

   

,

,

;

a x a x b

a x a x b

a x a x b

11 1 1 1

21 1 2 2

1 1

n n

n n

m mn n m
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g

g g g g g g
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#

#

#

+ +

+ +

+ +

Z
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\

]
]

]]
 (42)

xj≥0 ( j=1, 2,…,n). .

II me se le. Z=b1y1+...+bm  ym funk si ýa nyň iň ki çi ba ha sy ny 
aşakdaky şertlerde tap ma ly:

   

,

,

;

a y a y c

a a y c

a y a y c

y 2

11 1 1 1

12 1 2

1 1

m m

m m

n mn m m

g

g

g g g g g g

g

#

#

#

+ +

+ +

+ +

Z

[

\

]
]

]]
 (43)

yi≥0; (i = 1, 2,…,m).

Bu me se le ler aşakdaky hä si ýet le re we meň zeş lik le re eýe dir:
1) I me se le de çyzykly mak sat funk si ýasy nyň iň uly ba ha sy, II 

me se le de bol sa, iň ki çi ba ha sy göz le nil ýär. 
2) I me se le dä ki çyzykly mak sat funk si ýasy nyň üýt ge ýän ulu lyk-

la ry nyň öňün dä ki koef fi si ýent ler beý le ki me se lä niň cäk len dir me ler 
ul ga my nyň azat ag za la ry bo lyar lar we ter si ne, II me se lä niň cäk len-
dir me ler ul ga my nyň azat ag za la ry I me se le de mak sa dy gör kez ýän çy-
zyk ly funk si ýa nyň üýt ge ýän ulu lyk la ry nyň koef fi si ýent le ri bol ýar lar.
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3) Her bir me se le de cäk len dir me ler ul ga my bir ma ny ly deň siz-
lik ler gör nü şin de be ril ýär: mak sa t  funk si ýasy nyň iň uly ba ha sy göz-
le nen de «≤», iň ki çi ba hasy göz le nen de «≥» alyn ýar.

4) Çäk len dir me ler ul ga myn da ky üýt ge ýän le riň koef fi si ýent le ri 
bi ri bi ri ne trans po nir le nen mat ri sa gör nü şin de ýa zyl ýar:

. . .

. . .

. . .
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a a a

a a a

a a a

11 12 1
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m m mn

gggggg
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. . .
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a a a
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11 21 1

12 22 2
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K
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N

P

O
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O
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.

5) Bir me se lä niň çäk len dir me ler ul ga myn da ky deň siz lik le riň sa-
ny beý le ki me se le dä ki üýt ge ýän le riň sa ny bi len deň gel ýär.

6) Üýt ge ýän le riň ot ri sa tel däl lik şer ti iki me se le de hem sak lan ýar.
Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň ýo kar da ky şert le ri ka na gat lan-

dyr ýan iki me se le si ne öza ra ça ty rym la nan me se le ler di ýil ýär.
Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň öza ra çat rym-

lan ma sy sim met rik lik hä si ýe te eýe dir. Ýag ny II me se lä ça ty rym la nan 
me se le I me se le bo lar. Mu ňa ga ra maz dan, ça ty rym la nan me se lä gö rä 
ber len me se lä gö ni me se le di ýil ýär.

Şeý le lik de, çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň her bir me se le si ne 
de giş li lik de ça ty rym la nan me se lä ni ýa zyp bol ýar. Öza ra ça ty rym la-
nan me se le le riň is len di gi ni I me se le hök mün de ýa-da oňa ça ty rym la-
nan me se le hök mün de alyp bo lar.

Ber len çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma me se le si ne ça ty rym la nan 
me se lä ni düz me giň düz gün le ri  aşakdaky ýalydyr:

1. Çäk len dir me ler ul ga myn da ky deň siz lik le r aşakdaky bir gör-
nü şe ge tir ýär ler: eger iň uly ba ha göz len ýän bol sa ≤ gör nü şe, iň ki çi 
ba ha göz len ýän bol sa ≥ gör nü şe ge tir ýär ler. Mu nuň üçin şert ler ýer ne 
ýet me ýän deň siz lik le ri (-1)-e kö pelt mek ýe ter lik dir.

2. Ber len me se lä niň üýt ge ýän ulu lyk la ry nyň koef fi si ýent le rin den 
(1-nji düz gün dä ki şert ler den soň ra) A mat ri sa ýa zyl ýar we A mat ri sa 
gö rä trans po nir le nen AT mat ri sa dü zül ýär.

3. AT mat ri sa nyň ele ment le rin den ça ty rym la nan me se lä niň cäk-
len dir me ler ul ga my dü zül ýär. Çäk len dir me ler ul ga myn da ky azat ag-
za lar hök mün de bi rin ji me se lä niň mak sa dy gör kez ýän funk si ýa syn-
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da ky üýt ge ýän ulu lyk la ryň koef fi si ýent le ri alyn ýar we gar şy lyk ly 
ma ny ly deň siz lik ýa zyl ýar.

4. Ça ty rym la nan me se lä niň mak sa t funk si ýa sy nyň koef fi si ýent-
le ri ni bi rin ji me se lä niň çäk len dir me ler ul ga myn da ky azat ag za la ry ny 
peý da la nyp ýaz ýar lar.

5. Eger I me se le de mak sat funk si ýa sy nyň iň uly ba ha sy göz len ýän 
bol sa, oňa ça ty rym la nan me se le de mak sat funk si ýa sy nyň iň ki çi ba ha sy-
ny göz le me li. Ter si ne, I me se le de iň ki çi ba ha göz len ýän bol sa, oňa ça-
ty rym la nan me se le de mak sat funk si ýa sy nyň iň uly ba ha sy ny göz le me li.

6. Dü zül ýän ça ty rym la nan me se lä niň nä bel li le ri niň ot ri sa tel däl-
lik şer ti ýa zyl ýar.

2.43nji my sal. Aşak da ky çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me-
se le si ne ça ty rym la nan me se lä ni düz me li.

2 2,
2,

1,

5
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x x

x x
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1 2
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x1≥0, x2≥0 çäk len dir me ler de F=3x1+x2 funk si ýa nyň iň uly ba ha-
sy ny tap ma ly.

Deň siz lik ler ul ga my nyň üçün ji deň siz li gin de ça ty rym la nan me-
se lä ni düz me giň bi rin ji şer ti ka na gat lan dy ryl ma ýar. Bu deň siz li gi 
(-1)-e kö peld ýä ris:

2 2,
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Ber len me se le de çäk len dir me ler ul ga myn da ky deň siz lik le riň 
sa ny dört, nä bel li le ri niň sa ny bol sa iki. Diý mek, oňa ça ty rym la nan 
me se le de çäk len dir me ler ul ga myn da ky deň siz lik le riň sa ny iki, nä bel-
li le ri niň sa ny bol sa dört bol ma ly. Ber len me se lä niň çäk len dir me ler 
ul ga myn da ky nä bel li le riň koef fi si ýent le rin den dü zü len mar ti sa ny ýa-
zyp, oňa trans po nir le nen mat ri sa ny dü ze liň:
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Bu la ry göz öňün de tu tup, ýo kar da ky düz gün le ri peý da la nyp, ça-
ty rym la nan me se lä ni düz ýä ris.

Ça ty rym la nan me se le: Aşak da ky çäk len dir me ler de, ýagny
3,

2 1,

y y y y

y y y y

1 2 3 4

1 2 3 4

$

$

- - +

- + - +
(

y1≥0, y2≥0, y3≥0, y4≥0.
şertlerde L=2y1+2y2–y3+5y4→min tapmaly.

2.6.2. Ça ty rym la nan me se le ler hak da esa sy teo re ma lar

Öza ra ça ty rym la nan me se le le riň bi ri ni çöz mek beý le ki ni çöz-
mez den oňa de giş li mag lu mat la ry al ma ga müm kin çi lik ber ýär. Şeý le 
hem, bu me se le le riň yk dy sa dy ma ny syn da uly öňe gi diş li gi ga zan ma-
ga ýol aç ýar. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma da ça ty rym la nan me se le-
ler ha kyn da iki ta rap la ýyn lyk na za ry ýe ti aşa ky teo re ma lar esa syn da 
gu rul ýar.

2.6njy teo re ma. Eger çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň bir me-
se le si niň ahyr ky op ti mu my bar bol sa, on da oňa ça ty rym la nan me se lä-
niň hem ahyr ky op ti mu my bar dyr we iki me se lä niň hem mak sa t funk-
si ýa sy nyň op ti mal ba ha la ry deň dir, ýag ny, Fmax=Zmin ýa-da Fmin=Zmax. 
Eger ça ty rym la nan me se le le riň bi rin de mak sa t funk si ýasy çäk len me-
dik bol sa, on da beý le ki me se lä niň çäk len dir me ler ul ga my öza ra gap-
ma-gar şy deň siz lik ler den yba rat dyr.

Il ki bi len öza ra ça ty rym la nan me se le le riň üýt ge ýän ulu lyk la ry-
nyň ara syn da bir bel gi li de giş li ligi gu ra lyň. Onuň üçin ber len çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma me se le si simp leks usul bi len çö zü len de deň siz-
lik ler ul ga my ny oňa deň güýç li deň le me ler ul ga my na öwür mek üçin 
m sa ny goş ma ça ot ri sa tel bol ma dyk xn+1, xn+2,…,xn+i,…,xn+m üýt ge ýän 
ulu lyk la ryň gi ri zil ýän di gi ni ýat la lyň. Bu ýer de i = 1, 2,…,m san lar xn+i 
tä ze gi ri zi len nä bel li le re de giş li deň siz lik le riň ter ti bi dir.

Ça ty rym la nan me se lä niň çäk len dir me ler ul ga my m üýt ge ýän 
ulu lyk la ry özün de sak la ýan n sa ny deň siz lik ler den yba rat. Bu me se-
le simp leks usul bi len çö zü len de n sa ny goş ma ça ot ri sa tel bol ma dyk 
ym+1, ym+2,…,ym+i,…,xm+n üýt ge ýän ler gi ri zil ýär. Öza ra ça ty rym la nan 
me se le le riň üýt ge ýän ulu lyk la ry nyň ara syn da ky de giş li lik aşak da ky 
gör nüş de gu rul ýar:
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x1, x2, ..., xj, ..., xn xn+1, xn+2, ..., xn+i, xn+m
↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕

ym+1, ym+2, ..., ym+j, ..., yn+m, y1, y2, ..., yi ym

Baş ga ça aý dy lan da, ber len me se lä niň deň siz lik ler ul ga my nyň xj 
( j=1, 2,…,n) nä bel li le ri ne ça ty rym la nan me se le de eme le gel ýän goş-
ma ça ym+j nä bel li ler, ber len me se le de gi ri zi len her bir goş ma ça üýt-
ge ýän xn+i ulu ly ga ça ty rym la nan me se le dä ki baş ky yi (i = 1, 2,…,m) 
üýt ge ýän ulu lyk lar de giş li edi lip goýul ýar.

2.7nji teo re ma. Öza ra ça ty rym la nan me se le le riň bi ri niň op-
ti mal çö zü wi niň dü zü ji le ri beý le ki me se lä niň mak sa dy gör kez ýän 
funk si ýa sy nyň op ti mal çö zü winiň (ol ýe ke-täk we şi kes siz bo lan da) 
ga za nyl ýan wag tyn da ky de giş li koef fi si ýent le ri niň mo du ly na deň dir. 

2.8nji teo re ma. Goý, x*= , , , , ,x x x x* * **
1 2 j ng g  – ber len me se lä-

niň, ( , , , , , )y y y y y* * * * *

1 2 i mg g=  j = 1, 2, …,n, i = 1, 2,…,m, ça ty rym la-
nan me se lä niň ýolbe rer  li cözüw le ri bol sun. x* we y*-yň de giş li lik de 
gö ni we ça ty rym la nan me se le le riň çö zü wi bol ma gy üçin aşak da ky 
şert le riň ýe ri ne ýet me gi ze rur we ýe ter lik dir:

, , , , ,

, , , , .

a y c x j n

a x b y i m

0 1 2
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=
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m
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/

/

Teo re ma lar dan gör nü şi ýa ly, öza ra ça ty rym la nan me se le le riň bi-
ri niň çö zü wi ni ta pyp, şol op ti mal çö zü wiň kö me gi bi len beý le ki me-
se lä niň hem op ti mal çö zü wi ni ýa zyp bol ýar.

2.44nji my sal. 2.43-nji my sa ly simp leks usu ly bi len çö ze liň.
Il ki bi len berlen me se lä niň çäk len dir me ler ul ga myn da ky deň siz-

lik le riň ul ga my na goş ma ça ot ri sa tel bol ma dyk nä bel li üýt ge ýän ler gi-
ri zil ýär:

2 2,
2,

1,
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x x x
x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 4
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1 2 6
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xj ≥0, (j=1, 2,…,6).
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1-nji ädim de x3, x4, x5, x6 – goş ma ça üýt ge ýän ler ba zis üýt ge ýän-
ler hök mün de alyn ýar. x1, x2 – azat üýt ge ýän ler. Ba zis üýt ge ýän le ri, 
azat üýt ge ýän le riň üs ti bi len aň la da lyň:

2 2 ,
2 ,
1 ,

5 .

x x x
x x x
x x x

x x x

3 1 2

4 1 2

5 1 2

6 1 2
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= - -

Z
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]]

]]

Baş lan gyç ba zis çö zü wi al mak üçin x1-üýt ge ýä ni bazis üýt ge ýän-
leriň düzümine girizýäris. min (2/1; ∞; 1/1, 5/1) =1 deňlemeden x5 
üýt ge ýän ulu ly gy azat üýt ge ýä nleriň düzümine geçmelidigi görünýär. 

2-nji ädim de bazis üýt ge ýän ler  x1, x3, x4, x5, azat üýt ge ýän ler: x2, x5.
Ba zis üýt ge ýän ulu lyk la ry we mak sat funk si ýa sy ny azat üýt ge-

ýän ler bi len aň la da lyň:

1 ,
1 3 ,
3 2 ,

4 ;

x x x
x x x
x x x

x x

1 2 5
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4 2 5

6 5
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F=3 – 2x2+3x5 (max).

x5 üýt ge ýän ulu ly gy ba zis üýt ge ýän ulu lyk la ryň ara sy na ge çi re-
liň. min (∞;1/1; ∞;4/1)=1 deň lik den x3 bazis üýt ge ýän uluy gy azat 
üýt ge ýän ulu lyk la ryň ara sy na ge çir me li di gi gö rün ýär. 3-nji ädim de 
azat üýt ge ýän ler: x2, x3; On da:

2 2 ,
4 ,
1 3 ,

3 3 ;

x x x
x x x
x x x

x x x

1 2 3

4 2 3

5 2 3

6 2 3
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F=6+7x2 – 3x3 (max).

x2 üýt ge ýän ulu ly gy ba zis üýt ge ýän ulu lyk la ryň ara sy na ge çi re-
liň. x2= min (∞; ∞; ∞; 1/1)=1 deň lik den onuň deregine azat nä bel li 
üýt ge ýän ulu lyk la ryň ara sy na x6-ny ge çir me li di gi kes git len ýär.

4-nji ädim de esa sy üýt ge ýän ler: x1, x2, x4, x5; azat üýt ge ýän ler x3, 
x6, on da:
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4 1/3 2/3 ,
1 1/3 1/3 ,
5 2/3 1/3 ,

4 ;

x x x
x x x
x x x

x x

5

1 3 6

2 3

4 3 6

5 6

= - -
= + -
= - -

= -

] ]
]

] ]

g g
g

g g

Z

[

\

]]

]]

F=13 – (2/3)x3 – (7/3)x6 (max).

Op ti mal lyk kri te ri si ýe ri ne ýet ýär. Op ti mal çö züw (4;1;0;5;4;0) 
deň bo lup, bu çö züw de Fmax= 13 bo lar.

Edil ýo kar da ka meň zeş lik de, ça ty rym la nan me se lä niň çäk len dir-
me ler ul ga myn da ky deň siz lik le ri goş ma ga näbellileriň kö me gi bi len 
deň le me ler ul ga my na ge ti rip, goş ma ça go şu lan näbellileri ba zis üýt-
ge ýän ulu lyk lar hök mün de ka bul edip, ädim me-ädim me se lä niň op-
ti mal çö zü wi ni ta pyp bo lar. Ýö ne biz çö zü len me se lä ça ty rym la nan 
me se lä ni çöz män, onuň op ti mal çö zü wi ni gu ra lyň. Onuň çäk len dir-
me le ri ni deň le me ler gör nü şin de ýa za ny myz da iki sa ny goş ma ça nä-
bel li ulu lyk gi ri zil ýär: y5, y6. Bu me se le le riň nä bel li üýt ge ýän ulu lyk-
la ry nyň ara syn da de giş li lik gu ra lyň:

x1, x2, x3, x4 x5, x6,
↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕
y5, y6, y1, y2, y3, y4.

Bu de giş li lik den we ýo kar da ky teo re ma lar dan ça ty rym la-
nan me se lä niň op ti mal çö zü wi (2/3;0;0;7/3;0;0) bo lup, bu çö züw-
de Z = 13 = 5y2+4y3+4y5+y6 bo lýandygy gelip çykýar. Diý mek, 
Fmax= 13 = Zmax. 

Eger gö ni me se le haý sy dyr bir kes git li yk dy sa dy me se lä ni be ýan 
ed ýän bol sa, on da oňa ça ty rym la nan me se le hem ber len me se lä gö rä 
kä bir ma ny ny be rer. My sal üçin, gö ni me se le de çäk len dir me ler (42) 
gör nüş de bol sun. Şol me se le dä ki ulu lyk la ra yk dy sa dy ma ny-maz mun 
be re liň: 

Gö ni (I) me se le: xj ≥0 ( j=1, 2,…,n) muk dar da n dür li önüm ön-
dür mek ha kyn da bol sun. aij (i=1, 2,…,m), ( j=1, 2,…,n) j gör nüş li 
önü miň bir bir li gi ni ön dür mek üçin ge rek bo lan i gör nüş li ha ra ja dyň 
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muk da ry bol sun. bi – bu i-n ji gör nüş li ha ra ja dyň äti ýaç lyk muk da ry.
cj j gör nüş li önü miň bir bir li gi ni ýer le mek den gel ýän gir de ji bol sun.

Ça ty rym la nan (II) me se le: yi ≥0 (i=1, 2,…,m) i-n ji gör nüş li 
ha ra ja dyň gym ma ty nyň şert le ni len ba ha sy bol sun. 

Ýo kar da aý dy lan lar dan, gö ni me se le de gi ri zi len her bir 
xn+i goş ma ça üýt ge ýän ulu ly ga ça ty rym la nan me se lä niň il kin ji 
yi (i=1, 2,…, m) üýt ge ýän ulu lyk la ry de giş li dir. Bu me se le le ri sel jer-
mek şeý le ne ti je le re gel mä ge müm kin çi lik ber ýär:

Ne ti je. Eger ça ty rym la nan me se lä niň op ti mal çö zü wi niň i-nji 
dü zü ji si no la deň bol sa, on da gö ni me se lä niň op ti mal çö zü win dä ki 
oňa de giş li goş ma ça üýt ge ýän ulu lyk po lo ži tel dir we bu ulu lyk gö ni 
me se lä niň i-nji deň siz li gin de or nun da go ýlan da ol deň siz lik deň li ge 
öw rül me ýär.

Eger ça ty rym la nan me se lä niň op ti mal çö zü wi niň i-nji dü zü ji si 
po lo ži tel sa na deň bol sa, on da gö ni me se lä niň op ti mal çö zü win dä ki 
oňa de giş li goş ma ça üýt ge ýän ulu lyk no la deň dir we bu ulu lyk gö ni 
me se lä niň i-nji deň siz li gin de or nun da go ý lan da ol deň siz lik deň li ge 
öw rül ýär.

Ça ty rym la nan me se lä niň op ti mal çö zü wi niň il kin ji m-k dü zü-
ji le ri ob ýek tiw şert le nen ba ha lar diý lip at lan dy ryl ýar. Şeý le at-
lan dyr mak öz göz ba şy ny öza ra ça ty rym la nan me se le le riň ara syn da 
ýo kar da gu ra lan yk dy sa dy nuk daý na zar da ky bag la ny şyk dan al ýar. 
On dan gör nü şi ýa ly, eger gö ni me se le ha ra jat la ry re je li peý da la-
nyp, önüm ön dür mek ha kyn da bol sa, on da ça ty rym la nan me se lä-
niň ob ýek tiw şert le nen ba ha la ry şol harajat la ryň her bi ri niň ýo ka ry 
peý da al mak da ky ze rur ly gy ny gör kez ýär. Me se lem, ýo kar da ky me-
se le ler de ça ty rym la nan me se lä niň op ti mal çö zü wi niň il kin ji m dü-
zü ji le ri niň (ob ýek tiw şert le nen ba ha la ry nyň) ara syn da nol ba ha nyň 
bol ma gy, gö ni me se le dä ki de giş li ha ra ja dyň gyt däl ha ra jat dy gy ny 
gör kez ýär. Ob ýek tiw şert le nen ba ha la ry nyň ara syn da nol dan ta pa-
wut ly dü zü ji niň bol ma gy de giş li ha ra ja dyň gyt ha ra jat dy gy ny, aýa-
mak ge rek di gi ni gör kez ýär.

Şeý le lik de, şert le nen ba ha lar gö ni me se lä niň op ti mal me ýil na-
ma sy bi len berk bag la ny şyk ly dyr. Gö ni me se lä niň ber len le ri niň üýt-
ge me gi onuň op ti mal me ýil na ma sy na-da, çatyrym la nan me se lä niň 
op ti mal me ýil na ma sy na hem tä sir ed ýär.
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2.6.3. Çäk len dir me le riň sag ta ra py nyň 
op ti mal çö zü we tä si ri 

Goý, cyzyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ka no ni ki gör-
nüş de ber len bol sun.

F=c1 x1+...+cnxn mak sat funk si ýa sy ny aşak da ky:

,

,

;

a x a x b

a x a x b

a x a x b

11 1 1 1

21 1 2 2

n n

n n

mn n m1 1m

g

g

g g g g g g

g

#

#

#

+ +

+ +

+ +

Z

[

\

]
]

]]

xj≥0 ( j=1, 2,…,n)

çä len dir me ler de mak si mal las dy ryan x1,…,xn nä bel li le ri tap ma ly.
Duý gur ly gyň der ňe wi me se lä niň pa ra metr le ri niň gö ni we çaty-

rym la nan me se le le riň op ti mal cozüw le ri ne ta sir le ri ni ba ha lan dyr-
mak dan yba rat dyr [10].

Çäk len dir me le riň bi sag ta rap la ry nyň gö ni we çat yrym la nan me-
se le le riň op ti mal çözü wi ne ta sir edi şi ni öw re ne liň.

2.7nji kes git le me. Eger bk pa ra met riň ba ha sy käbir ,b bk
q

k
p6 @ ara-

ly ga de giş li bo lup üýt gän de gö ni me se lä niň op ti mal ba zis nä bel li le ri-
ni ri niň dü zü mi üyt ge me se, on da bu ara lyga bk pa ra met riň dur nuk
ly lyk a ra ly gy diy ilýär.

b b bq
k k k= -- , b b bs

k k k= -+  ulu lyk la ra, de giş li lik de bk ulu ly gyň 
mak si mal ýol be ril ýän azal ma sy we art dyr ma sy di ýil ýär. Şeý le lik 
bi len, dur nuk ly lyk ara ly gy aşak da ky gör nüş de ýa zy lar:

,b b b bk k k i- +- +6 @.

Kes git le me den op ti mal çat yrym la nan ba ha la ryň üyt ge me ýän dik-
le ri ge lip çyk ýar.

Çäk len dir me le riň sag ta rap la ry nyň üýt ge me gi bi len ýü ze çy kýan 
op ti mal me ýil na ma nyň üýt ge me gi ne se re de liň.

Goý, bi ulu lyk ∆bi ulu ly ga, onuň tä ze bi+∆bi ba ha-
sy dur nuk ly lyk ara ly gyn da bo lar ýa ly üýt gän bol sun, ýag ny 

,b b b b b bi i i ii iT T T!+ - +- +6 @ . Goý, simp leks usul bi len me se lä niň 
baş ky pa ra metr ler bo ýun ça çö zü wi ta py lan bol sun. Soň ky pa ra metr-
ler de me se lä ni simp leks usul da çöz män onuň op ti mal çö zü wi ni ta pyp 
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bo lar. X * we X(∆bi) bi len, de giş li lik de baş da ky we tä ze me se lä niň 
ba zis nä bel li le ri niň op ti mal ba ha la ryn dan dur ýan mat ri sa sü tün le ri, G 
bi len bol sa çäk len dir me ler ul ga my nyň A mat ri sa syny ba zis sütün le-
rin den du ran mat ri sa ny bel gi lä liň. Tä ze me se lä niň ba zis nä bel li le ri niň 
op ti mal ba ha la ry aşak da ky ýa ly kes git le nil ýär:

X(∆bi )=G-1 Bi=G-1 B+∆bi Gi
-1.

Bu ýer de Gi
-1 – ol G mat ri sa nyň ters mat ri sa sy, Gi

-1 bol sa G-1 mat-
ri sa nyň i-nji sü tü ni ni aň lad ýar. Baş da ber len me se lä niň op ti mal çö zü-
wini X *=Gi

-1 B deň di gi ni göz öňün de tu tup, ala rys [10]:

X(∆bi )=X *+∆bi Gi
-1.

Bu ýer de äh li ba zis däl nä bel li ler 0-a deň dir. Soň ky deň lik den Gi
-1 

mat ri sa nyň i-nji sü tü ni niň çäk len dir me ler ul ga my nyň sag ta ra py nyň 
bir lik ulu ly ga art ma gy bi len (∆bi=1) ýü ze çy kan baş da ky me se lä niň 
ba zis nä bel li le ri niň üýt ge me le ri ni gör kez ýän di gi ge lip çyk ýar. 

Ba zis nä bel li le riň üýt ge me gi mak sat funk si ýa sy nyň hem üýt ge-
me gi ne ge tir ýär. Goý, yi se re dil ýän bi azat ag za la ýyk gel ýän çaty-
rym la nan me se lä niň nä bel li si bol sun. Aşak da ge ti ril ýän teo re ma ha-
ra jat la ryň üýt ge me gi ne bag ly lyk da önüm le ri ýer le mek den gel ýän F 
gir de ji le riň üýt ge me si ni be ýan ed ýär.

2.9njy teo re ma (ba ha lan dyr ma ba ra da teo re ma). Goý, i-nji 
ha ra ja dyň mukdary ∆bi ulu ly ga üýt gän de onuň tä ze ba ha sy dur nuk ly-
lyk ara ly gy na de giş li bol sun, ýag ny ,b b b b b bi i i i i iT !+ - +- +6 @. On da 
önüm le ri ýer le mek den gel ýän gir de ji ler aşak da ky ulu ly ga üýt gär ler:

∆F=yi ∆bi.

Teo re ma dan, eger ha ra jat lar bir bir li ge üýt ge se, ýag ny ∆bi=1 bol-
sa, on da ∆F=yi bol ýan dy gy, bu bol sa yi  ba ha la ryň de giş li ha ra jat la ryň 
önüm çi lik üçin gym mat lyk la ry ny gör kez ýän di gi ge lip çyk ýar. 

∆F=yi  deň lik den kö le ge yi  ba ha nyň bu ha ra ja dyň go ru nyň 1 bir-
lik üýt ge me gi ne ti je sin de ýü ze çy kýan ýer le mek den ge len se riş de le riň 
∆F üýt ge me gi ni gör kez ýän di gi ge lip çy kýar, ýag ny bu kö le ge ba ha bu 
ha ra ja dyň önüm çi lik üçin gym mat ly ly gy ny kes git le ýär. De ňag ram lyk 
teo re ma syn dan, gyt däl ha ra ja dyň kö le ge ba ha sy nyň 0-a deň di gi ge-
lip çyk ýar. On da bol ha ra ja dyň üýt ge me gi ýer le mek den ge len se riş de-
le riň ulu ly gy ny üýt get me ýär, ýag ny onuň gym matly ly gy 0-a deň dir.
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Mak sat funk si ýa sy nyň ba ha sy ∆F=F*+yi ∆bi. deň bo lar. i ha ra ja-
dyň go ru nyň üýt ge me gi ne ti je sin de op ti mal me ýil na ma nyň üýt ge me-
gi ni simp leks tab li sa syn dan ta pa lyň. Op ti mal simp leks tab li sa sy nyň 
ikin ji sü tü ni niň ber len me se le de önüm çi li giň möç ber le ri ni we baş da-
ky me se lä niň ha ra jat la ry nyň ga lyn dy la ry ny kes git le ýän di gi öň aý dy-
lyp dy. Ha ra ja dyň go ru nyň üýt ge me gi bu sü tün de aşak da ky düz gün ler 
bo ýun ça üýt ge me le re ge tir ýär:

Ola ryň öň ki ba ha la ry na (ikin ji sü tü niň ele ment le ri ne) xi+n nä bel-
li niň sü tü ni niň de giş li ele ment le ri ha ra ja dyň go ru nyň üýt ge me gi niň 
∆bi ulu ly gy na kö pel dil mek bi len go şul ýar lar.

Özi hem, äh li ba zis däl nä bel li ler 0-a deň bol mak ly gy na gal ýar-
lar. Ha ra ja dyň mak si mal ýol be ril ýän azal ma gy ny, art dy ryl ma gy ny 
we dur nuk ly lyk ara ly gy ny al nan op ti mal me ýil na ma dan ta pyp bol ýar.

In di bol sa dur nuk ly lyk ara ly gy nyň ser het le ri ni ta pa lyň.
X(∆bi ) = X *+∆bi Gi

–1

mat ri sa deň li gi ni koor di na ta lar da aşak da ky ýa ly ýa zyp bo lar:
xi (∆bi) = xi

*+∆bi gji
–1, 

bu ýer de gji
–1 bel gi le me Gi

–1 mat ri sa nyň ele men ti ni aň lad ýar.
Sag ta ra pyň ∆bi üýt ge me si niň äh li xi (∆bi) ulu lyk lar ot ri sa tel däl 

bo lan la ryn da ýolbe rer li bol ýan dyk la ry ny bel lä liň. Bu şert den dur nuk-
ly lyk ara ly gy nyň ser het le ri ni ta pyp bo lar.

Sag ta ra pyň mak si mal ýolbe rer  li azal ma gy ny aşak da ky for mu la 
bo ýun ça ta pyp bo lar:

x b x b g*
i i i i ji

1
= + -] g ,

bu ýer de mi ni mum äh li g 1
ji
-  bo ýun ça alyn ýar, ýag ny baş da ky op ti-

mal X * çö zü wiň sü tü ni niň Gi
–1 mat ri sa nyň i-nji sü tü ni niň po lo ži tel 

ele ment le ri ne bo lan gat naşyk la ry ny düz me li we ola ryň için den iň ki-
çi si ni saý lap al ma ly. Eger bu sü tün de po lo ži tel ele ment ler ýok bol sa, 
on da bi 3=+-  deň bo lar.

Sag ta ra pyň mak si mal ýol be ril ýän art ma sy aşak da ky for mu la 
bi len kes git le nil ýär:

min ,b
g

x*

1i

ji

j
=+

-
d n

bu ýer de mi ni mum äh li 0g 1
ji 1-  bo ýun ça alyn ýar, ýag ny baş da ky op-

ti mal X * çö zü wiň sü tü ni niň Gi
–1 mat ri sa nyň i-nji sü tü ni niň ot ri sa tel 
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ele ment le ri ne bo lan gat naşyk la ry ny düz me li we ola ryň için den ab-
sol ýut ba ha sy bo ýun ça in ki çi si ni al ma ly. Eger bu sü tün de ot ri sa tel 
ele ment ler ýok bol sa, on da bi 3T =+-  deň bo lar.

Aý dy lan la ry jem läp, op ti mal me ýil na ma la ryň yk dy sa dy sel jer-
me si ni ge çir mek üçin aşak da ky teo re ma (su but syz) hem uly kö mek 
ber ýär:

2.10njy teo re ma. Ça ty rym la nan me se lä niň op ti mal me ýil na ma-
sy nyň yi dü zü ji le ri F mak sat funk si ýa sy nyň op ti mal ba ha sy ga za ny lan 
wag tyn da bi ulu lyk la ra bag ly bö lek önüm le ri ne deň dir:

, , ...,
b

F b b b
ymax 1 2

i

m
i

2
2

=
] g .

Bel lik. Teo re ma bi-le riň üýt ge me gi niň Fmax(b1, b2,…,bm) ba-
ha sy nyň üýt ge me gi ne ge tir ýän di gi ni we bu üýt ge ý şi ber len me se lä 
çaty rym la nan me se lä niň çö zü wi niň üs ti bi len sel je rip bol jak dy gy ny 
tas syk la ýar. Me se lem, çat yrym la nan me se lä niň çö zü wi niň yi kom po-
nen ta sy nyň ýe ter lik uly bol ma gy ber len me se le de i-nji harajadyň üýt-
ge ýiş muk da ry nyň Fmax(b1, b2,…,bm) ba ha (ber len me se le de mak sat 
funk si ýa sy nyň iň uly ba ha sy nyň) ed ýän tä si ri ni ba ha lan dyr ýar. Hu su-
san hem, yi=0 bol ma gy i-nji harajadyň önüm çi li giň ýag da ýy na tä si ri-
niň ýok du gy ny aň la dar.

1. Öza ra ça ty rym la nan me se le le riň meň zeş lik le ri ni sa naň.
2.  Öza ra ça ty rym la nan me se le le riň çö züw le ri niň ara syn da nä hi li de-

giş li lik gu rul ýar?
3. Ça ty rym la nan me se le ler hak da teo re ma la ry tes wir läň.
4. Ob ýek tiw şert le nen ba ha la ryň yk dy sa dy ma ny sy ny tes wir läň.

2.45-2.56-njy my sal lar da çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me-
se le le ri ne ça ty rym la nan me se le le ri gur ma ly we olaryň çözüwleriniň 
berlen meseleleriň çözüwleri boýunça tapmaly.

2.45. 
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  2.46. 

1,
3,
8,

2 5,

1 4;

x x
x x
x x

x

x

1 2

1 2

1 2

1

2

#
#
#

# #

# #

- +
-
+

Z

[

\

]
]

]
]

      L=x1+2x2(max).             L=2x1+x2(max).

So rag  
we 

ýumuşlar
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2.47. 
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  2.48. 
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      L=x1+2x2(max).            L=3x1+4x2(max).

2.49. 

4 0,
2,

1 0,
0,

0;

x x
x x
x
x

x

1 2

1 2

1

1

2

#
#
#

$

$

- +
+
-

Z

[

\

]
]

]
]

  2.50. 
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       L=x1+7x2 (max).            L=x1+x2 (max).
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       L=x1 – x2 (min).             L=x1 – 3x2 (min).

2.53. 

2 4 0
2 4

4 0
6

4 0

0, 0;

x x
x x

x x
x x
x

x x

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2

$
$

$
$
#

$ $

+ -
+
- +
+
-

Z

[

\

]
]]

]
]]

  2.54. 
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       L=x1+x2 (min).              L=2x1 – 6x2 (min).
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       L=2x1 – x2(min).             L=x1 – 2x2 (min).

7. Sargyt № 2463
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 III bö lüm

ÇY ZYK LY PROG RAM MA LAŞ DYR MA NYŇ 
ÝÖ RI TE ME SE LE LE RI

§ 3.1. Ulag me se le si

3.1.1. Ulag me se le si niň ma te ma ti ki mo de li

II bölümde ulag me se le si ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
nus ga wy me se le le ri niň bi ri hök mün de tes wir le dik.Ýö ne onuň çö zü-
li şi bi len meş gul lan man dyk. Ulag me se le si niň ýa pyk mo de li ni ma te-
ma ti ki di le ge çi rip dik. Me se lä la ýyk lyk da, A1, A2, A3,…,Am ug ra dy jy 
no kat lar dan B1, B2, B3,…,Bn ka bul (sarp) edi ji no kat la ra, de giş li lik de 
ug ra dy lyp bi lin jek ýük le riň muk dar la ry a1, a2, a3,…,am deň. Sarp edi ji 
no kat la ryň is leg bil di ren ýük le ri niň muk dar la ry, de giş li lik de b1, b2, 
b3,…,bn deň. Ai-den Bj-e ug ra dy lan ýük le riň bir bir li gi ne tö len ýän tö-
leg (çyk da jy) cij bel li ulu lyk lar. xij – Ai-den Bj-e ug ra dy lan ýü küň nä-
bel li (kes git le me li) muk da ry. On da ulag me se le si niň ýa pyk nus ga sy 
aşak da ky gör nüş de ýa zyl ýar:
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xij ≥ 0, i = 1,2,..., m; j = 1,2,..., n.

   (min) .L c x
11 j

n

i

m

ij ij=
==

//  (4) 

(1) – (4) top lu ma ulag me se le si niň ýa pyk nus ga sy di ýil ýär. 
Ulag me se le sin de xij (j=1, 2,…,n), (i=1, 2,…,m) çö zü we me ýil na ma 
di ýilýär. Me se lä la ýyk lyk da (2) we (3)-şert le ri ka na gat lan dyr ýan, (4) 
mak sa dy gör kez ýän funk si ýa iň ki çi ba ha ber ýän (xij) me ýil na ma ny 
tap ma ly. (2), (3) we (4) me se le çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me-
se le si di gi se bäp li ony simp leks düz gü niň al go rit mi bi len çö züp bol ýar. 
Ýö ne, ulag me se le si ni niň aý ra tyn ly gy näbellileriň koeffisiýentleriniň 
1-e deň bolmagy, bir ta rap dan ony simp leks usul da çöz mä ge kyn çy-
lyk dö ret se, beý le ki ta rap dan ýö ri te, has el ýe ter, öz bo luş ly çöz üliş 
usu ly nyň dö re me gi ne ge tir di. Ulag me se le si çy zyk ly prog ram ma laş-
dyr ma nyň beý le ki me se le le rin den düýp li ta pa wut lan ýar.Ýa pyk ulag 
me se le si niň he mi şe op ti mal çö zü wi bar. Onuň deň le me ler ul gam la ry-
nyň nä bel li ulu lyk la ry nyň koef fi si ýent le ri niň äh li si bi re deň. 

(1) şert me se lä niň m+n deň le me le ri niň öza ra çy zyk ly bag ly-
dy gy ny gör kez ýär. Ony (2) we (3) ul gam lar da ky deň le me le ri go-
şaň da gör mek bol ýar. 

Ha ky kat da n+m-1 deň le me çy zyk ly bag ly däl. Diý mek, (2) 
we (3) deň le me ler ul ga my nyň ran gy r=n+m–1 deň. (2) we (3) 
deň le me ler ul ga myn da n+m–1 nä bel li ler ba zis ulu lyk lar, ga lan 
k=nm–(n+m–1)=(m–1)(n–1) sa ny ulu lyk lar er kin üýt ge ýän ulu lyk lar 
bo lar. Op ti mal çö züw ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi niň bir de pe sin de 
ýer leş ýär. Bu de pe de iň bol man da k sa ny ulu lyk no la deň. Eger (1), 
(2) we (3) şert ler ka na gat lan dy ryl sa, on da (xij) – me ýil na ma ýolbe
rer  li me ýil na ma di ýil ýär. Eger me ýil na ma da r=n+m–1 sa ny dü zü-
ji nol dan ta pa wut ly bol sa, on da (xij) me ýil na ma dayanç me ýil na ma 
di ýil ýär. Eger-de bu me ýil na ma L funksiya sy ny mi ni mu ma öwür ýän 
bol sa, on da oňa op ti mal me ýil na ma di ýil ýär. Ulag me se le si ýö ne keý  
3.1-nji ulag tab li sa sy nyň kö me gi bi len çö zül ýär.
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3.1-nji tab li sa

+
– +

–

         KN
UN 

B1 B2 B3  ... Bn Ýük ler: 
ai

A1 c11 c12 c13 ... c1n a1

A2 c21 c22 c23 ... c2n a2

A3 c31 c32 c33 ... c3n a3
... ... ... ... ... ... ...
Am cm1 cm2 cm3 ... cmn am

Is leg bj b1 b2 b3 … bn Σai=Σbj

Bu ýerde: KN – ka bul edi ji no kat. UN – ug ra dy jy no kat.
Her öý jü giň or ta syn da ug ra dy lýan ýük leriň mukdary ýa zyl ýar. 

cij çyk da jy lar öý jü giň ýo kar ky sag bur çun da ýa zyl ýar. On da eger (xij) 
me ýil na ma da ýanç me ýil na ma bol sa, 3.1-nji tab li sa nyň n+m – 1 öý-
jü gin de xij≠0 bo lar, ga lan (n – 1)(m – 1) öý jük de xij=0 bo lar.

3.1.2. Da ýanç me ýil na ma synyň ta py ly şy

Da ýanç me ýil na ma ny tap mak ly gyň bir näçe düz gün le ri bar. 
Olar dan da ýanç me ýil na ma sy ny tapmanyň «de mir ga zyk – gün ba
tar burç» düz gü ni bi len «iň az çyk da jy lar» usu ly bo ýun ça ta py ly şy 
my sal bo lup bi ler. Bu usul la ryň ma ny sy n+m – 1 ädi miň do wa myn da 
boş öý jük le ri yz ly-yzy na dol dur mak dan yba rat dyr. Baş lan gyç da ýanç 
me ýil na ma sy nyň «de mir ga zyk – gün ba tar burç» düz gü ni bi len ta-
py ly şy na my sal ar ka ly se re de liň:

3.1nji my sal. Aşak da ky 3.2-nji tablisada ulag me se le si niň il kin-
ji da ýanç me ýil na ma sy ny gur ma ly:

3.2-nji tab li sa

+ –

+

         KN
UN 

B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1
10 8 6 5 9

18 27 3 48
A2

6 5         8 6 5

30 30
A3

8 7 10 8 7

9 12 6 27
A4

7 5 4 6 8

20 20
bi

18 27 42 12 26 125

– –
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Ta py lan me ýil na ma nyň da ýanç me ýil na ma dy gy ny bar-
la lyň. Da ýa nç me ýil na ma da n+m–1 öý jük de xij≠ 0 bol ma ly: 
n + m – 1 = 4+5 – 1 = 8. Ýo kar da ky 2-nji tab li sa da 8 öý jük de xij≠ 0. Ga-
lan la ryn da xij= 0. Diý mek, ta py lan me ýil na ma da ýanç me ýil na ma dyr. 
Şu me ýil na ma bo ýun ça tö len ýän tö le giň muk da ry 

L = 18∙10 + 27∙8 + 3∙5 + 30∙8 + 9∙10 + 12∙8 + 6∙7+20∙8 = 1039

deň bo lar. Eger do ly öý jük le riň sa ny n + m – 1-den az bol sa, on da da-
ýanç me ýil na ma nähili ta pyl ýar? Mu nuň üçin 3.3-nji tab li sa da ber len 
ulag me se le si ne se re de liň:

3.3-nji tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1 10 10 20
A2 20 10 30
A3 25 25
A4 20 20
bi

10 10 20 35 20 95

Öň ki düz gün bi len da ýanç me ýil na ma ny gur mak ly ga sy na ny şa-
lyň. n + m – 1=4+5 – 1 = 8, diý mek, 8 öý jük de xij≠0 bol ma ly. 3.3-nji tab-
li sa da 6 öý jük de xij≠ 0. Diý mek, gurlan me ýil na ma do ly ma ny syn da ky 
da ýanç me ýil na ma sy däl eke ni. Bu ýag da ýyň di ňe baş lan gyç me ýil na-
ma ta py lan da bol man, op ti mal me ýil na ma göz le nen de hem bol ma gy 
müm kin. Şu nuň ýa ly me ýil na ma la ra şi kes li (kem li) me ýil na ma di-
ýil ýär. Şeý le bo lan da kem siz da ýanç me ýil na ma ny gurmak üçin kä bir 
ug ra dy jy no ka dyň ýa-da ka bul edi ji no ka dyň ýük le ri niň muk da ry ny 
umu my ba lans şer ti ýe ri ne ýe ter ýa ly aza jyk (ɛ san) üýt ged ýä ris. Umu-
my çyk da jy ha sap la nan da me ýil na ma da ɛ = 0 diýip almak bo lar.

3.4-nji tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1 10 10 ɛ 20+ɛ
A2 20-ɛ 10+ɛ 30
A3 25-ɛ ɛ 25
A4 20-ɛ 20-ɛ
bi 10 10 20 35 20 95
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3.4-nji tab li sa da 8 öý jük nol dan ta pa wut ly. Şo nuň üçin ta py lan 
me ýil na ma (xij) kem siz da ýanç me ýil na ma dyr. 

Da ýanç me ýil na ma «iň az çyk da jy lar» usu ly bo ýun ça gurulan-
da me ýil na ma ny düz mek cij çyk da jy la ryň iň ki çi öý jü gin den baş lan-
ýar. Bu usul ýo kar da be ýan edi len «de mir ga zykgün ba tar burç» 
usu ly na ga ran da has go wy çö zü wi ber ýär. Se bä bi on da çyk da jy la ry 
azalt mak mak sa dy göz öňün de tu tul ýar. Me se lem, 3.1-nji tab li sa da-
ky my sal da da ýanç me ýil na ma «iň az çyk da jy lar» usu ly bo ýun ça 
gurulan da aşak da ky me ýil na ma ny ala rys (3.5-nji tablisa).

3.5-nji tab li sa

         KN
UN 

B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1
10 8 5 6 9

42 6 48
A2

6

18
7         8 6 5

12 30
A3

8 7

7
10 8 7

6 14 27
A4

7 5 4 6 8

20 20
bi

18 27 42 12 26 125

Al nan me ýil na ma da da ky je mi çyk da jy ny L mak sat funk si ýasy-
nyň ba ha sy ny) ta pa lyň:

L = 42·5 + 6·6 + 18·6 + 12·5 + 7·7 + 6·8 + 14·7 + 20·5 = 709.

Ta py lan ba ha L mak sat funk si ýasy nyň öň ki ba ha syn dan (1039) 
has ki çi. Şol se bäp li, bu me ýil na ma öň ki da ýanç meýil na ma dan go wy.

3.1.3. Da ýanç me ýil na masy nyň go wu lan dy ry ly şy 
(op ti mal me ýil na ma nyň göz le ni li şi)

Ulag me se le sin de al nan da ýanç me ýil na masy ny go wu lan dyr mak 
üçin (ýag ny op ti mal me ýil na ma ta rap ym tyl mak üçin) ulag tab li sa sy
nyň sik li di ýil ýän öý jük le riň top lu my na se re dil ýär.

3.1nji kes git le me. Boş öý jük de baş la nyp, balansy bozman ony 
doldurmak üçin bir nä çe do ly öý jük le ri bir leş dir ýän, burç la ry 90° deň 
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bo lan ýa pyk dö wük çy zyk bi len bir leş di ri len öý jük le riň yzygider-
ligine ulag tab li sa sy nyň sik li di ýil ýär.

Sikl ýö ne keý we çyl şy rym ly bo lup bi ler. Sik liň de pe le ri niň sa-
ny jü büt. Ýö ne keý sikl de dört öý jük, çyl şy rym ly sikl de dört den köp 
jü büt san ly öý jük ler bol ýar. Sikl bo ýun ça me ýil na ma üýt ge di len de 
(ýük he re ket et di ri len de-ge çi ri len de) ýü küň kö pel ýän öý jü gin dä ki 
de pä ni (+), ke mel ýä ni ni (–) bi len bel gi le ýä ris. Sikl de şol ala mat lar 
bi len al nan çyk da jy la ryň je mi ne sik liň ba ha sy di ýil ýär. 3.1-nji tab li-
sa da ýö ne keý sik liň ba ha sy γ = c11– c12+c22– c21 deň. 3.2-nji tab li sa da 
görkezilen sikliň bahasy γ = 6 –10 + 5 – 8 = – 4 deň. Eger sikl bo ýun ça k 
bir lik ýü ki he re ket et dir sek we γ>0 bol sa, on da L mak sat funk si ýa sy-
nyň ba ha sy k·γ ululyga ula lar, ýa-da eger γ<0 bol sa k·γ ki çe ler. 3.2-nji 
tab li sa da sikl bo ýun ça 18 bir lik ýü ki he re ket et di rip bol ýar. On da L-iň 
ba ha sy 18(– 4) ululyga ki çe ler. Ýag ny

L1 = L+kγ = 1039-18∙4 = 913 bo lar.

Al nan me ýil na ma baş lan gyç me ýil na ma dan go wy. Bu me ýil na-
ma nyň op ti mal dy gy ny kes git le mek üçin me ýil na ma da ky äh li boş öý-
jük ler üçin sikl le ri gu rup, ola ryň ba ha la ry ny ha sap lap gör me li. Eger 
al nan me ýil na ma kemsiz da ýanç me ýil na ma bol sa, on da her boş öý-
jük (xij=0) üçin di ňe bir ha sap sik li bar. Sik liň bir de pe si boş öý jük de, 
beý le ki de pe le ri do ly öý jük de bol ýar we şol boş öý jü gi dol dur mak 
mak sa dy bi len gu rul ýar. Eger şol sikl le riň ara syn da ot ri sa tel ba ha ly 
sikl ýok bol sa, on da al nan da ýanç me ýil na ma op ti mal me ýil na ma-
dyr. Eger ot ri sa tel ba ha ly sikl bar bol sa, on da al nan me ýil na ma op ti-
mal me ýil na ma däl we ony go wu lan dyr ma gy do wam et dir me li. Onuň 
üçin sikl le riň ara syn dan bir ot ri sa tel ba ha ly sik li saý lap alyp, şol sikl 
bo ýun ça ýü ki he re ket et dir me li. Op ti mal me ýil na ma di ňe bir bol man, 
onuň bir näçe bol ma gy hem müm kin dir. Aý dy lan lar dan, da ýanç me-
ýil na ma ny go wu lan dyr mak üçin (op ti mal me ýil na ma ny tap mak üçin) 
her ge zek boş öý jük ler üçin ha sap sik li ni dü züp, ola ryň ara syn da ky 
ot ri sa tel ba ha ly sikl bo ýun ça ýü ki he re ket et dir me li. Bu bol sa bir nä çe 
ha sap la ma la ry ge çir mek li gi ta lap ed ýär. Eger ulag me se le si po ten sial-
lar usu ly (düz gü ni) di ýil ýän usul bi len çö zül se ot ri sa tel ba ha ly sikl 
aý dyň gö rün ýär.
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3.1.4. Ulag me se le si niň po ten sial lar düz gü ni bi len çö zü li şi

Ýe ne-de (1)-(4) ulag me se le si ne se re de liň. Goý, Ai ug ra dy jy no-
kat bir bir lik ýü ki ug rat mak üçin ai çyk da jy, Bj ka bul edi ji no kat bol sa 
βj çyk da jy ed ýär di ýe liň. c̃ij=ai+βj ulu ly ga Ai-den Bj-e ug ra dy lan bir 
bir lik ýü ke edil ýän «psew do ba ha» (şert li ba ha) di ýil ýär. Bu tö leg le-
ri gys ga ça (αi βj) bi len bel gi lä liň.

Ber len (αi βj)-de is len dik (xij) ýolbe rer  li me ýil na ma da

L̅=
11 j

n

i

m

==

// c̃ij xij=C=const, 
ýag ny

( )L c x x x x
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n n n

ij

ji

m

i ij

ji

m

i ij

ji

m

j ij

ji

m

11 1 11 11

ij a b a b= = + = + =
== == == ==

I// // // //  
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j j ij
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n

i
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m

j j

j

n

1111 11 11 11 11 1 1

ij a b a b a a b b a b= = + = + = + = + = =
==== == == == == = =

I// // // // // // / /
Diý mek L xij-lere bag ly däl.

1nji teo re ma. Hem me ba zis öý jük ler üçin (xij>0, n+m – 1 sa ny 
öý jük de) c̃ij=ai+βj=cij bol sa, boş öý jük ler üçin (xij=0) c̃ij=ai+βj≤cij bol-
sa, on da me ýil na ma ny go wu lan dyr mak müm kin däl, ýag ny bu me ýil-
na ma op ti mal me ýil na ma dyr. 

c̃ij – ba ha ulag tab li sa sy nyň öý jük le ri niň ýo kar ky çep bur çun da 
ýa zyl ýar. Is len dik boş öý jük üçin ha sap sik li niň ba ha sy cij- c̃ij deň.

3.1-nji tab li sa da (2;2) öý jü gi boş öý jük diý sek, on da bu öý jük 
üçin gur lan ha sap sik li niň ga lan de pe le ri do ly öý jük ler de bo lar. Bu 
sik liň ba ha sy üçin ala rys.

γ22=c22– c21+ c11– c12= c22– (a2+β1)+(a1+β1) – (a1+β2)=c22– a2 – β2=
= c22 – (a2+β2)=c22–c̃22.

Doly öýjüker üçin        ai+βj= cij (xij>0)            (5)

görnüşli deň le meleriň sa ny n+m – 1, nä bel li le ri niň sa ny n+m sa ny. 
Nä bel li le riň bi ri ne baş lan gyç ba ha be rip (nol) beý le ki le ri ni tap mak 
bo lar. Eger do ly öý jük ler de (xij>0) c̃ij=cij bol sa, ga lan boş öý jük ler de 
(xij= 0) c̃ij ≤ cij bol sa, on da ta py lan me ýil na ma op ti mal. Eger-de boş 
(xij= 0) öý jük ler de c ̃ij≥ cij bol sa, on da şu öý jük üçin ot ri sa tel ba ha ly 
ha sap sik li bar, bu ýagdaýda meýilnama-da optimal däl. Beýan edilen 
algoritm teo re ma nyň şer ti ýe ri ne ýet ýän çä dowam etdirilýär.
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3.2nji my sal. Ulag me se le si ni po ten sial lar düz gü ni bi len çö ze liň 
(3.6-njy tablisa).

3.6-njy tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai

A1
4 1 2 20

A2
6 2 4 40

bj 15 20 25 60=60

Baş lan gyç da ýanç me ýil na ma ny de mir ga zyk-gün ba tar burç düz-
gü ni bi len ta pa lyň (3.7-nji tablisa).

3.7-nji tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai ai

A1
4 1 2

20 a115 5
A2

   6         2         4

40 a215 25
bj 15 20 25 60=60
βj β1 β2 β3

Do ly öý jük ler üçin c̃ij=cij bol ýar. On da 
4,
1,
2,

4,

1 1

1 2

2 2

2 3

+ =
+ =
+ =

+ =

a b
a b
a b

a b

Z

[

\

]]

]]

Bu ýerden a1=0; a2=1; β1=4; β2=1; β3=3. Boş öýjükler üçin:

0 3 2, 1 4 5 6.c c> <1 3 2 113 21a b a b= + = + = + = + =I I
Diýmek (3.8-nji tablisa). 

3.8-nji tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai ai

A1
4 1 2

20 015 5
A2

6 2 4

40 115 25
bj 15 20 25 60=60
βj 4 1 3



106      

3.8-nji tab li sa da (1, 3) öý jük de c̃ij>cij, on da bu öý jük üçin ( – ) ba ha ly 
ha sap sik li bar. Onuň ba ha sy γ=2 – 3= – 1. Sikl bo ýun ça 5 bir lik ýü ki 
aý lap, tä ze me ýil na ma ala rys. Bu me ýil na ma ny 3.9-njy tab li sa da ýa-
za lyň:

3.9-njy tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai αi

A1
4 1 2

20 a1 =015 5
A2

6 2 4

40 a2=220 20
bj 15 20 25 60=60
βj β1=4 β2=0 β3=2

Öň ki ýa ly edip, doly öýjükler üçin ai we βj-ni ha sap la lyň. 
4,
2,
2,

4,

1 1

1 3

2 2

2 3

+ =
+ =
+ =

+ =

a b
a b
a b

a b

Z

[

\

]]

]]

deňlemelerden: a1=0; β1=4; β3=2; a2=2; β2=0 alarys.
Boş öýjükler üçin c̃21 =a2+ β2=2+4=6=6; c̃12=a1+ β2=0+0<1
Teo re ma nyň şert le ri ýe ri ne ýet ýär, diýmek ta py lan me ýil na ma 

op ti mal me ýil na ma we bu meýilnamada:

Lmin=15∙4+5∙2+20∙2+20∙4=190.

Eger (1)-(4) ulag me se le sin de (1) ba lans şer ti ýe ri ne ýet me ýän 
bolsa, a bi j!/ /  (baş ga ça a bi j2/ /  ýa-da a bi j1/ /  bo lan da) 
onda, ulag me se le si ne ulag me se le si niň açyk gör nü şi di ýil ýär. Ulag 
me se le si niň açyk gör nü şi ni çöz mek üçin il ki bi len ol ulag me se le si niň 
ýa pyk mo de li ne ge ti ril ýär. Eger a bi j2/ /  bol sa, ug ra dy jy no kat lar-
da ky ýük le riň muk da ry ka bul edi ji no kat la ryň is leg bil di ren ýük le ri-
niň muk da ryn dan köp. Bu ýag daý da Bf ýa lan ka bul edi ji no kat gi ri zil-
ýär we onuň «is leg» bil di ren ýü kü niň muk da ry a bb i jf / /= -  deň 
di ýip göz öňün de tutulýar. Bu ýag daý da ulag me se le si ýa pyk nus ga 
gel ýär. L ha sap la nan da ýa lan ka bul edi jä bir lik ýü küň da şal ma gyn dan 
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edil ýän çyk da jy cif= 0 deň diý lip ha sap edil ýär. Eger a bi j1/ /  bol sa, 
on da ýa lan Af ug ra dy jy no kat gi riz ýä ris. On da ky «ug rat ma ly» ýü-
küň muk da ry ib aa jf / /= -  di ýip ha sap ed ýä ris. Bu ýag daý da hem 
L ha sap la nan da cfj= 0 di ýip ha sap edil ýär.

3.3nji my sal. Aşak da ky ulag me se le si niň açyk mo de lin de ýa lan 
ug ra dy jy no kat gi riz me li (3.10-njy tablisa).

3.10-njy tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai

A1
2 4 3 20

A2
1 5 2 30

bj 35 20 25 80>50

Ýa lan Af ug ra dy jy no kat gi riz ýä ris. Bu no ka dyň «ug rat ma ly» 
ýük le ri niň muk da ry af=80 – 50=30 on da ýo kar da ky 3.10-njy tab li sa 
aşa ky gör nü şe (3.11-nji tablisa), ýag ny me se lä niň ýa pyk nus ga sy na 
ge lindi.

3.11-nji tab li sa
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai

A1
2 4 3 20

A2
1 5 2 30

Af
0 0 0 30

bj 35 20 25 80

Bi ziň se re den ulag me se lä mi ze ba ha bo ýun ça ulag me se le si di-
ýil ýär. Wagt bo ýun ça, ýag ny ýük le ri ug ra dy jy no kat lar dan ka bul edi-
ji no kat la ra müm kin bol du gy ça az wagt sarp edip da şa mak bo ýun ça 
ulag me se le si hem bar. 

1. Ulag me se le si ni ma te ma ti ki mo de li ni nädip düşündirmeli?
2. Ulag me se le si niň ýolbe rer  li me ýil na ma sy ny kes git le me li.
3. Ulag me se le si niň daýanç me ýil na ma sy ny kes git le me li.
4. Ulag me se le si niň daýanç me ýil na ma sy nyň po ten sial lar düz gü ni bi-
len ta py ly şy ny dü şün di riň.
5. Ulag tab li sa sy nyň sik li ni kesgitläň.
6. Ulag me se le si niň açyk gör nü şi ni nädip düşündirmeli?

So rag lar 
we 

ýumuşlar
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3.4 – 3.9-njy my sal lar da tab li sa lar bi len ber len ulag me se le si niň 
ýa pyk mo de li ni çö züň:

3.4.          KN
UN 

B1 B2 B3 B4 ai

A1
5 5 3 4 100

A2
3 2 5 5 140

A3
1 6 3 2 60

bj 80 80 60 80 300

3.5.          KN
UN 

B1 B2 B3 B4 ai

A1
2 5 3 4 120

A2
3 2 7 5 100

A3
1 4 3 2 160

bj 70 130 100 80 300

3.6.          KN
UN 

B1 B2 B3 B4 ai

A1
5 2 3 4 70

A2
3 2 5 3 100

A3
4 5 3 2 60

bj 40 50 60 80 230

3.7. 
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai

A1
1 2 4 70

A2
3 4 5 130

A3
1 2 3 60

A3
4 6 7 40

bj 100 140 60 300

3.8. 
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai

A1
3 2 4 70

A2
3 4 5 130

A3
1 2 3 50

A4
4 5 1 80

bj 170 100 60 330
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3.9. 
         KN
UN 

B1 B2 B3 ai

A1
3 2 4 70

A2
3 4 5 130

A3
1 2 3 50

A4
4 5 1 80

bj 170 100 60 330

3.10. – 3.12-nji my sal lar da tab li sa lar bi len ber len ulag me se le si-
niň açyk mo de li ni çö züň:

3.10.          KN
UN 

B1 B2 B3 B4 ai

A1
5 4 3 4 160

A2
3 2 5 5 140

A3
1 6 3 2 60

bj 80 80 80 80

Jo ga by: Lmin=780, op ti mal me ýil na ma: 
x13=60; x14=80; x21=20; x22=80; x31=60.

3.11.          KN
UN 

B1 B2 B3 B4 ai

A1
4 2 3 1 80

A2
6 3 5 6 140

A3
3 2 6 3 70

bj 80 50 50 70

Jo ga by: Lmin=720, op ti mal me ýil na ma: x13=10; x14=70; x21=10; 
x22=50; x23=40; x31=70.

3.12.           KN
UN 

B1 B2 B3 B4 ai

A1
6 7 3 2 180

A2
5 1 4 3 90

A3
3 2 6 2 170

bj 45 45 100 160

Jo ga by: Lmin=800, op ti mal me ýil na ma:
x13=100; x14=35; x22=45; x31=45; x34=125.
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3.1.5. Wagt bo ýunça ulag me se le si 

Dur mu şyň kä bir ulag me se le le rin de önüm çi li giň çyk da jy la-
ry gy zyk lan dyr man, eý sem ýük le ri ber len T wagt da is leg bil di ri-
len ýer le re ug rat mak gy zyk lan dyr ýar. Diý mek, ýük le ri T wagt da 
ýer leş dir me li. Tiz za ýa lan ýan önüm le ri ug rat mak ýa-da ge rek li 
en jam la ry we dä ri-der man la ry ge rek ýer le ri ne gys ga wagt da ýe-
tiş dir mek we şu ňa meň zeş ler mu ňa my sal bo lup bi lerler. Iň go wy 
(xij) me ýil na ma diý lip gys ga wagt da (Tmin wagt da) ýük le riň ge rek li 
ýe ri ne dar ga dyl ma gy ny üp jün ed ýän me ýil na ma aý dyl ýar. 

Iň az wagt ly (xij) me ýil na ma op ti mal me ýil na ma di ýil ýär. 
Ula g me se le si niň bu gör nü şi ne wagt bo ýunca ulag me se le si di-
ýil ýär. Goý, (1)-(4) ulag me se le si ber len bol sun. Ai-ug ra dy jy no-
kat lar dan (UN) Bj-ka bul edi ji no kat la ra (KN) ýük elt mek üçin tij 
wagt ber len xij – ýü küň muk da ry na bag ly däl, ýag ny Ai-den Bj-e 
ýük ug rat mak üçin ulag ýe ter lik. Ulag me se le si niň bu gör nü şi üçin 
hem tab li sa dol du ryl ýar. Bu tab li sa nyň öň ki tab li sa dan ta pa wu dy 
cij-le riň ýe ri ne tij-ler ýa zyl ýar. Diý mek, şeý le (1) – (4) şertleri ka na-
gat lan dyr ýan iň gys ga wagt da ýük le ri ge rek li ýer le ri ne ug rad ýan 
(xij) me ýil na ma ny tap ma ly. Iň köp wagt sarp edi lip, ýük ler ge rek li 
ýe ri ne el ti len de hem me  Bj-ka bul edi ji no kat lar ka na gat lan dy ryl-
ýar. Şo nuň üçin mak sat şol T= max tij wag ty müm kin bol du gy ça 
ki çelt mek den yba rat. Diý mek:

   T= max tij →min (6)

üp jün ed ýän şeý le (xij) me ýil na ma ny tap ma ly.
Ulag me se le si niň bu gör nü şi çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma-

nyň me se le si däl. Se bä bi, T funk si ýa aij-e çy zyk ly bag ly funk si ýa 
däl. Ýö ne bu me se lä ni hem çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa-
sy me se le si ne ge ti rip çö züp bol ýar. Ony aşakdaky my sa l arkaly 
gör ke ze liň.

3.12nji my sal. Ulag me se le si 3.12-nji tab li sa ar ka ly ber len. 
Gys ga wagt da ýe ri ne ýe ti ril ýän (xij) me ýil na ma ny tap ma ly.
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3.12-nji tab li sa
         KN
UN B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1
10 8 5 6 7

25
21 4

A2
5 6 6 6 9

34
33 1

A3
4 8 7 8 5

42
39 3

A4
11 4 5 8 9

23
8 15

bj 21 37 40 11 15 124

Il ki «de mir ga zyk-gün ba tar bur çy» düz gü ni bi len baş lan gyç me-
ýil na ma ny gurýarys (3.12-nji tab li sa).

Gurlan meýilnama kemsiz. (1,1) öýjükde iň uly wagt bar (T = 10). 
Bu öýjükden gaçmaly, edil şonuň ýaly-da (4,1) öýjüge hem barmaly däl, 
sebäbi onda T = 11.

Bu öý jük le ri me ýil na ma dan aý rmak maksady bilen, «iň az çyk-
dajylar» usuly boýunça täze me ýil na ma gurýarys (3.13-nji tab li sa).

3.13-nji tab li sa
         KN
UN B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1
10 8 5 6 7

25
25

A2
5 6 6 6 9

34
21 13  

A3
4 8 7 8 5

42
 1 15 11 15

A4
11 4 5 8 9

23
23

bj 21 27 40 11 15 124

3.13-nji tab li sa da ýü ki da şa mak ly gyň wag ty 8-de gu tar ýar. Ol 
(3, 4) we (3, 2) öý jükler de. Me ýil na ma ny go wu lan dyr ma ga sy na ny şa-
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lyň. Onuň üçin 11 birlik ýüki (1,4) öýjügiň sikli boýunça he re ket len-
dir ýä ris. Netijede, tä ze da ýanç me ýil na ma ny ala rys:

3.14-nji tab li sa
         KN
UN B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1
10 8 5 6 7

2514 11
A2

5 6 6 6 9
3421 13

A3
4 8 7 8 5

421 26 15
A4

11 4 5 8 9
2323

bj
21 37 40 11 15 124

3.14-nji tab li sa da ýü küň da şa lyp gu tar ýan wag ty T=8. Bu (3,2) 
öý jüge degişli. Me ýil na ma ny go wu lan dyr mak üçin bu öý jük dä ki ýü ki 
aýyr ma ly. Onuň üçin 1 bir lik ýü ki 3.14-nji tab li sa da gör ke zi len sikl 
bo ýün ça he re ket len dir ýä ris we tä ze da ýanç me ýil na ma sy ny ala rys 
(3.15-nji tablisa). 

3.15-nji tab li sa
         KN
UN B1 B2 B3 B4 B5 ai

A1
10 8 5 6 7

2514 11
A2

5 6 6 6 9
3420 14   

A3
4 8 7 8 5

421 26 15
A4

11 4 5 8 9
2323

bj
21 37 40 11 15 124

Me ýil na ma ny ýe ne-de go wu lan dyr ma ga sy nan yşa lyň. (3, 3) öý jü-
kdäki 26 bir lik ýü ki aýyr ma ly. Bu ýü ki (3, 4) öýjüge ge çir mek müm-
kin däl, se bä bi bu öýjükde wagt 8-e deň. Bu ýüki (2, 3) öýjüge geçir-
mek hem (3, 3) öý jük de 6 birlik ýüküň galmagyna getirýär. Şeýlelikde 
3.15-nji tab li sa da ta py lan me ýil na ma op ti mal me ýil na ma dyr. Tmin=7.
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§ 3.2. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
bi tin san ly me se le le ri 

Üýt ge ýän ulu lyk la ry bi tin ba ha la ry al ýan ekst re mal me se le le re 
bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma me se le le ri di ýil ýär. Şeý le me se le-
le riň ma te ma ti ki mo de lin de çäk len dir me ler dä ki funk si ýa lar-da, mak-
sa dy gör kez ýän funk si ýa hem çy zyk ly, çy zyk ly däl we ga ry şyk gör-
nüş li bo lup bi ler. Biz di ňe çy zyk ly ýag daý la ra se re de ris. 

3.13nji my sal. Kär ha na da goş ma ça en jam la ry oturt mak ka rar 
edil di. Onuň üçin 6

3
1 m2 meý dan bö lü nip be ril di. Iki dür li en ja my sa-

tyn al mak üçin 10 müň ma nat pul harç la mak ka rar edil di. I gör nüş li 
en ja myň bi ri niň ba ha sy 1000 ma nat, II gör nüş li en ja myň bi ri niň ba-
ha sy bol sa 3000 ma nat. I gör nüş li en ja myň bi ri niň sa tyn alyn ma gy 
önü miň ön dü ri li şi ni 2 esse art dyr ma ga, II gör nüş li bol sa 4 esse art dyr-
ma ga müm kin çi lik ber ýär. I gör nüş li en ja myň bi ri ni gu ra ma ga 2m2, II 
gör nüş li niň bi ri si üçin bol sa 1m2 meý da nyň ze rur dy gy ny göz öňün de 
tu tup, en jam la ryň haý sy gör nü şi ni sa tyn al ma gyň önüm ön dür me gi 
mak si mal ýo kar lan dy ryp bil je kdigi ni kes git le me li. 

Çö zü li şi. Me se lä niň ma te ma ti ki mo de li ni dü ze liň. Goý, kär ha na 
I gör nüş li en ja myň x1 sa ny sy ny, II gör nüş li niň bol sa x2 sa ny sy ny sa tyn 
al ma gy me ýil leş dir sin. On da bu üýt ge ýän ulu lyk lar aşak da ky deň siz-
lik ler ul ga my ny kan agat lan dy rar lar:

       2 6 ,

3 10.

x x

x x
3
1

1 2

1 2

#

#

+

+
*  (7)

Eger kar ha na bu en jam la ry sa tyn alan bol sa, on da önüm çi li giň 
ar ty my 

           F=2x1+4x2 (8)
funk si ýa nyň üs ti bi len aň la dy lar.

Me se lä niň yk dy sa dy ma ny sy na gö rä, x1, x2 üýt ge ýän ulu lyk lar 
ot ri sa tel däl we bi tin ba ha la ra eýe bol ma ly bo lar lar:

          x1≥0, x2≥0, (9)
   x1, x2 – bi tin ulu lyk lar. (10)
Şeý le lik bi len, ber len me se le (7), (9) we (10) şert ler ýe ri ne ýe ten-

de F=2x1+4x2 funk si ýa nyň mak si mu my ny tap mak ly ga ge ti r ýär. x1, x2 
nä bel li ulu lyk la ryň di ňe bi tin ba ha eýe bo lup bil ýän di gi se bäp li, me-

8. Sargyt № 2463
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se le bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si dir. Nä bel li le riň sa ny 
ikä deň bo la ny se bäp li, bu me se lä ni geo met ri ki usul da çö züp bo lar. 
Onuň üçin x1Ox2 koor di na ta lar te kiz li gin de (7), (9) we (10) şert le riň 
ýe ri ne ýet ýän ob las ty ny gu ra lyň (3.1-nji su rat).

2x1+4x2=12

x1+3x2=10

x1 109876543

3
K

F
N

M

E
A

2

2

4

5

6

7

x2

1

1

0

2x1+4x2=61
3

3.1nji su rat

Gur lan OAEBC köp burç lu gyň äh li no kat la ry (7) deň siz lik ler ul-
ga my ny we (9) ot ri sa tel lik şer ti ni ka na gat lan dyr ýar. (10) bi tin san-
ly ba ha ly lyk şer ti ni bol sa di ňe çyz gy da te ge le jik ler bi len bel gi le nen 
12 sa ny no ka dyň koor di na ta la ry ka na gat lan dyr ýar. Ber len me se lä niň 
çö zü wi ni tap mak üçin OABC köp burç lu gy OKEMNF köp burç luk bi-
len ça ly şa lyň. Bu köp burç luk bi tin san ly koor di na ta ly äh li ýolbe rer  li 
çö züw le ri özün de sak la ýar. Bu köp burç lu gyň de pe le ri niň koor di na-
ta la ry hem bi tin san lar dyr. Şol se bäp li, eger F=2x1+4x2 funk si ýa nyň 
OKEMNF köp burç luk da ky mak si mum ba ha ny al ýan no ka dy ny tap-
sak, on da ol no kat se re dil ýän me se lä niň op ti mal çö zü wi bo lar. 

Şeý le no ka dy tap mak üçin C =(2;4) wek to ry we OKEMNF köp-
burç lu gyň üs tün den geç ýän 2x1+4x2=12 gö ni çy zy gy gu ra lyň. (12 san 
tö tän le ýin, bu gö ni çy zyk OKEMNF köp burç lu gyň üs tün den ge çer 
ýa ly saý la nyl dy). Gur lan gö ni ni  C  wek to ryň ug ru na onuň OKEMNF 

C

B
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köp burç luk bi len soňky umu my no ka dy nyň üs tün den geç ýän çe süý-
şü re liň. Şol no ka dyň koor di na ta la ry me se lä niň op ti mal çö zü wi bo lar, 
se bä bi mak sat funk si ýa sy nyň bu no kat da ky ba ha sy iň uly bo lar. 

Çyz gy dan gör nü şi ýa ly, şeý le no kat E(1;3) no kat dyr. Fmax=14. 
Şeý le lik bi len, E no ka dyň koor di na ta la ry (7)-(10) me se lä niň op ti mal 
me ýil na ma sy ny kes git lär. Bu me ýil na ma gö rä, kär ha na I gör nüş li en-
ja myň bi ri ni we II gör nüş li en ja myň üçü si ni sa tyn al ma ly. Bu meýil-
nama kär ha na bar bo lan pul se riş de le rin de we önüm çi lik meý da nyn da 
mak si mal muk dar da önüm ön dür mä ge müm kin çi lik be rer.

Ýe ne bir me se lä se re de liň. Goý, kär ha na ýe ri ne ýe tir me li iş le ri 
üçin n sa ny en jam (me ha nizm) ulan mak ge rek bol sun. i-nji en ja myň 
(i=1, 2,…, n) j-nji işi (j=1, 2,…, n) ýe ri ne ýe tir mek dä ki iş ön dü ri ji li gi 
cij deň bol sun. Her bir en jam di ňe bir iş de ula ny lyp bi lin ýär we her 
bir iş di ňe bir en jam ta ra pyn dan ýe ri ne ýe ti ri lip bi lin ýär diý len şert de 
en jam la ryň iş le re dog ry ber ki di lip, iň ýo ka ry iş ön dü ri ji li gi ni ga zan-
ma gyň me ýil na ma sy ny tap ma ly.

Me se lä niň ma te ma ti ki mo de li ni gu ra lyň. j-nji işi ýe ri ne ýe tir-
mek de i-nji en jam ula ny lan da 1-e deň bol ýan, beý le ki ýag daý da 0-a 
deň bol ýan xij üýt ge ýän ulu ly gy gi ri ze liň. Ýag ny:

1,

0
xij = (

j-nji işi ýerine ýetirmekde i-nji enjam ulanylanda;
       beýleki ýagdaýda. (11)

On da her bir en ja myň di ňe bir iş de ula ny lyp bi lin ýän di gi hak da-
ky şert:

   , ( , , ..., )x i n1 1 2ij

j

n

1

= =
=

/  (12)

gör nü şe, her bir işiň di ňe bir en jam ta ra pyn dan ýe ri ne ýe ti ri lip bi lin-
ýän di gi hak da ky şert bol sa:

   , ( , , ..., )x j n1 1 2ij

i

n

1

= =
=

/  (13)
gör nü şe eýe bo lar. 

Şeý le lik bi len, me se le (11), (12) we (13) şert ler ka na gat lan dy ry lan da 

    F c x
1 1j

n

i

n

ij ij=
= =

//   (14)

funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ga za nyl ýan xij (i=1, 2,…,n; j=1, 2,…,n) 
üýt ge ýän ulu lyk la ryň bitin ba ha la ry ny tap mak ly ga ge ti ril ýär. Bu 



116      

tes wir le nen me se le hem bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se-
le si dir. 

Bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň op ti mal çö
zü wi niň ta py ly şy. Çäk len dir me le rin dä ki funk si ýa la ry hem, mak sat  
funk si ýa sy hem çy zyk ly bo lan bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le si ne ga ra lyň. Onuň üçin üýt ge ýän ulu lyk la ry di ňe bi tin ba ha-
la ry al ýan çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň umu my me se lesi ni tes-
wir lä liň: 

    F c xj j

j

n

1

=
=

/  (15)
funk si ýa nyň 

  , ( , , , )a x b i m1 2i

j

n

1
ij j g= =

=

/  (16)

   xj≥0 (j=1, 2,…,n) (17)
  xj ( j=1, 2,…,n) – bi tin ba ha ly ulu lyk lar (18)

şert le ri ka na gat lan dyr ýan köp lük de iň uly ba ha sy ny tap ma ly.
Eger bu me se lä ni simp leks u sul bi len çöz sek, on da onuň çö zü-

wi bi tin ba ha ly bo lup hem bi ler, bol man hem bi ler. Çy zyk ly prog-
ram ma laş dyr ma nyň my da ma bi tin ba ha ly çö zü wi bol ýan me se le si ne 
ulag me se le si my sal bo lup bi ler. Umu my ýag daý da (15)-(18) me se-
lä ni çöz mek üçin ýö ri te usul lar ge rek bo lar. Şeý le usul la ryň bi ri hem 
esa syn da simp leks usul ýa tan Go mo ri niň usu ly dyr.

3.2.1. Go mo ri niň usu ly

Bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň çö zü wi ni Go-
mo ri niň usu ly bi len tap mak (15)-(17) me se lä ni çöz mek den, ýag ny se-
re dil ýän me se lä ni nä bel li le riň bi tin ba ha ny al mak şer ti ni göz öňün de 
tut maz dan çöz mek den baş lan ýar. (15)-(18) me se lä niň op ti mal çö zü wi 
ta py lan dan soň ra ol çö züw sel je rilip baş la nyl ýar. Eger şol çö zü wiň 
düzüm bölekleriniň ara syn da drob san ýok bol sa, on da ta py lan çö züw 
se re dil ýän (15)-(18) me se lä niň, ýag ny bi tin san ly prog ram ma laş dyr-
ma nyň me se le si niň op ti mal çö zü wi dir. Eger (15)-(17) me se lä niň op ti-
mal çö zü wi niň düzüm bölekleriniň ara syn da drob san bar bol sa, on da 
(16) deň le mä aşak da ky deň siz lik go şul ýar:
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   ( )f a x fb* *

j
ij j i$/  (19)

we (15)-(17), (19) me se le çö zül ýär. 
(19) deň siz lik de a*

ij  we b*
i  ulu lyk lar de giş li aij , bi ulu lyk la ryň 

soň ky simp leks tab li sa dan al nan ba ha la ry, f(a*
ij) we f(b*

ij) ulu lyk lar 
bol sa şol ulu lyk la ryň drob bö lek le ri (bu ýer de sa nyň drob bö le gi diý-
lip on dan aý ry lan da bi tin sa ny ber ýän iň ki çi ot ri sa tel däl sa na dü şü-
nil ýär). Eger (15) – (17) me se lä niň op ti mal çö zü win de bir nä çe üýt ge-
ýän ulu lyk drob ba ha eýe bol sa, on da (19) deň siz lik ola ryň iň uly drob 
bö lek li si üçin alyn ýar. 

Eger (15) – (17), (19) me se lä niň çö zü win de hem drob ba ha ly 
düzüm bölegi bar bol sa, on da ýo kar da be ýan edi len pro ses gaý ta la-
nyl ýar. Tü ke nik li ge zek gaý ta la ma dan soň ra ýa-ha bi tin san ly prog-
ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň op ti mal çö zü wi ta py lar, ýa-da onuň 
çö zü wi niň ýok lu gy aýan bo lar. 

Eger (18) bi tin ba ha ly lyk şer ti di ňe kä bir üýt ge ýän ulu lyk la ra de-
giş li bol sa, on da me se lä bö lek le ýin bi tin san ly prog ram ma laş dyr
ma nyň me se le si di ýil ýär. Şeý le me se le ler hem ýo kar da ky ýa ly tä ze 
goş ma ça şert gi riz mek bi len çö zül ýär. Ýö ne bu ýag daý da goş ma ça 
çäk len dir me 

   x f b*

j
ij j i$c/ ] g  (20)

gör nüş de bo lar. Bu ýer de γij aşak da ky gat na şyk lar dan kes git len ýär:
1) Bi tin däl ba ha ny ka bul ed ýän xj-ler üçin, 

  
, 0

1
, 0

a a

f b

f b
a a

* *

*

*
* *

i

iij

j ij

i
ij ij 1

$
=

-

c
]

]
g

g*
  bo lan da,
  bo lan da.  (21)

2) Bi tin ba ha ny ka bul ed ýän xj-ler üçin, 

        
   bo lan da,

      bo lan da.

( ), ( )

1
1 , ( )

f a f a f b

f b

f b
f a f a f b

* * *

*

*
* * *
i

ij

ij ij i

i

i
j ij i2

#

-
-

c =

]

]
]

^ ]

g

g
g

h g*  (22)

Ýo kar da be ýan edi len ler den Go mo ri niň usu ly bo ýun ça bi tin san-
ly prog ram ma laş dyr ma nyň op ti mal çö zü wi ni tap magyň aşak daky dö-
wür le ri öz içi ne al ýandygy mälim bolýar:
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1.  Üýt ge ýän ulu lyk la ryň bi tin  ba ha ly ly gy ta la by göz öňün de tu-
tul maz dan simp leks usul bo ýun ça (15) – (17) me se lä niň çö zü-
wi ta pyl ýar.

2.  (15) – (17) me se lä niň op ti mal çö zü win de mak si mal drob ba ha-
sy bo lan, (15) – (18) me se lä niň op ti mal çö zü win de bi tin ba ha ly 
bol ma ly üýt ge ýän ler üçin goş ma ça çäk len dir me ler dü zül ýär.

3.  Ça ty rym la nan simp leks usu lyň kö me gi bi len (15) – (17) me se-
lä goş ma ça çäk len dir me ler bi rik di ri len den soň al nan me se lä-
niň çö zü wi ta pyl ýar.

4.  Tapgyrlaýyn iş pro se si, ze rur ha la tyn da ýe ne-de bir goş ma ça 
çäk len dir me dü zü lip, tä (15) – (18) me se lä niň op ti mal çö zü wi 
ta pyl ýan ça, ýa-da me se lä niň çö zü wi niň ýok du gy anyk la nyl-
ýan ça do wam et di ril ýär.

3.14nji my sal. Go mo ri niň usu ly bi len 
    F=3x1+2x2 (23)

funk si ýa nyň mak si mu my ny

   
13,
6,

3 9,

x x x
x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ + =
- + =

- + + =
*  (24)

   xj≥0 ( j=1, 2,…,5), (25)
  xj ( j=1, 2,…,5) – bi tin ba ha ly ulu lyk lar, (26)

çäk len dir me le riň ka na gat lan dy ryl ýan şert le rin de tap ma ly. Me se lä niň 
çö zü wi ne geo met ri ki in terp re ta si ýa ber me li. 

Çö zü li şi. Il ki bi len (23) – (25) me se lä ni çö ze liň (3.16-njy tablisa).
3.16-njy tab li sa

i Ba zis Cb P0 3 2 0 0 0
P1 P2 P3 P4 P5

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 P3 0 13 1 1 1 0 0
2 P4 0 6 1 –1 0 1 0
3 P5 0 9 –3 1 0 0 1
4 0 –3 –2 0 0 0
1 P3 0 7 0 2 1 –1 0
2 P1 3 6 1 –1 0 1 0
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3.16-njy tab li sanyň dowamy
1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 P5 0 27 0 –2 0 3 1
4 18 0 –5 0 3 0
1 P2 2 7/2 0 1 1/2 –1/2 0
2 P1 3 19/2 1 0 1/2 1/2 0
3 P5 0 34 0 0 1 2 1
4 71/2 0 0 5/2 1/2 0

Bu tab li sa dan gör nü şi ýa ly, (23) – (25) me se lä niň ta py lan çö zü wi  

; ; ; ;X
2
19

2
7 0 0 34= b l (23) – (26) me se lä niň op ti mal çö zü wi däl. Se bä-

bi onuň iki kom po nent le ri (x1 we x2) bi tin ba ha eýe däl dir ler. Ola ryň 
drob bö lek le ri deň. Şol se bäp li, ola ryň bi ri üçin goş ma ça çäk len dir me 
dü zül ýär. Me se lem, x2 üçin şeý le çäk len dir me dü ze liň. Soň ky tab li sa-
dan ala rys:

2
1

2
1 7/2x x x2 3 4+ - =b bl l .

Şeý le lik bi len, (23)-(25) me se lä niň çäk len dir me ler ul ga my na 

/f x f x f x1
2
1

2
1 7 22 3 4 $+ + -] b bg l l

ýa-da
,x x

2
1

2
1

2
1

3 4 $+b bl l
ýag ny
    x3+x4≥1 (27)
deň siz lik go şul ýar (3.17-nji tablisa).

3.17-nji tab li sa
i Ba zis Cb P0 3 2 0 0 0 0

  P1 P2 P3 P4 P5 P6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 P2 2 7/2 0 1 1/2 –1/2 0 0
2 P1 3 19/2 1 0 1/2 1/2 0 0
3 P5 0 34 0 0 1 2 1 0
4 P6 0 –1 0 0 –1 –1 0 1
5 71/2 0 0 5/2 1/2 0 0
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3.17-nji tab li sanyň dowamy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 P2 2 4 0 1 1 0 0 –1/2
2 P1 3 9 1 0 0 0 0 1/2
3 P5 0 32 0 0 –1 0 1 2
4 P4 0 1 0 0 1 1 0 –1
5 35 0 0 2 0 0 1/2

In di bu tab li sa dan (23) funk si ýa nyň (26), (24) we (27) şert ler ýe-
ri ne ýe ten dä ki mak si mal ba ha sy ny tap ýa rys. 

3.17-nji tab li sa dan bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň baş ky 
ber len me se le si niň op ti mal çö zü wi niň X*=(9;4;0;1;32) bol ýan dy gy 
gö rün ýär. Bu me ýil na ma da mak sat funk si ýa sy nyň ba ha sy Fmax= 35. 
Me se lä niň geo met rik ma ny sy na ga ra lyň. (23) – (25) me se lä niň 
ýolbe rer  li çö züw le ri niň köp lü gi bo lup, 3.2-nji suratdaky OABCD 
köp burç luk hyz mat eder. Bu su rat dan görnüşi ýaly mak sa t funk si-

ýasy öz mak si mal ba ha sy ny ;C
2
19

2
7b lno kat da ka bul ed ýär, ýag ny 

2
19 ;

2
7 ;0;0;34X = b l çö züw op ti mal me ýil na ma bo lup hyz mat ed ýär. 

Bu 3.16-njy tab li sa dan hem gö rün ýär.

-10 10

10

12

12

16

16

18

18

2014

14

-8

-8
x1=9

x1+x2=13

–3x1+x2=9

3x1+2x2=18 x1–x2=6

x1
-6

-6

-4

-4

-2 2

F
C

B

C

E

D

A

2

4

4

6

6

8

8

0

3.2nji su rat
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2
19 ;

2
7 ;0;0;34X = b l çözüw (23)-(26) me se lä niň op ti mal çö zü-

wi däl di gi se bäp li goş ma ça çäk len dir me (x3+x4≥1) gi ri zil ýär. x3 we x4 
ulu lyk la ryň ba ha la ry ny (24) deň le me ler ul ga myn dan ta pyp, bu deň-
siz lik den x1≤9 deň siz li gi ala rys. Bu deň siz li ge x1=9 gö ni çy zyk bi len 
çäk le nen, OABCD köp burç luk dan EFC üç burç lu gy ke sip al ýan ýa-
rym te kiz lik de giş li dir. 

3.2-nji su rat dan gör nü şi ýa ly, al nan me se lä niň ýolbe rer  li çö züw-
le ri niň köp lü gi bo lup OA BEFD köp burç luk hyz mat ed ýär. Bu köp-
burç lu gyň E(9;4) no ka dyn da ber len me se lä niň mak sa t funk si ýa sy 
mak si mal ba ha eýe bol ýar. E no ka dyň koor di na ta la ry bi tin san lar bo-
la ny se bäp li, x1=9 we x2=4 ba ha la ry (18) deň le me ler ul ga myn da orun-
la ryn da goýany myz da x3, x4 we x5 nä bel li ulu lyk lar hem bi tin ba ha la ra 
eýe bol ýar lar. Şol se bäp li X*=(9;4;0;1;32) çö züw ber len (23)-(26) me-
se lä niň op ti mal çö zü wi bo lar. Bu 3.17-nji tab li sa dan hem ge lip çyk-
ýar.

Bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri ni MS Excel 
mak sat na ma sy nyň kö me gi bi len çöz mek. Bi tin san ly prog ram ma-
laş dyr ma nyň me se le le ri ni MS Excel mak sat na ma sy nyň kö me gi bi-
len çöz mek üçin «Данные» gu ral lar top lu myn yň «Поиск решения» 
pen ji re sin den peý da lan ýa rys. Bu gu ra lyň çy zyk ly prog ram ma laş dyr-
ma nyň me se le si ni simp leks usul bo ýun ça çö zü li şin den (1.5.6-njy bö-
lüm çe de be ýan edi len) ta pa wut ly lyk da, hä zir ki çö zül ýän me se lä niň 
nä bel li le ri niň bi tin ba ha eýe bol ma ly dy gy hak da ky şer ti pen ji rä niň 
«Добавить» buý ru gy nyň kö me gi bi len gi riz ýä ris, ýag ny 3.3-nji su-
ratdaky pen ji re den peý da lan ýa rys:

3.3nji su rat



122      

 Me se le ler we gö nük me ler  

Bi tin san ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň çö züw le ri ni 
tap ma ly.

3.15. F = 3x1+x2 funk si ýa nyň mi ni mu my ny:
,
,

,

x x
x x

x x

4 29
3 15

5 2 38

1 2

1 2

1 2

#
#

$

- +
-

+
*

xj ≥ 0 (j = 1, 2), 
xj ( j = 1, 2) – bi tin ba ha ly ulu lyk lar, 

çäk len dir me le riň ka na gat lan dy ryl ýan şert le rin de tap ma ly.
Jo ga by: Fmin=19; X *=(0;19). 
3.16. F = 5x1+7x2 funk si ýa nyň mi ni mu my ny:

,

,
,

x x
x x

x x

3 14 78
5 6 26

4 25

1 2

1 2

1 2

#
#

$

- +
-

+
*

xj≥0 (j=1, 2), 
xj( j=1, 2) – bi tin ba ha ly ulu lyk lar, 

çäk len dir me le riň ka na gat lan dy ryl ýan şert le rin de tap ma ly.
Jo ga by: Fmin= 52; X *=(2;6). 
3.17. F = 2x1+x2 funk si ýa nyň mak si mu my ny:

,
,

,

x x x
x x x

x x x

6 4 24
3 3 9

3 9

1 2 3

1 2 4

1 2 5

#
#

$

+ +
- +

+ +-
*

xj ≥ 0 ( j=1, 2, ..., 5), 
xj( j=1, 2, ..., 5) – bi tin ba ha ly ulu lyk lar, 

çäk len dir me le riň ka na gat lan dy ryl ýan şert le rin de tap ma ly.
Jo ga by: Fmax=7; X *=(3;1;2;3;3). 
3.18. Her iki si niň ara syn da ky uzak lyk cij – deň bo lan n sa ny şä-

her bar. Bir şä her de baş la nyp, şol şä her de hem gu tar ýan we ýe ke-ýe-
ke den beý le ki äh li şä her le ri öz içi ne al ýan iň kiçi uzyn lyk ly ýo ly tap-
ma ly (me se lä niň ma te ma ti ki mo de li ni gur ma ly).
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§ 3.3. Pa ra metr li prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le le ri 

1. Pa ra metr li prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň yk
dysady we geo met ri ki ma ny sy. Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
köp san ly me se le le ri niň baş lan gyç mag lu mat la ry kä bir pa ra metr le re 
bag ly bol ýar. Şeý le me se le le re pa ra metr li prog ram ma laş dyr ma
nyň me se le le ri di ýil ýär.

Il ki bi len çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le sin de 
baş lan gyç mag lu mat la ry nyň kä bir pa ra met re bag ly ýag da ýy na se re-
de liň.

Mak sat funk si ýa sy nyň koef fi si ýent le ri t pa ra met re bag ly bo lup, 
şol pa ra met riň üýt ge ýän [a, β] ara ly gy na de giş li her bir ba ha sy üçin

   ( )F c c t x
1

' ''

j

n

j j j= +
=

/  (28)

funk si ýa nyň
      , ( 1,2, , )a x b i m

1j

n

ij j i g= =
=

/ , (29)

   xj≥0 (j=1, 2,…,n) (30)

şert le ri ka na gat lan dyr ýan köp lük de iň uly ba ha sy ny tap ma ly bol-
sun.

Eger çäk len dir me ler ul ga my nyň azat ag za la ry t ulu ly ga çy zyk ly 
bag ly bol sa, on da bu me se le t-niň kä bir [a, β] ara lyk da ky her bir ba-
ha sy üçin

   F c xj j
j

n

1
=

=
/  (31)

funk si ýa nyň

  , ( 1,2, , )a x b b t i m
1

' ''

j

n

ij j i i g= + =
=

/  (32)

               xj ≥0 ( j=1, 2,…, n) (33)
şert le ri ka na gat lan dyr ýan köp lük de iň uly ba ha sy ny tap mak me se le si-
ne ge ti ril ýär. Bu ýer de cj, aij, bi' we bi'' ber len he mi şe lik san lar. 
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Mak sat funk si ýa sy nyň koef fi si ýent le ri çäk len dir me ler ul ga my-
nyň azat ag za la ry ýa ly t pa ra met re bag ly bol sa lar, on da me se le t-niň 
kä bir [a, β] ara lyk da ky her bir ba ha sy üçin:

   ( )F c c t x' ''
jj j

j

n

1
= +

=
/  (34)

funk si ýa nyň 
      , 1,2, ,a x b b t i mi

1

' ''

j

n

j j i i g= + =
=

/ ] g (35)

   xj ≥0 (j=1, 2,…, n) (36)
şert le ri ka na gat lan dyr ýan köp lük de iň uly ba ha sy ny tap mak me se le-
si ne ge ti ril ýär. 

Bu me se le le riň umu my laş dy ry lan gör nü şi pa ra metr li prog ram-
ma laş dyr ma nyň umu my me se le si dir. Şeý le me se le de t pa ra met re 
mak sat funk si ýa sy nyň koef fi si ýent le ri hem-de çäk len dir me ler ul ga-
myn da ky koef fi si ýent ler we azat ag za lar bag ly dyr. Pa ra metr li prog-
ram ma laş dyr ma nyň umu my me se le si şeý le tes wir len ýär: t pa ra met riň 
kä bir [a, β] ara lyk da ky her bir ba ha sy üçin 

   ( )F c c t x' ''
jj j

j

n

1
= +

=
/  (37)

funk si ýa nyň

  ( ) , 1,2, ,a a t x b b t i m
1

' '' ' ''

j

n

ij ij j i i g+ = + =
=

/ ] g (38)

   xj≥0 (j=1, 2,…,n) (39)

şert le ri ka na gat lan dyr ýan köp lük de iň uly ba ha sy ny tap ma ly. 
Tes wir le nen me se le le riň çö züw le ri ni çy zyk ly prog ram ma laş-

dyr ma nyň usul la ry bi len hem ta pyp bol ýar. (28) – (30) gör nüş li pa-
ra metr li prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň geo met ri ki ma ny sy ny 
be ýan ede liň. Goý, (29) deň le me ler ul ga my nyň ot ri sa tel däl çö züw ler 
köp lü gi (çö züw ler köpg ran ly gy) boş köp lük däl bol up, bir den köp räk 
no kat la ry özün de sak la ýan bol sun. On da ber len me se le t pa ra met riň 
kä bir [a, β] ara lyk da ky her bir ba ha sy üçin çö züw ler köpg ran ly gy-
nyň (28) funk si ýa nyň mak si mal ba ha ny al ýan no ka dy ny tap mak ly ga 
ge ti ril ýär. Beý le no ka dy tap mak üçin t = t0 deň di ýip ha sap edip, geo-
met ri ki in terp re ta si ýa nyň kö me gi bi len (28) – (30) me se lä niň çö zü wi-
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ni ta pa rys, ýag ny ýa-ha çö züw ler köpg ran ly gy nyň (28) funk si ýa nyň 
mak si mal ba ha ny al ýan de pe si ni ta pa rys, ýa-da bu me se lä niň t = t0 
bo lan da çö zü wi niň ýok du gy ny kes git lä ris. t = t0 bo lan da (28) funk si-
ýa nyň mak si mal ba ha ny al ýan no ka dy ta py lan dan soň, t pa ra met riň 
(28) – (30) me se lä niň op ti mal çö zü wi ni kes git le ýän ba ha sy ny göz le-
ýä ris. Soň ra t pa ra met riň ta py lan ba ha sy taş la ny lyp, onuň [a, β] ara-
ly ga de giş li beý le ki bir ba ha sy saý la nyl ýar we şol saý la nan t1 ba ha 
üçin al nan me se lä niň op ti mal çö zü wi ta pyl ýar, ýa-da onuň çö zü wi niň 
ýok du gy anyk la nyl ýar. Soň ra t pa ra met riň (37) – (39) me se lä niň op ti-
mal çö zü wi bar bo lan ýa-da çö zü wi ýok no kat la ry nyň [a, β] ara ly ga 
de giş li ke si mi kes git le nil ýär. Ne ti je de, kä bir tü ke nik li ädim den soň t 
pa ra met riň [a, β] ara lyk da ky her bir ba ha sy üçin ýa-ha ber len me se-
lä niň op ti mal çö zü wi ta pyl ýar, ýa-da çö zü wi niň ýok du gy gör ke zil ýär. 

3.19njy me se le. Kär ha na üç hi li çig mal ula nyp, iki hi li (A we 
B) önüm ön dür ýär. A we B önüm le riň bir bir li gi ni ön dür mä ge her bir 
çig ma lyň sarp edil ýän muk da ry 3.18-nji tab li sa da ber len. Şol tab li sa-
da çig mal la ryň bar bo lan muk dar la ry hem gör ke zi len. 

A önü miň ba ha sy nyň 2-den 12-ä çen li, B önü miň ba ha sy nyň 
13-den 3-e çen li üýt ge ýän di gi bel li bo lup, bu üýt ge me de giş li lik de 
c1=2+t we c2=13 – t (bu ýerde 0≤t≤10) aň lat ma lar bi len ber len bol sun. 

Müm kin bo lan ba ha la ryň her bi ri üçin önüm le riň umu my ba ha sy 
mak si mal bo lar ýa ly önüm çi lik me ýil na ma sy ny tap ma ly. 

3.18-nji tab li sa 

Çig mal la ryň gör
nüş le ri

Önüm le riň bir bir li gi ni ön dür mä ge her 
bir çig ma lyň sarp edil ýän muk da ry

Çig mal la ryň bar 
bo lan muk dar la ry

A B
I 4 1 16
II 2 2 22
III 6 3 36

Çö zü li şi. Goý, kär ha na A gör nüş li önü miň x1 muk da ry ny, B gör-
nüş li önü miň bol sa x2 muk da ry ny ön dür ýän bol sun. On da me se lä niň 
ma te ma ti ki goý lu şy t (bu ýerde 0≤ t ≤10) pa ra met riň her bir ba ha sy üçin:

   F=(2+t)x1+(13–t)x2 (40)
funk si ýa nyň mak si mu my ny
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4 16,
2 2 22,

6 3 36,

x x
x x

x x

1 2

1 2

1 2

#
#

#

+
+

+
*  (41)

         x1, x2≥0 (42)
çäk len dir me le riň ka na gat lan dy ryl ýan şert le rin de tap ma ly. 

Me se lä ni çöz mek üçin x1Ox2 koor di na ta lar ul ga myn da (41) deň-
siz lik ler ul ga my ny we üýt ge ýän le riň (42) ot ri sa tel däl lik şert le ri ni ka-
na gat lan dyr ýan çö züw le riň köp burç lu gy ny gu ra lyň (3.4-nji surat).

10

IIIIII
11 12 13

16

15

14
13

12

10

9

8

7

6

5

4
3

2
1

x1

x2

14

11

A

15

6x1+3x2=36

8x1+7x2=56

4x1+2x2=16

4x1+11x2=44

2x1+2x2=22

2x1+13x2=26

-2 -1
-1

1 2 3

C1

C

C

B

D
C2

4 5 6 7 8 90

3.4nji su rat

Çyz gy da t = 1 ha sap edip 2x1+13x2=26 (bu ýer de 26 san ýö ne al-
nan) gö ni ni we C =(2;13) wek to ry gur ýa rys. Gur lan gö ni ni C  wek to-
ryň ug ry bo ýun ça pa ral lel süý şü rip, onuň OABCD çö züw ler köp burç-
lu gy bi len soň ky umu my no ka dy nyň A(0;11) no kat dy gy ny gör ýä ris. 



127

Diý mek, (40)-(42) me se le de t = 1 deň edi lip al nan me se lä niň op ti mal 
çö zü wi (me ýil na ma sy) X*

0=(0;11) bo lar. Bu eger A önü miň bir bir li-
gi niň ba ha sy 2+0=2 ma nat, B önü miň bir bir li gi niň ba ha sy 13 – 0=13 
ma nat, on da op ti mal çö zü we gö rä B önü miň 11 bir li gi ön dü ril ýär, A 
önüm ön dü ri le nok diýmekdir. Önüm ön dür me giň bu me ýil na ma syn-
da onuň ba ha sy mak si mal dyr we Fmax=143.

In di t=2 ha sap edip (2+2)x1+(13 – 2) x2=4x1+11x2= 44 (bu ýer-
de 44 san ýö ne al nan) gö ni ni we (C 1)=(2;11) wek to ry gur ýa-
rys. Gur lan gö ni ni (C 1) wek to ryň ug ry bo ýun ça pa ral lel süý şü rip, 
onuň OABCD çö züw ler köp burç lu gy bi len soň ky umu my no ka-
dy nyň A(0;11) no kat dy gy ny gör ýä ris. Diý mek, (40) – (42) me se le-
de t = 2 deň edi lip al nan me se lä niň op ti mal çö zü wi (me ýil na ma sy)
X*

0=(0;11) bo lar. Bu eger A önü miň bir bir li gi niň ba ha sy 2+2=4 ma-
nat, B önü miň bir bir li gi niň ba ha sy 13 – 2=11 ma nat bol sa, on da op ti-
mal çö zü we gö rä B önü miň 11 bir li gi ön dü ril ýär, A önüm bol sa ön dü-
ril me se oňaý ly dyr diýmekdir. Önüm ön dür me giň bu me ýil na ma syn da 
onuň ba ha sy mak si mal dyr we Fmax=(2+2)∙0+(13-2)∙11=121. 

3.4-nji su rat dan gör nü şi ýa ly, al nan me ýil na ma t-niň (2+t) x1+
+(13–t)x2=h gö ni 2x1+2x2=22 pa ral lel bol ýan ça op ti mal me ýil na ma 
bol ma gyn da ga lar. Bu gö nü ler t t

2
2

2
13! = -  deň bo lan da, ýag ny 

t=5,5 bo lan da pa ral lel bo lar lar. t-niň bu ba ha syn da AB ke si miň is len-
dik no ka dy (40)-(42) me se lä niň op ti mal çö zü wi ni ber ýär. 

Şeý le lik bi len, is len dik 0≤t ≤5, 5 üçin (40) – (42) me se le
X*

0=(0;11) deň bo lan op ti mal çö zü we eýe dir we bu ýag daý da mak sat 
funk si ýa sy nyň ba ha sy:

Fmax=(2+t)∙0+(13-t)∙11=143-11t. 

In di t-niň 5,5-den uly ba ha sy ny, me se lem, t=6 deň ba ha sy ny 
alyp, oňa de giş li (13) – (15) me se lä niň çö zü wi ni ta pa lyň. Onuň üçin 
(2+6)x1+(13–6)x2=8x1+7x2=56 (bu ýer de 56 san ýö ne al nan) gö ni ni we
(C 2)=(8;7) wek to ry gu ra lyň. Gur lan gö ni ni (C 2) wek to ryň ug ry bo-
ýun ça pa ral lel süý şü rip, onuň çö züw ler köp burç lu gy bi len soň ky umu-
my no ka dy nyň B(1;10) no kat dy gy ny gör ýä ris. Diý mek, (40) – (42) 
me se le de t = 6 deň edi lip al nan me se lä niň op ti mal çö zü wi (me ýil na-
ma sy) X*

1 =(1;10) bo lar. Bu bol sa eger A önü miň bir bir li gi niň ba ha sy 
2+6=8 ma nat, B önü miň bir bir li gi niň ba ha sy 13 – 6=7 ma nat bol sa, 



128      

on da op ti mal çö zü we gö rä A önü miň bir bir li gi, B önü miň bol sa 10 
bir li gi ön dü ril ýär diýmekdir. Önüm ön dür me giň bu me ýil na ma syn da 
onuň ba ha sy mak si mal dyr we Fmax=8∙1+7∙10=78. 

3.4-nji su rat dan gör nü şi ýa ly, X*
1 =(1;10) çö züw (40)-(42) me se le 

üçin is len dik t >5 üçin tä (2+t)x1+(13–t)x2=h gö ni 6x1+3x2=36 pa ral lel 

bol ýan ça op ti mal me ýil na ma bol ma gyn da ga lar. Bu t t
6

2
3

13+ = -

deň bo lan da, ýag ny t = 8 bo lan da bo lar. t-niň bu ba ha syn da BC ke si-
miň is len dik no ka dy (13) – (15) me se lä niň op ti mal çö zü wi ni ber ýär. 

Şeý le lik bi len, is len dik 5,5≤t≤8 üçin (40)-(42) me se le X*
0=(1;10) 

deň bo lan op ti mal çö zü we eýe dir we bu ýag daý da mak sat funk si ýa-
sy nyň ba ha sy

Fmax=(2+t)∙1+(13-t)∙10 = 132-9t.
3.4-nji su rat dan peý da la nyp, meň zeş pi kir  ýö ret mä niň kö me gi 

bi len is len dik 8 ≤ t ≤ 10 üçin (40) – (42) me se leä niň op ti mal çö zü wi niň 
X*

0=(2;8) bol ýan dy gy ny gö re ris. Bu bol sa eger A önü miň bir bir li gi-
niň ba ha sy 10 we 12 san la ryň öz le ri ne ýa-da ola ryň ara syn da ýer le şen 
san la ra deň bol sa, B önü miň bir bir li gi niň ba ha sy 3 we 5 san la ryň 
öz le ri ne, ýa-da ola ryň ara syn da ýer le şen san la ra deň bol sa, on da op ti-
mal çö zü we gö rä A önü miň 2-si, B önü miň bol sa 12 bir li gi ön dü ri ler 
diýmekdir. Önüm ön dür me giň bu me ýil na ma syn da onuň ba ha sy t-niň 
is len dik 8≤ t ≤10 deň siz li gi ka na gat lan dyr ýan ba ha syn da Fmax=108-6t. 

Şeý le lik bi len, (40)-(42) me se lä niň şeý le çö zü wi ni al ýa-
rys: 0≤ t ≤5,5 üçin op ti mal çö züw X*

0=(0;11) bo lar, bu ýag daý da 
Fmax=143-11t; 5,5≤t≤8 üçin op ti mal çö züw X*

1 =(1;10) bo lar, bu ýag-
daý da Fmax=132-9t; 8≤t≤10 üçin op ti mal çö züw X*

2=(2;8) bo lar, bu 
ýag daý da Fmax=108-6t bo lar. 

2. Pa ra metr li prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň mak sa t  
funk si ýa synyň pa ra met rini özün de sak la ýan görnüşiniň çö zü li şi. 
(28)-(30) me se lä se re de liň. t pa ra metr kä bir t0![a, β] sa na deň di ýip 
ha sap edip, al nan çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň çö zü-
wi ni simp leks usul bo ýun ça ta pa rys. 

Ne ti je de, t pa ra met riň ber len t0 ba ha sy üçin (28) – (30) me se lä niň 
ýa-ha op ti mal çö zü wi ni ta pa rys, ýa-da onuň çö zü wi niň ýok du gy ny 
anyk la rys. Bi rin ji ýag daý da soň ky simp leks tab li sa nyň m+1-nji se ti ri-
niň  ( )t t0

' ''
0j jjT T T= +  ele ment le ri ni ula nyp ta pa rys:
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min , 0

, 0
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'
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j

j
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T 1

T $

= -e o
Z

[

\

]]

]

eger bar bolsa

 üçinähli     
      (44)

t pa ra met riň is len dik ṯ ≤ t ≤t ba ha sy üçin (28)-(30) me se le t=t0 ba-
ha da alyn ýan op ti mal me ýil na ma eýe bol ýar.

t=t0 bo lan da (28)-(30) me se läniň çö zü wi ýok bol sa, on da soň-
ky simp leks tab li sa nyň m+1-nji se ti rin de xik<0 üçin t' ''

k k k0T T T= + <0 
(i=1, 2,…,m). On da:

1) Eger ''
kT  =0 bol sa (28)-(30) me se läniň is len dik t üçin çö zü wi 

ýok;
2) Eger ''

kT <0 bol sa (28)-(30) me se lä niň is len dik t<t1=– '
kT / ''

kT  
üçin çö zü wi bar dyr. 

3) Eger ''
kT >0 bol sa (28)-(30) me se lä niň is len dik t>t1 üçin çö zü wi 

bar dyr.
(28) – (30) me se lä niň şol bir op ti mal çö züw le ri bar bo lan t pa ra-

met riň äh li ba ha la ry ny we (28) – (30) me se lä niň çö züw le ri ýok bo lan 
t pa ra met riň äh li ba ha la ry ny bir san ara lyk la ry nyň köp lü gi ne ýyg nap, 
ony me se lä ni çöz me giň indiki tapgyryn dan aýyr ýa rys. Ýe ne-de t pa-
ra met ri [a, β] ara ly gyň ga lan bö le gi ne de giş li kä bir sa na deň di ýip 
ha sap edip, al nan me se lä niň çö zü wi ni tap ýa rys. 

Kä bir tü ke nik li ädim den soň ýa-ha äh li no kat la ryn da ber len 
(28)-(30) me se lä niň şolbir op ti mal çö zü we eýe bol ýan san ara ly gy ny 
ala rys, ýa-da t pa ra met riň äh li ba ha la ryn da bu me se lä niň çö zü wi niň 
ýok bo lan ara ly gy ny ala rys. 

Şeý le lik bi len, (28) – (30) me se lä niň çö zü wi ni tap mak aşak da ky 
döwür le ri öz içi ne al ýar:

1) t pa ra met riň ba ha sy kä bir t0![a, β] sa na deň di ýip ha sap edip, 
al nan çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň op ti mal çö zü wi  
X*

0  ta pyl ýar ýa-da me se lä niň bu ba ha üçin çö zü wi niň ýok du gy anyk-
la nyl ýar. 

2) (28) – (30) me se lä niň op ti mal çö züw le ri bar bo lan t pa ra met riň 
äh li ba ha la ry ny we (28) – (30) me se lä niň çö züw le ri ýok bo lan t pa ra-
9. Sargyt № 2463
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met riň äh li ba ha la ry ny bir san ara lyk la ry nyň köp lü gi ne ýyg nap, ony 
me se lä ni çöz me giň indiki dö wür le rin den aýyr ýa rys.

3) Ýe ne-de t pa ra met ri [a, β] ara ly gyň ga lan bö le gi ne de giş li kä-
bir sa na deň di ýip ha sap edip, al nan me se lä niň çö zü wi ni simp leks 
usul bo ýun ça ta pa rys. 

t pa ra met riň tä ze op ti mal çö zü winiň op ti mal bo lup gal ýan ba ha-
la ry ny we ber len me se lä niň çö züw le ri ýok ba ha la ry ny tap ýa rys. Ha-
sap la ma t pa ra met riň [a, β] ara ly ga de giş li äh li ba ha la ry bar la nyl ýan-
ça do wam edil ýär.

3.20nji me se le. Is len dik – ∞ < t < ∞ üçin 
   F=2x1+(3+4t)x2 (45)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny 

   
12,
10,

6,

x x x
x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ + =
- + =

- + + =
*  (46)

   x1, x2,…, x5≥0 (47)
şert ler de tap ma ly.

Çö zü li şi. Mak sat funk si ýa syn da t pa ra met riň ba ha sy ny 0 deň (bu 
ýer de 0 san er kin al nan) di ýip ha sap edip, al nan me se lä niň op ti mal 
çö zü wi ni simp leks-tab li sa usu ly bo ýun ça ta pa lyň (3.19-njy tablisa).

3.19-njy tab li sa

i Ba zis Cb P0
2 3+4t 0 0 0
P1 P2 P3 P4 P5

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 P3 0 12 1 1 1 0 0
2 P4 0 10 1 –1 0 1 0
3 P5 0 6 –1 1 0 0 1
4 0 -2 –3–4t 0 0 0
1 P3 0 6 2 0 1 0 –1
2 P4 0 16 0 0 0 1 1
3 P2 3+4t 6 –1 1 0 0 1
4 18+24t –5– 4t 0 0 0 3+4t
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 P1 2 3 1 0 1/2 0 –1/2
2 P4 0 16 0 0 0 1 1
3 P2 3+4t 9 0 1 1/2 0 1/2
4 33+36t 0 0 2, 5+2t 0 0, 5+2t
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Bu tab li sa nyň kö me gi bi len al nan X*
0=(3; 9; 0; 16; 0) çö züw 

simp leks-tab li sa nyň 4-nji se ti ri niň ele ment le ri ot ri sa tel däl, ýag ny  
0,5+2t ≥ 0 we 2,5+2t ≥ 0 bo lan da optimal bo lar. Ýag ny t≥– 0,25 bo-
lan da bu çö zuw op ti mal çö züw dir. Şeý le lik bi len, eger t![ – 0,25;∞) 
bol sa, me se lä niň op ti mal çö zü wi X*

0=(3; 9; 0; 16; 0) we bu ýag daý da 
Fmax=33+36 t deňdir.

In di t pa ra met riň – 0,25 san dan ki çi ba ha sy ny ala lyň. On da soň-
ky simp leks-tab li sa nyň 4-nji se ti ri niň we P5-e de giş li sü tü ni ne de-
giş li ele ment ot ri sa tel ba ha eýe bo lar. Diý mek, t-niň bu ba ha la ryn da 
X=(3; 9; 0; 16; 0) op ti mal çö züw däl dir. Şol se bäp li ba zis nä bel li le riň 
ara syn dan P4-i aý ryp, P5-i ba zi se gi riz ýä ris (3.20-nji tablisa).

3.20-nji tab li sa
i Ba zis Cb P0 2 3+4t 0 0 0

P1 P2 P3 P4 P5

1 P1 2 11 1 0 1/2 1/2 0
2 P5 0 16 0 0 0 0 1
3 P2 3+4t 1 0 1 1/2 –1/2 0
4 25+4t 0 0 2, 5+2t –0, 5–2t 0

Bu tab li sa nyň kö me gi bi len al nan X*
1 =(11; 1; 0; 0; 16) çö züw 

2,5 + 2t ≥ 0 we – 0,5 – 2t ≥ 0 bo lan da, ýag ny –1,25 ≤ t ≤– 0,25 bo lan da 
op ti mal çö züw dir. Şeý le lik bi len, eger t![–1,25; – 0,25] bol sa, on da
(45) – (47) me se le X*

1 =(11; 1; 0; 0; 16) op ti mal çö zü we eýe dir we bu 
ýag daý da Fmax=25+4t.

In di me se lä niň t pa ra met riniň –1, 25 san dan ki çi ba ha sy ny ala lyň. 
On da soň ky 3.20-nji simp leks-tab li sa nyň 4-nji se ti ri niň we P3-e de giş li 
sü tü ni ne de giş li ele ment ot ri sa tel ba ha eýe bo lar. Diý mek, t-niň bu ba-
ha la ryn da de giş li da ýanç çö züw op ti mal däl dir. Şol se bäp li ba zis nä bel-
li le riň ara syn dan P2-ni aý ryp, P3-i ba zi se gi riz ýä ris (3.21-nji tablisa).

3.21-nji tab li sa
i Ba zis Cb P0 2 3+4t 0 0 0

P1 P2 P3 P4 P5
1 P1 2 10 1 –1 0 1 0
2 P5 0 16 0 0 0 1 1
3 P3 0 2 0 2 1 -1 0
4 20 0 –5– 4t 0 2 0
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Bu tab li sa nyň kö me gi bi len al nan çö züw –5– 4t≥0 bo lan da, ýag-
ny t≤-1, 25 bo lan da op ti mal çö züw dir.

Şeý le lik bi len, eger t! (– ∞;–1, 25] bol sa, on da (45) – (47) me se le
X*

2=(10; 0; 2; 0; 16) op ti mal çö zü we eýe dir we bu ýag daý da  
Fmax=20. Eger td[–1,25;–0,25] bol sa, me se lä niň op ti mal çö zü wi
X*

1 =(11;1;0;0; 16) we bu ýag daý da Fmax= 25+4t , eger t! [–0, 25;∞) 
bol sa, me se lä niň op ti mal çö zü wi X*

0=(3; 9; 0; 16; 0) we bu ýag daý-
da Fmax=33+36t.

3. Çäk len dir me ler ul ga my nyň sag ta rap la ry pa ra met ri 
özün de sak la ýan me se lä niň ((31) – (33) gör nüş li me se lä niň) çö
zü li şi. (31) – (33) me se lä niň çö zü liş al go rit mi hem ýo kar da be ýan 
edi len (28) – (33) me se lä niň çö zü li şi ne meň zeş dir.

t pa ra metr kä bir t0 sa na deň di ýip ha sap edip, al nan çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň çö zü wi ni simp leks usul bo-
ýun ça ta pa rys.

Ne ti je de, t pa ra met riň ber len t0 ba ha sy üçin (31) – (33) me se lä-
niň ýa-ha op ti mal çö zü wi ni ta pa rys, ýa-da onuň çö zü wi niň ýok du-
gy ny anyk la rys. Bi rin ji ýag daý da ta py lan me ýil na ma t pa ra met riň 
is len dik ṯ ≤ t ≤ t  ba ha sy üçin op ti mal dyr. Bu ýer de:

        
bar bolsa;max ,

,
t

p

p

0

0

>p
q

i

i

i

t

3 #
=

-

` j* bar bolsa;
eger

eger ähli
 (48)

        
bar bolsa;min ,

,
t

p

p

0

0

>p
q

i

i

i

t

3 #
=

-

` j* bar bolsa.
eger

eger ähli  (49)

qi we pi san lar t0-a bag ly bo lup, op ti mal me ýil na ma nyň düzüm 
bölekleriniň üs ti bi len aň la dyl ýar:

x q t p*

0i i i= +

Eger t = t0 bo lan da (31) – (33) me se lä niň çö zü wi ýok bol sa, on-
da ýa-ha mak sa dy gör kez ýän funk si ýa me se lä niň ýolbe rer  li çö züw le-
ri niň köp lü gin de çäk len me dik dir, ýa-da (32) deň le me ler ul ga my nyň 
ot ri sa tel däl çö zü wi ýok dur. Bi rin ji ýag daý da me se lä niň t pa ra met riň
[a, β] ara ly ga de giş li äh li ba ha la ry üçin çö zü wi ýok dur. Ikin ji ýag-
daý da t pa ra met riň (32) ul ga myň deň le me le ri niň bi le lik de däl bol-
ýan ba ha la ry ny kes git läp, ola ry me se lä niň in di ki çö zü liş pro se sin den 
aýyr ýa rys. 
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t pa ra met riň (31) – (33) me se lä niň şol bir op ti mal çö zü we eýe 
bol ýan ýa-da çö zü wi niň ýok bo lan ba ha la ry nyň köp lü gi ni kes git läp, 
onuň bu köp lü ge de giş li däl bo lan tä ze ba ha sy ny saý la ýa rys we şol 
ba ha üçin eme le ge len çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň 
çö zü wi ni oňa çatyrym la nan me se lä niň üs ti bi len (çat yrym la nan simp-
leks tab li sa nyň kö me gi bi len) tap ýa rys. Bu pro se si do wam et di rip, 
kä bir tü ke nik li ädim den soň (31) – (33) me se lä niň çö zü wi ni tap ýa rys.

Şeý le lik bi len, (31) – (33) me se lä niň çö zü wi ni tap mak aşak da ky 
döwür le ri öz içi ne al ýar:

1. t pa ra met riň ba ha sy kä bir t0! [a, β] sa na deň di ýip ha sap edip, 
al nan çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň op ti mal çö zü wi  
(X*

0 ) ta pyl ýar ýa-da me se lä niň bu ba ha degişli çö zü wi niň ýok du gy 
anyk la nyl ýar. 

2. t pa ra met riň (31) – (33) me se lä niň şol bir op ti mal çö zü we eýe 
bol ýan ýa-da çö zü wi niň ýok bo lan ba ha la ry nyň köp lü gi ni kes git läp, 
şol köp lü gi me se lä ni çöz me giň indiki dö wür le rin den aýyr ýa rys.

3. Ýe ne-de t pa ra met ri [a, β] ara ly gyň ga lan bö le gi ne de giş li kä-
bir tä ze sa na deň di ýip ha sap edip, al nan me se lä niň çö zü wi niň bar-
dy gy ny anyk lap, ony çat rym la nan simp leks-tab li sa nyň kö me gi bi len 
tap ýa rys. 

4. t pa ra met riň tä ze op ti mal çö zü wiň op ti mal bo lup gal ýan ba ha-
la ry ny we ber len me se lä niň çö züw le ri ýok ba ha la ry ny tap ýa rys. Ha-
sap la ma t pa ra met riň [a, β] ara ly ga de giş li äh li ba ha la ry bar la nyl ýan-
ça do wam et di ril ýär.

3.21nji me se le. Is len dik – ∞ < t < ∞ üçin

   F=3x1– 2x2+5x3– 4x5 (50)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny 

  
12 ,

2 8 4 ,

2 2 10 6 ,

x x x t
x x x t

x x x t

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ + = +
- + = +

- + + = -
*  (51)

   x1, x2,…,x5≥0 52)
şert ler de tap ma ly.

Çö zü li şi. (51) deň le me ler ul ga my nyn da t pa ra met riň ba ha sy ny
0-a deň läp, (50) – (52) me se lä niň çö zü wi ni tap ýa rys (3.22-nji tab li sa).
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3.22-nji tab li sa
i Ba zis Cb P0 3 2 5 0 – 4

P1 P2 P3 P4 P5

1 P3 5 12+t 1 1 1 0 0
2 P4 0 8+4t 2 – 1 0 1 0
3 P5 – 4 10-6t – 2 2 0 0 1
4 20+29t 10 – 1 0 0 0
1 P3 5 7+4t 2 0 1 0 – 1/2
2 P4 0 13+t 1 0 0 1 1/2
3 P2 – 2 5– 3t – 1 1 0 0 1/2
4 25+26t 9 0 0 0 1/2

Bu tab li sa dan gör nü şi ýa ly, X*
0  =(0; 5-3t; 7+4t; 13+t; 0) çö-

züw t = 0 bo lan da ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi dir. Bu çö-
züw onuň düzüm bölekleriniň ara syn da ot ri sa tel san lar ýok bo-
lan da hem op ti mal dy. Diý mek, 5– 3t≥0, 7+4t≥0, 13+t≥0 ýa-da 
– 7/4≤t≤5/3 bo lan da, ýag ny ;5/3t

4
7d -8 B bo lan da X*

0  =(0; 5– 3t; 
7+4t; 13+t; 0) çö züw ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi dir we bu 
ýag daý da Fmax=25+26t.

In di ber len me se lä niň t > 5/3 bo lan da çö zü wi niň bar ly gy ny bar la-
lyň. Eger t > 5/3 bol sa, ýag ny 5– 3t < 0 bo lan da X=(0; 5– 3t; 7+4t; 13+t; 0) 
çö züw ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi däl dir. Şol se bäp li, t > 5/3 bo-
lan da tä ze op ti mal çö zü we geç me li. Onuň üçin P2 wek to ra de giş li se-
tir de ot ri sa tel sa nyň bar bo la ny se bäp li, bu wek to ry ba zis den çy ka ryp, 
onuň de re gi ne P1 wek to ry gi riz ýä ris (3.22-nji tablisa). 

3.23-nji tab li sa

i Ba zis Cb P0 3 2 5 0 – 4
P1 P2 P3 P4 P5

1 P3 5 17– 2t 0 2 1 0 1/2
2 P4 0 18-2t 0 1 0 1 1
3 P1 3 – 5+3t 1 – 1 0 0 – 1/2
4 70– t 0 9 0 0 5

Tab li sa dan gör nü şi ýa ly, X*
1 =(– 5+3t; 0; 17– 2t; 18– 2t; 0) çö züw 

17– 2t ≥ 0, 18– 2t ≥ 0 we – 5+3t ≥ 0 bo lan da, ýag ny 5/3 ≤ t ≤ 17/2 bo lan da 
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ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi dir. Diý mek, ;17/2t
3
5d 8 B bo lan da 

X*
1 =(– 5+3t; 0; 17– 2t; 18– 2t; 0) çö züw ber len me se lä niň op ti mal çö-

zü wi dir we bu ýag daý da Fmax=70– t.
t >17/2 bo lan da X*

1 =(– 5+3t; 0; 17– 2t; 18– 2t; 0) çö züw ber len 
me se lä niň op ti mal çö zü wi däl dir. Se bä bi bu ýag daý da 17– 2t aňlatma 
ot ri sa tel dir. 3.23-nji tab li sa nyň I se ti rin de ot ri sa tel san la ryň ýok du gy 
se bäp li t > 17/2 bo lan da ber len me se lä niň çö zü wi ýok dur. 

t < 17/2 bo lan da X=(0; 5– 3t; 7+4t; 13+t; 0) çö züw ber len me se-
lä niň op ti mal çö zü wi däl dir. Se bä bi bu ýag daý da 7+4t aň lat ma ot ri sa-
tel dir. t pa ra met riň bu ba ha la ryn da P3 wek to ra de giş li se tir de ot ri sa tel 
sa nyň (– 1/2 sa nyň) bar bo la ny se bäp li, bu wek to ry ba zis den çy ka ryp, 
onuň de re gi ne P5 wek to ry gi riz ýä ris (3.24-nji tab li sa). 

3.24-nji tab li sa
i Ba zis Cb P0 3 – 2 5 0 – 4

P1 P2 P3 P4 P5

1 P5 – 4 – 14– 8t – 4 0 – 2 0 1
2 P4 0 20+5t 3 0 1 1 0
3 P1 – 2 12+t 1 1 1 0 0
4 32+30t 11 0 1 0 0

Soň ky tab li sa dan gör nü şi  ýa ly, X*
2=(0;12+t; 0; 20+5t; –14–8t) çö-

züw –14–8t ≥ 0, 20+5t ≥ 0 we 12+t ≥ 0 bo lan da, ýag ny – 4 ≤ t ≤ –7/4 bo lan-
da ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi dir. Diý mek, ; /t 17 23

5d 6 @[–4; –7/4] bo lan da
X*

1 =(0;12+t; 0; 20+5t; –14 – 8t) çö züw ber len me se lä niň op ti mal çö-
zü wi dir we bu ýag daý da Fmax=32+30t.

2.43-nji tab li sa nyň II se ti rin de (P4 wek to ra de giş li se ti rin de) ot-
ri sa tel san la ryň ýok du gy se bäp li t < – 4 bo lan da ber len me se lä niň çö-
zü wi ýok dur. 

Şeý le lik bi len, eger t!(– ∞;– 4] bol sa, on da (18) – (20) me se lä niň 
çö zü wi ýok, t![– 4;–7/4] bo lan da X*

2=(0;12+t; 0; 20+5t; –14 – 8t) çö-
züw ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi dir we bu ýag daý da Fmax=32+30t 
deň dir. t!(– 7/4;5/3] bo lan da X*

0  =(0; 5–3t; 7+4t; 13+t; 0) çö züw 
ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi dir we bu ýag daý da Fmax=25+26t.
t![5/3;17/2] bol sa X*

1 =(–5+3t; 0; 17–2t; 18 –2t; 0) çö züw ber-
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len me se lä niň op ti mal çö zü wi dir we bu ýag daý da Fmax=70 – t. Eger 
t![17/2;∞) bol sa ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi ýok dur.

4. Mak sa dy gör kez ýän funk si ýa we çäk len dir me ler ul ga my
nyň sag ta rap la ry pa ra met ri özün de sak la ýan me se lä niň ((37) – (39) 
gör nüş li me se lä niň) çö zü li şi. (37) – (39) me se lä niň çö zü liş al go rit mi 
hem ýo kar da be ýan edi len me se le le riň çö zü li şi ne meň zeş dir. 

3.22nji me se le. Is len dik – ∞<t<∞ üçin 
  F=(8 – 5t)x1+(9 – 3t)x2+( – 3+5t)x3 – (2+4t)x4 (53)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny: 

       24 12 ,

2 18 10 ,

x x x t

x x x t

1 2 3

1 2 4

- + = -

- + + =- +
(   (54)

   x1, x2,…,x4≥0 (55)
şert ler de tap ma ly.

Çö zü li şi. Mak sat funk si ýa sy nyň (53) aň lat ma syn da we (54) deň-
le me ler ul ga my n da t pa ra met riň ba ha sy ny 2-ä deň läp (2 san er kin 
alyn dy), al nan çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň çö zü wi-
ni simp leks-tab li sa usu ly bo ýun ça tap ýa rys (3.25-nji tab li sa).

3.25-nji tab li sa
i Bazis Cb P0 8 – 5t 9 – 3t  – 3+5t  – 2 – 4t

P1 P2 P3 P4

1 P3  – 3+5t 24 – 12t 1  – 1 1 0
2 P4  – 2 – 4t  – 18+10t  – 1 2 0 1
3  – 36+208t – 100t2 14t– 9  – 10t – 10 0 0
1 P3  – 3+5t 15 – 7t 1/2 0 1 1/2
3 P2 9 – 3t  – 9+5t  – 1/2 1 0 1/2
4  – 126+168t – 50t2 9t – 14 0 0 5t+5

3.25-nji tablisadan görnüşi ýaly, eger t = 2 bolsa, onda X*
0=

=(0; – 9+5t; 15 – 7t;0) çözüw meseläniň optimal çözüwidir. Bu çözüw 
9t – 14 ≥ 0 we 5t + 5 ≥ 0 bolanda, ýagny t ≥ 14/9 bolanda hem ber-

len meseläniň optimal çözüwidir. t-niň şeýle bahalaryna seredeliň. 
Tapylan X*

0  çözüw 15 – 7t ≥ 0 we – 9 + 5t ≥ 0, ýagny 9/5 ≤ t ≤ 15/7  
bolanda optimal çözüwdir. Diýmek, eger 9/5 ≤ t ≤ 15/7 bolsa, onda
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X*
0=(0;– 9+5t; 15– 7t;0) çözüw meseläniň optimal çözüwidir. Bu 

çözüwde Fmax=126+168t-50t2.
Eger t < 9/5, bolsa, onda – 9+5t < 0 bolar we bu ýagdaýda 

X*
0=(0;– 9+5t; 15– 7t; 0) çözüw meseläniň optimal çözüwi däldir. Şol 

sebäpli, t < 9/5 bolanda täze simpleks tablisa geçmeli bolar. 3.25-nji 
tablisanyň P2-li setirinde (– 1/2) sana deň bolan otrisatel sanyň bar-
lygy sebäpli, ony çözüji element hökmünde saýlap alyp, P2-niň de-
regine bazis näbellileriň düzümine P1 näbellini girizeliň we 3.26-njy 
tablisany düzeliň. 

3.26-njy tablisa
i Bazis Cb P0 8 – 5t 9 – 3t  – 3+5t – 2 – 4t

P1 P2 P3 P4

1 P3 – 3+5t 6 – 2t 0 1 1 1
2 P1 – 8-5t 18 – 10t 1  – 2 0  – 1
3 126 – 134t+40t2 0  – 28+18t 0 14t – 9

3.26-njy tablisadan görnüşi ýaly, t ≥ 14/9 bahalaryň ählisi üçin
X*

1 =(18– 10t;0; 6– 2t;0) çözüw meseläniň optimal çözüwidir. (Bu ýag-
daýda 6 – 2t≥0 we 18-10t ≥ 0 deňsizlikler, diýmek, t ≤ 9/5 deňsizlik ýe-
rine ýetýär). Diýmek, t!(14/9;9/5] bolsa, onda X*

1 =(18– 10t;0; 6 – 2t;0) 
çözüw meseläniň optimal çözüwidir we bu ýagdaýda Fmax=126– 
– 134t+40t2.

Eger indi t >15/7 bolsa, onda bu bahalarda X=(0;– 9+5t; 15– 7t;0) 
çözüw berlen meseläniň optimal çözüwi bolmaz. Sebäbi bu ýagdaýda  
15– 7t < 0 bolar. 3.26-njy tablisadaky P3-li setirde  otrisatel sanyň ýok-
lugy sebäpli, t >15/7 bolanda meseläniň çözüwi ýokdur.

Eger indi t < 14/9 bolsa, onda 3.26-njy tablisanyň soňky setirinde  
18t – 28 aňlatmanyň otrisateldigi sebäpli, bazise P3-e derek P2-i näbel lini 
girizip, aşakdaky 3.27-nji tablisanyň kömegi bilen täze çözüw alarys. 

3.27-nji tablisa
i Bazis Cb P0 8 – 5t 9 – 3t – 3+5t – 2– 4t

P1 P2 P3 P4

1 P2 9-3t 6–2t 0 1 1 1
2 P1 – 8 – 5t 30-14t 1 0 2 1
3 294 – 298t+76t2 0 0 28 – 18t 19– 4t
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3.27-nji tablisadan görnüşi ýaly, eger indi t < 14/9 bolsa, onda
X*

2  =(30 – 104t; 6 – 2t;0;0) çözüw meseläniň optimal çözüwidir we bu 
ýagdaýda Fmax=294 – 298t+76t2. 

Şeýlelik bilen, t!( – ∞,14/9] bolsa, meseläniň optimal çözü-
wi X*

2=(30-104t; 6-2t;0;0), t!(14/9,9/5] bolanda, optimal çözüw 
X*

1 =(18 – 10t;0; 6-2t;0), t![9/5,15/7] bolanda optimal çözüw 
X*

0=(0; – 9+5t; 15-7t;0), t >15/7 bolanda bolsa, meseläniň çözüwi ýokdur.
Me se le ler. Pa ra metr li prog ram ma laş dyr ma nyň me se le  si niň geo-

met ri ki in terp re ta si ýa syn dan peý da la nyp we – ∞ < t < ∞ ha sap edip, 
aşak da ky me se le le riň çö zü wi ni tap ma ly:

3.23. 
28,

3 20,

1/2 2 24,

x x x
x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

- + =
- + + =

- + + =
*  

   x1, x2,…,x5≥0.
şertlerde F = 6x1+(4+t)x3+(12 – t)x4→max

3.24. F = 5x1–(3+t)x2+(4+t)x4→max;
2 12,

2 10,

3 2 24,

x x x
x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

- + =
+ + =

+ + =
*

         x1, x2,…,x5≥0.
3.25-3.26-njy meseleleriň matematiki modelini gurmaly.
3.25. Ba zar da ýerleme kyn çy ly gy ýok bo lan n gör nüş li önü mi 

ön dür mek üçin m gör nüş li çig mal ula nyl ýar. j gör nüş li önü miň bir 
bir li gi ni ön dür mek üçin i gör nüş li çig-ma lyň sarp edil ýän muk da ry aij 
(i=1, 2,…,m; j=1, 2,…,n) deň. j gör nüş li önü miň bir bir li gi ni sat mak-
dan al nan gir de ji cj ( j=1, 2,…,n) deň. Kär ha na i gör nüş li çig-ma lyň 
b b t'''
i +  (i=1, 2,…,m) muk da ry ny ula nyp bil ýär. Bu ýer de t ba ha la ry 

(a, β) ara ly ga de giş li bo lan pa ra metr. t pa ra met riň (a, β) ara ly ga de-
giş li her bir ba ha sy üçin kär ha na ýo ka ry gir de ji alar ýa ly önüm ön dür-
me giň me ýil na ma sy ny tap ma ly. 

3.26. n gör nüş li önüm ön dür ýän önüm çi lik bir le şi gin de m gör-
nüş li teh no lo gi ki usul ula nyl ýar. Her bir gör nüş li önü me bo lan is leg 
bi (i=1, 2,…,m) deň. j gör nüş li teh no lo gi ki usulyň kö me gi bi len öndü-
rilýän i gör nüş li önü mi ň mukdary a a t'''

i + (i=1, 2,…,m; j=1, 2,…,n) 
deň. Bu ýer de t – ba ha la ry (a, β) ara ly ga de giş li bo lan pa ra metr. t pa-
ra met riň (a, β) ara ly ga de giş li her bir ba ha sy üçin ön dü ril me si ze rur 
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bo lan önüm le riň muk da ry nyň iň az wagt da ön dü ril me gi niň me ýil na-
ma sy ny gur ma ly.

§ 3.4. Drob çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri 

Drob çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň yk dy
sa dy we geo met ri ki ma ny sy. Drob çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
umu my me se le si 
           ( , , )a x b i n1

j

n

1 ij j i g= =
=

/  (56)

   xj≥0   ( 1, , )i ng=  (57)
şert ler ýe ri ne ýe ten de

   F
d x

c x

F
F

j

n

j

n

1

1 1

2j j

j j

= =
=

=

/
/

 (58)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny kes git le mek den yba rat dyr. 
Bu ýer de cj, dj, bi we aij – kä bir he mi şe lik san lar. (56) çy-

zyk ly deň le me le riň ul ga my nyň ot ri sa tel däl çö züw le ri niň çägin-
de ( , , )d x j n0 1

j

n

1 j j g$ =
=

/  we d x 0
j

n

1 j j !
=

/ . Şun luk da 
d x 0

j

n

1 j j 2
=

/  di ýip ha sap ede ris (şeý le şert me se lä niň umu my ly gy-
ny boz ma ýar, çün ki bu ulu lyk ot ri sa tel bol sa, mi nus bel gi si sa naw ja 
de giş li edi lip bil ner).

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le sin dä ki ýa ly, 
(56) – (58) me se lä niň op ti mal çö zü wi bar bol sa, on da onuň mak sa t 
funk si ýa sy özü niň mak si mal ba ha sy ny çö züw ler köp g ran ly gy nyň de-
pe le ri niň bi rin de ka bul ed ýär. Bu köp g ran lyk (56) we (57) çäk len dir-
me ler ul ga my bi len kes git len ýär. Eger me se lä niň mak sat funk si ýa sy 
mak si mal ba ha sy ny çö züw ler köp g ran ly gy nyň bir den köp de pe le rin-
de ka bul et se, on da ol ony şol de pe le riň gü ber çek kom bi na si ýa sy bo-
lan is len dik no kat da hem alyp bi ler. 

   ( 1, , ),a x a x b i m1 2 2ij i i g#+ =  (59)

    x1, x2≥0 (60)
şert ler ýe ri ne ýe ten de 

   F= 
(c1x1+c2x2)

 (d1x1+d2x2)
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mak sat funk si ýa sy nyň mak si mal ba ha sy ny kes git le mek den yba rat 
bo lan me se lä ga rap ge çe liň. d1x1+d2x2≠0 di ýip ha sap ede liň.

(58) – (60) me se lä niň çö zü wi ni tap mak üçin 2.4-nji bö lüm dä ki 
(21) – (23) me se lä niň çö zü li şi ýa ly, il ki bi len (59) – (60) çäk len dir me-
ler bi len kes git len ýän köp burç lu gy gur ýa rys. Bu köp lük boş köp lük 
däl di ýip ha sap edip, mak sat funk si ýa sy nyň ba ha sy ny koor di na ta lar 
baş lan gy jyn dan geç ýän

          
(c1x1+c2x2) = h (d1x1+d2x2)

 (61)

gö ni çy zyk şol köp lük den ge çer ýa ly saý la lyň. Gur lan (61) gö ni ni 
koor di na ta lar baş lan gy jy na gö rä aý lap ýa-ha mak sat funk si ýa sy nyň 
ba ha sy mak si mu ma deň bo lan de pä ni ta pa rys, ýa-da bu funk si ýa nyň 
bu köp lük de (çö züw ler köp g ran ly gyn da) çäk len me dik di gi ni kes git-
lä ris. 

Bel lik. (61) deň le mä ni ka na gat lan dyr ýan gö nü le riň des se si 
(h  pa ra met re gö rä) 

(c1x1+c2x2) = h(d1x1+d2x2)
deň le mä ni ýa-da 

( )x
c x
hd c

k h x
hd

2
2 1

1 1
1

2

=
-

=
-

deň le mä ni ka na gat lan dyr ýar lar. Bu gö nü le riň burç koef fi si ýent le ri:

( )k h
c x
hd c

hd2 1

1 1

2
= -

-

h-a gö rä funk si ýa dyr. F funk si ýa nyň mak si mu my h=
c d k

c c k

2

1 2

2-

+  funk si-
ýa nyň k gö rä mak si mum ba ha ny al ýan, ýol be rer li çö züw ler köp lü gin-
den geç ýän gö ni niň üs tün de ga za ny lar.

Şeý le lik bi len (58)-(60) me se lä niň çö zü wi ni tap mak pro se si 
aşak da sa nal ýan tap gyr la ry öz içi ne al ýar:

1. Çäk len dir me ler ul ga myn da ky deň siz lik ala mat la ry ny deň lik 
ala mat la ry na öw rüp, eme le ge len deň le me le re de giş li gö ni çy zyk la ry 
gur ýa rys.

2. Gur lan gö nü ler bo ýun ça deň siz lik le riň her bi ri ne de giş li ýa-
rym te kiz lik le ri tap ýa rys.

3. Me se lä niň çäk len dir me le ri bi len kes git len ýän köp burç lu gy 
gur ýa rys.
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4. Mak sat funk si ýa sy nyň ba ha sy ny kä bir h sa na deň läp alyn ýan 
(61) deň le me bi len kes git len ýän gö ni ni gur ýa rys.

5. Mak sat funk si ýa sy nyň mak si mum no ka dy ny kes git le ýä ris, 
ýa-da me se lä niň çö züw siz di gi ni kes git le ýä ris. 

6. Mak sat funk si ýa sy nyň mak si mum ba ha sy ny tap ýa rys.
3.27nji me se le. A we B gör nüş li iki önüm ön dür mek üçin kär-

ha na üç dür li teh no lo gi ki en ja my ulan ýar. Önüm le riň her bi ri bu en-
jam la ryň äh li sin de iş le ni lip taý ýar la nyl ýar. Ola ryň bu en jam lar da iş-
le ni lip taý ýar la ny lyş wagt la ry aşak da ky 3.26-njy tab li sa da ber len. Bu 
tab li sa da önüm le riň her bi ri niň bir bir li gi ni ön dür mä ge çyk ýan çyk-
da jy hem gör ke zi len.

3.26-njy tab li sa
En jam la ryň gör nüş le ri Önüm le riň bi ri niň en jam lar da iş le ni lip taý ýar la ny lyş 

wagt la ry (sa gat)
A B

I 2 8
II 1 1
III 12 3
Önüm le riň bi ri ni ön dür-
mä ge çyk ýan çyk da jy

2 3

Kär ha na I we III gör nüş li en jam la ry, de giş li lik de 26 we 39 sa gat-
lap ula nyp bil ýär. Şo nuň bi len bir ha tar da, II gör nüş li en ja my 4 sa gat-
dan köp ulan mak mak sa da la ýyk. 

Önüm le riň her bi ri niň özü ne düş ýän gym ma ty iň az bo lar ýa ly 
ola ryň her si ni nä çe muk dar da ön dür mek amat ly bol jak dy gy ny anyk-
la ma ly.

Çö zü lişi. Goý, kär ha na A gör nüş li önü miň x1 sa ny sy ny, B gör-
nüş li önü miň x2 sa ny sy ny ön dür ýän bol sun. On da ola ry ön dür mä ge 
çyk ýan je mi çyk da jy 2x1+3x2 ma nat bo lar. Önüm le riň her bi ri niň özü-
ne düş ýän gym ma ty 

   F= 
2x1+3x2

        x1+x2  
 (62)

bo lar. 
Bu önüm le ri en jam lar da iş le me giň wagt la ry her bir en jam da, de-

giş li lik de 2x1+8x2, x1+x2 we 12x1+3x2 sa gat bo lar. Önüm le ri I we III 
gör nüş li en jam lar da, de giş li lik de 26 we 39 sa gat dan köp bol ma dyk 
wagt da, II gör nüş li en jam da 4 sa gat dan az bol ma dyk wagt da iş le me-
giň ze rur dy gy se bäp li:
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2 8 26,

2 2 4,

12 3 39

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

#

$

#

+

+

+

*  (63)

deň siz lik le ri ýe ri ne ýet ýär. 
Yk dy sa dy ma ny sy na gö rä x1 we x2 üýt ge ýän ulu lyk lar di ňe ot ri-

sa tel däl ba ha la ry alyp bi ler ler:
     x1≥0, x2≥0. (64)
Şeý le lik bi len, berlen me se lä niň ma te ma ti ki mo de li (63) deň siz-

lik ler ul ga my nyň ot ri sa tel däl çö züw le ri niň için den F funk si ýa iň ki-
çi ba ha ber ýän çö zü wi tap mak lyk dan yba rat dyr. Me se lä niň çö zü wi ni 
tap mak üçin il ki bi len çö züw le riň köp burç lu gy ny (köp lü gi ni) gur ýa-
rys (3.5-nji su rat).

14

13
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10

9

8

7

x2

6

5

4

3

2

1

11

-2 -1
-1

0 10 11 12 13 x1
14 151 2 3 4 5 6 7 8 9

2x1+8x2=26

12x1+3x2=39

C

B

D

=
2x1+3x2

x1+x2

11
4

=
2x1+3x2

x1+x2

5
2

=
2x1+3x2

x1+x2

9
4

3.5nji su rat 

3.5-nji su rat dan gör nü şi ýa ly, bu köp burç luk BCD üç burç luk dyr. 
Diý mek, F funk si ýa özü niň iň ki çi ba ha sy ny B, C ýa-da D no kat la ryň 
bi rin de al ýar. Mi ni mum ba ha nyň bu no kat la ryň haý syn da ga za nyl-
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ýan dy gy ny kes git le mek üçin F funk si ýa nyň ba ha sy ny bir kes git li sa-
na, me se lem, 11/4 deň edip ala lyň. On da: 

 
2x1+3x2 =11/4 x1+x2

ýa-da 
    –3x1+x2= 0 (65)

deň le mä ni ala rys. 
(65) deň le me koor di na ta lar baş lan gy jyn dan geç ýän gö ni çy zy gy 

kes git le ýär. Bu gö nä we çö züw ler köp burç ly gy na de giş li no kat la ryň 
koor di na ta la ry me se lä niň mak sa dyny gör kez ýän F funk si ýa nyň ba-
ha sy 11/4 deň bo lan ýolbe rer  li çö züw le ri dir ler. Se re dil ýän ýag daý da 
gör ke zi len no kat la ra di ňe bir B no kat de giş li dir: (1;3). Onuň koor di-
nat la ry hem me se lä niň me ýil na ma sy ny kes git le ýär we bu no kat da-da 
mak sa dy gör kez ýän F funk si ýa nyň ba ha sy 11/4 deň bol ýar. 

In di h = 5/2 deň di ýip ha sap ede liň, ýag ny: 

x x
x x2 3

2
5

1 2

1 2

+
+

=
ýa-da

    –x1+x2=0.   (66)

(66) deň le me edil (65) deň le me ýa ly, koor di nat lar baş lan gy jyn dan 
geç ýän gö ni çy zy gy kes git le ýär. Oňa koor di nat lar baş lan gy jy nyň da-
şyn dan sa gat di li niň ug ru na aý lan ma gy nyň ne ti je sin de al nan (65) gö ni 
çy zyk hök mün de ga ra mak bo lar. Şun luk da bir ba da (66) gö ni çy zy ga 
we çö züw ler köp lü gi ne de giş li bo lan no kat la ryň koor di nat la ry me se lä-
niň me ýil na ma la ry bo lup hyz mat eder ler we bu ýag daý da (62) funk si-
ýa nyň ba ha sy 5/2 deň bo lup, ol (65) gö ni çy zygyň no kat la ryn da ky ba ha 
bi len de ňeş di ri len de ki çi dir. Diý mek, eger (62) funk si ýa nyň ba ha sy ny 
haý sy dyr bir h0 sa na deň di ýip al sak, ýag ny

   
F =  

2x1+3x2= h0x1+x2  
(67)

we ony koor di nat lar baş lan gy jyn dan geç ýän gö ni çy zyk hök mün de 
koor di nat lar baş lan gy jy nyň da şyn dan sa gat di li niň ug ru na aý la sak, 
on da aşa ky gö ni çy zyk la ryň des se si ni ala rys:

            F = 
2x1+3x2 = h      x1+x2

,    şu ýer de   h < h0. 
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In di aý lan ýan gö ni çy zy gyň çö züw ler köp lü gi bi len soň ky umu-
my no ka dy ny ta pa lyň. Bu no kat D (3;1) (3.5-nji su r. ser.) no kat bo lup, 
on da mak sa dy gör kez ýän F funk si ýa nyň ba ha sy iň ki çi bo lar. 

Şeý le lik bi len, önü miň önüm çi li gi niň op ti mal me ýil na ma syn da 
A gör nüş li önü miň üçü si ni we B gör nüş li önü miň bi ri ni ön dür mek 
amat ly dyr. Şu nuň ýa ly me ýil na ma da önü miň bi ri niň özü ne düş ýän 
gym ma ty iň az ba ha eýe bol ýar we ol Fmin= 1 3

2 3 3 1
4
9=

$ $

+
+  deň bo lar.

Çö züw ler köp lü gi niň mak sa dyny gör kez ýän F funk si ýa nyň iň 
ki çi ba ha sy ny ka bul ed ýän burç no ka dy ny ta pa ny myz da, biz funk-
si ýa nyň ba ha sy kä bir iki sa ny he mi şe lik sa na deň di ýip ha sap et dik 
we funk si ýa nyň ba ha sy nyň ke mel me si ni kes git le ýän gö ni çy zy gyň 
aý lan ma sy nyň ug ru ny kes git le dik. Ýö ne, mu ny baş gaça hem edip bo-
lar dy. Hu su san-da: F funk si ýa nyň ba ha sy ny haý sy dyr h sa na deň dir 
di ýip ha sap et mek bi len,

            
 
2x1+3x2 =h   x1+x2  (68)

deň le me li, koor di na ta lar baş lan gy jyn dan geç ýän we burç koef fi siýen-
ti h bag ly bo lan gö ni çy zy gy al mak bi len, önü miň kö me gi arkaly h 
ar tan da (68) gö ni çy zy gyň aý lan ýan ug ru ny kes git läp bo lar. 

Ha ky kat da işiň ýag da ýy has ýö ne keý dir. (62) funk si ýa nyň iň ki-
çi ba ha eýe bo laý jak B(1;3) we D(3;1) (3.5-nji su r. ser.) no kat la ry-
ny ta pyp, onuň bu no kat lar da ky ba ha la ry ny ha sap la lyň: F(B)=11/4, 
F(D)=9/4. Diý mek F(B)>F(D), şol se bäp li, D no kat da mak sa dy gör-
kez ýän funk si ýa iň ki çi ba ha eýe bol ýar di ýip, tas syk lap bo lar. Şu nuň 
bi len bir ha tar da, B no kat da F funk si ýa nyň iň uly ba ha eýe bol ýan dy-
gy ny bel le me li di ris.

Drob çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň çö zü wi ni 
gra fi ki usul da tap mak ly ga ga ra mak ly gy ta mam la mak bi len, anyk me-
se le ler çö zü len de dür li ýag daý la ryň bol ma gy nyň müm kin di gi ni bel-
le mek is le ýä ris:

1. Çö züw ler köpg ran ly gy çäk le ndirilende, mak sat funk si ýa sy-
nyň iň uly we iň ki çi (mak si mum we mi ni mum) ba ha la ryna onuň burç 
no kat la ryn da ýe til ýär (3.6-njy su rat).

2. Çö züw ler köpg ran ly gy çäk len di ri lmedik, em ma me se lä niň 
mak sa t funk si ýa sy nyň, de giş li lik de iň uly we iň ki çi ba ha la ra eýe bol-
ýan burç no kat la ry bar (3.7-nji su rat).
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x2

x1

E

A
B

C

D
Fmin

Fmax

0

3.6njy su rat

x2

x1

A

B

C
Fmin

Fmax

0

3.7nji su rat 

3. Çö züw ler köpg ran ly gy çäk len di ri len däl we ekt re mum la ryň 
bi ri ga za nyl ýar. Me se lem, iň ki çi ba ha çö züw le riň köpg ran ly gy nyň 
de pe le ri niň bi rin de ýe til ýär we F funk si ýa nyň iň uly asimp to tik ba ha 
diý lip at lan dy ryl ýan ba ha syny al ýar (3.8-nji su rat).

4. Çö züw ler köpg ran ly gy çäk len di ri len däl, mak si mum hem, mi-
ni mum hem asimp to tik ba ha lar bo lup dur ýar (3.9-njy su rat).

Drob çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň geo met ri ki 
çö zü li şin den peý da la nyp, 3.28 – 3.31-nji me se le le riň çö züw le ri ni ta-
pyň.

3.28. 
2

3 2
maxF

x x
x x

1 2

1 2 "=
+
- ; 3.29. 

2 3
5 4

minF
x x
x x

1 2

1 2 "=
- -
- + ;

      
2 4 16,

4 2 8,

3 9,

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

#

#

$

+

- +

+
*     

2 4 12,

2 8,

10,

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

#

#

$

-

- +

+

*

            x1, x2≥0.          x1, x2≥0.

3.30. 
3

5 3
maxF

x x
x x

1 2

1 2 "=
+
+      3.31. 

2 3
minF

x x
x x

21

1 2 "=
+

- -
;

      
2 3 12,

6 18,

3 3,

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ - =

- + + =

- + =

*              
3 8,

2 10,

3 12,

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ - =

- + + =

- + =

*

      x1, x2,…,x5≥0.         x1, x2,…,x5≥0.

10. Sargyt № 2463
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x2

x1

A
B

C

D

Fmin

Fmax

0

3.8nji su rat

x2

x1

A

B Fmin

Fmax

0

3.9njy su rat 

3.32–3.34-nji me se le le riň ma te ma ti ki mo del le ri ni dü züň.
3.32nji me se le. Kär ha na n gör nüş li önüm le ri ön dür mek üçin m 

gör nüş li bi ri-bi ri niň de re gi ni tut ýan en jam lar dan peý da lan ýar. Önüm-
le riň her bir gör nü şi ni bi (i =1, 2,…,n) muk dar da ön dür me li. Şun luk da 
en jam la ryň her bir gör nü şi şu önüm le ri ön dür mek de aj ( j =1, 2,…, m) 
sa gat dan köp wagt ula ny lyp bi linme ýär. Önü miň i gör nü şi niň bi ri ni
j gör nüş dä ki en jam da ön dür mek üçin sarp edil ýän wagt aij sa ga da 
deň, en ja myň şu gör nü şin de bir önü mi ön dür mek bi len bag la ny şyk ly 
ha ra jat lar cij ma na da deň. Önü miň bi ri niň özü ne düş ýän gym ma tynyň 
iň az ulu ly ga deň bol ma gy üçin her bir gör nüş dä ki en jam da her gör-
nüş dä ki önü miň nä çe si ni ön dür me li di gi ni kes git le me li.

3.33nji me se le. Aýak gap önüm çi lik bir le şi gi n gör nü şin dä ki dür-
li nus ga ly aýak gap la ry ön dürmek üçin ga ýyş we gön ha ryt la ry nyň m 
gör nüş le rin den peý da lan ýar. Bir jü büt aýak ga byň j (j =1, 2,…,n) nus-
ga sy ny ön dür mek üçin i (i =1, 2,…,m) gör nüş li ga ýyş we gön ha ryt la-
ry nyň aij m

2 möç be ri ge rek, ola ryň bol sa bj m2 möç be ri niň ula nyl ma gy 
müm kin. Bir jü büt aýak ga byň j nus ga sy ny ön dür mek üçin ula nyl ýan 
önüm çi lik gaz na sy nyň ulu ly gy cj ma na da deň, ýer le mek den gel ýän gir-
de ji bol sa dij ma na da deň. Bir le şik is len dik gat na şyk lar da aýak gap la-
ryň dür li nus ga la ry ny çy ka ryp bil jek di gi ni çak la mak bi len, kär ha na nyň 
iň uly gir de ji li li gi ni üp jün et jek önüm çi lik me ýil na ma sy ny düz me li. 

3.34nji me se le. Dür li iş le riň n gör nüş le ri ni ýe ri ne ýe tir mek üçin 
m hü när de re je le ri bo lan iş çi ler to pa ryn dan peý da la ny lyp bil ner. Işiň j 
gör nü şi iş çi le riň i to pa ry ta ra pyn dan ýe ri ne ýe ti ri len de wagt bir li gin dä ki 
iş ön dü ri ji lik cij (i =1, 2,…,m), (j =1, 2,…,n) ma na da deň. Iş çi le riň i to-
pa ry ta ra pyn dan iş le ri ýe ri ne ýe tir mek bi len meş gul lan ýan umu my wagt 
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gaz na sy bi wagt bir li gin den geç me ýär, işiň j gör nü şi niň möç be ri bol sa aj 
ma na da deň. Şu la ry na za ra al mak bi len, zäh me tiň iş ön dü ri ji ligi iň uly 
ba ha eýe bo lar ýa ly iş le ri ýe ri ne ýe tir me giň me ýil na ma sy ny düz me li.

3.4.1. Drob çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le le ri ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 

me se le le ri ne ge tir mek 

Ýo kar da kes git le nen (56)-(58) me se le çy zyk ly prog ram malaş-
dyr ma nyň me se le si ne ge ti ri lip bil ner. Onuň üçin 

   y d x
1

1

j

n

0 j j=
=

-

/) 3  (69)

bel gi le me gi ri zip, 
   yj=y0 xj ( j=1, 2,…,n) (70)

tä ze üýt ge ýän ulu lyk la ry gi riz me li.
Gi ri zi len bel gi le me le ri ulan yp, (56) – (58) me se lä ni aşak da ky 

me se lä ge tir ýä ris:

        F c y*

1j

n

j j=
=

/  (71)

funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny 

       0, 1,2, , ;a y b y i m
1j

n

0ij i i g- = =
=

/ ] g  (72)

      1,d y
1j

n

j j =
=

/  (73)

         yj≥0 (j=1, 2,…,n), y0≥0 (74)
şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly.

(71) – (74) me se le çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le sidir. 
Diý mek, onuň çö zü wi ni bel li bo lan usul lar bi len ta pyp bo lar. Bu me-
se lä niň op ti mal me ýil na ma sy ny bil mek bi len, (70) gat na şyk la ryň esa-
syn da baş lan gyç (56) – (58) me se lä niň op ti mal me ýil na ma sy ny ala rys.

Şeý le lik bi len, drob çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si-
niň çö zü wi ni tap mak işi ne aşak da ky tap gyr lar gir ýär:

1. (56)-(58) me se le çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň (71) – (74) 
me se le si ne ge tir ilýär;

2. (71) – (74) me se läniň çö zü wi tapyl ýar;
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3. (70) gat na şy gy ulan mak bi len, (56) – (58) me se lä niň op ti mal 
me ýil na ma sy kes git le nilýär we (58) funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy 
tapyl ýar.

3.35nji me se le. F= 
2x1+3x2

        x1+x2  
 (75)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny 

   
2 11,

8,

3 9,

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ - =

- + =

- + + =

*  (76)

       x1, x2,…,x5≥0 (77)

şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly.
Çö zü li şi. Şu me se lä ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le-

si ne ge ti re liň. Onuň üçin y0=(x1+x2)
-1 bel gi le me we tä ze yj=y0 xj (j=1, 

2,…,5) üýt ge ýän ulu lyk la ry gi riz ýä ris. Ne ti je de, aşakdaky me se lä ni 
ala rys: 

        F=2y1+3y2 (78)
funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny

   
2 11 0,

8 0,

3 9 0,

y y y y

y y y y

y y y y

1

1 2 0

2 4 0

1 2 5 0

3+ - - =

- + - =

- + + - =

*  (79)

   y1+y2=1, 
   y0, y1,…,y5 ≥ 0 (80)

şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly.
(78) – (80) me se le çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si bo-

lup dur ýar. Onuň çö zü wi ni eme li ba zis usu ly bi len tap ýa rys (3.27-nji 
tab li sa).

3.27-nji tab li sa 
i Ba zis C0 P0 2 1 0 0 0 –M –M 0

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P0

1
2
3
4
5

P2
P1
P5
P0

1
2
0
0

1/10
9/10
15/10
1/10
19/10

0
1
0
0
0

1
0
0
0
0

-8/30
8/30
5/3
2/30
8/30

–11/30
11/30
7/6

–1/30
11/30

0
0
1
0
0

0
0
0
1
0
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3.27-nji tab li sa dan (78) – (80) me se lä niň op ti mal cözü wi: 

10
9 ;y*

1 = 10
1 ;y*

2 = 0;y y* *

3 4= =
10
15 ;y*

5 = 1/10.y*

3 =

yj=y0 xj bol ýan dy gy ny na za ra al mak bi len, (75) – (77) me se lä niň 
op ti mal çözü wi tap ýa rys: X*=(9;1;0;15). Şu çö züw de Fmax= 19/10.

3.36 – 3.39-njy me se le le riň çö züw le ri ni ta pyň.

3.36njy me se le   3.37nji me se le

3 4

5 2
maxF

x x

x x

2

2

1

1 "=
+

- + ; 3
maxF

x x
x x

1 2

1 2 "=
+

- + ;

4 16,

2 3 0,

3 2 0,

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ - =

- - =

+ + =

*   
5,

3 7,

3 11,

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

+ - =

- + + =

- + =

*

x1, x2…, x5≥0.   x1, x2…, x5≥0.

3.38nji me se le.  8 3 2
maxF

x x x x
x x x x

1 3 4

1 2 3 4

2

"=
+ + +
+ + + ;

   
2 3 300,

2 70,

2 340,

x x x x

x x x

x x x

31 2 4

1 3 4

1 2 3

#

#

+ + +

+ +

+ + =

*

   x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
Jogaby: Fmax= 8. X* =(70;0;0;0;0).

3.39njy me se le. 5 8 10 5
maxF

x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 "=
+ + + + +

- + + - + ;

   
2 3 40,

2 2 2 20,

3 2 3 30,

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

1 2 4 5 6

1 2 3 4 6

1 2 3 4 5 6

- + + - =

- + + + + =

- + - + + =

*

    xj ≥ 0 ( j=1, 2,…,6).
Jogaby: Fmax= 489/62. X* = (6,8;0;9,2;8,8;0;0).

§ 3.5. Blok prog ram ma la dyr ma nyň me se le le ri
Ama ly ýet de, çäk len dir me ler ul ga myn da me se lä de giş li äh li üýt-

ge ýän ulu lyk la ry özün de sak la ýan bö lek le ri (bu bö lek le re bir leş di ri ji 
blok lar di ýil ýär) we üýt ge ýän ulu lyk la ryň kä bi ri ni özün de sak la ýan 
bö lek le ri (bu bö lek le re blok lar di ýil ýär) bar bo lan anyk yk dy sa dy 
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me se le ler duş gel ýär. Iki sa ny blok dan yba rat çäk len dir me ler ul ga-
myn dan yba rat me se lä niň çyz gy sy 3.10-njy su rat da gör ke zi len dir.

=

=

=Birleşdiriji blok

I blok

II blok

3.10njy su rat

Umu my ýag daý da blok la ryň sa ny köp, blok çyz gy ly me se lä niň  hem 
çy zyk ly we çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se lel si bo lup bi ler. 

Çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň blok çyz gy ly me se le le ri ni çöz-
mek üçin bir nä çe blo gy özün de sak la ýan anyk me se lä ni blok lar bi-
len kes git len ýän aý ry-aý ry ki çi me se lä ni çöz mä ge ge ti rip, ola ry soň-
ra bir leş dir me giň ýo lu ny ber ýän Dan si giňWul fuň de kom po zi si ýa 
usu ly ny ula nyp bo lar. Bu ýag daý da blok la ryň sa ny baş me se lä ni çöz-
me giň her bir tap gy ryn da çö zül ýän aý ry-aý ry ki çi me se le le riň sa ny ny 
kes git le ýär. Ony iki sa ny blo gy özün de sak la ýan, umu my ýag daý da 

        F=c1 x1+c2 x2+...+cn1
xn1

+cn1n1+1xn1+1+...+cnxn  (81)
funk si ýa nyň mak si mu my ny

,

,

a x a x b

a x a x b

1, 1 1 1, 1

, 1 1 ,

i n n i n n i

m n n m n n m

1

1

1

1

g

g

+ + =

+ + =

+ + + + +

+ +

)

n

,

,

,

,

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x b

a x a x b

1,1 1 1, 1, 1 1 1, 1

,1 1 , 1 1 ,

1,1 1 1, 1

,1 1 ,

n n n n n n

k kn n kn n k n n k

k k n k

i i n n i

1

1

1 1

1 1 1 1

1

1

1 1

g g

g g g g g g g

g g

g

g g g

g

g g g

+ + + + + =

+ + + + + =

+ + =

+ + =

+ +

+ +

+ + +

Z

[

\

]
]
]
]
]
]]

]
]
]
]
]
]

 (82)
   xj≥0 (j=1, 2,…,n) (83)

şertler ýerine ýetende tapmak meselesi görnüşinde ýazmak bolar.
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Ber len esa sy (baş) me se lä ni be ýan et mek üçin bel gi le me ler gi ri-
ze liň:

C(1)=(c1; c2; …; cn1
, C(2)=(cn1+1; cn1+2; …; cn);

A

a a a

a a a

a a a

1

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

k k kn

1

1

1

g

g
ggggg

g

=

J

L

K
K
K
K

]

N

P

O
O
O
O

g      A

a a

a a

a a

2

1 1 1

2 1 2

1

n n

n n

kn kn

1

1

1

g

g
ggggg

g

=

+

+

+

J

L

K
K
K
K

]

N

P

O
O
O
O

g

;A

a a a

a a a

a a a

1

11 12 1

21 22 2

1 2

k k k n

k k k n

i i in

1

1

1

g

g
g g g g g

g

=

+ + +

+ + +

u

J

L

K
K
K
K

]

N

P

O
O
O
O

g      P

b

b

b

1

0
2

k

h
=

J

L

K
K
K
K

N

P

O
O
O
O
    P

b

b

b

k

k

i

0
1

1

2

h
=

+

+u

J

L

K
K
K
KK

]

N

P

O
O
O
OO

g

;A

a a a

a a a

a a a

2

1, 2 1i n i n1, 1

2, 1 2, 2 2

, 1 , 2

i n

i n i n i n

m n m n mn

11

1 1

1 1

g

g
g g g g g g

g

=

+ + ++ +

+ + + + +

+ +

u

J

L

K
K
K
K

]

N

P

O
O
O
O

g      .P

b

b

b

i

i

m

0
2

1

2

h
=

+

+u

J

L

K
K
K
KK

]

N

P

O
O
O
OO

g       (84)

D1 we D2 bi len, de giş li lik de aşak da ky deň le me ler ul gamynyň çö-
züw ler köp lügi ni bel gi lä liň:

,

,

a x a x b

a x a x b

1,1 1 1, 1

,1 1 ,

k k n n k

i i n n i

1 1

1 1

g

g g g

g

+ + =

+ + =

+ + +

*

x1, x2,…,xn1
≥0;

,

,

a x a x b

a x a x b

1, 1 1 1, 1

, 1 1 ,

i n n i n n i

m n n m n n m

1 1

1 1

g

g g g

g

+ + =

+ + =

+ + + + +

+ +

*

xn1+1, xn1+2,…,xn≥0.

Goý, Xj
1] g (j=1, 2,…,Nj

1] g) we X 2
j
] g (j=1, 2,…,N 2

j
] g), Rj

1] g)
(j= Nj

1] g)+1,…,N 1] g) we R 2
j
] g (j= N1

2] g+1,…,N 2] g), de giş li lik de D1 we D2 
köpg ran lyk la ryň çäk siz ga pyr ga la ry nyň de pe le ri we ug ruk dy ry jy 
wek tor la ry bol sun lar. 

1

0

,P

A X

1
1

1 1
j

=

J

L

K
KK

]

] ] N

P

O
OO

g

g g

1,2, , ;j N1
1g=
] g

1

0

,P

A R
1

1 1

j

j

=

J

L

K
KK

]

] ] N

P

O
OO

g

g g

1, , ;j N N1
1 1g= +
] ]g g
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1

0

,P

A X

1
2

2 2
j

= f]

] ]

pg

g g

1,2, , ;j N1
2g=
] g

1

0

,P

A R
1

2 2

j

j

= f]

] ]

pg

g g

1, , ;j N N1
2 2g= +
] ]g g.  (85)

Bel gi le me le ri gi ri ze liň:

1

1

; , , 1,2, , ; , ,

1, , ;

P

P

C X j N C R

j N N

0

0

1 1 1
1
1 1 1 1

1
1 1

j j j jg

g

= = = =

= +

v vf ^ ^] ] ] ] ] ] ]

] ]

p h hg g g g g g g

g g

I    
(86)

    
, , 1,2, , ; , , 1, , .C X j N C R j N N2 2 2

1
2 2 2 2

1
2 2

j j j jg g= = = = +v v^ ^] ] ] ] ] ] ] ] ]h hg g g g g g g g g

Gi ri zi len bel gi le me ler de baş me se le 
 F y y y y1

1
1
1 1 1

1
2

1
2 2 2

N N N N1 1 2 2g g= + + + + +v v v v
] ] ] ] ] ] ] ]

] ] ] ]
g g g g g g g g

g g g g (87)
funk si ýa nyň

      y P y P y P y P P1
1

1
1 1 1

1
2

1
2 2 2

0N N N N1 1 2 2g g+ + + + + =
] ] ] ] ] ] ] ]

] ] ] ]
g g g g g g g g

g g g g
I (88)

   0, 1,2, , ; 0, 1,2, ,y j N y j N1 1 2 2
j jg g$ $= =
] ] ] ]g g g g (89)

şertler maksimimuny tapmaklyga getirilýär.
Eger , , , , , , ,Y y y y y y y*

1
* 1

2
* 1 * 1

1
* 2

2
* 2 * 2

k qg g= ^ ] ] ] ] ] ] hg g g g g g  baş me se lä niň op-
ti mal çö zü wi, , , ,P P P1

1
2
1 1

kg
] ] ]g g g – D1 köpg ran ly gyň de giş li de pe le-

ri, , , ,P P P1
2

2
2 2

kg
] ] ]g g g – D2 köpg ran ly gyň çäk siz ga pyr ga la ry nyň ug-

ruk dy ry jy wek tor la ry bol sa, on da ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi 
,X X X*

1
*

2
*

= ] g bo lar. Bu ýer de:
      , , , ;X y X y X y X x x x1

*
1
* 1

1
1

2
* 1

2
1 * 1 1

1
*

2
* *

k k n1g g= + + + = ]] ] ] ] ] ] gg g g g g g  (90)

  , , , .X y X y X y X x x x2
*

1
* 2

1
2

2
* 2

2
2 * 2 2

1
*

2
* *

q q n n n1 1g g= + + + = + +]] ] ] ] ] ] gg g g g g g  (91)
Baş me se lä niň mak sat funk si ýa sy onuň ýolbe rer  li çö züw le ri niň 

köp lü gin de çäk len me dik bol sa, on da ber len me se lä niň mak sat funk-
si ýa sy hem de giş li ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü gin de çäk len me dik dir. 

3.40njy me se le. 
   F=2x1+3x2 – x3 – 2x4 (92)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny 

   

2 17,
3 9,

4 8,
22,

2 13,

x x x x
x x

x x
x x

x x

1 2 3 4

1 2

1 2

3 4

3 4

#
#

#
#

#

+ - +
- +

- -
+

- +

Z

[

\

]
]]

]
]

 (93)
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     x1, x2, x3, x4≥0 (94)

şert ler de tap mak hak da me se lä niň baş me se le si ni gur ma ly.
Çö zü li şi. Ber len me se lä niň çäk len dir me ler ul ga my bi rin ji deň-

siz lik bi len kes git len ýän bag la nyş dy ry jy blok dan we bi ri ikin ji we 
üçün ji deň siz lik ler bi len kes git len ýän, beý le ki si dör dün ji we bä şin ji 
deň siz lik ler bi len kes git len ýän iki blok dan yba rat dyr. Diý mek, 

2;3 , 1; 2 , 1;1 , 2;1 ,C C A A1 2 1 2
= = - - = = -] ] ] ]] ] ] ]g g g gg g g g

P0=(17), 3

4

1

1
,

1

2

1

1
,A A1 2

=
-

-
=

-
u ud d
] ]

n n
g g 9

8
,P0

1
= d

]
n

g 22

13
P0

2
= d

]
n

g .

De giş li lik de
3 9,

4 8,

x x

x x
1 2

1 2

#

#

- +

-
)   

22,

2 13,

x x

x x
3 4

3 4

#

#

+

- +
)

x1, x2≥0,    x1, x2≥0, 

deň siz lik ler ul gam la ry bi len kes git len ýän D1 we D2 çö züw ler köp-
burç luk la ry nyň de pe le ri ni ta pa lyň. 

Ber len me se le de bu işi geo met ri ki şe kil len di rip ýe ri ne ýe tir mek 
aň sat dyr (3.11-nji surat). 

12

3

-6

-6 24 27 30 33150 3
-3

-3 6 18 219

x2

x1

–2x3–x4=13

x3+x4=22

(2)X 3

(2)X 2

(2)X 1
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15
18
21

24
27

30

9

a)
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x2

-5-10

-10

0

10

20
25
30
35
40
45
40

15

10 15 20 30 35 40 45 50 5525 x1

60
55

1 1
9X

5

2x1–x2=9

4x1–x2=3

(1)X 4

(1)X 3

3.11nji su rat

3.11-nji a, b su rat lar dan gör nü şi ýa ly, 0;0X1
1
= ]] gg ; 0;9 ;X2

1
= ]] gg  

17;60 ;X3
1
= ]] gg  2;0 ;X4

1
= ]] gg  0;0 ;X1

2
= ]] gg  0;13 ;X2

2
= ]] gg  3;19 ;X3

2
= ]] gg  

22;0 ;X4
2
= ]] gg .
(85) we (86) for mu la lar bo ýunça ala rys:

, 2;3 , 0;0 0;C X1
1 1

1
1

= = =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 2;3 , 0;9 27;C X2
1 1

2
1

= = =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 2;3 , 17;60 214;C X3
1 1

3
1

= = =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 2;3 , 2;0 4;C X4
1 1

4
1

= = =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 1; 2 , 0;0 0;C X1
2 2

1
2

= = - - =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 1; 2 , 0;13 26;C X2
2 2

2
2

= = - - =-v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 1; 2 , 3;19 41;C X3
2 2

3
2

= = - - =-v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 1; 2 , 22;0 22;C X4
2 2

4
2

= = - - =-v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g
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J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

   1

0

9

1

0

;P

A X

2
1

1
2
1

= =

J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

0

1

0

0

1

;P

A X

1
2

2
1
2

= =

J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

   0

1

13

0

1

;P

A X

2
2

2
2
2

= =

J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

b)



155

;P

A X

1

0

77

1

0

3
1

1
3
1

= =
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KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g
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KK f]

] ] N
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1

13
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= =

J
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KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

    ;P

A X

0

1

44

0

1

4
2

2
4
2
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-J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

.P

P

1

1

17

1
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0
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= =f fp p

Şeý le lik bi len, baş me se le 

 F y y y y y y27 214 4 26 41 222
1

3
1

4
1

2
2

3
2

4
2

= + + - - -
] ] ] ] ] ]g g g g g g (95)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny:

 
9 77 2 13 13 44 17,

1,

1,

y y y y y y

y y y y

y y y y
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3
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4
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2
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3
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4
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1
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2
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3
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4
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1
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2
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3
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#+ + + + -

+ + + =

+ + + =

] ] ] ] ] ]

] ] ] ]

] ] ] ]

g g g g g g

g g g g

g g g g

*  (96)

       0, 0 1,2,3,4y y j1 2
j j$ $ =]] ] gg g  (97)

şert ler de tap mak ly ga ge ti ril ýär. 
(95) – (97) baş me se lä ni çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy 

me se le si gör nü şin de ýa za lyň:
 27 214 4 26 41 22F y y y y y y2

1
3
1

4
1

2
2

3
2

4
2

= + + - - -
] ] ] ] ] ]g g g g g g (98)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny:
9 77 2 13 13 44 17,

1,

1,

y y y y y y y

y y y y

y y y y

2
1

3
1

4
1

2
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3
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1
1

2
1

3
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4
1

1
2

2
2

3
2

4
2

+ + + + - + =

+ + + =

+ + + =

] ] ] ] ] ]

] ] ] ]

] ] ] ]

g g g g g g

g g g g

g g g g

*    (99)

     0, 0, 0 1,2,3,4y y y j1 2
5j j$ $ $ =]] ] gg g  (100)

şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly. 
Eger in di (92) – (94) me se le bi len (95) – (97) me se lä ni de ňeş-

dir sek, on da bi rin ji me se le de deň siz lik gör nüş indä ki çäk len dir me le-
riň sa ny nyň 5-e, nä bel li le ri niň 4-e deň di gi ni, ikin ji me se le de bol sa, 
de giş li lik de 3-e we 8-e deň di gi ni gö re ris. Şeý le lik bi len, (92) – (94) 
me se le den (95) – (97) me se lä ge çi len de çäk len dir me le riň sa ny aza-
lyp, üýt ge ýän ulu lyk la ryň sa ny kö pel di. Şeý le hem bi ze D1 we D2 
köpg ran lyk la ryň äh li de pe le ri ni kes git le mek ge rek bol dy, bu bol sa el-
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my da ma müm kin däl dir. Şol se bäp li (92) – (94) me se lä niň çö zü wi ta-
py lan da (95) – (97) me se lä niň op ti mal çö zü wi ni tap mak ly ga geç mek 
ze rur my diýen so ra gyň ýü ze çyk ma gy te bi gy dyr. Bu so ra ga po lo ži tel 
jo ga by, (95) – (97) baş me se lä niň çö zü wi ni D1 we D2 köpgran lyk la ryň 
äh li de pe le ri ni we ola ryň sa ny ny kes git le mez den, diňe bir ba zis çö zü-
wiň üs ti bi len tap ma ga Dan si giň-Wul fuň usu ly müm kin çi lik ber ýär. 
Bu usu lyň ma ny sy ba ra da, ýag ny onuň kö me gi bi len (81) – (83) me-
se le üçin (87) – (89) baş me se lä niň çö zü wi niň ta py ly şy na has gi ňiş-
le ýin ga rap ge çe liň. Onuň bi len bag ly lyk da (87) – (89) me se lä ni çöz-
mek üçin gu rul ýan tapgyrlaýyn işiň baş lan gy jy ny ber len me se lä niň 
da ýanç çö zü wi ni kes git le ýän haý sy hem  bol sa bir ba zis çö zü wi bil-
me giň ýe ter lik di gi ni bel lä liň. Bu ba zis çö zü wi gö ni ýa zyp hem bo lar 
ýa-da eme li ba zis usu ly nyň kö me gi bi len gu rup bo lar. 

Goý, baş me se lä niň da ýanç çö zü wi ni kes git le ýän  haý sy hem  
bol sa bir ba zis bel li bol sun we B-1 bu ba zi se gö rä dü zü len wek tor la ryň 
kom po nent le ri niň mat ri sa sy nyň ters mat ri sa sy bol sun. Da ýanç çö zü-
wiň op ti mal dy gy ny bar la mak üçin

( , , , , ) B 1

1 2 1 2m m bgm m m m vX = = -

+ +

wek to ry ta pa lyň we Ω=(λ1, λ2,…,λm) bel gi le me gi ri ze liň. Soň ra
( , )F C A X( ) ( ) ( )

1
1 1 1 1X= -
] g

funk si ýa nyň (81)-(83) me se lä niň bi rin ji blo gy bi len kes git len ýän
, 0A X XP1 1 ( ) 1

0
1

$=
] ] ]g g gI

şert le rin de mak si mum ba ha sy ny tap ma me se le si ni çö ze liň. Eger bu 
me se le Xs

1] g op ti mal çö zü we eýe bo lup, F Xs m1
1 1

1m= +]] ] gg g  bol sa, on da 
ikin ji bö lek me se lä niň, ýag ny 

F C A ,X1
2 2 2 2
= -X^] ] ] ] hg g g g

funk si ýa nyň (81)-(83) me se lä niň bi rin ji blo gy bi len kes git len ýän

, 0A X XP2 2 ( ) 2
0
2

$=
] ] ]g g gI

şert le rin de mak si mum ba ha sy ny tap ma me se le si niň çözü wi ni ta pa rys. 
Bu me se le Xs

2] g op ti mal çö zü we eýe bo lup, F Xs m1
2 2

2m= +]] ] gg g  bol sa, on-
da baş ky ba zis (87)-(89) baş me se lä niň op ti mal çö zü wi ni kes git le ýär. 
Şeý le lik de, onuň ta py lan çö zü wi we (90), (91) for mu la lar bo ýun ça 
ber len (81)-(83) me se lä niň op ti mal çö zü wi ni ta pyp bo lar.
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F X ms1
1

1
1 ! m +^] ] hg g  ýa-da F Xs m1

2 2
2! m +]] ] gg g  bol sa, on da baş ky da ýanç 

çö züw op ti mal çö züw däl dir we baş me se lä niň baş ga da ýanç çö zü-
wi ni kes git le jek beý le ki bir ba zi se geç mek ze rur dyr. Eger on da-da 
F Xs m1

1 1
1! m +]] ] gg g  bol sa, ikin ji bö lek me se lä niň çö zü wi ni tap ma gyň 

ma ny sy ýok dur. 
Şeý le lik bi len, goý, F Xs m1

1 1
1! m +]] ] gg g  bol sun. On da baş me se-

lä niň baş ga da ýanç çö zü wi ni kes git le jek beý le ki bir ba zi se geç mek 
ze rur dyr. Onuň üçin ba zis den haý sy hem bol sa bir wek to ry aý ryp, 
onuň de re gi ne baş ga bir tä ze wek to ry gi riz mek ze rur. Şeý le wek tor 

, , , ,C A , X1
1 1

s
1

1 2m m-m m m mX+ ^ ] ] ] hg g g , san laryň iň ki çi ot ri sa tel ulu ly gy bi-
len kes git le ni ler. Eger şeý le san C A , X1

1 1 1
m s- Xm + ^ ] ] ] hg g g  bol sa, on da ba-

zi se Ps
1] g wek to ry, eger-de şeý le san λj bol sa, on da ba zi se bu san bi len 

kes git len ýän P j
1] g wek to ry gi ri ze ris.

Ba zi se gi riz me li wek tor kes git le nen den soň ra on dan çy kar ma ly 
wek tor kes git len ýär. Onuň üçin Ps

1] g (ýa-da P j
1] g) we baş meseläniň da-

ýanç çö zü wini kes git le ýän P0 wek to ry bu ba zi se gö rä da rgad ýa rys we 
P0 wek to ryň kom po nent le ri niň Ps

1] g wek to ryň bu ba zis dä ki de giş li po-
lo ži tel kom po nent le ri ne gat na şyk la ry nyň mi ni mu my ny kes git le ýä ris. 
Bu gat na şyk la ryň iň ki çi si ba zis den çy ka ryl ma ly wek to ry kes git le-
ýär. Ne ti je de, in di ki da ýanç çö zü wi kes git le ýän tä ze ba zi si ala rys. Bu 
çö zü wiň op ti mal dy gy ny bar la mak üçin de giş li bö lek me se le dü züp, 
onuň çö zü wi ni ta pa lyň. Şol çö züw de giş li da ýanç çö zü wiň op ti maldy-
gy ny kes git le mä ge müm kin çi lik ber ýär. Eger ol op ti mal däl bol sa, on-
da tä ze da ýanç çö zü wi kes git le jek ba zi se geç ýä ris. Ýö ne tapgyrlaýyn 
işiň do wa myn da Ps

1] g wek to ryň al nan ba zis bo ýun ça da rgat ma syn da ky 
kom po nent le ri niň ara syn da po lo ži tel le ri niň ýok bo lan ýag daý la ryň bol-
ma gy müm kin. Bu ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gin de baş me se lä niň mak-
sat funk si ýa sy nyň çäk le nen däl di gi ni aň lad ýar. Bu bol sa, öz ge ze gin de, 
ber len mese lä niň mak sat funk si ýa sy nyň çäk le nen däl di gi ni aň lad ýar.

Ne ti je de, kä bir tü ke nik li ädim den soň ýa-ha baş we ber len me se-
lä niň çö zü wi niň ýok du gy kesgitlenilýär ýa-da ola ryň op ti mal çö zü wi 
ta pyl ýar. 

Ýo kar da çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň blok dü züm li me se le si-
niň iki blok ly ýag da ýyna se re dil di. Eger blok la ryň sa ny iki den uly bol-
sa, me se lem, k deň bol sa, on da beý le me se lä ni çöz me giň al go rit mi öň ki 
se re di len ýag daý dan her tapgyrlarda iki däl-de k bö lek me se lä ni çöz mek 
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bilen tapawutlanýar. Ýö ne tapgyryň do wa myn da bir bö lek me se lä niň çö-
zü wi ýok bo lup çyk sa, on da soň ky bö lek me se le le ri çöz me giň ze rur ly gy 
ýok dur. Se bä bi bu ýag daý da ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi ýok dur.

3.41nji me se le.
   F = 2x1+3x2 – x3 – 2x4 (101)

funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny

   

2 17,
3 9,

4 8,
22,

2 13,

x x x x
x x

x x
x x

x x
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+

- +

Z
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\

]
]]

]
]

 (102)

   x1, x2, x3, x4 ≥ 0 (103)
şert ler de tap ma ly.

Çö zü li şi. Ber len me se lä ni mat ri sa we wek tor gör nü şin de ýa za lyň:
2;3 , 1; 2 , 1;1 , 2;1 ,C C A A1 1 22

= = - - = = -] ] ] ]] ] ] ]g g g gg g g g

P0=(17); 
3

4

1

1
,

1

2

1

1
,A A1 2

=
-

-
=

-
u ud d
] ]

n n
g g  9

8
,P0

1
= d

]
n

g 22

13
P0

2
= d

]
n

g .

3.41-nji me se le de ýa zy lan baş me se lä niň ba zi si ni kes git lä liň:
(101)-(103) me se le dä ki çäk len dir me ler ul ga my nyň bag la nyş-

dy ry jy blo gy «≤» gör nüş li deň siz lik bo la ny se bäp li, baş me se le dä ki 
bi rin ji çäk len dir me hem şeý le gör nüş de bo lar. Şol se bäp li baş me-
se le çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň esa sy me se le si gör nü şine ge-
ti ri len de bi rin ji çäk len dir mä niň sag ta ra py na y5 gör nüş de bel gi le nen 

goş ma ça üýt ge ýän ulu ly gy go şa rys. Bu üýt ge ýän ulu ly ga P

1

0

0

5 = f p 

gör nüş li bir lik wek tor de giş li bo lar. Şeý le hem, (101)-(103) me se lä-
niň (102) çäk len dir me ler ul ga myn dan gör nü şi ýa ly bi rin ji we ikin ji 
blok lar bi len de giş li lik de kes git len ýän çö züw ler köp burç lu gy nyň de-
pe le ri (0;0); (0;0)X X( ) ( )

1
1

1
2

= =  bo lar. Bu de pe le re: 

1

0

0

1

0

P

A X

1
1

1
1
1

= =

J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

       P
A X

0

1

0

0

1

1
2

2
1
2

= =

J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

wek tor lar de giş li bo lar.
Baş me se lä niň azat ag za la ry nyň wek to ry bo lan 
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1

1

17

1

1

P

P

0

0

= =f fp pI

wek to ryň ot ri sa tel kom po nent le ri niň ýok du gy se bäp li P5, P1
1] g, P2

1] g 
wek tor lar baş me se lä niň da ýanç çö zü wi ni kes git le ýän ba zi si eme le 
ge tir ýär ler. On da nol dan ta pa wut ly kom po nent ler y5=17, y1

1] g=1 we
y2

1] g=1 deň dir ler. 
Ta py lan ba zi siň baş me se lä niň da ýanç çö zü wi ni kes git le-

ýän di gi ni bar la mak üçin F C A , X1
1 1 1 1
= -X^] ] ] ] hg g g g  funk si ýa nyň 

, 0A X P X1 1
0
1 1 $=

] ] ] ]g g g gI  şert ler dä ki mak si mal ba ha sy ny ta pa layň. 
Ber len ýag daý da B mat ri sa P5, P1

1] g we P2
1] g bir lik wek tor la ryň 

kom po nent le rin den dü zü len di gi se bäp li B-1=E deň dir. Şeý le hem, σ5=0, 
, 2;3 , 0;0 0,C X1

1 1
1
1

= = =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

, 1;3 , 0;0 0;C X1
2 2

1
2

= = - =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

0,0,0

1

0

0

0

1

0

0

0

1

0,0,0 ;= =X ] f ]g p g   0 0 0; ; .2 1 3 2m m= = = = =X m m m m+ +] g

1-nji bö lek me se lä ni çö ze liň:
2;3 0 1;1 , ; 2 3 max;F C A , X x x x x1

1 1 11
1 2 1 2 "= - = - = +X^ ] ] ]]] ] ] ] h g g ggg g g g

3 9,

4 8,

x x

x x
1 2

1 2

#

#

- +

-
)

x1, x2 ≥ 0.
Bu me se lä niň op ti mal çö zü wi X ( )

3
1 =(17;60) bo lup, F ( )

1
1  X ( )

3
1

=214>λ2=λm+1=0. Diý mek, P5, P1
1] g, P2

1] g wek tor lar bi len dö re di len ba-
zis baş me se lä niň op ti mal däl bo lan da ýanç çö zü wi ni kes git le ýär. 

Bi rin ji uly tapgyr. λm+1– (C(1)– ΩA(1), X ( )
3
1 ), λ1, λ2,…,λm san lar dan, 

ýag ny ber len ýag daý da ky -214 we 0 san lar dan iň ki çi ot ri sa tel san 
-214-dir. Şol se bäp li ba zi se:

1

0

77

1

0

P

A X

3
1

1
3
1

= =

J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

wek to ry gi riz ýä ris. Onuň üçin ( )
3
1v =(C(1), X ( )

3
1 =((2; 3), (17;60))=214. 

P3
1] g wek to ryň we P

17

1

1

0 f pI  wek to ryň bi rin ji ba zis bo ýun ça da rgat ma-

sy bu wek tor lar bi len ga bat gel ýär. Şol sebäpli, ba zis den aýyr ma ly 



160      

wek to ry kes git le mek üçin P̃0 wek to ryň kom po nent le ri niň P3
1] g wek to-

ryň po lo ži tel kom po nent le ri bi len gat na şyk la ry nyň iň ki çi si ni tap ma-
ly: min ; /17 77

77
17

1
1 =` j . Diý mek, ba zis den bi rin ji wek to ry, ýag ny P5 

wek to ry aýyr ýa rys, şeý le lik bi len tä ze ba zi si P3
1] g, P1

1] g, P2
1] g wek tor lar 

eme le ge tir ýär ler. Bu wek tor la ryň kom po nent le rin den dü zü len mat ri sa:
77

1

0

0

1

0

0

0

1

B = f p

deň bo lar. Bu mat ri sa nyň ters mat ri sa sy:
1/77

1/77

0

0

1

0

0

0

1

B 1
= -- f p

bo lar. X , Ω we C(1)-ΩA(1) wek tor la ry kes git lä liň:

; ; 214;0;0

77
1

77
1

0

0

1

0

0

0

1
77
214 ;0;0 ;B ( B1

3
1

1
1

1
2 1

b - == = =v v v vX - -

J

L

K
K
KK

] b] ] ]

N

P

O
O
OO

g lg g g

77
214 ; 0; 0;

2;3
77
214 1;1

77
60 ;

77
17 .

C A1 1
2 1 3 2m m= = = = = - =

- = -

X Xm m m m

=

+ +b

] b ]b b

] ]l

g l gl l

g g

Bi rin ji bö lek me se le 

77
60

77
17 max;F x x2

1
1 2 "= - +b b] l lg

3 9,

4 8,

x x

x x
1 2

1 2

#

#

- +

-
)

x1, x2 ≥ 0
gör nü şe eýe bol ýar. Bu me se lä niň op ti mal çö zü wi X ( )

2
1 = (0;9) bo lar. 

F ( )
2
1  (X ( )

2
1 )= 153/77 > λ2= 0. Diý mek, P ( )

3
1 , P ( )

1
1 , P ( )

1
2  tä ze ba zis baş 

me se lä niň op ti mal däl bo lan da ýanç çö zü wi ni kes git le ýär.
Ikin ji uly tapgyr. ,C A , X1 1

2
1

2 2- -Xm m^ ] ] ] hg g g  san lar dan, ýag-
ny şu ýag daý da ky -153/77 we 0 san lar dan iň ki çi ot ri sa tel san 
153/77 C A , X1 1

2
1

2- = - -Xm ^ ] ] ] hg g g  san dyr. Şol se bäp li ba zi se 

1

0

9

1

0

P

A X

2
1

1
2
1

= =

J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g
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wek to ry gi riz ýä ris. Onuň üçin , 2;3 , 0;9 27.C X2
1 1

2
1

= = =v ^ ] ]]] ] ] h g ggg g g

Şo nuň üçin ba zis den aýyr ma ly wek to ry kes git le mek üçin P ( )
2
1  we P̃0 

wek tor la ry se re dil ýän ba zi siň wek tor la ry bo ýun ça da gyd ýa rys, ýag ny
1/77

1/77

0

0

1

0

0

0

1

9

1

0

9/77

68/77

1

;B P1 2
1
= - =- f f f] p p pg

1/77

1/77

0

0

1

0

0

0

1

17

1

1

17/77

60/77

1

B P1 0 = - =- f f fp p pI

we min
77
17 :

77
9 ;

77
60 :

77
68 min

9
17 ;

17
15

17
15= =b b b bb bl l l ll l . Diý mek, ba-

zis den ikin ji wek to ry, ýag ny P ( )
1
1  wek to ry aýyr ýa rys, şeý le lik bi len 

tä ze ba zi si:
77

1

0

,

9

1

0

P P3
1

2
1

= =f f] ]p pg g

0

0

1

P1
2
= f] pg

wek tor lar eme le ge tir ýär ler. Bu wek tor la ryň kom po nent le rin den dü-
zü len mat ri sa:

77

1

0

9

1

0

0

0

1

B = f p

bo lar. Bu mat ri sa nyň ters mat ri sa sy
1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

0

0

1

B 1
= -

-
- f p

bo lar. X , Ω we C(1)– ΩA(1) wek tor la ry kes git lä liň: )( ; ;3
1

2
1

1
2

= v v vX
] ] ]g g g

214;27;0

1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

0

0

1
4
11 ;9/4;0 ;B 1

= -

-

=- ] f bg p l   
4
9 ;=X b l

4
9 ; 0;

2;3
4
11 1;1

4
3 ;

4
1 .

C A2
1 1

1 3 2m m= = = = - =

- = -

m m m m X

=

+ +

] b ]b b

] ]

g l gl l

g g

Bi rin ji bö lek me se lä ni dü ze liň we çö ze liň: 

4
3

4
1 max;F x x3

1
1 2 "= - +b b] l lg

11. Sargyt № 2463
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3 9,

4 8,

x x

x x
1 2

1 2

#

#

- +

-
)

x1, x2 ≥ 0.
Bu me se lä niň op ti mal çö zü wi X ( )

2
1 =(0;9) bo lar. Bu çö züw de

F ( )
1
2  X ( )

2
1 =

4
9 =λ2. 

Ikin ji bö lek me se lä ni dü ze liň we çö ze liň: 
1; 2

4
9 2;1 , ;F C A , X x x1

2 2 2 2
3 4= - = - - - -X^ ] b ] ]b] ] ] ] h g l g glg g g g =

2 1; 2
4
9 2;1 , ;

2
9

4
13 max;F C A , X x x x x1

2 2 2
3 4 3 4 "= - = - - - - = +X ]^ ] b ] ]b b b] ] ] gh g l g gl l lg g g

22,

2 13,

x x

x x

3 4

3 4

#

#

+

- +
(

x3, x4 ≥ 0.
Bu me se lä niň op ti mal çö zü wi X ( )

4
2 =(22;0) bo lar. Bu çö züw de 

F ( )
3
1  X

( )
4
2^ h= 99 > λ3= 0. Diý mek, se re dil ýän tä ze ba zis baş me se lä niň 

op ti mal däl bo lan da ýanç çö zü wi ni kes git le ýär. 
Üçün ji uly tapgyr. 99, 11/4C A , X2 2 2

3 4 2- - =- =Xm m^ ] ] ] hg g g  
san lar dan, iň ki çi ot ri sa tel san (-99) san dyr. Şol se bäp li ba zi se 

0

1

44

0

1

P

A X

4
2

2
4
2

= =

-J

L

K
KK f]

] ] N

P

O
OO pg

g g

wek to ry gi riz ýä ris. De giş li lik de , 1; 2C X4
2 2

4
2

= = - -v ^ ]] ] ] h gg g g  
, 1; 2 , 22;0 22.C X4

2 2
4
2

= = - - =-v ] ] ]]] ] ] g g ggg g g  Şo nuň üçin ba zis den aýyr ma ly wek to ry kes git le mek 
üçin P ( )

4
2  we P 0

I  wek tor la ry se re dil ýän ba zi siň wek tor la ry bo ýun ça 
dargad ýa rys, ýag ny

1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

0

0

1

44

0

1

11/17

11/17

1

;B P1 4
2
= -

-

=

-
- f f f] p p pg

1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

0

0

1

17

1

1

2/17

15/17

1

B P1 0 = -

-

=- f f fp p pI

we min
17
15 :

17
11 ;1/1 1=b bb l l l . Diý mek, ba zis den P ( )

1
2  wek to ry aýyr ýa-

rys, şeý le lik bi len tä ze ba zi si:
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77

1

0

,

9

1

0

44

0

1

P P P3
1

2
1

4
2

= = =

-

f f f] ] ]p p pg g g

wek tor lar eme le ge tir ýär ler. Bu wek tor la ryň kom po nent le rin den dü-
zü len mat ri sa:

77

1

0

9

1

0

44

0

1

B =

-

f p

bo lar. Bu mat ri sa nyň ters mat ri sa sy:
1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

11/17

11/17

1

B 1
= -

-

-- f p

bo lar. X , Ω, C(1)– ΩA(1) we C(2)– ΩA(2) wek tor la ry kes git lä liň:
)( ; ;3

1
2
1

4
2

= v v vX
] ] ]g g g  

214;27; 22

1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

11/17

11/17

1
4
11 ;9/4;99 ;B 1

= - -

-

- =- ] f bg p l

214;27; 22

1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

11/17

11/17

1
4
11 ;9/4;99 ;B 1

= - -

-

- =- ] f bg p l  
4
11 ;=X b l

4
9 ; 99; 2;3

4
11 1;1C A1 3 2

1 1
m m2 = = = = - -=m m m m X+ + ] b ]b] ] g l glg g

4
9 ; 99; 2;3

4
11 1;1

4
3 ;

4
1C A .2 1 3 2

1
m m

1
= = = = - - = -=m m m m X+ + ] b ]b b] ] g l gl lg g  1; 2

4
11 2;1

2
9 ;

4
19C A .2 2

- - - - - = -=X ] b ]b b] ] g l gl lg g

Bi rin ji bö lek me se lä ni dü ze liň we çö ze liň: 

4
3

4
1 max;F x x3

1
1 2 "= - +b b] l lg

3 9,

4 8,

x x

x x

1 2

1 2

#

#

- +

-
(

x1, x2 ≥ 0.
Bu me se lä niň op ti mal çö zü wi X ( )

2
1 =(0;9) bo lar. Bu çö züw de

F ( )
1
2 X ( )

4
2^ h= 9/4 = λ2.

Ikin ji bö lek me se lä ni dü ze liň we çö ze liň: 

2
9

4
19 max;F x x1

2
3 4 "= -b b] l lg

22,

2 13,

x x

x x
3 4

3 4

#

#

+

- +
)  

x3, x4 ≥ 0.
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Bu me se lä niň op ti mal çö zü wi X ( )
4
2 =(22;0) bo lar. Bu çö züw de 

F ( )
1
2 X ( )

4
2^ h = 99 = λ3. Diý mek, baş me se lä niň se re dil ýän tä ze ba zis bi len 

kes git len ýän da ýanç çö zü wi op ti mal çö züw dir. Ony tap mak üçin (P0I )
wek to ry ba zi siň wek tor la ry bo ýun ça da rga da lyň:

1/68

1/68

0

9/68

77/68

0

11/17

11/17

1

17

1

1

13/17

4/17

1

.B P1 0 = -

-

- =- f f fp p pI

Diý mek, baş me se lä niň op ti mal çö zü win de nol dan ta pa wut ly 
kom po nent le ri 13/17, 4/17y y3

1
2
1

= =
] ]g g  1y4

2
=

] g  bolar.
(124) we (125) for mu la la ry ula nyp, (135) – (137) me se lä niň op-

ti mal çö zü wi ni ta pa rys:

; ;X X X y X y X y X0
*

1
*

2
*

2
1

2
1

3
1

3
1

4
2

4
2

= = + =^ ^ ] ] ] ] ] ]h hg g g g g g

; ; ; ; ; ; ; .
17
4 0 9

17
13 17 60 1 22 0 13 48 22 0$ $ $+ =b ] b ] ]b ]l g l g gl g

Mak sat funk si ýa sy nyň mak si mal ba ha sy:
Fmax=2∙13+3∙48-22=148.

Uly öl çeg li me se le le ri ki çi öl çeg li bö lek me se le le re ge ti rip çöz-
me giň Dan si giň-Wul fuň usu lyn dan baş ga-da usul la ry nyň bar dy gy ny 
bel lä liň.

Dan si giň-Wul fuň usu lyn dan peý da la nyp, 3.42-3.47-nji me se le-
le ri çöz me li.

3.42nji me se le    3.43nji me se le
F=3x1– 2x2+3x3+x4→max;  F=2x1+3x2– 2x3– x4→max;
2 3

3 3
2 3

18,

9,

12,
12,

15,

x x x x

x x

x x
x x

x x3

2

1 2 3 4

2

1

3 4

3 4

1

#

#

#
#

#

+ + +

+

- +
-

+

Z

[

\

]
]]

]
]]

 

3 2

2

20,

5,

3,

4,
2,

x x x x

x x

x x

x x
x x

41 2 3

1 2

1 2

3 4

3 4

#

#

#

#
#

+ - -

+

-

+
- +

Z

[

\

]
]]

]
]]

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.   x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

3.44nji me se le   3.45nji me se le
F=5x1+4x2→max;  F=5x1+6x2+4x3+7x4→max;
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18,

2 20,
9,

10,
3 4 12,

5,

x x

x x
x x

x
x x

x

1 2

1 2

1 2

2

1 2

2

#

#
#

#
$

$

+

+
- +

- +

Z

[

\

]
]
]

]
]]

          

2 3 2 3 150,

4 5 80,
3 2 60,

90,
2 4 80,

x x x x

x x
x x

x x
x x

1 2 3 4

1 2

1 2

3 4

3 4

#

#
#

#
#

+ + +

+
+

+
+

Z

[

\

]
]]

]
]

x1, x2, ≥ 0.    x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

3.46njy me se le   3.47nji me se le

F=x1+2x2– 3x3+5x4→max;  F=2x1+5x2– 4x3+2x4→max;
2 3 4 24,

2 3 102,
2 16,

2 14,
2 18,

x x x x

x x
x x

x x
x x

1 2 3 4

1 2

1 2

3 4

3 4

#

#
#

#
#

+ - -

+
-

+
-

Z

[

\

]
]]

]
]

 

3 2 2 5 50,

2 20,
3 27,

2 3 28,
2 12,

x x x x

x x
x x

x x
x x

1 2 3 4

1 2

1 2

3 4

3 4

#

#
#

#
#

+ + -

+
-

+
- +

Z

[

\

]
]]

]
]

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.   x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

§ 3.6. Oýun lar na za ry ýe ti niň me se le le ri

3.6.1. Oýun lar na za ry ýe ti niň esa sy dü şün je le ri

Yk dy sa dy ýe tiň me se le le ri niň ag la ba syn da oňa gat na şy jy la ryň 
öz çöz güt le ri ni eme le ge len ýag da ýa gö rä üýt get mek le ri ne ti je sin de 
dür li je del li ýag daý lar eme le ge lyär. Şeý le ýag daý la ry dog ry çöz mek 
üçin je de le gat naş ýan ta rap lar öň den kes git le nen bel li bir düz gün ler 
bo ýun ça he re ket ed ýän bol sa lar, on da şol düz gün le re la ýyk lyk da olar 
bu ýag da ýy çöz me giň ýo lla ry ny kes git läp bi ler ler. Je del li ýag daý la-
ryň ag la ba syn da oňa gat naş ýan ta rap la ryň bi ri üçin kä bir gör ke zi ji ler 
go wu lan dy ry lan da beý le ki ler üçin şeý le gör ke zi ji le riň er bet leş ýän di-
gin e duş ge lin ýär. Baş ga ça aý dy lan da, haý sy hem bol sa bir gör ke-
zi ji niň go wu lan dy ryl ma sy beý le ki bir gör ke zi ji niň er bet leş me gi niň 
ha sa by na ama la aş ýar. Bu gör ke zi ji le riň we kil le ri bo lup çy kyş ed ýän 
de giş li ta rap lar öz bo luş ly je de le go şul ýar lar. Şeý le je del li ýag daý la ry 
öw ren mek ze rur ly gy oýun lar na za ry ýe ti niň dö re me gi ne ge tir di.
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Bu na za ry ýe tiň esa sy dü şün je si niň bi ri oýun dyr. Oýun – bu je-
del li ýag da ýyň mo de li dir. Oýun lar na za ry ýe ti bol sa je del li ýag daý la-
ryň ma te ma ti ki na za ry ýe ti dir. 

Je dele gat naş ýan yk dy sa dy gör ke zi ji le re (ýa-da ola ryň we kil le ri 
bo lup çy kyş ed ýän ta rap la ra) oýun çy lar di ýil ýär. Oýun lar na za ry ýe-
ti niň mak sa dy her bir oýun ça özü ni alyp bar ma gyň iň dog ry ýo lu ny 
saý lap ber mek den, ýag ny eger oýun çy şol ýol dan çy kan da onuň utu şy 
ke mel ýän ýag da ýy saý lap ber mek den yba rat dyr. 

Oýun lar na za ry ýe ti niň esa sy adal ga la ry ny kes git lä liň.
3.2nji kes git le me. Eger kä bir dö rän ýag da ýa gat na şy jy la ryň gy-

zyk lan ma la ry do ly ýa-da bö lek le ýin gap ma-gar şy bol sa, on da bu ýag-
da ýa je del li ýag daý di ýil ýär.

3.3nji kes git le me. Gy zyk lan ma la ry gap ma-gar şy bo lan iň bol-
man da iki sa ny gatn aşy jy sy bo lan ha ky ky ýa-da for mal je del li ýag da-
ýa oýun di ýil ýär. 

3.4nji kes git le me. Her bir oýun çy nyň kä bir mak sa da ýet mek 
üçin ýe ri ne ýe ti rýän ýolbe rer  li he re ket le ri ne oý nuň düz gün le ri di-
ýil ýär.

3.5nji kes git le me. Oý nuň ne ti je le ri niň san taý dan ba ha lan dyr-
ma sy na tö leg di ýil ýär. 

Oý na gat naş ýan oýun çy la ryň sa ny na gö rä oýun lar jü büt we 
köp çü lik le ýin oýun la ra bö lün ýär ler. 

3.6njy kes git le me. Eger oý na di ňe je del leş ýän iki ta rap gat naş-
ýan bol sa, on da oňa jü büt le ýin oýun (iki bo lup oý nal ýan oýun) di-
ýil ýär. 

3.7nji kes git le me. Eger jü büt le ýin oýun da bir oýun çy nyň utu şy 
beý le ki oýun çy nyň utu ly şy na deň bol sa, ýag ny oýun da ky tö leg le riň 
je mi no la deň bol sa, on da şeý le oý na nol jem li oýun di ýil ýär. 

Öň den bel li bo lan ýag daý la ryň bi ri ni saý lap al mak ly ga we ony 
ama la aşyr mak ly ga göçüm diýilýär. Her bir gö çüm de tä sir wa rian ty-
ny saý lap al mak ly gy bir bel gi li kes git le ýän düz gün le riň top lu my na 
strategiýa diýilýär. Ýa-da stra te gi ýa – bu gö çüm ka bul edil ýän düz-
gün na ma dyr.

3.8nji kes git le me. Oýun çy nyň her bir ýag daý da ýe ri ne ýe tir me-
li he re ke ti niň be ýa ny na bu oýun çy nyň stra te gi ýa sy di ýil ýär. 
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Eger her bir oýun çy nyň stra te gi ýa la ry nyň sa ny tü ke nik li bol sa, 
on da tü ke nik li oý ny ala rys. Stra te gi ýa la ry nyň sa ny tü ke nik siz ýag-
daý da tü ke nik siz oýun al nar. 

3.9njy kes git le me. Oýun köp ge zek gaý ta la nan da oýun ça 
müm kin bo lan mak si mal or ta utu şy (ýa-da müm kin bo lan mi ni mal 
or ta utu lyş, şol bir zat) üp jün ed ýän stra te gi ýa op ti mal stra te gi ýa 
di ýil ýär. 

Goý, bi ri özü niň müm kin bo lan m sa ny stra te gi ýa la ryn dan i-
nji stra te gi ýa ny (i=1, 2,…,m) saý lap alyp bil ýän, beý le ki si özü niň 
müm kin bo lan n sa ny stra te gi ýa la ryn dan j-nji stra te gi ýa ny ( j=1, 
2,…,n) saý lap alyp bil ýän iki sa ny oýun çy bar bol sun. Ne ti je de, bi-
rin ji oýun çy aij ulu ly ga deň utu şy alar, ikin ji oýun çy bol sa, aij ulu ly-
gy ut du rar.

Biz aşak da iki oýun çy nyň nol jem li oý nu na se re de ris.
Goý, A we B oýun çy lar bar bol sun. 
A oýun çy nyň m sa ny (A1, A2,...,Am), B oýun çy nyň n sa ny (B1, 

B2, ..., Bn) stra te gi ýa la ry bar di ýe liň. Goý, A oýun çy Ai, B oýun çy 
Bj stra te gi ýa ny saý la dy di ýe liň. A oýun çy nyň utu şy ny φ1 (Ai, Bj), B 
oýun çy nyň utu şy ny φ2 (Ai, Bj) di ýip bel gi le ýä ris. On da ala rys:

φ1(Ai, Bj)+φ2(Ai, Bj) = 0 .

Eger φ1(Ai, Bj) = φ(Ai, Bj) diý sek, on da φ2(Ai, Bj) = – φ(Ai, Bj) bo lar. 
Bu halatda φ(Ai, Bj) funk si ýa tö leg funk si ýa sy di ýil ýär. Bu funk si ýa-
ny kes git le mek oýun lar na za ry ýe ti niň esa sy me se le le ri niň bi ri dir. 

3.10njy kes git le me. Eger φ(Ai, Bj) = aij bol sa, on da mat ri sa ly 
oýun la ry ala rys. ( )A a ,

,
ij i j

m n
1= =  mat ri sa, ýag ny: 

A a

a a a

a a a

a a a

, 1
,

ij i j
m n
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mat ri sa tö leg mat ri sa sy di ýil ýär.
3.11nji kes git le me. m se tir li we n sü tün li ( )A a ,

,
ij i j

m n
1= =  mat ri sa 

bi len kes git len ýän oý na m×n öl çeg li tü ke nik li oýun di ýil ýär. 
Tö leg mat ri sa sy ny gur mak ly ga my sal hök mün de aşak da ky my-

sa la se re de liň.
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3.6.2. «Kö ne we tä ze ha ryt lar» oý ny
Goý, A sa ty jy (oýun çy) A1, A2, A3 gör nüş li «kö ne» ha ryt la ryň sa-

tu wy bi len meş gul lan ýar di ýe liň. Onuň ha ryt la ry öň den bä ri ba zar-
da he re ket ed ýär we bu ha ryt la ra bil di ril ýän is leg bel li di ýe liň. Kä bir 
wagt dan baş lap ba za ra B sa ty jy (oýun çy) B1, B2, B3 « tä ze» ha ryt la ry-
ny çy ka ryp baş la ýar. «Tä ze» ha ryt lar « kö ne» ha ryt la ry çal şyp bil ýär-
ler. Diý mek, kö ne ha ryt la ra is leg azal ýar. 

Goý, «kö ne» ha ryt la ryň «tä ze» ha ryt lar ýü ze çy kan da sa tuw äh-
ti mal lyk la ry bel li di ýe liň (is le giň des lap ky der ňe win den) (3.28-nji 
tablisa).

3.28-nji tab li sa
A\B B1 B2 B3

A1 0, 5 0, 6 0, 8
A2 0, 9 0, 7 0, 8
A3 0, 7 0, 5 0, 6

Eger B1 ha ryt sa tu wa goý be ril se, on da A1 ha ry da bo lan is leg baş-
da ky is le giň 0,5 bö le gi ne, A2 ha ry da bo lan is leg baş da ky is le giň 0, 9 
bö le gi ne deň bo lar we şu ňa meň zeş ler.

Me se le «kö ne» we «tä ze» ha ryt la ryň ba za ra goý be ri liş stra te gi-
ýa sy ny «tä ze» we «kö ne» ha ryt la ryň sa ty lan muk dar la ry nyň ara syn-
da op ti mal gat naşyk bo lar ýa ly saý lap al mak dan yba rat dyr. A we B 
sa ty jy lar gap ma-gar şy lyk ly is leg le ri bo lan oýun çy lar dyr. A sa ty jy nyň 
«kö ne» ha ryt la ry na bo lan is le giň ýi ti ri len bö le gi B sa ty jy nyň «tä ze» 
ha ryt la ry na geç ýär. 3.28-nji tab li sa nyň se tir le ri A oýun çy nyň stra te gi-
ýa la ry ny, sü tün le ri bol sa B oýun çy nyň stra te gi ýa la ry ny aň lad ýar.

Şeý le lik de, A we B oýun çy la ryň her bi ri niň üç stra te gi ýa sy (ha-
ry dy) bar. A oýun çy nyň mak sa dy öz utu şy ny mak si mal ýag daý da 
sak la mak, B oýun çy nyň mak sa dy bol sa öz ut du ry şy ny we beý le ki niň 
utuşy ny mi ni mal laş dyr ma ga ça lyşmakdyr. 

Oý nuň ba ha sy, onuň aşa ky we ýo kar ky çäk le ri. m˟n ter tip li 
mat ri sa ly oý na se re de liň: 
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a a a
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Mat ri sa nyň se tir le ri bi rin ji (I) oýun çy nyň stra te gi ýa la ry ny, sü-
tün le ri ikin ji (II) oýun çy nyň stra te gi ýa la ry ny aň lad ýar.

Her bir oýun çy nyň mak sa dy özü niň iň go wy stra te gi ýa sy ny 
tap mak dan yba rat dyr. I oýun çy nyň iň go wy stra te gi ýa sy ny ta pa lyň. 
Matri sa nyň her se ti rin dä ki elementleriň iň kiçisini αi, i=1,…,m bi len 
bel gi lä liň:

min .a
j

i ij=a

Bu αi sa ny, ýag ny dür li Ai stra te giýa la ryn da ky iň az utuş la ry bi-
lip, I oýun çy iň er bet ýag daý da uly utu şa eýe bol mak üçin bu san la ryň 
iň ulu sy ny saý lap al ýar. Ony α bi len bel gi lä liň, ýag ny:

maxmina
i j

ij=a

3.12nji kes git le me. maxmina
i j

ij=a  ulu ly ga oý nuň ba ha sy nyň 
aşa ky çä gi ýa-da mak si mi ni di ýil ýär. Bu ulu ly ga de giş li stra te gi ýa 
(se ti re) mak si min stra te gi ýa (se tir) di ýil ýär.

Eger II oýun çy Bj stra te gi ýa ny saý la sa we bu ýag daý I oýun ça 
bel li bol sa, on da ikin ji oýun çy nyň utu ly şy iň er bet ýag daý da maxa

i
ij  

bo lar. Ýö ne II oýun çy öz utu ly şy mi ni mal bo lar ýa ly stra te gi ýa ny saý-
la ýar:

minmaxa
j i

ij=b

3.13nji kes git le me. minmaxa
j i

ij=b  ulu ly ga oý nuň ba ha sy nyň 
ýo kar ky çä gi ýa-da mi ni mak sy di ýil ýär. Bu ulu ly ga de giş li stra te gi-
ýa (se ti re) mi ni maks stra te gi ýa (se tir) di ýil ýär.

3.3nji teo re ma. Oý nuň aşa ky ba ha sy el my da ma onuň ýo kar ky 
ba ha syn dan geç me ýär, ýag ny:

a ≤ β.
3.14nji kes git le me. Eger a ≤ ϑ ≤ β deň siz li gi ka na gat lan dyr ýan 

ϑ san bar bolsa, onda bu sana oý nuň ba ha sy di ýil ýär. 
3.15nji kes git le me. Oýun üçin a*

ij= = =a b j  deň lik ýe ri ne 
ýet ýän oý na eýer no kat ly oýun, a*

ij  ele mente mat ri sa nyň eýer ele-
ment i di ýil ýär. 
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Bu ýag daý da tö leg mat ri sa sy nyň eýer ele men ti bar di ýil ýär. Tö-
leg mat ri sa sy nyň eýer ele men ti bar bol sa, on da oýun me se le si çö zü-
len ha sap edil ýär. Çö züw «aras sa» stra te gi ýa lar da be ril ýär. Eger tö leg 
mat ri sa sy nyň eýer ele men ti ýok bol sa (a<β), on da oýun me se le si niň 
çö zü wi ga ry şyk stra te gi ýa lar da be ril ýär. Ga ry şyk stra te gi ýa lar oýun-
çy la ryň stra te gi ýa la ry na de giş li äh ti mal lyk lar dan dü zü len wek tor lar 
ýa ly aň la dyl ýar. 

Bi rin ji oýun çy nyň ga ry şyk stra te gi ýa sy X=(x1, x2,…,xm) – äh ti-
mal lyk lar top lu my bi len be ril ýär, ýag ny xi– I oýun çy nyň Ai stra te gi-
ýa ny saý lap al ma gy nyň äh ti mal ly gy. Y=(y1, y2,…,yn) – ikin ji oýun çy-
nyň ga ry şyk stra te gi ýa sy. Bu ýer de yj II oýun çy nyň Bj stra te gi ýa sy ny 
saý la ma gy nyň äh ti mal ly gy dyr. Diý mek aşak da ky şert ler ýe ri ne ýet-
me li:

0 ≤ xi ≤ 1, ;x 1
i

m

1
i =

=

/  0 ≤ yj ≤ 1, y 1
n

i 1
j =

=

/ .

Ga ry şyk stra te gi ýa lar ula ny lan da II oýun çy nyň utu şy nyň ma te-
ma ti ki ga raş ma sy ny, ýag ny

a x y
11 j

n

i

m

ij i j
==

//

ulu ly gy onuň utu şy nyň ulu ly gy hök mün de ka bul et mek bo lar.
3.4nji teo re ma. (Oýun lar na za ry ýe ti niň esa sy teo re ma sy). Iki 

oýun çy nyň nol jem li is len dik tü ke nik li oý nu nyň iň bol man da bir çö-
zü wi bar dyr, ýag ny op ti mal stra te gi ýa lar jü bü ti bar dyr. Umu my ýag-
daý da ga ry şyk op ti mal stra te gi ýa lar bar dyr.

Op ti mal stra te gi ýa nyň kö me gi bi len oý nuň ba ha sy na (ϑ) deň utu-
şy tap mak ly ga müm kin çi lik bar dyr: a ≤ ϑ ≤ β.

I oýun çy nyň Xi op tim stra te gi ýa ny saý lap al ma gy oňa II oýun çy nyň 
is len dik gö çü min de oý nuň ba ha syn dan az bol ma dyk utu şy özü ne üp-
jün et mä ge esas ber ýär, şol se bäp li:

i

m

1=

/ aij xi op tim≥ϑ.

Edil şo ňa meň zeş lik de, II oýun çy nyň yj op tim stra te gi ýa ny saý lap 
al ma gy oňa I oýun çy nyň is len dik gö çü min de oý nuň ba ha syn dan köp 
bol ma dyk utu ly şy üp jün et mä ge müm kin çi lik ber ýär, şol se bäp li:

j

n

1=

/ aij yj op tim≤ϑ.
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Eger tö leg mat ri sa syn da eýer no ka dy ýok bol sa, on da ga ry şyk 
stra te gi ýa ny tap mak me se le si mat ri sa nyň öl çe gi ulal dy gy ça kyn laş-
ýar. Bu ýag daý da uly öl çeg li tö leg mat ri sa sy nyň öl çe gi ni pe selt mä-
ge ym ty lyn ýar. Onuň üçin mat ri sa da ky bi ri-bi ri ni gaý ta la ýan ýa-da 
oýun ça beý le ki stra te gi ýa lar dan az bäh bit li stra te gi ýa la ry ýok et mek-
li ge ym ty lyn ýar. Me se lem, 

5 6 4 2 8

3 8 2 4 7

4 5 3 2 6

2 612 5

A =

J

L

K
K
K
K

N

P

O
O
O
O

tö leg mat ri sa syn da: 

max(2,2,2,1) 2, min 5,8,4,4,8 4
i j

= = = =a b ] g , ýag ny a≠β.

Mat ri sa nyň üçün ji se ti ri niň ele ment le ri de giş li lik de bi rin ji se ti-
riň ele ment le rin den ki çi dir, şeý le lik de oňa de giş li stra te gi ýa I oýun ça 
bäh bit siz dir. Edil şo ňa meň zeş lik de, dör dün ji se ti riň ele ment le ri, de-
giş li lik de bi rin ji se ti riň ele ment le rin den ki çi dir we oňa de giş li stra te-
gi ýa I oýun ça bäh bit siz dir. Şol se bäp li, mat ri sa nyň üçün ji we dör dün ji 
se tir le ri ni taş lap bo lar. Ikin ji oýun çy nyň I, II we V stra te gi ýa la ry na 
de giş li sü tün le ri de ňeş di rip, mat ri sa nyň ikin ji we bä şin ji sü tün le ri ni 
taş lap bo lar. Ne ti je de, aşak da ky 2×3 ter tip li 
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2
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4
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tö leg mat ri sa bi len be ril ýän, çöz me si ýe ňil mat ri sa oý nu ny ala rys.
Oýun lar tö leg mat ri sa nyň ter ti bi ne gö rä 2×n; m×2; m×n ter tip li 

bol ýar lar.
2×n we m×2 gör nüş li mat ri sa oýun la ry nyň gra fi ki usul da çö

zü li şi. Mat ri sa ly oýun lar da iň bol man da bir oýun çy da ba ry-ýo gy iki 
stra te gi ýa sy bo lan da me se lä ni gra fi ki usul da çö züp bol ýar. 2×n gör-
nüş li (öl çeg li) tö leg mat ri sa ly oýun la ryň, ýag ny I oýun çy sy nyň iki 
sra te gi ýa sy bo lan oýun la ryň gra fi ki usul da çö zü li şi ne ga ra lyň. Oý nuň 
eýer no ka dy ýok ýag da ýy na se re de liň. Oýun çy la ryň stra te gi ýa sy ny 
3.29-njy tab li sa da be re liň.
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3.29-njy tab li sa

                                                                Ikin ji oýun çy nyň stra te giýa la ry

Bi rin ji oýun çy nyň stra tegi ýa la ry

y1 y2 ... yj ... yn

x1 a11 a12 ... a1j ... a1n

x2=1 – x1 a21 a22 ... a2j ... a2n

Tab li sa da aşak da ky bel gi le me ler ka bul edi len dir:
x1 – bu I oýun çy ta ra pyn dan 1-nji stra te gi ýa nyň ula nyl ma gy nyň 

äh ti mal ly gy;
x2=1-x1 – bu I oýun çy ta ra pyn dan 2-nji stra te gi ýa nyň ula nyl ma-

gy nyň äh ti mal ly gy;
yj – bu II oýun çy ta ra pyn dan j-nji (j=1,…,n) stra te gi ýa nyň ula-

nyl ma gy nyň äh ti mal ly gy.
II oýun çy j-nji (j=1,…,n) stra te gi ýa ny ula nan ha la tyn da I oýun-

çy nyň ga raş ýan utu şy:
a1jx1+a2jx2=a1jx1+a2j(1– x1)=a1jx1+a2j– a2jx1=(a1j-a2j)x1+a2j,(j=1,…,n)

ulu ly ga deň dir. Bu mag lu mat la ry 3.30-njy tab li sa da ýer leş di re liň.
3.30-njy tab li sa

II oýun çy nyň aras sa stra te gi ýa sy I oýun çy nyň ga ra şyl ýan utuşlary

1 (a11– a21) x1+a21

2 (a12– a22) x1+a22

... ...
j (a1j– a2j) x1+a2j

... ...
n (a1n– a2n) x1+a2n

Bu ýer den I oýun çy nyň ga ra şyl ýan utu şy nyň x1 ulu ly ga çy zyk ly 
bag ly dy gy gö rün ýär. I oýun çy nyň ga ra şyl ýan utuş la ry ny x1 ulu lyk dan 
çy zyk ly funk si ýa hök mün de X1 oka gö rä gu ra lyň.

I oýun çy öz ga raş ýan iň az utu şy ny mak si mal laş dyr ma ga ym ty-
lyp stra te gi ýa la ry saý la ýar. Şol se bäp li, I oýun çy nyň op ti mal stra te gi-
ýa sy onuň ga raş ýan iň az utu şy ny mak si mal laş dyr ýan gö nü le riň ke-
siş ýän no ka dy hök mün de kes git le nil ýär. De giş li lik de, II oýun çy nyň 
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op ti mal stra te gi ýa sy onuň ga raş ýan ut du ryş la ry ny mi ni mal laş dyr ýan 
gö nü le riň ke siş ýän no ka dy hök mün de kes git le ni ler.

3.48nji me se le 
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tö leg mat ri sa sy bo lan oý nuň ba ha sy ny we oýun çy la ryň op ti mal stra-
te gi ýa la ry ny tap ma ly. 

Çö zü li şi
Berlen oýnuň A mat ri sa nyň oýun çy la ra bäh bit li däl stra te gi ýa la-

ry taş la ny lan dan soň ra al nan oý un bilen, ýagny:
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mat ri sa ly oýun bi len deň güýç li bol jak dy gy gö rün ýär. 
Ýo kar da gi ri zi len bel gi le me le ri ula na lyň:
xi – bu I oýun çy ta ra pyn dan i-nji (i=1, 2, 3, 4) stra te gi ýa nyň ula-

nyl ma gy nyň äh ti mal ly gy;
yj – bu II oýun çy ta ra pyn dan j-nji (j=1, 2, 3, 4, 5) stra te gi ýa nyň 

ula nyl ma gy nyň äh ti mal ly gy.
Bu äh ti mal lyk la ryň x1+x2+x3+x4=1 we y1+y2+y3+y4+y5=1 deň lik-

le ri ka na gat lan dyr ýan dy gy bel li dir. Ýö ne ýo kar da ge çi ri len ýö ne keý-
leş dir me den soň x2=x4=0 we y2=y5=0 deň li k alynýar. 

Bu mag lu mat la ry 3.31-nji tab li sa da ýer leş di re liň:
3.31-nji tab li sa

II oýun çy nyň aras sa 
stra te gi ýa la ry

I oýun çy nyň ga ra şyl ýan utuş la ry

1 (a11– a21) x1+a21= (5 – 3) x1+3 = 2x1+3
3 (a12– a22) x1+a22=(4 – 2) x1+2 = 2x1+2
4 (a13– a23) x1+a23=(2 – 4) x1+4 = – 2x1+4

Tab li sa da ber len oý nuň çö zü wi ni gra fi ki usul da çöz mek üçin 
X1 ok da x1=0 we x1=1 no kat la ry ýer leş di re liň. Ola ryň üs ti bi len X1 
oka per pen di kul ýar bo lan gö nü le ri ge çi re liň. x1=0 we x1=1 ba ha la ry 
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2x1+3, 2x1+2,– 2x1+4 aň lat ma lar da or nun da go ýup we al nan no kat la ry 
bir leş di rip, de giş li gö nü le ri ala rys (3.12-nji surat).

x2=-2x1+4

x2=2x1+3

x2=2x1+2

x1=0

1

2

3

4

M

ϑ

5

4

3

2

1

3.12nji su rat

Su rat dan I oýun çy nyň op ti mal stra te gi ýa sy nyň 2x1+2 we – 2x1+4 
aň lat ma la ryň deň li gin den kes git len ýän di gi gö rün ýär: 2x1+2 = –2x1+4, 
x1=1/2, x2=1– x1= 1/2, ϑ = 2x1+2 = 2∙1/2+2 = 3. Bi rin ji oýun çy nyň op-
timal çö zü wi X̅op tim= (1/2, 1/2, 0, 0), oý nuň ba ha sy bol sa ϑ = 3. 

II oýun çy nyň op ti mal stra te gi ýa sy ny ta pa lyň. 2x1+2 we – 2x1+4 
aň lat ma lar II oýun çy nyň 3-nji we 4-nji aras sa stra te gi ýa la ry na la ýyk 
gel ýär ler, şo nuň üçin y1 = y2 = y5= 0 we y3 = 1– y4. Aşak da ky 3.32-nji 
tab li sa ny gu ra lyň.

3.32-nji tab li sa

I oýun çy nyň aras sa stra te gi ýa la ry II oýun çy nyň ga ra şyl ýan utuş la ry

1 (4-2) y4+2=2y4+2
2 (2-4) y4+4=-2y4+4

Tab li sa da ber len oý nuň çö zü wi ni gra fi ki usul da çöz mek üçin 
Y4 ok da y4= 0 we y4= 1 no kat la ry ýer leş di re liň. Ola ryň üs ti bi len
Y4 oka per pen di kul ýar bo lan gö nü le ri ge çi re liň. y4= 0 we y4 = 1 ba ha-

x1=1
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la ry 2y4+2, – 2y4+4 aň lat ma lar da or nun da go ýup we al nan no kat la ry 
bir leş di rip, de giş li gö nü le ri ala rys.

y3=-2y4+4 y3=2y4+2

y4=0 y4=1

M

ϑ

5

44

33

22

11

3.13nji su rat

Gö nü le riň ke siş ýän no ka dyn da 2y4+2=-2y4+4 deň dir. Bu ýer den 
y4=1/2, y3=1-y4=1/2, ϑ=2y4+2=2∙1/2+2=3. II oýun çy nyň op timal çö-
zü wi Y̅op tim=(0, 0, 1/2, 1/2, 0), oý nuň ba ha sy bol sa ϑ=3 bo lar. 

3.6.3. Oýun lar na za ry ýe ti niň me se le si niň çy zyk ly
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ne ge ti ri li şi 

Umu my ýag da ýa, ýag ny m×n öl çeg li oý na se re de liň. Ol:

A

a a a

a a a

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

g

g

g g g g g

g

=

J

L

K
K
K
K

N

P

O
O
O
O

tö leg mat ri sa sy bi len ber len bol sun. Goý, tö leg mat ri sa sy nyň eýer 
ele men ti ýok di ýe liň. On da oý nuň çö zü wi ni ga ry şyk stra te gi ýa lar-
dan göz le me li. Bi rin ji oýun çy nyň ga ry şyk stra te gi ýa sy X=(x1, x2,…, 
xm) – äh ti mal lyk lar top lu my bi len be ril ýär, ýag ny xi I oýun çy nyň Ai 
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stra te gi ýa ny saý lap al ma gy nyň äh ti mal ly gy. Y=(y1, y2,…,yn) – ikin ji 
oýun çy nyň ga ry şyk stra te gi ýa sy. Bu ýer de yj ikin ji oýun çy nyň Bj stra-
te gi ýa sy ny saý la ma gy nyň äh ti mal ly gy dyr. Diý mek aşak da ky şert ler 
ýe ri ne ýet me li:

0 ≤ xi ≤ 1, ;x 1
i

m

1
i =

=

/  0 ≤ yj ≤ 1, .y 1
j

n

1
j =

=

/
Op ti mal ýag daý da bi rin ji oýun çy nyň al jak utu şy (ma te ma ti ki ga-

raş ma sy) oý nuň ba ha syn dan az bol ma ly däl (ikin ji oýun çy nyň haý sy 
stra te gi ýa ny saý la ýan dy gy na ga ra maz dan ikin ji oýun çy nyň al jak utu-
şy oýnuň ba ha syn dan uly bol ma ly däl). On da op ti mal ga ry şyk stra te-
gi ýa lar da aşak da ky şert le r ka na gat lan dy ryl ma ly bo lar, ýag ny
bi rin ji oýun çy üçin:

i

m

1=

/ aij xi ≥ ϑ          ( j=1, 2,…,n), 

i

m

1=

/ xi = 1,                0 ≤ xi ≤ 1, 

ikin ji oýun çy üçin:

j

n

1=

/ aij yi ≤ ϑ        (i =1, 2,…,m),

j

n

1=

/ yj= 1, 0 ≤ yj ≤ 1.

,x x y
y* *i j

i j= =
j j

bel gi le me le ri gi ri zip, ýo kar ky me se le le ri baş ga gör nüş de ýaz ýa rys:
bi rin ji oýun çy üçin:

F=∑xi
*= 1
j

→min,         
, ,

,

, ,

, , ,

a x j n

x i m

1 1

0 1

*

*
i

ij i

i

g

g

$

$

=

=
*
/

ikin ji oýun çy üçin:

F *=∑ yi
*= 1
j

→max,     
1, 1, , ,

0, 1, , ,

a y i m

y j n

*

*
j

ij j

j

g

g

#

$

=

=
*
/

me se le ler al nar. Ýo kar ky me se le ler de  x1+x2+...+xm=1 we 
y1+y2+...+yn=1 deň lik leri ϑ sa na bö lenimizde x*

i  y*
j  nä bel li le re gö rä: 

Emele gelýän
1F

x x x x x x* **
m

1 2
1

m
2g g= + + + = + + + =

j j j j
 we

1F
y y y

y y y* * * *n1 2
1 2 ng g= + + + = + + + =

j j j j
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deň lik le ri ulandyk. Bi rin ji oýun çy nyň oý nu nyň ϑ ba ha sy ny mak si-
mal laş dyr ma ly, ikin ji oýun çy nyň öz oý nu nyň ϑ ba ha sy ny mi ni mal-
laş dyr ma ly. On da, bi rin ji oýun çy üçin ϑ →max bol ma ly dy gy se bäp li,

F′= 1
j

→min bol ma ly bol ýar. Diý mek, minF x x x* * *
m1 2 "g= + + +

göz le nil me li. Ikin ji oýun çy öz oý nu nyň ϑ ba ha sy ny mi ni mal laş dy-

ran da, 1
j

 ulu ly gy mak si mal laş dyr ma ga ( 1
j

→max) ym ty lýar. Ýag ny, 
ikin ji oýun çy üçin F y y y* * * *

n1 2 "= + ++ max göz le nil me li.
Bu me se le ler çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň çatyrymlanan 

me se le le ri dir.
Şeý le lik bi len, oýun lar na za ry ýe ti niň m×n öl çeg li mat ri sa ly oýun 

me se le si ni aşak da ky ýol bo ýun ça çöz ýär ler:
1) Ber len tö leg mat ri sa sy nyň eýer ele men ti niň bar dy gy ny bar la-

ma ly. Eger eýer ele ment bar bol sa, on da çö züw «aras sa» stra te gi ýa-
lar da dyr.

2) Eger eýer ele ment ýok bol sa, on da müm kin bol sa mat ri sa nyň 
öl çe gi ni ki çelt me li (gaý ta lan ýan we bäh bit siz stra te gi ýa la ry ýok et-
me li). 

3) Op ti mal stra te gi ýa la ry (ga ry şyk stra te gi ýa la ry) tap ma ly.

3.6.4. Oý nuň ýö ne keý leş di ri li şi

Eger m×n öl çeg li oý nuň tö leg mat ri sa sy nyň eýer ele men ti ýok 
bol sa, on da m we n ulu lyk la ryň uly ba ha la ryn da oý ny çöz mek kyn 
düş ýär. Şo nuň üçin oýun me se le si çö zü len de oý ny ýö ne ke ýleş dir me-
giň (tö leg mat ri sa sy nyň öl çe gi ni ki çelt me giň) dür li usul la ry ny ulan-
mak peý da ly bol ýar.

Şeý le usul la ryň iki sa ny sy na se re dip ge çe liň. 
Gaý ta lan ýan stra te gi ýa la ry ýok et mek.
Eger tö leg mat ri sa syn da meň zeş se tir ler ýa-da sü tün ler bar bol sa, 

on da ola ryň bi rin den ga lan la ry ny taş la ma ly.
Oýun çy lar üçin bäh bit siz stra te giya la ry ýok et mek.
Eger bir se ti riň ele ment le ri beý le ki se ti riň de giş li ele ment le rin-

den uly bol ma sa (ki çi ýa-da deň bol sa), on da ki çi ele ment le ri bo lan 
se ti re de giş li stra te gi ýa bi rin ji oýun çy üçin bäh bit siz ha sap lan ýar we 
bu se tir taş lan ýar. Şeý le ýol bi len äh li se tir ler jü büt-jü büt den de ňeş-
di ril ýär.
12. Sargyt № 2463



178      

Eger bir sü tü niň ele ment le ri beý le ki sü tü niň de giş li ele ment le-
rin den ki çi bol ma sa (uly ýa-da deň bol sa), on da uly ele ment le ri bo lan 
sü tü ne de giş li stra te gi ýa ikin ji oýun çy üçin bäh bit siz ha sap lan ýar we 
bu sü tin taş la nyar. Şeý le ýol bi len äh li sü tün ler jü büt-jü büt den de ňeş-
di ril ýär.

3.6.5. Tö wek gel çi lik şert ler indä ki mat ri sa ly oýun lar

Kä bir ýag daý lar da oýun çy la ryň çö züw ka bul ed ýän ýag-
daýlarynda, oý nuň şert le ri ba ra da ýe ter lik mag lu mat lar bol ma ýar. 
Me se lem, haý sy hem bol sa bir ha ry da bo lan is leg ba ra da ky mag lu-
mat lar ýe ter lik däl bo lup bi ler. Şeý le ýag daý lar da çö züw ka bul et-
mek lik oýun çy la ra bag ly däl-de, ob ýek tiw şert le re bag ly bol ýar. Şol 
ob ýek tiw şert le re oýun lar na za ry ýe tin de «te bi gy şert ler» ýa-da şol 
şert le riň de giş li oýun çy sy na «te bi gat» di ýip at ber ýär ler, oý na bol sa 
«te bi gat bi len oýun» di ýil ýär.

Goý, A oýun çy nyň m sa ny dür li A1, A2,…,Am stra te gi ýa la ry, «te-
bi ga tyň» (T-niň) n sa ny dür li T1, T2,…,Tn ýag daý la ry bar bolsun. Goý, 
A oýun çy nyň aij utuş la ry bel li bol sun. On da tö leg mat ri sa sy ny şeý le 
ýa zyp bo lar (3.33-nji tablisa).

3.33-nji tab li sa
        T
 A 

T1 T2 … Tn

A1 a11 a12 … a1n

A2 a21 a22 … a2n

… … … … …
Am am1 am2 … amn

A oýun çy nyň iň go wy ne ti je ber jek stra te gi ýa sy ny tap mak ta lap 
edil ýär. 

Oýun lar na za ry ýe tin de tö wek gel lik (ýit gi) di ýen dü şün je gi ri zil-
ýär. 

«Te bi gat» Tj ýag daý da bo lan da A oýun çy nyň Ai stra te gi ýa ny 
saý lan da eme le ge len tö wek gel lik li ýag da ýyň ba ha la ry rij bi len bel-
gi len ýär . rij ulu lyk iki utu şyň ara syn da ky ta pa wut dyr. Bi rin ji utuş A 
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oýun çy nyň «te bi ga tyň» Tj ýag daý da bol ja gy ny öňün den bi len ýag da-
ýyn da ky utu şy dyr. Ikin ji utuş ga lan ýag daý lar da ky utuş dyr.

Eger A oýun çy «te bi ga tyň» Tj  ýag daý da bol ja gy ny öňün den bil-
se, on da ol Tj  sü tün dä ki mak si mal utu şy ber ýän Ai stra te gi ýa ny (se ti ri) 
saý lar. Ýag ny 

βj = maxaij bo lar. On da rij = βj – aij ≥ 0.

Tö leg mat ri sa sy nyň her bir ele men ti üçin tö wek gel li giň ulu ly-
gy ny kes git läp bol ýar. Ýag ny tö leg mat ri sa syn dan tö wek gel lik le riň 
mat ri sa sy na ge çip bol ýar.

My sa la se re de liň. Goý, T ba za ryň eme le ge len ýag da ýy nyň (kon-
ýunk tu ra sy nyň) anyk däl lik şert le rin de söw da ope ra si ýa sy me ýil leş-
di ril ýän bol sun. Ba za ryň bo lup bil jek dört sa ny T1, T2, T3, T4 disk ret 
ýag daý la ry çak la nyl ýan bol sun. A oýun çy nyň üç sa ny A1 A2, A3 aras sa 
stra te gi ýa la ry bar bol sun. Tö leg mat ri sa sy aşak da ky gör nüş de bol sun 
(3.34-nji tablisa).

3.34-nji tab li sa
        T
 A 

T1 T2 T3 T4

A1 2 6 2 9
A2 31 8 4 3
A3 4 6 6 2

Bu mat ri sa nyň her bir sü tü ni niň mak si mal ele ment le ri ni ta pa lyň: 
β1=a31=4 – bi rin ji sü tün üçin, β2=a22 =8 – ikin ji sü tün üçin, β3=a33=6 
– üçün ji sü tün üçin, β4=a14=9 – dör dün ji sü tün üçin.

In di j-nji sü tü niň äh li ele ment le ri ni βj ulu lyk dan aý ra lyň we ne ti-
jä ni de giş li öý jük de ýa za lyň (3.35-nji tablisa).

3.35-nji tab li sa
        T
 A 

T1 T2 T3 T4

A1 2 2 4 0
A2 1 0 2 6
A3 0 2 0 7

Bu mat ri sa tö wek gel lik le riň mat ri sa sy dyr. Bu mat ri sa lar dan gör-
nü şi ýa ly, eger ba za ryň ýag da ýy T1 bol sa, on da biz 4 bir li ge deň bo lan 
iň uly utu şy alyp bi le ris. Diý mek, A2 stra te gi ýa ny saý la mak ýe ter lik 
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de re je de go wu dyr. Eger ba zar T4 ýag daý da bol sa, on da A2 stra te gi ýa-
ny saý la mak has ýa ra maz bo lar dy.

Bu ýer de r13=4-e deň bo lan ki çi mak si mal tö wek gel lik li A1 stra-
te gi ýa ny saý la mak has go wy bol ma gy müm kin.

3.6.6. «Te bi ga tyň» ýag da ýy ny ba ha lan dyr ma gyň 
kri te ri le ri

Kes git siz lik şert ler de esas lan dy ry lan çö züw ka bul et mek üçin T 
«te bi ga tyň» ýag daý la ry ny ba ha lan dyr ma gyň kri te ri le ri ba ra da şert-
leş mek ze rur dyr. «Te bi ga tyň» ýag daý la ry ba ra da ky mag lu mat la ryň 
(do ly däl mag lu mat la ryň) gör nü şi ne bag ly lyk da şeý le kri te ri ler dür-
li-dür li bol ýar lar we ka bul edil ýän çö züw ler hem dür li-dür lü dir. 

Goý, te bi ga tyň T1, T2, T3, .., Tn ýag daý la ry na de giş li äh ti mal lyk lar 
bel li bol sun. Bu äh ti mal lyk la ry Q1, Q2, Q3,…,Qn görnüşde bel gi lä liň. 

On da Q1+Q2+Q3+…+Qn=1 deň lik ýe ri ne ýet ýär. Çö zü wi ka bul 
et me giň kri te ri si hök mün de utu şyň or ta ba ha sy ny (ma te ma ti ki ga raş-
ma sy ny) ala lyň. A oýun çy nyň her bir stra te gi ýa sy üçin or ta utu şy a̅i 
bi len bel gi lä liň. a̅i ulu lyk şeý le kes git len ýär:

a̅i=ai1Q1+ai2Q2+…+ainQn=
j

n

1=

/aijQj.

Op ti mal stra te gi ýa a̅i or ta utuş la ry mak si mal laş dyr ýan stra te gi-
ýa dyr.

maxa a*
i

i
i= r  – oý nuň ber len şert le rin de A oýun çy nyň mak si mal 

or ta utu şy.
My sa la se re de liň.
Goý, ha ryt da şar da, açyk as ma nyň aşa gyn da sak lan ýan bol sun. 

Bu şert de ho wa nyň ha ry dyň hi li ne tä sir et je gi düş nük li dir. 
Goý, ho wa nyň ýag daý la ry öňün den bel li bol ma dyk T1, T2, T3, T4 

ýag daý lar bol sun, ola ra de giş li bo lan äh ti mal lyk lar Q1=0,1; Q2= 0,2; 
Q3=0,5; Q4=0,2 bol sun. Goý, A oýun çyň üç sa ny A1, A2, A3 he re ket 
ediş stra te gi ýa la ry bar bolsun. (Oýun çy ha ryt la ra dür li ba ha la ry bel le-
mek bi len bu ha ry da bo lan is le ge tä sir edip bil ýär). Dür li stra te gi ýa lar 
oýun ça (sa ty ja) dür li gir de ji be rer. Goý, aşak da ky mat ri sa ber len bol-
sun (3.36-njy tablisa).
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3.36-njy tab li sa
        T 
 A 

T1 T2 T3 T4 a̅i

A1 1 4 5 9 5,2
A2 3 8 4 3 4,5
A3 4 6 6 2 5,0
Qj 0,1 0,2 0,5 0,2 -

Tab li sa nyň iň soň ky sü tü nin de her bir stra te gi ýa de giş li or ta utuş-
lar gör ke zi len. Bu or ta utuş lar aşakdaky ýaly ha sap lan ylýar: 

a̅1 = 1∙0,1+4∙0,2+5∙0,5+9∙0,2 = 0,1+0,8+2,5+1, 8 = 5,2;
a̅2 = 3∙0,1+8∙0,2+4∙0,5+3∙0,2 = 0,3+1,6+2+0, 6 = 4,5; 
a̅3 = 4∙0,1+6∙0,2+6∙0,5+2∙0,2 = 0,4+1,2+3+0,4 = 5.
Bu tab li sa nyň iň soň ky sü tü nin den gör nü şi ýa ly, A1 stra te gi ýa op-

ti mal stra te gi ýa dyr:
maxa a*

i
ii = r  (5, 2; 4, 5; 5, 0) = 5,2.

Köp lenç ýag daý da çö züw ka bul edilende «te bi ga tyň» bo lup bil-
jek ýag daý la ry na de giş li äh ti mal lyk lar ba ra da hiç zat bil me ýä ris. Şeý-
le ýag daý da nä bel li äh ti mal lyk la ry gi po te za la ryň üs ti bi len ba ha lan-
dyr mak ge rek.

Eger «te bi ga tyň» äh li ýag daý la ry bir meň zeş bol sa, on da bu ýag-
daý lar deň äh ti mal lyk ly di ýen gi po te za ny öňe sü rüp, şeý le ýaz mak 
bo lar:

Q1= Q2= ... = Qn= 
n
1 .

Bu gi po te za «Lap la syň ýe ter lik däl esas ly prin si pi» diý lip at lan-
dy ryl ýar.

Çö züw ka bul et me giň kri te ri si ni «te bi ga tyň» ýag daý la ry na de-
giş li äh ti mal lyk la ry ulan man hem dü züp bol ýar. Onuň üçin «mak si-
min» we «mi ni maks» diý len dü şun je le re esas lan ma ly. 

3.6.7. Wal da nyň mak si min li kri te ri si

Bu kri te ri bo ýun ça oýun çy mi ni mal utu şy mak si mal laş dyr ýan 
stra te gi ýa ny saý la ma ly. Bu stra te gi ýa oýun ça iň ýaramaz şert ler de tö-
leg mat ri sa sy nyň mak si mi nin den az bol ma dyk utu şy ke pil len dir ýär: 
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maxminW a
i j

ij=

My sa la se re de liň. Goý, aşak da ky tö leg mat ri sa sy ber len bol sun 
(3.37-nji tablisa).

3.37-nji tab li sa
        T
 A 

T1 T2 T3 T4 a̅i

A1 1 4 5 9 1
A2 3 8 4 3 3
A3 4 6 6 2 2

mina a
i

i ij= ;

max (1;3;2) 3W a max
i

i= = = .

Wal da nyň kri te ri si ne gö rä A oýun çy A2 stra te gi ýa ny saý la ma ly. 
Oýun çy iň ýaramaz ýag daý da üç den az bol ma dyk utu şy al ýar.

3.6.8. Se wi jiň mi ni maks ly kri te ri si

Bu kri te ri bo ýun ça ka bul edil ýän çö züw (Ai stra te gi ýa) iň ýara-
maz ýag daý da rij tö wek gel li gi mi ni mal laş dyr ýar: 

minmaxS r
i j

ij= .

Bu kri te ri bo ýun ça çö züw ka bul edi len de is len dik şert ler de uly 
tö wek gel lik den daş da du rul ýar. 

My sa la se re de liň:
Goý, bi ze aşak da ky tö wek gel lik ler mat ri sa sy ber len bol sun 

(3.38-nji tablisa).
3.38-nji tab li sa

        T
 A 

T1 T2 T3 T4 ri

A1 3 4 1 0 4
A2 2 0 2 6 6
A3 0 2 0 7 7

Tab li sa nyň soň ky sü tü nin de maxr r
j

i ij=  ulu lyk lar kes git le nip 
goýlan. (Her bir se tir de iň uly tö wek gel lik kes git len ýär).

Se wi jiň kri te ri si bo ýun ça oýun çy A1 stra te gi ýa ny saý la ma ly. 
Çün ki A1 stra te gi ýa oýun ça mi ni mal tö wek gel li gi üp jün ed ýär: 
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min 4S r
i

ij= = .

Wal da nyň we Se wi jiň kri te ri le ri ne aşa göw nü çök gün lik (pes si-
mizm) kri te ri le ri di ýil ýär.

3.6.9. Gur wi siň kri te ri si. Göw nü çök gün lik – 
göw nüýe ti ji lik (pes si mizm – op ti mizm) kri te ri si

Bu kri te ri çö züw ka bul edi len de aşa göw nü çök gün lik den we aşa 
göw nü ýe ti ji lik den daş da dur mak ly gy maslahat berilýär.

max min 1 max .H x a x a
ji

ij
j

ij= + -] g8 B
0≤ x ≤1 x =1 bo lan da Wal da nyň kri te ri si al nar. 

max 1min 1 1 max maxminH a a a W
i j j i j

ij ij ij= + - = =] g8 B
x = 0 bo lan da aşa göw ni ýe ti ji lik kri te ri si al nar.

max 0min 1 0 max maxmaxH a a a
i j j i j

ij ij ij= + - =] g8 B
Bu ýer de iň go wy ýag daý da mak si mal utuş al nar. 

3.6.10. Köp çü lik le ýin oýun lar ba ra da

Umu my ýag daý da oý na köp oýun çy gat na şyp bil ýär. Bu oýun lar 
«birleşme dö ret mek usu ly» bi len ýö ne keý leş di ril ýär. Oý na gat naş ýan 
oýun çy lar iki sa ny bir leş me dö rär ýa ly wagt la ýyn bir leş ýär ler. My-
sal üçin, eger oý na n = 5 oýun çy gat naş ýan bol sa, on da olar bi rin-
de 2 oýun çy, beý le ki sin de 3 oýun çy bo lar ýa ly wagt la ýyn 2 to pa ry 
dö red ýär ler. Her bir leş mä gir ýän oýun çy la ryň is leg le ri wagt la ýyn ça 
bir leş ýär ler. Şeý le lik de, bäş oýun çy nyň oý ny 2 oýun çy nyň oý nu na 
ge ti ril ýär. Utuş kes git le nen den soň her bir bir leş me dar ga ýar we bir-
leş mä niň için de tä ze oýun baş lan ýar. 

3.6.11. Oýun lar na za ry ýe ti niň me se le si ne
ge ti ril ýän kä bir mysallar

Eki şi me ýil leş dir mek. Goý, bug da ýyň A1, A2, A3 gör nüş le ri ekil-
ýän bol sun. Goý, te bi gat B1, B2, B3 ýag daý lar da bo lup bil ýän bol sun: 
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B1– gu rak ho wa; B2 – adaty ho wa; B3 – ýa gyş ly ho wa. Ha syl ly lyk di ňe 
ho wa ýag da ýy na bag ly di ýe liň.

Ekin le riň gör nüş le ri niň dür li ho wa şert le ri ne gö rä ha syl ly ly gy 
ba ra da ky mag lu mat lar we ekin le riň 1 sent ne ri niň ba ha sy 3.39-njy 
tab li sa da ber len.

3.39-njy tab li sa 
Baş lan gyç şert ler Eki niň sent ner dä ki ha syl ly ly gy

A1 A2 A3

B1 – gu rak ho wa 20 7, 5 0
B2 – adaty ho wa 5 12, 5 7, 5
B3 – ýa gyş ly ho wa 15 5 10
Bir sent ne riň ma nat da ky ba ha sy 2 4 8

Eki şiň mak si mal gir de ji ber jek me ýil na ma sy ny düz me li. 
1. Me se lä niň çö zü li şi. Eger bi ze ho wa şert le ri ba ra da çyn sta-

tis ti ki mag lu mat lar bel li bol sa, on da op ti mal lyk kri te ri si hök mün de 
alyn jak gir de ji niň ma te ma ti ki ga raş ma sy ny alyp bi le ris. Eki şiň op-
ti mal me ýil na ma sy gir de ji niň ma te ma ti ki ga raş ma sy ny mak si mu ma 
ýe tir me li. Eger şeý le mag lu mat lar ýok bol sa, on da me ýil na ma ny has 
er bet ho wa şert le ri ni göz öňün de tu tup düz me li. (Se bä bi ho wa şert le ri 
eki ne mak si mal zy ýan ýe ti rip bi ler). 

Eki şiň gör nü şi 1-nji oýun çy, ho wa şert le ri 2-nji oýun çy bo lup 
bi ler.

1-nji oýun çy nyň tö leg mat ri sa sy (utuş mat ri sa sy) şeý le bo lar: 

H

40

30

0

10

50

60

30

20

80

= f p.

Mat ri sa nyň ele ment le ri ma nat da aň la dy lan gir de ji le ri aň lad ýar.
Oý nuň ba ha sy nyň aşa ky we ýo kar ky çäk le ri ni tap ma ly:

a= max(10;20;0) = 20, 
β = min(40;60;80) = 40; 20 ≤ V ≤ 40.

x=(x1, x2, x3), y=(y1, y2, y3) – oýun çy la ryň ga ry şyk stra te giýa la ry. 
Oý ny çö züp, aşak da ky op ti mal stra te gi ýa la ry al ýa rys:

45
22 ,

45
18 ,

45
5 ;x = b l      

45
25 ,

45
9 ,

45
11y = b l.
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V=31,5 – mak si mal or ta ça gir de ji.
Op ti mal ýag daý da 

45
22  äh ti mal lyk bi len A1 ekin, 

45
18  äh ti mal lyk 

bi len A2 ekin, 
45
5  äh ti mal lyk bi len A3 ekin ekil ýär.

Eger A1, A2, A3 ekin le ri 22:18:5 gat na şyk da ek sek, on da is len dik 
ho wa şert le rin de azyn dan gek tar dan 31,5 ma nat gir de ji ala rys.

2. Gap magar şy lyk ly bäs le şik. Goý, A fir ma ba zar şert le rin de 
kä bir möw süm le ýin ha ry dy ön dür ýän bol sun. Bu ha ry da n wagt bir-
li gi niň do wa myn da is leg bar bol sun (me se lem, 45 gün, 3 aý, 1 ýyl 
dö wür ler de). Bu ha ryt i wagt pur sa tyn da ba za ra gel ýär (i = 1, 2,....,n).

Baş ga bir B fir ma öz hu su sy gir de ji si ba ra da ala da et män, A fir-
ma nyň ön dür ýän ha ry dy ny ön dür ýär. Bu ha ryt j wagt pur sa tyn da ba-
za ra gel ýär (j = 1, 2, ..., n).

Ne ti je de, bäs le şik ýü ze çyk ýar. B fir ma D kon ser ne da ýan ýar.
B fir ma nyň mak sa dy A fir ma ny çö ker mek, soň ra D kon ser niň maýasy-
na da ýa nyp, öň ki çyk da jy la ry ny dol mak. Bu mak sa da ýet mek üçin 
B fir ma öz ha ry dy ny pes ba ha dan sat ma ly (sa da usul). Ýö ne bu usu ly 
ga da gan ed ýän ka nun ýa-da yla la şyk hem bo lup bi ler. Şeý le ýag daý da 
B fir ma nyň ýe ke-täk edip bil jek za dy ha ry dyň ba za ra ge liş wagt pur-
sa dy ny saý la mak dyr.

A fir ma ny çö ker mek üçin B fir ma A fir ma nyň gir de ji si ni mi ni-
mal laş dyr ma ly.

Goý, bäs le şi ge gir ýän ha ryt la ryň hi li ola ryň ba za ra ge len wagt 
pur sa dy na bag ly di ýe liň. Ýag ny ha ryt nä çe giç ba za ra ge ti ril se şon ça-
da onuň hi li ýo ka ry we di ňe ýo ka ry hil li ha ryt ba zar da geç ýär.

Onda, eger A fir ma ha ry dy ny i wagt pur sa tyn da, B fir ma ha ry-
dy ny j > i pur sat da ba za ra ge tir se on da A fir ma j – i wagt bir li gin de 
gar şy daş syz c(j – i) gir de ji alar. Bu ýer de c – wagt bir li gin de ha ryt 
sa tu wyn dan alyn ýan gir de ji.

j wagt pur sa tyn da B fir ma nyň ha ry dy ba za ra çyk ýar (ýo ka ry hil li 
ha ryt). j – pur sat dan soň A fir ma nyň ha ry dy ba zar da geç me ýär, fir ma 
gir de ji al ma ýar. Eger i>j bol sa, on da A fir ma ýo ka ry hil li ha ryt çy ka-
ryp [i; n] wagt ke si min de gir de ji alar. Onuň gir de ji si c(n – i + 1) bo lar. 

Eger i=j bol sa, on da ha ryt la ryň iki si hem deň is le ge eýe bo lar we 
A fir ma:

( )c n i
2

1- +  gir de ji alar.
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A fir ma i-nji wagt bir li gi ni saý la mak bi len öz gir de ji si ni mak si-
mal laş dyr ma ga ym tyl ýar. B fir ma j-nji wagt bir li gi ni saý la mak bi len 
A fir ma nyň gir de ji si ni mi ni mal laş dyr ýar. 

Bu ýer de A fir ma bi rin ji oýun çy, B fir ma ikin ji oýun çy bol ýar.
1-nji oýun çy nyň stra te gi ýa sy x=(1, 2, …., n), 2-nji oýun çy nyň 

stra te gi ýa sy 
y=(1, 2, …., n) bo lar:

Tö leg (utuş) funk si ýa sy şeý le gör nüş de bo lar.

,

,

2
1 1 ,

1 , .

H i j

c j i i j

c ni i j

c ni i j

1

2

=

-

+ =

+

]
]
]

]

g
g
g

g
*

Hu su sy ha la se re de liň. Goý, n = 4 bol sun. On da x = (1, 2, 3, 4),
y = (1, 2, 3, 4) bo lar. Tö leg funk si ýa sy nyň ba ha la ry aşak da ky mat ri-
sa ny düz ýär ler:

2c

3c
2c

c

c

3c/2
2c

c

2c 3c

c 2c
c c

c c/2

H =

J

L

K
K
KK

N

P

O
O
OO

Bu oý ny çö züp, op ti mal stra te gi ýa la ry tap ýa rys:

2
1 ;0;

2
1 ;0 , 0;

2
1 ;

2
1 ;0 ,

2
3x x V c* *

= = =b bl l .

Diý mek A fir ma deň äh ti mal lyk bi len bi rin ji we üçün ji wagt bir-
li gin de, B fir ma deň äh ti mal lyk bi len ikin ji we üçün ji wagt bir li gin de 
ba za ra ha ryt ge tir me li.

Bu ýag daý da A fir ma nyň gir de ji si niň ma te ma ti ki ga raş ma sy 
2
3c

bo lar. 

1. Oýun diý lip nä mä aý dyl ýar?
2. Tö leg mat ri sa sy nyň ele ment le ri niň ma ny sy ny dü şün di riň.
3. Oý nuň ba ha sy we onuň aşa ky we ýo kar ky çäk le ri nä hi li ta pyl ýar?
4. «Aras sa», ga ry şyk we op ti mal stra te gi ýa lar diý lip nä mä aý dyl ýar?
5. Tö leg mat ri sa sy nyň öl çe gi ni nä hi li ki çelt me li?
6. «Te bi gat bi len oýun» nä hi li çö zül ýär?
7.  Mat ri sa ly oýun lar me se le si niň çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma me se-

le si ne ge ti ri li şi ni dü şün di riň.

So rag lar 
we 

ýumuşar
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3.49njy me se le. Tö leg mat ri sa sy ber len. 
8

2

1

7

4 3

5 6
A = d n.

Oý nuň ba ha sy nyň aşa ky we ýo kar ky çäk le ri ni tap ma ly.
Jogaby. a = 2, β=5.
3.50nji me se le. Aşak da ky (2×2) ter tip li oý ny çöz me li:

3 5

4 3
A = d n.

3.51nji me se le. Tö leg mat ri sa sy nyň öl çe gi ni ki çelt me li:
1 4 5 2

6 5 7 3

2 8 6 4

A = f p.

3.52nji me se le. Aşak da ky oýun üçin çy zyk ly prog ram ma laş-
dyr ma nyň me se le si ni düz me li:

3 2 5

4 1 6

6 8 3

A = f p.

3.53nji me se le. Aşak da ky tö leg mat ri sa sy üçin tö wek gel lik ler 
mat ri sa sy ny düz me li:

        A T A1 A2 A3

T1 3 5 2
T2 5 1 4
T3 4 3 5
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 IV bö lüm

ÇY ZYK LY DÄL PROG RAM MA LAŞ DYR MA NYŇ 
ME SE LE LE RI

§ 4.1. Çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri

4.1.1. Çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le le ri niň yk dy sa dy we geo met riki ma ny sy

Umu my ýag daý da çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le-
si kä bir f(x1, x2,…,xn) funk si ýa nyň mak si mum (mi ni mum) ba ha sy ny 
onuň ar gu ment le ri niň 

      
, , , , 1,2, , ,

, , , , 1, 2, ,

g x x x b i k

g x x x b i k k m

n i1 2

1 2

i

i n i

g g

g g

# =

= = + +

] ]
] ]

g g
g g

)  (1)

çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap mak dan yba rat dyr. 
Bu ýer de f we gi kä bir öz ar gu ment le ri ne gö rä çy zyk ly däl, ber len 
funk si ýa lar, bi – ber len san lar.

Eger f we gi funk si ýa lar çy zyk ly bol sa lar, on da me se le çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ne öw rül ýär. 

(1) çäk len dir me ler ul ga my ze rur ha la tyn da x1, x2,…,xn üýt ge ýän 
ulu lyk la ryň ot ri sa tel däl lik şert le ri ni hem özün de sak la ýar. Üýt ge ýän 
ulu lyk la ryň ot ri sa tel däl lik şert le ri ýö ri te çäk len dir me ler ul ga myn dan 
aý ry hem ber lip bil ner. 

En ýewk lid gi ňiş li gin de (1) çäk len dir me ler ul ga my me se lä niň 
ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob las ty ny kes git le ýär. Çy zyk ly prog ram-
ma laş dyr ma nyň me se le si niň ki den ta pa wut ly lyk da, çy zyk ly däl prog-
ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob las ty nyň 
gü ber çek köp lük bol maz ly gy müm kin. 

Eger ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob las ty kes git le nen bol sa, on da çy-
zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ni çöz mek bu ob las tyň iň 
ýo kar ky (ýa-da iň aşa ky) f(x1, x2,…,xn)=h de re je ler gi pe rüs tüniň geç-
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ýän no ka dy ny tap mak ly ga ge ti ril ýär. Beý le no kat ýolbe rer  li çö züw le-
ri niň ob las ty nyň için de ýa-da çä gin de ýer leş me gi müm kin.

Çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň çö zü wi ni onuň 
geo met riki be ýa ny ny ulan mak bi len tap mak pro se si aşa ky tap gyr la ry 
özün de sak la ýar:

1. Me se lä niň (1) çäk len dir me ler ul ga my ny ka na gat lan dyr ýan 
ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob las ty kes git len ýär (eger ol boş köp lük bol-
sa, on da me se lä niň çö zü wi ýok).

2. f(x1, x2,…,xn)=h de re je ler gi pe rüst le ri gu rul ýar.
3. Gi pe rüst le riň iň ýo kar ky (ýa-da iň aşa ky) de re je li si kes git len-

ýär ýa-da f(x1, x2,…,xn)=h funk si ýa nyň ýolbe rer  li çö züw ler ob las tyn-
da ýo kar dan (aşak dan) çäk len me dik di gi görke zil ýär.

4. Ýolbe rer  li çö züw ler ob las ty nyň f(x1, x2,…,xn)=h funk si ýa nyň 
iň ýo kar ky (ýa-da iň aşa ky) de re je ler gi pe rüs tü niň geç ýän no ka dy ta-
pyl ýar we bu no kat da funk si ýa nyň ba ha sy ha sap la nyl ýar.

4.1nji me se le.
   F=x2– x2

1 +6x1 (2)
funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny onuň ar gu ment le ri niň 

   

2 3 24,
2 15,

3 2 24,

4,
, 0

x x
x x
x x

x
x x

1 2

1 2

1 2

2

1 2

#
#
#

#
$

+
+
+

Z

[

\

]
]

]
]

 (3)

deň sizlikler ul ga my ny ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap ma ly.
Çö zü li şi. Mak sat funk si ýa sy nyň çy zyk ly däl bo lan dy gy üçin 

ber len me se le çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si dir. Me-
se lä niň ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob las ty OABC köp burç luk dyr (4.1-nji 
su rat). Şol se bäp li ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi ni tap mak üçin 
OABC köp burç lu gyň F=x2– x2

1 +6x1 funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny 
ka bul ed ýän no ka dy ny tap ma ly dyr. Onuň üçin funk si ýa nyň F=x2–x2

1 +
+6x1=h (bu ýer de h kä bir he mi şe lik pa ra metr) deň le me bi len kes git-
le nil ýän de re je ler çy zyk la ry ny gu ra lyň we bu çy zyk la ryň h pa ra met-
riň dür li ba ha la ryn da özü ni alyp ba r şy ny bar la lyň. h pa ra met riň her 
bir ba ha syn da x2– x2

1 +6x1=h deň le me bir pa ra bo la ny kes git le ýär we 
ol pa ra bo la h-yň ba ha sy nyň art ma gy bi len Ox1 koor di na ta lar okun-
dan daş laş ýar. Diý mek, F funk si ýa özü niň mak si mum ba ha sy ny bu 
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pa ra bo la la ryň bi ri niň OABC köp burç lu gyň bir ta ra py bi len gal taş ýan 
no ka dyn da ka bul ed ýär. Bu ýag daý da şeý le no kat D no kat dyr (4.1-nji 
su rat). 

3x1+2x2=24

2x1+3x2=24

x1+2x2=15

x1

x2

III

F=13
F=11

F=10

F=9

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

10

10

11

11

12

12

13

13

14

14

154

4

3

3

2

2

0 1

1

-1
-1-2

4.1nji su rat

D no kat da x2– x2
1 +6x1=13 de re je ler çy zy gy OABC köp burç lu gyň 

AB ta ra py na gal taş ýar. D no ka dyň koor di na ta la ry ny 

   ,x x

x

6 13

42

2
1 1+ =

=
)  (4)

deň le me ler ul ga my ny çö züp ta pyp bo lar. 
Bu deň le me ler ul ga my ny çö züp, 3, 4x x* *

1 2= =  ba ha la ry ala rys. 
Şeý le lik de, Fmax=13 ba ha X*=(3;4) op ti mal çö züw de ka bul edil ýär. 

Se re di len me se lä niň sel jer me si onuň mak sat funk si ýa sy nyň 
mak si mal ba ha sy nyň ýolbe rer  li çö züw ler ob las ty nyň (OABC köp-
burç lu gyň) de pe le rin de däl di gi ni gör kez ýär. Şol se bäp li çy zyk ly 
prog ram ma laş dyr ma nyň çö zü wi ta py lan da onuň ýolbe rer  li çö züw ler 
köp burç lu gyň de pe le ri niň için den saý la ny lyş usu ly bu me se le ler de 
ula nar lyk däl dir. 

4.2nji me se le.
            F=(x1 – 3)2+(x2 – 4)2 (5)

D
B

A

C
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funk si ýa nyň mak si mum we mi ni mum ba ha la ry ny onuň ar gu ment le-
ri niň

   

3 2 7,
10 8,

18 4 12
, 0

x x
x x

x x
x x

1 2

1 2

1 2

1 2

$
#

#
$

+
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- +

Z
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]]

]]
 (6)

çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap ma ly.
Çö zü li şi. Ber len me se lä niň ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob las ty ABC 

üç burç luk dyr (4.2-nji su rat). Mak sa t funk si ýasy nyň ba ha sy kä bir h 
he mi şe lik pa ra met re deň di ýip ha sap edip, F=(x1-3)2+(x2-4)2=h deň le-
me bi len kes git le nil ýän de re je ler çy zyk la ry ny ala rys. Bel li bol şy ýa ly, 
bu çy zyk lar mer ke zi E(3;4) no kat da ýer le şen, ra diu sy h  deň bo lan 
tö we rekler dir. h-yň ba ha sy nyň art ma gy (ke mel me gi) bi len F funk si-
ýa nyň ba ha sy art ýar (ke mel ýär). 

(x1–3)2+(x2–4)2=65

(x1–3)2+(x2–4)2=324/101

3x2+2x2=7

10x1–x2=8

x2

x1

B

12

10
11

1110

9

9

8

8

7

7

6

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1-5 -4 -3 -2 -1
0

4.2nji su rat

D
●E

A

C
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E(3;4) no kat da mer ke zi bo lan dür li ra dius ly tö we rek le ri ge çi rip, 
F funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy nyň bu tö we rek le riň bi ri niň ýolbe-
rer  li çö züw le ri niň ob las ty nyň çä gi bi len gal taş ýan D no ka dyn da ýer-
leş ýän di gi ni gö re ris. Bu no ka dyň koor di na ta la ry ny kes git le mek üçin 
şol tö we re ge gal taş ýan gö ni çy zy gyň burç kooef fi si ýen ti niň 10x1-x2=8 
deň le me li gö ni çy zy gyň burç koef fi si ýen ti bi len deňdi gin den peý da-
la na lyň. Gö ni çy zy gyň burç koef fi si ýent li deň le me sin den (x2=10x1-8) 
onuň burç koef fi si ýen ti niň 10-a deň di gi ni gör ýä ris. Tö we re ge gal taş-
ýan gö ni çy zy gyň burç koef fi si ýen ti ni tap mak üçin onuň deň le me si-
niň ((x1– 3)2+(x2– 4)2=h) kö me gi bi len x2-niň x1-e gö rä önü mi ni ta pa-
lyň. Bu deň le mä ni x1-e gö rä dif fe ren sir läp ala rys:

   2(x1–3)+2(x2– 4)x '

2=0. (7)
Bu ýer den
   x '

2= – (x1–3)/(x2– 4). (8)

Soň ky deň le mä ni 10-a deň läp, al nan deň le mä ni tö we re ge gal taş-
ýan gö ni çy zy gyň deň le me si bi len bi le lik de çö ze liň, ýag ny

   
10 43,

10 8

x x

x x
1 2

1 2

+ =

- =
)  (9)

deň le me ler ul ga my ny çö ze liň. Ne ti je de, 
101
123 ;

101
422x x* *

1 2= =  çö zü-

wi we bu no kat da ky 
101
123 3

101
422 4

101
324Fmin

2 2

= - + - =b bl l  ba ha ny 

ala rys.
4.2-nji su rat dan F funk si ýa nyň öz mak si mum ba ha sy ny B(2;12) 

no kat da ka bul ed ýän di gi gö rün ýär. Onuň koor di na ta la ry ny bu no kat-
dan geç ýän gö ni çy zyk la ryň deň le me le ri ni bi le lik de çö züp ta pyp bo-
lar. Şeý le lik bi len, Fmax=65.

4.3nji me se le. F=3x1+4x2 funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny 
onuň ar gu ment le ri niň 

   
25,

4,
, 0

x x

x x
x x

2 2
1 2

1 2

1 2

$

#

$
$

+

*  (10)

çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap ma ly.
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Çö zü li şi. Ber len me se lä niň ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob las ty 
4.3-nji su rat da ber len dir. Su rat dan gör nü şi ýa ly, mak sat funk si ýa sy öz 
mak si mum ba ha sy ny E no kat da, ýag ny 3x1+4x2=h (bu ýerde h – kä bir 
san) de re je ler gö ni çy zyk la ry nyň bi ri niň ýolbe rer  li çö züw le ri niň ob-
las ty nyň çä gi bo lan x x2 2

1 2+ =25 tö we rek bi len gal taş ýan no ka dyn da 
ka bul ed ýär. E no ka dyň koor di na ta la ry ny kes git le mek üçin 3x1+4x2=h 
gö ni çy zy gyň burç koef fi si ýen ti bi len tö we re ge gal taş ýan gö ni çy zy-
gyň burç koef fi si ýen ti niň deň li gin den peý da la na lyň. x x2 2

1 2+ =25 deň-
le mä ni x1-e gö rä dif fe ren sir läp ala rys:

     2 2 0 .x x x x
x
x' '

1 2 2 2
2

1+ = =-ýa-da  (11)

 x x1
2

2
2

+ =25 

x1x2=4

x2

x1

3x1+4x2=25

E

8

8

7

7

6

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

10

4.3nji su rat

13. Sargyt № 2463
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Al nan aň lat ma ny gö ni çy zy gyň burç koef fi si ýen ti ne (k= – 3/4) 
deň läp, E no ka dyň koor di na ta la ry ny kes git le mä ge ze rur bo lan bir 
deň le mä ni ala rys. Ikin ji deň le me hök mün de tö we re giň deň le me si ni 
alyp, aşa ky deň le me ler ul ga my na ge le ris:

          
3 4 0,

25.

x x

x x2 2

1 2

1 2

- =

+ =
)  

Bu deň le me ler ul ga my ny çö züp, 4; 3x x* *

1 2= =  bol ýan dy gy ny, 
diý mek, Fmax= 32+42=25 deň di gi ni gö re ris.

4.5-4.10-njy me se le le ri çöz me li.
4.4nji me se le. F = x1 x2 funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny onuň 

ar gu ment le ri niň: 

   

6 4 12,
2 3 24,

3 4 12,
, 0

x x
x x

x x
x x
1

1 2

1 2

2

1 2

$
#

#
$

+
+

- +

Z

[

\

]]

]]
 (12)

çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap ma ly.
4.5nji me se le. F = 9(x1-5)2+4(x2-6)2 funk si ýa nyň mi ni mum ba-

ha sy ny onuň ar gu ment le ri niň: 

   

3 2 12,
6,

4,
, 0

x x
x x

x
x x

1 2

1 2

2

1 2

$
#

#
$

+
-

Z

[

\

]]

]]
 (13)

çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap ma ly.
4.6njy me se le. F = 4x1+3x2 funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny 

onuň ar gu ment le ri niň 

   

2 2 34 0,
1,

1,
, 0

x x x x
x

x
x x

2 2
1 1 2 2

1

2

1 2

#
$

$
$

+ + - -
Z

[

\

]]

]]
 (14)

çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap ma ly.
4.7nji me se le. F = x1 x2 funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny onuň 

ar gu ment le ri niň 

   
2 2 14 0,

2 10,

, 0

x x x x
x x

x x

2 2
1 1 2 2

1 2

1 2

$
#

$

+ + - -
+*  (15)

çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr ýan şert le rin de tap ma ly.
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4.8nji me se le. Pu da gyň üç sa ny kär ha nasy ny ös dür mä ge me-
ýil na ma ýy lyn da 220 müň ma nat goý be ril di. Kär ha na la ryň ara syn da 
bu se riş dä niň paý la nyl ma gy pu da ga ýy lyň ahy ryn da kes git li gir de ji 
ber ýär. Bu se riş dä niň kär ha na la ryň ara syn da dür li gör nüş de paý la nyl-
ma gy ne ti je sin de alyn jak gir de ji ler 4.1-nji tab li sa da ber len. Bu mag-
lu mat la ry göz öňün de tu tup, kär ha na la ryň ara syn da pul se riş de si ni 
paý la ma gyň pu dak üçin iň köp peý da ber jek görnüşini saý lap al ma ly.

4.1-nji tab li sa
Kär ha na

lar
Ber len 

ma ýa go
ýum (müň 

ma nat)

Gir de ji 
(müň ma

nat)

Ber len 
ma ýa go

ýum (müň 
ma nat)

Gir de ji 
(müň ma

nat)

Ber len 
ma ýa go

ýum (müň 
ma nat)

Gir de ji 
(müň ma

nat)

I 10-dan 
30-a 
çen li

14, 3 30-dan 
60-a 
çen li

16, 2 60 we 
on dan 
köp

17, 2

II 10-dan 
40-a 
çen li

13, 5 40-dan 
70-e 
çen li

17, 8 70 we 
on dan 
köp

18, 3

III 10-dan 
50-ä 
çen li

18, 4 50-den 
60-a 
çen li

19, 3 60 we 
on dan 
köp

19, 4

4.9njy me se le. Pu da gyň n sa ny kär ha na la ry nyň ara syn da bir-
meň zeş önü mi ön dür me gi gu ra ma ly. j-nji kär ha na da xi (i = 1, 2,…,n) 
sa ny önü mi ön dür me giň çyk da jy la ry ön dü ril ýän önü miň göw rü mi ne 
bag ly we fj (xi) funk si ýa lar bi len kes git le nil ýär. Önü miň je mi b-den az 
bol ma dyk sa ny sy ny ön dür me li di gi bel li bol sa, pu dak da önüm ön dür-
me giň iň az çyk da jy ta lap et jek önüm çi li gi ni gu ra ma ly. 

4.10njy me se le. m sa ny ug ra dy jy am bar lar da bir meň zeş önü miň, 
de giş li lik de a1, a2,…,am muk dar la ry jem le nen. Bu önüm le ri her bi ri ne 
de giş li lik de b1, b2,…,bm muk dar lar da önüm ge rek bo lan bel le ni len n 
sa ny no kat la ra ug rat mak ge rek. Önüm le riň bir bir li gi ni da şa mak bi len 
bag ly çyk da jy lar da şal ýan önüm le riň göw rü mi ne bag ly we fij (xij) (bu 
ýer de xij (i=1, 2,…,m), (j=1, 2,…,n) i-nji ug ra dy jy am bar dan j-nji bel-
le ni len no kat la ra da şal jak önü miň göw rü mi) funk si ýa lar bi len kes git le-
nil ýär. Bel le ni len no kat la ra ze rur bo lan äh li önüm ler da şa lan da önüm 
da şa ma gyň je mi çyk da jy la ry iň az bo lar ýa ly me ýil na ma ny gur ma ly. 
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4.1.2.Lag ran žyň kö pel di ji le ri usu ly

Goý, çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le sin de çäk len-
dir me ler ul ga my di ňe deň le me ler den yba rat bo lup, üýt ge ýän ulu lyk-
la ryň ot ri sa tel däl lik şert le ri ýok bol sun. Şeý le hem, f(x1, x2,…,xn) we 
gi (x1, x2,…, xn) funk si ýa lar öz hu su sy önüm le ri bi len bi le lik de kä bir 
ob last da kes git le nen bol sun lar. Şeý le lik bi len, aşak da ky me se lä se re-
de liň:

   f(x1, x2,…,xn)→max(min); (16)

   gi (x1, x2,…,xn) = bi(i =1,2,...,m). (17)

Ma te ma ti ki seljermede (16)-(17) me se lä şert li ekst re mu myň 
me se le si di ýil ýär. 

(16)-(17) me se lä niň çö zü wi ni tap mak üçin Lag ran žyň kö pel
di ji le ri di ýil ýän (λ1, λ2,…, λm) kö mek çi pa ra metr ler we Lag ran žyň 
funk si ýa sy di ýilýän aşak da ky funk si ýa gi ri zil ýär:

   
, , , , , , , , , ,

, , , .

L x x x f x x x

b g x x x
1i

m

n m n

i i i n

1 2 1 2 1 2

1 2

g g g

g

=

+ -

m m m

m

+

=

/
] ]

]

g g

g6 @
 (18)

Goý, bu funk si ýa nyň x1, x2,…,xn, λ1, λ2,…,λm ar gu ment le ri bo ýun-

ça hu su sy bö lek önüm le ri  1,2, , , 1,2, ,
x
L j n L i m
j i2

2 g
2
2 g= =
m

] ]c g gm

bar bol sun. Şeý le lik de, f(x1, x2,…,xn) funk si ýa üçin şert li ekst re mu my 
tap mak me se le si n+m ar gu ment li L(x1, x2,…,xn, λ1, λ2,…,λm) funk si-
ýa üçin şert siz (ada ty) ekst re mu my tap mak me se le si ne ge ti ril ýär. Bu 
funk si ýa üçin ekst re mu myň bol ma gy nyň ze rur şer ti aşak da ky teo re-
ma nyň üs ti bi len be ril ýär:

1nji teo re ma. Goý, f(x1, x2,…, xn) we gi (x1, x2,…, xn) funk si ýa lar 
(17) deň le me ler ul ga my nyň çö zü wi bo lan , , ,M x x x0 0 0

0 1 2 ng^ h no ka dyň 
kä bir go laý tö we re gin de dif fe ren sir len ýän bol sun lar. Eger f(x1, x2,…, 

xn) funk si ýa , , ,M x x x0 0 0
0 1 2 ng^ h no kat da şert li ekst re mu ma eýe bol sa we 

grad , , , 0g x x x0 0 0
1 2i ng !^ h  bol sa, on da
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0, 1,2, , ;

, , , , 1,2, ,

x
L

x
f

x
g

j n

L b g x x x i m

1i

m

i

j j
i

j

i

i
i n1 2

2
2

2
2

2
2

g

2
2 g g

= + = =

= - =

m

m

=

/ ]

] ]

g

g g

Z

[

\

]]

]]
 (19)

şert ler ýe ri ne ýet ýän dir. Bu şer ti ka na gat lan dyr ýan , , , , ,x x x0 0 0 0
n1 2 1g m^  

, 0
mg m h no ka da Lag ran žyň sta sio nar no ka dy di ýil ýär.
Teo re ma nyň su bu dy ma te ma ti ki seljerme bo ýun ça ede bi ýat lar da 

bar [8, 12]. Şol se bäp li ony su but syz ka bul ede liň. 
n+m sa ny deň le me le riň (19) ul ga my nyň çö züw ler köp lü gi f(x1, 

x2,…,xn) funk si ýa nyň şert li ekst re mu my ny, ýag ny (16)-(17) me se lä-
niň çö zü wi ni özün de sak la ýar. Şol se bäp li (19) deň le me ler ul ga my ny 
çö züp, f(x1, x2,…,xn) funk si ýa nyň şert li ekst re mu my nyň bol jak no-
kat la ry ny tap ýa rys. Şol no kat la ryň haý sy sy nyň f(x1, x2,…,xn) funk-
si ýa nyň şert li ekst re mu my dy gy ba byt da ky sel jer me köp ar gu ment li 
funk si ýa nyň ekst re mu my nyň bar ly gy nyň ýe ter lik şert le ri niň kö me gi 
bi len al nyp ba ryl ýar. Me se lem, iki ar gu ment li f(x1, x2) funk si ýa nyň 

,M x x0 0
0 1 2^ h no kat da şert li ekst re mu my nyň bar ly gy nyň ýe ter lik şer ti 

aşak da ky su but syz ka bul edil jek teo re ma da be ril ýär.
2nji teo re ma. (Şert li ekst re mu my nyň bar ly gy nyň ýe ter lik 

şer ti). Goý, f(x1, x2) we g(x1, x2) funk si ýa lar Lag ran žyň , ,x x0 0
1 2 m^ h sta-

sio nar no ka dy nyň kä bir go laý   tö we re gin de ikin ji ter tip li üz nük siz  
hu su sy bö lek önüm le re eýe bol sun lar. On da, eger bu no kat da Lag ran-
žyň funk si ýa sy nyň ikin ji ter tip li:

2d L
x
L dx

x x
L dx dx

x
L dx2

2

2
2

2

2

2
2

1 1 2
1 2

2

21
2
2

2 2
2

2
2= + +

dif fe ren sia ly nol dan ki çi bol sa, f(x1, x2) mak sat funk si ýa sy bu no kat da 
şert li mak si mu ma, eger d 2 L>0 bol sa, şert li mi ni mu ma eýe dir. d 2L=0 
bo lan da şert li ekst re mu my tap mak me se le si açyk gal ýar.

Şeý le lik de, (16) – (17) me se lä niň ekst re mal çö zü wi ni Lag ran žyň 
kö pel di ji le ri usu ly bo ýun ça tap mak aşak da ky tap gyr lar dan yba rat-
dyr:

1. Lag ran žyň funk si ýa sy dü zül ýär.
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2. Lag ran žyň funk si ýa sy nyň x1, x2,…,xn, λ1, λ2,…,λm ar gu ment le ri 
bo ýun ça hu su sy bö lek önüm le ri ta pyl ýar we olar no la deň le ni lip (19) 
deň le me ler ul ga my dü zül ýär.

3. (19) deň le me ler ul ga my ny çö züp, mak sat funk si ýa sy nyň ekst-
re mu my ka bul et jek no katla ry ta pyl ýar.

4. Mak sat funk si ýa sy nyň f(x1, x2,…,xn) sta sio nar (ekst re mu my 
ka bul et jek) no katla ry nyň ara syn dan ekst re mum no kat la ry ta pyl ýar 
we bu no kat lar da ky f(x1, x2,…,xn) funk si ýa nyň ba ha la ry ha sap la nyl-
ýar. 

4.11nji me se le. Önüm ön dür me giň me ýil na ma sy na gö rä, kär-
ha na 180 sa ny önüm taý ýar la ma ly. Bu önüm ler iki dür li teh no lo gi ýa 
bo ýun ça taý ýar la ny lyp bi lin ýär. x1 sa ny önü m I teh no lo gi ki usul bo-
ýun ça taý ýar la ny lan da çyk da jy lar 4x1+x2

1  ma na da, x2 sa ny önü m II 
teh no lo gi ki usul bo ýun ça taý ýar la ny lan da çyk da jy lar 8x2+x2

2  ma na da 
deň. Önüm çi lik dä ki umu my çyk da jy iň az bo lar ýa ly her teh no lo gi ki 
usul bo ýun ça nä çe önüm ön dür me li di gi ni kes git le me li. 

Çö zülişi. Me se lä niň ma te ma ti ki mo de li 

f = 4x1+x2
1 +8x2+x2

2

funk si ýa nyň mi ni mum ba ha sy ny
x1+x2=180, 
x1, x2 ≥ 0

şert le riň ýe ri ne ýet ýän ob las tyn da kes git le mek den yba rat dyr. 
Me se lä ni Lag ran žyň kö pel di ji le ri usu ly ny ula nyp çö ze liň. Onuň 

üçin il ki bi len f = 4x1+x2
1 +8x2+x2

2  funk si ýa nyň mi ni mum ba ha sy ny 
x1+x2=180 şer tiň ýe ri ne ýet ýän ha la tyn da ot ri sa tel däl lik şer ti ni ha-
sa ba al maz dan ta pa lyň. Onuň üçin Lag ran žyň funk si ýa sy ny gu ra lyň:

, , 4 8 180L x x x x x x x x2 2
1 2 1 1 2 2 1 2= + + + + - -m m] ]g g (20)

we bu funk si ýa nyň x1, x2, λ ulu lyk lar bo ýun ça hu su sy önüm le ri ni ta-
pyp, no la deň lä liň:

  

4 2 0,

8 2 0,

180 0.

x
L x

x
L x

L x x

1
1

2
2

1 2

2
2

2
2

2
2

= + - =

= + - =

= - - =

m

m

m

Z

[

\

]
]]

]
]]

 (21)
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Bi rin ji we ikin ji deň le me ler de λ-ny deň lik le riň sag ta ra py na ge çi-
rip, (ýag ny ony ta pyp) al nan aň lat ma la ry deň läp ala rys:

4+2x1=8+2x2 ýa-da x1– x2=2.
Soň ky al nan deň le mä ni deň le me ler ul ga my nyň üçün ji x1+x2=180 

deň le me si bi len çö züp, x*

1=91 we x*

2=89 ba ha la ry ala rys. Bu no kat 
mak sat funk si ýa sy nyň mi ni mu my ka bul et jek no ka dy dyr. Onuň dog-
ru dan hem mi ni mum no ka dy dy gy na göz ýe tir mek üçin L(x1, x2, λ) 
funk si ýa nyň bu no kat da ky ikin ji hu su sy önüm le ri ni ta pa lyň: 

         2, 0
x
L

x x
L

2

2 2

1 1 22
2

2 2
2= = , 

x
L
2

2

22
2 =2. (22)

Al nan ba ha la ry Lag ran žyň funk si ýa sy nyň ikin ji ter tip li dif fe ren-
sia lynyň (d 2L) aň lat ma syn da go ýup ala rys:

2 2 2 0.d L
x
L dx

x x
L dx dx

x
L dx dx dx2

2

2
2

2

2

2
2 2 2

1 1 2
1 21

2

2 1 2
2
2

2 2
2

2
2 2= + + = + (23)

Diý mek, ta py lan no kat (çö züw) şert li mi ni mu myň no ka dy dyr. 
Bu bol sa, eger kär ha na I teh no lo gi ki usul bo ýun ça 91 önüm, II teh-
no lo gi ki usul bo ýun ça bol sa 89 önüm ön dür se önüm çi lik dä ki umu my 
çyk da jy iň az bo lar we ol 

fmin=4∙91+912+8∙89+892=17278 ma na da deň bo lar. 
Ýo kar da se re di len me se lä ni gra fi ki usul da hem çö züp bol ýan dy-

gy ny bel lä liň. Şeý le hem, bu me se lä ni funk si ýa nyň şert siz ekst re mu my 
ba ra da me se lä ge tir mek bi len hem çö züp bo lar. Onuň üçin x1+x2=180 
deň le me den x2-ni ta pyp (x2=180-x1), al nan aň lat ma ny f funk si ýa da x2-
niň or nun da go ýup, x1-e gö rä (bir ar gu ment li) funk si ýa ala rys:

f(x1)=4x1+x2
1 +8(180 – x1)+(180 – x1)

2.

f(x1) funk si ýa nyň sta sio nar no kat la ry ny ta pa lyň:

dx
df

1

 = 4+2x1 – 8 – 2(180 – x1)=0, ýa-da 4x1– 364 = 0.

Bu ýer den, x*

1=91. Bu no ka dyň f(x1) funk si ýa nyň mi ni mum no-

ka dy dy gy ny 
dx

d f
1

2

2

= 4 > 0 bol ýan dy gyn dan ala rys. Diý mek, fmin= 17278 

ma nat, şeý le hem, x*

1  = 91 bo lan da x*

2  = 180 – 91 = 89. Şol se bäp li 
(91;89) me se lä niň op ti mal çö zü wi dir.
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4.12-4.18-nji my sal lar da funk si ýa nyň şert li ekst re mum la ry ny 
tap ma ly.

4.12nji my sal. f x x x3
2 2
1 2= + +  funk si ýa nyň şert li ekst re mum-

la ry ny 
4,

2 3 12

x x x

x x
1 2 3

1 2

+ + =

- =
)

şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly. 
4.13nji my sal. f = x1 x2 x3 funk si ýa nyň şert li ekst re mum la ry ny 

2 12,

2 8

x x x x

x x
1 2 2 3

1 2

+ =

- =
)

şert ler de tap ma ly. 
4.14nji my sal. f = x1x2+x2x3 funk si ýa nyň şert li ekst re mum la ry-

ny:
,x x

x x

4

4
1 2

2 3

+ =

+ =
)

şert ler de tap ma ly.
Jogaby: f max= 8; x* = (2,2,2). 

4.15nji my sal. 3 2 2 4f x x x x x2 2
1 1 2 2 3= + + +  funk si ýa nyň şert li 

ekst re mum la ry ny 
2 19,

2 11

x x

x x x

2 2
1 2

1 2 3

+ =

+ =
)

şert ler de tap ma ly. 
4.16njy my sal. f = x1x2x3 funk si ýa nyň şert li ekst re mum la ry ny 

5,

8

x x x

x x x x x x
1 2 3

1 2 2 3 1 3

+ + =

+ + =
)

şert ler de tap ma ly.
4.17nji me se le. Pu da gyň iki kär ha na syn da kä bir önü miň 

200 sa ny sy ny taý ýar la mak göz öňün de tu tul ýar. I kär ha na da önü-
miň x1 sa ny sy taý ýar la ny lan da çy ka ryl ýan çyk da jy 4x2

1  ma na da, II 
kär ha na da önü miň x2 sa ny sy taý ýar la ny lan da çy ka ryl ýan çyk da jy 
20x2+6x2

2  ma na da ba ra bar. Önüm çi lik dä ki umu my çyk da jy iň az bo-
lar ýa ly her kär ha na da nä çe önüm ön dür me li di gi ni kes git le me li. 

4.18nji me se le. Kä bir önü mi ön dür me gi iki dür li teh no lo gi-
ýa bo ýun ça ýe ri ne ýe ti rip bol ýar. I teh no lo gi ki usul bo ýun ça x1 sa ny 
önü mi taý ýar la ny lan da çyk da jy a0+a1 x1+a2 x2

1  ma na da, II teh no lo gi ki 
usul bo ýun ça x2 sa ny önü mi taý ýar la ny lan da çyk da jy b0+b1x2+b2 x2

2  
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(bu ýerde a0, a1, a2, b0, b1, b2 kä bir po lo ži tel san lar) ma na da deň. d sa-
ny önüm ön dü ri len de umu my çyk da jy iň az bo lar ýa ly her teh no lo gi ki 
usul bo ýun ça nä çe önüm ön dür me li di gi ni kes git le me li. 

§ 4.2. Gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri

Çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ne se re de liň: 
          f(x1, x2,…,xn)→max, (24)
  gi(x1, x2,…,xn)≤bi, (i = 1, 2,…,m), (25)
   xj ≥ 0 (j = 1, 2,…,n), (26)

bu ýer de f we gi – üýt ge ýän x1, x2,…,xn ulu lyk la ra gö rä n ar gu ment li 
funk si ýa lar.

Şeý le me se lä ni çöz me giň umu my usu ly ýok dur. Ýö ne f we gi 
funk si ýa la ra gö rä kä bir goş ma ça ta lap lar gi ri zi lip, alyn ýan me se le le ri 
çöz me giň ne ti je li usul la ry dö re di len dir. Hu su san hem, f(x1, x2,…, xn) 
funk si ýa gü ber çek lik (ýa-da oýuk lyk) şer ti ni ýe ri ne ýe tir se we me-
se lä niň (25) – (26) çäk len dir me ler bi len kes git le nil ýän ýol be rer li çö-
züw le ri niň köp lü gi gü ber çek kö plük bo lan da (24) – (26) me se lä ni 
çöz me giň ne ti je li usul la ry bar dyr. 

4.1nji kes git le me. Eger kä bir X gü ber çek köp lü giň is len dik X1, 
X2 !X iki no ka dy we 0 ≤ λ ≤ 1 ulu lyk üçin

       f[(1 – λ)X1+λX2] ≤ (1 – λ)f(X1)+λf(X2) (27)

deň siz lik ýe ri ne ýet ýän bol sa, on da f(x1, x2,…,xn) = f(X) funk si ýa gü
ber çek (gü ber çek li gi ýo ka ry) funk si ýa di ýil ýär. 

4.2nji kes git le me. Eger kä bir X gü ber çek köp lü giň is len dik X1, 
X2!X iki no ka dy we 0 ≤ λ ≤ 1 ulu lyk üçin

       f[(1 – λ)X1+λX2] ≥ (1 – λ)f(X1)+λf(X2) (28)

deň siz lik ýe ri ne ýet ýän bol sa, on da f(x1, x2,…,xn) = f(X) funk si ýa oýuk 
(gü ber çek li gi aşak) funk si ýa di ýil ýär. 

4.3nji kes git le me. Eger (24) – (26) me se lä niň ýol be rer li çö züw-
le ri niň köp lü gi ne de giş li iň bol man da bir Xi no kat da gi (Xi) < bi (i = 1, 
2,…,m) şert ler ýe ri ne ýet ýän bol sa, on da me se lä niň ýol be rer li çö
züw le ri niň köp lü gi adatylyk şer ti ni ýe ri ne ýe tir ýär di ýil ýär. 

4.4nji kes git le me. Eger f(x1, x2,…,xn) funk si ýa gü ber çek lik 
(ýa-da oýuk lyk) şer ti ni ka na gat lan dyr sa we gi (X)(i = 1, 2,…,m) funk-
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si ýa lar gü ber çek funk si ýa lar bol sa lar, on da (24) – (26) me se lä gü ber
çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si di ýil ýär. 

4.1nji teo re ma. Gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň 
is len dik lo kal mak si mu my (mi ni mu my) glo bal mak si mum dyr (mi ni-
mum dyr). 

Teo re ma ny subut syz ka bul ede liň. 
4.5nji kes git le me.

, , , , , , ,L x x x y y y1 2 1 2n mg g =] g

  , , , , , ,f x x x y b g x x x
1i

m

1 2 1 2n i i i ng g= + -
=

/] ]g g6 @ (29)

(bu ýer de y1, y2,…,ym – Lag ran žyň kö pel di ji le ri) funk si ýa (24) – (26) 
gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň Lag ranž funk si
ýa sy di ýil ýär.

4.6njy kes git le me. Eger is len dik xj ≥ 0 (j =1, 2,…,n) we yi ≥ 0 
(i =1, 2,…,m) ulu lyk lar üçin:

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,L x x x y y y L x x x y y y L x x x y y y00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
m1 2 2 2n m n m n1 2 1 2 1 2 1 1g g g g g g# #^ ^ ^h h h

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,L x x x y y y L x x x y y y L x x x y y y00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
m1 2 2 2n m n m n1 2 1 2 1 2 1 1g g g g g g# #^ ^ ^h h h

şert ýe ri ne ýet ýän bol sa, on da , ) , , , , , , ,(X Y x x x y y y0 0 0 0 0 0
n m0 0 1 22 1g g= ^ h 

no ka da Lag ranž funk si ýa sy nyň eýer no ka dy di ýil ýär.
4.2nji teo re ma. (Ku nuň-Tak ke riň teo re ma sy). Ýol be rer li çö züw-

le ri niň köp lü gi adatylyk şer ti ni ýe ri ne ýe tir ýän gü ber çek prog ram ma-
laş dyr ma nyň (24)-(26) me se le si üçin , , ,X x x x0

0 0 0
1 2 ng= ^ h çö züw, diňe 

şeýle bir , , ,Y y y y0
0 0 0

m1 2 g= ^ h wek tor bar bo lup, (X0, Y0) no kat Lag ranž 
funk si ýa sy nyň eýer no ka dy bo landa, op ti mal çö züw bo lup bi ler.

Teo re ma ny su but syz ka bul ede liň. 
Eger f we gi funk si ýa lar üz nük siz dif fe ren sir len ýän bol sa lar, 

on da Ku nuň-Tak ke riň teo re ma syn da ky (X0, Y0) no ka dyň Lag ranž 
funk si ýa sy nyň eýer no ka dy bol ma gy ba ra da ky ze rur we ýe ter lik 
şer ti ni (X0-yň me se lä niň çö zü wi bol ma gy nyň şer ti ni) kes git le ýän 
ana li ti ki aň lat ma lar bi len dol du ryp bo lar. Bu aň lat ma lar aşak da ky 
gör nü şe eýe dir ler:
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0, 1,2, , ;

0, 1,2, , ;

0, 1,2, , ;

0, 1,2, , ;

0, 1,2, , ;

0, 1,2, , .

x
L j n

x
x
L j n

x j n

y
L i m

y
y
L i m

y i m

0

0 0

0

0

0 0

0

j

j

j

i

i
i

i

j

2
2

2
2

2
2

2
2

#

$

$

$

=

= =

=

=

=

=

=

]

]

]
]

]

]

g

g

g
g

g

g

Z

[

\

]
]
]
]
]

]
]
]
]]

…

…
…
…

…
…  

(30)

(31)

(35)

(32)

(34)

(33)

Bu ýer de 
x
L
j

0

2
2  we 

y
L
j

0

2
2  – Lag ran žyň funk si ýa sy nyň eýer no ka-

dyn da ha sap la nan de giş li bö lek önüm le ri dir. Kwad rat prog ram ma laş-
dyr ma nyň aşak da tes wir le nip ge ti ril jek me se le si üçin (X0, Y0) no ka-
dyň Lag ranž funk si ýa sy nyň eýer no ka dy bol ma gy ba ra da ky ze rur we 
ýe ter lik şer ti niň (30)-(35) gör nüş de ýa zy lan la ry ny ka na gat lan dyr ýan-
dy gy ny gö re ris. Onuň üçin aşak da ky kes git le mä ni be re liň.

4.7nji kes git le me. x1, x2,…,xn üýt ge ýän ulu lyk la ra gö rä: 
F=c11 x1 x1+c12 x1 x2+c13 x1 x3 + ... + c1n x1 xn + c21 x2 x1 + c22 x2 x2 +

+c23 x2 x3 + ... + c2n x2 xn + ... + cn1 xn x1 + cn2 xn x2 + cn3 xn x3+ ... + cnn xn xn=

c x x
1 1k

n

j

n

kj k j=
= =

//
gör nüş dä ki aň lat ma bi len kes git len ýän san funk si ýa sy na bu ulu lyk la-
ra gö rä kwad ra tik for ma di ýil ýär.

4.8nji kes git le me. Eger X = (x1,x2,…,xn) üýt ge ýän ulu ly gyň 
is len dik ba ha sy üçin F-iň ba ha sy nol dan uly (ki çi) bol sa, ýag ny
X: F(X)>0 (X: F(X)<0) bol sa, on da F kwad ra tik for ma po lo ži tel (ot
ri sa tel) kes git le nen di ýil ýär. 

4.9njy kes git le me. Eger X = (x1, x2,…,xn) üýt ge ýän ulu ly gyň is-
len dik ba ha sy üçin F-iň ba ha sy nol dan uly ýa-da deň (ki çi ýa-da deň) 
bol sa, ýag ny – X: F(X) ≥ 0 (– X: F(X) ≤ 0) bol sa we F(X ′)=0 bo lar ýa ly 

, , , 0X x x x' ' '

1 2 ng !=l ^ h  ulu lyk bar bol sa, on da F kwad ra tik for ma 
po lo ži tel (ot ri sa tel) ýa rym kes git le nen di ýil ýär. Aşak da ky teo re ma-
ny su but syz ka bul ede liň.

4.3nji teo re ma. Eger kwad ra tik for ma po lo ži tel (ot ri sa tel) ýa-
rym kes git le nen bol sa, on da ol gü ber çek (oýuk) funk si ýa dyr. 
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4.10njy kes git le me. c x x
1 1k

n

j

n

kj k j
= =

//  po lo ži tel (ot ri sa tel) ýa rym 

kes git le nen kwad ra tik for ma nyň üs ti bi len dü zü len:

        f x d x c x x
1j1 1j

n

k

n n

j j kj k j= +
== =

/ //] g  (36)
funk si ýa nyň:

           1,2, , ,a x b i m
1j

n

ij j i g# =
=

/ ] g  (37)

   xj ≥ 0 ( j=1, 2,…,n) (38)
şert le ri ka na gat lan dyr ýan ha la tyn da mak si mu my ny (mi ni mu my ny) 
kes git le mek den yba rat me se lä kwad ra tik prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le si di ýil ýär.

Ýo kar da be ýan edi len kwad ra tik prog ram ma laş dyr ma nyň me se-
le si üçin Lag ran žyň funk si ýa sy aşak da ky gör nü şe eýe bo lar:

( ) .L d x c x x y b a x
1 1 1 1j

n

k

n

j

n

j

n

j kj k j i i ij jj= + + -
= = = =

/ // /
Eger L funk si ýa ( , ) , , , , , , ,X Y x x x y y y0 0

0 0 0 0 0 0
1 2 n m1 2g g= ^ h eýer no ka-

dy na eýe bol sa, on da bu no kat da (30) – (35) şert ler ýe ri ne ýe ter. (30) 
we (33) deň siz lik le ri deň li ge öwür ýän vj ( j=1, 2,…,n) we wi (i = 1, 
2,…,m) goş ma ça üýt ge ýän ulu lyk la ry gi ri zip, kwad ra tik prog ram ma-
laş dyr ma nyň me se le si üçin ýa zy lan (30)-(35) aň lat ma la ry aşak da ky 
gör nü şe ge ti rilýär:

0, 1,2, , ;

0, 1,2, , ;

0, 1,2, , ;

0, 1,2, ,

x
L v j n

y
L w i m

x v j n

y w i m

i

0

0

0

0

j
j

i

j j

i i

2
2 g

2
2 g

g

g

+ = =

- = =

= =

= =

]

]

]
]

g

g

g
g

Z

[

\

]
]]

]
]]

(41)
(42)

(40)

(39)

0, 0 1,2, , , 0, 0 1,2, , .x v j n y w i m0 0
j j i ig g$ $ $ $= =] ]g g      (43)

Şeý le lik bi len, (36) – (38) kwad ra tik prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le si niň çö zü wi ni tap mak üçin (39) – (40) me se lä niň (41) we (42) 
şert le ri ka na gat lan dyr ýan ot ri sa tel däl çö zü wi ni kes git le me li. Beý le 
çö zü wi (39)-(40) we (43) şert ler ýe ri ne ýe ten de (41) we (42) şert le ri 

ka na gat lan dyr ýan F My
1i

m

i=-
=

/  funk si ýa nyň mak si mu my ny tap mak-
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da peý da la nyl ýan eme li ba zis usu ly nyň kö me gi bi len ta pyp bo lar. Bu 
ýer de yi (39)-(40) deň le me ler de gi ri zi len eme li üýt ge ýän ulu lyk lar dyr. 

Eme li ba zis usu ly ny ula nyp we goş ma ça (41) we (42) şert le ri göz 
öňün de tu tup, tü ke nik li ädim den soň ýa-ha ber len me se lä niň op ti mal 
çö zü wi ni ta pa rys, ýa-da onuň çö zü wi niň ýok du gy ny anyk la rys. 

Şeý le lik bi len, (36) – (38) kwad ra tik prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le si niň çö zü wi ni tap mak aşak da ky tap gyr la ry öz içi ne al ýar: 

– Lag ran žyň funk si ýa sy dü zül ýär;
– Lag ran žyň funk si ýa sy nyň eýer no ka dy nyň bar ly gy nyň ze rur 

we ýe ter lik şert le ri ni (39) – (43) gör nüş de ýaz ýa rys;
– eme li ba zis usu ly ny ula nyp ýa-ha Lag ran žyň funk si ýa sy nyň 

eýer no ka dy ny ta pa rys, ýa-da onuň ýok du gy ny anyk la rys. 
Ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi ni ýaz ýa rys we mak sat funk si-

ýa sy nyň ba ha sy ny tap ýa rys. 
4.19njy me se le.

            2 4 2f x x x x2 2
1 2 1 2= + - -  (44)

funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny

          
2 8,

2 12,

x x

x x
1 2

1 2

#

#

+

-
)  (45)

             x1, x2 ≥ 0 (46)
şert le riň ýe ri ne ýet ýän ha la tyn da tap ma ly.

Çö zü lişi. f funk si ýa çy zyk ly 2x1+4x2 oýuk funk si ýa nyň we ot ri-
sa tel kes git le nen 2x x2 2

1 2- -  kwad ra tik funk si ýa nyň (diý mek ol hem 
oýuk) jem le ri hök mün de oýuk funk si ýa dyr. Çäk len dir me ler ul ga my 
di ňe çy zyk ly deň siz lik le ri özün de sak la ýar. Şol se bäp li ber len me se le 
üçin Ku nuň-Tak ke riň teo re ma sy ny ula nyp bo lar. Lag ran žyň funk si-
ýa sy ny gu ra lyň:

, , , 2 4 2 8 2 12 2L x x y y x x x x y x x y x x2
2 2

1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2+ - - + - - + - +=] ] ]g g g

we bu funk si ýanyň eýer no ka dynyň bar ly gy nyň ze rur we ýe ter lik 
şert le ri ni (39) – (43) gör nüş de ýa za lyň:

  

2 2 2 0,

4 4 2 0,

8 2 0,

12 2 0.

x
L x y y

x
L x y y

y
L x x

y
L x x

2

1
1 1

2
1

1
1

1

2

2

2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

#

#

$

$

= - - -

= - - +

= - -

= - +

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]]

 (47)
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2 2 2 0,

4 4 2 0,

8 2 0,

12 2 0;

x
x
L x x y y

x
x
L x x y y

y
y
L y x x

y
y
L y x x

1
1 1 1

2

1
1

1 1

2
1

2

2 2 2

2

2 2 2

1

2 1

2
2

2
2

2
2

2
2

= - - -

= - - +

= - -

= - +

=

=

=

=

]

]

]

]

g

g

g

g

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]]

 (48)

               x1, x2, y1, y2 ≥ 0 (49)
(47) deň siz lik ler ul ga my ny aşak da ky gör nüş de ýa za lyň:

   

2 2 2,
4 2 4,

2 8,

2 12.

x y y
x y y
x x

x x

1 1 2

2 1

1

1

2

2

2

$
$

#

#

+ +
+ -

+

-

Z

[

\

]]

]]
 (50)

(50) deň siz lik ler ul ga my ny deň le me ler ul ga my na öwür ýän ot ri-
sa tel däl v1, v2, w1 we w2 goş ma ça üýt ge ýän ulu lyk la ry gi ri zip, ala rys:

         

2 2 2,
4 2 4,

2 8,

2 12;

x y y v
x y y v
x x w

x x w

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2 1

1 2 2

+ + - =
+ - - =
+ + =

- + =

Z

[

\

]]

]]
 (51)

        x1, x2, y1, y2, v1, v2, w1, w2  ≥ 0. (52)
(51) deň le me ler ul ga myn dan ala rys:
     v1x1 = 0, v2x2 = 0, w1  y1 = 0, w2y2 = 0. (53)
Eger in di (53) deň lik le ri göz öňün de tu tup, (51) deň le me ler ul-

ga my nyň ba zis çö zü wi ni tap sak, on da Lag ran žyň funk si ýa sy nyň eýer 
no ka dy ny, ýag ny ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi ni ta pa rys. 

(51) deň le me ler ul ga my nyň ba zis çö zü wi ni tap mak üçin eme li 
ba zis usu ly ny ula na lyň: (51) deň le me ler ul ga my nyň bi rin ji we ikin ji 
deň le me le ri ne de giş li lik de ot ri sa tel däl z1 we z2 ulu lyk la ry go şup, çy-
zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 

      

2 2 2,
4 2 4,

2 8,

2 12;

x y y v z
x y y v z
x x w

x x w

1 1 2 1 1

2 1 2 2 2

1 2 1

1 22

+ + - + =
+ - - + =
+ + =

- + =

Z

[

\

]]

]]
  (54)

     x1, x2, y1, y2, v1, v2, w1, w2, z1, z2 ≥ 0 (55)
şert le r ýe ri ne ýe ten de 
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   F = –Mz1 – Mz2 (56)
funk si ýa nyň mak si mal ba ha sy ny tap mak ba ra daky me se lesine se re de liň. 

(54)-(56) me se lä ni çöz mek bi len ((53) şert göz öňün de tu tul ýar) 
(55) deň le me ler ul ga my nyň ýolbe rer  li ba zis çö zü wi ni ta pa rys (4.1-nji 
tab li sa). 

4.1-nji tab li sa.
i Ba-

zis
Cb P0 0 0 0 0 0 0 0 0 -M -M

Px1
Px2

Pλ1
Pλ2 Pv1

Pv1
Pw1

Pw2 Py1
Py2

Py1
-M 2 2 0 1 2 -1 0 0 0 1 0

Py2
-M 4 0 4 2 -1 0 -1 0 0 0 1

Pw1
8 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0

Pw2
12 2 -1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-6 -2 -4 -3 -1 1 1 0 0 0 0

Py1
-M 2 2 0 1 2 -1 0 0 0 1 0

Px2
1 0 1 1/2 -1/4 0 -1/4 0 0 0 1/4

Pw1
6 1 0 -1 1/2 0 1/2 1 0 0 -1/2

Pw2
13 2 0 1/2 -1/4 0 -1/4 0 1 0 1/4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-2 -2 0 -1 -2 1 0 0 0 0 1

Px1
1 1 0 1/2 1 -1/2 0 0 0 1/2 0

Px2
1 0 1 0 0

Pw1
5 0 0 1 0

Pw2
11 0 0 0 1

Pjj
0 0 0 0

1; 1; 5; 11; 0.x x w w y y v v0 0 0 0
1 2 1 2 1 1 22= = = = = = = =

(91;89) me se lä niň op ti mal çö zü wi dir.
0; 0; 0; 0x v x v y w y w0 0 0 0

1 1 2 2 1 21 2= = = =  bol ýan dy gy üçin (X0, 
Y0)=(1; 1; 0; 0) no kat ber len me se le üçin Lag ran žyň funk si ýa sy nyň 
eýer no ka dy bo lar. Diý mek, X  

*= (1;1) ber len me se lä niň op ti mal çö-
züwi we fmax= 3 bo lar.
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Gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri ni çöz me li.
4.20nji my sal. 4 2 2f x x x x x x2 2

1 2 1 2 1 2= + + - -  funk si ýa  nyň 
mak  si mum ba ha sy ny

2 12,

3 15,

x x

x x
1 2

1 2

#

#

+

+
)

x1, x2 ≥ 0
şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly. 

4.21nji my sal. 8f x x x x2 2
1 2 1 2=- - + +  funk si ýa nyň mak si-

mum ba ha sy ny
7,

5,

x x

x
1 2

2

#

#

+
)

x1, x2 ≥ 0
şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly. 

4.22nji my sal. 2 8f x x x x1 2
2 2
1 2=- + - -  funk si ýa nyň mak si-

mum ba ha sy ny
2 12,

8,

x x

x x
1 2

1 2

#

$

+

- + -
)

x1, x2 ≥ 0
şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly. 

4.23nji my sal. 2 2 3f x x x x x2 2 2
1 2 3 2 3=- - +- +  funk si ýa nyň 

mak si mum ba ha sy ny
18,

12,

,

x x

x

x

x x2 14

1 2 3

2

1 3

#

#

#

+ +

+

*

x1, x2 ≥ 0
şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly.

Jogaby: f max=17/8; X *= (0;1;3/4).

§ 4.3. Gra di ýent usul la ry

Goý, kä bir ob last da üz nük siz dif fe ren sir len ýän f(x̅) funk si ýa ber-
len bolsun. Funk si ýa nyň gra di ýen ti di ýip i-nji dü zü ji si bu funk si-
ýa nyň de giş li ar gu men ti bo ýun ça hu su sy önü mi ne deň bo lan wek tor 
funk si ýa aý dyl ýar we aşak da ky ýa ly bel gi le nil ýär:

grad , , ,f f x
x
f

x
f

x
f

1 2 n
d

2
2

2
2

g
2
2

= =r] cg m.
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Bel li bol şy ýa ly, funk si ýa nyň is len dik no kat da ky gra di ýen ti onuň 
bu no kat da iň çalt lo kal art ýan ug ru ny gör kez ýär. Gra di ýent usul la ry 
kö par gu ment li funk siýa la ryň op ti mal ba ha la ry ny onuň ba ha la ry nyň 
iň çalt art ýan ug ru ny gör kez ýän gra di ýen ti ni ulan mak ly ga esas la nan-
dyr lar.

Gra di ýent usul la ry nyň kö me gi bi len çy zyk ly däl prog ram ma-
laş dyr ma nyň is len dik me se le si niň çö zü wi ni ta pyp bo lar. Onuň üçin 
çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň dü zü mi ne gir ýän 
çäk len dir me le re de giş li funk si ýa la ryň we mak sat funk si ýa sy nyň kä-
bir ob last da dif fe ren sir len ýän bol ma gy ze rur dyr. Umu my ýag daý-
da gra di ýent usul la ry nyň kö me gi bi len lo kal ekst re mum la ry tap mak 
müm kin dir. Şol se bäp li bu usul lary, esa san hem, is len dik lo kal ekst re-
mu myň şolbir wag tyň özün de glo bal ekst re mum bo lup bil ýän gü ber-
çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri ni çöz mek de ulan mak ne ti je-
li dir. Gra di ýent usul la ry nyň kö me gi bi len me se le çö zü lende il ki kä bir 
usul bo ýun ça saý la ny lyp al nan X(k) çözüw den yzy gi der li lik de beý le-
ki çö züw le re mak sat funk si ýa sy nyň iň çalt art ýan (ke mel ýän) ug ry 
bo ýun ça ge çil ýär. Bu pro ses ber len me se le de be ýan edi len mak sa da 
ýe til ýän çä, mak sat funk si ýa sy nyň op ti mal ba ha sy ta pyl ýan ça do wam 
et di ril ýär. Gra di ýent usul la r iki to pa ra bö lün ýär. 

Bi rin ji to pa ra de giş li gra di ýent usul la r ula ny lan da bar la nyl ýan 
no kat lar se re dil ýän ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gin den çyk ma ýar lar. 
Bu to pa ra de giş li has köp ula nyl ýan usul Fran kyň-Wul fuň usu ly-
dyr.

Ikin ji to pa ra de giş li gra di ýent usul la ry ula ny lan da bar la nyl ýan 
no kat lar se re dil ýän ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de giş li hem, de giş-
li däl hem bo lup bi ler ler. Ýö ne tapgyrlaýyn işiň ne ti je sin de ýolbe rer  li 
çö züw ler köp lü gi ne de giş li no kat lar ta pyl ýar. Gra di ýent usul la ry nyň 
bu to pa ry na de giş li le ri niň köp ula nyl ýa ny je ri me funk si ýa la ry usul la-
ry ýa-da Er rou nyň-Gur wi siň usu ly dyr.

Me se le le riň çö züw le ri gra di ýent usul la ry nyň kö me gi bi len ta py-
lan da tapgyrlaýyn iş f(x1,x2,…,xn) funk si ýa nyň gra gi ýen ti no bat da ky 
X(k+1) no kat da no la deň bol ýan ça ýa-da |f(X(k+1)) – f(X(k))|<ε (ε – al nan 
çö zü wiň ta kyk ly gy ny gör kez ýän ýe ter lik ki çi po lo ži tel san) deň siz lik 
ýe ri ne ýet ýän çä do wam et di ril ýär.
14. Sargyt № 2463
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4.3.1.Fran kyňWul fuň usu ly

Goý, 
    f(x1, x2,…,xn) (57)

gü ber çek funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny 

      1,2, , ,a x b i m
1j

n

ij j i g# =
=

/ ] g  (58)

        xj ≥ 0 ( j=1, 2,…,n) (59)
şert ler de tap mak ta lap edil ýän bol sun.

Bu me se lä niň hä si ýet len di ri ji aý ra tyn ly gy, onuň çäk len dir me ler 
ul ga my nyň di ňe çy zyk ly deň siz lik ler den yba rat ly gyn da dyr. Bu aý ra-
tyn lyk bar la nyl ýan no ka dyň go laý tö we re gin de çy zyk ly däl mak sat 
funk si ýa sy ny çy zyk ly funk si ýa bi len ça lyş ma ga esas bo lup hyz mat 
ed ýär. Şeý le lik de, ber len me se le çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le le ri niň yzy gi der li çö zü li şi ne ge ti ril ýär. 

Il ki bi len no bat da ky bar la nyl ýan X(k) no kat se re dil ýän me se lä niň 
ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de giş li ha la tyn da ky ýag da ýa se re de liň. 
f(x1, x2,…,xn) funk si ýa nyň bu no kat da ky gra di ýen ti aşakdaky ýaly ha-
sap lanyl ýa r:

, , ,f X
x

f X
x

f X
x

f X

1 2

k
k k

n

k

d
2

2
2

2
g

2
2

=]
] ] ]

c]
] ] ]

g
g g g

mg
g g g

we aşak da ky çy zyk ly funk si ýa gu rul ýar:

        F
x

f X
x

x
f X

x
x

f X
x

1

1

2

2

k k

n

k

n
2

2
2

2
g

2
2

= + + +
] ] ]] ] ]g g gg g g

. (60)

Soň ra bu funk si ýa nyň (58) – (59) şert ler de mak si mal ba ha sy ta-
pyl ýar. Goý, bu çö züw Z(k) no kat bi len ga bat gel sin. On da ber len me-
se lä niň tä ze ýolbe rer  li çö zü wi: 

        ,X X Z X1k k
k

k k
+ -m=+ ]] ] ] ] gg g g g  (61)

bo lar, bu ýer de 0 ≤ λk ≤ 1 ha sap la ma nyň ädi mi di ýil ýän kä bir san. 
Bu sa ny er kin saý lap ýa-da oňa bag ly bo lan ( )g f X 1

k
k

=m +] ]g g  funk si-
ýa mak si mal ba ha eýe bo lar ýa ly edip hem saý lap bo lar. Onuň üçin 

0
d

dg

k

k
=

m

m] g  deň le mä niň iň ki çi kö kü ni tap mak ze rur. Eger onuň ba-
ha sy bir den uly bol sa, on da λk=1 diýip alyn ýar. λk-nyň ba ha sy kes-
git le nen den soň X(k+1) no ka dyň koor di na ta la ry ta pyl ýar. Bu no kat da 
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mak sat funk si ýa sy nyň ba ha sy ha sap la nyl ýar we tä ze X(k+2) no ka da 
geç me giň ze rur ly gy anyk la nyl ýar. Eger şeý le ze rur lyk bar bo lsa, on da 
X(k+1)  no kat da mak sat funk si ýa sy nyň gra di ýen ti niň ba ha sy ha sap la nyl-
ýar, de giş li çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ne ge çil ýär we 
onuň çözü wi ta pyl ýar. X(k+2) no ka dyň koor di na ta la ry ta pyl ýar we in di-
ki bar lag la ry ge çir me giň ze rur ly gy anyk la nyl ýar. Kä bir tü ke nik li san-
ly ädim den soň ber len me se lä niň ze rur ta kyk lyk da ky çö zü wi ta pyl ýar. 

Şeý le lik de, (57) – (59) me se lä niň çö zü wi niň Fran kyň-Wul fuň 
usu ly bo ýun ça ta py lyş pro se si aşak da ky tap gyr la ry özün de sak la ýar:

1. Ber len me se lä niň baş ky ýolbe rer  li çö zü wi ta pyl ýar.
2. (57) funk si ýa nyň bu no kat da ky gra di ýen ti ha sap la nyl ýar.
3. (60) gör nüş li funk si ýa gu rul ýar we onuň (58)-(59) şert ler dä ki 

mak si mal ba ha sy ta pyl ýar.
4. Ha sap la ma nyň ädi mi kes git le nil ýär.
5. (61) for mu la lar bo ýun ça tä ze ýolbe rer  li çö zü wiň düzüjileri ta-

pyl ýar.
6. In di ki ýolbe rer  li çö zü we geç me giň ze rur ly gy bar la nyl ýar. Ze-

rur ha la tyn da 2-nji tap gy ra ge çil ýär, beý le ki ýag daý da ber len me se lä-
niň ze rur ta kyk lyk da ky çö zü wi ta pyl dy di ýip ha sap edil ýär.

4.24nji my sal. Fran kyň-Wul fuň usu ly bi len
      f = 2x1+4x2– x x21

2
2
2

-  (62)
funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny

     2 8,

2 12,

x x

x x

1 2

1 2

#

#

+

-
(  (63)

          x1, x2≥0    (64)
şert le riň ýe ri ne ýet ýän ha la tyn da tap ma ly (3.22-nji my sal).

Çö zü li şi. f funk si ýa nyň gra di ýen ti ni ta pa lyň:

, 2 2 ; 4 4f
x
f

x
f

x x
1 2

1 2d
2
2

2
2

= = - -c ]m g

we il kin ji ýolbe rer  li çö züw hök mün de X(0)=(0;0) hem-de alyn ýan çö-
zü wiň hi li ni ba ha lan dyr ma gyň kri te ri si hök mün de |f(X(k+1)) – f(X(k))|<ε 
deň siz lik (ε=0, 01 – al nan çö zü wiň ta kyk ly gy ny gör kez ýän ýe ter lik 
ki çi po lo ži tel san) alyn ýar.

I tap gyr (ite ra si ýa). X(0) no kat da f funk si ýa nyň gra di ýen ti 
f(X(0)) = (2;4) bolar. 
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      F1 = 2x1+4x2    (65)

funk si ýa nyň mak si mu my ny (63) we (64) şert ler de, ýag ny 

    
2 8,

2 12,

x x

x x
1 2

1 2

#

#

+

-
)  (66)

          x1, x2 ≥ 0   (67)

şert ler de ta pa lyň. Bu me se lä niň op ti mal çö zü wi Z(0) = (0;4).
Ber len mes lä niň tä ze ýolbe rer  li çö zü wi ni (61) for mu la bo ýun ça 

ta pa lyň:
  X(1) = X(0)+λ1 (Z

(0)–X(0)), bu ýer de 0 ≤ λ1 ≤ 1. (68)
X(0) we Z(0) derek ola ryň ba ha la ry ny goý sak, ala rys:

   0 0,

0 4.

x

x

1

1

1 1

2 1

= +

= +

m

m

]

]

g

g)  (69)

λ1 ulu ly gy kes git le mek üçin (62) deň lik de x1 we x2-ä derek (69) 
deň lik dä ki ba ha la ry ny go ýup ala rys:

f(λ1)=16λ1–32 1

2
m .

Bu funk si ýa nyň λ1-e gö rä önü mi ni ta pyp no la deň lä liň:

f ′(λ1)=16-64 λ1=0.

Bu ýer den λ1=1/4. Bu ta py lan sanyň 0 bi len 1-iň ara sy na de giş li 
bo lan dy gy se bäp li ony ädi miň ulu ly gy hök mün de ka bul ed ýä ris. Şeý-
le lik bi len X(1)=(0;1), f(X(1))=2, f(X(1))-f(X(0))=2>ε=0, 01. 

II tap gyr. Ber len me se lä niň mak sat funk si ýa sy nyň (X(1)) no kat-
da ky gra di ýen ti df (X(1))=(2;0). F1=2x1 funk si ýa nyň mak si mu my ny 
(63) we (64) şert ler de tap ýa rys. Z(1)=(6, 4;0, 8) degişli çözüw bo lar. 

X(2)=X(1)+λ2 (Z
(1))-X(1))-i kes git lä liň. Soň ky deň li gi aşak da ky gör-

nüş de ýa za lyň:
   6,4 ,

1 0,2 .

x

x

2

2

1 2

2 2

=

= -

m

m

]

]

g

g)  (70)

(62) funk si ýa da x1 we x2-ä de rek ola ryň (70)-dä ki ba ha la ry ny go-
ýup, ala rys:

f(λ2) = 2+12,   8λ2 – 41,   76
2

2
m .
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Bu ýer den f(λ2) = 12,8-83,52λ2. f(λ2)-i no la deň läp, al nan deň le-
mä ni çö züp, λ2≈0,15 ala rys. Şeý le lik bi len:

0,96,

0,97.

x

x

2

2

1

2

=

=

]

]

g

g)

Ýag ny X(2) = (0,96;0,97), f(X(2)) = 2,9966, f(X(2)) – f(X(1)) = 2,9966 – 2 =  
= 0,9966 > ε = 0,01. 

III tap gyr. Ber len me se lä niň mak sat funk si ýa sy nyň X(2) no kat-
da ky gra di ýen ti f(X(2)) = (0,08; 0,12). F3 = 0, 08 x1+0,12x2 funk si ýa nyň 
mak si mu my ny (63) we (64) şert ler de tap ýa rys. Z(2) = (6;0) degişli bolar. 

X(3) = X(2)+λ3 (Z
(2) – X(2))-i kes git lä liň. Ala rys:

0,96 6 0,96 0,96 5,04 ,

0,97 0 0,97 0,97 0,97 ;

x

x
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3

3
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]

g
g

g
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2,9384 0,4032 27,3416 ,f 2
3 33= + -m m m] g

0,4032 54,6832f 33 = -m ml] g .

f ′(λ3) = 0 deň le mä ni çö züp, λ3 ≈ 0,007 ala rys. Şeý le lik bi len, 
X(3) = (0, 99528;0,96321), f(X(3)) = 2,99957, f(X(3)) – f(X(2)) = 2,99957 – 
 – 2,9966 = 0,00297<ε = 0,01. 

Şeý le lik bi len, (X(3)) = (0,99528;0,96321) ber len me se lä niň göz-
len ýän çö zü wi dir. (X(3)) no kat mak sat funk si ýa sy nyň öň deň bel li bo lan 
(3.22-nji my sala ser.) mak si mal ba ha sy nyň no ka dy bo lan X 

* = (1;1) 
no ka da ýe ter lik ýa kyn ýer le şen dir. ε-a has ki çi ba ha be rip, goş ma ça 
ýa kyn laş ma ha sap la ma la ry ge çi rip, mak sat funk si ýa sy nyň mak si mal 
ba ha sy nyň no ka dy na has ýa kyn go laý laş mak bo lar dy. 

4.3.2. Je ri me funk si ýa lar usu ly

Bu usul umu my ýag daý da öň be ýan edi lip di. Ber len  f(x1, x2,…, 
xn) oýuk funk si ýa nyň

gi (x1, x2,…, xn)≤bi (i = 1, 2,…, m), xj ≥ 0 ( j = 1, 2,…, n)
(bu ýer de  g(x1, x2,…, xn) gü ber çek funk si ýa lar) şert le riň ýe ri ne ýet ýän 
ha la tyn da mak si mal ba ha sy ny tap mak me se le si ne se re de liň. 
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Bu me se lä ni gö ni çöz mä ge gi riş mez den F(x1, x2,…,xn) = f(x1, 
x2,…,xn)+H(x1, x2,…,xn) funk si ýa nyň, ýag ny ber len mak sat funk si ýa-
sy nyň we kä bir je ri me funk si ýa sy diý lip at be ril ýän H(x1, x2,…,xn)
funk si ýa nyň je mi niň mak si mal ba ha sy göz le nil ýär. Je ri me funk si ýa-
sy ny dür li usul bi len gu rup bo lar, ýö ne köp ýag daý lar da ol 

, , , , , , , , ,H x x x x x x g x x x
1i

m

1 2 1 2n i i 1 2n ng g g= a
=

/] ] ]g g g

gör nüş de gu rul ýar. Bu ýer de: 

, , ,
0, eger , , , 0 bolsa,

, eger , , , 0 bolsa,
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g
g
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)       (71)

αi>0gi (x1, x2,…,xn) go şant la ry ny gör ke zi ji kä bir he mi şe lik san lar. 
Je ri me funk si ýa sy nyň kö me gi bi len ka bul eder lik çö züw alyn-

ýan ça bir no kat dan beý le ki no ka da yzy gi der li ge çil ýär. Is len dik soň ky 
no kat özün den öň gel ýän no ka da gö rä aşak da ky ýa ly ta pyl ýar:

      max 0; .x x
x

f X
x

g X1
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k k
k

i

m k

j j
j

i
j

i

2
2

2
2

= + + a+

=

/] ]] ]
] ]g gg g
g g

= G) 3  (72)

Soň ky deň lik den, eger öň ki no kat ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü gi-
ne de giş li bol sa, on da kwad rat ýa ýyň için dä ki ikin ji aň lat ma nyň no la 
deň bol jak dy gy we soň ky no ka da ge çi şiň di ňe mak sat funk si ýa sy-
nyň gra di ýen ti niň üs ti bi len kes git len jek di gi gö rün ýär. Eger bu no kat 
ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü gi ne de giş li däl bol sa, on da şol go şu ly jy-
nyň kö me gi bi len soň ky tap gyr lar da (ite ra si ýa lar da) bu köp lü ge gel-
mek üp jün edil ýär. Şeý le lik de, ai nä çe ki çi bol sa, ka bul eder lik çö züw 
şon ça-da çalt ta pyl ýar, ýö ne onuň kes git le ni li şi niň ta kyk ly gy pe sel ýär. 
Şol se bäp li, adat ça tapgyrlaýyn iş ai-le riň has ki çi ba ha la ryn dan baş-
la ny lyp, işiň do wa myn da ola ryň ba ha la ry yzy gi der ýo karlan dy ryl ýar. 

Şeý lelik bi len, gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň je-
ri me funk si ýa lar usu ly bo ýun ça çö zü li şi aşak da sa nal ýan dö wür le ri 
öz içi ne al ýar:

– il kin ji ýolbe rer  li çö züw kes git le nil ýär;
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– ha sap la ma nyň ädi mi saý la nyl ýar;
– mak sat funk si ýa sy nyň we ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ni kes git-

le ýän funk si ýa la ryň äh li üýt ge ýän ulu lyk lar bo ýun ça hu su sy önüm le ri 
ta pyl ýar.

– (72) for mu la bo ýun ça tä ze çö züw bo lup hyz mat et jek no ka dyň 
koor di na ta la ry ta pyl ýar;

– ta py lan no ka dy ň kor di na ta la ry nyň me se lä niň çäk len dir me ler 
ul ga my ny ka na gat lan dyr ýan dy gy bar la nyl ýar. Eger ol çäk len dir me-
ler ul ga my ny ka na gat lan dyr ma sa, on da in di ki tap gy ra ge çil ýär. Eger 
ta py lan no ka dyň kor di na ta la ry me se lä niň ýolbe rer  li çö zü wi ni ber ýän 
bol sa, on da tä ze ýolbe rer  li çö zü we geç me giň ze rur ly gy kes git le nil ýär. 
Şeý le ze rur lyk bar bol sa II tap gy ra ge çil ýär, beý le ki ýag daý ka bul 
eder lik çö zü wiň ta py lan dy gy ny aň lad ýar;

– ag ram koef fi si ýent le ri niň ba ha la ry kes git le ni lip, IV tap gy ra ge-
çil ýär.

4.25nji me se le. 
              f= – x1

2 – x2
2 (73) 

funk si ýa nyň: 
                 (x1 – 7)2+(x2 – 7)2 ≤ 18, (74)

               x1; x2 ≥ 0 (75) 
şert le riň ýe ri ne ýet ýän ha la tyn da mak si mal ba ha sy ny tap ma ly.

Çö zü li şi. Ber len me se lä niň mak sat funk si ýa sy ot ri sa tel kes-
git le nen kwad ra tik for ma dyr we şol se bäp li oýuk dyr (oýuk ly gy 
aşak dyr). Şolbir wagt da (74) – (75) çäk len dir me le ri ka na gat lan dyr-
ýan ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü gi gü ber çek ob last dyr. Şol se bäp li 
(73) – (75) me se le gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si dir. 
Onuň çö zü wi ni je ri me ler funk si ýa sy usu ly nyň kö me gi bi len ta pa-
lyň. Onuň üçin il ki bi len ýolbe rer  li çö züw le riň köp lü gi ni we (73) 
mak sat funk si ýa sy nyň de re je ler çy zyk la ry ny gu ra lyň (3.6-njy su-
rat). Bu çy zyk lar mer ke zi (0; 0) no kat da ýer le şen tö we rek ler dir. 
Bu tö we rek le riň bi ri niň ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi niň çä gi bi len 
gal taş ma no ka dy ber len me se lä niň mak sat funk si ýa sy nyň mak si mal 
ba ha eýe bol ýan no ka dy dyr.
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4.4nji su rat

Goý, X(0) = (6, 7) bol sun. λ = 0,1 ba ha la ry alyp, g(x1, x2) = 18 – 
– (x1 – 7)2 – (x2 – 7)2 bel gi le me gi ri ze liň we f(x1, x2) we g(x1, x2) funk si-
ýa la ryň x1, x2 ulu lyk lar bo ýun ça hu su sy önüm le ri ni ta pa lyň:
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In di (72) for mu la ny ula nyp, iň bol man da bi ri ni çö züw hök mün de 
ka bul eder ýa ly no kat la ryň köp lü gi ni gu ra lyň. 
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I tap gyr. X(0) = (6, 7) no ka dyň ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de-
giş li di gi se bäp li (72) aň lat ma da ky kwad rat ýa ýyň ikin ji go şu ly jy sy 
no la deň dir. Şol se bäp li in di ki X(1) no ka dyň koor di na ta la ry aşak da ky 
ýa ly ha sap la nar:

max 0; max 0; 0,1 2 6 4,8;x x
x

f X1 0
0

1 1
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2
= + = - =m
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]] ]

] g
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] g
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( !2 +

Al nan no ka dyň ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de giş li di gi ni 
bar la lyň. Onuň üçin g(X(1))-i ha sap la lyň. g(X(1)) = 18 – 4,84 – 1,96 =
= 11,2 > 0. Diý mek, X(1) ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de giş li dir. Bu 
no kat da f(X(1))= – 54,4.

II tap gyr. In di ki X(1) no ka dyň x ( )2
1  we x ( )2

2  koor di na ta la ry ny ta-
pa lyň:

x ( )2
1  = max{0; 0,48+0,1∙(– 2)∙4,8} = 3,84;

x ( )2
2  = max{0; 0,56+0,1∙(– 2)∙5,6} = 4,48;

g(X(2))-i ha sap la lyň. gX(2) = 18 – 9,9856 – 6,3504 = 1,664 > 0. Diý-
mek, X(2) hem ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de giş li dir. Bu no kat da
f(X(2)) = –34,816.

III tap gyr. In di ki X(2) no ka dyň x ( )3
1  we x ( )3

2  koor di na ta la ry ny ta-
pa lyň:

x ( )3
1  = max{0; 0, 384+0,1∙( – 2)∙3,84} = 3, 072;

x ( )3
2  = max{0; 0, 448+0,1∙( – 2)∙4,48} = 3, 584;

g(X(3)) = 18 – 15,429184 – 1,669056≈ – 9,0981 < 0. Diý mek, X(3) 

no kat ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de giş li däl.
IV tap gyr. X(3) no kadyň ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi ne de giş li 

däl di gi se bäp li X(4)-iň koor di na ta la ry tapylýar:

max 0;x x
x

f X
x

g X4 3
3 3

1 1
1 1

i

2
2

2
2

= + +m a =
] ]] ]

] ]g gg g
g g

< F( 2

max 0; 3,072 0,1 2 3,072 2 3,072 14

max 0; 2,476 0,7856 ;

= + - + - +

= +

a

a

=] ]g g5 ?!

!

+

+
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max 0;x x
x

f X
x

g X
2
4

2
3

2

3

2

3
i

2
2

2
2

= + +m a =
] ]] ]

] ]g gg g
g g

; E' 1

max 0;3,584 2 3,584 14

max 0;2,8672 0,6832 .

= + - + =

= +

a

a

] g5 ?!

!

+

+

Bu ýer de a-ny saý la ma nyň me se le si ýü ze çyk ýar. Ony saý la ma-
gyň iň mak sa da la ýyk usu ly X(4) no kat ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi niň 
çä gin den da şa düş mez ýa ly edip saý la mak dyr. Bu ta la by, hu su san-da, 
α=1, 9 ba ha ka na gat lan dyr ýan dyr. Bu ba ha da ala rys:

x ( )4
1  = max{0; 2, 476 +1,9∙0, 7856} ≈ 3,95;

x ( )4
1  = max{0; 2, 8672+1,9∙0, 6832} ≈ 4,165;

g(X(4))=18 – 9,3025 – 8,037225 ≈ 0, 66; f(X(4)) ≈ – 32,95.
V tap gyr. Bu tap gyr da:
x ( )5
1  = max{0; 3,95+0,1∙( – 2)∙3, 95}=3,16;

x ( )5
1  = max{0; 4,165+0,1∙( – 2)∙4, 165}=3,332;

g(X(5)) =18 – 14,7456 – 13,454224 ≈ – 10,2.
VI tap gyr. Bu tap gyr da:
x ( )6
1  = max{0; 3,16+0,1∙[( – 2)∙3,16+1,9∙((– 2)∙3,16+14)]} ≈ 3,987;

x ( )6
1  = max{0; 3, 332+0, 1∙[( – 2)∙3, 332+1, 9∙(( – 2)∙3,332+14)]} ≈

≈ 4,059;
g(X(6))=18 – 9, 078169 – 8, 649481≈0, 272; f(X(6))≈ – 32,372.
VII tap gyr. Bu tap gyr da ta pa rys:
x ( )7
1  =max{0; 3, 987+0, 1∙( – 2)∙3, 987}≈3,189;

x ( )7
1  = max{0; 4, 059+0, 1∙( – 2)∙4, 059}≈3,247;

g(X(7))=18 – 10, 169721 – 10, 543009≈ – 2,713.
VIII tap gyr. Bu tap gyr da:
x ( )8
1  = max{0; 3,189+0,1∙[( – 2)∙3, 189+1, 9∙(( – 2)∙3, 189+14)]}≈

≈ 3,999;
x ( )8
1  = max{0; 3, 247+0, 1∙[( – 2)∙3, 247+1, 9∙(( – 2)∙3,247+14)]}≈ 

≈ 4, 027;
g(X(8)) =18-9, 006001 – 8, 856576≈0, 137; f(X(8))≈ – 32,185.
IX tap gyr. Bu tap gyr da ta pa rys:
x ( )9
1  =max{0;3, 999+0,1∙(-2)∙3, 999}≈3,199;
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x ( )9
1  = max{0;4, 027+0,1∙(-2)∙4, 027}≈3,219;

g(X(9))=18-14,447601-14,295961≈ – 10,744.
X tap gyr. Bu tap gyr da ala rys:
x ( )10
1  =max{0; 3,199+0, 1∙[( – 2)∙3,199+1, 9∙((– 2)∙3,199+14)]}≈

≈ 4,004;
x ( )10
1  = max{0;3, 219+0,1∙[( – 2)∙3,219+1, 9∙((– 2)∙3,219+14)]}≈

≈ 4,012;
g(X(10))=18 – 8,976016 – 8,928144≈0, 096; f(X(10))≈ – 32,128.
XI tap gyr. Bu tap gyr da ta pa rys:
x ( )11
1  = max{0; 4,004+0,1∙( – )∙4,004}≈3,203;

x ( )11
1  = max{0; 4,012+0,1∙( – 2)∙4, 012}≈3,210;

g(X(11))=18v14,417209 – 14,3641≈ – 10,781.
XII tap gyr. Bu tap gyr da ala rys:
x ( )12
1  =max{0; 3,203+0,1∙[( – 2)∙3,203+1,9∙(( – 2)∙3,203+14)]}≈

≈ 4,005;
x ( )12
1  = max{0; 3,210+0,1∙[( – 2)∙3,210+1, 9∙(( – 2)∙3,210+14)]}≈

≈ 4,008; g(X(12)) ≈ – 0,078; f(X(12)) ≈ – 32,104.
Mak sat funk si ýa sy nyň X we XII tap gyr lar da ta py lan no kat lar-

da ky ba ha la ry ny de ňeş di rip, ola ryň 10-1 ta kyk lyk bi len ga bat gel-
ýän di gi ni gör ýä ris. Bu soň ky tap gyr lar da ta py lan no kat la ryň mak sat 
funk si ýa sy nyň mak si mal no ka dy na ýa kyn dy gy ny aň lad ýar. Şeý le tas-
syk la ma la ry f(X) we g(X) funk si ýa la ryň (X(12)) no kat da ky gra di ýent le-
ri hak da hem aý dyp bo lar, ha ky kat dan-da:

df(X(12))=( – 8,01;  – 9,016), dg(X(12))=(5, 99; 5,984).

Bu wek tor la ryň de giş li koor di na ta la ry nyň gat na şyk la ry ny ha sap-
la lyň:

5,99
8,01

1,337;
5,984
9,016

1,339.. .- - - -

Ola ryň bi ri-bir le ri ne tak my nan deň li gi de giş li wek tor la ry  
df(X(12)) we  dg(X(12)) kol li near di ýip ha sap edip bol jak dy gy ny aň-
lad ýar. Bu aý dy lan lar dan baş ga-da, X(12) no ka dyň ýolbe rer  li çö züw ler 
köp lü gi niň çä gi niň ýa ky nyn da ýer leş me gi g(X(12))≈0,078 bol ýan dy gy 
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se bäp li x*
1 =4,005 we x*

2=4,008 çö züw le ri op ti mal çö zü wiň de re gi ne 
ka bul et mä ge esas dö red ýär. Ze rur ha la tyn da tapgyrlaýyn işi mak sat 
we çäk len dir mä niň funk si ýa la ry nyň gra di ýent le ri do ly kol li near bol-
ýan ça do wam et di rip, bu çö zü wi has hem ta ky gy rak çö züw bi len ça-
ly şyp bo lar.

4.3.3. Er rou nyňGur wi siň usu ly

Çyzyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri je ri me funk si-
ýa la ry usu ly bi len çö zü len de ai-le riň er kin saý la nyl ma gy ne ti je sin de 
kes git len ýän no kat la ryň ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gin den daş laş ma 
yr gyl dy sy nyň uly bol ma gy na ge tir ýär di. Bu kem çi lik Er rou nyň-Gur-
wi siň usu lyn da no bat da ky ädim de ( )k

ia -le riň aşak da ky gör nüş de saý-
la ny lyp alyn ma gy bi len ýe ňi lip ge çil ýär:

 ( )k
ia = max{0; ( )k 1

ia
-  – λgi (X

(k))}  (i=1, 2,…,m). (76)

Baş lan gyç ( )0
ia  ba ha hök mün de is len dik ot ri sa tel däl san al nyp 

bil ner.
4.26njy me se le. Er rou nyň-Gur wi siň usu ly ny peý da la nyp, 

3.28-nji me se lä niň çö zü wi ni tap ma ly, ýag ny
         f= – x2

1  – x2
2  (77) 

funk si ýa nyň
   18 – (x1 – 7)2 – (x2 – 7)2 ≥ 0, (78)
          x1; x2 ≥ 0 (79) 

şert le riň ýe ri ne ýet ýän ha la tyn da mak si mal ba ha sy ny tap ma ly.
Çö zü li şi. 4.25-nji me se lä niň çö zü li şin den gör nü şi ýa ly, Er rou-

nyň-Gur wi siň usu ly ny peý da la nyp çö züw ta py lan da λ = 0,1 ba ha üçin 
il kin ji üç tapgyryň ne ti je le ri iki usul da hem ga bat gel ýär. Bu her bir 
yzy gi der ta pyl ýan no kat la ryň ýol be re rik çö züw ler köp lü gi ne de giş-
li di gi se bäp li, haý sy for mu la bi len ta pyl ýan dy gy na ((71) ýa-da (76)) 
ga ra maz dan nola deň (k = 1, 2, 3) bol ýan dy gy bi len dü şün di ril ýär. 

IV tap gyr (ite ra si ýa). g (X(3)) < 0 bol ýan dy gy üçin in di ki (X(4)) 
no ka dyň koor di na ta la ry (72) for mu la bi len ta py lar:
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max 0;

max 0; 3,072 0,1 2 3,072 2 3,072 14
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a(4) sa ny (76) for mu la bi len ta pa rys:
a(4)= max{0; a(3) – 0,1g(X(3))}=max{0; 0-0, 1( – 9,0981)} ≈ – 0,91.
Şeý le lik bi len, ≈3, 172; x ( )

2
4 ≈3, 489; g(X(4))≈ –8,981.

V tap gyr. Ta py lan (X(4))=(3,172; 3,489) no kat ýol be rer li çö züw-
ler köp lü gi ne de giş li däl dir. Şol se bäp li in di ki no ka dyň koor di na ta-
la ry ny tap mak üçin hem (72) for mu la dan peý da lan ýa rys. Ýö ne il ki 
bi len (76) for mu la nyň kö me gi arkaly a5-i ta pa lyň:
a(5)= max{0; a(4) –0,1g(X(4))}=max{0; 0,9 –0,1(–8,981)}≈1,81.
Diý mek, 
x ( )5
1  = max{0; 3,172+0, 1∙[(–2)∙3, 172+1, 81∙(( –2)∙3,172+14)]} ≈

≈ 3,923;
x ( )5
2  = max{0; 3,489+0,1∙[( –2)∙3,489+1, 81∙(( –2)∙3,489+14)]} ≈ 

≈ 4,062; g(X(5)) ≈ –0,1.
VI tap gyr. Bu tap gyr da ala rys:
a(6) = max{0;1, 81-0,1( –0,1)} ≈1,82.
x ( )6
1  = max{0;3, 923+0,1∙[( –2)∙3,923+1,82∙(( –2)∙3,923+14)]}≈

≈ 4,258;
x ( )6
2  = max{0;4, 062+0,1∙[( –2)∙4, 062+1,82∙(( –2)∙4,062+14)]}≈

≈ 4,319; g(X(6)) ≈ 1,294; f(X(6))≈ –36,784.
VII tap gyr. Ala rys:
x ( )7
1 =max{0; 4,258+0,1∙[( –2)∙4,258]}≈3,406;

x ( )7
2 =max{0; 4, 319+0,1∙[( –2)∙4, 319]}≈3,455; g(X(7)))≈ –7,84.

VIII tap gyr. Bu tap gyr da ala rys:
a(8)= max{0; 1,82-0,1(–7,484)} ≈ 2, 57.
x ( )8
1  = max{0; 3,406+0,1∙[(–2)∙3,406+2,57∙((–2)∙3,406+14)]}≈

≈ 4,572;
x ( )8
2  = max{0; 3,455+0,1∙[(–2)∙3,455+2,57∙((–2)∙3,455+14)]}≈

≈ 4,586; g(X(8)) ≈ 6, 278; f(X(8))≈ –41,935.
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IX tap gyr. Ta pa rys:
x ( )9
1  = max{0; 4, 572+0, 1∙[(–2)∙4, 572]} ≈ 3, 658;

x ( )9
2  = max{0; 4, 586+0, 1∙[(–2)∙4, 586]} ≈ 3, 669; g(X(9))≈ –4,265.

X tap gyr. Ala rys:
a(10 )= max{0; 2, 57 –0, 1( –4, 265)} ≈3, 0.
x ( )10
1  = max{0; 3,658+0,1∙[(–2)∙3,658+3,0∙((–2)∙3,658+14)]}≈ 4,931;

x ( )10
2  = max{0;3,669+0,1∙[(–2)∙3,669+3,0∙((–2)∙3,669+14)]}≈

≈ 4,934; g(X(10)) ≈ 9,451.
XI tap gyr. Ta pa rys:
x ( )11
1  = max{0;4, 931+0,1∙[(–2)∙4,931]}≈3,945;

x ( )11
2  = max{0;4,934+0,1∙[( –2)∙4,934]}≈3,947; 

g(X(11)) ≈ –0,654.
XII tap gyr. Ala rys:
α(12) = max{0;3,0 –0,1(–0,654)}≈3,06.
x ( )12
1  = max{0;3,945+0,1∙[(–2)∙33,945+3,06∙((–2)∙3,945+14)]}≈ 

≈5,026;
x ( )12
2  = max{0;3,947+0,1∙[(–2)∙3,947+3,06∙((–2)∙3,947+14)]}≈

≈5,26; gX(12)) ≈ 10,207; fX(12)) ≈ –50,521.
XIII tap gyr. Ta pa rys:
x ( )13
1  = max{0;5,026+0,1∙[(–2)∙5,026]} ≈ 4,021;

x ( )13
2  = max{0;5,026+0,1∙[(–2)∙5,026]} ≈ 4,021;

gX(13)) ≈ 0,251; fX(13)) ≈ –32,337.
Soň ky tap gyr da al nan x*

1  = 4,021 we x*

2  = 4,021 çö zü wi ka bul 
eder lik di ýip ha sap edip bo lar. Ze rur ha la tyn da tapgyrlaýyn işi do-
wam et di rip, tä ze ta lap edil ýän ta kyk ly gy alyp bo lar.

Çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň gra di ýent usul bo ýun ça be-
ýan edi len tapgyrlaýyn işi komp ýu te riň kö me gi bi len alyp bar mak has 
amat ly bo lar.

Fran kyň-Wul fuň usu ly bi len aşak da ky me se le le ri çö züň.
4.27nji me se le.

f = 2x1+4x2-x1
2-2x2

2

funk si ýa nyň mak si mu my ny: 
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2 8,

2 12,

x x

x x

21

1 2

#

#

+

-
)

x1, x2 ≥ 0
şert ler de tap ma ly. Baş lan gyç no kat hök mün de (X(0))=(2;2) no ka dy al-
ma ly.

4.28nji me se le.
f=6x2+6x3 – x2

1  – x2
2  – x2

3

funk si ýa nyň mak si mu my ny 
2 6,

6,

3,

x x x
x x x

x

1 2 3

1 2 3

3

#
#

#

+ +
+ +*

x1, x2, x3 ≥ 0
şert ler de tap ma ly. Baş lan gyç no kat hök mün de X(0) = (0;0;0) no ka dy, tap-
gyrlaýyn işi ta mam la ma gyň şer ti hök mün de f(X(k+1)) – f(X(k)) < ε = 0,01 
şer ti al ma ly.

Je ri me funk si ýa lar usu ly ny we Er rou nyň-Gur wi siň usu ly ny ula-
nyp aşak da ky me se le le ri çöz me li.

4.29njy me se le.
f=  – x2

1  – x2
2

funk si ýa nyň mak si mu my ny 
    (x1 – 5)2 + (x2-5)2 ≤ 8,  x1; x2 ≥ 0

şert ler de tap ma ly.
4.30njy me se le.

f=4x1+10x2 – x2
1  – x2

2

funk si ýa nyň mak si mu my ny 
4,

2,

x x

x
1 2

2

#

#

+
)

x1, x2 ≥ 0
şert ler de tap ma ly.

4.31nji me se le.
f= – x2

1  – x2
2

funk si ýa nyň mak si mu my ny 
, ,
, ,

,

x x
x x

x x

0 5 1
0 5 4

6

1 2

1 2

1 2

$
#

#

+
+

+
*

x , x2 ≥ 0
şert ler de tap ma ly.
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§ 4.4. Se pe ra bel funk si ýa ly çy zyk ly däl 
prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň

çö zü wi niň ta py ly şy

Mak sat funk si ýa sy we çäk len dir me ler ul ga myn da ky funk si ýa lar 
se pe ra bel bo lan çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ne se-
re de liň. 

4.11nji kes git le me. Eger F(x1, x2,…,xn) kö par gu ment li funk-
si ýa her bi ri bir ar gu men tiň funk si ýa sy bo lan funk si ýa la ryň je mi, 
ýag ny

, , ,F x x x f x
1j

n

j1 2 n jg =
=

/] ^g h

gör nüş de ýa zy lyp bi lin ýän bol sa, on da oňa se pe ra bel funk si ýa di ýil-
ýär. 

Eger mak sat funk si ýa sy we çäk len dir me ler ul ga myn da ky funk-
si ýa lar se pe ra bel bol sa lar, on da şeý le me se lä niň ýa kyn la şan çö zü wi ni 
bö lek çy zyk ly app rok si ma si ýa nyň usu ly ny ula nyp ta pyp bo lar. Ýö ne 
bu usu lyň umu my ýag daý da ula nyl ma gy ýa kyn la şan lo kal ekst re mu-
my tap ma ga müm kin çi lik ber ýär. Şol se bäp li, bö lek çy zyk ly app rok-
si ma si ýa nyň usu ly ny gü ber çek prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ni 
çöz mek de ula na rys.

4.4.1. Bö lek çy zyk ly app rok si ma si ýa nyň usu ly

Goý, 

        F f x
1j

n

j j=
=

/ ^ h (80)

gör nüş li oýuk funk si ýa nyň 

      1,2, , ,g x b i m
1j

n

ij j i g# =
=

/ ^ ]h g  (81)

      xj ≥ 0 (j = 1, 2,…,n) (82)

şert ler de mak si mal ba ha sy ny tap maly bol sun. 
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Bu me se lä niň çö zü wi ni tap mak üçin fj (xj) we gij (xj) funk si ýa la ry 
fj (xj) we gij (xj) gör nüş li bö lek çy zyk ly funk si ýa lar bi len ça l şa lyň we 
(80) – (82) me se le den aşak da ky me se lä, ýag ny 

     F xf
1j

n

j j=
=

/ ^ hS  (83)

gör nüş li funk si ýa nyň 

       1,2, , ,g x b i m
1j

n

ij j i g# =
=

/ ] ]g gS  (84)

    xj ≥ 0 (j =1, 2,… , n) (85)

şert ler de mak si mal ba ha sy ny tap mak me se le si ne ge çe liň. 
Hä zir lik çe (83) – (85) me se le de funk si ýa la ryň gör nüş le ri kes git-

len me dik dir. Onuň üçin xj üýt ge ýän ulu lyk [0, aj] (bu ýer de aj – xj 
üýt ge ýän ulu ly gyň mak si mal ba ha sy) ke si me de giş li ba ha la ry alyp 
bil ýär di ýip ha sap ede liň. [0, aj] ke si mi rj–1 sa ny (xj= 0, xrj=aj) no kat-
la ryň kö me gi bi len rj bö le ge bö le liň. Bu ýag daý da fSj (xj) we (gSij) (xj) 
funk si ýa lar

  ; ,f x f g x g
0 0k

r

k

r

j j kj kj ij j kj kij

j j

= =m m
= =

/ /^ ^h hS S  (86)
bu ýer de 

       fkj = fj (xk); gkij= gij (xk) (i =1, 2,…,m); (87)

.x x
0k

r

j kj kj

j

= m
=

/

Äh li k we j üçin 1, 0
0k

r

kj kj

j

$=m m
=

/ . Ber len xj üçin iki den köp 

bol ma dyk λkj san lar po lo ži tel we goň şy bo lup bi ler ler.
(86) for mu la da ky (fj) (xj) we (gij) (xj) üçin aň lat ma la ry (83) we 

(84) deň lik ler de or nun da go ýup, şeý le me se lä ge le ris: 

       F f
1 0j

n

k

r

kj kj

j

= m
= =

//t  (88)
gör nüş li funk si ýa nyň: 

  1,2, , ,g b i m
1 0j

n

k

r

kj kij i

j

g# =m
= =

// ] g  (89)

15. Sargyt № 2463
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       1 1,2, ,j n
0k

r

kj

j

g= =m
=

/ ] g, (90)

   äh li k we j üçin λkj≥0 (91)

şert ler de mak si mal ba ha sy ny tap ma ly. 
Al nan me se le çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň ada ty me se le-

sin den is len dik j üçin iki den köp bol ma dyk λkj san la ryň po lo ži tel we 
goň şy bo lup bil jek di gi hak da ky şert bi len ta pa wut lan ýar. Bu şert le riň 
ýe ri ne ýet me gi ni (88) – (91) me se lä ni simp leks usu lyň kö me gi bi len 
çö zü len de ber len me se lä niň da ýanç we op ti mal çözüwini kes git le ýän 
ba zis saý la nan da ga za nyp bo lar. Şeý le lik de, umu my ýag daý da al nan 
çö zü wiň ta kyk ly gy [0, aj] ke si mi böl ýän ädi me bag ly bo lar. Ädim nä-
çe ki çi bol du gy ça al nan çö zü wiň ta kyk ly gy şon ça-da uly bo lar. 

Şeý le lik bi len çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ni 
bö lek çy zyk ly app rok si ma si ýa usu ly bi len çö zü lişi aşak da ky tap gyr-
la ry öz içi ne al ýar:

1. Her bir se pe ra bel funk si ýa bö lek çy zyk ly funk si ýa bi len ça ly-
şyl ýar.

2. (88) – (91) gör nüş de çy zyk ly prog ram ma laş dyr ma nyň me se le-
si gu rul ýar.

3. Simp leks usu lyň kö me gi bi len (88) – (91) gör nüş li me se lä niň 
çö zü wi ta pyl ýar.

4. (80) – (82) gör nüş li ber len me se lä niň op ti mal çö zü wi ta pyl ýar 
we mak sat funk si ýa sy nyň bu çö zü we de giş li ba ha sy ha sap la nyl ýar. 

4.32nji me se le. Bö lek çy zyk ly app rok si ma si ýa usu ly ny peý da-
la nyp, 6 9F x x x2

2 1 1= - + -  funk si ýa nyň mak si mum ba ha sy ny: 

2 3 24,
2 15,

3 2 24,

4,

x x
x x
x x

x

1 2

1 2

1 2

2

$
#
#

#

+
+
+

Z

[

\

]]

]]

x1, x2 ≥ 0
şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ly.

Çö zü li şi. Ber len ýag daý da mak sat funk si ýa sy ny her bi ri bir 
ar gu ment li funk si ýa bo lan iki sa ny ( ) 6 9f x xX 1

2
11 1 = + --  we 

f2 (x2) = x2 funk si ýa la ryň je mi gör nü şin de ýa zyp bo lar. Şol se bäp li, 



227

ber len F funk si ýa se pe ra bel funk si ýa dyr. On dan baş ga-da, bu funk-
si ýa iki sa ny oýuk funk si ýa nyň je mi hök mün de oýuk funk si ýa dyr 
we ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi gü ber çek köp lük dir. Diý mek, bö lek 
çy zyk ly app rok si ma si ýa usu ly ny peý da la nyp, mak sat funk si ýa sy nyň 
glo bal mak si mu my nyň ýa kyn la şan ba ha sy ny tap mak bo lar. 

Ber len me se le de di ňe mak sat funk si ýa sy nyň bi rin ji bö le gi, ýag-
ny f1(x1) çy zyk ly däl dir. Diý mek, bö lek çy zyk ly funk si ýa bi len di ňe 
ony çal şyp, app rok si mir le mek ge rek dir. 

Me se lä niň ýolbe rer  li çö züw ler köp lü gi gur lan 3.1-nji su rat dan 
gör nü şi ýa ly, x1 üýt ge ýän ulu lyk di ňe [0; 8] ke si me de giş li ba ha la ry 
alyp bi ler. Bu ke si mi x01= 0, x11= 1, x21= 2, x31= 3, x41= 4, x51= 5, x61= 6, 
x71= 7, x81= 8 no kat la ryň kö me gi bi len se kiz sa ny bö lek le re bö le liň we 
bu no kat lar da ky f1 (x1) funk si ýa nyň ba ha la ry ny ha sap la lyň (3.2-nji 
tab li sa).

3.2-nji tab li sa
xk1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f1 (xk1) – 9 – 4 – 1 0 – 1 – 4 – 9 – 16 – 25

(86) we (87) for mu la la ry peý da la nyp, ta pa rys:

9 4 4 9 16 25 ,f x1 1 01 11 21 41 51 61 71 81=- - - - - - - -m m m m m m m m] gS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 .x1 01 11 21 31 41 51 61 71 81= + + + + + + + +m m m m m m m m m

f1 (x1) we x1 ta py lan ba ha la ry ny ber len me se lä niň şert le rin de go-
ýup, ala rys:

9 4 4 9 16 25 max,F x01 11 21 41 51 61 71 81 2 "=- - - - - - - - +m m m m m m m mt  
2λ11+4λ21+6 λ31+8 λ41+10λ51+12λ61+14λ71+16λ81+3x2+x3=24,

λ11+2λ λ21+3 λ31+4 λ41+5 λ51+6 λ61+7λ71+8λ81+2x2+x4=15,

3λ11+6λ21+9 λ31+12 λ41+1 λ51+18 λ61+21λ71+24 λ81+2x2+x5=24, 

x2+x6=4, λ01+λ11+λ21+λ31+λ41+λ51+λ61+λ71+λ81=1, 

x1, x2, x3, x4, x5, x6≥0. λk≥0 (k=1, 2,…,8).

Al nan me se le üçin P01, P3, P4, P5 we P6 wek tor lar bir lik wek tor-
lar dyr. Şol se bäp li, me se lä niň çö zü wi simp leks usul da ta py lyp bil ner. 
Ony aşak da ky 4.3-nji tab li sa da ta pa rys:
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4.3-nji tab li sa

i Ba-
zis

Cb P0 -9 -4 -1 0 -1 -4 -9 -16 -25 1 0 0 0 0
P01 P11 P21 P31 P41 P51 P61 P71 P81 P2 P3 P4 P5 P6

1 P3 0 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 3 1 0 0 0
2 P4 0 15 0 1 2 3 4 5 6 7 8 2 0 1 0 0
3 P5 0 24 0 3 6 9 12 15 18 21 24 2 0 0 1 0
4 P6 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
5 P01 -9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
6 -9 0 -5 -8 -9 -8 -5 0 7 16 -1 0 0 0 0
1 P3 0 18 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 3 -1 0 0 0
2 P4 0 12 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 2 0 1 0 0
3 P5 0 15 -9 -6 -3 0 3 6 9 12 15 2 0 0 1 0
4 P6 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
5 P31 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
6 0 9 4 1 0 1 4 9 2 25 -1 0 0 0 0
1 P3 0 6 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 0 1 0 0 -3
2 P4 0 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 0 0 1 0 -2
3 P5 0 7 -9 -6 -3 0 3 6 9 12 15 0 0 0 1 -2
4 P6 1 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
5 P31 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
6 4 9 4 1 0 1 4 9 2 25 0 0 0 0 1

4.3-nji tab li sadan λk1-le riň ta py lan ba ha la ry bo ýun ça x*

1  = 3 we 
x*

2  = 4 ta pa rys, diý mek, X*= (3;4) tö tän lik den ta kyk çö züw bi len ga bat 
ge len ýa kyn la şan op ti mal çö züw dir. Bu çö züw de Fmax= 4 bo lar. 
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 V bö lüm

DI NA MI KI PROG RAM MA LAŞ DYR MA NYŇ 
ME SE LE LE RI

§ 5.1. Di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň 
me se le le ri niň umu my hä si ýet na ma sy hemde 

ola ryň geo met riki we yk dy sa dy ma ny sy

Ýo kar da se re di lip ge çi len çy zyk ly we çy zyk ly däl prog ram ma-
laş dyr ma nyň me se le le rin de, biz ola ryň çö zü wi ni bir tap gyr da ýa-da 
bir ädim de di ýen ýa ly ta pyp dyk. Şeý le me se le ler bir tap gyr la ýyn 
ýa-da bi rä dim le ýin me se le ler di ýen ady al dy lar. 

Şol me se le ler den ta pa wut ly lyk da, di na mi ki prog ram ma laş dyr-
ma nyň me se le le ri köp tap gyr ly dyr lar ýa-da kö pä dim li dir ler. Baş ga-
ça aý dy lan da, di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň usul la ry bi len ta kyk 
me se le le riň çö zü wi ni tap mak lyk bir nä çe tap gyr la ry ýa-da ädim le ri öz 
içi ne al ýar we ola ryň her bi rin de on dan öň den gel ýän ädim dä ki me se-
le bi len şert le nen bel libir aý ra tyn me se lä niň çö zü wi kes git le nil ýär. Şol 
se bäp li, «di na mi ki prog ram ma laş dyr ma» adal ga sy me se le le riň aý ra-
tyn gör nüş le ri ni kes git le mek bi len çäk len män, çy zyk ly we çy zyk ly 
däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri ne de giş li bo lup bil jek ma te-
ma ti ki prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň aý ry-aý ry to par la ry nyň 
çö zü wi ni tap ma gyň usul la ry ny hä si ýet len dir ýär. Mu ňa ga ra maz dan 
di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si niň umu my goýlu şy ny 
be ýan et mek we onuň çö zü li şi ne  bir bi te wi çe me leş me kes git le mek 
mak sa da la ýyk dyr. 

My sal üçin, ber len S fi zi ki ul gam bel libir S S0 0d  baş lan gyç ýag-
daý da dur we do lan dy ryl ýan bol sun. Şeý le lik bi len bel libir U do lan-
dy ry şyň ama la aşy ryl ma gy ne ti je sin de gör ke zi len ul gam S0 baş lan-
gyç ýag da ýyn dan S R  ahyr ky ýag da ýa ge çýär. Şon da her bir ama la 
aşy ryl ýan U do lan dyr ma nyň hi li W(U) funk si ýa nyň de giş li de re je-
si bi len hä si ýet len di ri ler. Bu ýer de we zi pe köpsan ly müm kin bo lan 
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U do lan dyr ma lar dan W(U) funk si ýa nyň ekst re mal (iň uly ýa-da iň 
kiçi) W(U*) ba ha sy ny kes git le ýä n U* do lan dyr ma ny tap mak dan yba-
rat dyr. Tes wir le nen me se le di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň umu my 
me se le si bo lar. 

Bu me se lä niň geo met rik ma ny sy ny açyp gör ke ze liň. Goý, ul ga-
myň ýag da ýy x1Ox2 te kiz lik de (5.1-nji su rat) bel li bir S no kat bi len 
hä si ýet len di ril ýär we şol no kat, onuň he re ke ti ni do lan dyr ma gyň ne-
ti je sin de 5.1-nji su rat da şe kil len di ri len çy zy gyň ug ry bi len müm kin 
bo lan S 0  baş lan gyç ýag daý la ryň ob las tyn dan ýol be ril ýän S R  ahyr ky 
ýag daý la ryň ob las ty na he re ket ed ýär di ýe liň.

x2

S

x1

0

S0

SR

5.1nji su rat

Her bir U do lan dy ry şa no ka dyň he re ke ti ýag ny no ka dyň he re ke-
ti niň her bir tra ýek to ri ýa sy bi len, de giş li lik de bel li-bir W(U) funk si ýa-
nyň ba ha sy ny de giş li edip goýalyň (my sal üçin, şol do lan dy ry şyň tä si ri 
bi len no ka dyň ge çen ýo lu nyň uzyn ly gy ny). Şon da me se lä niň mak sa dy, 
S no ka dyň äh li ýolbe rer  lik he re ket le ri niň tra ýek to ri ýa la ryn dan W(U) 
funk si ýa nyň W(U*) ekst re mal ba ha sy ny üp jün ed ýän U* do lan dy ry şyň 
ne ti je sin de alyn ýan he re ket tra ýek to ri ýa sy ny tap mak dan yba rat dyr. 
S ul ga myň ýolbe rer  li ýag daý la ry n öl çeg gi ňiş li gi niň no kat la ry bi len 
kes git le nen ýag daý la ryn da di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si 
şeý le «tra ýek to ri ýa nyň» kes git le nil me gi ne ge ti ril ýär. 
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Di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň umu my me se le si niň yk dy sa-
dy ma ny sy na aşakdaky ta kyk my sal lar da se re dip ge çe liň. 

5.1nji me se le. Ta byn ly gyn da R kär ha na iş le ýän mi nistr li giň yg-
ty ýar ly gy na m ýy lyň do wa myn da kär ha na la ry ös dür mek de ulan mak 
üçin K müň ma nat möç be rin de pul se riş de si  goýbe ril di. Şol se riş de ler 
her bir ho ja lyk ýy ly nyň ba şyn da (ýag ny t1, t2,…,tm wagt pur sat la ryn-
da) kär ha na la ryň ara syn da paý lan ylýar. Şo nuň bi len bir lik de kär ha na-
la ryň ge çen ýyl alan gir de ji le ri hem ola ryň ara syn da paý lan ylýar. Şol 
se bäp li, ga ral ýan tap gy ryň her bir i-nji ýy l nyň ba şyn da j-nji kär ha na 
öz yg ty ýar ly gy na x ( )

i
j  müň ma nat al ýar. Şeý le lik bi len me se le m ýy lyň 

do wa myn da kär ha na la ra bö lü nip ber len se riş de le riň we ola ryň alan 
gir de ji le riniň kär ha na lar ta ra pyn dan iň köp gir de ji al ma gy üp jün ed-
ýän x ( )

i
j  ba ha la ry kes git le mek den yba rat dyr. 

Bu me se lä ni di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň umu my me se le-
si niň adal ga la ryn da tes wir le me li. 

Çö zülişi. j-nji kär ha na i-nji ýyl da x ( )
i
j  müň ma nat bö lü nip be ril-

ýär di ýip ha sap edip, se riş de le riň şol paý la nyl ma gy na bel libir ui do-
lan dyr ma nyň ama la aşy ryl ma gy hök mün de ga ra lyň. Şeý le lik bi len, ui 
do lan dy ryş, i-nji ä dim de bi rin ji kär ha na x ( )

i
1  müň ma na dyň, ikin ji kär-

ha na x ( )
i
2  müň ma na dyň we ş.m. bö lü nip be ril ýän di gi ni aň la dar. x ( )

i
1 ,

 x ( )
i
2 ,…,x ( )

i
k  san la ryň top lu my se riş de le ri paý la ma gyň m ädim le rin de 

u1, u2,…,um  do lan dyr ma la ryň äh li top lu my ny k öl çeg li gi ňiş lik de m 
sa ny no kat lar ýa ly kes git lär. 

Saý la nyp al nan se riş de le ri paý la ma gyň, ýag ny ýe ri ne ýe ti ril ýän 
do lan dyr ma la ryň hi li ne ba ha ber me giň kri te ri si hök mün de m ýyl la ryň  
dow myn da do lan dyr ma la ryň äh li top lu my na bag ly bo lan W=W(u1, 
u2,…,um) je mi gir de ji si alyn dy.

Diý mek, me se le W funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny üp jün ed ýän u*
i  

do lan dyr ma la ry, ýag ny se riş de le riň paý la nyl ma gy ny saý lap al mak-
dan yba rat dyr. 

Gör nü şi ýa ly, kes git le nen me se le köp tap gyr ly dyr. Bu köp tap-
gyr ly lyk me se lä niň ga ral ýan wagt tap gy ry nyň her ýy ly nyň ba şyn da 
kes git li çö züw le ri ka bul et mek lik şer ti bo ýun ça kes git le nil ýär. Şo nuň 
bi len bir lik de, di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň bir gi den beý le ki 
me se le le rin de şeý le köp tap gyr ly lyk gö nü den-gö ni ola ryň şert le rin den 
ge lip çyk ma ýar. Ýö ne çö zü wi ni tap mak mak sa dy bi len şeý le me se le-
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le re köp tap gyr ly me se le ler hök mün de ga ra mak lyk mak sa da la ýyk dyr. 
Şeý le me se lä ni my sal ge ti rip, ony di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň 
umu my me se le si niň adal ga la ryn da tes wir lä liň. 

5.2nji me se le. Kär ha na la ryň ýo ka ry de re je de is leg bil di ril ýän 
önüm le ri ni ön dür me giň muk da ry ny ýo kar lan dyr mak mak sa dy bi len 
5 müň ma nat möç be rin de ma ýa go ýum la ry bö lü nip be ril di. i-nji kär-
ha na nyň gör ke zi len se riş de ler den xi müň ma nat ulan ma gy, önüm çy-
kar ma gyň ar tyş muk da ry çy zyk ly däl fi (xi) funk si ýa nyň ba ha sy bi len 
kes git le nil ýän ulu ly ga ýo kar lan ma gy ny üp jün ed ýär.

Kär ha na la ryň ara syn da ma ýa go ýum la ryň paý la ny şy gy nyň önüm 
çy kar ma gy iň uly ba ha ýo kar lan dyr ma gy üp jün ed ýä ni ni tap ma ly. 

Çö zü li şi. Me se lä niň ma te ma ti ki goý lu şy

         ( )F f x
1i

n

i i=
=

/  (1)

funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny

             x S
1i

n

i =
=

/  (2)

     xi ≥ 0, (i =1, 2,…,n) (3)
şert ler ýe ri ne ýe ten de tap ma ga ge ti ril ýär.

Kes git le nen me se le çy zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se-
le si dir. fi (xi) gü ber çek (ýa-da oýuk) funk si ýa bo lan ýag da ýyn da, onuň 
çö zü wi ni, my sal üçin, Lag ran žyň kö pel di ji le ri usu ly bi len tap mak bo-
lar. Eger fi (xi) funk si ýa lar bu şert le ri ka na gat lan dyr ma sa lar, on da çy-
zyk ly däl prog ram ma laş dyr ma nyň me se le le ri niň çö zü wi ni tap ma gyň 
bel li usul la ry (1) funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny kes git le mä ge müm-
kin çi lik ber me ýär ler. Şon da (1) – (3) me se lä niň çö zü wi ni di na mi ki 
prog ram ma laş dyr ma nyň usullarynyň kö me gi bi len tap mak bo lar. Şol 
mak sat bi len baş lan gyç me se lä köp tap gyr ly ýa-da kö pä dim li di ýip 
ga ra mak ge rek. Ýö ne n sa ny kär ha na la ryň ara syn da ma ýa go ýum la ry 
paý la ma gyň ýolbe rer  li gör nüş le ri ne ga ra ma gyň we ola ryň ne ti je li li gi-
ne ba ha ber me giň de re gi ne, bir kär ha na, iki kär ha na we ş.m., ahy ryn-
da n kär ha na la ra se riş de le ri ber me giň ne ti je li li gi ni der ňä ris. Şeý le lik 
bi len, n tap gyr la ry ala rys. Ola ryň her bi rin de ul ga myň (kär ha na lar şol 
ul gam hök mün de çy kyş ed ýär ler) ýag da ýy k sa ny kär ha na lar ta ra-
pyn dan öz leş dir mä ge de giş li bo lan se riş de le riň muk da ry bi len be ýan 
edil ýär (k=1, 2,…,n). k-njy kär ha na bö lü nip be ril ýän ma ýa go ýum la-
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ryň muk da ry ha kyn da ky ka rar lar (k=1, 2,…,n), do lan dyr ma lar bo lup 
dur ýar lar. Me se lä niň mak sa dy (1) funk si ýa nyň iň uly ba ha sy ny üp jün 
ed ýän do lan dyr ma la ry saý lap al mak dan yba rat dyr. 

5.3.–5.8-nji me se le le ri di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň umu-
my me se le si niň adal ga la ryn da tes wir läň. 

5.3nji me se le. Önüm çi lik bir le şi gi niň dü zü mi ne öza ra bag la ny-
şyk ly iki sa ny kär ha na gir ýär. Şol kär ha na la ry ös dür mek mak sa dy bi-
len goş ma ça se riş de le ri gi ri zip, umu my lyk da önüm çi lik bir le şi gi niň 
işi niň teh niki-yk dy sa dy gör ke zi ji le ri ni go wu lan dy ryp, şeý le lik bi len 
goş ma ça gir de ji al ma gy üp jün edip bo lar. Şol gir de ji niň ulu ly gy her 
bir kär ha na nä çe se riş de bö lünip beril ýän di gi ne we şol se riş de le riň 
nä hi li ula nyl ýan dy gy na bag ly dyr. 

i sa ny  kär ha na ny ös dür mek üçin k ýy lyň ba şyn da ( )
i
ka  müň ma-

nat bö lün ýär di ýip, N ýy lyň do wa myn da kär ha na la ryň ara syn da se riş-
de le ri paý la ma gyň şol dö wür de iň uly gir de ji ni al ma gy üp jün ed ýän 
gör nü şi ni tap ma ly. 

5.4nji me se le. Önüm çi lik bir le şi gin de her ýy lyň ba şyn da onuň 
dü zü mi ne gir ýän m kär ha na la ryň ara syn da bir le şik de dö re di len önüm-
çi li gi ös dür me giň mer kez leş di ri len gaz na sy do ly de re je de paý lan ýar. 
Şon da i sa ny kär ha na şol gaz na dan xi müň ma na dyň bö lü nip be ril me-
gi ne ti je sin de fi (xi) müň ma na da deň bo lan goş ma ça gir de ji niň alyn-
ma gy üp jün edil ýär. N ýyl dan yba rat bo lan me ýil na ma tap gy ry nyň 
ba şy na önüm çi li gi ös dür me giň mer kez leş di ri len gaz na sy na A müň 
ma nat bö lü nip be ril di. Her bir soň ra ky ýyl da şol gaz na nyň üs ti al nan 
gir de ji ler den ama la aşy ryl ýan ge çir me le riň ha sa by na dol du ryl ýar. Şol 
ge çir me ler i kär ha na üçin φi (xi) müň ma nat dan yba rat dyr. 

Bir le şi giň kär ha na la ry nyň ara syn da önüm çi li gi ös dür me giň mer-
kez leş di ri len gaz na sy ny paý la ma gyň N ýy lyň do wa myn da al nan umu-
my gir de ji niň iň ýo ka ry ba ha sy ny üp jün edip bil jek gör nü şi ni tap ma ly. 

5.5nji me se le. Önüm çi lik bir le şi gi we kär ha na lar ne ti je li iş le ri ni 
ama la aşyr mak üçin ulan ýan en jam la ry ny wag tal-wag tal çal şyp dur-
ma ly. En jam lar çal şy lan da ula nyl ýan en jam la ryň iş ön dü ri ji li gi (ýag-
ny wagt bir li gi niň do wa myn da olar da çy ka ryl ýan önü miň muk da ry), 
en jam la ry sak la mak we abat la mak bi len bag la ny şyk ly ha ra jat lar, 
alyn ýan we çal şyl ýan en jam la ryň ba ha sy ha sa ba alyn ýar. Me ýil na ma-
laş dy ryl ýan tap gy ryň ba şy na kär ha na da t ýyl da R(t) ma nat möç be rin-
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de taý ýar önüm çy kar ma ga müm kin çi lik ber ýän tä ze en jam lar gur nal-
dy di ýe liň. En jam la ry sak la mak we abat la mak bi len bag la ny şyk ly her 
ýyl lyk ha ra jat lar Z(t) ma na da deň. t ýyl da en jam lar S(t) ma na da sa ty-
lyp bil ner, tä ze le ri bol sa P(t) ma na da sa tyn al nyp bil ner. Şu şert le riň 
äh li si ni ha sa ba alyp, en jam la ry ça lyş ma gyň op ti mal me ýil na ma sy ny, 
ýag ny N ýy lyň do wa myn da en jam la ry ça lyş mak dan iň uly gir de ji ni 
üp jün ed ýän me ýil na ma ny gur ma ly.

5.6njy me se le. n gör nüş li bö lek ler iki sta nok da iş le nilip bil ner. 
i bö le giň (i=1, 2,…,n) bi rin ji sta nok da iş len ilýän wag ty ai mi nu ta, şol 
bö le gi ikin ji sta nok da iş le me giň wag ty bi mi nu ta deň. Bö lek le ri iş le-
me giň no bat ly ly gy bir meň zeş dir: il ki bö lek ler bi rin ji sta nok da, soň 
bol sa ikin ji sta nok da iş len ýär ler. Äh li bö lek le ri iş le me giň iň az wag-
ty ny üp jün ed ýän bö lek le ri iş le me giň no bat ly ly gy ny saý lap al mak lyk 
ta lap edil ýär. 

5.7nji me se le. Wm3 sy gym ly am ma ra n dür li gör nüş dä ki en jam-
la ry ýer leş dir mek ta lap edil ýär. En ja myň i gör nü şi niň (i=1, 2,…,n) 
bir bir li gi niň göw rü mi Wi m

3-e deň, en ja myň şol gör nü şi niň bir li gi niň 
ba ha sy Ci ma na da deň. Am mar da ýer leş di ri len en jam la ryň umu my 
ba ha sy nyň iň uly möç ber de bol ma gy üçin her gör nü şiň nä çe en ja my-
ny am ma ra ýer leş dir me li di gi ni kes git le me li. 

5.8nji me se le. Ila tyň sarp ed ýän ha ryt la ry ny ön dür ýän önüm-
çi lik bir le şik le ri (kär ha na lar) ha ryt la ry aý ry-aý ry top lum lar bi len ön-
dür ýär ler. Şol top lum la ryň möç be ri nä çe köp bol sa, ol önüm çi lik bir-
le şik le ri üçin has peý da ly dyr. Şol se bäp li, her bir bir le şik aý ry-aý ry 
aý lar da is leg le ri ka na gat lan dyr mak üçin ze rur bo lan möç ber den köp 
önüm çy kar ma ga hö wes li dir. Ar tyk maç önüm ler bol sa soň ra ky aý-
lar da ýer le mek üçin am mar da sak la nyl ýar. Ýö ne önüm le ri am mar da 
sak la mak lyk de giş li ha ra jat lar bi len bag la ny şyk ly. 

Kär ha na N aýyň do wa myn da önüm ön dür me giň amatly me ýil na-
ma sy ny tap ma ga ym tyl ýar di ýe liň. Şol aý la ryň her bi rin de önü miň ai  
bir li gi ni (i=1, 2,…,N) ön dür mek ze rur. Me ýil na ma laş dy ryl ýan tap gy-
ryň ba şyn da gor lar b önü me deň, her bir me ýil na ma laş dy ryl ýan aý da 
bol sa kär ha na di-den köp bol ma dyk önüm bir li gi ni ön dü rip bil ýär. Şol 
bir wag tyň özün de am mar da A önüm den köp bol ma dyk möç ber sak-
la nyp bi lin ýär. aj ( j=1, 2,…,k) önü mi ön dür mek bi len bag la ny şyk ly 
ha ra jat lar ci ma nat dan yba rat, bir önü mi bir aýyň do wa myn da sak la-
mak bi len şert le nen ha ra jat lar β deň. Önü mi ön dür mek we sak la mak 
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bo ýun ça ha ra jat la ryň umu my pul möç be ri niň iň az ba ha da bol jak, ze-
rur önüm le re bil di ril ýän is le gi bol sa, öz wag tyn da we do ly ka na gat-
lan dyr jak önüm le ri çy kar ma gyň me ýil na ma sy ny kes git le me li. 

§ 5.2. Di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň 
usu ly bi len me se le le ri çözmek

Öň ki pa rag raf da di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň umu my me-
se le si niň goýlu şy gör ke zil di we onuň geo met riki we yk dy sa dy ma-
ny sy be ril di. In di umu my gör nüş de bu me se lä niň çö zü li şi ne ga ra lyň. 
Onuň üçin kä bir bel gi le me le ri we in di ki be ýan lar üçin ze rur bo lan 
düz gün le ri hem-de tas syk la ma la ry gi ri ze liň. 

Ga ral ýan S ul ga myň ýag da ýy k ädim de (k=1, 2,…,n) S ul ga myň 
X(k-1) ýag daý dan X(k) ýag da ýa geç me gi ni üp jün ed ýän uk do lan dy ry şy 
ama la aşyr ma gyň ne ti je sin de al nan X(k) = , , ,x x x( ) ( ) ( )k k k

1 2 ng^ h san la ryň 
top lu my bi len kes git le nil ýär di ýip ha sap ede liň. Şon da S ul ga myň ge-
çen X(k) ýag da ýy X(k-1) de giş li ýag da ýa hem-de saý la nyp al nan uk do-
lan dy ry şa bag ly we S ul ga myň X(k-1) ýag da ýa nä hi li ter tip de ge len di-
gi ne bag ly däl di ýip çak la lyň. 

Soň ra, k ädi mi ama la aşyr ma gyň ne ti je sin de şo nuň ýa ly X(k-1)  ul-
ga myň baş lan gyç ýag da ýy na hem-de saý la nyp al nan uk do lan dy ry-
şa bag ly we Wk (X

(k-1), uk) deň bo lan bel libir gir de ji ýa-da utuş üp jün 
edil di di ýip ha sap ede liň. Şon da n ädim de umu my gir de ji ýa-da utuş 
aşakdaka deň dir: 

   ,F W X u
1

1

k

n

k
k k=

=

-/ ^ ] hg . (4)

Şeý le lik bi len, di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň ga ral ýan me se-
le si ni ka na gat lan dyr ýan iki şer ti kes git le dik. Bi rin ji şert, adat ça ne ti je   
bol ma zlyk şerti diý lip, ikin ji şert me se lä niň maksat funk si ýa sy nyň 
ad di tiw lik şer ti diý lip at lan dy ryl ýar. 

5.2.1. Bell ma nyň op ti mal lyk prin si pi

Di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si üçin bi rin ji şer tiň 
ýe ri ne ýe ti ril me gi, onuň üçin Bell ma nyň op ti mal lyk prin si pi ni kes-
git le mä ge müm kin çi lik ber ýär. On dan öňür ti do lan dy ry şyň op ti mal 
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stra te gi ýa sy na kes git le me be re liň. Do lan dy ry şyň op ti mal stra te gi
ýa sy di ýip ama la aşy ryl ma gy nyň ne ti je sin de S ul gam n ädim de X(0) 
baş lan gyç ýag daý dan X(k) ahyr ky ýag da ýa ge çen de (4) funk si ýa iň uly 
ba ha ber ýän do lan dy ryş la ryň U*= , , ,u u u* * *

1 2 ng^ h top lu my na aý dyl ýar. 
Op ti mal lyk prin si pi. No bat da ky ädi miň öňün de ul ga myň 

ýag da ýy nä hi li bol sada, şol ädim de do lan dy ry şy, şol ädim dä ki 
utu şyň we soň ra ky ädim le riň äh li sin dä ki op ti mal utu şyň je mi iň 
ýo ka ry ba ha eýe bo lar ýa ly edip saý lap al ma ly.

Diý mek, il ki n-nji ädim de do lan dy ry şyň op ti mal stra te gi ýa sy ny 
tap ma ly, soň ra soň ky iki ädim de, on dan soň ra soň ky üç ädim de we 
ş.m., tä bi rin ji ädi me çen li saý lap alyp bo lar. Şeý le lik bi len, di na mi-
ki prog ram ma laş dyr ma nyň ga ral ýan me se le si niň çö zü wi ne soň ra ky 
n-nji ädim dä ki op ti mal çö zü wi kes git le mek den baş la mak mak sa da-
la ýyk dyr. Şol çö zü wi tap mak üçin, iň yz ky ädi miň öňün dä ki ädi miň 
nä hi li ta mam la nyp bil jek di gi ha kyn da dür li çak la ma la ry et me giň ze-
rur dy gy gö rün ýär. Şo ny ha sa ba alyp hem, Wk(X

(k-1), uk) funk si ýa nyň 
iň uly ba ha sy ny üp jün ed ýä n u0

n  do lan dy ry şy saý lap al ma ly dyr. Öň ki 
ädi miň nä hi li ta mam la nan dy gy ha kyn da ky kes git li çak la ma lar da saý-
la nyp al nan u0

n  do lan dy ry şa şert li op ti mal do lan dy ryş diýilýär. Diý-
mek, op ti mal lyk prin si pi öň dä ki ädi miň is len dik müm kin bo lan ne ti je-
si üçin, her bir ädim de şert li op ti mal do lan dy ry şy tap ma gy ta lap ed ýär. 

Ony tej ri be de ama la aşyr mak üçin, op ti mal lyk prin si pi ne ma te-
ma ti ki kes git le me ber mek ze rur dyr. Onuň üçin kä bir goş ma ça bel gi-
le me le ri gi ri ze liň. U=(u1, u2,…,un) do lan dy ry şyň op ti mal stra te gi ýa-
sy nyň ama la aşy ryl ma gyn da S ul ga myň X(0) baş lan gyç ýag daý dan X(n) 
ahyr ky ýag da ýa ge çen de n ädim de alyn ýan iň uly gir de ji ni Fn(X

(0)) 

ar ka ly bel gi lä liň. Ga lan n-k ädim ler de do lan dy ry şyň op ti mal stra te gi-
ýa syn da X(k) is len dik ýag daý dan X(n) ahyr ky ýag da ýa ge çi len de alyn-
ýan iň uly gir de ji ni F(n-k) (X

(k)) ar ka ly bel gi lä p alýarys:

max , , ;F X W X u W X u0 0 1

u
k k

n
n1n

1n

g= + + -

+

] ^ ^] ] ]g h hg g g6 @  (5)

max , .F X W X u F X1 1 1
1

n k
k

u
k

k
k n k

k

1n

g= + +- + + - -
+

+

] ^ ]] ] ]g h gg g g6 @

                  (k =0,1…, n-1). (6)

Soň ky aň lat ma op ti mal lyk prin si pi niň ma te ma ti ki ýaz gy sy ny 
gör kez ýär we Bell ma nyň esa sy funk sio nal deň le me si ýa-da re-
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kur rent gat na şy gy diý lip at be ril ýär. Şu deň le mä ni ula nyp, di na mi ki 
prog ram ma laş dyr ma nyň se re dil ýän me se le si niň çö zü wi ni tap ýa rys. 
Bu ýag daý ba ra da has jik me-jik du rup ge çe liň.

(6) re kur rent gat na şyk da k = n – 1 di ýip ha sap edip, aşa ky funk-
sio nal deň le mä ni al ýa rys: 

         max ,F X W X u F X1
1 1

0
n

u
n

n
n

n

n
= +- -] ^ ]] ] ]g h gg g g6 @. (7)

Bu deň le me de F0 (X
(n)) bel li di ýip ha sap edil ýär. In di (7) deň le-

mä ni ula nyp we S ul ga myň (n – 1)-nji ädim de bol jak äh li müm kin bo-
lan ýolbe rer  li X ( )n 1

1
- , X ( )n 1

2
- ,…,X ( )n 1

m
-  ýag daý la ry na degişli, 

( ), ( ), , ( ),u x u x u x0 1 0 1 0 1n n n
1 mn n n2 g- - -] ] ]g g g

şert li op ti mal çö züw le ri we (7) funk si ýa nyň de giş li ba ha la ry ny tap-
ýa rys: 

, ( ), , , .F X F X F X0 1 0 1 0 1n n n
1 m1 1 2 1g g- - -^ ]] ] ]h gg g g

Şeý le lik bi len, S ul ga myň (n – 1)-nji ä dim den soň ky is len dik 
ýolbe rer  li ýag da ýyn da n-nji ädim dä ki şert li op ti mal do lan dy ry şy tap-
ýa rys. Baş ga ça aý dy lan da, (n – 1)-nji ädim den soň ul gam nä hi li ýag-
daý da bo lan da hem, n-nji ädim de nä hi li çö zü wiň ka bul et me li di gi bi-
ze eý ýäm mä lim dir. (7) funk si ýa nyň de giş li ba ha sy hem mä lim dir.

In di k = n – 2 bo lan ýag daý da ky funk sio nal deň le mä se re de liň: 

 max ,F X W X u F X2
1

1
2

1 1
1n

u
n

n
n

n

1n

= +-
-

-
-

-

-

] ^ ]] ] ]g h gg g g6 @. (8)

X(n-1)-iň äh li ýolbe rer  li ba ha la ry üçin F2-niň ba ha sy ny tap mak 
üçin, W(n-1) (X

(n-2)), u(n-1) we F1 (X
(n-1)) bil me giň ze rur dy gy düş nük li dir.

F1 (X
(n-1))-iň ba ha la ry hak da aý da ny myz da bol sa, olar eý ýäm kes git le-

nil di. Şol se bäp li (X(n-2) ýolbe rer  li ba ha la ryň bel libir top lu myn da we 
de giş li u(n-1) do lan dy ryş la ryn da W(n-1) (X

(n-2)), u(n-1) üçin ha sap la ma la ry 
ýe ri ne ýe tir me li. Şol ha sap la ma lar her bir (X(n-2)) üçi n u0

1n-  şert li op ti-
mal do lan dy ry şy kes git le mä ge müm kin çi lik be rer. Şeý le do lan dy ryş-
la ryň her bi ri, indiki ädim de eý ýäm saý la nyp al nan do lan dy ryş bi len 
bi le lik de soň ra ky iki ädim de gir de ji niň iň uly ba ha sy ny üp jün ed ýär. 

Ýo kar da be ýan edi len tapgyrlaýyn ýag da ýy yzy gi der li ama la aşy-
ryp, ahy ryn da bi rin ji ädi me ýe te ris. Bu ädim de ul ga myň nä hi li ýag daý da 
bo lup bil jek di gi bi ze mä lim dir. Şol se bäp li, ul ga myň ýolbe rer  li ýag daý-
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la ry ha kyn da çak la ma la ry ber jaý et mek lik ta lap edil me ýär we di ňe her 
bir soň ra ky ädim ler de eý ýäm ka bul edi len şert li op ti mal  do lan dy ryş la ry 
ha sa ba alyp, iň go wy do lan dy ry şy saý lap al mak lyk gal ýar.

Şeý le lik bi len ahyr ky syn dan baş ky sy na çen li äh li si ni tap gyr la-
ryň yzy gi der li geç me giň ne ti je sin de n ädim ler de utu şyň iň uly ba ha-
sy ny kes git le ýä ris we ola ryň her bi ri üçin şert li op ti mal do lan dy ry şy 
tap ýa rys. 

Do lan dy ry şyň op ti mal stra te gi ýa sy ny tap mak, ýag ny me se lä niň 
göz le nil ýän çö zü wi ni kes git le mek üçin, in di ädim le riň äh li yzy gi der-
li li gi ni baş dan ahy ry na çen li geç me li. Hu su san-da, bi rin ji ädim de u*

1  
amat ly do lan dy ryş hök mün de ta py lan u1

0  şert li op ti mal do lan dy ry şy 
ala lyň. Ikin ji ädim de X*

1  ýag da ýy ta pa rys, ul ga my bu ýag da ýa u*
1  do-

lan dy ryş ge çir ýär. Bu ýag daý ta py lan u2
0  şert li op ti mal do lan dy ry şy 

kes git le ýär, ony in di amat ly di ýip ha sap ede ris. u2
0  do lan dy ryş bel li 

bol sa onuň kö me gi bi len X*
2  ýag da ýy tap ýa rys, diý mek, u*

3 -i kes git le-
ýä ris we ş.m. Şu nuň ne ti je sin de me se lä niň çö zü wi ni, ýag ny müm kin 
bo lan iň uly gir de ji ni we aý ry-aý ry ädim ler de amat ly do lan dy ryş la ry 
öz içi ne al ýan U*=(u*

1 , u*
2 ,…,u*

n ) do lan dy ry şyň op ti mal stra te gi ýa sy ny 
tap ýa rys. 

Şeý le lik bi len, umu my gör nüş de di na mi ki prog ram ma laş dyr ma-
nyň me se le si niň çö zü wi niň ta py ly şy na ga ra dyk. Be ýan edi len ler den 
gör nü şi ýa ly, bu çö züw ýe ter lik de re je de çyl şy rym ly. Şol se bäp li aşak-
da di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň umu my me se le si ni adal ga lar da 
goý ma ga ýol ber ýän iň bir ýö ne keý me se le le riň çö zü wi ni tap mak ly ga 
ga ral dy. Komp ýu te ri u lan mak lyk ýo kar da be ýan edi len çe me leş me-
giň esa syn da has çyl şy rym ly ama ly äh mi ýet li me se le le riň çö zü wi ni 
tap ma ga müm kin çi lik ber ýär. 

Di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň usul la ry ny ula nyp, hu su sy 
ýag daý üçin en jam lar dan peý da lan mak ha kyn da 5.5-nji me se lä niň we 
gor la ry paý la mak ha kyn da 5.2-nji me se lä niň çö züw le ri ni ta pa lyň. 

5.9njy me se le. Ama la aşy ryl ýan ha sa bat döw rü niň (me se lem, 
bäş ýyl ly gyň) ba şyn da kär ha na da tä ze en jam lar gur nal dy. Şol en jam-
la ryň ön dü ri ji li gi niň kär ha na ta ra pyn dan ony ulan ma gyň wag ty na 
bag ly ly gy, şeý le hem en jam la ry ulan ma gyň dür li wagt la ryn da ola ry 
sak la mak we abat la mak bo ýun ça ha ra jat la ryň bag ly ly gy 5.1-nji tab-
li sa da be ril ýär. 
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5.1-nji tab li sa 
En jam la ryň ula nyl ýan 
döw rü niň τ wag ty (ýyl)
0 1 2 3 4 5

Ba ha sy bo ýun ça (müň ma nat) önü miň ýyl lyk 
çy ka ry ly şy R(τ) 80 75 65 60 60 55

En jam la ry sak la mak we abat la mak bi len bag la-
ny şyk ly her ýyl ky çyk da jy lar Z(τ) (müň ma nat) 20 25 30 35 45 55

Öň gur na lan en jam la ra meň zeş tä ze en jam la ry sa tyn al mak we gur-
na mak bi len bag la ny şyk ly ha ra jat la ryň 40 müň ma na da deň di gi ni, çal-
şy ryl ýan en jam la ryň bol sa ha sap dan çy ka ryl ýan dy gy ny bi lip, umu my 
gir de ji niň iň uly möç be ri ni üp jün et jek ha sa bat döw rü niň do wa myn da 
en jam la ry çal şyr ma gyň me ýil na ma sy ny düz me li.

Çö zülişi. Bu me se lä di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si 
hök mün de ga ra mak bo lar. On da S ul gam hök mün de en jam lar çy kyş ed-
ýär. Bu ul ga myň ýag daý la ry en jam la ry ulan ma gyň (ula nyl ýan dö wür) 
ha ky kat ýü zün dä ki τ wag ty bi len kes git le nil ýär, ýag ny ýe ke-täk τ öl çeg 
bi len be ýan edil ýär. 

En jam la ry çal şyr mak we gal dyr mak ha kyn da her ýy lyň ba şyn da 
ka bul edil ýän ka rar lar do lan dy ryş hök mün de çy kyş ed ýär ler. u1 ar ka ly 
en jam la ry gal dyr mak ha kyn da ky we u2 ar ka ly en jam la ry çal şyr mak ha-
kyn da ky ka ra ry bel gilä liň. Şon da me se le her ýy lyň ba şyn da ka bul edil-
ýän ka rar lar bi len kes git le nil ýän, ha sa bat döw rü niň do wa myn da kär ha-
na nyň umu my gir de ji si niň iň uly möç be ri ni üp jün ed ýän do lan dy ry şyň 
stra te gi ýa sy ny tap mak dan yba rat dyr. 

Şeý le lik bi len, biz baş da ky me se lä ni di na mi ki prog ram ma laş dyr-
ma nyň me se le si niň adal ga la ryn da kes git le dik. Bu me se le ad di tiw lik we 
soň ra ky şer tiň ýok lu gy hä si ýet le ri ne eýe dir. Diý mek onuň çö zü wi ni iki 
tap gyr da ber jaý edil ýän di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň me se le si ni 
çöz me giň ýo kar da be ýan edi len al go rit mi niň kö me gi bi len ta pyp bo lar. 
Bi rin ji tap gyr da ha sa bat döw rü niň 5-nji ýy ly nyň ba şyn dan 1-nji ýy ly-
nyň ba şy na ta rap he re ket de en jam la ryň her bir ýolbe rer  li ýag da ýy üçin 
şert li op ti mal do lan dy ry şy (çö zü wi) ta pa rys. Ikin ji tap gyr da ha sa bat 
döw rü niň 1-nji ýy ly nyň ba şyn dan 5-nji ýy ly nyň ba şy na ta rap he re ket de 
şert li op ti mal çö züw ler den her ýyl üçin ha sa bat döw rün de en jam la ry 
çal şyr ma gyň op ti mal me ýil na ma sy ny dü ze liň. 
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Şert li op ti mal çö züw le ri ke git le mek üçin il ki ba da Bell ma nyň 
funk sio nal deň le me si ni düz mek lik ze rur. 

k-njy ýy lyň ba şy na (k = 1, 2, 3, 4, 5) iki ka rar dan di ňe bi ri niň, 
ýag ny en jam la ry çal şyr ma ly my ýa-da çal şyr ma ly däl di gi ha kyn da-
ky ka ra ryň ka bul edi lip bi lin jek di gi ni göz öňün de tut sak, on da k-njy 
 ýyl da kär ha na nyň gir de ji si aşakdakydan yba rat bo lar: 

,
,

0 0 ,
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bu ýer de τ(k) – k-njy ýy lyň ba şy na (k=1, 2, 3, 4, 5) en jam la ryň iş län 
möh le ti; uk– bu k-njy ýy lyň ba şy na çen li ama la aşy ryl ýan do lan dy ryş; 
Cn – tä ze en jam la ryň ba ha sy.

Şeý le lik bi len, bu ýag daý da Bell ma nyň do lan dy ry şy aşa ky gör-
nüş de bo lar: 
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In di (9) do lan dy ry şy ula nyp, baş lan gyç me se lä niň çö zü wi ni 
tap ma ga gi riş ýä ris. Bu çö zü wi ha sa bat döw rü niň soň ky (5-nji) ýy ly 
üçin şert li op ti mal do lan dy ry şy (çö zü wi) kes git le mek den baş la ýa rys. 
Onuň üçin ha sa bat döw rü niň şol ýy ly nyň ba şy na en jam la ryň köp san ly 
ýolbe rer  li ýag daý la ry ny tap ýa rys. Ha sa bat döw rü niň ba şyn da (τ(1)=0) 
täze en jam la ryň bar ly gy se bäp li, en jam la ryň iş län döw ri 5-nji ýy lyň 
ba şy na 1, 2, 3 we 4 ýyl bo lup bi ler. Diý mek ul ga myň wag tyň şol tap-
gyr la ryn da ýolbe rer  li ýag daý la ry aşakdaky lar dan yba rat: ( )

1
5x =1; ( )

2
5x =2;

( )
3
5x =3; ( )

4
5x =4. Bu ýag daý la ryň her bi ri üçin şert li op ti mal çö zü wi we 

F5(τ
(5)) funk si ýa nyň de giş li ba ha sy ny ta pa rys. (9) do lan dy ry şy we 

F6(τ
(k+1))=0 bol ýan dy gy ny (se bä bi ha sa bat döw rü niň soň ky ýy ly na ga-

ral ýar) ula nyp, al ýa rys: 
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R Z C
5

5

5 5

5 5
n

=
-

= - = -
x

x x

x x

] ]

] ]
]

] ]

] ]

g g

g g
g

g g

g g)  (10)

In di (10) deň lik de (τ(5)) ýe ri ne onuň 1-e deň bo lan ba ha sy ny 
goýup we 5.1-nji tab li sa nyň mag lu mat la ry ny ha sa ba alyp, tap ýa rys: 

( ) max
1 1 ,

0 0
max

75 25,

80 20 40
50, .F

R Z

R Z C
u u5 1

5
5 5

5 5

0
1

n

=
= - =

= - = -
=

-

- -
= =x

x x

x x

] ]
] ]

]
] ]

] ]

g g
g g

g
g g

g g) (3 2=
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( ) max
1 1 ,

0 0
max

75 25,

80 20 40
50, .F

R Z

R Z C
u u5 1

5
5 5

5 5

0
1

n

=
= - =

= - = -
=

-

- -
= =x

x x

x x

] ]
] ]

]
] ]

] ]

g g
g g

g
g g

g g) (3 2

Diý mek, bu ýag daý da şert li op ti mal çö züw u1  bol ýar. 
Ha sa bat döw rü niň bä şin ji ýy ly nyň ba şy na en jam la ryň beý le ki 

ýolbe rer  li ýag daý la ry üçin meň zeş ha sap la ma la ry ge çi re liň: 

( ) max
65 30,

80 20 40
35, ;F u u5 2

5 0
1=

-

- -
= =x

] g ( 2

( ) max
60 35,

80 20 40
25, ;F u u5 3

5 0
1=

-

- -
= =x

] g ( 2

max
65 30 20

80 20 40 50
70, .F u u4 3

4 0
2=

- +

- - +
= =x] ] gg ( 2

Ha sap la ma lar dan al nan ne ti je le r – 5.2-nji tab li sada berlendir. 
5.2-nji tab li sa 

τ(5) – en jam la ryň iş län 
möh le ti (ýyl)

F5(τ
(5)) – funk si ýa nyň ba

ha sy (müň ma nat)
u0  – şert li op ti mal çö züw

1 50 u1

2 35 u1

3 25 u1

4 20 u2

In di ha sa bat döw rü niň 4-nji ýy ly nyň ba şy na en jam la ryň müm-
kin bo lan ýag daý la ry na ga ra lyň. Ýolbe rer  li ýag daý la r aşakdakylar dan 
yba rat dyr: 1; 2; 3.4 4 4

1 2 3= = =x x x
] ] ]g g g  Ola ryň her bi ri üçin şert li op ti-

mal çö zü wi we F4(τ
(4)) funk si ýa nyň de giş li ba ha sy ny kes git le ýä ris. Bu 

mak sat bi len (9) deň le mä ni hem-de 5.1 we 5.2-nji tab li sa la ryň mag lu-
mat la ry ny ulan ýa rys. Hu su san- da, ( )4

1x =1 üçin al ýa rys: 

max
1 1 ( 2)

0 0 ( 1)

max
75 25 35

80 20 40 50
85, .

F
R Z F

R Z C F

u u

4
4 4

5
5

4 4
5

5

0
1

n
4 1 =

= - = + =

= - = - + =

=
- +

- - +
= =

x
x x x

x x x
^

] ]

] ]
]

] ] ]

] ] ]h
g g

g g
g

g g g

g g g)

(

3

2

Şo nuň ýa ly-da tap ýa rys: 

max
65 30 25

80 20 40 50
75, .F u u4

4 0
22 =

- +

- - +
= =x^ ] hg ( 2

max
65 30 20

80 20 40 50
70, .F u u4 0

24 3 =
- +

- - +
= =x^ ] hg ( 2

16. Sargyt № 2463
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Ha sap la ma lar dan al nan ne ti je le r 5.3-nji tab li sada berlendir. 

5.3-nji tab li sa 
τ(4) – en jam la ryň iş län 

möh le ti (ýyl)
F4(τ

(4)) – funk si ýa nyň ba
ha sy (müň ma nat)

u0– şert li op ti mal 
çö züw

1 85 u1
2 70 u2

3 70 u2

In di ha sa bat döw rü niň 3-nji ýy ly nyň ba şy na en jam la ryň her bir 
ýolbe rer  li ýag da ýy üçin şert li op ti mal çö zü wi kes git lä liň. Şeý le ýag-
daý la r aşakdakylar dan yba rat dyr: 1, 23 3

1 2= =x x
] ]g g . Şeý le lik bi len (9) 

deň le mä la ýyk lyk da al ýa rys: 

max
1 1 ( 2)

0 0 ( 1)
;F

R Z F

R Z C F
3

3
3 3

4
4

3 3
4

4
n

1 =
= - = + =

= - = - + =
x

x x x

x x x
^

] ]

] ]
]

] ] ]

] ] ]
h

g g

g g
g

g g g

g g g) 3

max
1 1 ( 3)

0 0 ( 1)
F

R Z F

R Z C F
3

3
3 3

4
4

3 3
4

4
n

2 =
= - = + =

= - = - + =
x

x x x

x x x
^

] ]

] ]
]

] ] ]

] ] ]
h

g g

g g
g

g g g

g g g) 3.

5.1 we 5.3-nji tab li sa la ryň mag lu mat la ry ny ula nyp, al ýa rys: 

max
75 25 70

80 20 40 85
120, .F u u3

3 0
12 =

- +

- - +
= =x^ ] hg ( 2

max
65 30 70

80 20 40 85
105, .F u u3

3 0
22 =

- +

- - +
= =x^ ] hg ( 2

Soň ky aň lat ma dan gör nü şi ýa ly, eger ha sa bat döw rü niň 3-nji ýy-
ly nyň ba şy na en jam la ryň iş län möh le ti iki ýyl dan yba rat bol sa, on da 
u1  ýa-da u2  çö zü wiň haý sy sy nyň ka bul edil je gi ne ga ra maz dan, gir-
de ji niň ulu ly gy şolbir ba ha eýe bo lar. Diý mek, şert li op ti mal çö züw 
hök mün de is len di gi ni, my sal üçin, u2-ni alyp bo lar. F3(τ

(3)) üçin al nan 
ba ha la r we de giş li şert li op ti mal çö züw le ri 5.4-nji tab li sada berlendir. 

5.4-nji tab li sa 

τ(3) – en jam la ryň iş län
möh le ti (ýyl)

F4(τ
(3)) – funk si ýa nyň ba

ha sy (müň ma nat) u0 – şert li op ti mal çö züw

1 120 u1

2 105 u2
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In di ha sa bat döw rü niň 2-nji ýy ly nyň ba şy na en jam la ryň ýolbe-
rer  li ýag daý la ry na ga ra lyň. Wag tyň şol pur sa ty na en jam la ryň iş län 
möh le ti niň di ňe bir ýy la deň bo lup bil jek di gi aýan dyr. Şol se bäp-
li «en jam la ry gal dyr mak» ýa-da «ola ry çal şyr mak» diýen di ňe iki 
müm kin bo lan çöz gütleri de ňeş dir mek gal ýar. Şeý le de ňeş dir mä niň 
der ňe wi 5.5-nji tab li sa nyň mag lu mat la ry bi len hä si ýet len di ril ýär. 

5.5-nji tab li sa 
τ(2) en jam la ryň iş län

möh le ti (ýyl)
F2(τ

(2)) funk si ýa nyň ba ha
sy (müň ma nat)

u0
 şert li op ti mal çö züw

1 155 u1

Şer te la ýyk lyk da ha sa bat döw rü niň ba şy na tä ze en jam lar gur nal-
dy ( ( )1

1x =0). Şol se bäp li en jam la ry sak la ma gyň we çal şyr ma gyň ara-
syn da saý lap al mak me se le si ýok: en jam la ry gal dyr ma ly. Diý mek, 
ýagny  şert li op ti mal çö züw u1, funk si ýa nyň ba ha sy bol sa aşakdakydan 
yba rat: 

( )

.

F R Z F0 0 1

80 20 155 215

1 1 1
2

1
1 1 2 1x x x x= = - = + = =

= - + =

^ ^ ^] ] ] ]h h hg g g g

Şeý le lik bi len kär ha na nyň iň uly gir de ji si 215 müň ma na da deň 
bo lup bi ler. Ol 5.5, 5.4, 5.3 we 5.2-nji tab li sa la ryň esa syn da, ýag-
ny ha sa bat döw rü niň 1-nji ýy ly nyň ba şyn dan 5-nji ýy ly nyň ba şy-
na çen li äh li ga ra lan ädim le ri geç mek den yba rat bo lan ha sap la ýyş 
işi niň ikin ji tap gy ry nyň ama la aşy ryl ma gy ne ti je sin de alyn ýan en-
jam la ry çal şyr ma gyň op ti mal me ýil na ma sy na ga bat gel ýär. Ha sa bat 
döw rü niň 1-nji ýy ly üçin «en jam la ry gal dyr ma ly» diýen ýe ke-täk 
çöz güt bo lup bi ler. Diý mek, ha sa bat döw rü niň 2-nji ýy ly nyň ba-
şy na en jam la ryň iş län möh le ti bir ýyl dan yba ratdyr. Şon da 4.5-nji 
tab li sa nyň mag lu mat la ry na la ýyk lyk da ha sa bat döw rü niň 2-nji ýy-
ly üçin amat ly ka rar en jam la ry gal dyr mak ha kyn da ky ka rardyr. 
Şeý le ka ra ry ber jaý et mek lik ha sa bat döw rü niň 3-nji ýy ly nyň ba-
şy na en jam la ryň iş län möh le ti niň iki ýy la deň bo lup dur ýan dy gy-
na ge tir ýär. En jam la ryň bu iş län möh le tin de (5.4-nji tab li sa se ret) 
ha sa bat döw rü niň 3-nji ýy lyn da ola ry çal şyr mak ge rek. En jam lar 
çal şy ry la nyn dan soň, ola ryň iş län möh le ti ha sa bat döw rü niň 4-nji 
ýy ly nyň ba şy na bir ýyl dan yba rat bo lar. 4.3-nji tab li sa dan gör nü şi 



244      

ýa ly, en jam la ryň bu iş län möh le tin de ola ry çal şyr ma gyň ge re gi ýok. 
Şol se bäp li ha sa bat döw rü niň 5-nji ýy ly nyň ba şy na en jam la ryň iş län 
möh le ti iki ýyl bolup, en jam la ry çal şyr mak lyk mak sa da la ýyk däl 
(4.2-nji tab li sa seret) bolar.

Şeý le lik bi len, en jam la ry çal şyr ma gyň 5.6-nji tab li sadaky op ti-
mal me ýil na ma sy ny al ýa rys.

5.6-nji tab li sa

Ha sa bat döw rü niň ýyl la ry

1 2 3 4 5

Amat ly 
ka rar

En jam la ry 
gal dyr ma ly 

En jam la ry 
gal dyr ma ly

En jam la ry 
çal şyr ma ly 

En jam la ry 
gal dyr ma ly

En jam la ry 
gal dyr ma ly

5.10njy me se le. S=700 müň ma nat, n=3 bo lan da we Xi, fi(Xi) 
ba ha la ry bol sa 5.7-nji tab li sa da ky ýa ly bol sa, 5.2-nji me se lä niň çö zü-
wi ni tap ma ly. 

5.7-nji tab li sa

Xi – ma ýa go ýum la
ryň möç be ri (müň 

ma nat)

Ma ýa go ýum la ryň möç be ri ne bag ly lyk da fi(Xi) önüm le ri çy kar
ma gyň ösü şi (müň ma nat)

1nji kär ha na 2nji kär ha na 3nji kär ha na 

0 0 0 0
100 30 50 40
200 50 80 50
300 90 90 110
400 110 150 120
500 170 190 180
600 180 210 220
700 210 220 240

Çö zü li şi. Di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň bu me se le si ni çöz-
mek üçin Bell ma nyň re kur rent gat na şy gy ny düz me li. Ga ral ýan ýag-
daý da bu gat na şyk aşakdaky funk sio nal deň le me le re ge tir ýär:

max ( )X f X
0 X X

1 1 1
1

={
# #

] g " ,;

    max ( )X f X X X
0 X X

2 2 2 2
2

1= + -{ {
# #

] ]g g" ,; (11)
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 … … … … … … … …
max ( ) .X f X X X

0
1 1 2 1

X X
n n n n1

1n
n = + -{ {

# #
- - - -

-
-
] ]g g" ,

Bu ýer de φi (X) (i = 1, …, n – 1) funk si ýa lar kär ha na la ryň ara-
syn da ma ýa go ýum la ryň X müň ma na dy nyň de giş li paý lan ma gyn da 
önüm le ri çy kar ma gyň iň uly ösü şi ni kes git le ýär ler. Şo nuň üçin, φn (X) 
funk si ýa nyň ba ha sy di ňe bir X = S ba ha üçin ha sap la nyl ýar, se bä bi 
äh li n kär ha na lar üçin bö lü nip be ril ýän ma ýa go ýum la ryň möç be ri S 
müň ma na da deň.

In di (11) re kur rent gat na şyk la ry we 5.7-nji tab li sa nyň baş lan-
gyç mag lu mat la ry ny peýdalanyp, me se lä niň çö zü wi ni tap ma ga, ýag-
ny kär ha na la ryň ara syn da ma ýa go ýum la ryň il ki şert li op ti mal, soň ra 
bol sa amat ly paý la ny şy gy ny kes git le mä ge gi riş ýä ris. 

Bi rin ji kär ha na nyň ösü şi üçin bö lü nip be ril ýän şert li op ti mal ma-
ýa go ýum la ry ny kes git le mek den baş la ýa rys. Bu mak sat bi len 0, 100, 
200, 300, 400, 500, 600 we 700 ba ha la ry ka bul ed ýän her bir X üçin 
φ1 (X)-iň ba ha la ry ny tap ýa rys.

X = 0 bol sa; φ1(0) = 0 bo lar. In di X = 100 ba ha ny ala lyň. Şon da, 
5.7-nji  tab li sa ny ula nyp, al ýa rys: 

100 max
0

30
30, 100.X1 1

0
= = ={ ] g ( 2

Bu ýer de bi rin ji se tir X1 çöz gü de, ikin ji se tir bol sa X1=100 çöz gü-
de la ýyk gel ýär. Bi rin ji çö züw de önü mi çy kar ma gyň ösü şi niň üp jün 
edil me ýän di gi, ikin ji çö züw de 30 müň ma na da deň bol ýan dy gy se-
bäp li, X1

0=100 şert li op ti mal çö züw bo lup dur ýar. 
Bu usul bi len X-iň beý le ki ba ha la ry üçin şert li op ti mal çö züw le ri 

tap ýa rys: 

200 max

0

30

50

50, 200;X1 1
0

= = ={ ] g * 4

300 max

0

30
50

90

90, 300;X1 1
0

= = ={ ] g

Z

[

\

]]

]]

_

`

a

bb

bb
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400 max

0

30
50
90

110

110, 400;X1
0

1 = = ={ ] g

Z

[

\

]
]]

]
]

_

`

a

b
bb

b
b

500 max

0

30
50
90

110

170

170, 500;X1
0

1 = = ={ ] g

Z

[

\

]
]
]

]
]]

_

`

a

b
b
b

b
bb

600 max

0

30
50
90
110

170

180

180, 600;X1
0

1 = = ={ ] g

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]]

_

`

a

b
b
bb

b
b
bb

700 max

0

30
50
90
110
170

180
210

210, 700.X1
0

1 = = ={ ] g

Z

[

\

]
]
]
]

]
]
]]

_

`

a

b
b
b
b

b
b
bb

Ha sap la ma la ryň ne ti je le ri we al nan de giş li şert li op ti mal çö züw-
le r 5.8-nji tab li sa da berlendir. 

5.8-nji tab li sa

Bi rin ji kär ha na bö lü nip 
be ril ýän X ma ýa go ýum
la rynyň möç be ri (müň 

ma nat)

Önüm çy kar ma gyň φi(X) iň 
uly ösü şi (müň ma nat)

Bi rin ji kär ha na bö lü nip 
be ril ýän X1

0  ma ýa go ýum
la ryň şert li op ti mal möç be

ri (müň ma nat)
1 2 3
0 0 0

100 30 100
200 50 200
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1 2 3
300 90 300
400 110 400
500 170 500
600 180 600
700 210 700

In di 5.8 we 5.7-nji tab li sa la ryň mag lu mat la ry ny ula nyp, ikin ji 
kär ha na bö lü nip be ril ýän ma ýa go ýum la ryň şert li op ti mal möç ber le-
ri ni kes git le ýä ris: 

max ( )X f X X X
0 X X2

2 2 1 22 = + -{ {
# #

] ]g g" ,

funk si ýa nyň ba ha sy ny X-iň 0, 100, 200, 300, 400, 500, 600 we 700-e 
deň bo lan her bir ýolbe rer  li ba ha la ry üçin ta pa lyň:

0 0, 0;X2
0

2 = ={ ] g

100 max
0 30

50 0
50, 100;X2

0
2 =

+

+
= ={ ] g ( 2

200 max

0 50

50 30

80 0

80, 200;X2
0

2 =

+

+

+

= ={ ] g * 4

300 max

0 90

50 50

80 30

90 0

110, 300;X2
0

2 =

+

+

+

+

= ={ ] g

Z

[

\

]]

]]

_

`

a

bb

bb

400 max

0 110

50 90
80 50
90 30

150 0

150, 400;X2
0

2 =

+

+
+
+

+

= ={ ] g

Z

[

\

]
]]

]
]

_

`

a

b
bb

b
b

500 max

0 170

50 110
80 90
90 50

150 30

190 0

190, 500;X2
0

2 =

+

+
+
+

+

+

= ={ ] g

Z

[

\

]
]
]

]
]]

_

`

a

b
b
b

b
bb

5.8-nji tab li sanyň dowamy
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600 max

0 180

50 170
80 110
90 90
150 50

190 30
210 0

220, 600;X2
0

2 =

+

+
+
+
+

+
+

= ={ ] g

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]

_

`

a

b
b
bb

b
b
b

700 max

0 210

50 180

80 170
90 10
150 90
190 50

210 30
220 0

210, 700.X2
0

2 =

+

+

+
+
+
+

+
+

= ={ ] g

Z

[

\

]
]
]
]

]
]
]]

_

`

a

b
b
b
b

b
b
bb

Al nan ne ti je le r we ikin ji kär ha na bö lü nip be ril ýän ma ýa go ýum-
la ryň ta py lan şert li op ti mal möç ber le ri 5.9-njy tab li sada berlendir. 

5.9-njy tab li sa

Iki kär ha na bö lü nip be ril
ýän X ma ýa go ýum la ryň 

möç be ri (müň ma nat)

Önüm çy kar ma gyň iň 
uly ösü şi φ2 (X) (müň 

ma nat)

Ikin ji kär ha na bö lü nip be ril ýän 
X2

0  ma ýa go ýum la ryň şert li op
ti mal möç be ri (müň ma nat)

0 0 0
100 50 100
200 80 100
300 110 200
400 150 400
500 190 500
600 220 100
700 250 200

In di 5.9 we 5.7-nji tab li sa la ryň de giş li mag lu mat la ry ny ula nyp: 

φ3(X)= max 
(0≤X3≤X)

{f3(X3)+φ2 (X – X3)}

funk si ýa nyň ba ha la ry ny tap ma ga gi riş ýä ris. 
Bu ýag daý da kär ha na la ryň sa ny nyň 3-e deň di gi se bäp li, di ňe bir 

X=700 ba ha üçin ha sap la ma la ry ýe ri ne ýe tir ýä ris: 
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700 max

0 250

40 220
50 190
110 150
120 110
180 80

220 50
240 0

270, 700.X3
0

3 =

+

+
+
+
+
+

+
+

= ={ ] g

Z

[

\

]
]
]
]

]
]
]]

_

`

a

b
b
b
b

b
b
bb

Diý mek, önüm çy kar ma gyň iň uly ösü şi 270 müň ma nat dan yba-
rat dyr. Bu ýag daý üçün ji kär ha na 600 müň ma nat, bi rin ji we ikin ji 
kär ha na la ryň hersine 100 müň ma nat bö lü nip ber len de ýe ri ne ýet ýär. 
Şon da, 5.9-njy tab li sa dan gör nü şi ýa ly, ikin ji kär ha na 100 müň ma nat 
bö lü nip be ril me li. 

Şeý le lik bi len, kär ha na la ryň ara syn da ma ýa go ýum la ry paý la ma-
gyň op ti mal me ýil na ma sy ny al dyk, oňa la ýyk lyk da önüm çy kar ma-
gyň iň uly ösü şi üp jün edil ýär. 

Di na mi ki prog ram ma laş dyr ma nyň usul la ry ny ula nyp, 
5.11-5.14-nji me se le le ri çö züň. 

5.11nji me se le. Tab li sa da ber len en jam la ryň iş ön dü ri ji li gi ha-
kyn da ky baş lan gyç mag lu mat lar da we ola ry sak la mak bo ýun ça her 
ýyl ky ha ra jat lar da 5.9-njy me se lä niň şert le rin de en jam la ry çal şyr ma-
gyň op ti mal me ýil na ma sy ny düz me li. Ga ral ýan tap gy ryň ba şy na tä ze 
en jam laryň gur na lan dy gy, ula ny lan en jam lar ha sap dan çy ka ryl ýan dy-
gy we tä ze en jam la ryň ba ha sy bol sa 10 müň ma na da deň di gi bel li. 

En jam la ryň ula ny lan döw ri (τ ýyl) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

τ ýyl möh let bi len iş län en-
jam lar da önü miň ýyl lyk çy-
ka ry ly şy, R(τ) (müň ma nat)

25 24 24 23 23 23 22 22 21 20

En jam la ry sak la mak we 
abat la mak bi len bag la ny şyk-
ly her ýyl ky ha ra jat lar, Z(τ) 

(müň ma nat)

15 15 16 16 17 17 18 18 19 20
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5.12nji me se le. Tab li sa da ber len Xi we fi (Xi) ba ra da ky baş lan-
gyç mag lu mat lar da, şeý le hem S=100 müň ma nat bol ýan dy gy ny ha-
sa ba alyp, 5.2-nji me se lä niň şert le rin de dört kär ha na nyň ara syn da 
ma ýa go ýum la ry paý la ma gyň op ti mal me ýil na ma sy ny düz me li.
Ma ýa go ýum la
ryň möç be ri, Xi 
(müň ma nat)

Ma ýa go ýum la ryň möç be ri ne bag ly lyk da önüm le ri çy kar ma gyň 
fi (Xi) ösü şi (müň ma nat)

1-nji kär ha na 2-nji kär ha na 3-nji kär ha na 4-nji kär ha na 
0 0 0 0 0
20 12 14 13 18
40 33 28 38 39
60 44 38 47 48
80 64 56 62 65
100 78 80 79 82

5.13nji me se le. W=90 m3, V1=24 m3, V2=19 m3, V3=16 m3,
C1=960 ma nat, C2=500 ma nat, C3=250 ma nat bo lan da 5.7-nji me se lä-
niň şert le rin de am ma ry dol dur ma gyň op ti mal me ýil na ma sy ny ta pyň. 

Jogaby: Ammarda I we II görnüşli enjamlaryň hersinden üçüsini 
ýerleşdirmeli.

5.14nji me se le. Me ýil na ma laş dy ryl ýan tap gy ryň ba şyn da gor lar 
2000 önü me deň bo lup, aý la ryň her bi rin dä ki ze rur lyk, de giş li lik de 
2000, 3000, 3000 we 2000 önüm den yba rat bol sa, 5.8-nji me se lä niň 
şert le rin de dört aýyň do wa myn da kär ha na nyň önüm ön dür me gi niň 
op ti mal me ýil na ma sy ny tap ma ly. Kär ha na nyň aý la ryň her bi rin de 
4000-den köp bol ma dyk önü mi çy ka ryp bil jek di gi ni ha sa ba al ma ly-
dyr. Şeý le hem, kär ha na bir ba da 4000-den köp bol ma dyk önü mi sak-
lap bil ýär. 1000, 2000, 3000 we 4000 önü mi ön dür mek bi len bag la ny-
şyk ly ha ra jat lar, de giş li lik de 13, 15, 17 we 19 ma nat dan, 1000 önü mi 
sak la mak bo ýun ça ha ra jat lar 1 ma nat dan yba rat dyr.

Jogaby: Kärhana her 2-nji we 3-nji aýda 4000 önüm öndürmeli. 
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