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Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederleni ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyn nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir biziil ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinyi dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



SOZBASY

Tiirkmenistanynl Prezidenti Gurbanguly Berdimuhamedowyi
Tirkmenistanda bilim ulgamyny kémillesdirmek baradaky gorkez-
melerine esaslanyp, okuw mekdepleri 6z iglerini tizeden gurayarlar.
Watanymyzyn geljegini 6z eline alyp biljek bilimli, ylymly, akylly,
payhasly, sagdyn we edenli hiindrmenleri tayyarlamaga girisyérler.

Bu wajyp meselede tehniki yokary okuw mekdeplerinii isgérlerinin
bor¢lary 6rdn uludyr. Sebébi olar yurdumyzyn ykdysadyyetini, oniim-
ciligini, hojalygyny, gurlusygyny diinya derejelerine galdyryp biljek
we diinyadaki tize-tdze tehnologiyalary 6zlesdirip biljek hiindrmenleri
tayyarlamalydyrlar. Bu beyik, hormatly we jogapkaérli isdir. Sol sebépli
her bir tehniki yokary okuw mekdebi, her bir mugallym 6z isine 6rin
ykjam, Orén yhlasly we jogapkarli yapysmalydyr. Bu dhmiyetli isde
tehniki ylymlaryn okadylysy, olaryn beyleki ylymlar bilen baglanysygy,
olaryn esasy we dayanjy bolup duryan matematika, fizika, mehanika,
inzener grafikasy yaly ylymlaryil berlisi yokary okuw mekdepleriniii
iins merkezinde bolmalydyr. Matematika 6ziinin gelip ¢ykysy, beyle-
ki ylymlar bilen 6zbolusly aragatnagygy we diirli ugurlara degisli
meseleleri ¢ozmage bolan iiytgesik ukyby bilen beyleki ylymlardan
tapawutlanyandyr.

Matematika adamzat durmusynda birinji dérdn ylymdyr diysek,
yaliiysmarys. Onun innén irki dowiirlerde dorédp, kop ¢arkandaklary
gecip, hazirki wagtda 6rén yokary derejelere yetendigine taryh sayatdyr.

Bu 0siisi gazanmak ti¢in kop-kop sahslaryn eden isleri 6l¢irden
uludyr. Grek alymlary Arhimed, Pifagor, Yewklid, bizii yurtdaslarymyz
Al-Horezmi, Ulugbeg, Omar Hayyam, Ibn Sina, Biruny, yewropa
alymlary Dekart, Galiley, Nyuton, Leybnis muiia mysal bolup bilerler.
Hézirki zaman alymlarynyn hem bu 6siise gosandy diysen kopdiir.
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Matematikanyn kop sahalara boliinmegi we esasan hem, hizir-
ki wagtda tize-tize amaly meseleleri ¢ozmekde dhmiyeti uly bolan
ugurlaryn déremegi aydylan sozlere delil bolup biler. Bu ugurlara
matematiki fizikany, informatikany, optimal dolandyrys nazaryyetini,
ykdysadyyetin matematiki modellerini, matematiki statistikany we
s.m. mysal edip getirmek bolar. Ol ugurlar matematikanyn 6ziini ti-
marlamagy ti¢in doredilen bolman, eysem, olaryn atlaryndan gorniisi
yaly, fizikada, ykdysadyyetde, informasiyany ulanmakda, optimal
dolandyrysda yiize ¢ykyan meseleleri matematiki usullary ulanyp
cozmek bilen baglanysyklydyr. Adamzat durmusynda yiize ¢ykyan
meselelerin kopiisi bilen ordn ysnysykly gatnagykda bolmaklygy
matematikanyn beyleki ylymlardan tapawutlylykda 6zbolusly iiindn
mohiim ayratynlygydyr. Onun esasy sebdpleriniii biri-de adamzat
durmusynda yiize ¢ykyan meseleleri ¢ozmekde ulanylyan usullaryn
icinde matematiki usullaryn in arzan bolmagydyr.

Size hodiirlenyén kitapda matematikanyn inZener amalyyetinde
ulanylyan boliimlerinin esaslary bolyan diisiinjeler beyan edilendir.



GIRIS

Okuw kitaby tehniki yokary okuw mekdepleri li¢in yokary ma-
tematika dersi boyunca okuw maksatnamasy esasynda tayyarlanyldy.

Kitap, esasan, iki bolekden ybarat. Olaryn birinjisi ¢yzykly algebra
we geometriya degisli bolsa, ikinjisi matematikanyn «Matematiki seljer-
me» diyilydn sahasyna degislidir. Bulardan basga-da yokary okuw mek-
deplerinifi matematika dersinin diiziimine giryin « Ahtimallyk nazaryyeti
we matematiki statistika», «Differensial denlemeler», «Matematiki
modeller, olaryn ulanylysy we ¢oziilisi» yaly boliimler hem girizilendir.

Bizin pikirimizge, iii soniky ady tutulan boliim su dowriiil inZeneri
ticin i mohiim boliimdir. Kitapda getirilen beyleki boliimlerin hemme-
sine ona komekc¢i hokmiinde garalmalydyr. Matematiki modelirleme
meselesi sonky dowiirde matematikanyn ginden ulanylyan bolimidir.
Onun ulanylyan yerleri adyny tutardan 6rdn kop. Medisina, 6niimgi-
lik, ykdysadyyet, dolandyrys meseleleri, geofizika, nebit geologiyasy,
fizika, mehanika, himiya we s.m. ugurlar solara mysal bolup bilerler.

Boliimlerin dhlisi miimkin boldugyca sada dilde beyan edildi.
Her bir tize diislinje, teoremanyn netijeleri mysallaryn iisti bilen
diistindirildi, ¢yzgylaryn {isti bilen aydynlasdyryldy. Bu boliimlere
ayratyn Uns berilmeginin esasy sebdbi hem fiziki, mehaniki, himiki
prosesler, gurlusyk meseleleri, ykdysady meseleler matematikanyn tisti
bilen 6wrenilende olaryn esasy dayang bolyandyklaryndadyr. Kitabyi
okyjysy matematikanyn yonekeyje diistinjeleri bilen, yagny san, bitin
sanlar, rasional sanlar, olaryn tistiinde gecirilydn amallar, sanlar oky,
koordinatalar oky, koordinatalar ulgamy, nokadyn koordinatasy, ko-
ordinatalary belli nokatlaryn arasyndaky uzaklyk, sanyit moduly we
basgalar bilen tanys hasap edilyér. Sol sebapli kitabyn ikinji bolimi
g0s-goni funksiyanyn kesgitlemesinden baslanyandyr.
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Matematika kursy difie durmus meselelerini ¢6zmeklige ugruk-
dyrylan diysek, yaliilysmagymyz miimkin. Matematika dersinin ter-
biyeleyjilik &hmiyeti hem diysen uludyr. Matematikanyn tekliplerinifi
diiziilisi, olaryn birbelgili kesgitlenilisi, subut edilisi, onun netijelerinde
ikuclulygyn yoklugy okyjynyn aityny tertiplesdiryar, seyle hem ulgamly
pikir etmegi we arassalygy dwredyar.

Umuman, kitap dowrebap hiindrmenleri tayyarlamakda 6z
gosandyny gosar diyip umyt edyaris.



I. KESGITLEYJILER WE CYZYKLY
DENLEMELER ULGAMY

§1. Kesgitleyjiler barada diisiinje

Biz ¢yzykly denillemeler ulgamyna seredip, kesgitleyjiler barada
ilkinji diisiinjdni alyarys. Goy, bize asakdaky ¢yzykly deilemeler
ulgamy berlen bolsun:

(M

{all'xl + a12x2 = bl’
a,x, +a,x,=b,.

x,-1 tapmak Ugin (1) ulgamyn birinji defllemesini a,,-, ikinji
denilemesini bolsa a, -4 kopeldelifi we biri-birinden ayralyfi:

(anazz - a21a12)x1 = bl a,, — b2a12’

bu yerden
— blazz — bzalz

=T
a,a,, —a,4a,

x,-ni tapmak Ugin (1) ulgamyf birinji defilemesini a, -e, ikinji
defilemesini a, -e kopeldelin we biri-birinden ayralyii:

(auazz - a21a12)x2 = anbz - aZIbl’

bu yerden

— allbz — a21b1

> aa —aa
11 22 21 12

X

x, we x, ligin tapylan afilatmalaryi ikisinifi hem maydalawjysynyfi
berlen denlemelerin ndbellileriniii koeffisiyentlerinden diiziilen
ailatmalardygyny, sanawjylarynyfi bolsa maydalawjydan x -ii we
x,-nift koeffisiyentlerini degislilikde b, we b, azat agzalar bilen

calsyrylyp alnandygyny goryéris.
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(1) ulgamyn koeffisiyentlerinin yerlesis tertibini iiytgetmezden

tablisa duzelin:
(all a12 )
aZl a22

Kwadrat gorniisde yerlesdirilen dort sandan ybarat bolan tablisa

degisli a, a,,— a,a,, tapawuda ikinji tertipli kesgitleyji diyilyar we
seyle belgilenyir:
all a12 (2)
a21 a22

Gorstimiz yaly, bu kesgitleyji iki setirden we iki siitlinden ybarat.
i-nji setirit we k-njy siitiiniil kesisyén yerinde yerlesyar.

(2) kesgitleyjiddki @, , a,, elementlerifi emele getirydn diagonaly-
na esasy diagonal, a, , a , elementleriii emele getiryén diagonalyna
bolsa komekgi diagonal diyilyar. Ikinji tertipli kesgitleyji, onun esasy
diagonalyndaky elementleriii kpeltmek hasylyndan kdmekei diago-
nalyndaky elementlerin kopeltmek hasylynyn ayrylmagyna dendir.

1-nji mysal. Asakdaky kesgitleyjileri hasaplamaly:

a) S 7 b)9 -2 )‘2sina/ cosa
-3 2f 1 =77 ¥l6cosp ~3sinf
Couziilisi.
5 7
9|7, Jl=52-(-3)7=31
b)) =912 =61
1 -7
2sina  cosa . .
¢)|6cosB —3sinfBl 2sina(—3sinf) — 6cosfcosa =

=— 6(cosacosf + sina -sinf) =— 6cos(a — f).
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Dokuz elementden kwadrat tablisa diizelifi;

)

13

all alZ
a21 a22 23
a31 a32

ST

33

Kwadrat gorniiginde yerlesdirilen dokuz elementden ybarat bolan
tablisa degisli

a,,a,)dy + a,a,,4,, + A,y — dy,a,d,,—

T304, — a4, a0y, (3)

......

......

yerde hem i, k indeksler degislilikde a, elementifi haysy setirde we
haysy siitiinde yerlesyandigini gorkezyér. Uclinji tertipli kesgitleyjinini
lic setiri we li¢ siitiini bolyar. Kesgitleyjileri hasaplamagyn usullaryndan
iki sanysyny gorkezelin.

1-nji usul. (3) kesgitleyjinin birinji we ikinji siitlinini sag tarap-
dan tdzeden yazmak bilen asakdaky tablisany diizyéris:
+ + +

AN AN AN
ay ay ay 4, 4,
N N N
a, flﬁ \flﬁ \flz)f \azz
7/ /7 N/ N\ AN
y Qg, gy 4y 4y,
7 7/ 7/

Ustiinden tutus ¢yzyk gecirilen elementlerifi kopeltmek hasyl-
laryny 6z alamatlary bilen, punktir ¢yzyk gegcirilen elementlerin ko-
peltmek hasyllaryny bolsa garsylykly alamatlary bilen almak arkaly
tictinji tertipli kesgitleyjini tapyarys.
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2-nji usul. Ugiinji tertipli kesgitleyji asakdaky shema boyunca
hasaplanyar:

a) gosmak alamatly agzalar:

a, a, a
1 1 13
a,~a, a

32 33

b) ayyrmak alamatly agzalar:

alZ

S 8 8
zg\ia

-Gy o3|
31 a32 33

Kesgitleyjiniii (3) bahasynyn her bir gosulyjysynda kesgitleyji-
daki islendik setirden we islendik siitiinden bir elementin bardygyny
goryaris.

2-nji mysal. Asakdaky kesgitleyjini hasaplamaly:

513

721

346
Coziilisi.
513
721/=52-64+74-341-1-3-3-2:3-7-1-6-—
346

—4-1-5=60+84+3-18—-42—-20=147—-80 = 67.

Gorstimiz yaly, 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjiler degislilikde,
22 we 3? elementlerden diiziilyérler.

4,5, ... tertipli kesgitleyjiler hem degislilikde, 42, 5%, ... element-
lerden diiziilen san bolup, yokardaka menizes belgilenyér. Meselem,
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g1 Ugy 77T Ugg w4, n

degislilikde, 8-nji we n-nji tertipli kesgitleyjiler bolarlar. Ugden yokary
tertipli kesgitleyjilerin hasaplanylysyna 3-nji paragrafda serederis.

§2. Kesgitleyjilerin esasy hésiyetleri

Kesgitleyjilerin birnédge tdsin hisiyetleri bolup, olary yerlikli ulan-
maklyk kesgitleyjileri hasaplamagy yeiillesdiryér. Biz sol hésiyetlerin
esasylaryny 3-nji tertipli kesgitleyjilerde diisiindirmek bilen ¢ékleneris.
Kesgitleyjilerin esasy hdsiyetlerine gegmezden ozal, gerek boljak bir
kesgitleméni girizelin.

Kesgitleme. Berlen kesgitleyjini esasy diagonalyn towereginde
180° owriip tize kesgitleyji, yagny berlen kesgitleyjinin 1-nji, 2-nji,
..., n-nji setirleri degislilikde, 1-nji, 2-nji, ..., n-nji siitiinleri bolan kes-
gitleyji alynsa, onda ol kesgitleyja transponirlenen kesgitleyji diyilyar.

Berlen kesgitleyjiden transponirlenen kesgitleyjini almak amalyna

Kesgitleyjilerin esasy hésiyetleri:

1. Kesgitleyjini transponirlemek kesgitleyjininn ululygyny iiyt-
getmeyar:

31 32 33 13 23 a33

2. Eger kesgitleyjinin iki setirinifi ya-da siitlininin yerini ¢alsyrsak,
onda onun ululygynyn diile alamaty tiytgeyar:

a, a, da; a; a4, dy,
a, G,, Gy | =04y 4,, Ay
a, a,, a; a, a, a;

15



3. Ozara den iki setiri ya-da siitiini bolan kesgitleyji nola def.
Meselem, a, = a,= b, (i = 1, 2; 3) bolsa, onda ol nola defi, yagny

bl bl a13
b, b, a,|=0.
b3 b? a33

4. Kesgitleyjinin haysy-da bolsa bir setirinini ya-da bir siitiininii
ahli elementlerinin umumy kopeldijisi bar bolsa, onda ony kesgitleyji
alamatynyn dasyna ¢ykarmak bolar:

all a12 al? al] alZ a

kaZI ka22 ka23 = k a2l a22 a23 :

a3] a32 a33 a}l 32 33

13

5. Tutus bir setiri ya-da bir siitlini noldan ybarat bolan kesgitleyji
nola dendir:

al 1 a12 a13
a21 a22 a23 = O
0 0 O

6. Iki setiriniil ya-da iki siitiininii elementleri proporsional bolan
kesgitleyji nola defdir. Meselem, a, = b; a, = kb, i =1, 2, 3 bolsa,
onda ol nola dendir, yagny

bl kbl a13
b, kb, a,|=0.
b3 kb”é a33

7. Kesgitleyjiniii m-nji setiriniii ya-da siitlininiii her bir elemen-
ti iki gosulyjynyn jeminden ybarat bolsa, onda ol sol tertipdiki iki
kesgitleyjinin jemine dendir: olaryn birinjisiniii m-nji setiriniii ya-da
stitlininin elementleri sol gosulyjylaryil birinjisinden ybarat, ikinjisinin
m-nji setirinin ya-da siitiininin elementleri sol gosulyjylaryn ikinjisinden
ybaratdyr, galan setirlerin elementleri ti¢ kesgitleyjide hem birmenzesdir:
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a, + ¢, 4, 4, a, a, a, ¢, 4, a4,
a,, + Gy Gy Gyy| = a21 a22 a,, + C21 a,, d,
a, + Gy Qy, Ay a, 30 P33 51 Gy Gy

8. Kesgitleyjinin setiriniili ya-da siitiininini her bir elementiniil
iistiine beyleki setirin ya-da siitiiniii degisli elementlerini kibir & sana
kopeldip gossak, onda kesgitleyjinini ululygy liytgemez:

all a12 a13 all + ka}l alz + ka32 a13 + ka33
aZl a22 a23 = a21 a22 a23
a}l a32 a33 a31 a32 a33

Bu hésiyetlerin dogrulygyna goz yetirmek iicin kesgitleyjileri
hasaplap gérmek yeterlikdir.

§3. Kesgitleyjini setirin we siitiiniii elementleri
boyunca dargatmak

Bu temany diisiindirmek hem-de netijeleri gysgaca beyan etmek
ticin algebraik doldurgyc¢ diyen diisiinjdni girizelin. Belli bolsy yaly,

a, a4, a;
A= a, a, a,|=a,a,a,+a,a,a,+a,a,a, —
a, a,, 4
—a,a,d,—d,d,d, —ad,d,d,.

Bu denligin sag boleginde a , elementi saklayan gosulyjylardan
a,, elementi yayyh dagyna ¢ykarsak, onda yayyn i¢inde a,,a,,—a, a,,
tapawudy alarys, a , elementi saklayan gosulyjylardan a , elementi
yayyn dasyna ¢ykarsak, onda yayyn iginde a,.a,, —a, a,, tapawudy
alarys. Yokardaky formulanyn sag boleginden islendik elementi ony
saklayan gosulyjylardan yayyn dasyna c¢ykarsak, yayyn iginde iki
agza galyar. Yayyh icinde galyan bu tapawuda (kesgitleyjd) yayyi

a, elementif algebraik doldurgyjy a
algebraik doldurgyjy a

1305, —@,, a,, bolyar, a,, elementifi

,, ay,—a,, a,, bolyar we g. m.

2. Sargyt Ne 1285 17



a, elementin algebraik doldurgyjyny 4, bilen belgilélifi, onda a,,
elementifi algebraik doldurgyjy 4, ,, a,, elementifi algebraik doldurgyjy
A,, bolyar. Yokarky formulada haysy-da bolsa bir setirifi elementlerini,
meselem, ikinji setirint elementlerini yayyn dasyna ¢ykaryp alarys:

A= a21(a32 a,;—4a, a33) + azz(an as;—dy, a13) + aza(an ay,—ds, all)‘
Indi bu denligi algebraik doldurgyglar arkaly yazalyn:
A=a A +a A +a A

217721 227722 2377237

Umuman, islendik setiriii elementleri licin asakdaky formulany
yazyp bileris:
A= ailAil + aiZAiZ + ai3Ai3'

Islendik siitiinin elementleri iigin bolsa asakdaky formulany yazyp
bileris:
A=a A, ta A +a, A

k™" 1k 2k" "2k 3k° 73k
n-nji tertipli kesgitleyji icin hem asakdaky formulalar dogrudyr:
A=ad +a,Ad,+..ta A (4)

m m

ya-da
A=a, A +ta A, +..+ta A (5)

k" 1k 2k "2k nk™ " nk’

Netije. Kesgitleyjiniii ululygy onun islendik setirininn ya-da
stitiininin elementlerini olaryn algebraik doldurgy¢laryna kdpeltmek
hasyllarynyn jemine dendir.

(4) we (5) formulalara setirin we siitiinin elementleri boyunca

Indi islendik tertipli kesgitleyjinini elementi iigin algebraik
doldurgyjyn tapylysyny gorkezelin.

Haysy-da bolsa bir a, elementi alyp, onufi yerlesen setirinifi we
slitiininin Ustlini ¢yzalyn. Galan elementleriii emele getiryin kesgit-
leyjisine sol a, elementifi minory diyilydr. Minoryn tertibi berlen
kesgitleyjinifi tertibinden bir san kigidir. a, elementiit minory M, bilen
belgilenyar. (—1)"**M, sana bolsa a, elementiii algebraik doldurgyjy

......
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Aik = (_I)HkMk' (6)

Meselem, yokarda alnan a,, elementifi 4, algebraik doldurgyjy
asakdaky yaly hasaplanyar:

Ay = (1M, = (- 1))

~ ‘—aa —da,.da

137721 11723°

Kesgitleyjiniii elementiniit minory arkaly tapylan doldurgyjyn
yokarda kesgitlenen doldurgyg bilen gabat gelyéndigini belldp gegelin.

(4), (5) we (6) formulalar berlen kesgitleyjini tertibi sol
kesgitleyjininikiden bir san kem bolan kesgitleyjiler bilen ¢alsyp hasap-
lamaga miimkingilik berydr. Bu yagday kesgitleyjilerin tertibi ticden
uly bolanda ginden ulanylyar.

Mysallara seredelin.
1-nji mysal. Asakdaky kesgitleyjini ikinji tertipli kesgitleyja
getirip hasaplamaly:
316
A=|52 3|
742
Coziilisi. Berlen kesgitleyjini (4) formuladan peydalanyp, birinji
setirin elementleri boyunca dargadyp yazalyii:
A=3-4,+1-4,+6-4,.
Sofira (6) formuladan peydalanyp alarys:

A=3- (=DM + 1 (1) 2M 46 (1) M,

23
MH: ; M2:

M_

13

‘53 52

seylelikde,
23] |53 52
A—3‘4 21717 5 +67 4 =3(4-12)-10+21 +
+6(20 — 14) = 23.
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2-nji mysal. Asakdaky kesgitleyjini hasaplamaly:
5012
A =

~ N W
o O =
oS = O
—_ W

Caoziilisi. Berlen kesgitleyjini ikinji siitlinini elementleri boyunca
dargadyp yazalyn we hasaplalyii:

A=0-A,+1-A +0-A +2-A, =1 +2-

< D W

Oi—\h—\

—_ W N

N W W

—_— O =

W N
Il

=5+421—-14—-2+2-(6+8—-20-9)=—

Kesgitleyjilerin ¢yzykly deiilemeler ulgamyny ¢6zmekde we
deriiemekde peydalanylyan yene-de bir hésiyetine tigiinji tertipli

kesgitleyjide seredelin. Kesgitleyjininn haysy-da bolsa bir setirinin
ya-da siitiininiii elementlerini beyleki setiriii ya-da siitiinin degisli
elementlerininl algebraik doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynyn
jeminin ndma dendigini tapalyn. Mysal ticin, yokardaky kesgitleyjinifi
ikinji setirinin elementlerinin tigiinji setiriil degisli elementlerinii algeb-
raik doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynyi jemini tapalyn.

A = a, 4, _ a, d, . _ a, 4,
31 ’ 2 ’ 337
] a22 a23 a21 a23 aZI a22
denlikleri goz o6ntinde tutup alarys:
a A + a22A32 + a23A33
_ a, 4, a, da, a, a, _
TN PN e P “la a,|
22 23 21 23 21 22
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21 22 23
(kesgitleyjilerin ti¢linji hdsiyetine gord nola den bolyar).
Suna menzeslikde, islendik setir tigin
ailAjl * aiZAjZ ta, Aj3 =0@#)),
islendik siitilin ii¢in
aIiAlj + aZiAZj + a3iA3j =0G#))
boljakdygyna g6z yetirmegin kyngylygy yokdur. Islendik #-nji tertipli
kesgitleyjiler iicin asakdaky formulalar dogrudyr:
a, A, ta, A, +..+ad =0 (i #)), (7)
a“AU ta,d, +..+a, 4 =0 (i #)). (8)
Diymek, kesgitleyjinin islendik setirinifl ya-da siitiininin element-

lerini beyleki setiriii ya-da siitiiniii degisli elementleriniii algebraik
doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynyn jemi nola dendir.

§4. Cyzykly defilemeler ulgamyny ¢6zmek
we deriiemek

Goy, bize n nébellisi bolan n ¢yzykly defilemeler ulgamy berilsin:

X +..+ax =>b

allxl + alz 2 1n""n 1°

a,x, +a,x,+...+a,x =b,

9
a,x +a,x,+..+a,x, =b,.
(9) ulgamyn koeffisiyentlerinden kesgitleyji diizelin
a, a, ... a,
Ao a, a, ... a, . (10)
anl anz ann



......

denillemelerini (10) kesgitleyjinin birinji siitiininiil algebraik doldur-
gyclaryna degislilikde kdpeldip, olary gosalyi:
(allAll + a21A21 + h + anlAnl)xl +
+(6112A11 + 6122A21 + - +a 2Anl)x2 + ...+ (11)
+(aA +a A +--+a Ay =bA +bA +..+bA.
In 11 2n 21 nn al/ n 11 2 21 n ol

n

Bu yerde x -ifi koeffisiyenti (5) formula layyklykda (10) kesgit-
leyjini beryir, x,, x,,..., x -ift koeffisiyentleri bolsa (8) formula layyk-
lykda nola den. (11) deiiligin sag bdlegi bolsa (10) kesgitleyjinii birinji
siitiininin elementlerini degisli azat agzalar bilen ¢alsyrmak arkaly
alnandyr. Ony A bilen belgilép, (11) defiligi

A-x =A
gornilisde yazyp bileris. A # 0 bolanda alarys:
- A
LA
Suna menzeslikde, (9) ulgamyn denlemelerini (10) kesgitleyjinin

i-nji siittininin algebraik doldurgy¢laryna kdpeldip, soiira gossak, onda
A - x,= A ya-da A # 0 bolanda,

X

X = % (i=1;2;3;..5n) (12)
alarys. Bu yerde A kesgitleyji A kesgitleyjinin i-nji siitiininiii element-
lerini degisli azat agzalar bilen ¢algyrmak arkaly alnandyr.

(12) formula bilen tapylan x, (i = 1, 2, 3,..., n) bahalaryn

(9) ulgamyn ¢oziiwidigini gorkezelin. Munui tigin (12) formula bilen

tapylan x (i = 1, 2, 3, ..., n) bahalaryny (9) ulgamyn islendik k-njy

denillemesinin ¢ep bdlegine goyalyn we onuil sag bdlegine dendigini
gorkezelin. Dogrudan hem,

A, A, A; A,

ak1X+ak2X+ak3X+ +Clkn A

(@ A+ a A

Fa A+ .+ a, D) = 1 a,(b A +bA, + e bA )+

k373 17711 27721
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+a,(bA,+bA,+ - +bA )+ .. +a,(bA, +bA, +

17712 27722 27 2n

+o+b AN =L0b(a,A +a A+ +a A )+

n® “nn A k17711 k27712 kn™ “1n

+b,(a,A, +b,A 4+ +a A )+ ..+b(a,A, +

k1™ 721 k2”22 k17 "kl

+a,A,+..+a,A)+..+b(a,A +b,A + - +a,A )=

k27 k2 kn™ “kn kn” “nn

1
:Kbl\A:bk

b, (i=1,2,3, ..., n) sanlaryf kopeldijileri i # k bolanda (7) formula
boyunga nola den, i = k bolanda onun kopeldijisi (4) formula boyunca
A kesgitleyja den. Seylelikde, (9) ulgamyn ¢oziiwi (12) formula bilen
berilyar.

Indi (9) ulgamy dernemeklige girigelin.

1. A#0 bolsa, (9) ulgamyn (12) formula bilen anladylyan yeke-tik
¢Ozliwi bar.

2.A=0bolsa,emma A (i = 1;2;...; n) sanlaryii ift bolmanda birisi
nola den bolmasa, (9) ulgamyn ¢oziiwi yokdur. Hakykatdan hem, goy,
X, X,, ..., X, sol ulgamyf ¢oziiwi bolsun. Onda ol ¢6ziiw ti¢in

A x=A (i=1,2,...,n)

deilikler yerlikli bolyar. Bu deiliklerit hemmesinin ¢ep bdlegi nola
den, emma in bolmanda birinin sag bolegi noldan tiytgesik. Alnan
garsylyk ¢oziiwin yokdugyny gorkezyar.

3.A=0; A,=0(i=1,2,...,n) bolsa, ya (9) ulgamy hi¢ bir ¢oziiwi
yokdur ya-da tiikeniksiz kop ¢oziiwi bardyr. Bu teklibin subudyny
5-nji paragrafyn ahyrynda getireris.

Biz ¢yzykly denillemeler ulgamyny kesgitleyjiler arkaly ¢ozdiik
we deriiedik. Kesgitleyjiler nazaryyetinifi esasyny sweysariyaly alym
G. Kramer (1704—1752) tutdy. Sona gord-de ¢yzykly denilemeler ul-

------
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Mysallara seredelin.
1-nji mysal. Asakdaky ulgamy ¢ézmeli:

3x, — 2x, + x, = 2,
X, +3x,—2x, =1,
4x, — 5x, — 3x, =—15.

Caoziilisi. Ulgamyn kesgitleyjisini hasaplalyi:

3 -2 1
A=|1 3 —-2|=—64#0.
4 -5 -3

Berlen ulgamyfi yeke-tdk ¢oziiwi bar. A, (i = 1; 2; 3) kesgitleyjileri
hasaplalyn:

2 =2 1

AIZ 1 3 _2 :_64’
—-15 -5 -3
3 2 1

Ay=l1 1 —2/=-128,
4 —15 -3
3 -2 2

A=l1 3 1 |=-192
4 -5 —15

Indi (12) formula boyunga x -ni (i = 1, 2, 3) tapyarys:
A =64 A 128, A 192 g

X

'TA T Zeda T UNRT AT Zea

A —64

2-nji mysal. Asakdaky ulgamy ¢6zmeli:
X+ 2x,+ 2x, = 17,
Sx, —4x,+ 10x, = 15,
3x, — 5x, + 6x, = 3.
24



Coziilisi. Ulgamyn kesgitleyjisini hasaplalyn:
1 2 2
A=1[5 -4 10[=0.
3-56

Diymek, ulgamyn ya ¢oziiwi yok, ya-da tiikkeniksiz kop ¢ozuwi
bolmaly. Muny anyklamak {i¢in A -i hasaplalyf.

17 2 2
A =15 -4 10#0.
3 =56

A #0 bolapy ligin A -ni, A -i hasqplamagyﬁ geregi yok. A =0,
emma A # 0. Diymek, ulgamyn ¢oziiwi yok.

§5. Cyzykly deiillemeler ulgamyny ¢6zmekde
Gaussyn usuly

Gaussyn (1777—1855, nemes alymy) usulynyn diiyp manysyna
diistinmek ticin dort nédbellili dort ¢yzykly deinlemeler ulgamyna se-
retmek yeterlik. Gaussyn usulyny beyan etmezden oniirti, ticburgly

allxl + a12x2 + al3x3 + al4x4 = alS’
X, + 4y X, + a, X, = a,, (13)
a33x3 + a34x4 = a35’

a,xX, = a45

cyzykly denlemeler ulgamynyi ¢oziilisine seredelin. Bu ulgamyn kes-
gitleyjisi noldan tapawutly bolanda ol seyle ¢oziilyar. Onun dordiinji
detilemesinden x-i tapyp, ti¢linji detilemé goymaly, ondan x_-i tapyp,
x,-Uf we x,-Uf bahalaryny ulgamyfi ikinji defilemesine goymaly, on-
dan x_-ni kesgitlemeli, sofira x,-iifi, x,-iifl we x -niil tapylan bahalaryny
birinji defilemé goyup, ondan x -i tapmaly.

Indi tigburgly bolmadyk ulgamy alalyi:
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al]xl + a12x2 + al3x3 + al4x4 = alS’

a21xl+a X, +a X_+Cl X, =da

22772 23773 24774 25 (14)
a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4 = a35’
a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4 = a45'

Bu ulgamy ¢6zmekde Gaussyn usulynyil manysy ony tigburgly
ulgama getirip ¢6zmekden ybaratdyr. (14) ulgam asakdaky usul bilen
tigburgly ulgama getirilip yazylyar. Goy, a,, # 0 bolsun. (14) ulgamyfi
birinji defilemesiniit hemme agzalaryny a  -¢ —eyerdiji elemente boliip
alyarys:

xl+b12x2+b13x3+b14x4:b15’ (15)

bu yerde b, = Z— (i=1,2,3,4,5)
11
(15) detileméni a, -e kopeldip (14) ulgamyi ikinji defilemesinden,
a,-¢ kopeldip lgilinji defilemesinden, a,-e kopeldip dordiinji
dentllemesinden ayyrsak, nédbellileriii sany bir san kemelen asakdaky
ulgamy alyarys:
M

(1) (1)

1),
azz X2 + a23 x3 + a24 x4 - azs ’
(1) (1) My — 40 ’
a,)x, +a x, +a,x, =a,, (14"
(1) (1) My — 40
a42 X2 + a43 x3 + a44 x4 - a45 .

Buyerde a)' = a,—a,b, (i,j=2).

i171)
(14") ulgamyn birinji defilemesinifi hemme agzalaryny a\)’ eyerdiji

elemente boliip alarys (a!) # 0 giiman edilyr):

(1) My — (D)
x2+b23x3+b24x4 - bzs’ (16)
bu yerde ah
1 _ i .
b=t (>2).

22

(16) denlemini ilki a'y-4, sofira aiy-4 kopeldip, degislilikde
ulgamyni ikinji we tigiinji defilemesinden ayryp, alarys:

(2) ), — 42
Ay Xy + Ay X, = s, (14”)
(2) (2) (2)

a43 'x3 + a44 x4 = a45 ’

bu yerde
26



a? = ad — ab.
(14"") ulgamy birinji defilemesinifi hemme agzalaryny a'; eyerdiji
elemente boliip, alarys (aii # 0 giiman edilyir):
x, + bii'x, = b3, (17)
bu yerde

a? _
by = ag? (i>3).
(17) detilemini a'¥-e kopeldip we (14") ulgamy# ikinji defileme-

sinden ayryp alarys:

bu yerde

G) = @ _ 4@p@

a44 44 43 734 7

Ahyrky defilemeden alarys:
x, = b (18)

(15)-(18) denilemeleri ulgam gorniisinde yazsak, berlen ulgam
bilen dengiiy¢li bolan {icburgly ulgam alarys:

'xl + b12x2 + b13'x3 + b14x4 = blS’

) W, — p0)
X, +b)x, +by/)x, =b

23773 257
x,+b7x, =D

34 774 35

— 1,3
x4 - b45‘

Bu ulgamyn ¢oziilisi (13) ulgamyn ¢oziilisi yalydyr.

Cyzykly deiilemeler ulgamyny Gaussyn usuly bilen ¢6zmek {igin
zerur we yeterlik sert «eyerdiji elementleri» noldan tapawutly san
bolmagydyr. Eger haysy-da bolsa bir basgangakda yokarda gorkezilen
eyerdiji element nola den bolsa, onda denlemelerin ya-da nibellilerin
ornuny c¢alsyrmak bilen «eyerdiji elementleriii» noldan tapawutly san
bolmagyny gazanmaga ¢alysmaly. Eger haysy-da bolsa bir basgancakda
deiilemelerii ya-da ndbellilerin ornuny ¢alsyranymyzda hem noldan
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tapawutly eyerdiji element bolmasa, onda iki yagdayyn bolmagy
miimkin: sol basgangakdaky seredilyéin defilemeler ulgamynyn hemme
koeffisiyentleri we azat agzalary nola denl. Bu yagdayda ulgamyn tiike-
niksiz kop ¢oziiwinin boljagy aydyndyr. Sol basgangakdaky denillemeler
ulgamynyn hemme koeffisiyentleri nola den bolup, azat agzalarynyn
haysy-da bolsa biri ya-da birndgesi noldan tapawutly bolsa, onda
0 =10, # 0netije emele gelyér. Ol bolsa ¢6ziilyan ulgamyn ¢éziiwinii
yokdugyny gorkezyar.

1-nji mysal. Ulgamy Gaussyn usuly boyunca ¢ozmeli:
7,9x, + 5,6x, +5,7x, — 7,2x, = 6,68,
8,5x, — 4,8x, + 0,8x, + 3,5x, = 9,95,
4,3x, + 4,2x, — 3,2x, 4+ 9,3x, = 8,6,
3,2x, — 1,4x, — 8,9x, + 3,3x, = L.

(19)

Birinji denileménin hemme agzalaryny 7,9-a bolelin.
x,+0,70886x,+ 0,72152 x,— 0,91139x,= 0,84557. 4))
(I) denligin agzalaryny 8,5-e, 4,3-e we 3,2-4 kopeldip, degislilikde
(19) ulgamyn ikinji, liglinji we dordiinji defilemesinden ayryp, asakdaky
tic nébellili li¢ denlemeler ulgamyny alarys:
—10,82531x, — 5,33292x, + 11,24682x, = 2,76266,
1,15190x, — 6,30254x, + 13,21898x, = 4,96405, (20)
—3,66835x, — 11,20886x, + 6,21645x, =—1,70582.

Bu ulgamyn birinji defilemesini — 10,82531-¢ boliip alarys:
x,+0,49263x,— 1,03894x, = - 0,25520. (II)
(IT) denlleménin agzalaryny ilki 1,15190-a, sonira — 3,66835-¢
kopeldip, degislilikde (20) ulgamyn ikinji we {i¢iinji defilemesinden
ayyrsak, iki ndbellili iki defilemeler ulgamy emele geler:
—6,8700x, + 14,41573x, = 5,25801,
—9,40172x, + 2,40525x, = — 2,64198.

ey
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Bu ulgamyn birinji defilemesini — 6,8700-e boliip, alarys:
x,—2,09836x,=—0,76536. (110)

(IIT) denleménin hemme agzalaryny — 9,40172-4 kopeldip, (21)
ulgamyni ikinji defilemesinden ayryp, alarys:

—17,32294x,=—9,83768,
bu yerden
x,=0,56790. (Iv)

(D-(IV) denlemelerden tigburcly ulgamy diizyaris:

X, + 0,70886x, + 0,72152x, — 0,91139x, = 0,84557,
X, +0,49263x, — 1,03894x, = — 0,25520,
x, —2,09836x, =— 0,76536,

x, = 0,56790.

Bu ulgamdan tapyarys: x,= 0,56790, x,= 0,42630, x,= 0,12430,
x, = 0,96710. Biz hasaplamalary ge¢irenimizde oturdan soiky 5 bel-
gili, yagny 0,00001 takyklyk bilen hasaplamalary yerine yetirdik. Bu
hili hasaplamalar bilen tapylan ¢éziiwini takyk bolman, yakynlasan
boljakdygy anykdyr.

Gaussyn usuly kop nébellili denlemeler ulgamynyn yakynlagan
¢ozliwini tapmakda ginden ulanylyar. Elektron hasaplayjy masynlarda
¢yzykly denillemeler ulgamyny Gaussyn usuly bilen ¢c6zmeklik Kramerin
usuly bilen ¢6zmekden amatlydyr.

Adatca, ¢yzykly denlemeler ulgamyny Gaussyn usuly bilen
¢ozmek tcin tablisa dizilyér (/-nji tablisa). 1-nji tablisanyn 1-nji
boliiminin ilkinji dort setiri berlen ulgamyn koeffisiyentlerinden we azat
agzalaryndan ybarat. Il sofiky setir birinji setiri 7,9-a boliip alynyar.
Tablisadaky X belgili siitiin setiriii sanlarynyn jemidir. Ol siitiin hasap-
lama barlag etmége yardam edydr. Meselem, birinji boliiminl bésinji
setirinddki bas sanyn jemi birinji setirin altynjy sanynyn 7,9-a boliin-
meginden alnan sana den bolsa, onda birinji setiri 7,9-a bolenimizde
yalilyslyk goybermedik bolmagymyz gaty dhtimaldyr.
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[-nji tablisa

Nibellilerin koeffisiyentleri Azat
z Boliimler
X, X, X, X, agzalar
7,9 5,6 5,7 -7,2 6,68 18,68
8,5 -4.8 0,8 3,5 9,95 17,95
4,3 4,2 -32 9,3 8,6 23,2 1
3,2 -1,4 -89 33 1 -2,8
1 0,70886 0,72152 | —0,91139 | 0,84557 | 2,36456
—10,82531 | —5,33292 | 11,24682 | 2,76266 | —-2,14876
1,1519 | —6,30254 | 13,21898 | 4,96405 | 13,03239
—3,66835 | —11,20886 | 6,21645 [—1,70582 | —10,3666 1
1 0,49263 | —1,03894 | —0,2552 | 0,19849
—6,87 14,41573 | 5,25801 | 12,80374
-9,40172 | 2,40525 |-2,64198|-9,63845 111
1 —2,09836 |—0,76536 | —1,86372
—17,32294 | -9,83768 | —27,1606 v
1 0,5679 1,5679

Tablisanyn ikinji boliimindéki ilkinji {i¢ setirint sanlary birinji
boliiminin baginji setirini 8,5; 4,3; 3,2 sanlara kopeldip, degislilikde
ikinji, ti¢linji we dordiinji setirlerden ayryp alynyar. Il soiiky setiri
bolsa, birinji setirde emele gelen sanlary sol setirint birinji sanyna,
yagny — 10,82531-e béliip alynyar. Ugiinji boliimdiki sanlar ikinji
boliimden, dordiinji boliimdéki sanlar {i¢linji boliimden, hut ikinji
boliimdaki sanlaryn birinji boliimden alnysy yaly alynyar.



II. WEKTOR ALGEBRASY

§1. Skalyar we wektor ululyklar.
Kollinear we komplanar wektorlar.
Wektorlaryn denligi

Skalyar we wektor ululyklar baradaky diisiinje bize orta mekdebin
fizika we matematika derslerinden tanys. Seyle-de bolsa olaryn ha-
siyetlerini yatlap gecelin.

Kesgitleme. Eger ululyk 6ziiniii san bahasy bilen hisiyetlen-

------

Meselem, massa, gdwriim, uzynlyk, temperatura skalyar ululyk-
lardyr.

Kesgitleme. Eger ululyk 6ziinin san bahasy hem-de ugry bilen

......

Meselem, tizlik, tizlenme, gliy¢c we suna menzes ululyklar wek-
torlardyr. Wektora ugrukdyrylan kesim hokmiinde seretsek, kesimi
caklendiryan iki nokadyn haysysynyi baslangy¢ we haysysynyn ahyrky
nokatdygyny anyklamaly bolarys.

Suratda wektorlaryn ahyrynda

gorkeziji goyulyar (1-nji surat).
Yazuwda wektor kesimi ¢ik- /
lendiryan iki bas harp bilen ya-da a

yekeje kici harp bilen belgilenip, 4 B C

onun istiinde yiti ujy sag tarapa
ugrukdyrylan gorkeziji goyulyar.
Meselem, Ex’ @ 3, b. Wektor iki bas harp bilen belgilenende
wektoryil baglangyjy birinji orunda, ahyry bolsa ikinji orunda yazylyar.

D

1-nji surat
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AB wektoryii uzynlygy | AB | bilen belgilenyir. Ona wektoryn moduly
diyilyér. Uzynlygy nola den bolan wektora hem seredilyar. Ona nol wek-
tarapy yokdur. Nol wektoryn baslangy¢ nokady we ahyrky nokady
bir-birinin iistiine diigyar.

Uzynlygy bire deni bolan wektorlara birlik wektorlar diyilyér. Ugry
E, @ 5, b wektorlaryn ugry bilen gabat gelyén birlik wektorlar
@, @ —aﬁ, b’ bilen belgilenyérler.

Matematikada dinie ugry we ululygy
bilen hésiyetlendirilydn wektorlar dwre-
nilyar. Olara erkin wektorlar diyilyair.
Fizikada erkin wektorlardan basga
0 baglanysykly wektorlar diyilyan wektor-
lara hem seredilyér. Mysal {i¢in, gozgan-
\ | / mayan oka birikdirilen diske haysy-da

bolsa bir giiye tésir edyar diyelin. Eger

2-nji surat giiy¢ 4 nokada goylan bolsa, onda disk

sagat dilinin ugry boyunc¢a, B nokada goylan bolsa sagat dilinin

garsylykly ugry boyunca aylanyp baslar. Eger giiy¢ O nokada goylan

bolsa, onda disk dyn¢lyk yagdayyny saklar (2-nji surat). Bu yerde

sol bir ugra ugrukdyrylan giiyjliit haysy nokada goylandygy dhmiyete

eyedir. Erkin wektorlaryn bolsa haysy nokada goylandygy déhmiyete
eye bolman, diiie olaryn ululyklary we ugurlary &hmiyete eyedir.

Asakda dine erkin wektorlara seredilyér. Parallel goni ¢yzyklaryn
istlinde yatyan wektorlara kollinear wektorlar diyilyar. Bir wektoryn
beyleki wektora kollinearlygy parallellik alamaty bilen belgilenilyér.
Meselem, AB wektor CD wektora kollinear bolsa, onda AB |CD
gorniisde yazylyar. Parallel tekizliklerde yatyan wektorlara komplanar

------

nar wektor hokmiinde seretmek bolar. Eger iki wektor kollinear bolup,
bir tarapa ugrukdyrylan we olaryn uzynlyklary hem deii bolsa, onda sol

......

garsylykly ugra ugrukdyrylan wektorlara garsylykly wektorlar diyilyar.
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§2. Wektory sana kopeltmek

a wektoryn A hakyky sana kopeltmek hasyly, birinjiden, a wektor
bilen kollinear bolan, ikinjiden, uzynlygy | 1 || @ | defi bolan, iigiinjiden,
A >0 bolanda a wektor bilen bir ugra ugrukdyrylan, 2 < 0 bolanda a
wektor bilen garsylykly ugra ugrukdyrylan wektora dendir (3-nji surat).
a wektoryn A hakyky sana kopeltmek hasyly Aa bilen belgilenilyar.
Wektory hakyky sana kopeltmegin hésiyetlerine seredelin.

1. Islendik a wektor hem-de @ we £ sanlar ti¢in

a(pa)=(ap)a
deilik dogrudyr.
Hakykatdan-da, eger @ we f sanlaryn alamatlary birmenzes bolsa,
onda denligin ¢cep we sag boleginddki wektorlar @ wektor bilen bir ugra

a
J\

r = c-i‘ -
T (i=1) T aa(A=3)
a ) ,_f’_l

T wa-n  Aaf=-l)

3-nji surat

ugrukdyrylan bolyarlar, eger-de alamatlary diirli bolsa, onda olaryn
ikisi-de a wektor bilen garsylykly ugra ugrukdyrylan bolyarlar. Sona
gora-de a(fa) we (af)a wektorlar kollinear we bir ugra ugrukdyrylan
wektorlardyr. Ondan basga-da ol wektorlaryfi her birinit uzynlygy
\a||B|-|a| dendir. Diymek, a(fa) we (af)d wektorlar dendirler.
(Eger @, f sanlaryn biri ya-da a wektor nola defi bolsa, onda deniligin
iki bolegi hem nol wektora deni bolar).

2. Nol wektora den bolmadyk islendik @ wektora kollinear bolan
b wektor ti¢in

b=ld
denligi kanagatlandyryan 4 san bardyr we ol san yeke-tidk sandyr.
3. Sargyt Ne 1285 33



Hakykatdan-da, a we b wektorlar kollinear bolany ti¢in, a
wektoryn uzynlygyny 4 gezek uzaldyp ya-da gysgaldyp, uzynlygy b
wektoryn uzynlygyna deni bolan 1a wektory alarys (1 > 0 diyip hasap
edyarls) Eger a we b wektorlar bir ugra ugrukdyrylan bolsalar, onda
b=Jad , eger diirli ugra ugrukdyrylan bolsalar, onda b =—2d bolar. Indi
bize 4 sanyn yeke-tdkligini subut etmek gerek. Goy, A sandan basga-da
A, san bar hem-de b =1d we b= ,a diyelin. Denliklerdiki A we 4,
sanlaryn alamatlarynyn birmenzesdigi 6z-6ziinden diigniikli. A >0
we 4, > 0 diysek, onda

bl=2d|=1A||al = Alal,
bl=|Ad|=|A]ldl=4lal.

Bu yerden 4 = A, gelip ¢ykyar.
a wektory A hakyky sana bolmeklik a wektory 7 sana kopeltmek
bilen calsyrylyar.

§3. Wektorlary gosmak we ayyrmak

Kesgitleme. Umumy baslangyjy O bolan d we b iki wektoryi
jemi diyip sol wektorlaryin baslangyjyndan ¢ykyan hem-de a we b
wektoryn Ustlinde gurlan parallelogramyn diagonaly bolup hyzmat
edyén li¢linji wektora aydylyar we ol a + b bilen belgilenilyar.

4-nji surata gord ¢ = d + b ya-da
OC = OD + OB gorniisde yazyp bile-
ris. (Umumy baslangyjy bolmadyk a
we b wektorlary, olary iiytgetmezden
0z-0ziine parallel edip siiysiirmek
arkaly umumy baslangyja getirip bol-
yandygyny bellahn) 4- Il_]l suratdan
OD = BC we OB = DC boljakdygy
goriinydr. Onda a we b wektorynl jemine beren kesgitlemidmizi
asakdaky yaly edip aydyp bileris.

4-nji surat
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a wektoryn ahyry b wektoryii baslangyjy bolan iki wektoryn jemi
diyip baslangyjy a wektoryn baslangyjy bilen, ahyry b wektoryi ahyry
bilen gabat gelydn iiciinji ¢ wektora aydylyar (4-nji surata seret).

Iki wektoryn jemine denl bolan tiglinji wektory gurmagyn birinji
usulyna parallelogram usuly, ikinji usulyna bolsa licbur¢luk usuly
diyilyar.

Birndge wektoryn jemini tapmak ug:ln kopleng, iicbur¢luk
usulyndan peydalanylyar. Meselem a,a,a,a, we a, wektorlaryn
jemini gurjak bolsak, onda a, wektoryn baslangyjyny a, wektoryn
ahyrynda, a, wektory baslangyjyny a wektoryn ahyrynda, a,
wektoryn baslangy]yny a wektoyryn ahyrynda, Cl wektoryn
baslangyjyny a, wektoryn ahyrynda yerlesdlryarls Baslangyjy birinji
a wektoryn baslangyjy, ahyry ifi sofiky a, wektoryi ahyry bilen gabat
gelyan wektor berlen bis wektoryn jemi bolar (5-nji surat). Yokar-
da gorkezﬂlsl yaly edip, berlen wektorlaryn Jemml gurmak usulyna
nédmé aydylyandygyna we onun nahlh tapylyandygyna seredelifi.

a we b wekz‘oryﬁ tapawudy diylip kemeldiji b wektor bilen
gowlanda kemelljl a wektory berydn iigiinji ¢ wektora aydylyar we
ol a — b (¢ = d — b) bilen belgilenilyir.

5-nji surat
¢ = d — b wektory gurmaklyga . LN
d—b tapawudy tapmak diyilyar. a >
¢ = d— b wektory gurmak ii¢in d _ S
we b wektorlary umumy O baslangyja b
getiryirler we kemeldiji b wektoryii 6-njy surat
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ahyryndan kemeliji a wektoryn ahyryna wektor gegiryarler (6-njy
surat). 7-nji suratda kollinear wektorlaryn jeminin we tapawudynyn
tapylysy gorkezilendir.

-

A B———— C . b N
> >C < ' >B
= A
a . — L -
AC=a+b CB=a-b
b B a
A >t > r > >
b v d A C“hr:“ B
a —b
CB=d-b AC=d+b
7-nji surat

Wektorlaryn jeminini hédsiyetlerine seredelin.
1. Islendik A san ii¢in
AMd+b)=2Ad + Ab.

Hakykatdan hem, diisniikli bolar yaly, 1> 0 diyelin. a = AC wek-
tory we @ + b jem bolan AB wektory A sana kopeldelin (8-nji surat).
Sonda biz Ad defi bolan AC wektory we A(d + b) wektora deti bolan
AB, wektory alarys. AABC we AAB C|-e seredelif.

Bu ticburgluklaryn 4 burgy umumy we bu burca seplesyén iki
tarapy proporsional, yagny

ACI_ Al _ |Allal _ lal
|AB| |A@+b)| |A|-la+b| la+b|

Diymek, AABC»AAB C,. Sona gori-de

B 1AL bu jerden| B = 151 (35 0: 121 =2).
a

Surata gord C B |b. Diymek, C, B, = Ab. 8-nji suratdan alarys:
AB = AC + C B, ya-da A(@ + b) = Ad@ + Ab. Suny hem subut etmek
gerekdi.
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2.d+b=>b+a. c X

Gosulyjylaryn ornuny c¢alsyr- 2 b
maklyk olaryn jemine tdsir etmeydr,
yagny wektorlaryn jemi kommutatiw
kanuna boyundyr. Bu kanunyn dog-
rulygy wektorlaryn jeminin kesgitlemesinden gelip ¢ykyar.

i+b B B

8-nji surat

3.a+(b+¢)=(G+b)+¢.

Islendik ii¢ wektoryn jemi assosiatiw kanuna boyundyr, yagny
gosulyjylary islendik gérniisde toparlamak bolyar. Bu kanunyn dog-
rulygy 9-njy suratdan goriinyar.

4. Islendik @ we f hakyky san hem-de a wektor ligin

(@ +p)a = ada+ Pa

deilik dogrudyr.

Hakykatdan-da, denligiii ¢ep we sag boleginde yazylan wek-
torlarynl kollineardygyna siibhe yok. Eger @ we £ sanlaryn alamatlary
birmenzes bolsa, onda denligin iki bolegindidki wektorlar bir ugra
ugrukdyrylandyrlar.

b ,

- 7 > N\C
al 40 b4z

(@+b)+c=a+(b+7)

9-njy surat

\/
\/

10-njy surat
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(@ >0 we > 0 bolanda wektorlar a wektor bilen ugurdasdyrlar,
a <0we f#<0bolanda a wektor bilen garsylykly ugrukdyrylandyrlar).
Kesgitlilik iicin @ > 0; £> 0 hasap edip, ol wektorlaryi uzynlyklarynyn
dendigini, yagny | (& + B )a ] ]aa + pa | bolyandygyny gorkezelif.

10-njy suratdan AC = AB + BC ya-da |ed + fd|=|ad|+|Ba|
alarys. |ed|+|Bd| =|a|-|dal+|B|-|dl = (a|+]|B])al awepsanla-
ryfi alamatlary birmefizes bolany iigin |@ | + | 8| = |@ + /3 |. Bu yerden:

\aa + Pa|=|a+ B]ldl=|(a+ B)al.

Biz denligiii sag bolegindiki wektoryn uzynlygynyn ¢ep bolegin-
déki wektoryn uzynlygyna dendigini goryaris. Diymek, olar dendirler.
a we f sanlaryil alamatlary diirli bolan yagday hem yokardaka menzes
subut edilyar. Indi kébir meselelere seredelin.

1-nji mesele. 1) |d +b|=|d—b|, 2)|da+b|>|d—b|
3)|d+b|<|d — b|bolmagy ii¢in @ we b wektorlar dzara néhili
yerlesmeli?
A b C

Coziilisi. d we b wektory umumy
0 baslangyja getirelin. Sonda a + b
we d — b wektorlar taraplary a we b
bolan parallelogramyn diagonallary
bolarlar (11-nji surat).

11-nji surat
AOAB we AOBC garalyn. |OTﬂ = |B_C> 3 OB umumy. Sona go-
ria-de

1) eger LAOB= £OBCbolsa, |d + b| = |d — b| bolyar. £ AOB +
+ £ OBC = 7 bolany ligin, a we b wektorlar 6zara perpendikulyar
bolmaly.

2) LAOB < £OBCbolsa, |d + b|>|d — b| bolyar; @ we b wek-
torlar yiti bur¢ emele getirmeli.

3) LAOB > £OBC bolsa, |d + b|<|d — b| bolyar; d we b wek-
torlar kiitek bur¢ emele getirmeli.
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2-nji mesele. Eger O nokat ABC licbur¢lugynn medianalarynyn
kesisme nokady bolsa, OA + OB + OC = 0 bolyandygyny subut etmeli.

Coziilisi. AABC-nin taraplaryna y
AB, BC, CA wektorlar hokmiinde I N
garasak, onda >
A I B
AB + BC + CA = 0. )
12-nji surat
12-nji suratdan alarys:
OA=2NA=2(NC+CA)=2(1BeicCA
OA = SNA = £(NC+ CA) = 3<ZBC+CA),
OB =27B=2(TA+AB)=2(LcA+aB
OB = 5LB = 5(LA+AB) = 3(2CA+AB>,

OC = 2MC = 2(MB + BC) = 2(L 46 + BC
OC—3MC—3(MB+BC) 3<2AB+BC).

Bu {i¢ denlikden

_—  ——  —— —— ——>  —

OA+OB+0C=AB+BC+CA=0.

§4. Wektoryn oka bolan proyeksiyasy we
onui hisiyetleri

Kesgitleme. AB wektoryn baslangy¢ 4 nokadyndan we ahyrky
B nokadyndan ¢ oka gegirilen perpendikulyarlaryn esaslarynyn
arasyndaky ugrukdyrylan A B, kesime AB wektoryn £ oka bolan

......

AB wektoryn ¢ oka bolan proyeksiyasy asakdaky yaly belgile-
nilyér:
prﬁTg =AB,.
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Wektoryn oka bolan proyeksiyasynyn hidsiyetlerine gara-
mazdan ozal, wektor bilen okuil emele getirydn burgy diyip ndmi
diistinyéndigimizi aydynlagdyralyi.

Kesgitleme. ¢ okuni polozitel ugry bilen AB wektoryn ugrunyn
arasyndaky burglaryn kigisine AB wektoryn ¢ ok bilen emele getiryén
burgy diyilyér.

AB wektoryn £ ok bilen emele getiryén burgy 13-nji suratda
@ bilen gorkezilendir. a wektoryn £ oka bolan 4 B, proyeksiyasy

0<opc< % bolanda polozitel san bolyar, Z < ¢ < 7 bolanda otrisa-

tel san bolyar. Wektory1 oka bolan proyeksiyasynyi esasy hésiyetleri
asakdakylardan ybarat:

1. a wektoryn ¢ oka bolan A B, proyeksiyasy a wektoryn
uzynlygynyn a wektoryn ¢ ok bilen emele getirydn burgunyn kosi-
nusyna kopeldilmegine dendir, yagny

pr, d =|dlcosg. (1)
B IA
|
| ' ! |
| —— | |
| /’T(D —': Bll All
a— - : —>(
AI B1 | L/ 17
| _——
l&—
a) p< = ¢ by L<o
2 2
13-nji surat

Bu hisiyet 13-nji surat arkaly ansat subut edilyar.
2. Islendik A san ti¢in Aa wektoryn ¢ oka bolan proyeksiyasy a
wektoryn proyeksiyasynyn 4 sana kdpeldilmegine dendir, yagny

pr.Ada = Apr.a.
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Subudy. Eger 1 > 0 bolsa, d we Aa wektorlar ugurdasdyrlar.
Sona gori-de olaryn ikisiniiem ¢ ok bilen emele getiryan burglary sol

bir bur¢dur. A <0 bolsa, @ we Aa wek- Aa(A s
torlar garsylykly ugrukdyrylandyr. Bu - /)}
yagdayda a wektor ¢ ok bilen ¢ burgy M 0 a

- ~e-’

emele getirse, Aa wektor £ ok bilen 7 — ¢ “-" Ty
burgy emele getirer (14-nji surat). 14-nji surat

Y

Subut eden hésiyetimize gord, A > 0 bolanda
priida = |Ad|cosp =|A|dlcosp = Aprd,
A <O0bolanda (|A|=—A1)
pr.Ad = |Ad|cos(m — @) =—|A|dlcose = Apr.a.
Diymek, islendik 4 {i¢in alarys:
pr.Aa = Apr.a.

3. Birnédge wektoryn jeminin £ oka B g

bolan proyeksiyasy sol wektorlaryn £ . C
oka bolan proyeksiyalarynyn jemine
dendir. Ansatlyk tigin bu hésiyeti a A a+ b
we b iki wektor iigin subut edeli. | |
b wektoryii d wektora gord nihili O 4, B, él
yerlesendigine garamazdan, ony ug-

runy iytgetmezden 6z-6ziine parallel

edip siiysiirip, @ wektoryn ahyry b wektoryn baglangyjy bolar yaly
edip bileris. 15-nji suratdan gorniisi yaly,

15-nji surat

pr(@a+b)=AC =AB +B.C,.

Emma prd = A B; pr.b = B,C,. Bu deiiliklerden alarys:

pr.(G+b) = pra + prb.

Bu hisiyet islendik sandaky wektorlar ticin hem edil seyle subut
edilydr. Subut edilen ii¢ hésiyetden asakdaky netijeleri alyarys.
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1.Egera = b bolsa, onda olaryn sol bir oka bolan proyeksiyalary
hem dendir. Bu netije birinji hdsiyetden gelip ¢ykyar.
2. Islendik c, c,, ..., c, sanlar we d,, a,, 4,,...,d, wektorlar iigin

pr,(ca, +c,a,+ ...c,a,) = cpra, +c,pra,+ ... +cpra,.

Bu netije 2-nji we 3-nji hésiyetden gelip ¢ykyar.

3. Eger a we b wektorlar kollinear bolsalar; onda olaryn oklara
bolan proyeksiyalary proporsionaldyr.

Hakykatdan-da, @ |b bolsa @ = Ab bolar. Ikinji hisiyete gori,
islendik /,, [, oklar ti¢in

prlézprlﬂl;:ﬂprll;,
prl&:prjl;:ﬂpr[l;.

Bu yerden . R
i
prb  prb

gelip ¢ykyar. Tersine, @ we b wektorlaryn diirli oklara bolan proyek-
siyalary proporsional bolsalar, olar kollineardyrlar diyen netijéni subut
etmek Orédn ansatdyr. Sonuil iicin hem iki wektoryn diirli oklara bolan
proyeksiyalarynyn proporsionallygyna iki wektoryn kollinearlyk serti

......

Bellik. 1) Umumy baglangyja getirilen a we b wektorlaryn
arasyndaky burg¢ diylip sol wektorlaryn emele getiryian 180°-dan kigi
bolan burcuna aydylyar we d,b bilen belgilenilyir. 2) @ wektoryi b
wektora bolan proyeksiyasy diyip a wektoryn b wektora kollinear we
b bilen ugurdas / oka bolan proyeksiyasyna aydylyar. Ol pr.a bilen

belgilenilyir. Agyk goriisi yaly, pr.d =|a |cos(&,l;).

1-nji mesele. Uzynlygy 5-e defi bolan a wektor b wektor bilen
60° burg emele getiryar. a wektoryn b wektora bolan proyeksiyasyny
tapmaly.
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Coziilisi.

pr;a = |Ez\cos<&,l;> = 5-c0s60° = 2,5.

Diirli koordinatalar ulgamlary
barada diisiinje

Biz dekart koordinatalar ulgamy okyja mekdepden belli diyip
hasaplajakdyrys. Su kitapda gabat gelydn koordinatalar ulgamlary
barada gysgaca sohbet acalyi. M

1. Polyar koordinatalar ulgamy.

Ol hem edil dekart koordinatalar

ulgamy yaly, tekizlikde nokadyn or-

nuny sanlar Usti bilen kesgitlemegin ®
yene-de bir usulydyr. Tekizlikde / ok )

we onun Ustiinde O nokat berilsin 15.1-nji surat
(15.1-nji surata seret).

Goy, M tekizligiit O nokat bilen gabat
gelmeyin islendik nokady bolsun. Goy, ¢
bur¢ OM wektoryn we / okui arasyndaky,
[ okdan baglap, sagat diliniii hereketinin %
tersine tarap olgelydn burg bolsun; »=0OM ] . >
bolsun. ¢ —polyar burg, »— polyar radius,
| — polyar ok we O nokat polyus diylip
atlandyrylyar. Tertiplesdirilen 7, ¢ sanlara M nokadyn polyar koordina-

------

15.2-nji surat

dekart koordinatalar ulgamy berlen bolsa we x oky polyar ok hokmiinde,
O nokat polyus hokmiinde alynsa, onda islendik (M # O) nokadyn x, y
dekart koordinatalarynyn we 7 ¢ polyar koordinatalarynyn arasynda
asakdaky baglanysyklar bardyr (15.2-nji surata seret):

{x = rCcos @,
y = rsing.
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oY M(x, y, z) 2. Silindrik koordinatalar ulgamy
ginislikde nokadyn ornuny sanlar iisti
bilen kesgitlemek {i¢in ulanylyar. Goy,
ginislikde Oxyz dekart koordinatalar
. JM(x, 3, 0) ulgamy berlen bolsun. xOy tekizlikde

o Y »  polyar oky x oky bilen, polyusy bolsa O
0 X ¥ nokat bilen gabat gelyin polyar koordina-
15.3-nji surat talar ulgamy alynyar. Ginislikde islendik

M(x,y,z) nokady alalyn (15.3-nji surata seret).
1, ¢ M| nokadyn xQOy tekizlikdéki polyar koordinatalary bolsun.
Onda tertiplesdirilen 7, ¢, z ii¢ sana M(x, y, z) nokadyn silindrik koordi-

......

we dekart koordinatalarynyn arasynda

X = rcos @,
y =rsing,
z =12z

gorniisdiki baglanysyklar bardyr.

Z M(x, y, z) 3. Sferiki koordinatalar ulgamy hem
yokarda getirilen ulgamlaryil wezipesini
r yerine yetirydr. Edil yokardaky yaly
edip, dekart koordinatalar ulgamyny we
4 M (x,y, 0) polyar koordinatalar ulgamyny alalym.
[ X M(x, y, z) giniglikddki islendik nokat bol-
0 " sun (15.4-nji surata seret). p, ¢ sanlar
13- 4-nji surat M nokadyn polyar koordinatalary, 6 — z

- | yn poly ry,
oky bilen OM wektoryn arasyndaky burg. p, ¢, 0 tertiplesdirilen {i¢

......

gorniisde yazylyar. M nokadyn dekart we sferiki koordinatalarynyn
arasynda asakdaky baglanysyklar bardyr:

x = rsinfcos g,
y = rsinfsing,
z =rcosb.
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§5. Wektoryn koordinatalary. Koordinatalary
bilen berlen wektorlaryi iistiinde amallar

Ginislikde Oxyz goniiburcly koordinatalar ulgamy we a wektor
berlen. a wektoryii Ox, Oy, Oz oklaryna bolan proyeksiyalaryny
degislilikde, a,a,a, bilen belgilélin.

Kesgitleme. Tertiplesdirilen a , a, a, sanlara a wektoryn koor-

------

a={a, a, a)

gorniisde yazylyar.
Mysal ti¢in, a = {1, — 2, 3} yazgy a wektoryii Ox okuna bolan
proyeksiyasy ya-da birinji koordinatasy 1-e deni, Oy okuna bolan pro-
yeksiyasy ya-da ikinji koordinatasy — 2-4 den, Oz okuna bolan pro-
yeksiyasy ya-da ii¢ilinji koordinatasy 3-e den bolyandygyny anladyar.
Ox okuna parallel birlik wektory i bilen, Oy okuna parallel birlik
wektory j bilen, Oz okuna parallel z,

birlik wektory k& bilen belgileyarler we ‘

olara ortlar diyip at beryérler. 16-njy

suratdan gorniisi yaly, a wektoryn ko- 4 k

ordinatalary a, a A bolsalar, onda ol _ .

a,.i, a,.j, a .k ¢ wektoryi jemine ti A ayz j
detidir, yagny _|¥0 a7+, 7 g

a=acita;j+a.k
X

deinlik dogrudyr. Bu deillige wektoryi .
...... 16-njy surat

Sol suratdan & wektoryi |d | uzynlygynyi

ldl=a +a+a’
formula arkaly tapyljagyny hem ¢ykarsa bolar. Mysal ii¢in,
d={1,—2, 3} bolsa, onda |G| = /1> + (=2) + (3) = V14 bolar.
Indi koordinatalary bilen berlen wektorlarynl jeminin, tapawudynyi we
sana kopeltmek hasylynyn koordinatalarynyi tapylysyny gorkezelini.
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d we b wektorlar d = {%,52} b= {x,,¥,,z,} koordinatalary bilen
berilsin. Onda, yokarda gorsiimiz yaly,

a=xi+yj+zk,

i

b=xi+y,j+zk
denlikler yerlikli bolarlar. Bu deiilikleri ulanyp, alarys:
D d+b=xi+yj+zk+xi+yj+zk=
= 10X +x,) () +2,) T k(2 +2)
ya-da
a+b={x+x, y+y, z+z).
Diymek, jemin koordinatalary gosulyjylaryin degisli koor-
dinatalaryny gosmak bilen tapylyar. Mysal ii¢in, a = {—1,2,5},
b ={2,3,— 2} bolsa,onda a + b = {1,5,3} bolar.

-

a—-b=xi+yj+zk—xi—yj—zk=
= ('xl _x2>i+(y1 _y2)j+(zl _Zz)k

2)

ya-da
a—b={x—x, y =y, z—z}

tapylyar. Mysal tigin, @ = {5, 0, — 2}, b ={6, 2, — 4} bolsa, onda
a—b={-1,-2, 2} bolar.

3) Ada = A(x;i+yj+zk)y=Axi+Ayj+Azk

ya-da
Aa ={Ax, Ay, Az}.
Diymek, Aa wektoryn koordinatalary @ wektoryni koordinata-

laryny A sana kopeltmek bilen tapylyar. Mysal li¢in, @ = {2,3,4},
/.= 3 bolsa, onda 3d = {6, 9, 12} bolar.
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4) Baslangyjy A(x,, y,, z,), ahyry
B(x,, y,, z,) nokatda bolan AB wek-
toryn koordinatalaryny tapalyi (1 7-nji
surat).

Z — A nokadyn radius wektory,
}72 — B nokadyn radius wektory. 4
nokadyn koordinatalarynyn 71 wek-
toryn koordinatalary boljakdygy, B
nokadyn koordinatalarynyil 72 wek-
toryit koordinatalary boljakdygy

17-nji suratdan diisniiklidir. Sol sebépli,

A z
B
I, "
0 y
17-nji surat

F=AX, ¥, Z) hL=1{X, Y, 7}

ya-da ;. =x,1+y]+zk, ;’; = x,i +y,j + z,k yazyp bileris. Bu yerden

e

AB=r—r=xi+yj+zk—xi-yj—zk=

ya-da

(Xz _xl)i + (yz _y1>j + (Zz _Zl)k

AB = {X, =X, Y, =Y, 2,— 2}

Diymek, baslangy¢ we ahyrky nokatlarynyn koordinatalary berlen
wektoryn koordinatalary ahyrky nokadyn koordinatalaryndan baslan-
gy¢ nokadyn koordinatalaryny ayyrmak bilen tapylyar.

Mysaliigin, 4(2,5,1), B(4,1,3)no-
katlar berilse, onda AB = {2, — 4, 2}
bolar.

SyYM(x,y,,z,), M(x,,y,, z,) no-
katlary birlesdiryan M M, kesimi 4 gat-
nasykda bolyén, yagny M M =/ - MM,
deiiligi kanagatlandyryan M (x, y, z)
nokady tapalyn.

18-nji suratdan gorniisine gord,

W: {X —Xp Y=, Z _Zl}’
M—M2 ={x,—x, y,— Y, z,— z}.
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Meselénin sertine gord M, M = AMM, bolmaly, yagny x —x, =A(x,—x),
y—=y,=Ay,—y), z—z =Mz, ~z)bolmaly. Bu deiiliklerden alarys:
xl—l-ﬂx2 _ yl+/b12 .= Zl—l—ﬂz2

1+4° 7 1+4° 144

Mesele ¢oziildi.

Mysal. Massasy m, bolan M (x, y,, z,), massasy m, bolan
M(x,,,, z,) nokatlardan duryan ulgamyin C(x , y , z_) agyrlyk merkezini
tapalyni. Belli bolsy yaly, agyrlyk merkezi M M, kesimde yatyar we
ony M C = m2 CM, gatnasykda bolyir. Dlymek Cnokadyn koordina-

talaryny tapmak ti¢in yokarky meselede A = —2 goymak yeterlikdir.
Alarys: .
m2 m2 mZ
. X, + Exz ~ Y + ?lyQ ~ Z + ﬁlzz
< m, > T m, = T m
1+ —= 1+ 2 14+ =
ml ml ml
ya-da
_xm +xm, _ymtym _zm+zm,
¢ m+m, = °° m+m, = m +m,

1-nji netije. Ulgam m, (i = 1,n) massaly M(x,y,z) (i = 1,n)
nokatlardan duryan bolsa, onda onufi C(x_, y_, z ) agyrlyk merkezi

Samo Yumo Yam

— =1 — =1 — i=
c i ’ya_ n 4 Z(‘_

zm,- ;mi | ;mi

i=1

X

formulalar arkaly tapylyar. Onufi subudy matematiki induksiya usuly
bilen gecirilyar.

2-nji netije. Jisim n bolekden duryan bolsa, onun boleklerinin
massalary m. (i = 1,n) we olaryn agyrlyk merkezleri M(x, y, z)
(i = 1,n) bolsa, onda jisimin agyrlyk merkezi yokarky formulalar
arkaly tapylar.
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§6. Iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly
we onun esasy hésiyetleri

Kesgitleme. d we b iki wektoryfi skalyar kopeltmek hasyly
diylip a we b wektorlaryn uzynlyklarynyn sol wektorlaryn arasyndaky
burgun kosinusyna kdpeldilmegine den bolan skalyar ululyga aydylyar.
Ol (G- b) ya-da a- b bilen belgilenilyir.

Kesgitlema gora,
&-Bz!d\-‘mcos(&,l;). 2)

(2) denligin sag bolegini wektoryn oka bolan proyeksiyasynyn 1-nji
hisiyetinden peydalanyp, asakdaky yaly yazarys:

\al b ‘cos<5?5> = |5|<|l;|cos(c7jl;)> =|a \pralg
ya-da

\d’|-‘l;|cos(fzjl;) = |I;|<|é|cos(&'j15>> = |l;|pr55i.

Onda (2) denlik asakdaky gorniisi alar:
a-Ez!é\legz\l;|prga. 3)

(3) deiilige layyklykda iki wektoryn skalyar kopeltmek hasylyna
asakdaky yaly kesgitleme hem berip bileris:

a we b wektorlaryn skalyar kdpeltmek hasyly sol wektorlaryn
biriniii uzynlygynyn beyleki wektoryn birinjd bolan proyeksiyasyna
kopeldilmegine denidir. Iki wektoryn skalyar kopeltmek hasylynyn
skalyar ululykdygyny berk bellemek gerek. Iki wektoryn skalyar ko-
peltmek hasylynyi esasy hésiyetlerine seredeliii.

1. Iki wektoryn skalyar kdpeltmek hasyly berlen wektorlaryn biri
nola deii bolanda ya-da berlen wektorlar 6zara perpendikulyar bolanda
nola dendir we dine sol halda nola dendir.
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2.d-b = b-d,yagny wektorlaryi skalyar kopeltmek hasyly orun
calsyrma kanunyna boyundyr. 1-nji we 2-nji hisiyetiii dogrulygy 6rdn
aydyn bolany {icin subudyny getirmeyéris.

3. Iki wektoryn jeminin ti¢linji wektora skalyar kopeltmek hasyly
sol wektorlaryn ti¢linji wektora skalyar kopeltmek hasyllarynyn jemine
dendir:

(G+b)-¢=dc+b-¢.

Bagga soz bilen aydylanda, iki wektoryn jeminin ii¢linji wek-
tora skalyar kopeltmek hasyly kopeltmegin paylasdyrma kanunyna
boyundyr.

Hakykatdan-da, (3) formula gora

(@+b)-¢ =|¢lpr.(a+b)
bolar. Wektoryni oka bolan proyeksiyasynyn 3-nji hisiyetine gord,
pr.(@+b) = pr.d + pr.b.
Diymek,
(G+b)-¢=|clpra+prb)=¢-a+¢-b=ac+b-¢c
4. Islendik skalyar A kopeldiji ticin wektorlaryn skalyar kopeltmek
hasyly kdpeltmegin utgasdyrma kanunyna boyun egyér:
AG-b) = (Ad)-b = d-(Ab).
Bu deinlik bilen anladylyan skalyar kopeltmek hasyllarynyn
ticlisiniit hem sol bir sana dendigini gérkezelin.

Aa-b) = Alal-blcos(a,b),
(@) b =1blpr,(Aa).
Wektoryn oka bolan proyeksiyasynyn 2-nji hdsiyetine gora,

pr.Aa = Apr.a.
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Edil suna menzeslikde alarys:
G-(A5) = 2lal-|5lcos(d.5).
5. Wektoryn 6z-6ziine skalyar kopeltmek hasyly sol wektoryn
uzynlygynyn kwadratyna dendir:
a-d=lal.
Bu hisiyet iki wektoryn skalyar kopeltmek hasylynyn kesgitle-
mesinden gelip ¢ykyar.

§7. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryn
skalyar kopeltmek hasyly

Goy, d = {x.y.z} we b = [x,.y,.z,} belli bolsun. Bu iki wek-
toryn skalyar kopeltmek hasylyny tapalyn.

a-b=(xi+yj+zk)(x,i+yj+zk).

Wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylynyn 3-nji hisiyetine layyk-
lykda, biz bu iki yayy agzama-agza kopeldilis usuly bilen kopeldip
bileris.

Qb= xx,ii +yx,ji + 2% ki +Xy,ij +y,jj +2,,ki+
+xz,tk+yz, jk + zzkk.
Emma 6zara perpendikulyar wektorlar bolany {i¢in,
ij=jri=ik=k-i=j-k=kj=0wei-i=j-j=k-k=1.

Sona gora-de
Zl~l;=xl-x2-i-yl~yz+zl-z2 4)
alarys. Diymek, koordinatalary belli bolan iki wektoryn skalyar ko-
peltmek hasyly bir atly koordinatalarynyn kopeltmek hasyllarynyi
jemine dendir.
(4) denlikden iki wektoryn perpendikulyarlyk serti we wektoryn
uzynlygyny tapmak formulasy gelip ¢cykyar. Degislilikde alarys:
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X%,y +zz,=0,

ldl=/x;+y +z.

Biz indi koordinatalary belli bolan islendik a wektoryn koordi-
nata oklary bilen haysy burclary emele getiryiandigini 6rdn ansatlyk
bilen kesgitlap bileris. Goy, @ = {x,y,z} bolsun we Ox, Oy, Oz oklar
bilen degislilikde, @, f, y burclary emele getirsin. Kesgitlema gord
X=pr,a= ld|cosa; y= pr,,d = ldlcosf; z= pr..a = \d|cosy
yazyp bileris. Bu yerden

COSQZ4:%;
‘a’ VX +y +z
ERA Y cosy = 2 = z

cosf = |

Alnan denlikleri ilki kwadrata goterip, sofira gosup alarys:
cos’@ + cos’B + cos’y = 1.

Kabir meselelere seredelin.

1-nji mesele. M (x ;v ; z,) we M (x,; y,; z,) nokatlaryn arasyndaky
uzaklygy tapmaly.

Couziilisi. M, we M, nokatlaryfi arasyndaky uzaklyk M, M, wek-
toryn uzynlygyna dendir.
MMz = {X2 =X Y, T Y 5, — Z1}‘
Sona gori-de

|A41M2| = \/(xz _x1)2 +(y2 _y1)2 +(Zz _Zl)z’

2-nji mesele. @ = {x,y,z} we b= {%,9,,2,} wektorlaryn arasyn-
daky burgy kesgitlemeli.

Coziilisi. @ we b wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylyny
yazalyi:
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A
é-bz\é|-\b|cos<é,b>,

bu yerden
N -
cos(”,b)z #a-b*
a5
ya-da
A
cosl@.b) = B
N R RN S
alarys.

3-njimesele. @ = {5, 3, 2}, b= {1, — 2, 4} bolsa, a wektoryti
b wektora bolan proyeksiyasyny tapmaly.

Coziilisi. (3) formula gora,

(G-b)=1b ’prgé.
Bu yerden:
pr.a=5;5:5'1—3‘2+2'4= 7
1l VIP4+ 28 4+ 4 /21

§8. Iki wektoryn wektor kopeltmek hasyly we
onuii esasy hisiyetleri

Kesgitleme. 1) Uzynlygy san taydan a we b wektorlaryi tistiinde
gurlan parallelogramyii meydanyna defi bolan, 2) @ we b wektorlaryii
ikisine-de perpendikulyar bolan, 3) ahyryndan seredilende birinji
wektoryn ikinji wektor bilen gabat gelmegi ti¢in, birinji wektory sagat
dilinin hereketinini tersine ki¢i burca dwriilyédn edip gorkezyén ii¢linji
¢ wektora d we b wektorlaryi wektor kdpeltmek hasyly diyilyir.

Iki wektoryn wektor kopeltmek hasyly [d@x b] ya-da @ x b yaly
belgilenilyir. a, b we [a X b] = ¢ ii¢ wektor sag ulgamy emele getiryir.
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19-njy surat
d we b wektorlaryi iistinde gurlan parallelogramyii meydanynyii

a5 ‘sin(&,l;) bolany sebépli, alarys:
lax5]l=|al-|5lsin(a.5).

Wektorlaryn wektor kopeltmek hasylynyn esasy héasiyetlerine
seredelin.

l.dweb wektorlaryin wektor kopeltmek hasyly bu wektorlaryn
biri nol wektor bolan halda ya-da d | b bolan halda we difie su iki halda
nola dendir. Bu hdsiyet aydyndyr.

2. Wektor kopeltmek hasylynda wektorlaryii orny ¢alyssa, onda
onun difie alamaty tiytgér:

[@xb] =—[bxal.

Hakykatdan-da, kesgitlemnifi 1-njiboliimine gorél| [d x b]| = |[b x a|,
yagny [d X b] we [b x @] wektorlaryii uzynlyklary defi. Kesgitleménifi
3-nji boliimine gori, d, b, [d X 15] we b, d, [l; X d] ticliikler sag ulgamy
emele getirmeli. Bu bolsa [@ X b] we [b X @] wektorlaryii garsylykly
ugrukdyrylandygyny gorkezyar. Sona gora-de (20-nji surat)

[axb] =—[bxal.
3. Skalyar kopeldiji ti¢in iki wektoryit wektor kdpeltmek hasyly
kopeltmegin utgasdyrma kanunyna boyun egyér:

Aaxb]=[Adaxb]=][axAb]. (5)
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a) 4 =0 bolanda denlik dogry;
b) A # 0 bolanda

[Ad|=|Al-lal; 12b|=lal-bl;
sm(ﬂa b) = sm(a b)

sin(ii,ﬂb) = sin(&,b)
bolyandygyny gz o6niinde tutsak,
seredydn wektorlarymyzyn {i¢iisinin
uzynlyklarynyn denligi we ugurlarynyn
birmenzesligi gelip ¢ykyar. Diymek,
(5) denlik 4 islendik hakyky san bo-
landa dogrudyr.

20-nji surat

4. G+ b wektoryi ¢ wektora wektor kdpeltmek hasyly képelt-

megin paylasdyrma kanunyna boyundyr:

(G+b)XC=axXé+bxXc.

Subutsyz kabul edilyr.

§9. Koordinatalary belli bolan iki wektoryn wektor
kopeltmek hasyly

Ilki dekart bazisinifi ortlarynyfi, yagny i, j, k wektorlaryii
jiibiit-jiibiitden wektor kopeltmek hasylyny tapalyn. Kesgitlemd gora

taparys (21-nji surat):

ixi=0, jxj=0 kxk=0,

21-nji surat
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Indi koordinatalary belli bolan a = {x,,y,,z} we b= {%,,,:2,}
wektorlaryil wektor kopeltmek hasylyny tapalyn:
axb = (xi+yj+zkyX(x,i+y,j+zk)
denligin sag bolegini wektorlaryn wektor kopeltmek hasylynyn 3-nji we
4-nji hasiyetlerine layyklykda kdpagzalaryi kopeldilisine menizeslikde
we i, j, k wektorlaryn gelis tertibinin saklanmalydygyny goz oniinde
tutup, dargadyp yazalyn:
AXb = xx,0Xi+yx,jXi+zx,kXi+xy,IXj+
YV XJ+z2y,kX]+xziXk+yz,jXk+zz,kXk
i, j, k wektorlaryn wektor kopeltmek hasyllary barada yokarda
aydylanlary g6z o6niinde tutup alarys:
Axb=— X,k +zx,j+xy,k—zyi—xz]+yzi=
= (yIZZ - Zlyz)i + (lez - XIZZ)j + (xlyz - y1x2>k‘
Yaylaryn igindéki sanlaryii her birinifi ikinji tertipli kesgitleyji
bolyandygyna gord, a X b wektory asakdaky yaly yonekey gorniisde
hem yazyp bileris:

- 7 yl Zl s xl Zl - ‘xl y] "
axXb= i — + k
yZ ZZ xZ ZZJ x2 yZ
ya-da
- 7 yl Zl xl 1 Xl yl
axXb = ; — ; , 6
{yz ZZ x2 Z2 xz y2 ( )
ya-da
i J k
axb=|x y z
'XZ y2 ZZ

Kéabir meselelere seredelin.

1-nji mesele. Depeleri A(x; y; z)), B(x,; y,; z,) we C (x; y,; z,)
nokatlarda bolan ticbur¢lugyit meydanyny tapmaly.
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Coziilisi. Kesgitlema goré, AB we AC wektorlaryit wektor ko-
peltmek hasylynyn uzynlygy AB we AC wektorlaryn iistiinde gurlan
parallelogramyil meydanyna defidir. Biziil ticbur¢clugymyzyn S meydany
parallelogramyn meydanynyn yarysyna den, yagny S = —! ABx AC |
bolar. AB we AC wektorlaryn koordinatalaryny tapyarys

E = {x2 —X; Y, =Y Z,— zl},
A—C) = {x3 —X; Y,V Z,— zl}.
(6) formula layyklykda alarys:

:%/

Eger ABC ligburglugyn depeleri xOy tekizlikde yatyan bolsa, yagny
z,= z,= z,= 0 bolsa, onda agakdaky formulany alarys:

=1
s=1./

2-nji mesele. d # 0, b # 0 sert boyunca d = [b X %] bolar yaly
edip x wektory tapmak hemise miimkinmi?

Sz%I/TB’xﬁ\=

2 2
V=X 5,74 X, =X Z,—Z

Yi= Y =4

2
X, =X Y, =)
Xy =X Yy =)

+ (7

X, —X, z,—Z

2
XZ_xl yZ_yl
XS_XI yS_yl

X, =X Y, =Y

—+1 .
Xy =X Y, =

2

(8)

Coziilisi. @ wektoryii b we X wektorlaryii wektor kdpeltmek
hasyly bolmagy ii¢in, kesgitlemi gord, @ wektoryi b we % wektor-
lara perpendikulyar bolmagy zerur. b wektoryn Usti bilen @ wektora
perpendikulyar tekizlik gecirelin we sol tekizligin listiinde islendik bir
¢ wektor alalyf. bx ¢ = d gorniigde belgililifi. Onda | d bolar we
sofa gori-de, @ = Ad, seyle hem

Ad = A[bx ] =[bxA¢).

Diymek, a wektor b wektora perpendikulyar halynda meselénin
AC = X ¢oziiwi bolar.
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3-nji mesele. Eger ¥ wektoryii d = {5,3,2} we b = {1, — 2, 4}
wektorlara perpendikulyarlygy belli hem-de X(i + 2j + 5k) = 85
bolsa, x wektory tapmaly.

Céziilisi. d we b iki wektora perpendikulyar bolan islendik wektor
olaryn wektor kdpeltmek hasylyna, yagny [d X b] wektora kollinear
bolmaly. Diymek,

i ok
x=Alaxbl=A45 3 2|=2A(16i— 18 — 13k).
1 -2 4

X -int bahasyny meselénin ikinji sertindéki denlige goyup alarys:
M16i— 18/ — 13k)(i + 2j + 5k) =85

ya-da
— 854 =85.
Bu yerden A =—1.
Diymek,

X =— 160 + 18] + 13k.

§10. U¢ wektoryii garysyk kopeltmek hasyly

Kesgitleme. d we b wektorlaryfi wektor kopeltmek hasylynyii
¢ wektora skalyar kopeldilmegine 4, b, ¢ ii¢ wektoryn garysyk kopelt-

......

[axb] ¢ ya-dad-b-¢.

Ug wektory garysyk kdpeltmek hasylynyii skalyar ululykdygy
aydyndyr. a, b we ¢ wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylynyn geo-
metrik manysyna diisiinmek ii¢in sol wektorlary umumy O baglangyja
getirelin we gapyrgalary degislilikde a, b, ¢ wektor bilen gabat gelyin
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parallelepiped guralyti (22-nji surat). |d x b] = d diyip belgilesek, onda
[axb)-¢ =ldl|¢ |cos<c?,5) alarys. Belli bolsy yaly, |d| san OABE
parallelogramyi meydanyna deti, | ¢ |cos (07 ,C > bolsa parallelepipedin /
beyikligine dendir. Parallelepipediil esasynyn meydanynyi beyikligine
kopeltmek hasylynyil onunt géwriimine dendigine gori alarys:

-

dj

Qf

22-nji surat

[Gxb]-¢ =+V.

Bu yerde V — parallelepipedifi géwriimi. Diymek, d, b, ¢ ii¢
wektoryn garysyk kopeltmek hasylynyn geometrik manysy hokmiinde
sol wektorlaryi tistiinde gurlan parallelepipedin gdwriimini alyp bileris.
Ug wektoryii garysyk kopeltmek hasylynyi kibir hisiyetine seredelif.

Eger a, b we ¢ wektorlar komplanar bolsalar, onda 22-nji surat-
daky parallelepipedin beyikligi 2 = 0 bolup, onun géwriimi nola deni
bolardy. Diymek, iic wektor komplanar bolsa, onda olaryn garysyk
kopeltmek hasyly nola deii bolar:

[axb]-¢ = 0.

Bu denlik li¢ wektoryn komplanar bolmagy ti¢in yeterlik sert bo-
lup hyzmat edyar.
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§11. Koordinatalary belli bolan ii¢ wektoryn
garysyk kopeltmek hasyly

Goy, a = {x,,y,,2}, b= {x,,y,,2,} we ¢ = {x,,y,,z,} berlen bol-
sun. Bu ii¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasylyny olaryn proyeksiya-
lary arkaly ailadalyn.

O X Z - X

[axb]'c=( x, ZJH_x

g
Y, 4

ya-da ((4) formula gord)

-

l' _ 1

1
2 2

lE)(xj +y,] +z,k)

e T R X g XN
axb|c= X, — + z
[ ] y2 Zz } xz ZZ y3 ‘xz yz }
ya-da
N xl yl Zl
[axbl-¢ =|x, y, z,|.
x3 y3 Z3

Seylelikde, li¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasyly olaryi koordi-
natalaryndan diiziilen kesgitleyja dendir. Sona goré, a, b, ¢ wektorlaryi
komplanar bolmagy ii¢in

xl yl Zl
Xy oz|= 0
x3 y3 Z3
bolmagy yeterlikdir.
a, b we ¢ wektorlaryn tistiinde gurlan parallelepipedin gowriimini
xl y 1 Zl
V=%lx, v z
x3 y 3 Z3

formula arkaly tapsak bolar. Indi kébir
meseld seredeli.

1-nji mesele. Depeleri A(1, 2, 3),
B@4, 1, 2), C@3, 2, 1)we D(1, 2, 6)
nokatlarda bolan piramidanyn géwrii-
mini tapmaly.

23-nji surat
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Coziilisi. AB, AC, AD wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylyny
alalyn. Ol sol wektorlaryn iistiinde gurlan parallelepipedin V e GOW-

rimine dendir. 23-nji suratdan gorniisi yaly, BACD piramidanyn V
1

gowriimi 3 Vo dendir, yagny

Vi == %[ABXAC] AD. 9)

AB={3,—1,—1}, AC={2,0,—2}, AD={0, 0, 3}
bolany ti¢in, (9) formula layyklykda

3 -1 -1
2 0 =2|=1
0O 0 3

L
Vp"_6



III. ANALITIKI GEOMETRIYA
§1. Tekizlikde goni cyzygyn derlemeleri

1. Goni ¢yzygyn umumy denlemesi

Tekizlikde haysy-da bolsa bir goni ¢yzyk we xOy dekart ko-
ordinatalar ulgamy berilsin. Bu goni ¢yzygyn denlemesini tapalyn.
Basgaca, bu goni ¢yzygyn islendik nokadynyn koordinatalaryny kana-
gatlandyryan, emma bu goni ¢yzyga degisli bolmadyk hi¢ bir nokadyn
koordinatalaryny kanagatlandyrmayan algebraik baglanysygy tapalyn.

Goni ¢yzygyn ustiinde M (x,, y,) nokat alalynn we sol nokatda
gond 11 = { A, B} perpendikulyar wektor gegirelint (24-nji surat). Goy,
M(x, y) goni ¢yzygyn islendik nokady bolsun. W n = 0 boljagy
diisntiklidir.

Bu deriligi koordinatalar gorniisde yazyp alarys:

(x—x)A+ (v~ y)B =0
ya-da

Ax + By — (Ax, + By,) = 0.
Ax, + By, =— C bilen belgilélifi, onda alarys:

Ax+ By +C=0. (1)

Vs

24-nji surat
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Bu defilemi goni ¢yzygyin umumy denlemesi diyilyér. 1 = {A,B}
umumy deiilemesinin deriiewine gegelin.

a) C=0bolanda 4x + By = 0. Bu deniligi O(0, 0) nokadyn koordina-
talary kanagatlandyryar. Diymek, bu halatda goni ¢yzyk koordinatalar
baslangyjyndan gecyir.

b) 4 =0 bolanda By + C = 0.

A san n wektoryn abssissa okuna bolan proyeksiyasy bolany tigin,
bu halatda n wektor Ox oka perpendikulyar bolyar. Diymek, / goni
¢yzyk Ox okuna paralleldir.

¢) B =0 bolanda Ax + C = 0. Bu halatda / goni ¢yzyk Oy oka
paralleldir.

d) A = C=0bolanda By=0ya-day=0 Ox okun denilemesi bolyar.

e) B=10, C=0 bolanda Ax = 0 ya-da x = 0 Oy okun defilemesi
bolyar.

(1) denleme bilen berilyédn goni ¢yzygy gurmak ticin ilki x = 0 be-
rip, y =— %, yagny (O; — %) nokady alyarys. Bu nokat goni ¢yzygyn
Oy ok bilen kesisme nokady bolyar. Soiira y =0 berip, x = — %, yagny

< — %; O) nokady alyarys. Bu nokat goni ¢yzygyi Ox ok bilen kesigme

nokady bolyar. Bu iki nokadyn {istiinden ge¢yéin goni ¢yzyk gozlenilyan
goni ¢yzyk bolyar.

Eger-de 4 we B koeffisiyentlerin biri nola denn we C # 0 bolsa,
onda sol nokatlaryn birini tapmak bolar. Eger 4 = 0, B # 0 bolsa Oy
oka, B=0, 4# 0 bolsa Ox oka sol nokatdan perpendikulyar géni ¢yzyk
gecer. C =0 bolan yagdayda goni ¢yzyk koordinatalar baslangyjyndan
gecer. Sony gurmak {i¢in, goni ¢yzygyn iistiinde yatyan yene-de bir
nokady tapmak yeterlikdir.

2. Goni ¢cyzygyn burc koeffisiyentli defilemesi

Goy, goni ¢yzyk Oy oky B(0; b) nokatda kessin we Ox ok bilen
a burgy emele getirsin. B nokatda gond n normal wektor gegirelif.
n = {sina, — cosa } boljagy disniiklidir (25-nji surat).
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Goninin tistiinde M(x,y) nokat alalyn. Gurlusa gora, BM-ii =0
ya-da

VA r_i
N
B(0,b)
M(x.y)
a
> X
0]
25-nji surat

xsina — (y — b)cosa = 0.
tga = k bilen belgildp, denleméini asakdaky yaly yazyp bolar:
y=kx+b, (2)
bu yerde k£ san goni ¢yzygyn burg koeffisiyentidir. Bu denilemd goni

------

deiilemesini burg koeffisiyentli gérniise getirmek {i¢in ol defilemeden
v nébellini x-in1 iisti bilen anlatmak yeterlikdir, yagny

__A. _C
YET B Y T B

Bu deiileméni (2) defileme bilen deniesdirip alarys:

3. Nokatdan goni ¢cyzyga cenli uzaklyk

Kesgitleme. Nokatdan goni ¢yzyga gecirilen perpendikulyaryn

------

M (x,; y,) nokadyn Ax + By + C= 0 goni ¢yzykdan d uzaklygyny
analitiki kesgitlemige synanysalyil. Ax + By + C = 0 goni ¢yzygyn
tisttinde islendik bir M (x; y,) nokat alalyf.
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E M](xpy])

Ax+By+C=0 M (x.y,)
N D

26-njy surat

MM, = {x —x; y —y,} wektoryn Ax +By +C=0 goni ¢yzygyn
normal 77 = {A,B} wektoryna bolan proyeksiyasynyi uzynlygynyfi
M (x,; y,) nokadyn Ax + By +C = 0 goni ¢yzykdan uzaklygy, yagny
| pr.M M | = d boljakdygy 26-njy suratdan gorinyér. Biz

pr, MM, = | MM, |cos (. M, M)

we
o n-MM
cosli M) = 1o e
0 1

bolyandygyny bilyiris. Sotiky iki defilikden alyarys:

d=| pr AT | = 1M
ya-da
g = A%+ By — (Ax, + By,)|

VA + B’
M, (x,; y,) nokat Ax + By +C = 0 goni ¢yzyga degisli bolany tigin,
— (dx, + By,) = C. Bu bahany yokarky defilige goyup, uzaklyk iigin
asakdaky formulany alarys:
VA'+ B

Netije. Nokadyn goni ¢yzykdan uzaklygyny tapmak ii¢in goni
cyzygyn denlemesinin ¢ep bolegindéki x-i we y-i berlen nokadyn koor-

d
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dinatalary bilen ¢algyp, alnan netijini goni ¢yzygyi normal wektorynyn
uzynlygyna bolmeli we emele gelen sany absolyut ululygy boyunca
almaly.

1-nji mesele. 4(—2; 1) nokadyn 3x — 2y + 1 = 0 goni ¢yzykdan
uzaklygyny tapmaly.

Caoziilisi. (1) formulany ulanyp tapyarys:

d:\3(—2)—2-1+1|:|—7\: 7
J9+4 J13 V13

2-nji mesele. 3x —y —4 =0 we 2x + 6y + 3 = 0 goni ¢yzyklaryn
kesigsmeginden emele gelyan burglaryn bissektrisasynyn denlemesini
yazmaly.

Caoziilisi. Berlen goni ¢yzyklaryn kesigsmesinden emele gelyén
burclarynl bissektrisalarynyn islendik nokadynyn sol goni ¢yzyklar-
dan den uzaklykda yatyandygyny nazara alsak, onda ol bur¢laryn
bissektrisalarynyi islendik M(x; y) nokady ii¢cin

Bx—y—4| [2x+ 6y + 3|
vO+1 v4 4+ 36

yazyp bileris.
Yokarky detilik asakdaky iki deflige dengiiyclidir:

3x—y—4  2x+6y+3 we 3x—y—4 __2x+6y+3
V10 2710 J10 2710

Bu yerden burcun bissektrisalarynyn detilemelerini alyarys:

4x—-8y—-11=0 we 8x+4y—-5=0.
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4. Goni ¢yzygyn iki diirli defilemesinin
sol bir goni ¢yzyga degislilik serti

Egerd x + By + C,=0wed,x + B,y + C,= 0 defillemeler sol
bir goni ¢yzyga degisli bolsalar, onda olaryn normal wektorlary

n, ={A,B} wen,={A,B,}
kollinear wektorlar bolarlar, sonia gori-de

AI_BI_
A=p =4

2 2
Goni ¢yzygyn deiilemelerinin ikinjisini A kopeldip, birinjisinden
ayryp alarys: C, — AC, = 0 ya-da
C

2=2

2

Netije. Goni ¢yzygyn iki diirli denlemesinin sol bir goni ¢yzyga
degislilik serti olaryn koeffisiyentleriniii proporsional bolmagydyr:

A_B_G

AT B~ C~

2 2 2

5. Berlen bir, iki we ii¢ nokadyn iistiinden gecyin
goni ¢yzygyn denlemesi

Berlen M (x,; y,) nokadyf lstinden ge¢ydn goni ¢yzygyf
defillemesini almak {igin, goni ¢yzygyn umumy deiillemesini yazalyn:

Ax+ By + C=0.

Goni gyzyk M (x,; y,) nokadyn tistiinden gegyan bolsa, onda M (x; y,)
nokadyn koordinatalary goni ¢yzygyn defnilemesini kanagatlandyrmaly
bolarlar. Sona gord-de asakdaky yaly yazyp bileris:

Ax,+ By,+ C=0.
Yokarky iki deiligi biri-birinden agzaba-agza ayryp alarys:
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A(x—x)+B(y-y,)=0. 4)
(4) detlleme M (x,; y,) nokadyn Ustiinden gegydn goni ¢yzygyn
deillemesidir. (4) deiilemeden alarys:

Y=Y :_%(x _xo)'

—% = k bilen belgildp, y — y, = k(x — x,) alyarys. k-nynl diirli ba-

halarynda M (x,; y,) nokadyn istiinden gegyén diirli goni ¢yzyklary

y alarys. M (x,; y,) nokadyn istiinden
gecydn goni ¢yzyklaryn toplumyna
goni ¢yzyklarynl ¢ogdumy diyilydr
(27-nji surat).

19) Berlen M (x; y)) we M, (x,; y,)

PR nokatlaryn iistiinden ge¢ydn goni
cyzygyn deiilemesini almak ii¢in
sol nokatlaryn iistiinden goni ¢yzyk
gecirelin we bu goni ¢yzygyn istiinde erkin M(x; y) nokat alalyn
(28-nji surat).

27-nji surat

M(x,.y,)
M (x,.y)

M(x,y)

28-nji surat
A/[1M2:{x2_x1; yz_y1}’ Mle{x—xl; y_yl}
wektorlar kollineardyrlar. Wektorlaryn kollinearlyk sertinden alarys:

X=X _ Y=Y
X, =X Y, =X

)

(5) proporsiya berlen iki nokadyn {istiinden ge¢cyidn goni ¢yzygyn
denilemesi diyilyér.
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(5) proporsiyany ikinji tertipli kesgitleyji gorniisinde
X=X Y=Y |_
X, =X Y=

ya-da ticlinji tertipli kesgitleyji gorniisinde

x y 1
XY 1|=0 (51)
X, ¥, 1

yazyp bileris.

Kesgitleyjilerdéki x, y tiytgeydnleri x,, y, sanlar bilen ¢alsyrsak,
berlen M \(x; y,), M, (x,; ,), M, (x,; y,) nokatlaryii sol bir goni ¢yzyga
degislilik serti gelip ¢ykyar:

x3_x1 yx_yl :O (6)
X, =X Y, =)

ya-da
x, y, 1
x,y l|=0. (7)
x, y, 1

Ug nokadyi bir goni ¢yzyga degislilik sertini depeleri M, M, M,
nokatlarda bolan tigcbur¢lugyn meydanyna garamak bilen hem almak
bolar. M, M, M, nokatlar bir goni ¢yzyga degisli bolsalar, onda ol
ticbur¢lugynt meydany nola den bolar. Bu bolsa (6) we (7) defilemeleri
beryiér.

1-nji mesele. Depeleri A(1; 2), B(2; 1) we C(— 2; 4) nokatlarda

bolan ticbur¢lugyn taraplarynyn defilemelerini yazmaly.

Coziilisi. (5") formuladan peydalanyp, icburclugyn taraplarynyn
denlemelerini yazyarys.

AB tarapyn denlemesi:

=0 yada x+y-3=0.

o= =

y
2
1

—_ =
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AC tarapyn denilemesi:

x y 1
1 2 1|=0 vyada 2x+3y—-8=0.
-2 4 1

BC tarapyn denlemesi:

X oy
2 1 =0 vyada 3x+4y-10=0.
-2 4

[ VN S—y

6. Iki goni ¢yzygyn arasyndaky burcuin ululygyny
kesgitlemek. Iki goni cyzygyn
perpendikulyarlyk serti

Ax + By + C =0wedx + By + C,=0 iki goni ¢yzygyn
kesismeginden emele gelen wertikal burclaryn birininn ululygy bu
cyzyklara perpendikulyar bolan

nl = {Al; Bl} we n2 = {AZ; BZ}

wektorlarynl arasyndaky burca dendir. Sonia gord-de berlen iki goni
¢yzygyn arasyndaky burcuii deregine 71, we 71, wektorlaryn arasyndaky
burgy kesgitldp bileris. Ol bolsa

neon A-A,+B,-B,

1 2
il VA B AT B

cosQ =

(8)

formula bilen berilyér.

Indi berlen iki goni ¢yzygyn 6zara perpendikulyarlyk we parallel-
lik sertine seredelin. Eger berlen goni ¢yzyklar 6zara perpendikulyar
bolsalar, onda cos¢ = 0 bolar. Diymek, (8) denligin sag bolegindéki
drobuil sanawjysy nola deil bolar. Seylelikde, iki goni ¢yzygyn 6zara
perpendikulyarlyk sertini alarys:

AA,+BB,=0. )
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Eger berlen goni ¢yzyklar 6zara parallel bolsalar, onda Z wektor
n, wektora parallel bolar. Diymek, iki goni ¢yzygyn parallellik serti
asakdaky gorniisde bolar:

- Z
A~ B (10)
Eger goni ¢yzyklar
y=kx+b,
y=kx+b,

denlemeler bilen berlen bolsalar, onda (8), (9) we (10) formulalar
degislilikde asakdaky gorniisleri alarlar:

1+ kk,
J1+k 1+ k2

kk=-1,

cosQ =

k =k

1 2°

1-nji mesele. 3x —y + 1 =0 we 4x + 3y + 5 = 0 goni ¢cyzyklaryn
arasyndaky bur¢un ululygyny tapmaly.

Coziilisi. (8) formuladan peydalanyp kesgitleyaris:

12-3 9
cosQ = =
v v10-4/25 510

@ =~ arccos 0,5692 ~ 55"18’.

~ 0,5692,

2-nji mesele. A(3; 4) nokadyn iistiinden ge¢yin we 3x—2y -3 =0
goni ¢yzyga perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Goy, gozlenyan goni ¢cyzygymyz Ax + By + C =0 bolsun.
Meseldnin sertine gord gézleydn goni ¢yzygymyz berlen goni ¢yzyga
perpendikulyar bolmaly. (9) formula boyunga 34 — 2B = 0 yazyarys.
Bu yerden
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%zgza ya-da A =21, B=3A

A-nyn we B-nin tapylan bahalaryny gézleyan goni ¢yzygymyzyn
deiilemesinde goyup alarys:

2x + 3y + C=0.

Bu goni ¢yzygyii 4 (3; 4) nokadyn iistiinden gegmelidigini nazara
alsak, onda

64+ 124+ C=0 ya-da C=-18A

A-nyn, B-nin we C-ninl A goré tapylan bahalaryny gozleyian goni
cyzygymyzyn denlemesine goysak we alnan denleméni 4 gysgaltsak,
gozlenilyan goni ¢yzygyn 2x + 3y — 18 = 0 denllemesini alarys.

3-nji mesele. A(5; 3) nokadyn listiinden ge¢ydn we 2x — 3y +1 =0
gbni ¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn denilemesini yazmaly.

Coziilisi. Goy, gozlenilyin goni ¢yzygyn defilemesi Ax + By + C=0
bolsun. Meseldnin sertine gord gozlenilydn goni ¢yzyk berlen goni
¢yzyga parallel bolmaly. (10) formula boyunga

A= B 2 yada 4=2),B=-3.
2 -3
A-nynt we B-nin bahalaryny gozlenilydn denllemede ornuna goyup,
alarys:
2/x -3y + C=0.

2-nji meseleddkd menizes usul bilen C = — 4 hem-de gozlenilyin
goni ¢yzygyn 2x — 3y — 1 = 0 denlemesini tapyarys.

4-nji mesele. 3x + 4y + 6 = 0 goni ¢yzyga gord A(2; 3) nokada
simmetrik nokat tapmaly.

Couziilisi. I1ki bilen 4(2; 3) nokadyn goni ¢yzyga bolan 4 (x,; y,)
proyeksiyasyny tapalyn. Onun tigin 4(2; 3) nokadyi iistiinden ge¢ydn
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we berlen goni ¢yzyga perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn denilemesini
yazalyn. 4x — 3y + 1 = 0 (2-nji meseld seret). A (x,,y,) nokadyf berlen
we ona perpendikulyar bolan goni ¢yzyga degisli bolany iigin, onun
koordinatalary

{le +4y, =—6

4x — 3y =—1

ulgamy kanagatlandyrarlar. Ulgamy ¢6zip, x, = — 0,88; y, = — 0,84
tapyarys.

Goy, A4,(x,; y,) nokat berlﬁ gén&zyga gord A(2; 3) nokada
simmetrik nokat bolsun. Onda AA, = A A, boljagy siibhesizdir.

AA ={-0,88 —2; — 0,84 — 3},
AA ={x,+0,88; y, +0,84}.

M: we A A, wektorlaryn denlik sertinden
x,+0,88 =-0,88 -2; »,+0,84=-0,84 -3

ya-da x,=-3,76;y,=—4,68 alyarys. 4, (—3,76;—4,68) nokat gozlenil-
yéan nokatdyr.

§2. Tekizligin denlemeleri

1. Tekizligin umumy denlemesi

Goy, bize 7 tekizlik we Oxyz koordinata ulgamy berlen diyelin.
Bu tekizligin denilemesini, yagny bu tekizlige degisli bolan nokatlaryn
koordinatalary kanagatlandyryan, emma bu tekizlige degisli bol-
madyk hi¢ bir nokadyil koordinatalary kanagatlandyrmayan algebraik
baglanysygy c¢ykaralyn.

Eger tekizligin haysy bolsa-da bir nokady we tekizlige perpendi-
kulyar wektor berilse, tekizliginn ginislikddki orny doly kesgitli bolar.
Goy, M (a; b; ¢) we tekizlige perpendikulyar 71 = {A;B;C} wektor
berlen bolsun. 7z tekizlikde M nokatdan basga islendik bir M (x; y; z)
nokat alalyn (29-njy surat).
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29-njy surat

MM = {x —a; y—b; z— c} wektor n wektora perpendikulyar

bolany ii¢in
MM-n=0

yazyp bileris. Bu denleme r tekizligii wektor gorniisinddki den-
lemesidir. Hakykatdan-da, defileméni z tekizligin islendik nokady
kanagatlandyryar, emma x tekizlige degisli bolmadyk hi¢ bir nokadyn
koordinatalary kanagatlandyrmayar. Tekizligit wektor gorniisindéki
denilemesinden koordinat gorniisindéki denlemé gegelin.

Ax—a)+Bly—-b)+Cz—c)=0
ya-da D =—(4a + Bb + Cc) belgildp alarys:
Ax+By+Cz+D =0.

Bu deinilleme tekizligin umumy defilemesidir.

Islendik Ax + By + Cz + D = 0 defileménin haysy-da bolsa bir
tekizligin defilemesi bolyandygyny we 7 = {A;B;C} wektoryii hem
sol tekizlige perpendikulyar (normal) wektor bolyandygyny subut
etmek bolar.

Indi tekizligin denlemesinin derfiewine gegelil.

1) D=0,emma 4 #0, B#0, C# 0 bolsa, onda tekizligiii defilemesi
Ax + By + Cz = 0 gorniisi alar we ony O(0; 0; 0) nokadyn koordi-
natalary kanagatlandyrar. Diymek, bu halda tekizlik koordinatalar
baslangyjyndan geger.

2) A =0,emma B # 0, C# 0, D # 0 bolsa, onda tekizligin
i = {0;B;C} normal wektory Ox oka perpendikulyar bolar, sofia
gord-de By + Cz + D = 0 tekizlik Ox oka parallel bolar.
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3) B=0,emma 4 # 0, C# 0, D # 0 bolsa, onda tekizlik Oy oka
parallel bolar.

4)C=0,emma 4 # 0, B+#0, D # 0 bolsa, onda tekizlik Oz oka
parallel bolar.

5)A=D=0,emma B #0, C+#0bolsa, onda By + Cz=0 alarys.
D = 0 bolanda tekizlik koordinatalar baglangyjyndan ge¢yir, 4 = 0
bolanda bolsa Ox oka parallel bolyar. Diymek, tekizlik Ox okun {is-
tiinden gecer.

6) B=D=0,emma 4 # 0, C # 0 bolsa, onda tekizlik Oy okun
iistlinden geger.

7) C =D =0,emma A4 # 0, B # 0 bolsa, onda tekizlik Oz okun
iistlinden geger.

8)A =B=0,emma C#0, D #0 bolsa, onda Cz + D = 0 alarys.

Bu tekizligin 7 = {0;0;C} normal wektory Ox we Oy oklara
perpendikulyar, tekizlik bolsa xOy tekizlige parallel bolar.

9)4=C=0,emma B # 0, D # 0 bolsa, onda tekizlik xOz tekiz-
lige parallel bolar.

10) B=C=0,emma 4 # 0, D # 0 bolsa, onda tekizlik yOz tekiz-
lige parallel bolar.

11)A =B =D =0, emma C # 0 bolsun, D = 0 bolanda tekizlik
koordinatalar baglangyjyndan gecyér, 4 = B =0 bolanda bolsa, tekizlik
xOy tekizlige parallel bolyar.

Diymek, Cz =0 ya-da z = 0 denilleme xOy tekizligin denlemesidir.

12) A = C =D =0, emma B # 0 bolsa, y = 0 bolar. Bu defilleme
xOz tekizligin denlemesidir.

13) B=C =D =0,emma A4 # 0 bolsa, x = 0 bolar. Bu denleme
vOz tekizligin denlemesidir.

Indi deiillemesi berlen tekizligi ndhili gurmalydygyna seredelin.
Tekizligi gurmak ti¢in tekizliginn bir goni ¢yzygyn listiinde yatmayan
tic nokadyny tapmaly. Tekizliginn bir nokadyny tapmak {igin x we y
nibellilere x, we y, san bahalary bersek, tekizligini defilemesinden z,
bahany taparys, yagny M (x,; y,; z,) nokady alarys. Edil su usul bilen
tekizligin yene-de iki nokadyny taparys. Tapylan ii¢ nokadyn tisti bilen
tekizlik gegirmeli. Adatga, sol ii¢ nokat hokmiinde tekizligin koordinata
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oklary bilen kesigme nokatlary alynyar. Tekizligin koordinata oklarynyn
birine ya-da ikisine parallel bolan hususy yagdayynda ony gurmak
ticin degislilikde bir ya-da iki nokadyny tapyp, tekizliginn koordinata
oklaryna parallellik sertini peydalanyp gurmaly.

2. Nokadyn tekizlikden uzaklygy

Kesgitleme. Nokatdan tekizlige gecirilen perpendikulyaryn uzyn-

------

Goy, bize M (x,; y,; z,) nokat we Ax + By + Cz + D = 0 tekizlik
berilsin. M, nokatdan 7 tekizlige ¢enli bolan uzaklygy d bilen we sol
nokatdan gecirilen perpendikulyaryn esasyny M (x,; y,; z,) bilen bel-
gildp (30-njy surat), alarys:

& =|MM[ = (x, = x,}+ (3 — Y]+ (5 — 2

M(x), v, 25) Gurlusa gord, M, M | 7i. Bu yerde
‘ i ={A;B;C} tekizligiii normal wek-
& \ tory. W we n wektorlaryn parallellik
sertinden peydalanyp alarys:
M (x,,z2) X=X _ M=% _A—% _ 4
A B C
30-njy surat ya-da
x —x,=A4, y, —y,=iB, z —z,=.C. (11)

Bu bahalary d uzaklyk iicin bolan anlatmada ornuna goyup alarys:
d=VAEA+ B+ PC =|A|VA*+ B + C.
A sany kesgitlemek ligin (11) defiliklerden x , y,, z, bahalary tapyp,
tekizligin denilemesine goyalyii:
A(x, +24) + By, + AB) + C(z, + AC) + D=0

ya-da
_ Ax,+ By, +Cz,+ D,

A+B +C

A=
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A sanyn tapylan bahasyny d {i¢in bolan afilatmada goyup alarys:
Ax + By +Cz + D
g= 1 — ol (12)
VA+B*+ C

Netije. Nokadyn tekizlikden uzaklygyny tapmak ii¢in tekizligin
denlemesindéki x, y, z iytgeyanlerin ornuna berlen nokadyn koordina-
talaryny goyup, ony tekizligint normal wektorynyn uzynlygyna bolmeli
we emele gelen sanyin absolyut ululygyny almaly.

1-nji mesele. M (2; 5; 7) nokadyn 3x — 2y + z— 4 = 0 tekizlikden
uzaklygyny tapmaly.
Céoziilisi. (12) formulany ulanyp tapyarys:

d_|3~2—2-5+1-7—4|_ 1
V34 22+ 17 J14

3. Berlen bir nokadyn iistiinden gecyin
tekizligin denlemesi

M(x,; y,; z,) nokadyn lstiinden gegyén tekizligin defilemesini
yazmak gerek diyelin. Goy,
Ax+By+Cz+D=0

sol tekizligifi defilemesi bolsun. Onda M(x; y,; z,) nokadyn koordina-
talary bu tekizligin defilemesini kanagatlandyrarlar:

Ax,+ By, + Cz, + D= 0.
Yokarky iki defilemeden alarys:
A(x—-x)+B(y—-y,)+ Clz-z)=0.
Bu denleme 4, B, C koeffisiyentlerin iiglisininl bir wagtda nola den
bolmadyk hallarynyfi hemmesinde berlen M(x ; y,; z,) nokadyfi tistiin-

den gegyédn tekizliklerin denilemesidir. 4, B, C koeffisiyentlerin diirli
bahalarynda M(x; y,; z,) nokadyn tstiinden gegyén diirli tekizlikleri
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alarys. Bir nokadyn iistiinden gecyén tekizliklere iltesikli tekizlikler

------

------

4. Berlen ii¢ nokadyn iistiinden gecyin
tekizligin denlemesi

Goy, bir goni ¢yzygyn iistiinde yat-
mayan M,(x; y,; z,), M,(x,; y,; z,),
M, (x;; y,; z,) ¢ nokadyn istiinden
gecyan tekizligin defilemesini yazmak
talap edilsin. M, M, we M, nokatlaryfi
istiinden 7 tekizlik gecyér diyelin. =
tekizligin tistiinde erkin M(x; y, z) no-
kat alalyn. M M, M M,, M, M, wektor-
lar 7 tekizlikde yatyarlar, sona gora-de
komplanar wektorlardyr (3 -nji surat).
Wektorlaryn komplanarlyk sertine layyklykda alarys:

31-nji surat

X=X Y-y z—z
X,—x y,—y z,—z|=0. (13)
X=X Y= N 5~ 4

Bu M, M,, M, nokatlary Ustiinden gegyén tekizligin detillemesidir.

1-nji mesele. A(2; 1; 0), B(5; —3; 4) we C(— 3; 4; — 2) nokatlaryn
iistiinden gecyén tekizligin defilemesini yazmaly.

Cogziilisi. (13) formuladan peydalanyp alarys:
x—2 y—-1 z-0
5-2 -3-1 4-0|=0

-3-2 4-1 -2-0
ya-da

4x + 14y +11z-22 =0.
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5. Berlen iki nokadyii iistiinden ge¢yin
tekizligin denlemesi

Berlen M (x;y,;z,) we M (x,; y,; z,) iki nokadyn tistiinden ge¢yén
tekizliklerifi defilemesini yazalyi. Onui {i¢in islendik bir M, (x,; y,; z,)

nokat alalyn we M, M,, M, nokatlaryn tstiinden gecydn tekizligiii
denilemesini yazalyii:

X—x y-—y z-—z
X=X Y, =0 574 = 0.

Xy =X Yy =) =4

M, nokat erkin bolany Uigin, x, —x, =4, y,—y, =4, 2z, — z, = A,
erkin sanlar bolyar. Diymek, islendik 4, 4,, 4, erkin sanlar tligin
X—x y—y z-—z
X,=X% =W 574|= 0.

AA A

2 3

Alnan defileme M, M, nokatlaryf istiinden ge¢yin tekizligin

denllemesidir. Bu denillemedéki 4, 4,, 4, sanlara diirli bahalary berip,

berlen M| we M, nokadyn Ustiinden gegyén diirli tekizlikleri alarys.

6. Iki tekizligin arasyndaky burg. Iki tekizligin parallellik
we perpendikulyarlyk serti

Ax+By+Cz+D =0 we Ax+B y+Cz+D,=0
iki tekizligifi kesismeginden emele gelyin ikigranly burglaryi biri (¢)
bu tekizliklere perpendikulyar bolan
ﬁl = {AI’BI’CI} we n2 = {AZ’BZ’ CZ}

wektorlaryn arasyndaky burca deii bolar. Sotia gori-de,

— ﬁ:ﬁ; _ A1A2+Ble+C1C2
COSP = = T \/A2 B> Cz\/A2 B> Cz'
‘n1| ‘n2| 1+ 1+ 1 2+ 2+ 2
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Eger tekizlikler parallel bolsalar, onda olara perpendikulyar bolan
n ={A.B,C} we n, ={A,,B,,C,} wektorlar hem parallel bolarlar.
Diymek, wektorlaryn parallellik sertine gora
A B C

A-B-C (14

2 2 2

Eger tekizlikler perpendikulyar bolsalar, onda olara perpendi-
kulyar bolan n, we n, wektorlar hem 6zara perpendikulyar bolarlar.
Wektorlaryn perpendikulyarlyk sertine gora

AA,+BB,+CC,=0. (15)

(14), (15) denlikler degislilikde tekizliklerin parallellik we perpen-
dikulyarlyk serti bolar.

1-nji mesele. /-in we m-in haysy bahalarynda Ix + 5y —3z+2=0
tekizlik 2x —my + 9z + 3 = 0 tekizlige: a) parallel, b) perpendikulyar
bolar?

Coziilisi. a) Berlen tekizliklerin parallellik sertine gora

I 5 _=3_

— — _1
2 —m 9 3

bolyar. Bu yerden: [ = —%; m=15.

b) Tekizliklerin perpendikulyarlyk sertine gord 2/ —5m—3 - 9=0
bolyar. Bu yerden:

2-nji mesele. M (5; 3;2) we M (1, -3; 4) nokatlaryn listiinden geg-
yan hem-de d = {2;1;7} wektora parallel bolan tekizligin defilemesini
yazmaly.

Coziilisi. Goy, 7 gozlemlyan tekizlik bolsun. 7 tekizlikde erkin
M(x; y; z) nokady alalyn. M M, M M, a wektorlar komplanar bolar-
lar. Sonla gori-de
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x—5y—-32z-2
-4 -6 2 =0
2 1 7

va-da 11x — 8y — 2z — 27 = 0 gozlenilyin tekizligin denlemesi bolar.
§3. Ginislikde goni ¢yzygyn denlemesi

1. Ginislikde goni ¢cyzygyn umumy derlemesi

Ginislikde islendik goni ¢yzyga onun iistiinden gegyén iki
tekizligin kesisme ¢yzygy hokmiinde garap bolar. Diymek, goni
¢yzygyn islendik nokadynyn koordinatalary tekizliklerini ikisiniii-de
denlemelerini kanagatlandyrar. Yagny Ax+By+Cz+D =0bi-
rinji tekizligifi deiillemesi, 4, x + B,y + C,z + D, = 0 ikinji tekizligini
denlemesi bolsa, onda

Ax+By+Cz+D =0,
{A2x+Bzy+ Cz+D,=0

ulgam goni ¢yzygyi defilemesi bolar. Bu ulgama goni ¢yzygyn umumy
deiillemesi diyilyér.

2. Goni ¢yzygyn parametrik we
kanonik derlemesi

[ gbni ¢yzygyn parametrik deiilemesi diyilyédn we amalyyetde
gifiden ulanylyan defileméni ¢ykaralyn. Goni ¢yzygyn M (x,; y,; z,) no-
kady we onia parallel bolan § = {m;n;p} wektor berilse, onda giniglikde
/ goni ¢yzygyn yagdayy gutarnykly kesgitli bolar (32-nji surat).

Goni ¢yzyga parallel bolan 5 = {m;n;p} wektora ugrukdyryjy
bolsa, onda W ={X—X; y—y; z—z}we s wektorlar kollinear-
dyr. Diymek, kébir ¢ san li¢in alarys:
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AR

=/ - s ={m;n;
1=/ 7 {m;n;p}
0
o) >
y
X
32-nji surat
MM =3

Bu deiileme goni ¢yzygyn wektor gorniisindéki detilemesidir.
Hakykatdan-da, M(x, y, z) nokat / gbni ¢yzygyn tistiinde bolsa, onda
MM |5 bolar we tersine, islendik ¢ san iigin M M = f5 bolsa, onda
M nokat berlen / goni gyzygyfl iistiinde yatar. M(x, y, z) nokat / géni
cyzygyn Ustlinde yatmasa, M M wektor s wektora parallel bolmaz.
Diymek, M M wektor ¢-nin hlg: bir bahasynda M M = ts5 denligi ka-
nagatlandyrmaz

Goni ¢yzygyn wektor gorniisinddki denlemesinden koordinata
gorniisindédki defilemesine gecelin.

X —Xx, = mit,
y—y, = nt,
z—z,=pt

ulgama goni ¢yzygyn parametrik denilemesi diyilyér. Ulgamdan alarys:

X=X, _ Y=Y _ 277 (16)

m n p

Alnan denlemd goni ¢yzygyi kanonik denillemesi diyilyér. (16)
denlikleri asakdaky gorniisde yazalyn:

X — X, Y=Y,
m - n b (a)
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0 — 0, (b)

v = - (¢)

Bu denilemelere degislilikde Oz, Oy we Ox oklara parallel tekizliklerin
denlemesi hokmiinde garamak bolar. Sona gori-de, (a), (b), (¢) denlikler

......

3. Berlen iki nokadyi iistiinden

gecyén goni ¢yzygyn
denlemesi

M (x,; ¥y 2,) we M (x; y,; z,) nokatlar berlip, bu nokatlaryn
iistiinden gegydn goni ¢yzygyn denlemesini tapmaklyk talap edilsin.
Ugrukdyryjy s wektor hdkmiinde MM, = {x, — x;; ¥, — ¥ 2, —z,}
wektory alsak, onda (16) formula gord

X—Xx, Y-y, _ z—z

= = 17
X=X, Y=Y Z =45 ( )

yazyp bileris. (17) gozlenilyin deiilemedir.

1-nji mesele. A(3; 5; 0) we B(2; 1; 8) nokatlaryii listiinden gec¢ydn
goni ¢yzygyn deiilemesini yazmaly.

Coziilisi. (17) defilemedéki (x,; y,; z,) sanlary 4 nokadyn koor-
dinatalary bilen, (x; y; z,) sanlary B nokadyf koordinatalary bilen
calsyryp alarys:
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4. Goni ¢cyzygyn umumy defilemesinden kanonik
defillemesine gecmek
Goni ¢yzygyn umumy denlemesini yazalyi:
Ax+By+Cz+D =0,
{Azx +By+Cz+D,=0.

Goni ¢yzygyn umumy denlemesinden kanonik deiilemesine geg-
mek ticin ulgamdaky tiytgeyan ululyklaryn birini, meselem, z-i ¢ bilen
belgildp, galan x we y liytgeyan ululyklary sol iki denlemeden #-nin
iisti bilen anladyarlar. Netijede, asakdaky ulgam alynyar:

X = Xx, + mi,
y=Yy,+ni,
z=1,.

Bu bolsa goni ¢yzygyn parametrik denlemesidir. Bu ulgamdan
t-ni yok edip, gézlenilydn kanonik defileméni alarys:

X=% _ Y=Y _z

m n 1

1-nji mesele.
3x+3y—2z—-1=0,
{2x—y+3z+2 =0
goni ¢yzygyn kanonik denilemesini yazmaly.
Caoziilisi. z = ¢ goyup, alarys:
3x+ 3y =2t+ 1,
2x —y=—3t—-2.
Ulgamy x-e we y-e gord ¢oziip, alarys:

xz—i—lt, y=§+13

979 9T ot
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Diymek, goni ¢yzygyi parametrik denilemesi

__5_ 1, ,-8,13, __
x—9 9t,y 9—|—9t,zt

bolyar. Goni ¢yzygyil kanonik defilemesini almak {i¢in, sol ii¢ denle-
manin her birinden #-ni tapyp, olary 6zara denesdirip alarys:

5 8
X+§:y—§:£
7 13 1’

9 9

5. Ginislikde nokadyn goni cyzykdan uzaklygy

Kanonik denilemesi bilen berlen M(x;y:2) p
X mxo — y nyo — z pZo, ugrukdyryjy MOMI
wektory § = {m;n;p} bolan goni ¢yzyk-
dan M (x; y,; z,) nokadyn uzaklygyny d
bilen belgildlin (33-nji surat). Gozleyan
d uzaklygymyz esasy | § | bolan M ABM, 33-nji surat
parallelogramyn beyikligi bolar. Parallelogramyii meydanyny d |5 |
ya-da |[M, M, x §]| bilen afilatmak bolar. Diymek,

o= DL 51|

»

M(xp3ypz) M, A4

(18)

|5

1-nji mesele. M (3; 4; 2) nokadyn x; L_Y ; 3 _ 2:42 goni
cyzykdan uzaklygyny tapmaly.

Coziilisi. (18) formulany peydalanalyn.

e ——

[M,M, X 5]=

0

k
0 |=—280 + 8 — 8k,

NSRS R
W 3 <.

—4
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(MM x5]| =28 + 8 + 8 = 457,

0

5| = /2°+ 3 1+ 4° = /29, d:%.

6. Iki goni cyzygyn arasyndaky burc. Iki goni ¢cyzygyn
parallellik we perpendikulyarlyk serti

m n D, m n p,

goni ¢yzyklaryn arasyndaky bur¢ bu goni ¢yzyklaryn ugrukdyryjy
51 ={m;n;p} we §2 = {m;n,;p,} wektorlarynyf arasyndaky burca
dendir. Berlen iki goni ¢yzygyn arasyndaky burgcy ¢ bilen belgildap
alarys:

— mlm2+nln2+p1p2
Jmi 4 ng+pley/my+ ng+ p

s
CoOSP = —
s

Eger goni ¢yzyklar parallel bolsa, onda olaryn ugrukdyryjy wek-
torlary hem paralleldir. Diymek, iki géni ¢yzygyn parallellik serti —

Eger iki goni ¢yzyk perpendikulyar bolsa, onda olaryn ugrukdyryjy
wektorlary hem perpendikulyardyr. Diymek, iki goni ¢yzygyn perpen-
dikulyarlyk serti —

mm,+nn,+pp,= 0.

1-nji mesele.

x=3 _Yy+2_ z x+2 _Y=3 _z+5

I T -2 1 /2
goni ¢yzyklaryn arasyndaky yiti burgy tapmaly.
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Coziilisi.
S, 08, 1—1+2 1

s Vi+l+2- V14142 27

Bu yerden: ¢ = arccos% =60°

7. Goni ¢yzygyn we tekizligin arasyndaky burg.
Goni ¢cyzygyn tekizlige parallellik we
perpendikulyarlyk serti

Kesgitleme. Goni ¢yzygyn we onun tekizlige bolan proyeksiya-
synyil arasyndaky %—den kici bolan 4 burca goni ¢yzygyn tekizlik

goni ¢yzyk bilen Ax + By + Cz + D = 0 tekizligin arasyndaky bur-
¢y O, goni ¢yzyk bilen tekizligin 77 = {A;B;C} normal wektorynyii
arasyndaky burgy ¢ bilen belgildp alarys: 6 = % - .

@ burgy kesgitlemegi bilyéris:
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CosSQ = *ﬁ'“i )
7l|5 ]
Emma cos¢ = cos(% — 9) = sin f. Diymek,
Am+ Bn+ Cp

sinf =

JA+B +C - Jmr+nt+p

Eger goni ¢yzyk tekizlige parallel bolsa, onda goni ¢yzygyil
ugrukdyryjy s wektory tekizligin normal 7 wektoryna perpendikulyar
bolar. Sona gord-de goni ¢yzygyn tekizlige parallellik serti asakdaky
yaly yazylyar:

Am + Bn + Cp=0. (19)

Eger goni ¢yzyk tekizlige perpendikulyar bolsa, onda goni ¢yzygyii
ugrukdyryjy s wektory tekizligin normal 7 wektoryna parallel bolar.
Soma gord-de goni ¢cyzygyn tekizlige perpendikulyarlyk serti seyle
bolyar:

3>

C
o (20)

1-nji mesele. M(1; —2; 3) nokatdan gecydn we 3x +2y—z+5=0
tekizlige: a) parallel, b) perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn denllemesini
yazmaly.

Coziilisi. Goy, § = {m;n;p} wektor goni ¢yzygyn ugrukdyryjy
wektory bolsun.

a) Goni ¢cyzygyn tekizlige parallellik sertini (19) formula boyunga
alarys:
3m+2n—p=0.
n=2, p= 1 erkin bahalary berip, m =—1-itapyarys. 3x +2y—z+5=0

tekizlige parallel bolan we M(1; —2; 3) nokadyn iistiinden gecyén tii-
keniksiz kdp goni ¢yzyklaryn birinifi defilemesi seyle bolyar:
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x—1 :}’+2:Z—3
—1 2 1 -

b) Goni ¢yzygyn tekizlige perpendikulyarlyk sertini (20) formula
boyunga tapyarys:

m_n_ P
1

Diymek, goni ¢yzygyn denlemesi

x—1 :y+2:Z—3
3 2 -1

8. Goni cyzygyn tekizlik bilen kesisme nokady

Goni ¢yzygyn tekizlik bilen kesisme nokadyny tapmak tigin goni
cyzygyn parametrik defilemesini we tekizligin defilemesini bilelikde
¢ozmek gerek, yagny asakdaky ulgamy ¢ézmeli:

Ax+By+Cz+D =0,

X = x, + mt,
y=y,+nt,
z =z +pt

Bu ulgamyn 2-nji, 3-nji we 4-nji denilemelerinden x-ifi, y-iii we
z-iit bahalaryny 1-nji defilemede yerine goyup, alarys:

_ Ax,+ By, +Cz + D

b= Am+ Bn+ Cp

Bu denlikden A4m + Bn +Cp # 0 bolanda #-ninl yeke-tdk kesgitli
bahasyny tapyarys. Ony goni ¢yzygyn parametrik defilemesine goyup,
goni ¢yzygyn tekizlik bilen kesisme nokadyny taparys. Eger deiilikde
Am + Bn + Cp=0Dbolsa, onda #-nift bahasy kesgitsiz bolar. Am + Bn + Cp=0
goni ¢yzygyn we tekizligin parallellik sertidir ((19) formula seret).
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1-nji mesele.

XE 3 _ y_+11 = Zg3 goni gyzygyh 5x +3y — 2z +2 =0 tekiz-

lik bilen kesisme nokadyny tapmaly.

Caoziilisi. Goni ¢yzygyn defilemesini parametrik gérniisde yazyp,
tekizligin deiilemesi bilen bilelikde ¢ozelin:

S5x+3y—2z42 =0,

x =3+ 21,

y=—1-1,

z=3+5t
. s 53-31-2-3+2 _,2
Bu yerden: 1 = 5 9-31-3.5 —23.

t-nin bahasyny goni ¢yzygyn parametrik denllemesinde ornuna
goyup alarys:
_ 25. __11. __49
X = 3 y 3 z 3

Indi dhli temalara degisli bolan birndge meselé seredelin.

2-nji mesele. A(2; 3; 5) nokadyn x; 1 _ y; L_:z '{ 2 goni
¢yzyga bolan proyeksiyasyny tapmaly.

Coziilisi. A(2; 3; 5) nokatdan ¥51 =2 ;Ll = 242 goni

¢yzyga gegirilen perpendikulyar bu goni ¢yzygy 4, (x,; y,; z,) nokatda
kesyar diyelin. 4 we 4 nokatdan gegyén ¢yzygyn defilemesini yazalyn:

x—2 _ y—3 _z—35
x—-2 y-=3 z-=5

Bu goni ¢yzyklaryn perpendikulyarlygyndan alarys:
2(x, =2)+3(y,—-3) + 1(z, - 5)=0. (@)
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A1 (xl; Yo Z1) nokat berlen goni ¢yzyga degisli bolany {i¢in

x, —1 :yl—i—l :Z‘+2=z
2 3 1 ’

Buyerdenx =2¢+ 1,y =3t— 1,z =¢-2bolar. x -i, y -ify, z -ifi
tapylan bahalaryny (@) denllige goyup, ondan #-ni tapyarys (¢ = 1,5).

¢-nin tapylan bahasyny ornuna goyup alarys:

x, =4, =35, z,=-0,5 A4,(4;3,5-0,5).

3-nji mesele. XI L_Y ; 2 _ Z"z' 2 goni ¢yzyga gord

A(1; 2; —1) nokada simmetrik nokat tapmaly.

Coziilisi. Ilki 4 nokadyn berlen goni ¢yzyga bolan 4, proyek-
siyasyny tapalyn (61iki meseleddkd menzes tapyarys).
_8 _17 —_12 8.17. 12
K= w=g a=—g AT gioT)
Goy, 4, (x,; y,; z,) nokat berlen goni ¢yzyga gord 4 nokada sim-
metrik nokat bolsun. 4, nokat 44, goni ¢yzygyn dowamynyfi iistiinde
yatar we AA = A A, bolar.

_8_8 4. _ 17 _ 17 12 _ 12
X, 7 7 Ly, 7 7 2, z+ 7 7 +1
ya-da
9. _ 20 __17 9. 20._17
x2—7, y, = 7 5= 7.OndaA2(7, 7 7).
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4-nji mesele.

x—3 _y+5 _ —1 +2 _y—-1_ 242
2=y = wert == ()
goni ¢yzyklaryn arasyndaky in gysga uzaklygy tapmaly.

Caoziilisi. Goni ¢yzyklar parallel bolan yagdayda ol uzaklyk bir
goni ¢yzygyn islendik nokadyndan beyleki goni ¢yzyga cenli bolan
uzaklyga dendir. Biz bu meseld 61 seredipdik.

Normal 7i wektory sol birwagtda s, = {2;3; — 1} wes, = {—1;5;4}
ugrukdyryjy wektorlara perpendikulyar bolan teklzhk [,, [, gbnigyzyk-

lara paralleldir. Sona gord n wektory s we s wektorlaryn wektor
kopeltmek hasylyna den diyip alyp bllerls

i J ok
i=[sxs]=2 3 —1|=17i—7j+ 13k
~15 4

Diymek, 17x — 7y +13z + D = 0 tekizlik /, we [, goni ¢yzyklara
parallel bolar. Bu tekizlik /| gbni ¢yzygyn tstlinden geger yaly edip, D
sany kesgitldlin. Eger tekizlik /, goni ¢yzygyh tistiinden gegyén bolsa,
onda onun denlemesini (3; —5; 1) nokadyn koordinatalary kanagat-
landyrar, yagny

17-3+7-5+13-1+D=0ya-daD=-99.

Diymek, 17x —7y +13z—99 = 0 tekizlik /, goni ¢yzygy listiinden
geeydan we [, goni ¢yzyga parallel tekizlikdir. Bu tekizligi QO tekiz-
lik diyip atlandyralyfi. / we [, goni gyzyklaryn arasyndaky ifi gysga
aralygyn [, goni ¢yzygyn islendik nokadyndan Q tekizlige genli bolan
uzaklyga denidigi aydyndyr. [, gbni ¢yzygy iistiinde yatyan M(-2; 1,—2)
nokatdan 17x — 7y +13z — 99 = 0 tekizlige ¢enli uzaklygy hasaplalyii:

S 17(=2) =71+ 13(=2) - 99|

VIT+ 7+ 13°
, . ey 166
Bu yerden g6zlenilyin in gysga aralyk d = ———.
y g y gysg y /507
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IV. MATRISALAR

§1. Esasy kesgitlemeler

1-nji kesgitleme. m setirli, n siitiinli m xn sandan ybarat bolan
goniiburgly tablisa matrisa diyilydr we asakdaky yaly

al 1 al 2 al 3 a]n
a21 22 a23 a2n
aml am2 m3 amn

ya-da gysgaca {a, }" gorniigde belgilenilyir.
Berlen matrisany duzyana (z 1,2,..,m; j —l 2 n) sanlara

------

setir belgisini, ikinji indeksi j onuf sutun belgisini gorkezyér. Adatga,
matrisa bas harplar bilen belgilenilyar. Meselem:

A={a}; B= {bu}q C={c}; D={d}.

Eger iki matrisanyn siitlinlerinin we setirlerininl sany degislilikde
deii bolsa, onda seyle matrisalara den tertipli matrisalar diyilyér. Ma-
trisa dine bir setirden ya-da bir siitiinden ybarat bolup biler. Bular yaly
matrisa degislilikde setir matrisa we siitiin matrisa diyilyar. Meselem,
(5 79) — setir matrisa,

12
6 | — sitiin matrisa.
5
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2-nji kesgitleme. Hemme elementleri nola den bolan matrisa nol

......

Matrisanyn setirinit we siitlininiil sany deii (m = n) bolsa, onda
ona kwadrat matrisa diyilyar. Meselem,

a] 1 12 a13 1n
a21 22 a23 aZn
nl n2 an3 et aﬂn

kwadrat matrisadyr, ona n tertipli matrisa diyilyar.

3-nji kesgitleme. Kwadrat matrisanyn elementlerinin tertibi iiyt-

......

all 12 alS 1n
a21 22 a23 aZn

A(A) =
nl an2 anB ann

Bu kesgitlemeden dine kwadrat matrisanyil kesgitleyjisinini bolup
biljekdigi gelip ¢ykyar.

4-nji kesgitleme. Esasy diagonalyndaky elementlerden basga
elementlerinin hemmesi nol bolan kwadrat matrisa diagonal matrisa

......

Meselem,

Q

22 = dlag(all a22 a33)'

oS O
oS Q O
S O O
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Diagonal matrisanyn diagonaldaky elementleri bire deni bolsalar,
onda ofa birlik matrisa diyilyar we ol £ bilen belgilenyir.

Meselem,
1 000
0100
E =
0010
0001

S-nji kesgitleme. A = {a,}" we B = {b,}" matrisalaryn setirle-
riniil we siitinlerininl sany deft hem-de a,= bij bolsa, onda bu matri-
salara 6zara den matrisalar diyilyér.

§2. Matrisalaryn iistiinde gecirilyéin amallar

1. Matrisalary gosmak we ayyrmak

Setirleriniii we siitiinlerinin sany degislilikde deni bolan iki
A ={a} we B={b;}"

y
matrisanyn jemi diylip {a, + b,}" matrisa, tapawudy diylip {a, — b, }"
matrisa aydylyar we degislilikde jem 4 + B, tapawut 4 — B gorniisde
belgilenyir.
Yayraii gorniisde jem seyle yazylyar:

S
S

a, a, a, ... a b, b,
a, a, a, ... d b, b,

Ny
Ny

23 ° 2n

a a,a. .. d b b.,b. . ..b

ml m2 m3 mn m3 mn
all + bll alZ + b12 a13 + b13 ttc aln + bln
aZl + b21 a22 + bZZ a23 + b23 ttc a2n + bZn
aml + bml amZ + me am3 + bm? et amn + bmn
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Tapawut hem edil suna menzes yazylyar. Su kesgitlemeden
matrisalarynl jemine degisli asakdaky hésiyetler gelip ¢ykyar:

a)A+(B+C)=(A+B)+C,

b)4d+B=B+4,

¢)A+ 0O =A.

2. Matrisany sana kopeltmek

A ={a,}’ matrisanyfi hemme elementlerini 4 sana kopeltmek
bilen alynyan A = {ﬂal.j}:l matrisa 4 matrisanyil 4 sana kopeltmek

A(an a, a13>:<ﬂa11 Aalz Aaw)‘

21 22 a23 /’ia21 /’ia22 Aa23

Matrisany sana kopeltmek we matrisalary gosmak amallary
asakdaky hésiyetlere eyedirler:

1)1-4=4,
2)0-4=0,
3) a(p4) = (ap)4,
4)(a+p)4d=ad + pA,
S5)a(4 + B)=aAd + pB,
bu yerde 4 we B den tertipli matrisalardyr, @ we f hakyky sanlardyr.

Matrisany haysy-da bolsa A sana bolmeklik matrisany A sana ters bolan
1 sana kopeltmek bilen yerine yetirilyér.

A

3. Matrisany matrisa kopeltmek

Goy, {a,} we {bl.j}‘; iki matrisa berlen bolsun. Eger {a, }’ mat-
risanyn siitlinlerinii sany {bJ}Z matrisanyn setirleriniii sanyna den
bolsa, yagny n = p bolsa, onda her bir elementi

c,=ab . +ab, +ab +. +ab,

i1y 272 in~ nj
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(buyerdei=1,2,...,m; j=1,2, ..., q) formula bilen kesgitlenyan
tiglinji {c;}* matrisa bu iki matrisanyn kopeltmek hasyly diyilyér
hem-de ol asakdaky yaly belgilenyar:

{e, = {a}, {6},

Diymek, 4 matrisany B matrisa kdpeltmek ii¢in, 4 matrisanyn
tertibi m x n bolsa, B matrisanyii tertibi n x g bolmaly (m we ¢ islendik
natural san). Su yagdayda 4 - B = C matrisanyn tertibi m X g bolyar.

A we B matrisalaryn kopeltmek hasylynyi islendik elementinin
néhili alynyandygyny diistindirelin. C = 4 - B matrisanyii i-nji setiri bi-
len j-nji stitliininin kesismesindéki ¢, elementi almak ticin 4 matrisanyn
i-nji setirinddki elementlerin B matrisanyn j-nji siitiininddki degisli
elementlere kopeltmek hasyllarynyni jemini almak gerek; basga soz-
ler bilen aydanynda, 4 matrisanyn i-nji setirine we B matrisanyn j-nji
siitlinine wektor hokmiinde garap, sol wektorlaryn skalyar kdpeltmek
hasylyny tapmak gerek. Aydylanlaryn diisniikli bolmagy ti¢cin mysal-
lara yiizlenelin.

Mesele. Asakda berlen 4 we B matrisalar tigin 4 - Bwe B - 4
matrisalary tapmaly:

pasfi 5=

2)A:<§ _27 f) B :@ —14>‘

6
1 579
3)A_<11 3 4 2)’ B_<12)'
1
Coziilisi.
1)A-B—<5 6>.<3 1)_ 53+6-25-1+6-5 _(27 35)
\74)\25) \7-3+4-27-1+4-5] \29 27/

7. Sargyt Ne 1285 97



o
B
I
—
[\SJRON)
[,
~——
—
9 WD
L))
~——
I

3-5+1-7 3-6+1-4 _(22 22)
2-5+5-72-6+5-4] \45 32/

3 2 1/\2 -4
li¢ siitlini bar, B matrisanyn bolsa iki setiri bar.

31\ /(5-76
BA‘(z —4)'<3 2 1)_

_( 3-5+1-3 3(=7)+1-2 3:6+1-1 )_(18 -19 19)

2)A-B = (5 -7 6> - (3 ! ) manysy yok, ¢linki 4 matrisanyn

2-5+(=4)-3 2:(=7)+(~4)-2 2-6+(=4)-1)  \-2 —22 8
6
3) A-B = <111 g Z §>(112> manysy yok (ndme ii¢in?),
6
B-A= 112)<111 2 Z 3) manysy yok (ndme li¢in?).

Seredilen mysallardan gorniisi yaly, 4 matrisany B matrisa kdpel-
dip bolyan yagdayda, tersine, B matrisany 4 matrisa kopeldip bolmaz-
lygy hem miimkin, k&peldip bolayanda hem AB # BA bolmagy miimkin
((1) mysala serediil). Diymek, umumy yagdayda 4 we B matrisalaryn
kopeltmek hasyly orun c¢alsyrma kanunyna boyun egmeydr. Sona
gord-de matrisalar kdpeldilende, olaryn orunlaryna pugta {ins bermek
gerek. A - B = B - A bolsa, onda 4 we B matrisalara orun ¢alsyrymly
A matrisa bilen orun ¢alsyrymlydyr, yagny AE = EA. Matrisalaryn
kopeltmek hasyllary asakdaky kanunlara boyundyr, yagny asakdaky
denliklerini iki bolegindéki amallary yerine yetirmek miimkin bolan
yagdayda, islendik 4, B, C {li¢ matrisa we « san {igin:

1) A(BC) = (4B)C,

2) a(AB) = (ad)B,
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3)(4 + B)C = AC + BC,
4) C(4 + B)=CA + CB.

Bu hisiyetlerin dogrudygyna sol denliklerin iki bélegindédki amal-
lary yerine yetirmek bilen goz yetirmek bolar. Geljekde gerek boljak
bir teoremany subut edeli.

Teorema. Eger 4 we B matrisalar sol bir tertipddki kwadrat
matrisalar bolsalar, onda

A(AB) = A(4) - A(B).
Subudy. Bu teoremanyn subudyny ikinji tertipli matrisalar {igin

gecirelin. Goy,
A — (all alZ) B — (bll bll)
aZl aZZ , bZl bZZ

berlen matrisalar bolsun. Bu yerden:

A-B = <a11b11 + a12b2' a11b12 + alzbzz)
a21b11 + a22b21 a21b12 + azzbzz

A(AB) — a11b11 + a12b21 anblz + a12b22

aZIbll + a22b21 a21b12 + azzbzz

tapyarys. Kesgitleyjilerini hisiyetlerini ulanyp, A(4B) kesgitleyjini dort
kesgitleyjininl jemi gorniisinde yazyp bileris, yagny

a b a b a b ab

11711 11712 11711 12722

a b a, b a b . a.b

21711 21712 21711 22722

A(AB) =

a.b. a b

12721 11712

+ab a, b

22721 21712

a,b, a,b,

a.b. a.b

22721 22722

Sorira ol kesgitleyjilerin siitiinlerinddki umumy kopeldijileri
kesgitleyjinin belgisinin dagyna ¢ykaryp alarys:

a, a a. . a
A(AB)=|"" ""b b, +b b, " |+
a4y 21 22
a., a a, da
12 711 12 712
+b21b12 + bzlbzz
22 721 22 722
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Birinji we dordiinji kesgitleyjiler birmeiizes siitiinlerinini bolany
licin, nola def bolarlar. Ugiinji kesgitleyjiniii siitiinlerinifi ornuny
calsyryp we alamatyny tiytgedip, A(AB) ligin gerek bolan denligi alarys:

— 4, 4, _ 4, 4y — — IC =
A(AB) — b11b22 a, a, b12b21 a, a, = (b11bzz blzbZI) a, a, =
_|bu e | 4 =A(B) - A(4) = A(4) - AB).

b21 bzz aZl a22

Suna menzes edip, islendik den tertipddki kwadrat iki matrisa
iicin hem teoremany subut etmek bolar (subudyny ozbasdak ge¢irin).

§3. Transponirlenen matrisa

A={a;} berlip, B = {b,} matrisanyn islendik b, elementi b,=a,
formula arkaly kesgitlense, onda B matrisa 4 matrisa goré transponirle-
nen matrisa diyilydr we B = A4 * bilen belgilenyér. Basga sozler bilen ay-
danynda, A matrisanynii =1, 2, ..., n setirlerini degislilikde j= 1,2, ..., n
stitlin edip tdze matrisa alsak, ofnia A matrisa gérd transponirlenen mat-

A:(l 2 3>.

456
Bu matrisa goré transponirlenen 4* matrisa asakdaky yaly bolar:
14
A =2 5]
36

Setir matrisany transponirlesek, siitlin matrisa, siitiin matrisany
transponirlesek, setir matrisa emele geler. Meselem:
A=(a,a,... a) setir matrisa bolsa, onda

a,

* a .. .. .
A" =| * |- siitlin matrisa bolar.
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Matrisalary transponirlemek amaly asakdaky hisiyetlere eyedir:
1. Iki gezek transponirlenen matrisa berlen matrisa dendir, yagny

A = (4%)* = 4.
2. Transponirlenen iki matrisanyn jemi bu matrisalaryn jeminin
transponirlenmegine dendir, yagny

A*+ B¥* = (4 + B)*,

3. Iki matrisanyn kopeltmek hasylynyn transponirlenenleri, ol
matrisalaryn transponirlenenlerinin ters tertipde kopeldilmegine deiidir:

(4-B)*=B*-A4*.
4. Eger A matrisa kwadrat matrisa bolsa, onda
A(A) = A(4%).

1 - 4 hasiyetin dogrudygyna gds-goni barlamak bilen goz yetirmek
bolar.

Eger A matrisa 6zlinin transponirlenen 4* matrisasy bilen gabat

Bu kesgitlemeden simmetrik matrisanynn kwadrat matrisadygy
we onufl esasy diagonala gord simmetrik elementlerinin 6zara deiidigi
gelip ¢ykyar.

5. A matrisanyn transponirlenen 4* matrisa kopeltmek hasyly
simmetrik matrisadyr. Hakykatdan-da, C = A4 * matrisany transpo-
nirldp alarys:

C¥ = (AA¥)* =A% - A% =4 - A% = C.

§4. Ters matrisa

Ters matrisa diisiinjesi kwadrat matrisalar kopliigi licin kesgit-
lenyar.

Berlen 4 matrisa ters matrisa diyip B4 = AB = E (E — birlik matrisa)
deiiligi kanagatlandyryan islendik B matrisa aydylyar. A matrisanyn
yeke-ték ters matrisasy bardyr. Dogrudan hem, goy, B, matrisa hem
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AB, = B A = E denligi kanagatlandyryar diyelin. B A = E defligi sag-
dan B matrisa kopeldip, B AB = EB = B alarys (¢iinki EB = B). Ikinji
tarapdan B AB = B (AB) = BE = B, (¢inki AB = E we BE = B)).
Diymek, B, = B bolar. Bu yeke-tik ters matrisa 4" bilen belgilenyir.
Diymek, 4 ' matrisa 4 -+ A = A" - A = E denligi kanagatlandyryar.
Islendik kwadrat matrisanyn ters matrisasy barmy? Bu soraga jogap
bermek ti¢in, berlen 4 matrisanyn we ona ters bolan 4~ ' matrisanyn
kesgitleyjilerinin kopeltmek hasylyna seredelin:

A(A). A4 N =AA4A")=AE)=1
bolyar. Bu yerden alarys:

A(A™) = ﬁ.

Diymek, A matrisa ters 4~ matrisanyn bolmagy iigin hokmany

A(A) # 0 bolmaly (bu sert yokarky denlikden gelip ¢ykyar).
Kesgitleyjisi nola deii bolmadyk kwadrat matrisa ayratyn dil

......

all a12 a13 et alrl

a21 a22 a23 te a2n
A=

anl anZ an3 e arm

A(A) kesgitleyjinii a, elementinifi algebraik doldurgyjyny 4, bilen
belgilip, téze ' '

1
=3

A A ... A

1n 2n nn

matrisany alalynn we B matrisanyin A~ ! matrisa bolyandygyny subut
edelin.
102



Kesgitlema gord, B matrisa A matrisanyn ters matrisasy bolmagy
icin B4 = AB = E deiligi kanagatlandyrmaly. AB we BA matrisalary
ayratynlykda tapalyn. Alarys:

all 12 13 aln All A21 A31 nl
a21 22 23 azn 1 A12 A22 A32 An2
BA = X7 =
A(A)
anl anZ n3 ann Aln A2n A?n Ann
11 12 C13 1n
21 22 C23 ot 2n
_ 1 _ 1 .
A(A) A(A) ™
cnl Cn2 CnS o G

Bu yerde c,=ad, tad, +.. tad. Kesgitleyjinin islendik
setirinil (ya-da siitlininifl ) elementleriniii degislilikde beyleki islen-
dik setiriii (ya-da siitlininl) elementlerinin algebraik doldurgy¢laryna
kopeltmek hasyllarynyi jeminin i # j bolanda nola dendigine gor, ¢, =0
(i#7)). Kesgitleyjinin islendik setirinin (ya-da siitiininin ) elementlerinin
6zlerinin algebraik doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynyil jeminii
berlen kesgitleyjd denidigine goré (i = j bolanda) ¢, = A(4), (i = 1, 2,
..., n) alarys. Aydylanlaryii esasynda asakdakyny yazyp bileris:

A(A) 0 ... 0 1 0 ...0

Lo A(A) ... 0 01 ..0
AB:W : :: :: :.. — |eee cee ees eee :E

0 0 ..A@) lo o .1

Edil sunun yaly edilip B4 = E boljakdygy subut edilyér. Diymek,
B matrisa A matrisanyn tersidir we biz 4! = B ya-da yayban gorniisde
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yazyp bileris. Biz, seylelikde, islendik ayratyn dil matrisanyn ters
matrisasynyn barlygyny subut etdik we ony tapmagyn usulyny gor-
kezdik. Indi ters matrisanyn hésiyetlerine seredelin.

.4 Y '=4.
Bu denlik kesgitlemeden gelip ¢ykyar.
2.(4B)"'=B'4".

Hakykatdan-da,
(B'A4")-(AB)=B'(4'4A)-B=B'E-B=B'B=E
we
(AB) - (B'A")Y=A(BB")A'=AEA"'=AA"'=E.

Diymek, B'A™' matrisa 4B matrisanyn ters matrisasy eken.

3.4 = AR

Hakykatdan-da, kesgitlema gord, A*(A4*) ! = (4*)'4* = E.

AA™ = E matrisany transponirlalin:

(AA* =(A"Y*4* =E*=F.
Diymek,
(%) 4 = (A A
bolyar. Bu denligin iki bolegini hem sagdan (4*)™ kopeldip alarys:
(%) =,

Indi ters matrisany tapmaga degisli bir mysala seredeli.

516
A= (3 4 5) matrisanyn ters matrisasyny tapmaly.
2113
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A(A) = — 64 bolany tigin, 4 ayratyn dil matrisadyr. 4! matrisanyn
elementlerini tapalyn.

“:‘11 = 12:_‘
‘2 1= ‘11 3
A = = :
2=y 5l=3 |

16 56
A31:‘4 =1 A”:—‘3 Ss|=-7

51
A= =17.
33 3 4 7
Diymek,
AL A A —43 63 -—-19
~AA 64
( )(AIS A23 A33 25 =53 17

Tapan matrisamyzyn A matrisa ters matrisadygyny barlap goriin.

§5. Matrisanyn minory we rangy

Kesgitleme. Matrisanynl birndge setiriniit we siitiininin istiini
cyzyp, galan elementleriniﬁ ornuny iytgetmezden alnan kesgitleyja
Kesgitleyjiniii kwadrat gomﬁslidigine g0rd, 4 matrisanyi minor-
laryny almak {i¢in onun setirleriniii we siitiinlerinin birndg¢esinin listi
cyzylandan son galan setirleriniii we siitiinlerinin sany defi bolmalydyr.
Aydylanlara onat diisiinmek ii¢in mysala yiizlenelin.

al 1 a12 al} al4
A = a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
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A matrisanyn her gezek bir siitiininiil iistlini ¢yzsak, onda 4
matrisanyn 4 sany 3-nji tertipli minoryny alarys, bir setiriniit we iki
siitlininil Ustiini ¢yzsak, onda 4 matrisanyn 18 sany ikinji tertipli
minoryny alarys, iki setirinini we ¢ siitlinininl iistiini ¢yzsak, onda
A matrisanyn 12 sany birinji tertipli minoryny alarys. Bu mysaldan
gorniisi yaly, A matrisanyn diirli tertipli engeme minory bolyar.

Eger 4 matrisanyn 6lgegi m x n bolsa, onda bu matrisanyn 1-den
td m we n sanlaryn kigisine ¢enli tertipddki minorlary bolup biler. 4
matrisanyn kébir tertipddki minorlarynyit hemmesi nola den, emma
beyleki tertipddki minorlarynyn it bolmanda biri noldan tapawutly
san bolmagy miimkin. Haysy tertipddki minoryn noldan tapawut-
lanyandygy uly ahmiyete eyedir. Sonia gora-de matrisanyn rangy diylen
diisiinje girizilyér.

Kesgitleme. Matrisanyn noldan tapawutly minorlarynyn tertip-

......

matrisanyn liglinji tertipli minorlarynyn hemmesi nola deni, emma ikinji
tertipli minorlarynyn i¢inde noldan tapawutlanyany bar, meselem,

3 411 # 0. Diymek, 4 matrisanyn rangy 2-a denidir. Biz 4 matrisanyn

rangyny 7(A4) bilen belgileyéris. Bizin sereden mysalymyzda r(4) = 2
bolar. Matrisanyn rangyny gozlemegin usulyny salgy beryan teoremany
subut edelifi.

Teorema. m x n Olgegli matrisanyn £ tertipli minorlarynyn
hemmesi nola den bolsa, onda & + 1 tertipli minorlarynyn hem hemme-
si nola dendir.

Subudy. Matrisanyn islendik £ + 1 tertipli minoryny alalyn we ony
A, ., bilen belgildlin. A, | kesgitleyjini islendik setirifi elementlerine
goréd dargadyp yazalyi:

Ak+1 - anAn + aiZAi2 T +ai(k+ I)Ai(k+ 1.
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Islendik A, san gosmak ya-da ayyrmak alamaty bilen berlen matri-
sanyn k tertipli minoryna def. Diymek, hemme 4,=0, ondaA, . =0bolar.

Matrisanyil rangyny tapmak {icin bu teoremadan ugur alyp,
asakdaky kadany gollanmak bolar.

1. Kigi tertipdéki minordan uly tertipddki minora gegmeli.

2. Eger matrisanyi £ tertipli minoryny biri noldan tapawutly bol-
sa, onda sol minoryn dasyna agyl bolyan setirleri we stitiinleri ¢yzmak
arkaly diiziilyén & + 1 tertipli minorlara garamaly. Eger sonda & + 1
tertipli minorlaryn hemmesi nola defi bolsa, onda matrisanyii rangy » = k
bolar. Eger k& + 1 tertipli minorlaryn biri noldan tapawutly bolsa, onda
yokardaky usuly sol noldan tapawutly &£ + 1 tertipli minora ulanyp, £+ 2
tertipli minorlaryn nola dendigine ya-da den dildigine garamaly
we s. m. Biziil yaflyja rangyny tapan matrisamyzda bu aydylanlary
diistindirelin.

34
oy

minoryn dasyna agyl bolyan setirleri we siitiinleri ¢yzmak

arkaly diiziilen {i¢iinji tertipli minorlary hasaplalyn:

342 345
716(=0, |71 3|=0.
6 8 4 6 8 10

Diymek, matrisanyn rangy » = 2.

Matrisany1 bir setiri ya-da siitiini beyleki setirlerinden ya-da siitiin-
lerinden ¢yzykly kombinasiya arkaly alnan bolsa, onda ol setire ya-da
stitiine beyleki setirler bilen ¢yzykly baglanysykly setir ya-da siitiin
baglanysyksyzdygyny gorkezyir. Sonia gérd-de matrisanyn nola deni
bolmadyk i71 uly tertipli minoryna matrisanyn bazis minory diyilyar.

Matrisanyil bazis minoryna girmeyén islendik siitiinin (setiri)
bazis minorynyn siitlinleri (setirleri) bilen ¢yzykly baglanysyklydygyny
hem belldp gegelifi. Yokarda aydylanlaryn diisniikli bolmagy iicin
asakdaky matrisalara seredelin.

302 123 532
A=|112) B=|151| C=(211|
501 27 4 6 33
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A matrisanyi rangy r(4) = 3, yagny A matrisanyn setirleri (siitiinler1)
cyzykly baglanysyksyz, B we C matrisalaryn ranglary n(B)=2; (C) =2,
olaryn iki setiri (ya-da siitiini) ¢yzykly baglanysyksyz, bir setiri (ya-da
stitiini) beyleki setirlerine (ya-da siitiinlerine) ¢yzykly baglanysykda.
B matrisanyn {i¢linji setiri birinji we ikinji setiriii jeminden ybarat. C
matrisanyn ti¢linji siitiini birinji we ikinji siitiinin tapawudyndan ybarat.

Matrisalarynn komegi bilen, sol bir 6l¢egli ginislikde berlen wek-
torlarynl ¢yzykly baglanysygynyn bardygyny ya-da yokdugyny kes-
gitlemek afisat bolyar. Meselem, goy, bize dort 6lcegli ginislikde

x ={3,2,0,1} x, ={1,0,0,2}
x,={2,- 1,00} x ={1,0,3,2}

wektorlar berlen bolsun. Bu wektorlaryn ¢yzykly baglanysygy barmy?
Basga sozler bilen aydanyida, berlen wektorlar bazis wektorlar bolup
bilermi? Berlen wektorlaryin koordinatalaryny matrisalaryn siitiinleri
(ya-da setirleri) edip alalyn:

31 2 1 31 2 1
20-10 20-10
00 0 3 A(4) 00 0 3 39#0
12 0 2 12 0 2
Bu yerden 4 matrlsanyn sutunlermm ¢yzykly baglanysyksyzdygy
gelip ¢ykyar. Diymek, x,, x‘ x wektorlar ¢yzykly baglanysyksyz

wektorlar, yagny olar ba21s bolup bilerler.

§6. Cyzykly defilemeler ulgamynyi matrisa
usuly bilen coziilisi

Goy, bize asakdaky ulgam berlen bolsun:
(a, x, +a.,x,+ .. +a x, =f,

11771 12772 n""n

a,x, +a,x,+..+a,x =f,

21771 22772 2n""n

L (1)

la,x, +a,x,+..+a,x, =f.

nl”"1 nn""n
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(1) ulgamyn nidbellilerinin koeffisiyentlerinden, nébellilerinini
0zlerinden hem-de azat agzalaryndan matrisalar diizelin.

X 5
all 6112 oo Qi 1 1
X
a, 4, ... a, 2 f;
A= - . X=|-| F=
anl anZ e arm xn f;

A matrisany sagdan X matrisa kopeltsek, (1) ulgamyn ¢ep bolegini
berer. Sona gorid-de ulgamy matrisa gorniisde yazyp bileris:

AX =F. (2)

Eger A(4) # 0 bolsa, onda 4 matrisa ters A~' matrisanyn bardygyny
bilyaris. (2) denligi ¢epden 4! matrisa kopeldelin:

A'AX=A"F ya-da EX=A'F.
E - X =X bolyandygyny nazara alsak, onda alarys:
X=A4"F. 3)
(3) denlik (1) ulgamyn ¢oziiwidir.

1-nji mesele. Asakdaky ¢yzykly defnilemeler ulgamyny matrisa
usuly bilen ¢6zmeli.

X —x,+x, =6,

2x, +x, +x, = 3,

X, +x,+2x,=5.
Coziilisi.

A; X; F matrisalary diizelin:

1 —11 X, 6
A=(2 1 1} X=|x| F=|3)
11 2 X, 5
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Berlen ulgamy matrisa gorniisinde yazalyn:

AX=F

A matrisanyn kesgitleyjisini tapaly:

1 —11
A(A)=1[2 1 1]=5+#0.
1 1 2
A7 ters matrisany tapalyn:
11 —11
A11:’1 o) =1 A21:_ 2 =3
__ |2 __
]
21 1 -1
A”_’11_1’ A=y 7%
—-11
A=
Ol
1 3 =2
5 5 5 1 3 -2
1 -2 3
1l =2 3
5 5 5

Yokarda getirilen (3) formula boyunca

X, 1 3 —2\ /6 6+9—-10 1
nl=t-3 1 1 |{3]=H-18+3+5|=|-2]

X, I =2 3/ 6—6+15 3

Iki matrisanyn defilik sertinden alarys: x, = 1; x, =—2; x, = 3.
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Cyzykly denlemeler ulgamynyfn matrisa usuly arkaly alnan
¢Ozliwinin II bapdaky Kramerinn usuly arkaly alnan ¢oziiwi bilen
birmenzesdigini gorkezmek ansatdyr. Indi berlen denilemeler ulgamy
haysy halda kdkdes bolyarlar we haysy halda kokdes bolmayarlar diyen
soraga seredelin. Goy, ¢yzykly denilemeler ulgamynyn n nidbellisi we
m denlemesi bolsun.

a.x +a,x,+ax,+..+a x =f,

a,x, +a,x,+a.x,+..+a,x =f,

21771 22772 23773 2n""n

“4)

a x +a x,+a x.+..+a,x =f.

(4) ulgamyn nébellilerinin koeffisiyentlerinden diiziilen

al 1 al 2 al 3 1n
aZl 22 a23 azn
Y
aml amZ am3 amn

matrisa ulgamyn matrisasy, (4) ulgamyn koeffisiyentlerinden we azat
agzalaryndan diiziilen

aml am2 am3 tte amn ﬁn

matrisa ulgamyi yayrailandyrylan matrisasy diyilyir. Yokarda goylan
soraga Kroneker-Kapellinin teoremasy jogap beryar.

Teorema. (4)ulgamyn kokdes bolmagy ti¢in onun matrisasynyn
rangynyn yayranlandyrylan matrisasynyn rangyna deil bolmagy zerur
we yeterlik sertdir.

Diymek, ulgamyn matrisasynyn rangy yayrailandyrylan mat-
risanyi rangyndan kici bolsa, yagny 7(4) < r(B) bolsa, onda ulgamyn
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coziiwi yokdur (r(4) we r(B) degislilikde 4 we B matrisanyn ranglary).
Eger n(4)=r(B)=rwer < nbolsa, onda (4) ulgamyi ¢ozliwi tiikkeniksiz
kopdiir. Eger » = n bolsa, onda ulgamyn yeke-tik ¢oziiwi bardyr. Aydy-
lan tassyklamalaryn diigniikli bolmagy ti¢in kébir mysallara seredelii.

2-nji mesele. Asakdaky ulgamlaryn kokdesdiklerini ya-da kokdes
déldiklerini dernemeli.
X, —2x,+ 3x, =— 6,
1) {5x, + 3x, — 4x, = 3,
(2x, — 2x, + x, =— 3.

X, + 2x,+3x, =1,
2) {2x, — 6x, — 3x, = 4,
(X, + 4x, + 2x, = 5.

Coziilisi. Ulgamlaryn matrisalarynyn we yayranlandyrylan
matrisalarynyn ranglaryny hasaplalyii:

1 -2 3 1 -2 3 —6
DA=|5 3 -4 B=|5 3 -4 3|
2 -2 1 2 -2 1 -3
1 -2 3
A(A)=|5 3 —4|#0.
2 -2 1

Diymek, #(4) = 3 we r(B) = 3. Ulgam kokdes we onun yeke-tik
¢Ozliwi bar.

1 2 1 I 2 1 1
2)A=(2 -6 =-3|, B=|2 -6 -3 4|
1 4 2 1 4 2 5
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I 2 1
; _26‘7é0, 2 -6 =3|=0,
1 4 2

vagny r(4) = 2. B matrisanyn agakdaky minory
1 2 1
2 -6 4
1 4 5

#0’

yagny r(B) = 3. Onda r(4) < r(B) — ulgam kokdes dil.

8. Sargyt Ne 1285



V. DERNEWE GIRIS

§1. Hakyky sanlar kopliigi

Rasional sanlar kopliigi bize mekdepden bellidir. Eyyam Pifagoryn
dowriinde ol sanlaryn kdp meseldni ¢cozmekde yeterlik bolmayandygy
belli bolupdyr. Mysal {igin, Pifagoryn teoremasyna goré, katetleri 1-e
defi bolan goniiburgly ticburglugyi gipotenuzasynyi uzynlygy v'2 defi
bolyar. Bu sanyn rasional san bolmayandygy bellidir. Ine, su kemgiligi
aradan ayyrmak maksady bilen rasional sanlar kopliigi ginieldilip, hakyky
sanlar kopliigi girizilyér. Bu sanlaryn diirli kesgitlemeleri bar. Olaryn igin-
de in yonekeyi hakyky sanlary onluk droblaryn iisti bilen kesgitlemekdir.
Islendik rasional sany tiikkenikli ya-da tiikkeniksiz periodik onluk drob
gorniisinde yazyp bolyar we tersine — islendik tiikenikli ya-da tiikkeniksiz
periodik onluk drob rasional sandyr. Tiikeniksiz periodik dél onluk droba
irrasional san diyilyar. Rasional we irrasional sanlaryii toplumyna hakyky
sanlar kopliigi diyilyar. Hakyky sanlar kopliigi tertiplesdirilen kopliikdir,
yagny islendik iki @ we S saniigin @ < 5, @ > 5, @ = B gatnagyklaryi
biri we difie biri dogrudyr. Hakyky sanlar kopliiginde arifmetiki amal-
lary, kok almak, dereja gbtermek amallaryny gegirip bolyar we netijede
yene-de hakyky san emele gelyér. Seylelikde, hakyky sanlar kopliigi
agzalan amallara goré yapyk kopliikdir. Hakyky sanlar kopliiginiit hem
0z gezeginde yetmezgilikleri bar. Otrisatel sanlardan jiibiit derejeli kok
alyp bolmayar, basgarak aydanymyzda, hi¢ bir hakyky sanyn jiibiit
derejesi otrisatel hakyky san bolup bilmeyar. Ine, su kemgiligi ayyrmak
maksady bilen otrisatel hakyky sanlardan hem islendik derejeli kok alyp
bolar yaly edip hakyky sanlar kopliigini gineltse bolar. Seyle gineldis
kompleks sanlar kdpliigine getiryér.

Su kitapda, biz esasan, hakyky sanlar kopliigi bilen is salsarys.

Belli bolsy yaly, iistiinde bellibir polozitel ugur saylanyp alnan
goni ¢yzyga ok diyilyar. Eger onui iistiinde O nokat alsak we masstab

------
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Y

35-nji a surat

Eger M nokat O nokatdan (suratdaky yaly) sagda yerlesse, onda
OM kesimin uzynlygyny x bilen belgileyarler we ona M nokadyn
koordinatasy diyyarler. Bu yagday M(x) gorniisde belgilenyir. Eger
M nokat O nokatdan ¢epde yatsa, onda minus (—) alamaty bilen alnan
OM kesimin uzynlygyny x bilen belgildp, ona M nokadyn koordinatasy
diyyéarler we yene-de M(x) bilen belgileyérler. Seylelikde, koordinata
okunyn islendik nokadyna bir san degisli bolyar. Tersine, x islendik
hakyky san bolsa, onda koordinata okunda koordinatasy x-e den bolan
yeke-tdk nokady tapyp boljakdygy diisniiklidir. Sol sebépli koordina-
ta okuna san oky hem diyyarler. Adatca, koordinatasy x-e den bolan
M nokat alalyn diymegin yerine san okunda x nokat alalynn diymegi
kabul edyérler. Mysal ii¢in, san okunda x = 3 nokady gurun diymek
M(3) nokady gurun diymekdir.

Hakyky sanlar kopliigini R bilen belgileyéarler. Goy, K hakyky
sanlaryn islendik kopliigi, a san bolsun. a € K anlatma a san K
kopliige degisli diymekligi, @ & K anlatma a san K kopliige degisli ddl
diymekligi anladyar. Eger Vx € K licin x < a densizlik yerine yetse,
onda K kopliik yokarsyndan ¢ékli diyyarler we a sana onun yokarky ¢égi
diyyérler. Eger b san tapylyp, Vx € K li¢in b < x densizlik dogry bolsa,
onda K kopliik asagyndan ¢ékli diyyarler we b sana K kopliigin asaky
cdgi diyyarler. Eger a san K kopliigin yokarky ¢égi bolsa, onda a-dan
uly islendik sanyn hem K kopliigin yokarky ¢dgi boljagy diisniiklidir.

K kopliigin yokarky ¢éklerinin kigisine K kopliigin takyk yokarky
cagi diyyarler. Islendik yokarsyndan ¢éakli kopliigin takyk yokarky
cagi bardyr.

Eger b san K kopliigin asaky ¢dgi bolsa, onda b-den kigi islendik
san hem K kopliigin asaky cdgi bolar. K kopliigin asaky c¢éklerinin
ulusyna K kopliigin takyk asaky ¢égi diyyarler. Subut edilisine gora,
islendik asagyndan ¢ékli kopliigin takyk asaky ¢dgi bardyr.

Indi koordinata okunda yerlesyén yonekeyje kopliikleri kesgitlalin.
Goy, a we b koordinata okunyn nokatlary bolsunlar. a we b nokatlaryn
arasynda yerlesyan nokatlaryn kopliigine aralyk ya-da interwal diyyar-
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ler we ony (a;b) bilen belgileyarler. (a;b) interwala a nokady gosulany
[a;b) bilen, b nokat gosulany (a;b] bilen belgilenyar we olara yarym
interwal diyilyér. (a;b) interwala a we b nokatlaryi ikisi hem gosulany
kady 6z iginde saklayan islendik interwala x, nokadyn etraby diyyérler
we ony S, bilen belgileyiérler. Merkezi x nokatda, uzynlygy 2& bolan
interwala x, nokadyi € etraby diyilyar we ol S; bilen belgilenyir. S5
etrabyf nokatlaryndan x, nokady ayyrsak, galan kopliige yorite & etrap
diyyarler we ony II; bilen belgileyirler.

§2. Funksiya

Funksiya diisiinjesi matematiki derfiewin esasy diisiinjesidir.
Ol iytgeyén ululyklar diisiinjesi bilen diysen golay gatnasykdadyr.
Islendik tejribe bilen diirli-diirli ululyklar baglydyrlar. Mysal {iigin,
ugup baryan ugaryn i¢inddki adamlaryn sany, onun tizligi, yerden
beyikligi, onunt yangy¢ gaplaryndaky yangyjyit mogberi, ugaryn gon-
jak sdherine ¢enli uzaklyk ucus bilen baglanysykly ululyklara mysal
bolup bilerler. Ya-da gyzdyrylyan suwuklygyi temperaturasy, onufi
gowriimi, molekulalarynyn sany, dykyzlygy, islendik nokadyndaky
basysy gyzdyrma bilen baglanysykly ululyklara mysal bolup bilerler.

Bu ululyklaryn kibirleri biitin prosesde 6z hemiselik bahalaryny
saklasalar (ucardaky adamlaryn sany, ugaryn ganatynyn uzynlygy,
suwuklygyii molekulalarynyn sany), beylekileri prosesiit dowamynda
diirli-diirli bahalara eye bolyarlar (ucaryn tizligi, barjak séherine ¢enli
uzaklyk, yangyjyn mukdary, suwuklygyn temperaturasy, gowrii-
mi, dykyzlygy). Birinji gorniisddkilere hemiselik ululyklar, ikinji
yiize ¢ykyan iiytgeyan ululyklar 6zara baglanysykly bolyarlar. Ugaryn
hereketlendirijilerinde yanyan yangyjyn mukdary onun tizligi bilen,
suwuklygyn temperaturasy onuni molekulalarynyn orta tizligi bilen
baglanysyklydyr. Matematiki derfewin esasy gyzyklanyan meselesi
diirli-diirli prosesler bilen baglanysykly diirli-diirli ululyklaryi hem-
mesine mahsus bolan umumy {iiytgeyis kanunlary we olaryn 6zara
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baglanysyklarynyn gorniisleridir. Onuni 6zi bolsa hut su meseléni
owrenmekden baslayar diyse bolar.

Iki ululygyn, olaryn haysy prosesden gelip ¢ykanlaryna garamaz-
dan, arasyndaky baglanysygy (funksional baglanysygy) matematikanyn
diistinjelerinde kesgitlalin.

Kesgitleme. Eger bahalary [a;b] kesimi dolduryan x ululygyfi
[a;b] kesimdéki her bir bahasyna y ululygyn bellibir bahasy degisli
edilyén bolsa, onda y we x ululyklaryn arasynda funksional baglanysyk
bar diyilyar we ol baglanysyk y = f(x) gorniisde yazylyar. x ululyga
baglanysyksyz iiytgeydin ya-da argument, y ululyga baglanysykly iiyt-

------

------

y = f(x) yazgydaky f harpyn yerine islendik harp goylup bil-
ner. Yagny funksional baglanysygy y = y(x), y = a(x), y = z(x) we
s.m. gorniislerde yazsa bolar. Oniden belli bolsy yaly, x iiytgeyin
ululygyn her bir bahasyna koordinatalar okunda (x-ler okunda) belli-
bir nokat degisli bolyar. Sonun ti¢in, kop yagdaylarda, gysgalyk ii¢in
«x argumentiii [a;b] kesimdéki bahasyna degisli funksiyanyi ba-
hasy» diyen uzyn sézlemii yerine «funksiyanyn x nokatdaky bahasy»
diisiinjani ulanarys. y = f(x) funksiyanyn anyk kesgitlenmegi ti¢in x-ifi
her bir bahasyna degisli edilyan y-in bahasyny tapmak kanuny beril-
melidir. Sol kanun bar yagdayynda funksiya doly berildi hasap edilyar.
Kanunlaryn berlisinifi, bagga¢a aydanynda, funksiyanyn berlisinin ti¢
g0rniisinin iistiinde durup gecelin.

Funksiyanyn formula arkaly berlisi. Eger y we x ululyklaryn
arasyndaky baglanysyk, mysal ligin, y = 2x% y = 3x, y = # + &’
gorniislerde berlen bolsa, onda funksiya formula arkaly berlen ya-da

Funksiyanyn tablisa arkaly kesgitlenisi. Eger y we x ululyklaryn
arasyndaky baglanysyk x-in kesgitlenis yayla degisli hemme baha-
lary ligin ddl-de, onuni saylanyp alnan bahalary {i¢in asakdaky tablisa

------

117



Tablisanyn yokarky setirinde x-int saylanyp alnan bahalary, ikinji se-
tirinde yokarky setirdéki x-ini bahalaryna degisli bolan y-iii bahalary
yerlesdirilen.

YA

35-nji surat

Funksiyanyn grafik arkaly kesgitlenisi (35-nji surat).
L egri tekizlikde yatyr. [a;b] kesimin islendik nokadyndan geg¢ydn
we y-ler okuna parallel goni ony difie bir nokatda kesyér. Eger [a;b]
kesimde yatyan her bir x nokada sol nokatdan geg¢yan we y-ler okuna
parallel goninin x oky bilen L egrinifi arasyndaky boleginin uzynlygyny
degisli etsek, onda [a;b] kesimde y = f(x) funksiya kesgitlener. Bu
berlislerin tigiisi-de ulanysda gabat gelyar. f(x) funksiya [a; b ] kesimde
kesgitlenen bolsun. Onda (x, f(x)) nokat, x argument [a;b] kesimifi
nokatlaryny yzarlap ¢ykanda, tekizlikde bir L egrini yzarlap ¢ykar.
kaly kesgitlenen funksiya {li¢in ony kesgitleydn L egrinin onunl grafigi
boljagy diisniiklidir. Funksiya formula arkaly berlende onun grafigini
takyk ¢ykarmak, kopleng, basartmayar. Onun {i¢in grafigi takmyn
guryarlar. Goy, y = f(x) [a;b] kesimde kesgitlenen bolsun. [a;b] ke-
simde x, x,, ...., X, nokatlary alalyn we funksiyanyn sol nokatlardaky
f&x) =y, fx,) =y, .., f(x) =y, bahalaryny tapalyn. Tekizlikde
M (x,y), M(x,,y,),.... M (x, y ) nokatlary guralyit we olary endigan
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L egri bilen birlesdirelin. L egri funksiyanyn [a;b] kesimddki takmyn
grafigi bolar. Elbetde, x, i = 1,n nokatlar [a;b] kesimde ndge giir
yerlesseler, sonca-da grafik takyk bolar.

Funksiyalar kesgitlenis yaylasynda 6zlerini alyp baryslaryna gora
birndge gorniislere boliinyarler. Olaryn kébirlerine seredip gecelin. f(x)
funksiya biitin x-ler okunda — (— oo, ) aralykda kesgitlenen bolsun.

Eger islendik x ligin f(xx) = f(—x) denlik yerine yetse, onda f{(x) jiibiit
funksiya diyilyér. y =x2, y = x*jiibiit funksiyalardyr. Jiibiit funksiyanyn
grafigi y-ler okuna gord simmetrikdir. Eger islendik x ti¢in f(x) = — f(—x)
denlik yerine yetse, onda f(x) tédk funksiya diyilydr. y = x, y = x°
funksiyalar tdk funksiyalardyr. Tédk funksiyalaryn grafikleri koordi-
natalar baglangyjyna gord simmetrik bolyarlar.

Eger islendik x licin we kébir @ san li¢in f(x + @) = f(x) denlik

------

o san bilen bilelikde islendik bitin £ san li¢cin kw sanyn hem period
boljagy diisniiklidir. x-ler okuny uzynlygy o bolan kesimlere bolsek,
onda f(x) funksiyanyn grafigini ol kesimlerin birinde gurmak yeterlik-
dir. Galan kesimlerde ol grafik gaytalanar (36-njy surat).

y=fx)

-30 20 -0 @) 1) 2w 3w 4w
36-njy surat
(a, b) aralykda kesgitlenen f(x) funksiya seredeliil. Argumentii

(a, b) aralyga degisli x, < x, defisizligi kanagatlandyryan islendik
bahalary tigin f(x,) < f(x,) defisizlik yerine yetse, onda f(x) (a; b)

------

funksiyadyr; y = % (0; ) aralykda monoton kemelyén funksiyadyr.

Olaryn grafikleri 37-nji suratda getirilendir.
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37-nji surat

Ters funksiya diisiinjesini girizelin. f(x) funksiya [a;b] kesimde
kesgitlenen monoton funksiya bolsun. Onda y = f(x) deniligi x-e gord
R cozmek miimkindir. Coziiwi x = ¢(»)
Y gorniisde yazyarlar we onla y = f(x)
Mysal iigin, y = x? (0, «) aralykda
, monoton funksiyadyr. Bu denligi x-e

, gora ¢ozip, x = Jy ters funksiyany
/ alarys. Kesgitlemd goréd, x = ¢(y) ters
0 > X funksiyanyn grafigi berlen y = f(x)
funksiyanyn grafigi bilen gabat gelyar.
Adatca, x = ¢(y) funksiyada y bilen x-iii
yerini ¢alsyryp, ony y = ¢(x) gornlisde yazyarlar we y = ¢(x) funksiya
ters funksiya diyyédrler. y = ¢(x) ters funksiyanyn grafigini tapmak
ticin y = f(x) funksiyasynyn grafigini y = x bissektrisa gord simmetrik
owtirmek yeterlikdir (38-nji surat).

38-nji surat

§3. Yonekey funksiyalar

Funksiyalary éwrenmekde esas bolup duryan we dykgat bilen
owrenilen bir ki¢ijik funksiyalar toplumyna yonekey funksiyalar
takyklyk bilen 6wrenilendir, olaryn bahalarynyii 6rén takyk tablisalary
diiziilendir. Ine, su sebdbe gord, islendik dernew isinde gabat gelen
funksiyany ya takmyn, ya-da takyk gorniisde yonekey funksiyalaryn
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iisti bilen anlatmaga c¢alysyarlar. Sonky dowlirde klassyky yonekey
funksiyalaryn hataryna ulanysda &hmiyeti uly bolan, dykgat bilen 6wre-
nilen funksiyalaryn téze bir topary gosuldy. Mysal {i¢in, Besselin funk-
siyalary, Lezandryn funksiyalary, &htimallyklar integraly we baggalar.
Seyle-de bolsa klassyky yonekey funksiyalar kop meseleleri cozmekde
esasy dayang bolyan funksiyalardyr. Biz olary gysgaca yatlap gegeris.

Cyzykly funksiya. Ol

y=ax+b

gornilisde berilydr. Bu yerde a, b — hemiselik sanlar. Onuii grafigi goni
cyzykdyr, kesgitlenis yaylasy biitin x-ler okudyr.

Kwadratik funksiya. Ol

y=ax*+bx tc

gorniisde berilydr. Bu yerde @, b, ¢ hemiselik sanlar (a # 0). Onunl
grafigi paraboladyr, kesgitlenis yaylasy biitin x-ler okudyr.

Kopagza. Ol

y=ax"+ax"'+.+a
gorniisde berilyédr. Buyerde a, a , ..., a koeffisiyentler diylip atlandy-
rylyan hemiselik sanlar (@, # 0). Onufi kesgitlenis yaylasy biitin
bahasynyfi nola dwriilydn nokadyna onufl noly diyilyér. x, f(x)
funksiyanyn noly bolsa, onda ol f(x) = 0 denligi kanagatlandyrmalydyr
(f(x,) = 0). Kbpagzanyi nollarynyn sany m-den kop bolup bilmez. Onui
hakyky nollarynyn sanynyn goni m sany bolmagy miimkin, m-den az
bolmagy miimkin, olaryil bolmazlyklary hem miimkin. Mysal ti¢in,
y=x-6x+11lx-6
lictinji derejeli kdpagzanyn goni ti¢ hakyky nollary bardyr. Olar x, = 1,
x,=2,x,=3.
y=x'+2x*+1
kopagzanyi hig¢ bir hakyky noly yokdur.
y=x*-1

kopagzanyfi iki hakyky noly bardyr. Olar x, = I, x,= —1. Kdpagzanyfi

......
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Derejeli funksiya. Ol
y = ax"”

gorniisde berilydr. Bu yerde a, @ islendik hemiselik sanlar. @ sana bagly-
lykda derejeli funksiyanyn kesgitlenis yaylasy diirli-diirli bolyar. Mysal
tigin, y = x'* funksiyanyn kesgitlenis yaylasy biitin x-ler okudyr; y=x""
funksiyanyn kesgitlenis yaylasy (- oo, 0)u(0, ) bolar, yagny x-ler
okunyn x # 0 nokatlaryndan duryandyr; y = x3 funksiyanyn kesgitlenis
vaylasy [0,o0) bolar. y = ax” islendik @ {i¢in ya biitin x-ler okunda
monoton funksiyadyr, ya-da (— o, 0), (0, ) aralyklarda ayratynlykda
monoton funksiyadyr (39-njy surat).

Ya 6 4 3

y=x

Ya

[S]{%)

»
>

0 X 0 X

\ 4

39-njy surat

Gorkezijili funksiya. Ol
y=a
gorniisde berilyér. Bu yerde a — polozZitel san. Kesgitlenis yaylasy biitin
x-ler okudyr, monoton funksiyadyr.
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Logarifmik funksiya. Ol
= log x
gorniisde berilyér. Kesgitlenis yaylasy x > 0 nokatlardan duryar we
monoton funksiyadyr. Ol y = a* funksiyanyii ters funksiyasydyr.
Trigonometrik funksiyalar. Olar

y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx
gorniisde berilydr. Birinji iki funksiyanyn kesgitlenis yaylasy x-ler oky
bilen gabat gelydr, tgx funksiya x-ler okunyn x = (k + %)n’ nokatlardan
basga hemme nokatlarynda, ctgx funksiya x = kx nokatlardan basga
hemme nokatlarynda kesgitlenendir. Bu yerde k — islendik bitin san.
sinx, cosx periody 2z bolan funksiyalardyr, tgx, ctgx periody 7 funk-
siyalardyr.
Ters trigonometrik funksiyalar. Olar
y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx

gorniisde berilyarler. Olaryn birinji ikisi [- 1, 1] kesimde, ikinji ikisi
(— oo, ) aralykda kesgitlenen. Olar monoton funksi}'/alar

y=arcsinx funksiya y = sinx funksiyanyn |— o ?] kesimdéki ters

funksiyasydyr, y=arccosx y=cosx funksiyanyn [0, 7 | kesimdéki ters

funksiyasydyr, y = arctgx  y = tgx funksiyanyn (—5 5) aralykdaky

ters funksiyasydyr, y = arcctgx  y = ctgx funksiyanyi (0, ) aralykdaky
ters funksiyasydyr.

Bu yerde yénekey funksiyalaryﬁ graﬁkleri getirilmedi. Sebéibi
onat bilmekliginl inZenergilik tejribesindéki kop meselelerl cozmekde
mohiim komek edyéndigini belldp gecelin.

Ahyrda, beyan edilisde ulanyljak kébir matematiki kesgitlemeleri
we bellikleri sanap gecelin.

Kesim a <x <b deitsizlikleri kanagatlandyryan nokatlardan duryar,
[a,b] bilen belgilenyar.

Aralyk a < x < b densizlikleri kanagatlandyryan nokatlardan
duryar, (a, b) bilen belgilenyir.
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Yarym aralyk a <x <b (a <x <b) defisizlikleri kanagatlandyryan
nokatlardan duryar, [a,b) ((a,b]) bilen belgilenyér.

x, nokadyn etraby x, nokady 0z i¢inde saklayan islendik aralyk;
S, bilen belgilenyir.

x,nokadyi ¢ etraby |x — x| < & ya-da dengliygli x,—e <x <x, + ¢
densizlikleri kanagatlandyryan nokatlardan duryar; S7 bilen belgilenyir.

x, nokadyn yorite ¢ etraby |x — x| < e defisizligi kanagatlandyryan
x # x,nokatlardan duryar; IT; bilen belgilenyir.

Tiikeniksizligin etraby islendik R > 0 san ii¢in |x| > R deiisizligi
kanagatlandyryan nokatlardan duryar; S”bilen belgilenyér.

€ — degislilik belgisi. x €[a,b]—x [a,b] kesime degisli ya-da
x [a,b] kesimde yatyr diylip okalyar.

vV —umumylyk belgisi. Vx —islendik x diylip okalyar. Mysal ii¢in,
Vx €[a,b] —[a,b] kesime degisli islendik x diylip okalyar.

3 — barlyk belgisi. Ax — x bardyr ya-da x tapylar diylip okalyar.
Mysal iigin, 3x € [a,b] — [a,b] kesime degisli x bardyr diylip okalyar.

D(f) — f(x) funksiyanyn kesgitlenis yaylasy.

E(f) — f(x) funksiyanyn bahalarynyi yaylasy.

Ix| — x sanyn moduly.

[x] — x sanyn bitin bolegi.

x — x,—x nokat x, nokada ymtylyar diylip okalyar. Az ulanylyan
belgilemeleri beyan edilisinn gerek yerinde bereris.

§4. Tiikeniksiz kici funksiyalar we
olaryn hisiyetleri
Goy, a(x) funksiya HZL etrapda kesgitlenen bolsun.

Kesgitleme. Eger-de Ve > 0 {icin basga bir ki¢i Hio etrap tapylyp,
sol etrabyn islendik nokady {i¢in |@ (x)| < ¢ densizlik yerine yetse, onda
a(x) funksiya x nokat x, nokada ymtylanda tiikeniksiz ki¢i funksiya

------

a(x) ~ tkf.
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bilen belgilenyér. Mysal {i¢in, sinx ~ t.k.f. yazgy sinx funksiya x nola
x—0

ymtylanda tiikeniksiz kigi funksiya bolyar diylip okalyar. Tiikeniksiz
kici funksiyalaryn kdbir wekillerine seredelin.

1-nji mysal. sinx ~ t.k.f.
x—0

Subudy. II5” etraba seredelifi. Sol etrabyit Vx nokady ii¢in
|x]< % deiisizlik yerine yetyir. Mekdepden belli bolsy yaly, Vx # 0
e/2

ligin |sinx|<| x| den51zhk yerine yetyér. Diymek, islendik x € II,

tigin |sinx| <|x|< 5 < € densizlikler yerlikli. Suny hem subut etmek
gerekdi.

2-nji mysal. cosx ~ r.kf.
=7

Subudy HG/2 etraba seredelinn. Sol etrabynn Vx nokady ii¢in

‘X - 7‘ < € defisizlik yerine yetyar. Trigonometriyadan belli bolgy
yaly, cosx = sm(% — x) diymek, |cosx | = ‘sm(% — x)‘ ‘x — 7‘

Goy, x € sz bolsun. Onda |cosx | <|x — 7/2| < €/2 < € detfisizlikler
2
yerlikli bolarlar. Sony hem subut etmek gerekdi. Dogrudan hem,

&>0san li¢in sz etrap tapyldy, sol etrabyn Vx nokady ii¢in |cos x| <&
2
deiisizlik dogry bolyar. Bu bolsa 6z gezeginde cosx ~ t.k.f. diymekdir.

x—rl2

Indi tiikeniksiz kigi funksiyalaryn hésiyetlerine seredelifi.

Birinji hisiyet. Eger a(x)~ tkf., ¢ # 0 san bolsa, onda
ca(x) ~ tkf. bolar. T

X"‘CO

Ikinji hiisiyet. Eger @(x)~ tkf, B(x)~ tkf. bolsa, onda
a(x )+5(X)~ t.k.f. bolar. A x=x,

Uciinji hisiyet. Eger a(x) ~ tkf, B(x)~ tkf. bolsa, onda
a(x): B(x) ~ tkf. bolar.
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Dérdiinji hisiyet. Eger f(x) IT; etrapda ¢ékli, @(x) ~ t.kf. bolsa,

X=X

onda a@(x)f(x) ~ t.k.f. bolar (¢ékli funksiyalary kesgitlemesini asakda

su hdsiyetleri subut edenimizde getireris).
Hasiyetleri subut etmége giriselin.
Birinji hisiyetiii subudy. Berlipdir: ¢ # 0 san, @(x) ~ t.kf. Ve > 0

X=X,

sany we &, =¢/|c| sany alalyf. @ (x) ~ t.kf. bolany {igin, kiibir IL etrap

tapylyp, sol etrabyit hemme nokatlary iigin
lca (0)] = |clla (0)] <|c|&, = |c[-e/lc| =&
densizlik yerine yeter. Sony hem subut etmek gerekdi.
Ikinji hisiyetini subudy. Berlipdir: a(x) ~ tkf., B(x) ~ tkf.

X=X X=X

Islendik & > 0 san alalyi. @(x) ~ t.k.f. bolany ii¢in, seyle bir Hég etrap

X=X

tapylyp, sol etrabyn hemme nokatlary {i¢in |& (x)| < &/2 densizlik yerine
yeter. Sonun yaly-da [(x) ~ t.k.f. bolany iigin, Hfg etrap tapylyp, sol

X=X

etrabyn hemme nokatlary tigin |f (x)| < ¢/2 deiisizlik yerine yeter.
Goy, J, <, bolsun we x Hi; etrabyn islendik nokady bolsun. Onda
@ (x)| <&/2 defisizlik we [ etrabyi IT?: etrabyii iginde yatany sebipli,
|8 (x)| < &/2 denisizlik hem yerine yeter. Diymek, |@ (x) + £ (x)| < | (x)| +
+ |f(x)| < e/2 + /2 = ¢ densizlik hem yerine yeter. Sony hem subut
etmek gerekdi.

Uciinji hasiyetifi subudy. Berlipdir: @ (x) ~ t.kf., f(x)~ tkf.
Islendik 0 < ¢ < 1 san alalyfi. Ikinji hisiyeti subut edenimizde tapylan
Hf:' etraba seredelin. Sol etrabyn nokatlary ligin | (x)| <&/2, |5 (x)| <&/2
densizlikler we solar bilen bilelikde |@ (x)-f (x)| = |@ (x)|- |f (x)] <
<e&/2 - e/2=¢&*/4 <¢ detisizlik hem yerine yeter. Bubolsa a(x) - f(x) ~ t.k.f.
diymekdir. T

Dérdiinji hisiyetiii subudy. Berlipdir: f(x) I etrapda ¢akli
funksiya. Seyle diymek kébir M > 0 san tapylyp, Vx € IL; ti¢in
|f (x)| <M densizlik yerlikli digymekdir. Subudyn galan yeri birinji ha-
siyetiil subudyny gaytalayar.
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1-nji netije. Ikinji hésiyet tiikenikli sandaky tiikeniksiz kigci
funksiyalaryn jemi {igin hem dogrudyr.

2-nji netije. Ugiinji hisiyet tiikenikli sandaky tiikeniksiz kici
funksiyalaryn kopeltmek hasyly ticin hem dogrudyr.

3-nji netije. Tiikeniksiz kici funksiyalaryn islendik polozitel de-
rejesi hem tiikeniksiz ki¢i funksiyadyr.

Bellik. a(x) funksiyanyn x tiikeniksizlige ymtylanda tiikenik-
siz kigi funksiya bolyandygy a@(x)~ t.k.f. gorniisde belgilenyér. Su

xX—

diisiinjdni kesgitlemek ti¢in, basda a(x)~ k. ligin berlen kesgit-

X=X

lemede IT) etrabyn yerine 1" etraby almak yeterlikdir. I1" etrabyi
|x| > N nokatlardan duryandygyny yatlap gegelin. Mysallara seredeliii.

3-nji mysal. % ~Lkf.

Subudy. Ve > 0 san iigin 1/ etraba seredelifi. Sol etrabyii islen-
dik nokady iicin |x| > 1/¢ densizlik yerine yetmeli. Bu yerden ‘%‘ <e
alarys. Sony hem subut etmek gerekdi.

4- l. —— ~tkf

nji mysa x| <~ S

Subudy. Ve > 0 san alalyi. [1°" etrabyii islendik x nokady iigin

| x| > e densizlik yerine yetyir. Su deiisizligif iki tarapyndan logarifm
1

In| x|

alsak, In|x|> Ine: ya-da ’

‘ < € alarys. Suny hem subut etmek
gerekdi.

Seredilen meselelere baggaca garalyn. 1 _ y calsyrma girizelin.

||

11 ey | -
Onda mlx] = Zinly] denligi alarys. |y 8dens1zhg1n‘ . ’< € ya-da

|x|> é denisizlik bilen dengtiy¢li bolyandygy sebépli, Inlx| ~tkf.
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anlatmanyn ~ Lk f. ailatma bilen dengtiycliligi gelip ¢ykyar.

ﬁ

~ Lk f. teklibin yerine ~ t.k.f. bolyandygyny

In | [
subut etmek yeterlik bolyar. Seylelik bilen, tiikeniksiz kigilerin tiikenik-
sizlik bilen baglanysykly meselesini tiikenikli nokatdaky meselesi bilen
calsyrmak bolyar.

§5. Tiikeniksiz uly funksiyalar

Kesgitleme. Eger ~ Lk f. bolsa, onda @ (x) funksiyax — x,

( ) x— x
tikkeniksiz uly funksiya diyilyar. Ol seyle belgllenyar a(x) ~ tu.f.
Mysal ii¢in, 1 H)tuf sebabl sinx ~tkf; — ~tuf, sebabl
X ~tkf; lnx ~ tuf sebabl —— ~Lkf.

Tiikeniksiz kigi funk51ya1aryn hisiyetlerini ulanyp, tiikeniksiz uly
funksiyalaryn asakdaky hasiyetlerini subut edelin.

Birinji hisiyet. a(x)~ tuf. we ¢ # 0 san bolsa, onda
ca(x) ~ tuf. bolar. T

Subudy. Kesgitleméd goréi, ‘tkf. bolyar. Onda

S
(x)
+ = ca(x) ~ tuf. bolar.

a(x)

Ikinji hisiyet. Eger a(x)~ tuf, [(x)~ tuf. bolsa, onda
a(x)-B(x)~ tuf. bolar. ¥ vex,

=%

11 3
¢ alx) Lk bolar. Diymek,

1.
1
c

Subudy. Kesgitlemd goré, t.k.f. bolar.

o R oy

1 1 .,
. ~ t.k.f. bolar. Diymek,
a(x) Blx) A bolar DY
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ﬁ = a(x) B(x) ~ tuf.
B(x) a(x)
bolar. Sony hem subut etmek gerekdi.

1-nji netije. Tiikeniksiz uly funksiyalaryn islendik polozitel de-
rejesi hem tiikeniksiz uly funksiya bolyar.

§6. Tiikeniksiz kicileri defiesdirmek

Gog, @(x) ~ thf. H(x) ~ tk/. bolsun. Eger f(x) = %

y(x) ~ tkf. bolsa onda a(x) we f(x) funksiyalara x — x, defigliy¢li

Y‘M((J
------

tikkeniksiz ki¢i funksiyalar diyilydr we bu yagday a(x) ~ S(x) bilen
belgilenyar. T

Asakda ulanysda giiiden peydalanylyan dengiiycli tiilkeniksiz
kigilerin tablisasy getirilyar:

1. sinx ~ x, 1. sina(x) ~ a(x),
x—0 X=X,
2. tgx ~ x, 2. tga(x) ~ a(x),
x—0 X=X,
3. In(1 +x) ~x, 3. In(1 + a(x)) ~ a(x),
x—0 X=X,
4.a"—1 ~xlna, 4.aW—1 ~a(x)lna,
x—0 X=X,
l 1
5.1 JE SR
- = > T a(x) X%“(x)

Soniky bis formulada @(x) Lk f. diglip hasap edilydr. Goy,

a(x)~ tkf., B(x)~ t.kf. bolsun. Eger 52 ; = A(x), A(x) kS,

bolsa onda a/(x) tiikeniksiz kica ,b’(x) tiiken1ks1z klgéi gt')réi yokary tertipli

rrrrrr
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a(x) = 0(B(x).

Mysallar. x’ = 0(x); [cosx] XiO(% - x)

2

§7. Funksiyanyn predeli

Kesgitleme. Goy, f(x) funksiya x, nokadyn kébir yorite etrabyn-
da kesgitlenen bolsun we kébir a san ii¢in

f=atakx), alx)~rkf (1

X*’XO

denlik yerine yetsin. Onda a sana f(x) funksiyanyn x nokat x, nokada

------

limf(x) = a. ()

X=X,

Kesgitlema gord, (1) we (2) denlikler dengiiy¢li denlikler. Bu yag-
dayy biz geljekde ginden ulanjakdyrys. Indi kébir mysallara seredelin.

1-nji mysal. lim sinx = 0.

Subudy. sinx =0 + sinx diyip yazyp bolyar. Bu yerde sinx ~ £.k.f.

x=0
Diymek, (1) denlik yerine yetyér. Sona gord-de lipol sinx = 0 denlik
hem yerine yetmeli.

2-nji mysal. lifr(} cosx = 1.

Subudy. cosx — 1 =— 2sin’ %; cosx =1 — 2sin2%.
Emma 2 sin’ % ~, Lkf., yagny (1) denilik yerine yetyér. Diymek,

(2) denlik lim cosx = 1 hem dogry bolmaly.
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3-nji mysal. Goy, a(x) ~ t.kf. bolsun. Onda alarys:

X=X

a(x)=0+a(x), a(x)~tkf

X*’XO

Diymek, (1) defilik yerine yetydr. Onda (2) deiilik lima(x) = 0
hem dogry bolmaly. Seylelikde, eger a(x) ~ tk S bolsa ‘onda onuit
x — x, predeli nola defi bolyar.

4-nji mysal. hm 51;1x = 1.
Subudy. Gegen paragrafda getirilen tablisa gord, sinx ~ x bol-

yar, yagny S — | 4 g(x), a/(x) ~ tk f. defilik yerine yetyir. Onda

predelin kesgltlemesme gord ((1) denllk yerine yetyér) lim s1;1x =1

bolmaly. Bu predel edebiyatda birinji ajayyp predel ady bilen belli.

5-nji mysal. lim(1 + x)x = e, e~ 2,7 — natural logarifimiii esasy.
Denguygh tuken1k51z kigilerin tablisasyna gora, In(1 + x) ~ x bolyar.
Yagny -
=1l+a(x), a(x)~tkf

In(1 + x)
X x—0
denlik yerlikli bolyar. Logarifmini hdsiyetini ulanyp, bu denligi
In(1 +x)r = 1 + a(x) gorniisde ya-da (I +x)x = """ gorniisde
yazalyn. Denguy(;h tilkkeniksiz kigilerin tabhsasxndaky 4-nji for-
=1
oGy~ A

B(x) ~ tkf. dlymekdlr. Bu yerden e tapyp, ony (1 + x)r = ¢ ¢“*
x—0

mula gord, e — 1 ~ a(x) bolyar. Bu bolsa ¢

denlikde yerine goyup alarys:

(1+x) = e[l +a(x)1 +B(x))] = e + ea(x)(1 + B(x))
ya-da

(L+x) = e+ 7(x), 7(x) ~tkf (r(x) = ea(x)(1+B(x)).

x—0
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Bu bolsa lig)l(l + x)i = e deilige dengliycliidir. Suny hem subut
etmek gerekdi.

......

lim(1+ ) =

gornlisde hem yazmak bolyar. Indi predeli bar funksiyalaryi kébir
hisiyetlerine seredelin.

§8. Predeli bar funksiyalaryn hésiyetleri

J(x) we g(x) funksiyalaryni x nokat x, nokada ymtylanda predelleri
bar diyelin.

Birinji hiisiyet. Islendik C san {igin
lim Cf(x) = Climf(x)

denlik dogrudyr, yagny hemiselik sany predel alamatynyn dasyna
¢cykaryp bolyar.

Subudy. Goy, limf(x) = a bolsun. Onda kesgitlemé gord,
flx)=a+a(x), a(x)~tkf
bolar. Sonky denligin iki tarapyny hem C sana kdpeldelin:
Cf(x) = Ca + Ca(x).
Buyerden a(x) — t.k.f. bolany sebépli (predelini kesgitlemesind-

ki birinji defilik yerine yetyir), lim Cf(x) = Ca alarys. Bu yerde a-nyii
yerine lim f(x) = a denlikdédki bahasyny goyup,

lim Cf(x) = Climf(x)
denligi yazyp bileris. Suny hem subut etmek gerekdi.
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Ikinji hisiyet.
lim[ /() + g(x)] = im () + lim g(x).

Bu hésiyet, gysgaga aydanynda, «jemin predeli predellerin jemine
den» diylip okalyar.

Subudy. f(x) funksiyanyn predeli bar. Diymek,
limf(x) =a, flx)=a+a(x), @)~k (1)
denlikler yerlikli. Sunun yaly-da g(x) funksiyanyn predeli bolany ti¢in,
{i}gg(x) =b, g(x)=0b+B(x), B(x) ~1kf (2)
deiilikler yerlikli bolyar. Su deiilikleri ulanyp alarys:
fl)+g(x)=a+a(x)+b+p(x)=a+b+[a(x)+ B(x)]
a(x)+ B(x) 1k f. bolany sebipli,

lim[ f(x) + g(x)] = a + b
ya-da !

lim[ f(x) + g(x)] = limf(x) + limg(x)

denlik yerlikli bolyar. Suny hem subut etmek gerekdi.

Ugiinji hisiyet. limf(x)g(x) = limf(x)-limg(x).

Bu hésiyet, gysgaca, «kdpeltmek hasylynyil predeli predellerin
kopeltmek hasylyna den» diylip okalyar.

Subudy. 2-nji hasiyetddki (1) we (2) denilikleri ulanyp alarys:

f(x) g(x) =[a+a(x)][b+B(x)]=a b+ af(x)+
+ba(x)+ a(x)B(x)

aP(x) + ba(x) + a(x)B(x) jemiit x — x, tikeniksiz ki¢i funksiya
bolyandygy sebépli, bu yerden
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lim/(x)g(x) = ab Ja-da limf(x)g(x) = limf(x)- limg(x)
denlik gelip ¢ykyar. Suny hem subut etmek gerekdi
Dordiinji hasiyet.

lim f(x)

X=X,

ymg( x)’ limg(x) # 0.

0

lim 7%
= g(x)

Bu hésiyet, gysgaca, «iki funksiyanyn gatnasygynyn predeli olaryii
predellerinin gatnasygyna deii» diylip okalyar.
Subudy. 2-nji hisiyetddki (1) we (2) denlikleri ulanyp alarys
flx) _a+a(x),
g(x) b+ B(x)’
bu yerde, serte gord, b # 0. Dengiliycli tiikeniksiz kigileriii formulasyny
ulanyp,

1
1 _ b
b+bBx) | B

b
yazyp bileris. Diymek
flx) _ a+a(x) 1(_Bx)
[0 = 41 mlar a5+ 1) = 4 ),

7(x) ~ Lk f. bolar. Sol sebipli, hm Ax) _

o(x) ~ a . Bu yerden,
lim f(x flx ) =a, lim g(x)=0b bahalary ulanyp alarys

|

o ) _ Xlglf (x)
= g(x) — limg(x)

Suny hem subut etmek gerekdi

Yokarda subut edilen hésiyetleri, geljekde kop ulanylyanlygy
sebdpli, tablisa gorniisde yazalyn
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L limCf(x) = Climf(x).
2. llm[f(x) +g(x)] = limf(x) + limg(x).

3. hm[ f(x) g(x)] = hmf(x) hmg(x)
Ax) limf(x)

X=X,

4. lim

limg(x) # 0.
im0 ~ Tmg(a) Al

Mysallara seredeliii.

2 +sinx + x°
1. T ly: lim=——=—">"—=—,
APy 3 cosx + x*
Bu yerde f(x) =2 +sinx +x°, g(x)=3—cosx +x*
Iki bilen lim g(x) tapalyn.

g(x)=3—cosx+x'=2+(1 —cosx)+x' = <2+2Sin2%+x4>;

bu yerde 281112%

Diymek, maydalawjynyn x — 0 predeli bar, 6zem nola deni dil. Bu
yagdayda predellerin dordiinji hédsiyetini ulanmaga haklydyrys:

+x" ~tkf. bolany sebipli, limg(x) =2 bolyar.

; lim(2 + sinx + x?)
lim 2 +sinx +x° _ i

0 3 — cosx + x* lirgl(3 —cosx +x')’

Maydalawjynyn predelini tapdyk, ol 2-4 den. Indi sanawjynyin predelini
tapalyi — lim(2 + sinx +x°) = 2;  sebibi, bu erde sinx + x* ~ 1.kf.
boljakdygy aydyn. Sona gora-de

lim 2t sinx +x* _ 2 _ 4

=03 —cosx +x' 2 ’

(3 — 4cos)sinx
P :

2. Tapmaly: 11{51

Bu Verde f(x)=3—4cosx; g(x)= % belgileri girizip,
tapmaly predeli lim f(x)- g(x) gorniisde yazyp bolyar.
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flx)=3—4cosx=3—4+4(1 —cosx)=—1+ 8sin2%;
8sin2% 1k f. bolany iigin, limf(x) =—1 bolar. limg(x) =

= lim SIDX _ | (birinji ajayyp predel). Diymek, f(x) we g(x) funksi-

x—0 X
yalaryil predelleri bar bolandygy {i¢in, predelleriii {igiinji hisiyetini

ulanyp alarys:

lim (3 —4cosx)sinx
x—0 X

= lim(3 — 4 cosx) SI;IX =

= lim(3 — 4 cosx) - lim Sl;x =—1-1=-1

3. Tapmaly: lim(3 — 4sinx + 5 cosx).

=5

Predellerin ikinji hisiyetine gori,

lim(3 — 4sinx + 5Scosx) = lim3 + lim(—4sinx) + lim5 cosx.

x—L x=-T x—L x—L

4 4 4 4
Indi birinji hésiyeti ulanyp, hemiselikleri predel alamatynyn
dasyna ¢ykaralyn:

lim(3 — 4sinx + Scosx) = lim3 — 4lim sinx + 5 lim cosx.

x—2 x—-T x—Z x—-T

4 4 4 4
Predelleriii hersini ayratynlykda tapalyn:
lim3 = 3;
. 4 . . T . T . X % X+ %
sinx = sinx —sin“- + sin- = sin“- + 2sin 5o oS5
X — % X+ %
sin 5 ~ tkf., cos 5 cikli funksiya. Bu funksiyalaryn
x—rl4
X — % x + %
kopeltmek hasyly 2 sin ) ~ tkf. bolar. Sona gora-de
x—ml4
lim sinx = st alarys.
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s T T % T %
COSX = COSX — COS - + COS - = COSZ — 2sin 5 s
X+ X=X+
sin 5 cékli funksiya. Diymek, 2 sin 5 sin 5 ~ t.k.f.bo-
x—m/4

lar. Sona goré-de, lim cosx = cos— bolar. Tapylan predelleri yerine

goyup alarys: 1

lim(3 — 4sinx + Scosx) =3 — 4 sz+ 5COS%
=342 45223002

§9. Tiikeniksiz kicileri ulanyp, predeli
tapmak diizgiinleri

1-nji diizgiin. Eger anlatmanyn predeli tapylanda tiikeniksiz kigi

kopeldiji hokmiinde gelyédn bolsa, onda ony ona dengiiy¢li tiikeniksiz
kici bilen ¢alsyrsak, predel iytgemeyar.

Mysallara seredeliii.

1. hm sinx

x—0

predeli tapmaly.

sinx ~ tkf. we ol kopeldiji hokmiinde gelyir. Onda sin x funk-
siyany onla dengiiy¢li x bilen galsyryp taparys:

2. lim ax; L predeli tapaly.

x—0

a'—1 ~ tkf. we ol kopeldiji hokmiinde gelydr. Diymek, a* — 1
funksiyany ona dengiiycli x - Ina bilen ¢alsyryp alarys:

lim@ =1 — jjm xIna
x—0 X x—0 X

= lifr(} Ina = Ina.
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e —1 : -

3. lim Sinx predeli tapalyn.
e —1 ~tkf. we ol képeldiji hokmiinde gelyér. Diymek,

e — 1 funksiyany ona dengiiy¢li tgx bilen g¢alsyryp alarys:
e —1 _ .. tex N

im=-—— = lxlpol Sinx . Bu yerde tgx ~ t.kf., sinx ~ t.kf we olar

kopeldiji hokmiinde gelydrler. Diymek, olary 6zleri bilen dengliycli

tiikeniksiz kigilere ¢alsyryp alarys:

. tex . t .
hme.i1 = lim 'g,x = lim%* = 1.
x=0  Sinx x~0 sinx X0 X

2-nji diizgiin. Eger anlatmanyn predeli tapylanda iki tiikeniksiz
ki¢inin jemi kopeldiji hokmiinde gelyén bolsa we olaryi biri beylekd
gord yokary tertipli tiikkeniksiz kigi bolsa, onda yokary tertipli kigi
taglananda predel iiytgemeyar.

Mysala seredelin.

lim3x+ 1 — cos X,
=0 2x 4 a7 4 x
peldiji hokmiinde gelyér we 1 — cosx funksiya 3x-e gord yokary tertipli

tilkeniksiz kigi; 2x we x>+ x* funksiyalaryn jemi kopeldiji hokmiinde
gelyar we x*+ x* funksiya 2x-¢ gord yokary tertipli tiikeniksiz kigi.
Diymek, predel tapylanda 1 — cosx tiikeniksiz kigini we x*+ x* jemi
taslap bileris. Alarys:

3x we 1 — cosx tiikeniksiz kigilerifi jemi ko-

lim 3x+ 1 — cosx = |lim 3% 3x _ l1mi %

=0 2x + a7+ x° =0 2x  x=02

3-nji diizgiin. Eger afilatmanyn x — x, predeli tapylanda f(x) + a(x)
jem kopeldiji hokmiinde gelyan bolsa we f(x ) # 0, a'(x) ~ t.kf. bol-
sa, onda a@(x) funksiyany taglafida predel iiytgemeyar. ™

Mysallara seredelii.

sin —%)
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peldiji hokmiinde gelyir we 3cosx ~ f.kf. Sona gord, 3cosx funk-
=3

siyany taslasaii-da, predel tiytgemeyar:

(1 + 3cosx)-sin(x — % 1-sin(x — &
lim ﬁ( 2):11%¥:1
X—j X—T

2. lim Ccosx + smx
=0 cosx + X’

hokmiinde gelyidr, cos0 = 1 # 0, sinx ~ t.kf. Diymek, predel tapy-

predeli tapalyni. sinx + cosx jem kopeldiji

landa sinx funksiyany taslap bolyar; cosx + x*jem kopeldiji hokmiinde
gelyir, cos0 # 0, x* ~ t.kf. Diymek, predel tapylanda x* funksiyany

hem taglap bilyéris. Alarys:

cosx + sinx _

lim 3 mEOSX 1.
=0 COSX + X *=0 COSX

§10. Predeli bar funksiyalar barada
teoremalar

1-nji teorema. Eger f(x) funksiyanyf x — x, predeli bar bolsa
we ol predel noldan uly bolsa, onda x, nokadyn kébir II; etrabynda
f(x)> 0 bolar.

Subudy. Goy, limf(x) = a; a > 0 bolsun. Predelini kesgitleme-
sine gord f(x) = a+ a(x), a(x) ~ tkf. bolar. Tikeniksiz ki¢inin
a
2
hemme nokatlary ti¢in | @(x)| <
bolsun. Alarys:

flx)—a=a(x)=|fx)—al< T=fx)—az-F = fx) = 5> 0.

kesgitlemesine gord, € = < san tigin 1L} etrap tapylyp, sol etrabym

% detisizlik yerine yeter. Goy, x € T},

Suny hem subut etmek gerekdi.
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2-nji teorema. Eger limf(x) = a, a < 0 bolsa, onda x,

X=X,

nokadyi kabir IT; etrabynyn 1slend1k nokady ti¢in f(x) < 0 bolar. Bi-
rinji teoremanyi subudyna menizes bolany ii¢in, bu teoremanyn subudy
getirilmeyér.

3-nji teorema. Goy, kébir IT; etrapda f(x) = f(x)=<f,(x)
deiisizlik Yerine yetsin we lim f (x) = a; limf,(x) = a bolsun. Onda
limf(x) = a bolar. Y

X**X

Subudy. Berlipdir:
F(x) = flx)=f(x), limf(x) =a; limf,(x) = a. Predelii kesgit-
lemesine gora, ' '

fx)—a=a/(x), a(x)~tkf, f(x)—a=a,(x), a,(x)~tkf

X—X X—=X

bolar. f(x)=<f(x)=<f(x) densizligiii ti¢ boleginden hem «a sany
ayryp, alarys:

fx)—as<flx)—a<f(x)—a yada a/(x)<flx)—a=a (x).
Bu yerden f(x)—a = B(x), B(x) -~ Lkf. gelip ¢ykyar. Bu bolsa
limf(x) = a diymekdir.

X**X

Mysallara seredelifi. 40-njy suratda x*+ y*= 1 tdweregin DA
dugasy berlen. Onda:

S <S <S

AOAD sektorOAD AOBD’

1Lop. Lop. v Lop.ap
2OD AC<2OD x<2OD BD;

1. 1,1l
5 lsmx<2 1x<2 1-tgx.

Sonky densizligi %sinx-e boliip alarys:
x o1
sinx  cosx

SIHX

1< va-da 1> L cosx.
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40-njy surat

Deiisizlikde x — 0 predele gegelin: li{gll =1, li{{)lcosx =L
Diymek, ii¢iinji teorema gor, ljg}% = 1 bolar.

Goy, x > 0 bolsun. Birinji teorema gord x = 0 nokadyn kébir

etrabynda sinx 1 yjar Bu yerden sinx > 1y alarys. Belli bolgy yaly,

X 2 2
sin x < x densizlik yerliklidir. Diymek, x -ifi ki¢i bahalary {i¢in
% < sinx < x deisizlik yerine yeter. Argumentin otrisatel bahalary
ticin % > sinx > x densizlik dogrudyr.

§11. Funksiyanyn birtaraply predelleri

Biz funksiyanyn predelini
fx)=a+a(x), a(x) Sk, (1)

denllik boyunga kesgitledik. Goy, diyelin, (1) difie x < x,bahalar ti¢in
dogry bolsun. Bu yagdayda a sana f(x) funksiyanyfi x, nokatdaky ¢ep

------

lim f(x)=a (2)

xHxO70

diyip yazylyar. x — x, — 0 diymek x < x, x — x, diymekdir. Eger-de
(1) denlik difie x > x, bahalar tligin dogry bolsa, onda a sana f(x) funk-

------

lim f(x)=a (3)

x—x0+0
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gorniigde yazylyar. Bu yerde x — x + 0 diymek x < x, x — x diymek-
dir Taraply predelleriﬁ ikisine bilelikde ﬁlnksiSIanyﬁ birtaraply predel-

......

predelinini bolmagy icin, onun birtaraply predellermm bolmagy We
olaryi ézara deit bolmagy zerur hem yeterlikdir. Yagny asakdaky
denlik yerlikli bolar:

limf(x) = lim f(x) = lim f(x).

X=X, X=X -0 X=X, +0
1-nji mysal. f(x) funksiya x = 0 nokadyn towereginde
flx) = smx’ x <0 Ugin,

flx)=x+4, x=0 lgin,
deilikler bilen kesgitlenyar. Funksiyanyn x — 0 predeli barmy?

Funksiyanyn ¢ep taraply predelini tapalyn:

lim f(x) = lim S5 sinx _

X=X — X%, -0

Sag taraply predelini tapalyn:
lim f(x) = ll{)go(x +4)=4.

X=X +0
Cep taraply we sag taraply predeller bar, emma olar 6zara den dal.
Diymek, limf(x) — yok.
2-nji mysal. Funksiya

flx)=cosx+1, x=2,

f(x)zxiz, x<?2

denlikler bilen kesgitlenen. Funksiyanyn x — 2 predeli barmy?
Funksiyanyn ¢ep taraply predelini tapalyn:

. T 1 i
xbg[lof<x) - xngzlox — 2 =T
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Funksiyanyn sag taraply predelini tapalyn:
lim f(x) = lim (cosx + 1) = cos2 + 1.
Funksiyanyii gep taraply predeli yok. Diymek, limf(x) — yok.

3-nji mysal. Funksiya f(x)
flx)=cosx+ 1, x=<mx/2,
flx) = %x x> 72

denlikler bilen kesgitlenen. Funksiyanyn x — #/2 predeli barmy?
Funksiyanyn ¢ep taraply predelini tapyarys:

lim f(x) = lim (cosx+1)=1.

xX—7/2—0

Sag taraply predeli tapyarys:

. 2
Jim Ax) = Jim g =1
Sag taraply we ¢ep taraply predeller bar we olar deii. Diymek, funk-
siyanyii predeli bar we ol 1-e defi, yagny lim flx)=1.

§11. San yzygiderlikleri

0,1,2,...,n,...sanlar bilen belgilenena, a ,a,...,a , ... sanlar kop-

......

......

yetse, onda {a } yzygiderlik monoton kemelyéin yzygiderlik bolar.
Tersine, a, < a, , defisizlik yerine yetse, onda {a,}> monoton &sydn
yzygiderlik bolar. Eger-de yokardaky densizlikler Vn = n, sanlar ligin
dogry bolsa, onda {a.}; yzygiderlik uzakda monoton kemelyén ya-da
Osyén diymegi kabul edelin.

Kesgitleme. Eger kibir a san {i¢in we Ve > 0 san tigin 7, (&) san
tapylyp, n = n (e) defisizligi kanagatlandyryan Vn {i¢in |a — a,|< &
densizlik yerine yetse, onda a sana {a, } yzygiderligifi n tiikeniksizlige
ymtylandaky predeli diyilydr we ol lima, = a bilen belgilenyir.

n—oo
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Matematiki derfiewde subut edilisine gord asakdaky teorema
dogrudyr.

Teorema. Yokarsyndan ¢ékli monoton 6syin yzygiderligiii
ya-da asagyndan ¢é@kli monoton kemelyin yzygiderligin predeli bardyr.

Mysal ligin, a, = (1 + %) yzygiderlik yokarsyndan ¢idklenen mo-
noton 6sydn yzygiderlikdir. Teorema gord onun predeli bar. Ol predeli
e bilen belgileyirler, yagny lim(l + %)n = ¢; e — natural logarifmin

esasy bolyan irrasional sandyr (e = 2,71...). Yokarky predele mate-
esasy meselelerininl biri yzygiderligin predeh baradadyr. Bu meseld
degisli 6rdn kop teoremalar bar. Biz yokarda monoton yzygiderlikler
barada teoremany getirdik. Indi su nazaryyetde esasy bolan Kosinin
teoremasyny getirelin.

Kosiniii teoremasy. Islendik € > 0 san ii¢in n, (&) san tapylyp,
n=n/(e), m=n,(e) deiisizlikleri kanagatlandyryan Vn,m tgin
|a, — a,|< € densizligini yerlikli bolmagy {a,}* yzygiderligin prede-
linitt bolmagy tig¢in zerur hem yeterlikdir.

{a,}7, we {b}> yzygiderlikleriii jemi {a, + b,}*, tapawudy

{a,—b,}, kopeltmek hasyly {a, b}~ we payy {b” }m yzygiderlik

bolyar. Eger {a,}* we {b,}> yzygiderliklerin predelleri bar bolsa,
yagny lima, = a, limb, = b bolsa, onda olaryf jeminii, tapawudynyn,
kopeltmek hasylynyii, b # 0 bolanda payynyn hem predeli bardyr we
asakdaky diizgilinler dogrudyr:

lim(a,+ b,) = lima, + limb; lim(a,—b,) = lima, — limb,;

n— oo n— oo n— oo n—oo n— oo n— oo

lima,

h—oo 7

!;EIE ( an ) l,lg.} a lerE b n—oo b llm b

n—oo

Yzygiderliklerinn predellerini tapmak meselesine biz yene-de
gaydyp geleris.
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§12. San yzygiderlikleri we olaryi predelleri

San yzygiderliginiii predeliniil yene bir kesgitlemesini getirelin.
[0, ) aralykda kesgitlenen islendik f(x) funksiyanyn x=0,x =1,
x =2, ..., umuman, argument bitin sana den bolandaky f(0), f(1), f(2), ...

Adatga, f(0) = a,, f(1)=a, f(2)=a,, ... belgilenip, yzygiderlik

a,a,a,, ...,a

12 4y FERTE

gorniigde ya-da gysgaca {a, | gorniisde yazylyar. a, a,, a,, ... sanlara

rrrrrr

dik agzasyny a = f(n) formula arkaly kesgitleyérler.
Mysal iigin, a = 2", n =1, 2, ... bolsa, onda yzygiderlik

2,22,2%,..,2 ...

gorniigde, eger @, = 3 +2n, n = 2, 3, ... bolsa, onda yzygiderlik
7,9,11,..,3+2n, ...
gorniisde bolar. San yzygiderlikleri bilen bagly esasy bir mesele —

agzalaryn tertip belgileri tiikkeniksizlige ymtylanda olaryn 6zlerini alyp
baryslary, yagny yzygiderligin predeli baradaky meseledir.

Kesgitleme. Islendik £ >0 san tigin N> 0 san tapylyp, Vn > N licin
|d | <e detisizlik yerine yetse, onda {d, }* yzygiderlige n tiikkeniksizlige

rrrrrr

d, ~tk.y.
bilen belgilenyir. e

Kesgitleme. Eger {a,}> yzygiderlik li¢in a san tapylyp, yzy-
giderligin agzalary {i¢in
a,=a+d, d, ~tky. (1)

denlik yerlikli bolsa, onda a sana {a, } yzygiderligin » tiikkeniksizlige
ymtylandaky predeli diyilyér we ol
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lima, = a

n—oo

gorniisde yazylyar. Predeli bar yzygiderlige yygnanyan yzygiderlik

------

......

Yzyglderhgln predelinin getirilen diirli kesgltlemesmln dengiiyc-
lidigini subut etmek kyn déldir.

f(x) [0,00) aralygynda kesgitlenen funksiya bolsun. {a }=,
a = f(n) yzygiderlige seredelin. Eger £ig_}f(x) = a bolsa, onda a san

{a,}; yzygiderligin peredeli bolar, yagny lima, = a deflik dogrudyr.

“. ., _ N
Mysal. {a }*; a, = P
yerden f(x) = . _’i T alyp bileris, sebdbi a, = f(n) boljagy diisniiklidir.

yzygiderligin predelini tapalyn. Bu

Diymek,
lima, = lim n_ -1
n—oo e+ 1
diyip yazmak bolar.

Kop yagdayda lim f(x) yok bolsa, onda lima, hem yok bolyar.
Emma bu hemme wagt beyle déldir. Mysal ticin, {tg( 4 + mz)}o
yzygiderligin hemme agzalary 1-e dei bolany sebépli, ol yygnanyandyr.
Bu yerde a, = tg(% - mz) bolany lgin, f(x) = tg(% - x7r> alyp
bileris. Emma

limf(x) = limtg( -+ x7)

yokdur. Geljekde yzygiderlikler baradaky getirilen maglumatlaryi
yeterlik boljakdygy sebépli, biz su diisiinjeler bilen ¢édkleneris.
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§13. Uzniiksiz funksiyalar

Bellibir kopliikde kesgitlenen funksiyalaryini hemmesinint top-
lumyny 0wrenmek meselesi 0rdn ¢ylsyrymly meseleleriii biridir.
Bu isi yeiillesdirmek iicin bellibir hésiyetlere boyun funksiyalaryn
toplumyny owrenyérler. Meselem, ¢yzykly funksiyalaryn kopliigi,
kwadratik funksiyalaryn kopliigi, kopagzalaryn kopliigi, yonekey
funksiyalaryn kopliigi we s.m. Uzniiksiz funksiyalar kopliigi hem hut
seyle kopliiklerin biridir. Goy, [a,b] kesimde f(x) funksiya kesgitlenen
diyelin we x, x, nokatlar sol kesimde yatsynlar.

1-nji kesgitleme. Eger
lim(x) = f(x,) (1)

denlik yerine yetse, onda f(x) funksiya x nokatda tizniiksiz diyilyér.
Diymek, x nokatda tizniiksiz bolmak ti¢in /(x) funksiyanyti x — x,
predeli bolmaly we ol predel f(x,)-a defi bolmaly.

2-nji kesgitleme. Eger f(x) funksiya [a,b] kesimin islendik no-
kadynda tizniiksiz bolsa, onda ofa [a,b] kesimde lizniiksiz funksiya
diyilyédr we bu yagday f(x) € C [a,b] gbrniisde belgilenyr.

Predelin hésiyetini ulanyp, (1) denligi
J(x) = f(x,) + a(x), )

a(x) ~ tkf.

0

gorniigde yazyp bolyar. (2) defiligi hem funksiyanym x, nokatda tizniik-
sizliginin kesgitlemesi hokmiinde kabul etse bolar.

Mysallara yiizlenelin. Goy, x, x-ler okunyi islendik nokady bol-
sun. lim sinx = sinx, bolyandygyny subut edelifi. Alarys:

X=X

X — X, X+ X,
* COS :
2 2

sinx — sinx, = 2sin
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X+ x,

Bu yerde 2 cos — ¢akli funksiya, yagny x-il we x-ufi

islendik bahalarynda |2 cos% <2 deiilik yerliklidir. sin™ - %

funksiya bolsa x—x, tiikkeniksiz ki¢idir. Onda z.k.f-laryn hdsiyetine gord
a(x) = 2sin X ;x" cos > ;x"; a(x) ~ tkf. bolar. Diymek,

0

sin x = sin x, + a(x),

a(x) ~ tkf.

=X

diyip yazyp bileris. (2) denlligifi esasynda sinx x,nokatda tizniiksizdir
diyip bileris. Seylelikde, sinx funksiya x-ler okunyfi islendik x; no-
kadynda iizniiksiz bolyar. Bu bolsa sinx biitin x-ler okunda tizniiksizdir
diymekdir, yagny sin x € C(— oo; o). sin x funksiyanyn su hésiyeti
hemme yonekey funksiyalara-da degislidir, yagny asakdaky tassyklama
dogrudyr.

Tassyklama. Hemme yonekey funksiyalar, olaryn iistiinde al-
gebraik amallary gecirmek bilen alynyan funksiyalar, bir yonekey
funksiyany beyleki yonekey funksiyanyn argumentinin yerine goylup
alynyan funksiyalar 6z kesgitlenen yaylalarynda iizniiksizdirler.

Mysal ligin, y = v'sinx + Incosx; y = a'®; y = Insina* funksi-
yalar 6z kesgitlenen yaylalarynda {izniiksizdirler.

Uzniiksiz funksiyalara basga hili kesgitleme hem bersefi bolar.
Bizin bilsimiz yaly, a(x) Lk f. diymek islendik & > 0 san {igin

seyle bir I} etrap tapylyp, sol etrabyfi hemme nokatlarynda |e(x)| <&
densizlik yerine yetydr diymekdir. Indi tizniiksiz funksiyany kesgitleyin
(2) denligi f(x) — f(x,) = a(x) gorniisde yazsak we @(x) ~ t.k.f. bol-

yandygyny goz oniinde tutsak, biz seyle kesgitlema geleris.

3-nji kesgitleme. Eger f(x)—f(x,) ~

X=X

tkf. bolsa, onda f(x)

......

bolar.
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4-nji kesgitleme. Islendik & > 0 san ii¢in seyle bir Hf.o etrap ta-
pylyp, sol etrabyi islendik x nokady tigin | f(x) — f(x,)| < € defisizlik

......

Bellik. f(x)—f(x,) = Af bilen belgildp, limAf = 0 defligi

lizniiksizlik bilen dengiiy¢liidigini tassyklamak bolar.

§14. Funksiyanyn iizniiksizliginin
geometrik manysy

Goy, f(x) funksiya x  nokatda tizniiksiz bolsun. Onda ol x, nokadyti
kébir etrabynda kesgitlenen bolmaly we lizniiksizligin kesgitlemelerinin
biri yerine yetmeli. Su yerde ol kesgitlemeleriiit hemmesinini 6zara
dengiiycliidigini bellemek zerurdyr. 4-nji kesgitlemad goré, f(x) funk-
siya x, nokatda lizniiksiz bolsa, islendik & > 0 san {i¢in seyle bir Hi
etrap tapylyp, sol etrabyn hemme x nokatlary ti¢in | f(x) — f(x,)| < e

densizlik yerine yetyar. Bu bolsa, x IT%, etraba degisli bolanda, f(x) Hj(x0>
etraba degisli bolyar diymekdir. Munun yonekeyje geometrik manysy
bar. Berlen koordinatalar ulgamynda dért sany x = x, — J, x = x, + 0,
y=f(x)—¢&, vy =[f(x,) + ¢ gonileri gegirelii (41-nji surat).

ya Y=/

fu)+el \B__C

VA pI3 %’ﬂx&)

| N~
f(x,)—€ A ;Y26D
0 X,—0% x,+06 X

41-nji surat
f(x) funksiya iizniiksiz, diymek, yokarda aydylysyna gora, x € Hfo
bolanda f(x) € H;xo) bolyar. Bubolsa [x—x | <d bolanda | f(x) —f(x,)| <&
bolyar diymekdir. Sonky densizlikler f(x) funksiyanynl grafiginin,
b — x,| <  bolanda, merkezi M(x,, f(x,)) nokatda, ini 24, beyikligi 2¢
bolan gontiburglukda yatyandygyny anladyar. Tersine, eger f(x) funksiya
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x, nokatda Uzniiksiz bolmasa, kébir ¢ > 0 san tapylyp, -ny ndge kigi
alsak-da, |x —x | <d bolanda f(x) funksiyanyn grafiginiii bolegi hokman
ABCD goniibur¢lugyn dasynda, yagny onun BC tarapyndan yokarda
ya-da AD tarapyndan asakda yerleser (42-nji surat).

) _
y =/
flx,)+e B ?
So)t------ 2e|__ M\(X S(xp)
flx,)—¢€ A 35 D
! g
(0] X,—0 X, X, +0

42-nji surat

§15. Uziilyin funksiyalar

Funksiyanyn lizniiksizligini yene bir gezek kesgitldlin. Goy, f(x)
[a,b] kesimde kesgitlenen, x; € (a, b) bolsun.

5-nji kesgitleme. Eger x nokatda funksiyanyn birtaraply predelleri
bar bolsa we olaryt ikisi hem f(x,)-a defi bolsa, onda f(x) funksiya x,

Bu kesgitleméninl onkiiler bilen dengiiycliidigini subut etmek
okyjylaryn 6zlerine galdyrylyar.

6-njy kesgitleme. Eger x nokatda funksiyanyil birtaraply
predellerinini il bolmanda biri yok bolsa ya-da olaryn ikisi hem bar,
yone 0zara den dil bolsa, ya-da olaryn ikisi hem bar we dei, yone olaryn
umumy bahasy f(x )-a defi bolmasa, onda f(x) funksiya x, nokatda
liziilydn funksiya diyilyir, x, nokada bolsa tiziilme nokady diyilyar.

Uziilme nokady iki hili bolyar. Eger x, nokatda funksiyanyf bir-
taraply predelleri bar bolsa, onda seyle iiziilme nokadyna birinji gérniisli

baglylykda, x, nokat f(x) funksiyanyn birinji gorniisli tiziilme nokady
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bolsa, onda f(x) funksiyanyn x, nokatda birinji gorniigli tiziilmesi bar
diyilyar, eger-de x, nokat ikinji gorniigli iziilme nokady bolsa, onda
ikinji gorniigli tizilmesi bar diyilyéar. Mysallara gecgelin.

1-nji mysal. y = 1 funksiyany x = 0 nokatda derfiemeli. Bu funk-
siyax = 0 nokatda kesgitlenmedik, diymek, ol sol nokatda liziilyéndir.
Sebébi f(x) funksiya x = 0 nokatda {izniiksiz bolyan bolsa, kesgitlemi
gord, sol nokatda kesgitlenen bolmaly. Funksiyanyn x = 0 nokatda ¢ep
taraply predelini tapalyh. lim f(x) = 1}(@0% = — o0, yagny predel yok.
Diymek, x = 0 nokat ikinji gorniisli iiziilme nokady bolyar. Sonuii {igin
y :)16 funksiyanyn x = 0 nokatda ikinji gorniisli tiziilmesi bar.

, x =05
2-nji mysal. Ax) = {x X
cosx, x>0

funksiyany x = 0 nokatda derniemeli. Birtaraply predelleri tapalyn.
lim f(x) = limx = 0; l}g{lof(x) = limcosx = 1. Gorsiimiz yaly,
predeller 6zara den dél. Sona gord x = 0 nokat birinji gorniisli tiziilme
nokady, f(x) funksiyanyn bolsa sol nokatda birinji gorniisli iiziilmesi
bardyr.

3-nji mysal.
sinx .
f(x)={ x 0 X7
0, x=0
funksiyany x = 0 nokatda barlamaly. Berlisine gord, f(0) = 0.
lim SINX — |jmy SINX _ 15 SINX _ 1 Birtaraply predeller 6zara def,
x-0-0 X x-0+0 X x—0 X

emma olaryn umumy bahasy 1 bolup, f(0) = 0 baha den dil. Diymek,
x = 0 nokat birinji gérniisli iziilme nokatdyr.

4-nji mysal.
sinx .
)= { X0
1, x=0
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funksiyany x = 0 nokatda derfiemeli. Berlisine gord, f(0) = 1;

SINX _ jj SINX _ | Divmek, 5-nji kesgitlemd gord, f(x) funk-

siya x = 0 nokatda {izniiksizdir.

P(x)

(x)
bolsalar, onda f(x) funksiyanyii liziilme nokatlary Q(x) maydalawjynyn
nollarynyti i¢inde bolmaly. Ozi hem, eger x, O(x)= 0 defilemédnin koki
P(x,) # 0 bolsa, onda x, hokmany liziilme nokadydyr.

Bellik. Eger f(x) = bolsa, P(x), Q(x) tizniiksiz funksiyalar

sinx

5-nji mysal. f(x) = 3 funksiyanyn iiziilme nokat-

X' —2x — T
laryny tapmaly. Bu yerde P(x) = sinx, Q(x) = x> — 2x — % lizniiksiz
funksiyalar. Diymek, tiziilme nokatlary x* — 2x — % = (0 denleménin
koklerinin i¢inde bolmaly. Defileméni ¢oziip taparys: x, = %, X, = —%.

sin% # 0, sin(—%) # 0 bolany sebépli, bu nokatlarynl ikisi hem

liziilme nokadydyr.

§16. Uzniiksiz funksiyalaryh hisiyetleri

Uzniiksiz funksiyalar we olaryi hésiyetleri matematikanyi hut
ozliinde we beyleki ugurlarda giiiden ulanylyar. Sonun ii¢in onuil
hésiyetlerinin iistiinde durup gegelint we anyklyk {i¢in olary teoremalar
gorniisinde getirelin.

1-nji teorema. Eger f(x) we g(x) funksiyalar [a,b] kesimde
lizniiksiz bolsalar, onda sol kesimde f+ g, f—g, /- g we {; funk-
siyalar hem tlizniiksiz bolarlar. i funksiyanyi lizniiksiz bolmagy ii¢in
gosmaca g(x) # 0, Vx € [a,b] sert yerine yetmelidir.

Teoremanyi subudy predeli bar funksiyalaryn hasiyetlerinden ge-
f(x)

lip ¢ykyar. Dogrudan hem,
p CyKy g g(x)

funksiyanyi lizniiksiz boljakdygyny
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S(x)

g(x)
daky predelini tapalymi. Serte gord f(x) we g(x) x,nokatda tizniiksiz. Diy-

mek, !{iglf( x) = f(x,), 11mg(x) = g(x,), 0zi hem g(x ) # 0. Onda pre-
Ao M) g
wg(x) limg(x) —og(x,)

gatnagygyn x, nokatda tizniiksizligini

subut edelin. Goy, x, € [a,b] bolsun. funksiyanyfi x — x, bolan-

deli bar funksiyalaryn hasiyetine gora, hm

Sx)

g(x)
afiladyar. x, nokadyn [a,b] kesimifi islendik nokady bolany ftigin, bu
f(x)

g(x)
Beyleki yagdaylar hem edil sunuii yaly subut edilyar.

Bu denlik kesgitlemé gora

yerden funksiyanyn [a,b] kesimde iizniiksizligi gelip ¢ykyar.

2-nji teorema. Eger f(x) € Cla, b], x, € [a, D] bolsa we
S(x) <0 (f(x,) > 0) densizlik yerine yetse, onda x, nokadyn kébir

etrabynda f(x) < —°~ f( %) ( f(x)> 1, >> defisizlik yerine yeter.

Subudy. f(x) funksiya x, nokatda lizniiksiz. Diymek,

lim flx) =f(x,). € = [f(x)] alalyfi. Predelin hasiyetine gord, 11

2
etrap tapylyp, Vx € l_[(3 ticin | f(x) — f(x,)| < ‘f(

%)| densizlik ya-da
°)| defisizlik yerlikli bolar. f(x,) > 0

yagdaya seredelii. —|f(27°)| < flx) — f(x,) defisizlikden alarys:

7o) =G ) = e = 80 < iy = FE) i,
Sf(x,) <0 yagday hem edil seyle subut edilyar.

3-nji teorema. Eger f(x) € C[a, b] bolsa we f(x) funksiyanyn a
we b nokatlardaky bahalary f(a) we f(b) diirli alamatly sanlar bolsalar,
onda (a, b) aralygyn iii bolmanda bir nokadynda f(x) nola owriiler.
Yagny it bolmanda bir ¢ € [a, b] iigin f(c) = 0 deilik yerine Veter.
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Subudy. Anyklyk {i¢in f(b) < 0 diyelin. [a, b] kesimin f(x) > 0
serti kanagatlandyryan nokatlarynyn kopliigini 4 bilen belgilalin.
A-nyi [a, b] kesimde yatany {li¢in onuni takyk yokarky cégi bar. Goy,
ol ¢ nokat bolsun, ¢ nokat [a, b] kesimin i¢ki nokadydyr. Eger ¢ nokat 4
kopliige girse f(c) > 0 bolardy we 2-nji teorema gora f(x) > 0 denisizlik
¢ nokadyn kébir etraby {icin yerine yeterdi. Bu bolsa ¢ nokat takyk
yokarky cdk dil diymek bolardy. Eger-de f(c) < 0 bolsa, onda f(x) <0
densizlik, 2-nji teorema goré, ¢ nokadyn kébir etrabynda yerine yeterdi
we bu hem c¢ takyk yokarky ¢dk dil diymek bolardy. Sona goré diie
f(c) =0 yagday galyar. Suny hem subut etmek gerekdi.

4-nji teorema. Eger f(x) € C(a, p) bolsa we (a, ) aralygyn
islendik iki x = a we x = b (a < b) nokatlarynda diirli f(a) =4, f(b)=B
bahalara eye bolsa, onda 4 we B-nin arasynda yatyan islendik ¢ san
ligin x,, € (a, b) nokat tapylyp, f(x,) = c defilik yerine yeter.

Eger tize f(x) — ¢ funksiya [a, b] kesimde seretsek, onda teorema-
nyn subudy 3-nji teoremadan gelip ¢ykyar.

3-nji we 4-nji teoremalar ulanysda denileméanin kokiinini barlygyny
subut etmek ti¢in giiden peydalanylyar. Goy, f(x) € C(a, f) we f(x)=c
deiileméniil (e, p) aralykda kokiinin barlygyny barlamaly bolsun.
Eger (a, p) aralykda x = a, x = b nokatlar tapylyp, f(a) < ¢ < f(b)
(f(a) = ¢ = f(b)) densizlikler yerine yetse, onda 4-nji teorema gord
X, € [a, b] nokat tapylyp, f(x,) = c defilik yerine yeter. Bu bolsa f(x) = ¢
defileménif x = x, koki bar diymekdir.

Mysal. Islendik ték derejeli kopagzanyn it bolmanda bir hakyky
kokiinin bardygyny gorkezmeli.

Coziilisi. f(x) = x" + ax" ! +...+a_ tik derejeli kdpagza berlen.
f(x) € C(— o, ) bolyar. f(N) - f(— N) sanyni N yeterlik uly bolandaky
alamatyny anyklalyn:

AIN)-F=N) = N'(1+ 5+ T+ o+ 35 ) (- N) =

N N N*
X(l +L+L+ _}.L) =
N =Ny T (=N

=—N*(1 +% + )(1 + _a]lv +..)-
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Diymek, N-in yeterlik uly bahalarynda f(N) - f(— N) <0 bolyar. Bu
bolsa f(—N) we f(N) sanlaryii diirli alamatly sanlar boljagyny gorkezyar.
Sona gord, f(x) funksiya [- N, N]kesimde 3-nji teoremanyn sertlerini ka-
nagatlandyryar. Teoremanyn esasynda kébir x € (= N, N) tigin f(x ) = 0
bolyar. Suny hem subut etmek gerekdi.

Mysal. sinx — L v = 0 defileminin koklerinifi barlygyny derne-

2
meli. f(x) = sinx — %x funksiya biitin x okunda {izniiksiz, f(0) = 0;
T\—gpZ _ T _1_T —sinr— %X —_T
f<2) siny— 7 1 4>O, f(r)=sinx > 2<O.

f(x) tik funksiya. Sona gora-de f(—%) <0, f(—=m)>0. 3-nji teo-

rema gori (— T, — l), <£, 7{) aralygyn her birinde sinx — % = 0

2/7\2 2
defilemédnin in bolmanda bir koki bardyr. Diymek, berlen defilleminini
— . . E E o ) v e s ’, .
x, =0, x,€& ( T, 5 ), x, € ( ik 7r> ti¢ koki bar. I tasin yeri sol

denilleménin sulardan basga kokiinini yoklugydyr. Subut etjek bolu.

5-nji teorema. [a,b] kesimde iizniiksiz f'(x) funksiya sol ke-
simde ¢iklidir. Yagny M > 0 san tapylyp, Vx € [a,b] iigin |f(x)| < M
densizlik yerine yeter.

Subudy. Goy, f(x) [a,b] kesimde ¢dksiz bolsun. Onda {x }*
(Vk tiginx, € [a, b]) yzygiderlik tapylyp, lim f( ,) = oo bolar. Goy, x,
nokat {x, } yzygiderligin giirliik nokady bolsun we {x, ¥ yzygiderlik
{x,} yzygiderligifi x, nokada yygnanyan bolek yzyglderhgl bolsun.
Onda ;(l_l’g f(x, ) = oo bolar we &1{3 f(x,) = f(x,) defilik yerine yetmez.
Bu bolsa f(x) funksiya x, nokatda tiziilyéar diymekdir. Su alnan gargylyk
teoremany subut edyar.

Teoremanyn geometriki manysy bar. Eger f(x) € C[a,b] bolsa, onda
M > 0 san tapylyp, f(x) funksiyanyn [a,b] kesimdidki grafigi y = — M,
¥ = M gonliiler bilen ¢dklenen yaylada yatar (43-nji surat).
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ylk

43-nji surat

6-njy teorema. Eger f(x) € C[a,b] bolsa, onda ol sol kesimiil
kébir nokadynda il uly baha, kibir nokadynda i1l ki¢i baha eye bolar.

Subudy. 5-nji teorema gord, f(x) funksiyanyn [a,b] kesimde
alyan bahalary san okunda 4 — ¢ékli kopliik emele getiryar. Goy, m
we M sol kopliiginn degislilikde takyk asaky we yokarky cékleri bol-
sun. Teoremany subut etmek licin m € 4, M € A degislilikleri subut
etmek yeterlikdir. M € 4 boljagyny subut edelin. Takyk yokarky ¢égin
kesgitlemesine gora lklfg f(x,) = M serti kanagatlandyryan { f(x )},

x, € [a,b] yzygiderlik tapylar. Goy, x, € [a,b] nokat {x, > yzygiderligin
gurliik nokady bolsun. {x }* yzygiderligin x, nokada yygnanyan
{x, )= bolek yzygiderligini alalyn. Diymek,

rip=1

limx, = x,

p—oo Kp

lp{tg f(xkp) =M

denllikler yerine yetmeli. f(x) funksiyanyfi x, nokatda tzniiksizligi
sebépli

mf(x, ) = f(x,)

p—oo

defilik hem yerine yeter. Bu defliklerden alarys: M = f(x ). Sona go-
rd-de M € A4; m licin hem edil seyle subut edilyar.

Bellik. Funksiyanyn seredilyén yaylasynyn kesim bolyany 6rédn
mohiimdir. Eger su sert yerine yetmese, teoremanyn yalilys bolmagy
dhtimaldyr.
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0
T T X
2 2
v = tgx
44-nji surat
Mysallara yiizlenelin.

1. y = tgx funksiya (—%,%) aralykda tizniiksizdir, emma onun

sol aralykda in uly bahasy-da, i1l ki¢i bahasy-da yokdur (44-nji surat).

2. y = sinx funksiya <—%,%> aralykda tizniiksizdir. Emma onun
sol aralykda in uly we in kigi bahasy yokdur (45-nji surat).
VA

y = sinx

><V

i
|
T
2

|
NN

45-nji surat

3.y =Inx funksiya (0,1] yarym aralykda iizniiksizdir. In1 = 0 onuil
sol yarym aralykdaky in uly bahasydyr, emma onuf il ki¢i bahasy
yokdur (46-njy surat). Indiki teorema ge¢mezden ozal tize diisiinje
girizelin.
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46-njy surat

Kesgitleme. Islendik ¢ > 0 san ti¢in seyle bir ¢ san tapylyp, [a,b]
kesimif |x, — x,| < J serti kanagatlandyryan islendik iki nokady Ug¢in
| f(x))—f(x,)| <& densizlik yerine yetse, onda f(x) funksiya [a,b] kesim-
de dendlgegli iizniiksiz funksiya diyilyar.

7-nji teorema. [g,b] kesimde iizniiksiz f(x) funksiya sol ke-
simde dendlcegli tizniiksizdir.

Bu teoremany subutsyz kabul edelin. Bir zady belldlin. Cékli yay-
lada tizniiksiz funksiya ¢iksiz bolup biler. Emma islendik ¢ékli yaylada
denolgegli lizniiksiz funksiya hokmany caklidir. Bu bolsa yapyk dil
cikli yaylalarda tizniiksiz funksiyalaryn kopliiginin deiidlgegli tizniiksiz
funksiyalaryn kopliigi bilen gabat gelmeyandigini anladyar.

1
Mysal. y =
ysa y 1 _ x2
aralykda ciksizdir. Diymek, ol sol aralykda denidlgegli tizniiksiz déldir.
Sebidbi dendlgegli tizniiksiz bolsa ¢ékli bolardy.

funksiya (—1;1) aralykda iizniiksizdir. Ol (- 1;1)

1
X
Emma ona garamazdan, ol sol aralykda dendlcegli iizniiksiz dildir
(Subut edin).

Mysal. y = sin— funksiya (0;1) aralykda iizniiksizdir we ¢éklidir.
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VI. DIFFERENSIAL HASAPLAYYS

§1. Funksiyanyn oniimi

Bu diisiinje matematikanyn in ¢uiifiur we peydaly diistinjelerinin
biridir. Ol kop ylymlaryn (fizika, astronomiya, ykdysadyyet, opti-
mizasiya nazaryyeti we basgalar) 6z yaylasyna degisli obyektleri
owrenmeginiii esasy guraly bolup duryandyr. Yonekeyje meselelere
seredelin.

Galtagyan barada mesele. y = [ (x) [a,b] kesimde kesgitlenen,
X, € (a, b). y =f(x) funksiyanyn grafigine M ( x,, f(x,)) nokatda gecirilen
galtagyanyn burg koeffisiyentini hasaplalyn.

Kesgitleme. Grafigin M, we M,
nokatlaryndan ge¢yin kesiji goni
cyzygynyh M, — M predel yagdayyna

Diymek, galtasyanyn bolmagy
licin, yokarda agzalan predel yagday
bolmaly we ol M| nokadyn néhili edip
M, nokada ymtylyandygyna bagly
bolmaly daldir.

47-nji surat

Mysallara yiizlenelin.

1. y = |x| funksiyanyn grafiginifi M (0, 0) nokadynda galtasyany
barmy diyen sowala jogap berelin (47-nji surat).

Eger M| nokat M nokatdan sagda yerlesse, onda M, M| nokatlar-
dan gegydn kesiji y = x goni bolardy. M, nokat M, nokada sagdan ymtyl-
Eger M, nokat M nokatdan ¢epde bolsa, M, we M, nokatlardan ge¢yén
kesiji y = — x goni bolardy. M, nokat M nokada ¢epden ymtylanda,
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bilen ymtylyandygyna bagly. Diymek, M nokatda y = |x| funksiyanyfi
grafiginin galtasyany yokdur.

2.y=x" sin%, ¥(0) = 0, funksiyanyf grafigininn M (0, 0) no-
kadynda galtagyany barmy?

M | nokat hokmiinde

M,(5=0) k=1.2...

nokatlary yzygiderli alalyfi. M, we M| nokatdan k-nyn islendik ba-
hasynda gec¢yén kesiji goni ¢yzyk y = 0 goni bilen gabat gelyar. k£
poloZitel bahalary kabul edip tiikeniksizlige ymtylanda, M| nokat M,
nokada ymtylyar, kesiji gbni bolsa y = 0 généd ymtylyar. Indi M, nokat

hékmiinde M, ( 1 , 1 ) nokatlary alalyf. M, we M| no-

s s
2km + 7 2km + 5

katdan k-nyii islendik bahasynda gecyén kesiji goni y = x goni ¢yzyk
bolyar. k tiikkeniksizlige ymtylanda onun predel yagdayy yene-de y = x

M, nokada ymtylysyna bagly. Sol sebdplihem y = x sin% funksiyanyn

grafiginiii M (0, 0) nokatda galtagyan goniisi yokdur.
Indi yokarda goylan bur¢ koeffisiyent baradaky meseld dolanyp

fisiyenti tgf den. Goy, M| nokat M nokada ymtylyar diyelini (48-nji
surat). Onda x, nokat x-a, tgff bolsa tga ymtylar, yagny

limtgf = tga (1)

X1~ %

denlik yerine yeter. Indi (1) detiligi 48-nji surata esaslanyp 6zgerdelin.

NM
Gorniisi yaly, tgf = i ]\1/, NM, = f(x,) — f(x,), M/N =x,—x, soha
0

gord (1) denlik seyle gorniise geler:

limﬂxl);x(xo) = tga. (2)

X1~ %o xl — A
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VA P

1 M1

MO | N
|
! |
! |
: |
/% a | : -
[0) a X, x, b T x
48-nji surat

Sf(x))—f(x,) tapawuda funksiyanyn x, nokatdaky artdyrmasy, x, —x,
tapawuda bolsa argumentifl x, nokatdaky artdyrmasy diyilyér we olar
degislilikde Af we Ax bilen belgilenyir. Yagny

Af=710x)—f(x),
Ax =Xx,—x,.

x, — x, diymegift Ax — 0 diymek bilen denigiiy¢li bolyandygy
gorniip dur. Sona gora (2) denligi asakdaky yaly yazyp bileris:
Af

tga = g{%A—x' 3)

Seylelikde, tga — burg koeffisiyenti tapmak meselesi bizi
lim Y )

gorniisdiki predeli tapmak meselesine getirdi.

Tizlik barada mesele. Material nokat x-ler oky boyunca x = s(¢)
kanun boyunca hereket etsin. Diigniikli bolar yaly, s(0) = 0 diyelin.
Onda s(¢) material nokadyn ¢ wagtda gegen aralygyny anladar. Nokadyn
¢, ¢,] wagt aralygynda gecen yoly s(¢,)— s() defi bolar.

s(t,) = (1)

t—t

......
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Kesgitleme. Eger

fim s(t)—s(t)
-t tl — 1

predel bar bolsa, onda sol predele nokadyn ¢ wagtdaky tizligi diyilyar
we J(?) bilen belgilenyir. Yagny
4
(1) = tim (1)~ S< )
tl
s(t)—s(t)=As, t, —t=At bolyandygyny goriip we ¢, — t-nifl yerine
At— 0 yazyp alarys:

As
(t) - lALo At

Diymek, tizlik tapmak meselesi yene-de

As
lAt 0 At (5)

gorniisdédki predeli tapmak meselesine getirdi.

(5) denlikde s-i1 yerine f harpyny goysak, #-nifl yerine x harpyny
goysak, onda bizin (4) denlige geljegimiz gérniip dur.

Dykyzlyk barada mesele. x-ler okunyi iistiinde [a, b] aralygy tut-
yan we kese kesigi S meydanly tegelek bolan sterzen yatsyn (49-njy
surat).

(] 0 0 0 Onun dykyzlygy islendik kese

a X X, b _x kesiginde birmenizes bolup, p = p(x)
funksiya bilen kesgitlensin. Sterzeniil x
we x, nokatlaryn arasyndaky boleginin

49-njy surat

massasy m, gdwriimi V bolsun. V gatnasyga sol bolegin orta dykyz-
lygy diyilyar we p_bilen belgilenyir:
—m
ps - V :
Kesgitleme. Eger x nokat x nokada ymtylanda
limp,

predel bar bolsa, onda sol predele sterienifl x nokatdaky dykyzlygy

......
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= lim p = lim 7t
p(x) xll{-rxl ps xll{»rxl V

Goy, Vx € [a,b] ligin sterzenin [a,x] kesimdéki boleginiii mas-
sasy m = § - f(x) formula bilen berlen bolsun. Onda [x,x,] kesimdéki
boleginin massasy S [f(x,) —f(x)] bolar. V=S - (x, — x) bolyandygyny
g0z oniinde tutup alarys:

i SLAR) = f(x)]
p(x) =lim S0 —x)

ya-da
fx) = fx)
—X

X

p(x) =lim
Yene-de f1 (x,) —f(x) = Af, x, —x = Ax deilikleri ulanyp we x, — x
predeli Ax — 0 bilen ¢alsyryp alarys:
Af

px) =lim -

Biz ii¢ diirli meseld garadyk. Olaryin hemmesi

. Af
M Ay
gorniisdédki predeli tapmak meselesine syrykdy. Ine, seyle predeli
tapmak meselesini tertiplesdirmek maksady bilen oniim diisiinjesi
girizilyar.
. A
Kesgitleme. Eger lim—=- predel bar bolsa, onda sol predele f{(x)

Ax
funksiyanyn x nokatdaky oniimi diyilyar we ol predel f”(x) ya-da %

bilen belgilenyir.

Kesgitlemad gora
, A
F(x) = lim &L ©
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So6z bilen aydanymyzda, f(x) funksiyanynl x nokatdaky oniimi
diyip, onun sol nokatdaky artdyrmasynyn argumentin artdyrmasyna
bolan gatnagygynyn Ax nola ymtylandaky predeline aydylyar.

Indi biz yokarda garalan {i¢ meselédnin jogaplaryny oniim diisiin-
jesinin iisti bilen aydyp bileris:

1. Galtagyan barada mesele. y = f(x) funksiyanyn grafigine M(x, f(x))
nokatda gecirilen galtasyanynl bur¢ koeffisiyenti f(x) funksiyanyn x
nokatdaky oniimine dendir.

2. Tizlik barada mesele. x = s(#) kanun bilen hereket edyén nokadyn
t wagtdaky J(¢) tizligi s(¢) funksiyanyn ¢ nokatdaky 6niimine dendir.

3. Dykyzlyk barada mesele. [a, x] kesimddki boleginiii massasy
m = Sf(x) gérniisde bolan sterZenin x nokatdaky dykyzlygy f(x) funk-
siyanyn x nokatdaky 6nlimine dendir.

Sularyn esasynda we basga-da seredilmedik meselelerin
jogaplarynyni esasynda, biz 6nlim diisiinjesi kop meseleleri ¢ozmége
yardam edydn umumy diistinjedir diyip bileris.

§2. Kesgitlema esaslanyp, oniim tapmak diizgiini

Kéabir yonekey funksiyalar ligin dnlimi gos-goni kesgitleméni
ulanyp tapmak bolar. Goy, f(x) funksiyanyn x nokatda niimini tap-
maly bolsun. Onun ii¢in sol nokatda funksiyanyn Af artdyrmasyny
hasaplayarlar we onui tapylan bahasyny

oo o Af
f'(x) = lim~5
defilige goyup predeli tapyarlar. Meselani ¢ozmek tigin Af'= f(x,) — f(x)
artdyrmany basgaca yazmak amatly bolyar. Biz yokarda x, — x = Ax
bilen belldpdik. Bu yerden x, = x + Ax tapyarys we Af artdyrmany
Af = f(x + Ax) — f(x) gbrniisde yazyp, 6niim {i¢in

f’(x) — k{l}) f('x + AAxx) —f(X) (7)

formulany alarys.

1-nji mysal. f(x) =+ x funksiyany x # 0 nokatdaky &niimini
tapmaly.
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Coziilisi. Af artdyrmany tapalyn:
Af = flx + Ax) — f(x) = Vx + Ax —V «x;

defiligin sag bolegini v'x + Ax + v x aiillatma kopeldip we béliip
alarys:

Vx+ Ax — V) x + Ax +vx) _ Ax
Va+ Ax +Vx Va+Ax +vx

Artdyrmanyn tapylan bahasyny (7) formulada goyup alarys:

x) = lim —— = lim ,
S(x) M0+ Ax + Ve AX A0y b Ax + v x

(x) = L ¢a- 1
f(X)—z/; yada(/?)—z/;.

ap=t

2-nji, mysal. /(x) = x? + 3x +5 funksiyanyn x nokatdaky ontimini
tapmaly.Yokarda gorkezilen tertip boyunga hereket edyéris:
Af = flx + Ax) — f(x) = [(x + Ax) + 3(x + Ax) + 5] —
—[x*+3x+ 5] = x* + 2xAx + Ax* + 3x + 3Ax + 5 —
—x*—3x — 5 = 2xAx + 3Ax + Ax’,

2

f'(x)=2x+3.
(7) denlikden gorniisi yaly, x nokatda 6niimi bar funksiya sol no-
katda tizniiksizdir. Bu tassyklamanyn subudyny biz asakda getireris.

Kop yonekey funksiyalaryn 6nlimleri hem hut seyle usul bilen tapylyar.
Biz olaryi tapylys meselesine agakda serederis.

§3. Oniim tapmagyi esasy diizgiinleri

Yokarda gorsiimiz yaly, kop meseleleri ¢ozmek bellibir funk-
siyanyn Oniimini tapmaklyga syrygyar. Meselem, y = f(x) funksiyanyn
grafigine M(x, f(x,)) nokatda galtagyanyf burg koeffisiyentini tapmak,
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hereket edyan nokadyn tizligini tapmak, sterzenin dykyzlygyny tapmak
meseleleri edil seyle meselelerdir. Kop yagdayda ol 6niimi, yokarda
gorkezigimiz yaly, gos-goni Onlimin kesgitlemesini ulanyp tapyp bolar.
Emma kop yagdayda beyle usul kyngylyklara sezewar edyér. Sonun
licin Oniim tapmagy ansatlagdyryan birnice diizgiinler girizilyér. Olar,
esasan, sulardan duryar. Goy, C — hemiselik ululyk, U(x), V(x) — se-
redilyén yaylada oniimleri bar funksiyalar bolsunlar. Onda asakdaky
formulalar yerliklidirler:

1.(C)Y=0
2. (CU) =CU
3.(U+xVv)y=U0" V'
AUV =UV+1uU

(=1
6. <%): U’V‘;V’U

Su diizglinler 6niim tapmagyn esasy diizgiinleridir. Olary ulanyp
has ¢ylsyrymly funksiyalaryin hem oniimlerini tapsa bolar.

2
Mysal. f(x) = 964';’7992-'_5 funksiyanyn oniimini tapmaly. (6)

formulany ulanyp alarys:

X +3x+5V_ (+3x+5)Vx —(Vx) (& +3x + 5)
()=

(Vx)

1 (x> +3x+5)
x e

2V x
X

(2x 4+ 3)Vx —

C2(2x+3)x—x"—=3x—5  3x24+3x—5
2%V x 2xVx

Yokarky formulalar 6niimifi kesgitlemesinden, funksiyanyn
predelinin hdsiyetinden we 0niimi bar funksiyalaryn tizniiksizliginden
gelip ¢cykyar. Biz olaryit hemmesini subut edip durman, nusga hokmiin-
de 4, 5 we 6-njy formulalary subut edeliii.
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Oniimin kesgitlemesine gori:

(U VY= lim U(x + Ax)V(x + Ax) — U(x)V(x) '
Ax—0 Ax
Deiiligin sag tarapyny 6zgerdip, alarys:

[U(x + Ax) — U(x)]V(x + Ax) + U(x)[V(x + Ax) — V(x)]

(U-vy= lim A =
. AUV(x+ Ax) + U(x)- AV
= lim
Ax—0 Ax

Indi predelin hdsiyetini ulanyp alarys:

AU -V(x + Ax) + lim U(x)- AV
Ax Ax—0 Ax -

(V)= lim

AU . AV
= lim As limV(x + Ax) + U(x) - lim mo

AAU U, lim iV V’. V(x) funksiyanyn

lizniiksizligini ulanyp, taparys: lim V(x + Ax) = V(x). Tapylan baha-

Kesgitlemi gor, hm

lary yokarda yerine goyup alarys:
u-n=u-v+r-u.

Suny hem subut etmek gerekdi.
Indi 7 funksiyanyn oniimini tapalyn. Edil yokardaky yaly hereket

edip alarys:
1V_ 1 1 |1
(V) = i V(x+ Ax)  V(x)|Ax
1V o V) = V(x+Ax) —AV
(v7) = lim AV (x + ADV(x) ~ V(x5 Ax)V(x)- Ax
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1V _ i AV | ST —1
(v) = mae imyi iy s vy

V=7
vV Vi(x)
% funksiyanyi 6niimini (4) we (6) formulalary ulanyp, aiisatlyk

bilen tapyp bolyar.

Uy =yl s (LYy=p Ll _V

(V)= (U y)= Uy + () U=V =30

<Q>’ uv-vu
Vv %G

l.y=C V=0
2.y=x y'=1
3.y=x" y =n-x""
1 1
Y= Yy o
4.y=a" y'=a" - Ina
y=e" y'=e
= — 1
5.y=logx Y =g
6.y = sinx y' = cosx
7.y = cosx y' =—sinx
1
8.y=t =
y=1gx Y cOSix
9.y =ctgx y =-— !
sin’x



10. y = arcsinx y'= —
—X
_ "_ 1
11. y = arccosx y'=— . -
—X
12.y = arct =1
.y = arctgx =9 oy
13,y = -1
.y = arcctgx y I+

§4. Funksiyanyn differensialy

Goy, f(x) funksiyanyii x nokatda dniimi bar bolsun. Onda

deilik yerine yeter. Predelin hésiyetini ulanyp, yokarky denligi

L—pw+aan), aan) ~ ks

gorniisde yazyp bileris. Bu yerden
Af=f"x)Ax + a(Ax) - Ax (1)

deiiligi alarys. f'(x)Ax anlatma funksiyanyn x nokatdaky differensialy

......

df = f(x)Ax
ya-da dx = Ax bolyandygy iicin,
df = f'(x)dx.
Sunun esasynda,
Af=df+a-Ax (2)
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yazyp bileris. Ax-ini ki¢i bahalarynda aAx ululyk df ululykdan has kigi
bolyar. Sofla gori, (2) denlikde aAx ululygy taslap,

Af=df 3)
takmyn denlik alynyar. Bu denlik funksiyanyn bahasyny takmyn tap-
makda ginden ulanylyar.

Mysal. f(x)=+x funksiyanyf x, = 3,98 nokatdaky takmyn
bahasyny tapmaly. (3) deiiligi yayban gorniisde yazalyii:
f(x) —fx) = f(x)Ax = f'(x)(x, — x).

Suyerde x =4; x = 3,98 goysak, Ax = x, —x=-0,02 bolyar. Diy-
mek, Ax yeterlik ki¢i we biz (3) formulany ulanyp bileris. Sona gord,

f(3,98) = f(4) +£'(4)(3,98 — 4);

£(3,98) = /3,98, f(4)=v4 =2, f(x)= 2};,

fay= =y

Tapylan bahalary yerine goyup, alarys:

V3,98 = 2—%-0,02 =2-0,005 = 1,995.

(3) formulanyn amatly yeri onuil yonekeyligidir. Emma onun yet-
mez yeri hem bar. Ol hem sol formula bilen f(x,) bahanyfi nahili takyk-
lykda tapylandygy barada maglumat yoklugydyr. Indiki boliimlerini
birinde biz su nédsazlygy diizedip boljakdygyny gorkezeris.

(1) denlikde Ax — 0 predele gecip alarys:

lim Af = 0.

Bu bolsa, x nokatda 6niimi bar funksiya sol nokatda iizniiksizdir
diymekdir.
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§5. Cylsyrymly funksiyanyn oniimi

Goy, f(U) funksiya [c,d] kesimde kesgitlenen, U = U(x) funksiya
bolsa [a,b] kesimde kesgitlenen bolsun we onun [a, 5] kesimin islendik
nokadyndaky bahasy [c,d] kesime degisli bolsun, yagny Vx € [a,b]
ticin U(x) € [c,d]. Onda F(x) = f(U(x)) funksiya [a,b] kesimde kes-

Eger f(U) funksiyanyn U argumente gord [c,d] kesimin islendik
nokadynda 6niimi bar bolsa hem-de U(x) funksiyanynl [a,b] kesimin
islendik nokadynda 6niimi bar bolsa, onda F(x) = f(U(x)) ¢ylsyrymly
funksiyanyn [a,b] kesimiii islendik nokadynda 6niimi bardyr we ol 6niim

F'(x) = f(U(x))-U'(x) (1)

formula boyunca tapylyandyr. Gelin, formulany getirip ¢ykarmaga
girigelinl.

Goy, x, € [a,b], Ulx,) = U, bolsun. f(U) funksiya U, nokatda
differensirlenyén funksiya. Sona gora,

. AU+ AU) - f(U, ,
grf})f( +AU) A ):f(Uo)'

Kesgitlema gora,

F(x,+ &%) = F(x) _ AU, + &%) = fU(%,))
Ax Ax—0 Ax )

F'(x,) = lim

Indi U(x, + Ax) — U(x,) = AU deiilikden U(x, + Ax) = U(x,) + AU
tapyp we yokarky denlige goyup alarys:

F'(xo) — %}Eno f(Uo + AAl;) _f(Uo) '

Bu derligi, %irﬂn() AU = 0 bolyandygyny goz oniinde tutup, 6zgerdip
yazalyn:

AU+ AU) - fU,) AU _

F'(x,) = lim

AX—0 AU Ax
i [G+ A =AU AU
=ImT g M
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Bu yerden:
F'(x) =1 (U)U'(x,).
x, [a,b] kesimifi islendik nokady bolany ii¢in, ony x bilen galgy-
ryp, (1) formulany alarys.

Mysal. y = sin(cosx) funksiyanyl 6nlimini tapmaly. Diisniikli
bolar yaly, (1) formuladaky f'(U(x)) 6niimin f(U) funksiyanyin U
boyunca 6nlimi bolyandygyny yatladalyn. U = cos x goyup, y =sin U
cylsyrymly funksiyany alarys. Onda (1) formula gora alarys:

y'(x) =cosU - U'" ya-da y'(x) = cos(cosx) - (cosx)’ =— cos(cosx)sinx.

§6. Ters, anyk dil we parametrik gorniisde berlen
funksiyalardan oniim almak.
Yokary tertipli oniimler

1. Ters funksiyanyn oniimini tapmak.
Goy, y = f(x) funksiya berilsin. Su deiligi x-e gora ¢oziip, berlen
y = f(x) funksiyanyn x = ¢(y) ters funksiyasyny alarys. ¢(y) funksiyanyn
y-e gord onlimini tapalyi. Goy, x nokatda f(x) funksiyanyil 6niimi
bar we f'(x) # 0 bolsun. y = f(x), y+Ay = f(x+Ax) denliklere dengiiycli
x =), x + Ax = p(y + Ay) denlikleri alarys. Sona gori,
PO +AY)—0(y) - x+Ax—x

Ay f(x + Ax) = f(x)

deiilik dogry bolar. ¢(y) funksiyanyn y nokatda {izniiksiz bolyandygy
sebidpli, Ay nola ymtylanda, Ax = ¢(y + Ay) — ¢(y) bolany iigin, Ax
hem nola ymtylar. Diymek,

p(y +Ay)—o(y) _

Ax

| iy
M Ay S Tt )~ ()
ya-da
. Ap ]
lm Ay = Imar
Ax
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alarys. Bu yerden:

(y)y— 1
@' (y) = ) (1)

(1) denilik ters we goni funksiyalarynl 6nlimlerini 6zara baglanys-
dyryar. ¢'(y) 6nlimi y iytgeyanin iisti bilen anlatmak ti¢in (1) denilikde
f'(x) 6niimde x-i11 yerine x = ¢(y) goymak yeterlikdir.

1-nji mysal. y = Inx funksiyanyn ters funksiyasy x = e’ bolar.
Diymek, (1) formula gora,

’ 1 1
1 = ;= —.
(nxf= Lo =1
x = e” bolany {i¢in, bu yerden
1
(Inx) = .

alarys.

2-nji mysal. y =arctg x. Ters funksiyasy x =tg y. (1) formula gora:

, 1 2 1
t = — = = —
(arctgx) (i) cos’y T+ gy

tgy = x bolany li¢in, bu yerden alarys:

1

tex) = ——.
(aretgx) = -1

2. Parametrik gorniisde berlen funksiyalaryi oniimi.
Goy, x we y-in arasyndaky funksional baglanysyk

x=9), y=wy),a<t<p (2)

parametrik gérniisde berlen bolsun. % ontimi tapalyn. (2) denliklerin
iki tarapyndan hem differensial alaly:
dx = @'(t)dt, dy =y'(t)dt.
Bu deiilikleri agzama-agza boliip, alarys:

dy _ ¥'(1)
dx ~ (1) ©)
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Biz (3) formula arkaly Z—fC éniimi ¢'(f), w'(¢) funksigalaryh fisti

bilen anlatdyk. Eger-de bize % Onlimi x argumentin Uisti bilen anlatmak

gerek bolsa, onda x = ¢(¢) denligi ¢ gord ¢oziip, ¢t = u(x) funksiyany
alarys. #-niii bahasyny (3) deiilige goyup,

dy _ ¥ (u(x))

dx — ¢'(u(x))

gerek ailatmany taparys.

Mysal.

x=acost, y=bsint, 0=<t<2nx,

dy _ bcost _ b cost

dx —asint  a J1— cos’t

Eger cost = % bahany alnan 6nlimde yerine goysak, onda

X

d__b.__a
dx a INER:
1-(3)
alarys, yagny % onlimi x argumentin {isti bilen anladarys.
3. Anyk dil funksiyanyn oniimi.
Eger funksiya y = f(x) gorniisde berilse, onda onia anyk funksiya

rrrrrr

F(x, y)=0

denilleme gorniisinde berilse, onda ona anyk dél funksiya diyilyér. Anyk

dal funksiyanyn % onlimini tapalyn.

Mysala seredelin. Goy,
y2 +x2—-1=0 ( 1 )
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anyk dal funksiya berilsin. Goy, y = y(x) sol denleménin ¢6ziiwi bolsun.
y = y(x) ¢oziiwi deiilemi yerine goysak, onda

V@) +x*-1=0

tozdestwony alarys. Indi su toZzdestwonyn iki tarapyndan hem x-e gora
onlim alalyn:
2y - y+2x=0.
Su denlikden y'(x)-1 tapyarys:

X
y(x)

Eger y'(x) 6niimi x; nokatda tapmaly bolsak, onda berlen
denilemede x-in yerine x, goyup, y, =%,/1 —x; taparys. Indi biz
»'(x) ligin alnan afilatmada x = x, y =y, goysak, onda y'(x,) taparys.
Gorstimiz yaly, su mysalda y(x,)-ufi iki bahasy bar. Olaryn haysysyny
almaly? Bizifl defilemémiz islendik |x| < 1 {i¢in iki funksiyany kesgit-
leyir: y = V1 —x*, y =—+1 —x*. Diymek, y, =+ /1 —x, goysak,
onda birinji anyk funksiyanyn ontimini, y, = —,/1 — x; goysak, ikinji
anyk funksiyanyn oniimini taparys.

Umumy yagdayda hem edil sunun yaly edip )'(x) onlimi tapyarlar.
Mesele basgaca-da goylup bilner.

Yi(x)=—

y+xIn(siny)’+x*—1=0

defileme bilen kesgitlenydn we x = x bolanda y = y, bolyan y = y(x)
anyk dil funksiyanyn x = x, nokatdaky oniimini tapmaly. Edil 6nki
mysaldaky yaly, berlen defilemede y-ini yerine y(x) goyuldy hasap edip,
onun iki tarapyndan x-e gord oniim alyarys:

2yy’ + In(siny)’ + x—1
2+ In(siny) +x o

2sinycosy -y +3x* =0

ya-da
, _ —3x"—In(siny)’

2y 42 X COSy
siny
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Indix =x;, y =y,goyup, gézlenyéin onlimi taparys:
—3x; — In(siny, )

X,co8y,
2%, +2 siny,

V(%) =

4. YoKary tertipli oniimler.
Goy, kébir aralygyn nokatlarynda y = f(x) funksiyanynl y'= f(x)
Oniimi bar bolsun. Eger f'(x) funksiyanyii 6niimi bar bolsa, onda ona

------

), 2L yada o)

gorniisde belgilenyir. Diymek, kesgitlema gora,
/1@ =1
Ikinji tertipli /'(x) 6nlimden yene-de 6niim alsak, onda ona ti¢linji
tertipli 6ntim diyilyar we ol

0, S5 gada o)

bilen belgilenydr. Umuman, n-nji tertipli ontim, (n — 1)-nji tertipli
onlimden alnan 6niime dendir. Ol

, d'f
n) _d
f"(x) ya-da I

bilen belgilenyér we kesgitlemé gord,

SO =1 ()]

1
14+x

1-nji mysal. y = funksiyanyn islendik £ tigin y¥(x) 6nii-

mini tapmaly.
Y =[+x) T==(+x)7
Y === +x)=(=1)(=2)1 +x)

Y =) =1(=DE2)0 + 27 = (= 1D)(=2)(=3)0 + )
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Matematiki induksiya usulyny ulanyp,
YW= =[(=1D)(=2) =k + D +x) =
=(=D(=2)..(=h)(1 +x)*!
bolyandygyny gormek kyn daldir.

2-nji mysal. y = sinx, y** V= (-1)Fcosx, y® = (= 1)*sin x bol-
jakdygyny gorkezin.

3-nji mysal. y = cos x, y* V= (—1)Fsin x, y® = (= 1)*cos x bol-
jakdygyny gorkezin.

§7. Rollun, Lagranzyn we Kosinin teoremalary.
Lopitalyn diizgiini

Rolluii teoremasy. Eger y = f(x) funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz,
kesimin @hli i¢ki nokatlarynda differensirlenydn we gyraky x = a we
x = b nokatlardaky bahalary defi bolsa [f(a) =f(b)], onda [a, b] kesimini
icinde f'(c) = 0 serti kanagatlandyryan it bolmanda bir x = ¢ nokat
bardyr.

Subudy. y =f(x) [a; b] kesimde iizniiksiz bolanlygy sebépli, ol
bu kesimde it uly M we iil kici m bahalara eye bolyandyr. Eger M = m
bolsa, onda y = f(x) hemiselikdir, yagny x-ii &hli bahalarynda f”(x) = 0.
Onda kesimin islendik nokadynda f"(¢) = 0 we teorema subut edildi.

Goy, M # m bolsun. Onda bu sanlaryn in bolmanda biri f(a) =f(D)
sana den dildir. Goy, M # f(a) = f(b) bolsun. Yagny funksiya 6z ifi
uly bahasyny x = ¢ icki nokatda alyan bolsun: f(c) =M. Kesgitlilik
ticin M > 0 diyelin. f(c) funksiyanyn iii uly bahasy bolanlygy sebépli,
f(c+Ax) — f(c) < 0. Ozi hem bu deiisizlik Ax > 0 we Ax < 0 bolanda
hem dogrudyr. Onda

fle + Ax)

=M <0, (ax> o) ()
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fle + AAxx)—f(c) >0, (Ax<0). (2)

Teoremanyn sertine gord, x = ¢ nokatda funksiyanyn 6niimi bar.
Onda Ax — 0 predele gecip alarys:

Jip HE D <o) <0

o €+ A0) = f()

Ax=0-0 Ax

=f'(¢)=0.

Yone f'(c) <0 we f'(c) > 0 aiilatmalar difie /'(c) = 0 bolan yagdayda
sygysyandyrlar. Netijede, [a; b] kesimini i¢inde x = ¢ nokat bar bolup,
bu nokatda funksiyanyn /'(x) 6nlimi nola denidir. Teorema subut edildi.

Bu teoremanyn yonekey geometrik manysy bardyr: teoremanyin
sertlerinde y = f(x) egrinii M(c; f(c)) nokadyndaky galtagsyany Ox
okuna paralleldir.

Lagranzyn teoremasy. Eger y = f(x) [a, b] kesimde iizniiksiz,
kesimin &hli icki nokatlarynda differensirlenyén bolsa, onda [a, b] ke-
simin iginde

J(b) = fla) =f(c)(b - a) 3)

serti kanagatlandyryan iii bolmanda bir x = ¢ nokat bardyr.

Subudy. Lﬁ(a) sany Q bilen belgildlin:

b —

_ f(b) —f(a)
0= b—a
F(x) =f(x) = f(a) - (x —a)Q

deilik bilen kesgitlenen F(x) kdmekei funksiya seredelii. Bu funksiya
[a; b] kesimde iizniiksizdir, kesimin gyraky nokatlarynda nola dendir.
Yagny

Fa) =f(a) - f(a) - (a - a)Q =0,
178



F(b) = f(b) — f@) — (b — )0 = f(b) — (@) —
~b-a IO 2N

Diymek, bu funksiya Rollui teoremasynyn &hli sertlerini kanagat-
landyryar. Onda [a; b] kesimini i¢inde seyle bir x = ¢ nokat bar bolup,

F'(c)=0
deilik yerine yetydndir. Emma F''(x) = f"(x) — Q bolany li¢in,
F'(e)=f(e)-0=0

ya-da
Q =1©).
Bu yerde Q-nyn bahasyny goyup,
fb) —fla) _ .
“b-a I

deiiligi alarys. Bu deiilikden (3) deiilik gelip ¢ykyar. Teorema subut
edildi.

Lagranzyn teoremasynyn geometriki manysy

%‘Zm) baha funksiyanyh grafiginii 4(a: £(a)) we B(b:
f(b)) nokatlaryndan ge¢yin hordanyn gysarma burgunyn tangensidir.
f'(c) bolsa grafige C(c; f(c)) nokatda gecirilen galtagyanyn gysarma
burcunyn tangensidir. Seylelikde, eger AB duganyn dhli nokatlarynda
galtagyan bar bolsa, onda bu dugada C nokat tapylyp, bu nokatdaky
galtagyan AB horda paralleldir.

Bellik. @ < ¢ < b bolanlygy sebdplic —a <b—a ya-dac—a=
=60 (b—a)bolar, buyerde # 0we | arasyndaky kébir san, onda c =a +
+ 6 - (b—a). Buyagdayda (3) formula

fb)y—flay=b—-a) fla+0b-a)],0<0<1 4)

gorniise eye bolyar. Lagranzyn teoremasyna ¢ékli artdyrmalar barada
teorema hem diyilyar.
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Kosinin teoremasy. Eger y = f(x) we y = ¢(x) funksiyalar [a;, b]
kesimde iizniiksiz, kesimint dhli i¢ki nokatlarynda differensirlenyin
bolsalar we ¢'(x) kesimin i¢inde nola den bolmasa, onda [a; b] kesimin
icinde x = ¢ (a < ¢ < b) nokat tapylyp,

fb) —fl@ _ fi(c)

o(b)—9(a) ~ ¢(c) ®
denlik yerine yeter.
Subudy. Q sany
_ fb) —f(a)
€™ ()~ 9la) ©

denilik bilen kesgitlélin. p(b) — ¢p(a) # 0 bolyandygyny goz 6ilinde
tutalyn. Tersine bolan yagdayda ¢(b) = ¢(a) we Rolluil teoremasyna
gord ¢'(x) kesimin i¢inde nola deni bolardy. Bu bolsa teoremanyn sertine
ters gelyar.

F(x) =f(x) = fla) = Qlp(x) — ¢(a)]

komekgei funksiya seredelin. F(a) = 0 we F(b) = 0 denlikler dogrudyr.
F(x) [a; b] kesimde Rollun teoremasynyn dhli sertlerini kanagat-
landyryar. Onda a we b sanlaryn arasynda seyle bir x = ¢ san bar bolup,
F'(c) = 0 deiilik yerine yeter.

F(x) = f'(x) — Qp'(x) bolyanlygy sebapli, F'(c) = f'(c) — ¢'(c)Q =0
ya-da
f(c)

0= @' (c)

Bu yerde O-nyn (6) bahasyny goyup, (5) denligi alyarys. Teorema
subut edildi.

Goy, y = f(x) we y = ¢(x) funksiyalar [a,; b] kesimde Kosiniii
teoremasynyn sertini kanagatlandyryan bolsunlar we x = a nokatda
f(a) =0 we ¢(a) = 0 bolsun.
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f(x)

¢ (x)

landa onun manysy bardyr. Bu gatnasygyn x — a bolandaky predelini

tapmak soragyny goymak miimkin. Seyle gorniisli predelleri hasapla-
O 1 e e e

maklyga “ kesgitsizligi agmaky diyilyar.

gatnasyk x = a bolanda kesgitlenen dildir, yone x # a bo-

Teorema (Lopitalyi diizgiini). Goy, y =f(x) we y = ¢(x) funk-
styalar [a, b] kesimde Kosiniil teoremasynyn sertini kanagatlandyryan

bolsunlar we x = a nokatda f(a) = ¢(a) = 0 bolsun. Eger-de g]; EX;
gatnasyk x — a bolanda predele eye bolsa, onda lxlm Ax (( )> predel hem

bardyr, 6zi hem

f(x) f'(x)
lim~——— = lim
x—a gp(x) x—a gp (x)
denlik yerliklidir.
Subudy. [a; b] kesimde x # a nokady alalyn. Kosiniil teoremasyna
gora,

f0) —f@ _ 1)
o(x)—g(a) @ (&)

bu yerde a < { < x. Sert boyunga f(a) = ¢(a) = 0. Diymek,

S _ ()
EEREG) @
S (x) = A bolsa
7Q) i) |
onda 11m (@) predel hem bardyr we 4 sana dendlr. Bu yerden:
limZ @ i LE) iy SE) i S0y

ag(x)  vag Q) tag(€) T ragi(x)

Diymek,
f&) _ o f(x)
M) T M)
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Bellik. Eger f'(a) = ¢'(a) = 0 we f'(x) we ¢'(x) Oniimler teore-
madaky f(x) we ¢(x) funksiyalara goylan sertleri kanagatlandyryan

bolsalar, onda Lopitalyn diizgiinini S <( ; gatnasyga ulanyp alarys:
limd @) _ i L)

we s.m. e (x) e g (x)

Bellik. Lopitalyn diizgiinini
limf(x) = 0, llmw(x) =0

bolanda hem ulanyp bolyar.
Indi flx )

bolandaky predehnl tapalyn. Seyle gornusdakl predeli tapmaga «o0:0
gornlisdaki kesgitsizligi agmak» hem diyilyar.

gatnagygyn haganda hm f(x) = oo, linIaI o(x) = o

Teorema. Goy,y =f(x) wey = ¢(x) funksiyalar x = a nokadyn
kabir yorite etrabynda iizniiksiz we x # a bolanda differensirlenyédn
bolsunlar. ¢'(x) sol etrapda nola dent bolmasyn. Goy,

l{igralf(x) = oo, lxizl;lgo(x) = o

we
i = ©
predel bar bolsun. Onda lim flx E )) predel hem bardyr we
lim f()—l f,(x):A (9)

o) T ()

Teorema subutsyz kabul edilyar.

a) 0 - oo, b) 0°, ¢) oo, d)1”, e) oo — o
kesgitsizlikler 0/0 we oo/oo yagdaylara getirilydrler. Dogrudan hem:

a) limf(x) = 0, limg(x) =
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limf(x) ¢(x) predeli tapmak talap edilyér. Onda

limf(x) @(x) =[0- o] = lim [qoj(pgcx))]1

ya-da

lim () ¢(x) = [0 0] = lim £

denlikler arkaly 0/0 ya-da oo/oo kesgitsizligi alyarys.

b) Goy, lim flx) =0, lxigllgo(x) =0 we 9{9[ S predeli
tapmaly bolsun. y = [ f(x)]*" belgileme girizelifi. Bu yerden

In y = p()ln f(x)
denligi alarys. x — a bolanda sonky denligiii sag tarapy 0 - oo kesgitsiz-
ligi beryér. Onda lxizral Iny predeli a) boliimi ulanyp taparys. Logarifmik
funksiyanyn lizntiksizligi sebapli, 161{51 Iny = In Ll{tal y. Eger £1£I(E Iny=5b
bolsa, onda limy = ¢” bolar. ¢), d), €) yagdaylar hem sufia menzes
usullar bilen i;ggylyarlar.

§8. Teyloryn formulasy

Gecen boliimde biz Lagranzyn formulasyny getirip ¢ykardyk.
Sol formula goré,

J(0) =fla)=f"(c)b—a),a<c<b.

Formulany biraz 6zgerdip yazalyn. Goy, f(x) a nokadyn kabir
etrabynda differensirlenyén bolsun; x sol etraba degisli bolsun. Onda
biz yokarky formulany

[0 —f@=f()x-a), a<c<x (a>c>x)
gorniisde yazyp bileris. Bu yerden:

S =fa) + /() (x - a).
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S'(e)(x — a) = R, belgilemani girizip alarys:

(x) =f(a) * R, (1)

Eger-de indi f(x) = f(a) diyip kabul etsek, onda (1) formula gora,
bizifi goyberen yalityslygymyz R, = f"(c)(x — a) deii bolar.

Goy, diyelin, x —a =0,1; | f'(c)] < 1. Onda goyberilen nédtakyklyk
IR | <0,1 bolar. Bu takyklygyn kébir yagdayda yeterlik bolmagy hem
miimkin. Emma inzenerlikde kop yiize ¢ykyan meselelerde takyklygyn
yokarrak bolmagy gerek bolyar. Ol yokary takyklygy néhili edip gaza-
nyp bolyar diyen sowala jogaby Teyloryn formulasyndan tapyp bolar.
Teyloryil formulasyna Lagranzyii formulasynyin dowamy hokmiinde
garap bolar. Lagranzyn formulasyndan biz f(x) bahany f(a) bilen
calsyryp, ony x — a takyklykda tapdyk diyip bileris. Mesele f(x) bahany
has takyk, yagny (x — a)" takyklykda tapmakdan duryar. Onun {i¢in
Teyloryn formulasyndan peydalanyarlar. Eger f(x) funksiya a nokadyii
kébir etrabynda n gezek differensirlenyan bolsa we f™(x) sol etrapda
lizniiksiz bolsa, onda sol etrapda asakdaky formula yerliklidir:

1) = fla)+ 8D ()4 LD —ap 4.+

f(””((;z)_(xl)—! ar . R.

+

......

f()

galyndy agzasy. Eger biz f(x) bahany f(a)+ (x—a)+ ..+
7" (a)
(n—1)!

loryn formulasyna gord R yaliiyslygy goybereris. Adatga, R li¢in

+ (x —a)'takmyn baha bilen galsyrsak, onda biz Tey-

R, = (C)( a)' formuladan peydalanyarlar. Ona Teyloryn

formulasynyn Lagranz gorniisinddki galyndy agzasy diyilyér. Bu yer-
de ¢ (a, x) aralykdaky kébir nokat. Eger Teyloryn formulasynda a = 0
goysak, onda

7 =110y + L0y SO ey SO oy,
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......

()
formulasynyni galyndy R agzasy R, = fﬂ—@x” formula boyunca

tapylyar. Bu yerde ¢ (0, x) aralykda yatan kéibir nokatdyr. Indi kébir
yonekey funksiyalar licin Makloreniii formulasyny we onun galyndy
agzasyny yazalyn:

. B _X_3 X_S_ (_1)kx2k+1
l. sinx = x 3T T 5 "'+7(2k+1)! + R, .,
R = (—1)*'sinc .,

%2 = T (2k + 2)]

Bu yerde ¢ (0, x) aralykda yatyan kébir nokat. sinx biitin x-ler okunda
tikkeniksiz gezek differensirlenyan funksiya bolany sebépli, bu formula
islendik x ti¢in dogrudyr.

2 4 (_1>kx2k
2. cosx = 1—;—!+Z—!—...+W+R2k+l,
R (—1y*'sinc .,

w2k )

Bu yerde ¢ (0, x) aralyga degisli kédbir nokat. cosx biitin x-ler okunda
tiikkeniksiz gezek differensirlenyén funksiya bolany sebépli, bu formula
islendik x ti¢in dogrudyr.

X X X
3. e _1+1, + 5 +...+(n_1)! + R,
R el‘x"
" nl

Bu yerde ¢ (0, x) aralykda yatyan kdbir nokat. e* biitin x-ler okunda
tiikeniksiz gezek differensirlenyin funksiya bolany sebipli, bu formula
islendik x ti¢in dogrudyr.
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B _LZ x73_ (_1)nxn+l
4. In(1+x)=x B S S +R,
B (_1)n+1xn+2 . 1
n+2 n4+2 (1 + c)n+2'

Bu yerde ¢ (0, x) aralyga degisli kdbir nokat. In(1 + x) funksiyanyn
ontimleri x =— 1 nokatda tiziilyandirler. Sonuii ii¢in bu formula (— 1, o)
aralykdaky islendik x ti¢in dogrudyr.

1+x _ x X x*!
5.ln1_x =2|x+ 3 s et 5 +R,
R x2k+2 1 1

*2T0k+2 [(1 —cyt? B 1+ c)z”z]'

Bu yerde ¢ (0, x) aralykda yatan nokat. In 1%1 funksiyanyn 6niimleri
—1, 1 nokatlarda liziilyar. Sona gora getirilen formula dinie (-1, 1) aralyk
ticin dogrudyr.

6. (1+x)“:1—|-a/x+a(az'_1)x2+...+

+01(0/— 1) a— i')---(a—n—i— 1)x”+RH1,

n+

_a(a—-1).(a—n)x
R.= (n+ 1)

(1 + C)a—n—2‘

Bu yerde ¢ (0, x) aralyga degisli nokat. (1 + x) funksiyanyn oniimleri
n > «a bolanda x = — 1 nokatda iiziilyérler. Sol sebdpli bu formula
(— 1, ) aralykdaky islendik x {i¢cin dogrudyr.

Bellik. Eger f(x) m derejeli kopagza bolsa, onun f™(x), n > m
onlimlerinin hemmesi nola den bolyar. Sonia gord Maklorenin formu-
lasynda n > m bolsa, onda R = 0 bolyar we formula

flx)=f0)+ f’ﬁo) + f”z(!())x2 + ot L;(!O)x’"
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gorniise gelydr. Suna menzeslikde, islendik m derejeli f(x) kopagza
ticin we islendik a san {i¢in

m

7 =fay+ Ty DDy L0 gy

formula hem yerliklidir.

§9. Teyloryn formulasy boyunca funksiyanyn
takmyn bahasyny tapmak we onun takyklygyny
kesgitlemegin bir usuly

Goy, (x,, x,) aralykda f(x) funksiyanyfi hemme Oniimleri bar bol-
sun. Onda islendik x € (x,, x,) we a € (x,, x,) ti¢in Teyloryn

’ n—1)

flx) = fla)+ fl(!a)(x —a)+ .+ (f;l_(la)?(x —a)'+R,
formulasy yerlikli bolar. Eger | f(x) — 4| < ¢ deiisizlik yerine yetse,
onda ¢ takyklyk bilen f(x) x nokatda A4 sana den diyilyar. Has umumy
yagdayda Vx € (x,,x,) t¢in | f(x) — P(x)| < ¢ densizlik yerine yetse,
onda f(x) funksiya (x,, x,) aralykda ¢ takyklyk bilen P(x) funksiya defi
diyilyér.

Indi seyle mesele goyalyn. f(x) funksiya (x,, x,) aralykda ¢ takyklyk
bilen den bolar yaly edip, P(x) kopagzany tapmaly. Eger f(x) kopagza
bolsa, onda mesele aiisatlyk bilen ¢oziilyar. P(x)-ifi ornuna f(x)-iil 6ziini
alaymaly. Eger f(x) kopagza bolmasa, onda P(x) kopagzany Teyloryn
formulasy arkaly tapmaga calysyarlar.

_ fla), fNa)
P_ (x)=fla)+ i (x—a)+..+ = 1) (x—a)
diyip kabul edelin. Onda Teyloryn formulasyna goréd f(x) — P (x) =R,
bolardy. Diymek, Vx € (x,,x,) l¢in |R | < ¢ densizlik yerine yetse,
onda P (x) kopagza f(x) funksiya ¢ takyklykda defi bolardy. Kop
yagdaylarda [R (x)| < ¢ bolar yaly edip, n sany saylap alyp bolyar.
Mysallara garalyn.
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Mysal. [- R, R] kesimde
|sinx — P (x)|< e

bolar yaly edip, n sany saylap almaly. Teyloryn formulasynyi hususy
yagdayy bolan Makloreniii formulasyna yiizlenelin. Alarys:

. B B x_; (_ l)kx2k+1
sinx = x 3 +"'+7(2k+ 0! + R,
*2 (2k + 2)!
B _x—g (_1)kx2k+l .
Eger P, (x)=x T Gkt DT diyip kabul etsek, onda
(x)=R,, , bolar. Indi [- R, R] kesimde |R

R

sinx— P | <& densizligin

2k+1 2k+2
ya-da

2k+2

(—1)*'sinc .,
(2k + 2)! €
densizligin yerine yetmegini talap edelin. [(— 1)¥*!'| =1, |sin ¢| < 1,
|x**2| < R**2 bolyandygy sebépli, bize

R2k+2

k+2) ~°

deiisizlik yerine yetse yeterlik bolar. Bu yerden alarys:

(2k +2)! > RZ” .

. R2k+2

e+ 2)1
landyryan k san bardyr. Goy, k, sol k sanlarynl kigisi bolsun. Onda
[~ R, R] kesimde

= 0 bolyandygy ti¢in, sonky densizligi kanagat-

2ky+2 2ky+2 — 1Y 'sinc
(2k,+2)! > £ RO o L[ C s

= (2k, + 2)! (2k, +2)! <€
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densizlik yerine yeter. Sona goré sol aralykda
|sinx — P2k1)+1 (X)‘ <&

densizlik hem yerlikli bolar. Diymek, Px .:(x) kopagza sinx funk-
siyanynl [— R, R] kesimdiki ¢ takyklykdaky yakynlagsmasy bolar. Bu
bolsa ¢ takyklykda
B X73 (_ l)ko . .X2k"+l
sinx = x 31 + .. +—(2k0 +1)!
dogrudyr diymekdir. Soniky densizligi sinx funksiyanyn bahalary ta-
pylanda ginden ulanyarlar.

Anyk yagdaya seredelin. Goy, R = é, &= 10"*Dbolsun. Onda

1 \o+2
(2k, +2)! > <2g

densizligi kanagatlandyryan & sany ornuna goyma usuly bilen tapsa
bolar: £ = 0, k£ = 1 kanagatlandyrmayarlar, k£ = 2 kanagatlandyryar.

Diymek, k = 2 bolyar we [—% %] kesimde ¢ = 10~ takyklykda

3 5
X 4L X
sinx = x 30 + 5

deilik dogry bolyar. Biz indi sin x funksiyanyn ] kesime degisli

-2 2
islendik nokatdaky bahasyny su denlikden tapyp bileris. Meselem, sinx

funksiyanyil x = % nokatdaky bahasyny tapmaly bolsun. Formulada

= % goyup, 10 takyklykda alarys:
1 _1 1 1
SINF =3~ 162 T 29160
ya-da
sint- = 0,3272.
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4r
479
P(x) kopagzany saylap almaly.

Mysal. Vx € [ ticin [sin x — P(x)| <0,0001 bolar yaly edip,

Coziilisi. a = % € [%,%T] nokatda sinx ii¢in Teyloryn formu-
lasyny yazalyn:
‘ o cos% . sin% .
smx=51n§+ 1 <x—§>— X (x—§)+...+
(—1)sinZ 1Y
3 (. T ) _ (=1)cosc/ g
+7(2k)' <x 3 ) + Ryt; Ry = —(2k n 1>' (X 3 ) .
Bu yerde, ¢ (%,477[) aralykdaky bir nokat.
T ki /0
S (—1)sin3-
— sinX& 3 (y_T RN By VY S
P(x)_sm3 + (x 3>+...+ 201 <x 3)

diyip kabul edelifi. Onda mysalyn talabynyn yerine yetmegi tigin
Vxe[ ]ugln\R2k+1|<lO !
ya-da

(—1)"cosc<x £>2k+1 <10~

Qk+ 1)1 \" 3

densizligin yerine yetmegi zerurdyr. [(—1)|=1, |cosc|=<1,
‘x us ‘ “- bolandygy sebépli,

E 2k+1
(gfll)!<1o4

densizligin yerine yetmegi bizifi tigin yeterlik bolar. & sany yene-de
ornuna goyma usuly bilen tapalyn. k=0, k= 1 kanagatlandyrmayarlar,
k = 2 kanagatlandyryar. Diymek, k,= 2 we
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T s T

COS 5 sin—-
P(x) = Sin%+ 1!3 (x—%)— 2!3 <x—%)2—
cos & sin -
BT Gk R s G )
va-da
/3 /3
=G4 e 5) =3 -~
Y s
{3+ R )
kopagza e 49” ] kesimde ¢ = 10~ takyklykda sin x funksi}'/anyﬁ
yakynlagmasy bolyar. Indi biz sinx funksiyanyn Vx & [ ] icin
bahasyny
s =+ 3 (5= 5) - -5 -
J3
=5 w3

formula arkaly ¢ = 10 ~* takyklykda tapyp bileris. Funksiyanyn grafigini
¢yzmakda seyle formulalaryn dhmiyeti 6rdn uludyr. Berlen kesimde
f(x) funksiya {i¢in ¢ takyklykda yakynlagyan kopagza tapylan bolsun.
Yeterlik sandaky nokatlarda f(x) funksiyanyi bahalaryny ¢ takyklykda
kesgitldp, onun grafigine yeterlik derejede golay takmyn grafik ¢yzyp
bileris. Seyle grafiklerin dhmiyeti ulanysda 6rdn uludyr. Sebiabi kop
mesele ¢oziillende gozegeinin gyzyklanyan ululygynyn 6ziini alyp
barsyny seyle grafigin iisti bilen 6wrenyarler.

Emma kop halatlarda, funksiyanyn bellibir kesimdéki takyk
grafigi gerek bolman, funksiyanyn biitin kesgitlenis yaylasynda 6ziini
alyp barsyny d6wrenmeli bolyar. Ine, seyle meseleleri cozmekde 6niim
diistinjesinin ahmiyeti 6rdn uludyr. Asakdaky boliimlerde biz agzalan
meselini ¢ozmige synanysarys.
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§10. Funksiyanyi monotonlygy we
monotonlyk aralyklary

Kesgitleme. Eger (a, b) aralykda f(x) kesgitlenen we ona degisli
islendik x < x, nokatlarda f(x ) <f(x)) (f(x)) > f(x,)) densizlik yerine
yetse, onda f(x) funksiya (a, b) aralykda artyan (kemelyén) funksiya

......

1-nji mysal. f(x) = 3x + 5 biitin x-ler okunda artyan funksiyadyr,
sebibi x, < x, tigin f(x,) <f(x,) deisizlik yerlikli bolyar. Dogrudan hem,
bu netije f(x)<f(x,) e 3x, +5<3x,+ 5 o x <x, densizliklerin
diiziminden gelip ¢ykyar.

2-nji mysal. f(x) = leT (0,00) aralykda kemelyédn funk-

siyadyr. Sebibi islendik 0 < x, < x, sanlar {igin

1 1
f(xl)>f(x2)<:>l_i_x2 > Tox esl+x>1+xex>x x>y
1

2

densizlikler yerliklidir. K&pleng, f(x) funksiyanyn kesgitlenen yaylasy
onun artyan we kemelydn aralyklaryndan duryar. Olaryn sany tii-
kenikli ya-da tiikkeniksiz bolup biler. Sol aralyklara funksiyanyn
haysysynda kemelyar diyen sowala jogap edip, adatca, asakdaky
teoremany getiryérler.

Teorema. Egerf(x) funksiya (a, b) aralykda differensirlenyén
bolsawe Vx € (a,b) tigin f'(x) > 0 ('(x) < 0) bolsa, onda ol sol aralykda
artyan (kemelyin) funksiyadyr.

Subudy. Vx € (a,b) igin f'(x) > 0 yagdaya seredelin. Goy,
x, €(a, b), x, € (a, b) bolsun. Onda [x ; x,] kesim (a, b) aralykda ya-
tar we sol kesimde f(x) funksiya Lagranzyn teoremasynyn sertlerini
kanagatlandyrar. Diymek, f(x,) — f(x,) = f"(c)(x, — x,) deiilik yerine
yeter. Bu yerde c (x,; x,) aralykdaky bir nokat. Serte gord, f"(c) > 0,
x,—x, > 0. Onda f(x,) — f(x,) > 0 bolar ya-da f(x)) < f(x,) denisizlik
yerine yeter. Diymek, f(x) funksiya (a, b) aralykda artyan funksiyadyr.
f'(x) <0 yagday hem edil seyle subut edilyér.
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3-nji mysal. y = arctgx funksiya (— oo, o) aralykda kesgitlenen,

x-in islendik bahasynda 6niimi bar. y" = 1 ixQ denlikden 6niimin
Vx € (—oo,00) ti¢in polozitelligi gelip ¢ykyar. Onda, teorema gora,
y = arctgx funksiya biitin x-ler okunda artyan funksiyadyr.

4-nji mysal. y = In x (0, o0) aralykda kesgitlenen we sol aralykda
differensirlenyin funksiya. Ozi hem (Inx) = % Bu yerden 6niimin

islendik x € (0, =) {i¢in polozitelligi we teoremanyn esasynda Inx
funksiyanyi (0, o) aralykda artyanlygy gelip ¢ykyar.

5-nji mysal. y = ﬁ (— o0, 00) aralykda kesgitlenen we diffe-
rensirlenyén funksiya. y’ = — (lixxz)Z (—o0,0) aralykda y’> 0 bolyar,

(0, o0) aralykda " < 0 bolyar. Diymek, (-0, 0) aralykda y = 4 a

funksiya artyar, (0, c0) aralykda bolsa kemelyir. Sol iki aralygyn ¢égi
bolup x = 0 nokat hyzmat edyar, 6zi hem sol nokatda f”(x) = 0.

6-njy mysal. y = |; (=00, 0) U (0, ) yaylada kesgitlenen we
differensirlenyén funksiya, (— oo, 0) aralykda y" = % > 0, funksiya

artyar, (0, o) aralykda y" = —% < 0, funksiya kemelyar. x = 0 nokat

sol iki aralygyn ¢égi bolyar we sol nokatda y’ kesgitlenen déldir.

Seredilen mysallardan seyle netije ¢ykarsa bolar. Funksiyanyn
monotonlyk aralyklaryny tapmak ii¢in onui oniimini tapmaly. Oniimif
nola 6wriilyan nokatlaryny we oniimin yok (kesgitlenmedik) nokat-
laryny tapmaly. Olary x-ler okunda yerlesdirmeli. Sol nokatlar x-ler
okuny aralyklara bolerler (kesgitlenen yaylasyny boleklere bolerler).
Aralyklaryn her birinde (bdleklerin her birinde) bir ¢ nokat alyp, sol
nokatda f"(c)-nin alamatyny kesgitlemeli. Eger /(c) < 0 bolsa, onda
degisli aralykda funksiya kemelyar, f'(c) > 0 bolsa, funksiya artyar.
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7-nji mysal. y = x + % (—00,0) U (0, ) yaylada kesgitlenen we
differensirlenyén funksiya. y’ = 1 — %; " =0 denillemeden Oniimin

nola dwriilydn nokatlaryny tapyarys: 1 — % =0=x"=8= x,=2.
Oniim difie bir x, = 2 nokatda nola dwrlilyr. Oniimin yok nokat-

3
laryny taparys. 1 — % =X 3; 8 detiligift maydalawjysy x,= 0 nokatda

nola owriilyér. Sol nokatda dniim yok. x = 2, x,= 0 nokatlary x-ler
okunda yerlesdiryéris. Olar ol oky (— o, 0), (0, 2), (2, ») aralyklara
bolyarler. (— oo, 0) aralykda x =— 1 nokady, (0, 2) aralykda x = 1 nokady,
(2, ) aralykda x = 3 nokady alalyn.

y'(—l):l—(_81>3 =1+8=9>0,

Y =1-8 ——7<0 y3)=1-5 >0
bolyandygy sebipli, (—o, 0) funksiyanyn artyan, (0, 2) funksiyanyn
kemelyin, (2, o) funksiyanyn artyan aralygy bolyar.

8-nji mysal. y = sinx (— oo, ) yaylada kesgitlenen we differen-
sirlenyén funksiya, y’ = cosx. Oniimiii nola éwriilyin nokatlaryny

V' = cosx =0 denllemeden tapyarys. Ol nokatlar x, = % tkr, k=0,1,...

formulalar bilen kesgitlenyérler. Gorsiimiz yaly, olaryn sany tiikeniksiz.
Oniimin kesgitlenmedik nokatlary yok. Oniimii nollaryny x-ler okunda
yerlesdiryéris. Olar ony tiikeniksiz kop aralyklara bolyérler. x = +mur,
m =0, 1, ... nokatlar sol aralyklaryin merkezleri bolyarlar. y'(+ mx) =
=cosmr = (- 1)". Diymek, x ==+ mx nokadyfi yatyan aralygynda m tik
bolanda y'(+ mn) = (— 1)" <0, m jlibiit bolanda y'(x mz) = (— 1)” > 0 bol-
yar. Sofa gord, x ==+ mm nokadyh yatyan aralygynda m jiibiit bolanda
sin x artyar, m tik bolanda kemelyér. Jiibiit we tik sanlaryi gezeklesip
gelyanligi sebépli, sin x funksiyanyn artyan we kemelyén aralyklary-da
gezeklesip gelerler. Yone funksiyanyii monotonlyk aralyklaryny bilmek
onun grafiginin hasiyetini anyklamaga doly miimkingilik bermeydér.
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50-51-nji suratlar

Mysal {igin, y = sinx funksiyanynn monotonlyk aralyklaryny biz
yokarda kesgitledik. Olar <—% + ki, %i k7z>, k=20,1, 2, .. bolar.
Onden bilsimiz yaly, sinx funksiyanyf grafigi 50-nji suratda gorkezilisi
yalydyr.

Emma biz dine funksiyanynn monotonlyk hésiyetini ulansak,
onda ol grafigi 51-nji suratdaky yaly ¢yzsak hem bolardy. Diymek,
funksiyanyn grafigini anyklamak ti¢in yene-de kédbir maglumatlar
gerek. Olaryn biri asakdaky boliimde beyan edilyar.

§11. Funksiyanyn grafiginin oyuklygy
we giibercekligi

Goy, f(x) funksiya (a, b) aralykda kesgitlenen we differensir-
lenyén bolsun. Onda funksiyanyn (a, b) aralykdaky grafiginin islendik
nokadynda galtasyany bardyr. Bizifi bilsimiz yaly, /'(x)) » = f(x)
funksiyanyn grafiginin (x,, f(x,)) nokadynda gegirilen galtasyanynyn
bur¢ koeffisiyentine dendir. Ona goré, ol galtagyanynyn denlemesi
asakdaky yaly bolar:

Y =) 1 (x)(x = xp).

Kesgitleme. Eger y = f(x) funksiyanyn grafigi (a,b) aralyga degisli
Vx, ligin Oziinin (x,, f(x,)) nokadynda gegirilen galtagsyanyndan yokarda
(asakda) yatsa, onda funksiyanyn grafigi (a,b) aralykda oyuk (gilibercek)

ya-da giliber¢ek aralyklaryndan duryar. Sol aralyklara funksiyanyn
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berlen aralykda hagan giibercek, hagan oyuk bolyandygyny anyklamaga
we onun giiberceklik aralyklaryny tapmaga calsalyn.

Teorema. f(x) funksiya (a,b) aralykda kesgitlenen we sol
aralykda onuil birinji we ikinji tertipli dntimleri bar bolsun. Eger
Vx € (a,b) tgin f"(x) > 0 bolsa, onda (a,b) aralykda funksiyanyti
grafigi oyukdyr, eger-de /'(x) <0 bolsa, onda onuii grafigi sol aralykda
giibercekdir.

Subudy. Vx € (a,b) nokatda f(x) funksiya ti¢in Teyloryfi formu-
lasyny yazalyn:

() =f(x) /() —x;) + R,

o L7

L= (X =X P € (a,b).

Bu formulalar, 6nden bilsimiz yaly, (a,b) aralykda dogrudyrlar.
Indi (x, f(x,)) nokatda f(x) funksiyanyf grafigine galtasyanynyi
deillemesini yazalyi:

Y :f(‘xo) +f,(X0)(X _x())'

f(x) — y tapawuda seredelin:

f(x) V= [f(xo) +f’(x0)(x _‘xo) + Rz] - [f(‘xo) +f,(‘x0)(‘x _‘xo)]
ya-da (a,b) aralygyi islendik nokadynda alarys:
S@) -y =R,
Goy, Vx € (a,b) tigin f"'(x) > 0 bolsun. Onda f"'(c) > 0 bolar we

(a, b) aralygyn islendik nokadynda R, = f éc) (x —x,y >0 bolar.

Sona gord, f(x) —y = R, denlikden (a, b) aralygyn islendik nokadynda
f(x) =y > 0 ya-da f(x) > y alarys. Bu bolsa funksiyanyn grafigi
galtagyandan yokarda yatyar, yagny funksiyanyn grafigi (a,b) aralykda
oyuk diymekdir. f”'(x) < 0 yagday hem edil seyle subut edilyar.
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Mysallara seredelin.

1. y = x* funksiya (—oo, ) aralykda kesgitlenen, birinji we ikinji
tertipli ontimleri Vx € (— oo, 00) ti¢in bar we y” = 2 > 0 bolany sebépli
bu funksiyanyn grafigi biitin x-ler okunda oyuk bolyar.

2.y = liixz funksiya biitin x-ler okunda kesgitlenen, birinji we

ikinji tertipli 6ntimleri Vx € (—oo,00) ti¢in bar. Ikinji tertipli oniimi
_ 2
tapalyn: y" = _(214'29;)3'

Gorsiimiz Valy, (- o0, — L) aralykda y > 0, (_L L)

V3 V3'V3

aralykda y" < 0, (%,oo) aralykda bolsa y” > 0 bolyar. Diymek,
I i = funksiyanyn grafigi (— 00, — \/1§> we (jg, oo> aralyklarda

. 1 1
o3k (- 75 5)
3. y = sinx funksiya biitin x-ler okunda kesgitlenen we birinji,
ikinji tertipli 6ntimleri Vx € (—oo,00) ti¢in bar. Ikinji tertipli oniimi
" = — sinx. Gorsiimiz yaly, k-nyn bitin bahalarynda (2kz, (2k + 1))
aralyklarda y" < 0, ((2k + 1)z, (2k + 2)x) aralyklarda »"” > 0 bolyar.
Diymek, (2kx, (2k + 1)x) aralyklarda sinx funksiyanyn grafigi giiber-
cek, ((2k + D)z, (2k + 2)r) aralyklarda bolsa oyuk. Bu yagday y = sinx
funksiyanyn yokarda getirilen grafiklerininl ikinjisiniii bolup bilme-
jekdigini ailladyar we grafigi takyklasdyrmaga yardam edyar.

y:

aralykda giibergek bolar.

§12. Grafigin epin nokady

Funksiyanyn grafigini gurmakda gerek bolyan diisiinjelerin biri-de
epin nokadydyr.

Kesgitleme. f(x) funksiyanyil grafiginiii yanasyk yatyan oyuk
we giibergek bolekleriniii (x, f(x,)) aragdk nokadyna epin nokady
diyilyér.

Bilsimiz yaly, grafigin oyuk bolegi 6ziinin islendik nokadynda
gecirilen galtasyanyndan yokarda, giibercek bolegi bolsa asakda yatyar.
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Sona gorid, eger-de epin nokadynda

galtagyan bar bolsa, onda grafik sol

nokatda galtagyanynyn bir tarapyndan

beyleki tarapyna ge¢meli bolar (52-nji
M, f(x)) — Surab).

Eger-de (x,, f(x,)) epin nokady
tigin f"'(x,) bar bolsa, onda hokmany
f"'(x,) = 0 bolar. Dogrudan hem, goy,
f"(x,) > 0 diyelini. Onda f"(x) x, no-
kadyn kdbir etrabynda artyan funksi-
ya bolardy we f(x) funksiyanyn grafigi (x, f(x,)) nokatdan gegyén
galtagyanynyn bir tarapynda yatardy. Bu bolsa (x,, f(x,)) nokadyn
epin nokady bolmagyna garsy gelerdi. Sunun esasynda biz seyle netija
geleris.

52-nji surat

Teorema. Goy, (x,, f(x,)) epin nokady bolsun.

Onda: 1) eger x, nokatda /'(x ) bar bolsa, f(x) funksiyanyfi grafigi
(x,, f(x,)) nokatdaky galtasyanynyn bir tarapyndan beyleki tarapyna
geger;

2) eger x, nokatda /"(x,) bar bolsa, onda hkmany /"'(x ) = 0 bolar.

Bu teorema (x,, f(x,)) nokadyn f(x) funksiyanyf epin nokady
bolmagynyn zerurlyk sertini kesgitleyar. Mysallara seredelii.

_ 1 o )
l.y= 42 bu funksiyanyn grafigi
1 , 1 1 .
— oo, — —— | aralykda oyuk, (———,——) aralykda giibercek we
( V3 > Y Y ( v3 V3 > Y s N
1 ,
——, 00 | aralykda oyuk.
( o0 ) aralykda ogu
Diymek, (x = — ,y = ; X = ,y = 3 nokatlar epin
’ 4/ Q/ 4
,_ —(2—6x ) . 1 1
katlarydyr, y" = —= 2% ) pol bapli, x =———, x = ——
nokatlarydyr. y 1+ 2) olany sebéapli, x 73 X 73
” 1 o1 ..
nokatlarda y" bar we y'[{———) = 0, ——\ = 0 (53-nji surat).
g (=y5)=00 (ﬁ) (3t sural)
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1
3

53-nji surat

2 .
9% x*
x < 0 bolanda y"'(x) > 0 we funksiyanyn grafigi oyuk, x > 0 bo-

2.y = %/x funksiya (— oo, o0) aralykda kesgitlenen, y" = —

landa y"'(x) <0 we funksiyanyn grafigi y=Vx

giibercek. Diymek, (0, 0) nokat epin y

nokady, yone sol nokatda y" yokdur V

(54-nji surat). >
Indi (x,, /(x,)) nokadyfi f(x) funk- ﬂ x

siyanyn grafiginin epin nokady bol-

magynyn yeterlik sertini kesgitleyin

e 54-nji surat
teoremany getirelifl.

Teorema. Eger x nokadyn kibir yorite etrabynda f{(x) tizniik-
siz, f"(x) bar bolsa we x nokatdan gegende f”'(x) alamatyny tiytgedyén
bolsa, onda x, epin nokadydyr. Eger alamaty tiytgemese, (x,, /(x,)) epin
nokady daldir.

Subudy. f"(x) x, nokatdan gegende alamatyny iiytgedyanligi
sebdpli, kébir (x, - J, x,) aralykda ol alamatyny saklar. Goy, diyelin,
/"' (x) sol aralykda polozitel bolsun. Onda ol kébir (x, x, + J) aralykda
otrisatel bolar. Onda, yokarda subut edenimize gord, (x,—d, x,) aralyk-
da f(x) funksiyanyti grafigi oyuk, (x,, x, + J) aralykda bolsa giibergek
bolar. Diymek, (x,, f(x,)) nokat epin nokadydyr. Ikinji teklip hem edil
seyle subut edilyar.
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Yokarda getirilen teoremalardan seyle diizgiin gelip ¢ykyar. f(x)
funksiyanyn kesgitlenen yaylasynda sanly nokatlardan 6zge nokatlarda
f"(x) bar diyelin. f"'(x) oniimin nola éwriilydn sanawly nokatlaryny
tapalyn. Su nokatlaryn tiikkenikli predel nokady yok bolsun. f"'(x)
onlimiil nola dwriilydn nokatlaryny we onun yok bolan nokatlaryny
x-ler okunda yerlesdirelin. Ol nokatlar x-ler okuny aralyklara bolerler.
Bu aralyklar f(x) funksiyanyn grafiginin giiberceklik aralyklarydyr.

Sol aralyklaryfi her birinde haysy hem bolsa bir x, nokat alyarlar
we f"(x) onliminl sol nokatdaky bahasynyn alamatyny kesgitleyarler.
Eger /"'(x) > 0 bolsa, onda degisli aralykda grafik oyuk, /"'(x) < 0 bolsa,
onda grafik giibercek bolar.

Epin nokatlary /”'(x) 6nlimin yok nokatlarynda we nola éwriilyin
nokatlarynda bolup bilerler. Sol nokatlaryf birini — x, nokady saylap
alalyn. Eger x nokatdan gegende /"'(x) alamatyny tiytgetse, x, nokatda
Jf(x) tizniiksiz bolsa, onda (x, f(x,)) epin nokady bolar. Eger /"(x) ala-
matyny iytgetmese, onda (x,, f(x,)) nokat epin nokady déldir.

Mysallara seredelii.

4 4 "
X Pt
hi¢ yerde nola dwriilmeyér we dinie bir x = 0 nokatda yok. x = 0 no-
kat x-ler okuny (— oo, 0) we (0, o) bdleklere bolyér. Olaryn hersinde
bir nokat alalyfi. Birinjide x, = — 1, ikinjide x,= 1. y"(-1) =24 > 0,
" (1)=24> 0 bolany sebépli, (— o0, 0) we (0, o) aralyklaryn ikisinde-de
funksiyanyn grafigi oyuk, epin nokady yok (55-nji surat).

%

24

l.y=x+ Oniimleri tapalyit: y' = 1 —

Y

y=x+4
X

55-nji surat
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. 2x .

1+
»" hemme yerde kesgitlenen we diiie x = 0 nokatda nola éwriilyar. x = 0
nokady x-ler okunda yerlesdiryéris. Ol oky (— oo, 0), (0, o) bdleklere
bolyar. (—oo, 0) aralykda y"'(x) > 0, diymek, grafik oyuk, (0, ) aralykda
V"(x) <0, grafik giibergek. (0, 0) nokat grafigin yanasyk yatan giiber-
cek we oyuk bdleklerinin aragégi. Sona gori, ol epin nokady bolyar
(56-njy surat).

2. y=arctgx funksiya (- oo, ) yaylada kesgitlenen, y” =

yl\

s
2

y = arctgx

X

T

2
56-njy surat

3. y = sinx funksiyanyn grafiginii epin nokatlaryny tapmaly.
" =—sinx. y"(x) biitin x-ler okunda kesgitlenen. y" = 0 defileméanin kok-
leri bolup, x, = km, k=0,+1,+2, ..., sanlar hyzmat edyirler. y" = — sinx
oniim x, = krr nokatlardan gegende alamatyny tiytgedyér. Diymek, (kz, 0),
k=0, £ 1, ... nokatlaryii hemmesi epin nokatlarydyr.

§13. Funksiyanyn ekstremumy

Durmusda kop meseleler funksiyany dernemeklige getiryér. My-
sallara yiizlenelin. Goy, sol bir gdwriimli, konus gorniisli ¢adyrlaryi
gapdal {stlinin meydany iil ki¢i bolanynyn beyikliginin esasynyn ra-
diusyna bolan gatnagygyny tapmak gerek bolsun. Konusyn esasynyi
radiusyny x bilen, beyikligini / bilen, apofemasyny / bilen bellesek,
onda onun gapdal {istiinin meydany S = zx/, gowriimi V = %mfh
bolar. / apofemany tapalyn: [ = v x° + h*; h-yn bahasyny gowriimi
kesgitleyén denlikden tapalyi: h = 3V2. Indi biz konusyn gapdal
istiinit meydanyny o
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S = mx /x2+<3V2>2
X

gorniisde yazyp bileris. Biziit meseldmiz su funksiya x-in haysy baha-
larynda in kici baha eye bolup biler diyen meseld, yagny funksiyany
dernemek meselesine getirildi.

Yene bir mysal. Jayda elektrik lampasy asylyar. Lampanyii yere
bolan proyeksiyasy M nokat. Yerin M , nokatdan / uzaklykda yatyan M
nokadynda yagtylanma iil giiy¢li bolar yaly, elektrik lampasyny haysy
beyiklikde asmaly diyen sowala jogap
berjek bolalyn (57-nji surat).

Lampanyi beyikligini x bilen, M

r x nokadyn lampadan uzaklygyny 7 bilen,

/ lampadan inderilen perpendikulyar

M M bilen lampadan M nokada gecirilen

yvapgydyn arasyndaky burgy ¢ bilen
belgilélin. Onda yagtylanma /

57-nji surat

cos
[=c 2(0
-

formula bilen kesgitlenyér. Bu yerde ¢ hemiselik san.

Cyzgydan gorniisi yaly, cos ¢ = %, r =+ x*+[’. Onda [ iigin

[=c—X

(& + 1)
denligi alarys. Yene-de biziii meseldmiz /(x) funksiyany#i x-ifi miimkin
bolan bahalarynyn i¢inde nirede in uly baha eye bolyandygyny kes-
gitlemek, yagny funksiyany deriiemek meselesine getirildi. Diymek,
funksiyany deriiemek meselesi diiie arassa matematika ti¢in dél-de, kop-
diirli pudaklarda yiize ¢ykyan meseleleri ¢ozmek iicin hem wajypdyr.
Funksiyanyn ekstremumy diyen diisiinje funksiyany deriemekligin
esasy elementlerinin biridir. Sol diistinjéni girizelint. Goy, f(x) funksiya
[a,b] kesimde kesgitlenen we x, € (a,b) bolsun.

202



Kesgitleme. Eger x, nokadyn kibir etrabynyfi x -dan 6zge hemme
nokatlary ti¢in f(x) <f(x,) defisizlik yerine yetse, onda f(x) funksiya x,

......

......

Kesgitleme. Eger x, nokadyfi kibir etrabynyfi x -dan 6zge hemme
nokatlary ti¢in f(x) > f(x,) defisizlik yerine yetse, onda f(x) funksiya

nokady, f(x,) baha funksiyanyn minimal bahasy diyilyér.

Minimum we maksimum nokatlara funksiyanyi ekstremum no-
katlary, minimal we maksimal bahalaryna bilelikde ekstremal bahalary
diyip at beryarler. Bizin ¢6zmeli meseldmiz ekstremum nokatlary néhili
edip tapmaly, olaryil haysysynyil maksimum, haysysynyil minimum
nokady bolmalydygyny néhili edip kesgitlemeli diyen sowala jogap
tapmakdan duryar. Su meselidni ¢cozmége gerek boljak teoremalara
seredelin.

Fermanyii teoremasy. Eger f(x) funksiya x nokatda maksimuma

(minimuma) eye bolsa we x; nokatda f"(x,) bar bolsa, onda f"(x,) 6niim
hokman nola dendir.

Subudy. Kesgitlema gord, x, nokadyn [T}, etraby bar bolup, sol
etrabyi islendik x, nokady Ugin f(x,) > f(x,) defisizlik yerlikli bolar.
x, — x, tapawudy Ax bilen belgilalin. Oniimin kesgitlemesine gori,
f(xo + AX) _f<xo)

Ax ’

S'(x,) = lim

x, T Ax = x, nokadyi I} etraba degisli bolany sebépli, f(x,) < f(x,)
ya-da f(x, + Ax) < f(x,) densizlik yerlikli bolar. Ax-iii poloZitel
J(x, + Ax) — f(x,)
x,) Ax

¢~ > 0 bolar. Diymek,

bahalary iigin
Sf(x, + Ax) = f(

< 0, otrisatel bahalary ii¢in

Ax
)= Jip ) <o,
() = Jlim AT 5
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bolar. Bubolsa f'(x,) = 0 diymekdir. x, minimum nokady bolan yagdayy
hem edil seyle subut edilyéir Funksiyanyn f'(x) Onliminin nola dwriilyan

Fermanyt teoremasyna gord, eger x, nokat ekstremum nokat bolsa
we sol nokatda 6ntim bar bolsa, onda x hokman durum nokadydyr. Diy-
mek, ekstremum nokatlar funksiyanyii durum nokatlarynyi we onun
Oniiminin yok bolan nokatlarynyn arasynda bolmaly. Emma durum
nokatlarynyn hemmesi ya-da funksiyanyn oniiminin yok nokatlarynyn
hemmesi ekstremum nokady bolmaly diysek yaliiysarys.

Mysallara yiizlenelin.

1. y = x? funksiyanyn durum nokatlaryny tapalyn. Onu ii¢in onufi
birinji tertipli y'(x) onlimini we sofira y'(x) = 0 denleménii koklerini
tapmaly. Alarys: y' = 2x; 2x = 0; x = 0. GOrslimiz yaly, difie bir x = 0
durum nokady bar. Vx # 0 ligin y(x) >(0) ya-da x*> 0 bolyany sebépli,
x = 0 durum nokady minimum nokadydyr.

2.y = x*(1 — x) funksiyanyn durum nokatlaryny tapalyn. Birinji
tertipli 6nlimi tapyarys we nola denleyéris:

V' =3x*—4x=0.

Bu deiileménifi iki koki bar. x, = 0, x, = %; ¥(x,) =0, x, nokady go-
lay ¢epinde y(x) < 0, golay sagynda y(x) > 0 bolany tigin, x, = 0 nokat
ekstremum nokady daldir. y = x*(1 —x) funksiyany (x — Z> tapawudyn
derejeleri boyunca yazalyii:

Y(0) =556 —g(r =) —20x =) ~(x=3):

— (3= 27
y(x,) = y( 4> 7562 nokadyn golay tow:regmdakl nokatlar

ligin y(x) <y(x,) boljagy gormiip dur. Diymek, x, = n nokat maksimum
nokadydyr.

vy = |x| funksiya hemme yerde kesgitlenen we x = 0 nokatda onun
onlimi yok. y(0) = 0 we x # 0 nokatlaryin hemmesi ti¢in y(x) > y(0).
Diymek, x = 0 nokat minimum nokadydyr.
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4.y =—xlInlx|, x # 0, »(0) = 0 funksiya hemme yerde kesgitlenen
we x = 0 nokatda 6nlimi yok. x = 0 nokadyn sag golayynda y(x) > 0,
¢ep golayynda y(x) < 0 bolany sebipli, x = 0 nokat ekstremum nokady
déldir.

Mysallara seretmekden biz seyle netije ¢ykaryp bilyiris. Funk-
siyanyil ekstremum nokatlarynyn onun durum nokatlarynyn we onun
onliminifl yok nokatlarynyn arasynda bolmagy ekstremumyi zerurlyk
sertidir. Mysallardan gorniisi yaly, bu sert yeterlik dildir.

Teorema (ekstremumyn yeterlik serti ). Goy, x, nokat funk-
siyanyfi durum nokady ya-da onufi 6niiminifi yok nokady bolsun. x,
nokadyn kabir etrabynda f(x) lizniiksiz we x, nokatdan bagga nokat-
larda 6niimi bar bolsun. Onda, eger x, nokatdan ¢epden saga gegilende
/"(x) alamatyny ayyrmakdan gosmaga liytgetse x, nokatda minimum,
gosmakdan ayyrmaga tiytgetse x, nokatda maksimum bolar, eger ala-
matyny lytgetmese x, nokatda ekstremum bolmaz.

Subudy. Goy, x, nokatdan ¢epden saga gegilende 6niim alamaty-
ny ayyrmakdan gosmaga tiytgetsin. Meselénin sertine gord, kébir 6 san
tapylyp, (x, — 9, x,) aralykda f"(x) <0, (x,, x, + ) aralykda f"(x) > 0
bolar. f(x) tizniiksiz we (x, — J, x,) aralykda kemelyan funksiya, diy-
mek, Vx € (x, — 0, x)iicinf(x)>f(x,) denilik yerlikli bolar. (x,, x, + J)
aralykda f{(x) lizniiksiz we artyan funksiya, diymek, Vx € (x,,x, + 0)
ligin f(x) > f(x,) defisizlik yerine yeter. Bu bolsa, kesgitlemé gord, x,
minimum nokady diymekdir. Galan yagdaylary hem edil seyle subut
edilydr.

Funksiyanyn ekstremumyny tapmak meselesi onuit monotonlyk
aralyklaryny tapmak bilen 6rén i¢cgin baglanysyklydyr. Bilsimiz yaly,
funksiyanyil durum nokatlary we oniimini yok nokatlary monotonlyk
aralyklaryn aracdgi bolyarlar. Sofla gérd, monotonlyk aralyklary gur-
landan son, ekstremum nokatlaryny tapmak ti¢in, sol aralyklaryn aragék
nokatlaryny yokardaky teorema gora barlamak yeterlikdir.

Mysallar ¢oziilende teoremanyni tassyklamalaryny asakdaky tab-
lisa gorniisinde yazmak amatly bolyar.
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x<x,| flx) | x>x,
J'(x) + bar - maksimum
J'(x) - bar + minimum
J'(x) - bar - ekstremum yok
J'(x) + bar + | ekstremum yok

Asakda ekstremumy kesgitlemegin yene bir yeterlik serti getirilyér.

Teorema (ekstremumyn yeterlik serti). x, nokadyn kébir etra-
bynda f"(x) hem-de /"(x) bar we f'(x,) = 0 bolsun. Onda, eger /"(x,)) <0
bolsa x, nokatda maksimum, /"(x,) > 0 bolsa x, nokatda minimum bolar.

Subudy. /"'(x,) > 0 yagdayda f'(x) x, nokadyf kébir etrabynda
artyan funksiya bolyar. Diymek, x, nokatdan ¢epden saga gegilende f"(x)
alamatyny ayyrmakdan gosmaga liytgedyir. Onda, yokarky teorema
gord, x, nokatda minimum bolar. /"'(x,) < 0 yagdayda f/"(x) x, nokadyti
kébir etrabynda kemelyén funksiya bolyar, 6zi hem f'(x ) = 0. Diymek,
x, nokatdan ¢epden saga gegilende f"(x) alamatyny gogsmakdan ayyr-
maga liytgedyér. Sona gord-de x, nokatda maksimum bolar. Teorema
subut edildi.

Mysal. y = 4x* — 3x*— 6x + 5 funksiyanyn ekstremum nokatlaryny
tapalynl. Funksiyanyi birinji we ikinji tertipli ontimleri hemme yerde
bar. Onda onun ekstremum nokatlary durum nokatlarynyn arasynda
bolar. Durum nokatlaryny tapalyii. Onun ii¢in, birinji tertipli dniimi
nola denlép, alnan defileménin koklerini tapsak bolar. Alarys:

Yy =12x"—6x—6; 2x’—x—-1=0; x =1, x2=—%;

x, =1, x,= —% durum nokatlarynda y"(x)-iii bahalarynyn ala-
matyny kesgitldlin: y" = 24x —6;y"'(1) =18 > 0, y”(— %) =—18<0.

Diymek, x, = 1 nokatda minimum, x, = 5 nokatda maksimum

bolar. Funksiyanyn giiberceklik aralyklaryny tapalyn. Onuil iicin
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1 . _1

i 5Ty nokat
x-ler okuny iki bolege bolyér: (— oo,%), (%, oo). Olaryn birinjisinde
V"(x) <0, ikinjisinde y"(x) > 0. Diymek, (— 0, %) aralykda funksiyanyn
grafigi glibergek, (%, oo) aralykda bolsa oyuk bolar. x, = % nokat sol

V" =24x — 6 = 0 denlleménin kokiini tapyarys: x, =

aralyklaryn aracdgi we sol nokadyn towereginde funksiya tizniiksiz.
Diymek, x, = % nokat epin nokady. Indi x, = 1, x, = —%, X, = %

nokatlary x-ler okunda yerlesdirelin we f(x) funksiyanyn sol nokat-

lardaky bahalaryny tapalyii: /(1) = 0, (- %) — 6,75, f(%) — 3,375.

y=4x-3x*-6x+5

|
|
|
|
4

58-nji surat

lim y(x) = —oo; limy(x) = oo bolany sebapli, y(x) = 4x> - 3x>— 6x +5
funksiyanyn grafiginin gorniisi 58-nji suratdaky yaly bolyar. Gorsiimiz
yaly, funksiyanyn monotonlyk aralyklaryny, onufi ekstremum nokat-
laryny, ekstremal bahalaryny, giiberceklik aralyklaryny we epin no-
katlaryny bilmek funksiyanyi tiziilyan nokatlaryndan 6zge nokatlarda
onun grafiginiil 6ziini alyp barsyny hésiyetlendirmége miimkingilik
beryir. Funksiyanyi grafiginii x tiikeniksizlige ymtylanda 6ziini ndhili
alyp baryandygynyny has anyk hésiyetlendirmek ti¢in yene bir diisiinje
girizelin.
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§14. Funksiyanyn grafiginiii asimptotalary
Kibir yagdaylarda, funksiyanyn grafigi tekizligin tiikeniksizlikdé-
ki nokatlaryna bellibir géni Syzyga yakynlasmak bilen ymtylyarlar Ine,

......

has takyk kesgitlalin.
Kesgitleme. lim f(x), lim f(x) predellerifi i bolmanda biri

tﬁkeniksizlige dei bolsa, onda x = x gbné f(x) funksiyanyf grafiginin

------

1-nji mysal. y = %ugmx 0 tiziilme nokady we lim }c = —o0,
{1({510% = oo denl. Sona gord x =0 géni y = 1 funk51yanyn grafiginin
dik asimptotasydyr (59-njy surat).
y
y=1
.
[9) X
59-njy surat
2-nji mysal. y=Inx {i¢cin x=0iziilme nokady we ‘lqigr}olnx = —oo.

Sona gord x = 0 goni y = Inx funksiyanyn grafiginin dik asimptotasydyr.

Goy, y = % P(x) we Q(x) lizniiksiz funksiyalar bolsunlar. Eger

O(x,) = 0, P(x,) # 0 bolsa, onda x = x, gbni y = QE 3 funksiyanyn
grafiginin dik asimptotasy bolar. X

3-nji mysal. y = ctgx = COS;C funksiya iizniiksiz funksiyalaryi

gatnagygyna defl. Maydalawjy sinx funksiya x, = kr, k=0, + 1, ...
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nokatlarda nola den, cosx bolsa nola den dél. Diymek, x = kx, k=0,
+ 1, ... goniilerit hemmesi y = ctgx funksiyanyn grafiginin dik asim-
ptotalarydyr (60-njy surat).

\—n T

_3n\ | _z2\O| Z 3N ¥
2 2 2 2\

60-njy surat

Kesgitleme. Eger f(x) funksiya x > N bahalar {i¢in kesgitlenen
bolsa we

lim[ f(x) = kx = b] = 0

predel deinlik yerine yetse, onda y = kx + b gonid f(x) funksiyanyn
Eger f(x) x < N bahalar iicin kesgitlenen bolsa we
tim| () ~ kx ~ b] = 0

predel denlik yerine yetse, onda y = kx + b génd f(x) funksiyanyn
grafiginin x minus tiikeniksizlige ymtylandaky yapgyt asimptotasy
diyilyér. Bu kesgitleménin geometrik manysy hem bar.

LI_I’E[ f(x) — kx — b] = 0 diymek y = f(x) funksiyanyn grafigi bilen
y = kx + b goninin arasyndaky x nokatdan gec¢yén dik goni boyunca
AB = |f(x) — kx — b| uzaklyk x tiikeniksizlige ymtylanda nola ymtylyar
diymekdir (61-nji surat).

Asimptotanyn deiilemesine degisli £ we b sanlary kesgitldlin. Eger
lvl_rg[ f(x) — kx — b] = 0 predel denlik dogry bolsa, onda
flx)—kx—b _ 0

X

lim

X—o00

14. Sargyt Ne 1285 209



Ay

y=f (X)\

A4 Y
0 ;c > x
61-nji surat
ya-da
fim[ L) g _ 2] =0
x| X X
denllik hem dogrudyr. Bu yerden
k = limM
T X

f(x)

predel bolmalydyr. Eger ol predel bolmasa, onda asimptota yok
boldugy bolyar. Goy, & tapyldy diyeli. Onufi tapylan k; bahasyny
lim[ f(x) — kx — b] = 0 deiilikde yerine goyup we ol deiiligi biraz 6z-
ééorcdip vazalyn:

denligi alarys. Diymek, asimptotanyn bolmagy ti¢in hokman lim-——*+

X—o0

lim[ f(x) — kox] — limb = 0.
Bu yerden alarys:
b = lim[ f(x) — kx].

Diymek, asimptotanyfi bolmagy tigin, lim[ f(x) — kox] predelif
bolmagy zerurdyr. Eger ol predel yok bolsa, onda asimptotanyn bol-
madygydyr. Sona gord iki
f( ) _

lim*~—~~~

X— 00
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lim[ f(x) — kx]=b
predeliii bolmagy asimptota bolmagy ii¢in zerur hem yeterlikdir.
Grafigin x — —oo asimptotasy hem edil seyle tapylyar.

Mysala seredelin. y = x — % funksiyanyn asimptotalaryny
X

kesgitlemeli. Ilki bilen dik asimptotalaryny tapalyn. y = X =2 iki

x2

tizniiksiz funksiyanyn gatnagygynyn barlygy sebépli, onun dik asim-
ptotalary maydalawjynyn nola 6wriilen nokatlarynda bolarlar. Mayda-
lawjy x = 0 bolanda nola 6wriilyér, sanawjy bolsa x = 0 bahada nola
den dil. Diymek, x = 0 yeke-tdk dik asimptota. Indi y = kx + b yapgyt
asimptotalary tapalyii. Onun {i¢in

im 7 i )~ ]

predelleri tapmaly. Alarys:

= tim P i 52 =,
b= liml f0x) ~ ] = lim[x = %~ ] =~ lim & = 0

Diymek, k=1, b =0; y = x gbni x — o bolanda yapgyt asimptotadyr.
Suna menzeslikde,

k= lim L) - =2 .
X——00 x X——00 x‘
b= lim [f(x)— kx| = lim |x— 2 —x|= 0.

Diymek, k=1, b= 0; y = x gbni x — — o0 bolanda hem asimptota
bolyar. Biziii mysalymyzdan seyle netije ¢ykaryp bileris.

Netije. Eger }1{2@ =k, lim[f(x) —kx] = b bolsa, onda
vy =kx + b gbni x — . bolanda hem, x7—> — o bolanda hem asimptota
bolar.
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4-nji mysal. y = 3x + 5sinx funksiyanyn asimptotalaryny tapmaly.
Funksiya hemme yerde kesgitlenen we iiziilme nokatlary yok. Sonun
ticin onun dik asimptotalary bolup bilmez. Indi yapgyt asimptotalary
tapjak bolalyn.

f(x)

x—too X x—too X

lim[ f(x) — kx] = lim[3x + 5sinx — 3x] = 5- limsinx.

Soniky predeli yok, diymek, y = 3x + Ssinx funksiyanyn yapgyt asim-
ptotalary hem yok.

Bellik. y = kx + b funksiyanyn 6ziini x tiikeniksizlige ymtylanda
alyp barsy belli bolany sebépli, f(x) funksiyanyn grafiginin x tiikenik-
sizlige ymtylanda 6ziini alyp barsyny goni bilen denesdiryarler. Ine, su
yerden hem asimptota diislinjesi gelip ¢ykyar. Adatca, biz f(x) funk-
siyanyn grafigini tiikeniksizlikde 6ziini alyp barsy belli bolan islendik
funksiyanyn grafigi bilen defiesdirmige haklydyrys. Sol sebipli, asim-
ptotik goniilerin yerine asimptotik egri diisiinjesini hem girizse bolar.

x* — 5x° 4+ 6x - sinx + cosx

5-nji mysal. f(x) = 3 S — ar + 4 funksiyanyn
grafiginin tiikeniksizlikde 6ziini alyp bargyny deriiemeli.
lim flx) _ lim 3" = 5% + 6x - sinx + cosx _ 4
e X xokoo x(2x* = 3x +4) B

bolyandygy sebépli, bu funksiyanynl grafiginin y = kx + b  goni
gornilisinde asimptotasy yok. Gelin, asimptotany y = ax*> + bx + ¢
egri gorniisinde gozlalin. Belli bolsy yaly, y = ax* + bx + ¢ egrinin
grafigi paraboladyr. Parabolanyn tiikeniksizlikde 6ziini alyp barsy bel-
li bolansoni, onun bilen berlen funksiyanyn grafigini defiesdirmegin
manysy yok dal.

X— o0

fim ) = 1, tim( )~ 51 = 0

denlikler yerine yetseler, y = ax* + bx + ¢ funksiyanyn grafigi f(x)
funksiyanyn grafiginiii asimptotasy bolyar diyip kabul edelifi.
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Yokarky detilikleri ulanyp, ¥ = ax? + bx + ¢ afilatma giryin a, b, ¢
koeffisiyentleri tapalyii:

. flx) . 3x* — 5x* 4+ 6xsinx + cosx 3
= y e (2x* = 3x+4)ax*+bx +c) 2a

yva-da a =

N[

3x* — 5x° 4+ 6xsinx + cosx 3
2x*—3x+ 4 2

0 = lim

X— o0

X' — bx — c] ya-da

3x* — 5x% + 6xsinx + cosx — (2x° — 3x + 4)(%x2 + bx + C)

0=l =
e 2% —3x+ 4

—(2b - %)x —(5+2¢—3b+6)x°

=1
= 2% —3x+4 -
. [6sinx — (4b — 3¢)]x + cosx — 4c
1 =
e 2% —3x+4
(26— %)x —(5+2¢c—3b+6)x°
=i
= 2x°—3x +4
R
_3 9 17
y=/x) y—§x2+zx—§
0 >x
62-nji surat
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Bu deiilik 26 — 2 = 0, 5+ 2¢c—3b+ 6 =0 bolanda yerliklidir. Bu

2
yerden alarys: b = %; c= —%. Diymek, biz y = %xz + %x — %
egri f(x) funksiyanyn grafiginin x tiikeniksizlige ymtylandaky asim-

ptotasydyr diyip bileris (62-nji surat).

§15. Funksiyanyn grafigini gurmagyi
umumy diizgiini

Yokarda funksiyany#i grafiginii elementlerini, yagny mono-
tonlyk aralyklaryny, giiberceklik aralyklaryny, asimptotalaryny we
funksiyanyn ekstremumlaryny tapmak barada giirriinn edildi. Indi sol
diistinjeleri ulanyp, funksiyanyn grafigini gurmaga giriselin. Grafigi
asakdaky tertipde gurmak hodiirlenyar:

1) funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny tapmak;

2) funksiyanyn iizniiksizligini barlamak;

3) funksiyanyn tékligini, jiibiitligini barlamak;

4) funksiyanyn periodikligini barlamak;

5) funksiyanyn onliminint nola éwriilydn we yok nokatlaryny
tapmak;

6) monotonlyk aralyklaryny we ekstremumlaryny tapmak;

7) ikinji tertipli Oniimin nollaryny we yok nokatlaryny tapmak;

8) glibergeklik aralyklaryny we epin nokatlaryny tapmak;

9) asimptotalary tapmak;

10) funksiyanyi grafiginiii koordinata oklaryny kesyédn nokat-
laryny tapmak;

11) grafigi gurmak.

Funksiyanyn grafiginiii gurlusyny mysalda gorkezelin. y = x — iz
funksiyanyin grafigini guralyi: X

1) funksiya x = 0 nokatdan basga yerde kesgitlenen;

2) x = 0 nokat tiziilme nokady; x-ler okunyn galan nokatlarynyn
barysynda iizniiksiz.

xbgzloy - 11moy =%

x—0+
3, 4) funksiya tdk hem, jiibiit hem, periodik hem dil,
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5) funksiyanyn 6niimini tapalyn: y" =1+ % Oniim x, = 0

nokatda yok. 1 + = = 0 defileméni ¢oziip, onlimin nola dwriilyén
X

nokatlaryny taparys: 1 + % =0=x"=-8; x,=—V8 =—2.

6) x, =0, x, =— 2 nokatlary x-ler n

=y

) 0
63-nji surat

okunda yerlesdiryaris. Olar x-ler oku-

ny Uc aralyga bolerler (63-nji surat).
Olaryn her birinde bir nokat alalyn: x=—-3, x=-1, x=1.

YV(=3)=14+—-—"5>0; y(-1)=1+—-—"5<0; y(1)=1+8>0.

(= 3)* (= 1)3

Diymek, (—oo, —2) aralykda funksiya monoton artyar, (— 2; 0)
aralykda funksiya kemelyir, (0; ) aralykda artyar. x, = — 2 ekstre-
mum nokady. Birinji tertipli 6niim x, nokatdan ¢epden saga gegilende
alamatyny gosmakdan ayyrmaga tliytgedyar. Sofia gord x, = — 2 nokat
maksimum nokady. x = 0 nokatda ekstremum yok. Funksiyanyn x, = — 2
nokatdaky bahasyny tapalyn: y(—2) =— 3.

Grafigin x, = -2 nokada degisli nokady M (-2, —3) bolar.

7, 8) funksiyanyn ikinji tertipli 6niimini tapalyn: y"(x) = —i—f}.
Ol x, = 0 nokatda tiziilydr, galan nokatlarda nola defi ddl. x, = 0 nokady
x-ler okunda yerlesdireliii. Ol nokat x-ler okuny iki bélege bolyar.

y!!< 0 R yN< O R
0 x

Olaryn hersinde bir nokady saylap alalyin: x =—1, x=1; y"(-1) =
=-24<0, »"(1)=-24 <0. Sona gora funksiyanyn grafigi (— oo, 0)
we (0, o) aralyklaryn ikisinde hem gilibercek.

9) funksiya difie x, = 0 nokatda tiziilyar we hm y(x) = —oc. Sona
gord x = 0 goni dik a51mpt0tadyr Grafiginx =0 a51mpt0tanyn towere-
ginde 6ziini alyp barsy 64-nji suratda gorkezilen.

Yapgyt asimptotalary tapalyi:

4
llmf( x) _ hmixzz I;

x—too X x—too X
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A b = lim[ f(x) - kx] =
= lim|x — % —x[=0
X —tool x
o % Diymek, y = kx + b ya-da y = x goni
x — =00 bolanda asimptotadyr.
\ / 10) grafigin koordinata oklary

bilen kesisydn nokatlaryny tapalyn.
y=x-— formuladan gorniisi yaly,

grafik y-ler okuny kesmeyir. y =0 ya-da x — % = 0 deiilleméni ¢oziip,

64-nji surat

grafigiil x-ler okuny kesyén nokatlaryny taparys. Defilleménii difie bir
hakyky koki bar. x, = ¥4 ya-da M,(%/4,0) nokat bolyar.
11) grafigi guralyn. Onui ii¢in tapylan nokatlary bir ¢yzgyda

yerlesdirelin, sonra grafigin tapylan elementlerini goz 6mniinde tutup,
grafigi guralyn (65-nji surat).

65-nji surat

1. (0, o0) aralykda funksiyanyn grafigi iizniiksiz, artyar, giibercek,
M, nokatdan gegyir, x — oo bolanda y = x asimptota asakdan ymtylyar,
x — 0 bolanda x = 0 asimptota boyunca — co-e¢ ymtylyar.

2. (-2, 0) aralykda funksiya lizniiksiz, kemelyér, M (-2, - 3) nokat
onun in beyik nokady, giiber¢cek we x — 0 — 0 bolanda — co-¢ ymtylyar.
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3. (— o0, —2) aralykda funksiya tizniiksiz, artyar, M (- 2, — 3) nokat
grafigin in yokarky beyik nokady, giibercek we x — — oo bolanda y = x
asimptota asakdan ymtylyar.

Sularyn esasynda grafigi dinie suratda gorkezilisi yaly gurup
bolyandygy siibhesizdir. Cyzylan egrinin taryhy ady bardyr. Ona
Nyutonyn carsagy diyip at beripdirler.

§16. Funksiyanyn kesimd:ki in uly
we ift Kici bahalary

f(x) funksiya [a,b] kesimde kesgitlenen. Onun birinji tertipli Sniiminit
sol kesimdéki nola 6wriilyan nokatlarynyn we kesgitlenmedik nokatlary-
nyf sany ¢ékli bolsun. Eger sol kesime degisli x, we x, nokatlar tapylyp,
Vx € [a,b] tgin f(x) < f(x) <f(x,) defsizlikler yerlikli bolsa, onda f{(x,)
baha funksiyanyf [a,b] kesimdaki ifi ki¢i bahasy, f(x,) baha funksiyanyti
larynda funksiya monoton artyar ya-da kemelyar. Sol nokatlarda funksiya
in uly baha ya-da in kici baha eye bolup bilmez. Diymek, funksiya i uly
ya-da in ki¢i baha difie 6niimin nola 6wriilyan nokatlarynda, 6ntimin yok
nokatlarynda we kesimin gyra x = a, x = b nokatlarynda yetip biler.

Bu yerden seyle diizgiin gelip ¢ykyar. Funksiyanyn in uly we in kigi
bahalaryny tapmak ii¢in onun 6niimin nola 6wriilydn nokatlaryndaky
bahalaryny, 6niiminl yok nokatlaryndaky bahalaryny we x = a, x = b
nokatlardaky bahalaryny hasaplamaly. Sol bahalaryi ulusy funksiyanyn
[a,b] kesimdéki in uly bahasy, kigisi bolsa in ki¢i bahasy bolar.

1-nji mysal. y = 3x? — 2x + 5 funksiyanyn [— 1; 4] kesimdéki in
uly we il ki¢i bahasyny tapmaly. Funksiyanyn y’ = 6x — 2 6niimi [— 1; 4]

aralykda kesgitlenen we difie bir x = % nokatda nola dwriilyér. Soia

gord, g x = %, x=—1, x=4nokatlardaky bahalaryny tapmak yeter-

lik. y(— 1) = 10; y%) = %; 1(4) = 45. Diymek, funksiyany [ 1; 4]
14

kesimdaki in uly bahasy 45, in ki¢i bahasy 3 bolar.

2-nji mysal. Gowriimleri sol bir sana deni bolan konus gérniisdiki
cadyrlaryn arasynda gapdal Ustlinii meydanynyn i kicisinin beyik-
liginiii esasynyn radiusyna bolan gatnagygyny tapmaly.
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Coziilisi. 66-njy suratdan gorniisi yaly, konu-
! syf gapdal tisti S = 7rl = 7rv x> + r*, gdwrliimi

0

3V .
x tapyp, S-iil

_1_- . 2 _
. V= 3 X bolar. Buyerden r* =

bahasynda yerine goyup alarys:

2
S:ﬂ\/3vox+<3vo> %
T T/ x

3 3
S-ift ifi kici bahasy 71\/ oy +< V) un
T T/ x
funksiyanyn (0, o) aralykdaky bahalarynyn in ki¢isine dendir. Ony

66-njy surat

2
kesgitlemek {igin y = n\/ 3V, X + (ﬁ) Lz funksiyanynl ontimini
y T T/ x
tapaly:
A2 )
T T ’

y = '
3 3V \
WENNEANT
T T

Oniim (0, o) aralygyit hemme nokatlarynda bar. Onuii nollaryny

3o (3V.V 2 / 6V o
tapalyn: y' = 0 = —% p < 7Z°> -F:O:x: 3 7°.Funk51yanyn

bahasy x — 0 we x — o bolanda tlikeniksizlige ymtylyar. Diymek, in
kici bahasy y(x)-in x =3/ —* oV, nokatdaky bahasy bolar:

3V 6V 3V ) T\
VT (&)
Indi beyikliginl esasyn radiusyna bolan gatnasygyny tapalyii:
. /oY, \/ 6V 6V, <6VO>2.6V0
7[ . /0 T T _
e ¢( > =)
T T
= /g_j —/2 = /2.
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§17. Wektor funksiyalaryn oniimi, wektor
funksiyalary derniemek

Goy, x(?), (1), z(¢) funksiyalar (a, b) aralykda kesgitlenen bolsun-
lar. Onda koordinatalary funksiyalar bolan V( 1) = {x( 1), y(1),z(t )V
aralykda iizniiksiz bolsalar, onda wektor funksiya (a, b) aralykda iz-
niiksiz diyilyér. Eger onuni koordinatalary (a, b) aralykda differensir-
lenyéin bolsalar, onda wektor funksi}'/a (a b) aralykda differensir-

......

2
‘Z ddz“z/’ . ya-da 4 ,V ... gorniisde belgllenyar we kesgitlema gora,

d'V _ {dkx d'y dkz}
dt* dar’ dt*’ dt* )
Oniim diisiinjesini wektor funksiyalaryn skalyar we wektor ko-
peltmek hasyllaryna hem gegirse bolar. Asakdaky formulalaryn dog-
rudygyny ansatlyk bilen barlap bolar:
d 77 7. dU
V00 =(G-0)+(7-4)

L) xT(0)] = [V T |+ [ U

Ay T(1) W) =47 dUu aw.
dtV(t)xU(t) W(t)= o XU W+ Vx4 7 W+VxU- g
Mysal ti¢in, sol formulalaryn ikinjisi seyle subut edilyér. Goy,

V(1) = {x,(0), y,(0), 2, (), U(1) = {x,(1), y,(1), z,()} bolsun. Alarys:
1k

AIV(yxT(1)) = Lx (1) y(1) z(1)] =

“ “ xz(t) yz(t) Zz(t)

; ; ; dic dj dkz
=lx(0) w() = (| G G|

(1) (1) 200 |u(n) (1) =(1)
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I J
Hx (1) v (1) z(1)| = Cg‘;xu] [ (z)x‘g
dx, dy, dz,
dt dt dt

Indi ginislikde x = x(¢), y =(¢), z = z(¢), @ < ¢t < S defilemesi bilen
berlen Z egri ¢yzyga we #-niii her bir bahasy ligin M(x(?), y(¢), z()) no-
kada seredelin. ¢ parametr (, f) aralykdaky bahalaryny a-dan baslap S
cenli alyp ¢yksa, onda M nokat Z egrini bir ujundan beyleki ujuna genli
¢yzyp ¢ykar. Sonun {i¢in, Z egrd M nokadyn trayektoriyasy hokmiinde
garasa bolar. Koordinatalar baslangyjyny M nokat bilen birlesdiryén
OM wektora M nokadyt radius wektory diyilyir we ol, adatca, 7(7)
bilen belgilenyér. Gorsiimiz yaly, 7(¢) = {x(7),y(¢),z(¢)} ya-da
F(t)=ix(t)+jy(t)+ kz(t) yazyp bileris. Eger ¢ parametre wagt

dr

hokmiinde garalsa, onda = F(1)
oniim M nokadyn ¢ pursatdaky tizligi,
d’r

pr 7(1) bolsa onuii sol wagtdaky tiz-
lenmesi bolar. g—f — tizlik wektorynyn Z

trayektoriya M nokatda galtagyan wektor
boljakdygyny, basgaca aydanynda, sol
nokatdaky galtagyan géninin ugrukdyryjy
67-nji surat wektory boljakdygyny gorkezelin (67-nji

surat). Z egrinin Ustiinde M(x(¢), y(¢), z(t))

we M (x(t + At), y(t + At), z(t + At)) nokatlary alalyn. Bilsimiz

yaly, M we M nokatlardan ge¢ydn kesijinifi M, nokat M nokada

1

ymtylandaky predel yagdayyna (eger bar bolsa) M nokatda Z egrd ge-
cirilen galtasyan diyilyar. ALMM wektor sol kesijinin iistiinde yatyr.

Diymek, bu wektoryn predel yagdayy (eger bar bolsa) galtasyanyn
ugrukdyryjysy bolar. Goy, 7(t) differensirlenydn bolsun. Onda

MM, . T(t+A)—F(t) g7
A =My = dr
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Gorslimiz yaly, ALtMMl wektoryn predel yagdayy bar. Onda
kesijinin hem predel yagdayy, yagny galtasyan goni bar we g—tf wektor

sol galtagyanyn ugrukdyryjysy bolar.

Mysal. x = ¢+ sint, y =¢ + cost, z =t egrinin { = % degisli

E E l / ae , v v o« .
M(x( 4 ), y( 4 ), 4 ) nokadyndan gecyén galtagyanynyn denlemesini
yazmaly.

Coziilisi. 7(1)={t +sint,t + cost,t} egrinin M(x(z), y(?), t)
nokadynyn radius wektory 7(¢) bolsa, onufi sol nokatdaky galtasyan
e
4
) nokatdaky galtasyanyn ugrukdyryjysy

goniisinin ugrukdyryjy wektory dr polar we = degisli

T, V2 m V2
M<4 Tty
dF (T gaqa A8 1] V2 V2
gl x) yada ‘{H > 17
deiilemesi asakdaky yaly bolar:

T _ V2 T _ V2 T

T4 2 T4 0 T4

/2 2 T

b+ 2

Parametre ¢ = ¢ baha berip, Z egrinin M (x, y,, Z,), X, = x(Z,),
Y, = W), z,= z(t,) bellibir nokadyny alalyii. M nokatdan ge¢yin we
galtagyana perpendikulyar bolan tekizlige Z egrinifi M nokatdaky

------

,1} bolar. Onda galtagyanyn

tekizligiin normal wektory boljakdygy diisniiklidir. Sonia gord normal
tekizligin denlemesi asakdaky yaly bolar:

X' (t)(x = x,) + ' () —y,) + 2 (1)(z - z)) = 0.

M(x,, y,, z,) nokatdan gegyéin we normal tekizlige perpendikulyar
tekizliklerin ¢ogdumyna seredelin. Olaryn i¢inde geometriyada we
M, nokatdaky 7(z,) we r’(t,) wektorlaryn iistiinde gurlan tekizlikdir.
Eger Z egré hereket edyan M(x(¢), y(¢), z(¢)) nokadyn trayektoriyasy
hokmiinde garasak, onda seplesyin tekizlik M, nokatdaky tizligi we
tizlenméni saklayan tekizlikdir diyip bileris.
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Seplesyin tekizligin defilemesini 7'(7,) X 7'(2,) - (r — 7,) = 0 gor-
niisde ya-da yayban halda

X—X, Y=Y, Z—Z%
X(t,) y(t,) Z(t)|=0
X)) Y(t) Z(L)

gorniisde yazyp bolar.

Egrini hisiyetlendiryén yene bir diisiinje girizelin. Tekizlikde goni
cyzyga bir nokatda galtagyan towereklere
seredelin (68-nji surat).

Suratdan gorniisi yaly, goni ¢yzygy

M nokadyn towereginde biikiip, islendik

M towerek bilen gabat getirmek miimkin.

Yone toweregiii radiusy nige kici bolsa,
songa-da gonini kop biikkmeli bolyar. Onun

ticin, eger r toweregii radiusy bolsa, k = % ululyga toweregiit M nokat-

68-nji surat

daky biikiilmesi diyip at bermek bolar. Biikiilméani baggaga-da kesgitlap
bolyar (69-njy surat).
M MM, = As we M hem-de M, nokat-
y lardaky galtasyanlaryn arasyndaky burgy y
7
As
M nokatdaky biikiilmesini hésiyetlen-
7

dirydndigi gorniip dur. Sonun {i¢in As

gatnagyga toweregin M nokatdaky biikiil-

bilen belgilalin. gatnasygyn toweregin

mesi diyilydr. Bu iki kesgitleménin sol
bir zatdygy aydyndyr. Ikinji kesgitleméni
islendik Z egrinifi M nokadyndaky biikiil-
mesini hasaplamak ii¢cin ulanyp bolar
(70-nji surat).

Z egrinin Ustiinde M nokada go-
lay M| nokat alalyf. Olardan geg¢ydn
galtasyanlaryn arasyndaky burgy y bi-

69-njy surat

70-nji surat
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len, M(:Ml duganyn uzynlygyny As bilen belgildlin. A gatnasyga
MVM duganyn ortaga bukiilmesi diyip bileris. Eger M, — M, bo-
landa 1l£nA— = k predel bar bolsa, onda k sana Z egrinit M nokat-
daky biikiilmesi diyilyar. Goy, r(¢) = {x(t), y(t),z(t)} Z egrinin
M(x(2), y(2), (1)) nokatdaky radius wektory bolsun. M nokat parametrin
t = t, bahasyna degisli nokat bolsun. Ofiden bilsimiz yaly, r(t) r(t) Z
egrd deglshhkde M, we M nokatlarda galtagyan wektorlardyr. Diymek,
|F(t)x ()] = \r(t )|-17(¢)|sin . Bu defligifi iki tarapyny hem As-e
boliip we ¢ — ¢ bolanda predele gegip alarys:

lim SINY.  }i ST 7

~1, As —y Y As

tim| 7 (1,) || 7 (1) = [7(1,);

|r<t)><r(t)| Lo T =) |
l lo llﬁlo r(tO)x AS -
i ’_;:l‘ d 5
= Fyx "L =iy
dt
ya-da : .
r(t,)Xr(t -
(1) XF (1) IR )k
7 (1,)]
Bu yerden:
L) xF()
= 3
F(t,)]
Yayban gorniisde

2

Y(t,) 2 () [ (¥ (1) 2(t)
Y'(%,) 2'(#)11x() 2'(4)

- |
[X(6) +Y' (1) + 2 (&) |

Eger Z egri (x, y) tekizlikde yatsa, onda alarys:

C X () y(n)
)

x"(t) y'(t)
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xX(1,) ¥(t,)
X(1) () |
[X'(t,) + Y (1,F]

Adatga, tekizlikde absolyut ululyk alamatyny taslap,
xX(t,) ¥(t)
_ (t,) ¥'(1,)

[X(t,F + ¥ (1,0

gorniisdiki formuladan peydalanyarlar.

x'(1) y'(1)
x"(¢1) y'(e)l _ dy
x'(t) dx’

bolany sebépli, k-nyn alamaty boyunca egrinin giiber¢ek we oyuk
bolyan boleklerini tapyp bolyar.

Mysal. x = ¢, y = ¢ egrinin islendik nokadyndaky biikiilmesini
tapalyi.
1 2¢
K = 021 _ 2
(14472  (1+47):

Islendik ¢ tigin £ > 0, x'(f) = 1 > 0 bolany {igin, x = ¢, y = £* egri oyuk
egridir diyip bileris. Eger toweregin biikiilmesi & bolsa, onda kesgit-
1

lemé gora = R toweregii radiusyna deil bolyar. Sunia menzeslikde,
islendik egri li¢in % sana biikiilme radiusy diyilydr. Kesgitlenen nokat-

da egré galtagsyan we radiusy biikiilme radiusyna denl bolan towerege

......

Indi parametrik gorniisde berlen egriniii asimptotasyny tapmaga gi-
riselifl. Defllemesi 7 = 7(1), 7 = {x,y,z}, 7(1) = {x(1), y(1), 2(1)},
T, <t<T, gornisdaki Z egri berlen. Goy, @ € (T, T,) igin
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limr(e) =1limy/x(1) +y(¢) +2(t) =00 (1)

71-nji surat

71-nji suratdan goérniisi yaly, M M, = aAd, MM = M M — aA,

GMM —al)=0 = aMM-d-dA=0, A:@'é{%M)
Diymek, =337 | = Wai— MG jada
d = (x(t)—xo— ﬁM m)2+
—|—(y(t)—yo— é‘](\;%M n)z—l—(z(t)—zo— é"?”T/f l)z];

Kesgitlema gora, goninin asimptota bolmagy tigcin l,if?d = 0 bol-
maly ya-da ona dengiiy¢li asakdaky deilikler yerine yetmeli:

l}fgl(x(t) —x, — a.]c\lj[TzM m) =0, (2)
. MM
im{s0) 3, M), ®
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hm(z(t)—z —M-l)zo. 4)

af
a MM

Gorniisi yaly, hm% = oo0. Onda alarys: hm% =0

ya-da af " MM
af

IO R N B0 N N RO LN D

(a-MM)laf (@a-MM)ylal (a-MM)Ylal '

Bu yerden:

hm% =m, lim———=—- y( ) =n, limﬂ =1

e a-MM eq- OM cCa-MM

af laf af

Sonky deiliklerden tapyarys:

(1) _n_ z2(t) _ 1 _
1}51,((;) m P lrlf?x(t) m =T
n =pm,l=qm. (1"

Bellik. (1) predellerde 1,15”‘( t) = oo hasap edilyir. Eger beyle
bolmasa, onda maydalawjy hokmiinde su serti kanagatlandyryan koor-

dinata alynyar.

a-MM (Xx—=X)+(Y=Y)P+(2—2)q
laf L+p'+ ¢
gyny g0z ontinde tutup, (2), (3), (4) deilikleri tizeden yazalyn:

X=X, +(y— +(z—z
llfgl(x(t)—xo— : <1y+py20)fqz( O)q)=0,

i 1 bolvandy-
Indi . bolyandy

) X—=x,+(y—=y)p+(z—2)q

l,grgl(y(t)—yo— - 1+pf+qz( ) ~p>=o,
x—x+ - +(z—z

ltlgl(z(t) -z, ‘ (1)7+ pyz())_fqz( )9 ~q) =0
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ya-da

. X+py+qz X +py +qz
lim{(1) = {ERIEE ) g < - BEPLEE

9

. x4 py+qz x +py +qz
1,£r£1<y(t)_ 1_+_§}2]+;12 'p>:B:yo_ (i+p20_+_q20'

. X+ py+qz X, +py +qz
lim{a) L) = C =S

(x> ¥, Z,) nokat bilen bilelikde V¢, tgin (x,+ tjm, y,+ tn, z,+ 1)

. X+ py + gz ,

X, = 1,{f9<x(f)—m>, (2"
. +py+qz ;
{1y - TR ;

y() [£r£l<y( ) 1+p2+q2 ( )
. X+ py+qz r

zZ, = lt{I}}<Z<f)—mCI> 4

gorniisde yazmak bolar. Ahyrda biz seyle netija gelyidris. Asimptotanyn
bolmagy ii¢in (1), (2), (3), (4) predellerii bolmagy zerurdyr. Predellerin
bar yagdayynda (1'), (2'), (3"), (4') defiliklerden gerek p, g, x,, y,» 2,
sanlary tapyarlar we goni ¢yzygyn deillemesinde yerine goyup, asim-
ptotany alyarlar.

)

2 _ 2+t
M l. :t——, —t, =
ysal. X tzy Zl+ﬁ

tapmaly:.

egriniii asimptotalaryny

Coziilisi. = x*+)y*+2z> t— 0 we t — oo bolanda tiikeniksizlige
ymtylyar. Bu sebédbe gord, onun iki asimptotasy bolmagy miimkin.

I. t — 0 yagdaya seredelin. (1") — (4') predelleri tapalyn:

=0=n=0.

T o _0n N
—llm_ —O,p—O,m
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I[AOJZCE;:lliArgll_Féz:O’q:O; %:O:l:()
r
5 t—%+t0+fitz 0
2 % = g\ f = = 1+0°+0? =0
2
t—tz—z+t-0+%i;-o
3.y, = lim\7 - 1500 -0 =0.
2 241
-2 41042+
il 2+ r L+ 5=
4'Z°_lr£r51(l+t2_ 1+0°+0° 0)_2'

Goni ¢yzygyn denilemesinde tapylan ndbellilerin bahalaryny

goyup, birinji asimptotany alarys:

x—0 :y—O _z—
m 0 0

II. t — o yagdaya seredelin. (1") — (4') predelleri tapalyn:

2 ya-day=0;z=2.

. y(1) . t n
1. lim = lim =1, p=1 —=1l=n=m
taoo_x() taool_ ?_2 m
() 2+ 1
z . 1+7 [
| = lim =0,g=0, —=0=1[=0
x(1) _%
( r—%+r
2x=l’£r£11——— 3 =0
(=241
3y0:lt£mt— t2 =0



2
r—=5+t
_iml 2+ 4| Z
4.20—1[£r}31+t2 5 0]=1.

Goni ¢yzygyn denilemesine tapylan nébellileri goyup, ikinji
asimptotany alarys:

x—0_y-0_z—-1 . _ _
=m0 ya-da x =y, z=1.




VII. INTEGRAL HASAPLAYYS

§1. Kesgitsiz integral

Gecen boliimlerde funksiyanyn 6nlimini tapmak bilen baglanysyk-
ly meselelerin birndcesine garap gecdik. Funksiyanyn grafigine gegiri-
len galtagyanyn burg koeffisiyentini tapmak funksiyanyi birinji tertipli
onlimini tapmak bilen baglanysykly. Hereket edyén nokadyn tizligini
we tizlenmesini tapmak funksiyanyn birinji we ikinji tertipli oniimlerini
tapmak bilen baglanysykly. Bu mysallary dowam etdirse bolar. Emma
durmusda edil yokarda agzalanlara ters bolan meseleleri ¢ozmek gerek
bolyan wagtlary hem az ddl. Mysal ii¢in, dykyzlyk boyunca jisimifi mas-
sasyny tapmak, tizlik boyunca hereketin kanunyny tapmak, tizlenme
boyunca tizligi kesgitlemek yaly meselelerini sany diyseii kop. Olaryn
hemmesi bir esasy meseld syrygyar, yagny berlen 6niim boyunca funk-
siyany kesgitlemek. Ine, su mesele matematikanyn integral hasaplayys
diyen boliiminin esasy meselesidir. Kesgitsiz integral diisiinjesi bolsa
sol meseldni ¢ozmek ti¢in girizilen guraldyr.

1. Asyl funksiya we onun hisiyetleri

Goy, f(x) we F(x) funksiyalar [a,b] kesimde kesgitlenen, F(x) sol
kesimde differensirlenyén bolsun.

Kesgitleme. Eger Vx €[a,b] ligin F'(x) = f(x) denlik yerlikli
bolsa, onda F(x) funksiya [a,b] kesimde f(x) funksiyanyn asy/ funk-

------

3
Mysal ligin, y = x? + 5 funksiya (— o, o) aralykda y = x? funksi-
yanyti asyl funksiyasydyr, sebidbi Vae(—oo;00) tigin (% + 5) =x’.
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v = Inx funksiya (0, o) aralykda y = % funksiyanyin asyl funk-
siyasydyr, sebdbi (Inx) = %
Asyl funksiyalaryi iki sany esasy hésiyeti bar.
1-nji hisiyet. f(x) funksiyanyn islendik iki asyl funksiyasynyn

tapawudy hemiselik sandyr.

Subudy. Goy, F (x), F,(x) asyl funksiyalar bolsun. Onda
Vx € [a,b] tigin F|'(x) = f(x), F,'(x) = f(x) denilikler yerliklidir we

[F(x) = F,(0)] = F'(x) = F(x) = f(x) = f(x) = 0

bolar. Diymek, Vx € [a,b] ligin F,(x) — F,(x) = C.

2-nji hisiyet. f(x) funksiyanyi islendik F(x) asyl funksiyasynyn
iistiine hemiselik san gossak yene-de asyl funksiya alarys.

Subudy. Serte gord F'(x) = f(x), C — hemiselik san. Onda

(F(x) + C) = F'(x) = f(x) bolar, yagny F(x) + C asyl funksiyadyr.

Netije. Goy, J(x) asyl funksiyalaryn biri bolsun. Onda asyl
funksiyalaryn toplumy

Fx)=3x)+C

formula arkaly tapylar. ;
Mysal ii¢in, T (x) = x? funksiya f(x) =x? funksiyanyn asyl funk-
siyasydyr. Onda f(x) = x? funksiyanyn asyl funksiyalarynyn toplumy
3

F(x) = x? + C formula arkaly kesgitlener.

2. Kesgitsiz integral we onui hisiyetleri

Kesgitleme. f(x) funksiyanyn [a,b] kesimdiki asyl funksiyalary-

[ fx)dx
bilen belgilenyar.
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Eger 3 (x) + C f(x) funksiyanyn asyl funksiyalarynyn toplumy
bolsa, onda kesgitlemi gora:

ff(x)dx =3(x)+C.

Bu formula kesgitsiz integraly hasaplayys formulasydyr. f(x) — in-
tegralyn asagyndaky funksiya, f(x)dx—integralyn asagyndaky anlatma,
— integral belgisi, C bolsa integrirlemegin hemiseligi.

3
Mysallar. 3 (x) = x? funksiya f(x) = x? funksiyanyn asyl funk-
3
siyasy. Diymek, f x’dx = %+C diyip yazyp bolar. J(x) = sinx

funksiya f(x) = cosx funksiyanyn asyl funksiyasydyr. Diymek,
f cosxdx = sinx + C diyip yazyp bolar.
Gorslimiz yaly, integral J (x) funksiyany onui f(x) dniimi boyun-

ca dikeldyir. Bu prosese f(x) funksiyadan integral almak ya-da f(x)

rrrrrr

f(x) = cosx funksiyalardan integral aldyk.
Indi kesgitsiz integralyn hésiyetlerinin iistlinde durup gegelin.

1. (] Ax)dx) = f(x).

2. dff(x)dx = f(x)dx.

3. ff'(x)dx = f(x)+ C.

4, f af(x)dx = a f f(x)dx (a— hemiselik ululyk, a # 0).

5. L)+ g(x)ldx = [ flx)dx+ [ g(x)dx.

Elbetde, bu denlikler bellibir kesimde ya-da aralykda seredilyér.
Sol deiiliklerde gabat gelyén f(x), g(x) funksiyalaryn integrallary bar,

liciinji hdsiyetde bolsa f'(x) seredilyédn yaylada bar diyip hasap edilyar.
Biz bu hisiyetleri yokarky sertlerde okyjynyi 6zi afisatlyk bilen subut
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eder diyip pikir edyéris. Bésinji hésiyetin gosulyjylarynyn sanynyn
ikiden kop (tiikenikli) yagdayynda hem dogrulygy induksiyany ula-
nyp ansatlyk bilen subut edilyir. Elbetde, haysy funksiyanyn kesgitsiz
integraly bar diyen sowal gos-goni yiize ¢ykyar. Biz ol sowaly agyk
galdyryp, yone (a, b) aralykda tlizniiksiz funksiyanyn integralynyin
bardygyny subutsyz belldp gecelin.

—_

\9)

W

I

N

~

3. Yﬁnekey funksiyalaryn integrallarynyn sanawy

.fdx:x—er.
.fx"dxznx:llJrC,
n#-—1.

fdx =2/x+C
.fa"dlezxa+C.
.fe"dxze“‘—er.
f‘i—x:myxuc.

8. fsinxdx =—-cosx + C.

dx
cos’x

10. f sm

= tgx + C.

=— ctgx + C.

11. fm—arcsm—+c
—arctg + C.
dx _ 2
13.f7m_ln|x+«/x +ml|+C
= X—a
14/x_a - 1n‘x+a]+c.

: fcosxdx =sinx+ C. 15. f Z((;C)) dx = In|e(x)|+ C.

4. Kesgitsiz integraly hasaplamagyn usullary

1. Goniimel integrirlemek usuly. Berlen funksiyanyn kesgitsiz in-
tegralyny yonekey funksiyalaryn integrallarynyil sanawyny, integralyn
hédsiyetlerini ulanyp tapmaklyga goniimel integrirlemek usuly diyilyar.
Bu usulyn diiyp manysy integralyn asagyndaky funksiyanyn tstiinde
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tozdestwolayyn 6zgertme gecirmek we integralyn hésiyetlerini ulan-
mak bilen berlen integraly bir ya-da birnidce sanawdaky integrallara
getirmekden ybaratdyr. Mysallara seredelin.

4 3

Integralyn asagyndaky funksiyanyn sanawjysyny maydalawja
boliip we integralyn 4-nji, 5-nji hisiyetlerini ulanyp alarys:

f5x4_3x;2_2x+1dx=Sfxzdx—3/xdx—2f%dx+fx'2dx=

N PN I SIPDSUE SR PRI
=5 3 3 3 2ln|x\+_1+C—3x >x 21n| x| X+C.
53

Integralyfl asagyndaky kokleri dereje gorniisinde yazyp we
derejinin hésiyetlerini ulanyp alarys:

2x53‘/7dx—f2x“x3dx—2fx XTI xYdx =

3541
=2 (abax=2-%X2" L c=24,%,C
f f—§+1 67

dx
sinx

Integralyn asagyndaky funksiyany 6zgerdelin:

dx :f sinx ;. _ sinx g _
sinx

sin’x 1 — cos’x
_ (1 1 1 . _
_/2<1—cosx +1+cos )smxdx_
f sinx sinx f( — cosx)’
) 1 — cosx 1 + cosx 1 — cosx

_f(1+cosx dx _1ln|1—cosx| ln]l+cosx!+C—
I + cosx 2
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_ 1, 11—cosx _ X
= 2ln—1+cosx‘+c—ln|tg2\+0

4. X — 2x° —|—x—1d
f 4 + 3x?

Integralyn asagyndaky funksiyanyn sanawjysyny maydalawja
boliip alarys:

o ax—1=(1x_2 n_1l, 45

x'—2x" +x 1—<3x 3>(4+3x) TR

Diymek,
1.5
o2 tx—1, _(l1. 2 T3%t3|
/ 4+ 3% ‘“‘f3x 3t a3 P
= x _|_ i 5

—-—X
_ 1.2 _ 1 6x
+f4+wzx+f4+32 =¥ "3 g ) gyae T
5 1 _1 4+3x2)
f K 4) dx = ¢x 18f Tagae Bt
33

S dx _ _
+9f< 4; . T 6" 737
/%) +x
3
+%\/17arctg \/7
_ sinx . . )
5. f texdx. tgx = oS x tozdestwony ulanyp alarys:
_ (sinx ;. _ ([ —=sinx ;. _
ftgxdx _fcosx dx f COSX d

f(cosx) dx = — In|cosx |+ C.
cosx
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2. Uytgeyini calsyrma usuly. Hemme integrallary géniimel usul
bilen tapyp bolmayar. Bu hili integrallary hasaplamak ti¢in tdze usullary
girizmeli bolyar. Sol usullary biri-de iiytgeyéni ¢alsyrma usulydyr. Ol
sundan ybarat. Goy, / f(x)dx hasaplamaly bolsun. f(x) funksiyanyfi
asyl funksiyasyny F(x) bilen belgildlin. Onda kesgitlema gora,

ff(x)dx = F(x)+C.

Goy, f(x) seredilyén yaylada tizniiksiz bolsun. x = ¢(¢) denlik
bilen téze ¢ liytgeyan girizelin. x = ¢(¢) funksiyanyn bahalary f(x)-in
izniiksizlik yaylasyna degisli, ¢(7), ¢'(#) — lizniiksiz funksiyalar bolsun.
Onda f(¢(?)) - ¢'(¢) lizniiksiz bolar we yokardaky aydylanlara gora
/ flo(t))e' (t)dt integral bardyr. F(p(f)) ¢ylsyrymly funksiyanyi
ontimi F'(p(2)) = F '(p(2))¢'(t) bolar we F ' = f(x) bolyandygy sebiépli
F'(p(t) = f(p(t))p'(t) yazyp bileris. Diymek, F(¢(¢)) funksiya
f(p())p'(¢) funksiyanyn asyl funksiyasy bolyar. Sona gora

[ fo()e' (1)dt = Fle(1)) +C

denlik dogrudyr. x = ¢(#) bolanda F(¢(¢)) + C= F(x) + C bolyanlygyny
gdz oniinde tutup, sonky denligi

[ fx)dx = [ flo(1) ' (1)ar
gorniisde yazyp bileris. Ine, su formula kesgitsiz integralda iiytgeyéni
calsyrma formulasy diyilyér. Bu formulany f f(x)dx integraly gonii-

mel usul bilen alyp bolmayan, emma f flo(t))¢’(t)dt integraly alyp
bolyan yagdayda ulanmak amatlydyr.

Mysallara seredeliii.

L. fsin(ax + b)dx; ax + b =tya-dax = % calgyrma girize-
lig, £=0
a

funksiyanyn 6zi we Ontimi tizniiksiz. Diymek, biz yokarky
formuladan peydalanyp bileris.

fsin(ax +b)dx = fsint : %dt = —%cost + C; t-nin yerine
onuil = ax + b bahasyny goyup alarys:
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fsin(ax + b)dx = —%cos(ax +b)+C.

dx . — £ Va _1—=b )
N Rl + b =1yadax 7 calgyrma girizip alarys:
d - 1 1
x _ (a g _1 _
ax+b—ftdr_aln|t|+C_a1n|ax+b|+C.

3. f g;(%) dx; t = p(x) calsyrma girizelin; (x) funksiyanyi onii-

mi bar hasap edip, soniky deiiligiii iki tarapyndan differensial alalyi:

dt = ¢'(x)dx; p(x)-in we ¢'(x)dx-in yerine degislilikde ¢ we dt goyup
alarys:

¢'(x)

o e(x)
goyup,

dx = / % = In| 7 |+ C; t-nifi yerine ¢ = ¢(x) bahasyny

f%dx = 1n|§0(x)‘+ C

deiiligi alarys. Mysalyn 6zbolusly tliytgesikligi bar. Biz ¢alsyrmany
x = ¢(t) gorniisde dil-de, r = p(x) gorniisde girizdik we bize x liytgeyani
t-nin Usti bilen anlatmak gerek hem bolmady.

4. f sin’x cos xdx ; ¢t = sinx ¢algyrma girizelifi, onufi iki tarapyndan
differensial alalyn: df = cosxdx; sinx = ¢, cosxdx = dt bahalary integralda
yerine goyup alarys:

6 c 6
fsinsxcosxdx = ftsdtz %+C= SlrlTX+C.

Integraly lytgeyinleri calsyrma formulasynda ulanylan x = ¢(7)
gorniisdiki ¢alsyrma bilen (x = arcsinf) hasaplap gorseniz, yene-de
sol netijd gelersiniz. Bu bolsa 3-nji we 4-nji mysallarda ulanylan
yeiillesdirilen usulyn dogrulygynyn bir tassyklamasy bolar.

3. Bolekleyin integrirleme usuly. Goy, seredilyén yaylada U(x),
U'(x), V(x), V'(x) funksiyalar {izniiksiz bolsun, onda
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f U(x)dV(x) = U(x)V(x) — f V(x)dU(x)

ya-da gysgaca
fuav=uvv- [vau

formula dogrudyr. Bu formula kesgitsiz integraly bolekleyin integrir-

rrrrrr

fU "(x)dx = fV(x)U

gbrniisde yazyp, onuil sag tarapyndan Oniim alalyn:
[U(x)V(x) - f V(x)U'(x)dx| = (U(x) - V(x)) — f V()U'(x)dx ) =
=U'(x)V(x) + V'(x)U(x) = V(x)U'(x) = V'(x)U(x).

Gorsiimiz yaly, formulanyn sag tarapynyn ontimi formulanyn
cep tarapyndaky integralyn asagyndaky funksiya den, yagny onuil
asyl funksiyasy bolyar. Bu bolsa formula dogry diymekdir. Mysallara
seredelinl.

1. f x Inxdx. Bolekleyin integrirlemek ti¢in integralyn asagyndaky
anlatmanyn haysy boleginin U we haysy boleginin dV bolyandygyny
anyklamaly. Bu 6rdn wajypdyr. Sebdbi U we dV niddogry kesgitlenen
yagdayynda integralynl alynmazlygy hem &htimaldyr.

Mysalda U = Inx, xdx =dV diyip kabul edelini. Formulany ulanmak

ficin Yene-de dU, V ululyklary tapmaly. U = Inx defilikden dU = %dx-i
tapyarys. xdx = dV deiilikden V-ni tapmak ii¢in onun iki tarapyndan
integral alyarys: f dV = f xdx ya-da V = %2 (bize integralyn diiie
bir bahasy gerek). Formulany ulanyp alarys:

fxlnxdx—fUdv U-v-— deU lnx——f%% -
+C.

_ 4 — L L
lnx fxdx > A
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2. f(2x2 —x + 5)e*dx; U=2x>—x+5; e‘dx = dV bolsun. dU we
V ululyklary tapalyn: dU = (4x — 1)dx, f dV = f e'dx ya-da V = e".
Formulany ulanyp alarys:

f(2x2—x+5)e"dx:fUdV:UV—deU:
=(2x"—x + 5)e*’—fe"(4x— 1)dx.

Indi f (4x — 1)e*dx integraly hem bolekleyin integrirldp tapalyii.
U=4x-1, e dx=dV bolsun. Onda dU = 4dx, V = e* bolar we formu-
lany ulanyp alarys:

[(4x=1)e'dx = [Uav =UV - [VdU =
=(4x — 1)e" — fe“4dx = (4x — 1)e* — 4e" + C.
Seylelikde,
f(2x2 —x+5)efde = (2x* —x + 5)e" — f(4x — 1)e‘dx =
=(2x"—x+5)e" —(dx — 1)e* + 4e* + C.

Gorstimiz yaly, mysaly ¢6zmekde bolekleyin integrirlemek
usulyny iki gezek yzly-yzyna ulanmaly boldy. Usuly kop gezek gaytalap
ulanmaly wagtlary hem az dél. Asakda bolekleyin integrirlemek usuly
bilen hasaplanyan integrallaryn gorniislerini getiryaris.

1. f P (x)e*dx. Buyerde P (x) —n derejeli kopagza, @ — hakyky
san. Integraly hasaplamak ti¢in P (x) = U, ¢“dx = dV belgilemeleri
girizmek amatly bolyar. Bir gezek bolekleyin integrirlenenden son
yene-de n derejeli P (x)-int yerine (n— 1) derejeli P, (x) kopagza duran
yokarka mefizes integraly hasaplamaly bolyarys. P (x)=U, e“dx=dV
belgilemeleri girizip, yene-de bolekleyin integrirleyiris. Bu prosesi n
gezek gaytalanymyzdan son integral alynyar.

2. f P.(x)Inxdx. U = Inx, P (x)dx = dV belgilemeleri girizip,

bolekleyin integrirlemeli.
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3. k/Pﬂ(x)e""cosBxdx,an(x)e”Xsiandx. P (x) — kopagza,
a, f—hakyky sanlar. Seyle integrallaryi ikisini birden hasaplap bolyan

emeli yoly bar. f P (x)e“" ™ dx integraly 1-nji mysaldaka mefizes edip
hasaplayarlar. Netijede, f P (x)e“ "™ dx = Q (x)e“ "™ + C goriigde

derilik alyarlar. O (x)—koeffisiyentleri kompleks san bolan kdpagza. Ony
0+ iQ , gornlisde hyyaly we hakyky boleklere boliip yazyarlar we

(a+if)x

e = e“(cos fx + isinfx) formulany ulanyp, yokarky defiligi

ane‘”(cosBx + isinfx)dx =
=(Q,, +10 ,)e” (cosfx + isinfpx) + C, + iC,

gbrniigde yazyarlar we hakyky hem-de hyyaly bdleklerini ayratyn
denesdirip, asakdaky iki denligi alyarlar:

ane” cos fxdx = (Q, cospx — Q,  sinfx)e™ + C,

ane“sin/J’xdx = (Q,,sinfx + O, cosfx)e™ + C,.

4 f cos Bxe™ dx. Bu integral yokarda seredilen integralyf (P (x)=1)
hususy gorniisi. Alarys:

(a+iB)x — 1 (a+iB)x — 6
fe dx “+ B¢ +C= ,6’2 e“(cosfx + isinfx) +
LCtiC, = acosb’x-l—ﬁzsm&c e 4
a+p
i czsmixlgfosﬁx "+ C +iC.,.
Diymek,
fcos/a’xe“’“dx acos,é’x:-gzsmﬁx e“ +C,
) o e afsin/)’x B cos Bx o
fsmb’xe dx = e + C,.
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Bu integraly bolekleyin integrirleme usuly bilen hem tapyp bolyar.
U = cospx, dV = e“ dx belgilemeleri girizip we iki gezek yzly-yzyna
bolekleyin integrirldp alarys:

ax _ L ax ﬁ 1 ax —
fcosb’xe dx = a cos fxe™ + afsmﬁxe dx =
2
=L cos fxe™ + 6 ~sin fxe™ — 5 f cos Bxe™ dx.
a a’

Sonky integraly denligin ¢ep tarapyna gecirip yazalyn:

2
fcos Bxe dx + B—Qf cos fxe“dx = <1cos Bx + ’%sinb’x)e“"
a a a
Bu yerden, alarys:

e“+C

f cos fxe“ dx = [L cos fBx + ﬁ ~sin fx

BZ

va-da

fcosﬁxe“”‘dx @ cos ix +52s1nﬁx “ 4+ C.
a+p

5. an(x)arctgxdx,fP”(x)arcsinxdx,an(x)arccosxdx in-
tegrallar hem degislilikde U = arctgx, P (x)dx = dV; U = arcsinx,
P (x)dx = dV; U= arccosx, P (x)dx = dV belgilemeleri girizip, bolek-
leyin integrirldp yonekeylesdirilyar.

Biz yokarda kesgitsiz integraly hasaplamagyn {i¢ usulynyn {istiinde
durup ge¢dik. Ké yagdayda bir integraly hasaplamak ti¢in usullaryni
liciisini-de ulanmaly yerleri gabat gelyér. Seredilen usullaryn hig
birinin-de integraly hasaplamaga yardam etmeydn wagtlary bolyar.
Asakda biz seyle integrallaryn kdbirlerine seredip geceris. Sol integral-
lara gegmezden ozal, yokarda gabat gelen (@ + i) gorniisde bolyan
kompleks sanlar barada maglumat berelin.
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5. Kompleks sanlar we olaryi
ustiinde amallar

Bitin, rasional we hakyky sanlar bilen bir hatarda kompleks sanlar
hem matematikanyn esasy diisiinjelerinin biridir. Olar kop meseleleri
¢ozmége yardam edyan wajyp matematiki guraldyr. x>+ 1 =0 denleménin
hakyky koki yokdugy diisniikli. Sol denlleminin hyyaly koki bar diyelin
we ony [ harpy bilen belgilalin. Kesgitlema gord 2= — 1 bolmaly. — i
sanyf hem sol denleminin koki boljakdygy aydyn. Seylelikde, i sany
girizmek bilen biz x>+ 1 = 0 defilleménin iki kokiini tapdyk. Olar x =1,
dyr. Indi islendik hakyky f san ti¢in fi hyyaly san girizelin: (5i)*= > i*=
=—f?diyip kabul edelin. Onda + fi hyyaly sanlar x>+ 2= 0 defileménin
koki bolarlar. Seyle hyyaly sanlaryn kopliigi edil hakyky sanlar kopligi
yaly gindir. Kompleks sanlar diyip atlandyrylyan we hyyaly sanlar
kopliigini hem-de hakyky sanlar kopliigini 6z i¢inde saklayan téze bir
sanlar kopliigini girizelin.

------

kyky sana onufi hakyky bolegi, £ hakyky sana onunl hyyaly bélegi diyil-
yér. Gorniisi yaly, f = 0 gorniisdéki kompleks sanlar kopliigi hakyky
sanlar kopliigi bilen gabat gelyar, @ = 0 gornlisdaki kompleks sanlar
kopliigi hyyaly sanlar kopliigi bilen gabat gelyir. Diymek, kompleks
sanlar kopliigi sol iki kopliigi 6z i¢inde saklayar.

a =0, f=0Dbolan kompleks sana nola deni san diyilyir we & + fi=0
yazylyar. @ + fi we a + i sanlarda @ = @ we = f8, bolsa, olara defi
nola den bolmagy ti¢in onuil hakyky bolegi-de, hyyaly bolegi-de nola
deni bolmalydyr. Iki kompleks sanyn defi bolmagy ii¢in olaryn hakyky
bolekleri-de 6zara den, hyyaly bolekleri-de 6zara denn bolmalydyr.
Amatlylyk tigin kompleks sany z harpy bilen belgilélii. Mysal {i¢in,
z=a + pi,z, = a + B iwes.m. Kompleks sanlar kopliiginde arifme-
tikanyn dort amalyny kesgitldp bolyar.

1. Kompleks sanlary gosmak. Kompleks sanlary gosanynda ye-
ne-de kompleks san emele gelyar. Onun hakyky bolegi gosulyjylaryn
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hakyky boleklerinin, hyyaly bolegi bolsa hyyaly boleklerinini jemine
dendir.z = @ + fi we z,= @, + f8,i kompleks sanlaryii jemi z + z, bilen
belgilenyér we kesgitlemd gora
z tz,=(a,ta,)+ B +p)i
2. Kompleks sanlary ayyrmak. Kompleks sanlary biri-birinden
ayranyida yene-de kompleks san emele gelyar. Ol z, — z, bilen belgi-
lenyar. Kesgitlemé gord
L5 (0[1 - a’z) * (IB1 _ﬁz)i'
3. Kompleks sanlary kopeltmek. z we z, kompleks sanlaryni
kopeltmek hasyly kompleks sandyr. Ol z, - z, bilen belgilenyir. Kes-
gitlema gord

Z 5T (ala/z _ﬂlﬁz) + (alﬁz +ﬂ1a/2)i'

Bu formula seyle tapylyar. z = @, + i we z,= @, + f3,i sanlara edil
hakyky sanlar hokmiinde garap, olary kopeldyérler:

z rz,=(a, +BiNa, +Bi)=aa,+apitpai+ppi

Sonra 2= — 1 bolyandygyny goz 6niinde tutup alarys:

25 (a1a2 _'Blﬂz) + (alﬁZ +ﬂ1a2)i'

4. Kompleks sanlary bélmek. Kompleks sanlaryn gatnasygy
yene-de kompleks sandyr. Ol z /z, ya-da z, : z, bilen belgilenyér. Kes-
gitlemd gora

7 _ (@a,+B5B)+ba,—ab)i
z, @, + B3 '

Bu formula seyle tapylyar. ? gatnasygyn sanawjysyny we may-
— 2
dalawjysyny z, = @, — [5,i sana kopeldyérler. Sofira sanawjyny we
maydalawjyny yonekeylesdiryérler:
4 — ¢, +61i — (al +Bli)(a2 _Bzi) —
2 az+52i (C?2+[))2i)(a2—62i)
— (a’lalz + 6162) + (610[2 — alﬁz)i
@, + b, '
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Kompleks sanlar kopliiginde kesgitlenen gosmak, ayyrmak we
kopeltmek amallary hakyky sanlar kopliiginde kesgitlenen edil su hili
amallaryn hemme hésiyetlerine eyedirler:

a) orun ¢alsyrma hisiyeti:
islendik z, we z, kompleks san ligin zz,=zz, z, +z,=z,+z;

b) utgasdyrma hisiyeti:
islendik z , z,, z, kompleks sanlar iigin z,(z,z,) = (z,2,)z,, z,+(z,+z,) =
=(z,+tz)tz;

¢) paylasdyrma hésiyeti:
islendik z , z,, z, kompleks sanlar ti¢in z (z, + z,) =z 2, + z z,.

Diymek, kompleks sanlar iistiinde arifmetiki amallar gegirilende,
biz hakyky sanlardaky yaly hereket edip bileris. Yatda saklamaly bir

zat, ol hem i>= — 1 bolmagydyr.

Mysallara seredelin. z = 2 — 3i, z,=— 1 + 2i, z,= 2 + 5i sanlar
2
berlen.z +z,z ~z,2z,2/z,2,(z,+z), 3z, + 5z,+ (z,+ z,)* sanlary
hasaplamaly.

Z4z2,=Q2-3)+(1+2)=Q2 -1+ (3+2)i=1-i
2, —2,=Q2=3)—(-1+2)=Q2+1)+(-3-2)i=3-5i,
22, =Q2=30)(—1+2)=—2+4i+3i—62=—2+4i +

+3i+6=4+7i.
2 _2-3i _(2=300(2-50) _ 4-10i—6i+ 15 _
z, 2450 (24 5i)(2-5i0) 4+ 25

—11—16i 11 _ 16

==li=l6 __11_ 16 ;

29 29~ 29
2z, +2) =2+ 502 —3i—1+2)=Q2+5i)(1 —i)=2—

—2i+5i—52="17+3i.
3z, +5z,+(z, +2,) =32 -3)+ 52 +5)+[2-3i) +
+(-1+20)P=6-9i+10+25i+[1—iP=16+16i+1—
—2i+#=16+16i—2i=16+ 14i.
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Yene-de bir diisiinjéni bilmek peydaly bolmagy miimkin. @ + Si
kompleks san tekizlikde M(e, f) nokat gérniisinde sekillendirilyédr we
M(a, p) nokada kompleks sanyn geometriki gorniisi diyilyar.

6. Kompleks sanyn trigonometrik gorniisi

Goy, z = a + pi kompleks san beril- a

sin. Tekizlikde M(«, f) nokady guralyi M(a,B)
(72-nji surat). OM = /& + 3* polozitel

sana z kompleks sanyit moduly diyilyér B

we ol |z| bilen belgilenyir, ¢ burga bolsa o

z kompleks sanyi argumenti diyilyéir we 9] @ N >

ol arg z bilen belgilenyir. Diymek,

,z\:w/a“rﬁ” = OM,

72-nji surat

_ o = arcte B
argz = @ = arctg a

AOMN-den alarys: = OMsing, a@ = OMcosg; z = a + fi den-
likde @ we f-nyn bahalaryny goyup alarys:

z = |z|(cose + ising).

Ine, kompleks sanyn seyle yazylysyna onui trigonometrik gorniisi

diyilyér. Eylerin
e = cosp + ising
formulasyny ulanyp, kompleks sanyn trigonometrik gorniisini
z =|z|e”

valy hem yazyp bileris.

Mysal. z = 1 + /3 i kompleks sany trigonometrik gorniisde yaza-
lyii. Onun {i¢in ol sanyn modulyny we argumentini tapmaly hem-de
z =z| (cosp + ising) formulada yerine goymaly.

Tapyarys: Iz|= v/ 1°+(V/3) =2, ¢ = arctg@ = 60" = %
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z= 2<cos§ + isin+- 3 > gdzlenyén trigonometrik gorniis bolar.

Kompleks derejeli e funksiyanyn esasy hédsiyetlerini belldp
gecelin.

1. Birinji hésiyet. Eger z = x + iy bolsa, onda

e’ =e = eX(cosy + isiny)
denlik dogrudyr.

2. Ikinji hisiyet. Islendik @ hakyky san tigin (e?)* = e“-e?™«,
k — islendik bitin san, denlik dogrudyr.

Birinji hédsiyetden e***" = e tozdestwo, yagny e funksiyanyn 2zi
periodly funksiyadygy gelip ¢ykyar. Ikinji hdsiyetden e funksiyanyn @
derejesinin sol bir z nokatdaky bahasynyn birden kdp, hatda tiikeniksiz
sanda bolmagynyi miimkinligi gelip ¢ykyar.

Ikinji hdsiyeti « bitin san, rasional san we irrasional san bolanda
dernalin.

Birinji yagday. @ = n, n — bitin san. Birinji hésiyete gord ¢*™ = 1
we (e°)" = e”bolar. Diymek, e* funksiyanyil n-nji derejesinin difie bir
bahasy bar, ol hem e bolyar.

Ikinji yagday. @ = % % — gysgalmayan drob, n, m — bitin

sanlar. Islendik k, € {0, 1, ..., n -1}, k, € {0, 1, .., n — 1}, k, # k,

{igin en"' # "' boljakdygyny gorkezelifi. Dogrudan hem, birinji
hésiyete gord,

e = cos 27?’;1 k, + isin 27 0 k.,

i
e = cos27rrr’:k -i-lSll’l27Z’n k,.

Eger deiliklerini ¢ep taraplary den bolsalar, onda

COSZ7Z'mk = cos2w ™ k,,
n n

sin27 ™k = sin 27 ™k, .
n n
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deilikler hem dogrudyrlar. Sona gora

Sinzﬁﬂ@.smznﬂm =0,
n 2 n 2
sin 27711 =k cos 27rﬂk‘;k2 = 0.
n 2 n 2
Bu yerden kébir bitin s san ii¢gin
—k .
2%% u 5 2 = 75 ya-da k, — k, = L5

denligin zerurlygy gelip ¢ykyar. % gysgalmayan drob. Diymek, k, — &,
tapawudyil bitin san bolmagy ii¢in % bitin san bolmaly. Bu bolsa

k, — k, tapawut n-den uludyr ya-da defdir diymek bolyar. Emma & , &

| E)
sanlaryn kesgitlenisine gord |k — k,| < n — 1. Bu gapma-garsylyk
27k i

21k, i 2k L
n n

e =e teklibifi dogry dildigini, yagny (e*)n = e >,
k=0,1, .., n—1,sanlaryn diirli sanlardygyny subut edyar.

Goy, indi &k, € {0, 1, ..., n — 1} islendik bitin san bolsun. Onda
kibir bitin s san tapylyp, k, —sn € {0, 1, ..., n — 1} bolar. k, —sn =k
bilen bellédp, k, = sn + k alarys.

my my i My ’ M
27rnk11 — €2ﬁn(.sn+k)z — eZﬁ”kHrZr:m,u 27 nkl

e =€

bolany sebépli, (¢°)» derejénin yokarda getirilen n diirli bahalaryndan
basga bahasy yokdur. Seylelikde, @ = %, % — gysgalmayan rasional
drob bolan yagdayynda (e°)» derejaniii

(e = ent ™ ke {0,1,..,n—1},
formula bilen kesgitlenyéin n diirli bahasy bardyr.

Ugiinji yagday. @ — irrasional san. Bu yagdayda islendik &, # k,
bitin sanlar tigin e # ¢*“ bolar (subudy ikinji yagdaydaky yaly
gecirilydr). Diymek, @ irrasional bolan yagdayynda (e*)“ derejanin tiike-
niksiz kop diirli bahalary bardyr. Indi@ =n, @ = %, n — bitin poloZitel
san bolanda (¢°)” derejdniil bahalaryny z = x + yi li¢in yazalyn:

() = e = e™™ = e™(cosny + isinny),
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1 . .
(ez); — e%z . eZk%m — e%(x#»)’l) . eZkzzll = en xefyle2k7r]t _ e e( y+2k7[7)l, (1)

ke {0,1,..,n—1},
ya-da

(¢)r = en [cos—(y + 2k7) + isin— 1 (y + 2k7f)] (2)
ke {0,1,..,n—1}.
7. Kompleks sanlardan kok almak we olary

dereja gotermek

Kompleks @ + fi sany k (k — bitin san) derejd gétermeli bolsun.
a + fi sany trigonometrik gorniigde yazalyn:

a+pi=va +p*(cosg+ising)=a’ + e,

buyerde V@’ + B° =|a +if |, ¢ = arg(a + Bi); detiligiti iki tarapy-
ny k dereja goterip alarys:

(@ +Biy =/’ +B*) ().
Gegen boliimdéki (1) formulany ulanyp taparys:
(@ + i) =(/a*+B°) (coske + isinkg).

Diymek, kompleks sanyn £ derejesi yene-de kompleks san bolyar. Onuil
moduly berlen kompleks sanynn modulynyn & derejesine, argumenti
bolsa berlen sanyn argumentininl £ esse kopeldilenine dendir.

1-nji mysal. 1 + /3 - i sany 12-nji dereji gotermeli.

1+V3-il=V1?+/3 =2 arg(1+ﬁ-i)=arctg@:§.

Diymek,

(1++v30) = 2'2<cos 12 % + isin12~§) = 2"(cos4r + isin4r)
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ya-da
(1+v3i)" =2
Indi @ + pi sandan n derejeli kok alalyn. Kesgitlemd gord
va+if =(a+iB )% bolany ti¢in, (@ + fi) sanyn trigonometrik gor-

niisinin iki tarapyny hem % derejd goterip alarys:

1 L oL
(@+iB) =&+ B ().
Gegen boliimdaiki (2) formulany ulanyp, alarys:

Va+iB =(a+iB) =@+ ﬁz)ﬁ[cos(% * 21%7) i

(3)
+isin(%+2k7”)], ke{0,1,...n—1}

Bellik. Cykarylan formulada (@* + S 2)21_" kokiin dine bir arifmetiki
bahasy alynyar (poloZitel hakyky bahasy). Gorsiimiz yaly, kompleks
sanyn n derejeli kokiinin z bahasy bar. Su yerde islendik hakyky sanyn
hem 7 derejeli kokiiniii » bahasynyn bardygyny yatlamak yerliklidir.

2-nji mysal. % + (1 — ‘/2§>z sandan 3 derejeli kok almaly. (3) for-

mulany ulanmak {i¢in berlen sanynt modulyny we argumentini tapmak
gerek.

’%+<1-@)i _\/<%>2+<1—§>2 -V/2-V3;
/3

Q= arg<%+<l —@)i): arctgl_l23 =15° :%.
2
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Tapylan bahalary (3)-de yerine goyup alarys:
s /L _ ﬁ) — (/> _ g T 2km
*\/2+<1 5 i=(W2-v3) [cos<12'3+ 3 )+

+isin(F5 + 25)) k=0,12

Diymek, kokiin li¢ bahasy bar:

V2 - «/?(COSL + isini>, V2 - «/?(coséﬁ + isinﬁﬂ,

36 36 36 36

/o 49 .49
v 2 x/§<cos367f+zsm367r>.

3-nji mysal. 1-den n derejeli kok almaly. Onunt moduly |1] =1,
argumenti ¢ = arctg 0 = 0. (2) formulany ulanyp alarys:

1
1 = (1) <c052—77k + isinz—ﬂk>, k=0,1,.,n-1,
n n

ya-da
V1 = Cosz%k + isinz%k, k=0,1,.,n—1.

Seylelikde, 1-den n derejeli kokiin » bahasy bar. Olaryn her birinifi

moduly bire def, argumentleri bolsa 27” burca kratny bolyarlar.
4-nji mysal. %1 kokiin bahalaryny tapalyii. Formula gord

/1 = cos%fk + isin%fk, k=01,273.4,5.

Kokiin bahalary:

g, = cos0” +isin0° = 1,

o L o 1 3 *
g = cos60” +isin60” = §+Tl,
e, = cos120° +isin120° =~ + @i,
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g, = cos 180° 4 isin180° =—1,

6. = cos240° + isin240" =—L _ /3 ;
: 27 2
&, = c0s300° +isin300° = L — @i.

Koklerin geometrik gorniisleri, degislilikde seyle bolarlar:

woon (b5} w5 5)

_ 1 Q) (L _ ﬁ)
M,(—1,0), M4< > ) M, > )

Bu nokatlaryn hemmesi merkezi baslangy¢da bolan, radiusy bire
den toweregin listiinde yatyarlar. Towerek boyunca her 60°-dan ol no-
katlaryn biri yerlesyéandir (73-nji surat).

M M

1

60° 60°
M
e N

M.

4 5
73-nji surat

8. Kopagzalar barada diisiinje

ax"+ax"'+ . +a,
tin san, ofa kopagzanyfi derejesi diyilyar. a, # 0, a, ..., a, — hemigelik
sanlar, olara kopagzanyn koeffisiyentleri diyilydr. Képagzany diizyan
gosulyjylaryfi her birine agza diyilyér. Kopagzany gysgaga P (x), O (x),
R (x) we s.m. ya-da p (x), g (x), 7 (x) we $.m. bilen belgilemek bolar.
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Kopagzalar kopliiginde gosmak, ayyrmak we kopeltmek amal-
laryny kesgitlélin. P (x) we Q (x) kopagzalaryni jemi P (x) + QO (x)
bilen belgilenyir. Ol s derejeli kdpagzadyr. Jemii x', i = 0,s, derejéni
saklayan agzasynyn koeffisiyenti P (x) we O (x) gosulyjylary x' de-
rejani saklayan agzalarynyn koeffisiyentlerinin jemine dendir. Eger-de
gosulyjylaryn birinde sol agza yok bolsa, onda ona degisli koeffisiyent
nola den hasap edilyér. Eger n we m derejeler diirli bolsalar, onda s
olaryil ulusyna deini bolyar. Eger m = n bolsa, onda s < n bolar.

P (x) we QO (x) kopagzalaryn tapawudy P (x) — Q (x) bilen bel-

gilenyar. Ol s derejeli kopagzadyr. Tapawudyn x', i = 0,s, derejini
saklayan agzasynyfi koeffisiyenti P (x) kopagzanyi x’ derejéni saklayan
agzasynyn koeffisiyentinden Q (x) kopagzanyn x' derejéni saklayan
agzasynyn koeffisiyentini ayyrmak bilen tapylar. s dereje yokardaky
yaly kesgitlenydr. Mysallara seredelin.

1-nji mysal. P (x) =3x’ - 2x>+ 5, O.(x) =—x° + 4x* + 3x> - 5x + 1.

Q)P (x)+0,x)=(-1+0x"+(4+0)x*+(3+0)’+(3-2)x*—
—(5+0x+6=—x"+4x"+3x° +x*—5x + 6.

b) P(x)-O0,x) =0+ 1)’ +(0—-4)x*+ (3 -0’ + (-2 -3)x*+
FO+5x+5-1=x"—4x*+3x - 5x* + 5x + 4.

2-nji mysal. P, =2x° - 3x* + 5x — 1, O, = - 2x* + 4x* —x + 5.

A PX)+0,®)=QL-2)+(3+Hhr*+ (S -1Ix+5-1=x"+

+4x + 4.
b)) P(x)-0,x) =R+ +(B-x* +(S+ Dx—1-5=4x" —
—7x* + 6x— 6.

P (x) we Q (x) kopagzalaryfi kopeltmek hasyly P (x) - O (x) bilen
belgilenyén kopagzadyr. Onun derejesi kopeldijilerinn derejelerinin
jemine dendir. Bir kdpagzany beyleki kdpagza kopeltmek edil
algebranyn bir jemi beyleki jeme kopeltmek kanuny boyunca geci-
rilyér. Bir liytgesiklik, ol hem alnan agzalary x-ini derejeleri boyunga
tertiplesdirmekden duryar.
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3-nji mysal. P,=ax’ +ax*+ax+a,Q,=bx*+bx+b,

P -0,=(@xtax’*+ax+a)bx*+bx+b)=abx’+abx*+

+tabx’ tabx*+abx’+abx’+abx’+abx*+abyx+

+abyx*+abx+ab,=ab x’+(ab +ab)x*+(ab,+ab +

+ab)x*+(ab,+ab +ab)x*+(ab,+ab)x+apb,

Kopagzany gosmak we kopeltmek amallary edil sanlardaky yaly
orun ¢alsyrma, utgasdyrma we paylagdyrma kanunlaryna boyundyr. Bir
kopagzany beyleki kopagza boliip hem bolyar. Goy, P (x) we O (x)
islendik kopagzalar bolsunlar. Hemise P (x) = Q (x) - r(x) +g(x) defilik
yerlikli bolar yaly edip, derejesi n-den kigi r(x) kopagzany we derejesi
m-den ki¢i g(x) kdpagzany tapyp bolyar. Berlen P (x) we O (x) ligin
sol denligi kanagatlandyryan r(x) we g(x) kopagzalar yeke-takdir. (x)
kdpagza pay, q(x) kopagza galyndy diyilyar. Eger m > n bolsa, onda
r(x) =0, g(x) = P_(x) boljakdygy diisniiklidir. n > m bolan yagdayda
pay we galyndy seyle tapylyar.

Goy,P (x)=apx"+ax"'+.+a,0 (x)=bx"+b x" '+.+b
bolsun. P (x) kopagzanyi ifl uly derejeli agzasyny, yagny a x"-1 Q (x)
kopagzanyi il uly derejeli agzasyna, yagny bx"-¢ bolelifi. Netijede,

onm

Gy o= alarys. Indi Q (x) kopagzany b, paya kopeldip we P (x)

b,
kopagzadan ayryp, tize P} (x) kopagza alarys.

Pl(x) = (a_bb> (a—bb>”2+...+an.

0

Egern—1>mbolsa, suamaly P (x) iigin gaytalap, P’ (x) kopag-
zany alarys. Eger P’ (x) kopagzanyn derejesi m-den kigi bolmasa, su
amaly P’ (x)liginhem gaytalap, P (x) kdpagzany alarys. Eger P (x)-in
derejesi hem m-den ki¢i bolmasa, su amaly yene-de gaytalayarys
we s.m. P (x), P, (x), P;(x), ... kopagzalaryn derejeleri her ddimde
it bolmanda bir sana kemelyénligi sebépli, kabir & san tigin P (x)-in
derejesi m-den kigi bolar. Su yagdayda P/ (x)-e galyndy diyilyar we
ol g(x) bilen belgilenyir. Her gezek P (x), s < k, kopagzanyn yokary
derejeli agzasyny Q (x)-int hem seyle agzasyna bolenimizde alnan
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seredelin.
P(x)=2x*-3+x—x+5, Qx)=x*—4x+1.

Bolmek ti¢in edil sanlary boliis usuly ulanylyar:

_2x4—3x3+x2—x+5 ‘x2—4x+1
2x* — 8x* + 2x° 1267 + 5x + 19
5 —x*—x+5

5% — 20x* + 5x

19x7—6x+5
19x — 76x + 19
70x — 14

Diymek, r(x) =2x> + 5x + 19 — pay, g(x) = 70x — 14 — galyndy we
2 =3+ x> —x+5=(x—4x+ 1)2x* + 5x + 19) + 70x — 14

tozdestwo yerliklidir. Soniky tozdestwony

2x' = 3x’ +x —x+5 > 70x — 14
-2 194 [0x—14
x*—4x + 1 X Sx 9+x2—4x+1

gorniisde hem yazyp bolar.

9. Kopagzanyn koki barada diisiinje

Eger kopagzanyfi afilatmasynda x-ifi yerine x, goyanymyzda
allatma nola owriilse, yagny P (x,) = 0 bolsa, onda x,sana P (x)
kopagzanyn koki diyilyédr. Eger-de P (x)) = 0, P/(x,) =0,...,
Mysal {igin, P,(x) = x* — x* — 8x + 12 kopagzanyn kokleri x, = — 3,
x, = 2 sanlardyr.

P/(x)=3x"-2x—8 P/(=3)=25 P/(2)=0;
P/(x)=6x—2; P/(2)=10.
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Diymek, P(— 3) = 0, P/(—3) # 0 bolandygy sebépli, x, = -3
yonekey kok bolyar. P(2) =0, P'(2) =0, P(2)# 0 bolandygy
sebipli, x, = 2 iki sepli kok bolyar. P (x) = (x — 2)*(x + 3) gorniisde
yazyp bolyandygy ti¢in bu kopagzanyn basga koki yok. Sebabi x, # 2,
x, #— 3 islendik x; san li¢in P,(x ) # 0 boljakdygy aydyndyr.

Eger-de x = 2 sepli koki sepinifi sany boyunca 2 kok hasap etsek,
onda P,(x) kopagzanyi koklerinifi sany lige, yagny kopagzanyfi dereje-
sine denl bolar. Eger biz kopagzanyn dine hakyky koklerine seretsek,
onda hemise beyle bolmazlygy hem miimkin. Meselem, P,(x) = x* +x*+
+x + 1 kdpagzany P (x) = (x* + 1)(x + 1) gbrniisde yazyp bolyar. Sona
gord, ol difie x, = — 1 bahada nola dwriilyér, yagny hakyky koklerinifi
sany bire den, ol bolsa kopagzanyn derejesine den déldir.

Emma x =i, x =— i kompleks sanlaryn hem sol képagzanyn kok-
leri boljakdygy we onun x =— 1, x =i, x =— i kdklerden 6zge kokiiniii
yoklugy gorniip dur. Yene-de koklerifi sany, hakyky we kompleks kokleri
hasap edenimizde, kdpagzanyn derejesine den boldy. Bu yagdayyn islen-
dik k6pagza ii¢in dogrulygyny algebranyn esasy teoremasy tassyklayar.

Teorema (algebranyn esasy teoremasy). Islendik kompleks
ya-da hakyky koeffisiyentli kopagzanyn hakyky we kompleks
kokleriniil sany, islendik sepli kokiitt mukdary onun sepine det hasap
edilende, kpagzanyn derejesine dendir.

Mesele ¢oziilende gerek bolyan kibir maglumatlary getirelin.

1. Eger x, san P (x) kopagzanyfi koki bolsa, onda P (x) kopagza
x —x, tapawuda galyndysyz boliinyéndir, yagny kibir P, (x) kopagza
Ugin P (x) =P (x)(x —x,) tozdestwo dogrudyr.

2. Eger P (x) = a,x"+ ax" ' +..+ a koOpagzanyn kokleri
X, X,, ..., X bolsalar (olaryn iginde defileri hem bolmagy miimkin),
onda P (x) =a,(x —x)(x —x,)...-(x — x ) tozdestwo dogrudyr. Eger
koklerin biri & sepli kok bolsa, yagny x , x,, ..., x, koklerifi k sanysy «
den bolsa, onda deniligin sag tarapynda x — @ tapawut £ gezek gayta-
lanyandyr. Goy, x, x,, ..., x_ P (x) kopagzanyfi diirli kokleri bolsunlar,
k, k, ..., k degislilikde olaryn seplerinii sany bolsun. Onda yokarky
tozdestwony
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P(x)=a,(x—x)"(x—x)%..(x —x)"

gorniisde yazyp bolar. Yonekey kok ti¢in sepifi sanynyi bire defiligini
belldp gecelin.

3. Eger P (x) hakyky koeffisiyentli kopagza bolsa we x = @ + pi
kompleks san onun k& sepli koki bolsa, onda hokmany yagdayda onun
x = « — i kompleks koki bardyr we onun sepinint sany hem & dendir.
Egerx,, x,, ..., x_kopagzanyn hakyky kokleri, &, &, ..., k_degislilikde ola-
ryfi seplerinil sany bolsa, @, + i, @ —Bi,a, + i,a,—Bi,...a +pi,
@ — pi onufi kompleks kokleri, m , m,, ..., m_degislilikde olaryn
seplerinin sany bolsa, onda

P (x)= a,(x — xl)kl(X — 962)k2 (= X,)k"[(x —a, )+ 612]"11 %
[(x —a, Y+ B [(x = a )+ B

tozdestwo dogrudyr.
4. Islendik tik derejeli, hakyky koeffisiyentli kopagzanyi iii bol-
manda bir hakyky koki bardyr.

10. Rasional funksiyalar barada maglumat

P (x), O, (x) kopagzalar berlen.

_ P(x)
R =50

------

sional funksiya, n > m bolsa nidogry rasional funksiya diyilyar. Goy,
R(x) niddogry rasional funksiya bolsun. Ofiden belli bolsy yaly, P (x)
kopagzany Q (x) kopagza boliip,

P (x) _
0, —

q(x)
0, (x)

r(x) +

tozdestwony yazyp bileris. Bu yerde r(x) derejesi n-den kici kopagza,
q(xx)) dogry rasional

q(x) derejesi m-den ki¢i kdpagzadyr, yagny 0 ()

funksiyadyr.
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A A Ax + B Ax + B (k
x—x, (x—x) (x—af+pB" [(x—a)y+B]

dik polozitel bitin san) gérnﬁsdéiki droblara )'Iéinekey rasional droblar

P,(x)

0, (x)
(n <m)bolsun. Q (x)=bx"+..+b kopagzanyn kokleri belli diyelin.

Onda gegen boliimde aydylysyna gora
0, (x) =b,(x —x)"(x —x)" .- (x —x)"[(x — @] + BI]"x

— islen-

dargayar. Su sozlemi takyklalyn. Goy, dogry rasional funksiya

[(x—a) + B3] [(x—a )y + B7]" (D
gorniisde yazyp bolyar. Su yagdayda }Q) (( ; dogry rasional funksiya
yonekey droblarynl jemine asakdaky formula boyunga dargayar:

P(x) _| A Al Al
= e T
Qm(x) X=X (x_xl) (X—Xl)l
Al A? Ay
+——+ : + .+
X=X, (X - xz) (x - )
A A A
x—x Taexy T -y
N B+ Cx N B!+ Clx - B+ Cl"x N
(X - 0[1>2 + 612 [(X - all)z + 612]2 [(X - 0[1)2 + Blz]ml
N B,+ C)x B+ Cix B} + Cx
(x_a/z)z_l_b)z [(X— 2)2+B] [(X— 2)2+B]
B!+ Cix B! + Clx B™ + C™x

.2

a—ay+8 T [a—ay+BT " [x-ay+BT

Getirilen formulada her bir kwadrat yay bir hakyky koke ya-da iki
catyrymly @ + fi, @ — pi gorniisdéki koklere degislidir. Eger kokler
yonekey bolsalar, onda formula yonekeylesyér:
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Pn(x) — Al _+_ AZ _+_ _I_ Ar Bl + Clx
0, x—x  x—x, T x—x (x—ay+p5

BZ + CZ'X B.\' + C\‘x

+—(X “ay+ B2 + ..+ —(x iy I 3)

Eger O (x) kopagzanynn hemme koki hakyky we yonekey bolsa,
onda formula

Pn(‘x) — Al AZ Am
0w = x-x taoxttaoa (4)

m

gorniise geler.

Elbetde, biz getirilen formulalary ulanmak islesek, sol formulalara
girydn A|, A’, B], B, ...,C|,C}, ... koeffisiyentleri tapmaly bolarys. Olar
seyle tapylyar. (2) denligin sag tarapyny umumy maydalawja getirelin:
P(x) _ N(x)

0,0~ (x—x ) (x—x ) (x —x ) [(x = + B [(x —a ) + BT

Bu yerde N(x) kdbir kopagza. Indi denlikde Q (x)-ifi yerine onufi (1)
formuladaky bahasyny goyup we gysgalyanlary gysgaldyp,

P (x) = b, N(x) (5)
tozdestwony alarys. Bizin tapmaly koeffisiyentlerimiziii sany goni
m sany, yagny Q (x)-ifi derejesine dendir. Olary tapmak tigin (5)
tozdestwoda x-in yerine islendik diirli m san goyyarlar we

P.(a,) = b,N(a,),
P.(a,) = b,N(a,),

n

ulgamy alyarlar. Ulgam tapylmaly koeffisiyentlere gord ¢yzykly
denlemeler ulgamy bolyar. Olary sol ulgamdan tapyarlar we (2)
denlikde yerine goyyarlar. Bu bir usul. Koeffisiyentleri tapmagyi ikinji
usuly seyle: (5) toZzdestwodaky P (x) we b N(x) kopagzalarda x-ifi deit
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derejeleriniii koeffisiyentlerini 6zara denlédp, denlemeler ulgamyny
alyarlar. Nabelli koeffisiyentler bu ulgamy ¢6zmek bilen tapylyar.

(3), (4) formulalardaky nébelli koeffisiyentler hem edil seyle
usullar bilen tapylyar. Yone (4) formuladaky nibelli koeffisiyentleri
has yonekey usul bilen, yagny

_ b(x)
0, )

formula bilen hem tapyp bolyar. Bu yerde O, (x) kdpagza QO (x)
kopagzanyil onlimidir. Mysallara seredelin.

i=1n (6)

20 —x+5
4’ — 12x + 11x = 3
droblara dargadalymi. Bizde P,(x) =2x’—x+5, Q,(x)=4x’—12x>+ 11x-3.
1
3 2
x, =1, x, = 5 bolar. Kokler hakyky hem diirli. Onda (4) formula
boyunga alarys:

1-nji mysal. rasional funksiyany yonekey

Maydalawjynyn, yagny Q,(x)-ifi koklerini tapalyf. Olar x, =

P.(x) A A A,

2

0.(x) ~ M

Indi O’,(x) = 12x° — 24x + 11 bolyandygyny goz 6iiiinde tutup,
(6) formuladan taparys:

PG s e PG,

1 ,L_z’ 2 Q,(l) 3 ,;
0'(3) ’ 0'(5)
Niébelli koeffisiyentlerin tapylan bahalaryny yerine goyup alarys:
S
2 —x+5 2 _ 6 , 4
4 — 12x* + 11x -3 oLl x—1 ", 37
2 2
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2-nji mysal.

X+ 4x—3
Xt —
Bizde P,(x) = x*+ 4x - 3, O,(x) = x*— 1. Maydalawjynyn koklerini
tapalyfi. Olarx = 1,x,=—1,x,=i,x,=— i bolar. Diymek, maydalawjy-
nyn iki hakyky koki, iki kompleks koki bar. Kokler yonekey kokler.
(3) formulany ulanyp alarys:

rasional funksiyany yonekey droblara dargadalyn.

P (x) A A B + Cx
= + + :
O, x—-1 x+1 x+1°

Naébelli koeffisiyentleri tapmak tigin deiiligin sag tarapyny umumy
maydalawja getirelin:

P(x) Ax+1)(x+1)+A (x—1)(x"+ 1)+ (B + Cax)(x—1)(x+1)
0,x) (x—1D)(x+1)(x*+1) ’

ya-da

P(x) Al(x+D+1)+A (x—1)(x"+1)+(B +Cx)(x—1)(x+1)
0,(x) xt—1 '

0,(x) = x* — 1 bolandygy {i¢in, denligifi iki tarapyny hem x* — 1
gysgaldyp alarys:

A -3=Ax+ 1)+ 1)+Ax—-1)(x"+1)+
+(B,+ Cx)(x = 1)(x+1).

Indi su denlikde x-ini yerine (islendik dort sany goyup bolyar) x = 1,
x=-—1,x=0,x =2 goyup, nédbelli koeffisiyentler tapylyan ulgamy
alarys:

2=A4,-4, -6=-4,-4; -3=4,-4,-B;

9=4 -15+4,-5+(B,+2C) " 3.
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Ulgamy ¢oziip taparys:
1 3
Al = DX 27 0 1 1

Tapylan bahalary formulada yerine goyup, gerek dargamany alarys:

1 3
XA+dx—=3 _ 2 . 2 2—2x
xt—1 x—1 x+1 x*+1°

3-nji mysal.

Sx' =3 +x°—2x+ 1
X+ +9X + T —x— 9 —8x— 4

yonekey droblara dargadalyni. Maydalawjynyni kokleri x, = 1, x, = — 2

rasional funksiyany

iki sepli kok, x, = —% + @i iki sepli kok, x, = —% - @i iki sepli
kok. (2) formulany ulanyarys.
P(x) A A A, ]
0.(x)  x-—1 + x4+ 2 + (x+2) +
B + Cx B, + Cx
1y, 3 1y 37|
(ry)+7 x+5) +4]

Sag tarapyn umumy maydalawjysy bolup (x— 1)(x + 2)x
><[<x + %)2 + %]2 hyzmat edyér. Maydalawjyny yonekeylesdirsek,

onufi O (x) bilen gabat gelydndigini gérmek kyn dél. Sonuil ii¢in
asakdaky denligi alarys:

P(x) _
0 (x)

{A (x+ 2)2[<x + %)2 + %]2 +

+A, (x+ 2)(x = D) (x + %)2 + %]2 +
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+A, (x = D[(x + %)2 + %]2 +

+(B,+ Cx)(x = D(x + 2F(x + T +3]+

+(B,+ Cx)(x — 1)(x + 2)}/Q,(x).
Den maydalawjylary gysgaldyp,
P(x)=[A(x+2F+A (x = )(x+2)+ A, (x = 1)]x
[(x—i—l) 4]+(B +Cx)(x—1)(x+2)2~[<x+%)2+%]+
+(B, + Cx)(x — 1)(x + 2

detiligi yazyp bileris. Indi su defilikde x-ifi yerine islendik 7 sany a,, a,,
a, a, a,, a,, a,sanlary goyup, 4, 4,, 4,, B, C,, B, C,nébelli koeffi-

siyentler tapylyan ulgamy alarys.

Bellik. Nébelli koeffisiyentler tapylyan ulgamyn yonekey bolmagy
U¢ina,, a,, a,, a,, a,, a, a,sanlar hokmiinde ilki bilen maydalawjynyfi
diirli koklerini almaly, eger olar yediden az bolsalar, olaryi {istlini basga
sanlar bilen yetirmeli. Eger alnan koklerin i¢inde kompleks kok bar
bolsa, onda ¢atyrymly kompleks koki almagyn geregi yokdur. Bu usuly
islendik rasional funksiya yonekey droblara dargadylanda ulanmak
amatlydyr. Mysaly dowam etdirelin.

a=1 a,=-2, a, :—%+§i, a,=0,a,=-1,a,=2
bolsun. a,-iift yerine kompleks san alanymyz {i¢in @ -nifi geregi yok
bolyar, yagny x-iil yerine kompleks san goymak iki hakyky san goyana
barabar bolyar.

Alarys:

x=1; 2=814,
x=-2; 113=-274,
1,3

X:—5+TZ;
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2/3._ 9 62_3325_+5025.
2 ) 2 ! 2 17

:—4:_23 +g’ 2\/§:_3‘/§BZ+5\/§CZ’
2720 2 2 2 D)

x=0; 1=44,-24,-A,—4B —4B,

x=—1; 12=4,-24,-24,-2B,+2C,-2B,+2C,

x=2;  57=7844 +1964,+494, +112B +224C +16B8,+32C,.
Ulgamyni birinji dort defilemesinden tapyarys:

2 113. _ _
Al :ﬁ’ Ag:_ﬁ’ BZ_ 1, C2_ 1

Tapylan bahalary sonky ii¢ defilemi goyup alarys:
S8 __ A —4B,

81
28912 —2A,— 2B +2C,
1587172 = 196A, + 112B, + 224C,.
Bu yerden:
T

Tapylan bahalary yerine goyup alarys:

2
Sx' =3 +x°—2x+ 1 8

—

X+ + 0 + T - — O —8x—4  x—1 +
701 118
535 113 ——— — X

x+2  (x+2)

(eg)+q llerg)+al
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11. Rasional funksiyalary integrirlemek

q(x)

O(x)
gorniisde anladyp bolyandygyny gorkezipdik. Bu yerde r(x) kopagza,

alx) bolsa dogry rasional funksiya. Diymek, integralyn hisiyetine

O(x)
gord, R(x) funksiyadan alnan kesgitsiz integral iki integralyn, yagny

Biz yokarda niddogry rasional funksiyany R(x) = r(x)+

r(x)-den alnan hem- de LY _den alnan integrallaryn jemine dei. 7(x)

q(x
Q( )
dogry rasional funksiyadan integral almagy basarmaga syrygyar.

Yokarda dogry rasional funksiyanyi yonekey droblaryii jemine
dargayandygyny goriipdik. Diymek, dogry rasional funksiyadan integ-
ral almak, 6z gezeginde, yonekey droblardan integral almaga syrygyar.
Seylelikde, islendik rasional funksiyadan integral almak meselesi,
rasional funksiyanyn maydalawjysynyn koklerini tapyp bolyan yag-
dayynda kopagzadan we yonekey droblardan integral almaga getirilyar.
Sol sebépli, asakda gegen boliimde getirilen dort sany yonekey drobdan
integral alnysy gorkezilyér.

l.fxéa,dx.

Integralyii hisiyetine gord, f

X
kopagza bolanson, ondan integral alyp bolyar we esasy mesele

dx =A f dx Sonky

integralyn asagyndaky funksiyanyn rnaydalaWJysynyn onum1 sanaw-
ja deil. Onda integrallaryn sanawyndan belli bolsy yaly, ol integral
maydalawjynyin logarifmine dendir, yagny

fxéadx:A./‘xi

2[ dx k# 1.

dx=A-In|x—a|+C.
@

Integralda X —a =t, dx = dt galsyrma girizelin. Alarys:

A . A _ . . _ ‘ t—k+1 _
fi(x_a)kdx—ftkdt—A [rtde=a Lt C=

_ A Lk _ A . o\ —k
=10t +C_—1_k(x )+ C.
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Ax+ B
3 -[(x—a)2+52 X

Integraldax —a =t¢, dx = dt calsyrma girizeliil. Alarys:

f(Ax—+B x:fA(UlJrf)JrBd _fAt+Aa+Bdt

x—a)y+p’ £+ p° B?
At Aa + B A 2t
dt dr = = dt + (A B =
£+ B’ + £+ 57 2 P+ + (A + B) b”

= %ln(l‘2 + %) + Ae+B arctg% +C= %ln[(x —a)y+ B+

Ax+B
4f(x gy

Integralda x —a = tﬂ, dx = pdt calsyrma girizelin. Alarys:

Ax + B _ [Ala+B)+B . _
f[(x_a)z"'ﬁ ]k _f [t2.62+b)2]k Bdf—
__1 [Apt+Ac+B , f
oA (#+ 1) 52/( )@ + l)k

Aa—i—B

B2k 1 f(t + 1)k

Indi f (tztft Iy =Z; f (l‘zfllrtl)" = [, integrallary ayratyn ha-

Z integralda t*+ 1=z, 2tdt= dz calgyrma girizelin.

Zk=f ta’t fdz_szkdz_%__z]:‘:ﬁr

_ Z' 7k _ |k
+C1_72(1—k)+cl_ 2 k)(z+1) +C,.
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I, integraly yorite usul bilen hasaplalyn:

[(a)= f (cytzcl—llil)k integraldan @ boyunca 6nlim alaly:

Ikr(a):_kf( rdt k+l: k/ at’dt

af + 1 (@ + 177

r£+1)
Tk T e )

Indi /(@) integraly bolekleyin integrirldp tapalyii:

- Pdt 1 | _
I/(e) = kf ozt+1"“_2a/ td((ozt2+l)">

- 1.t 1
C2a (af+1) 20 (@)

I/(a@)-nyn tapylan iki bahasyny deiildp alarys:

— M@+ L@ =5 e - @)

ya-da

P 2k—1
L (@)= g ey iy + o2 4@

gorniisde yzygiderli hasaplayys formulasyny alarys. @ = 1 goyup, bize
gerek /, ligin

1t 2%k—1
b= vy T Tk

gorniisde yzygiderli hasaplayys formulasyny alarys.

= f tzcj_f = arctgt bolany ii¢in, yzygiderli hasaplap taparys:

_ a  _ 1.t 1
12_/(t2+1)2_2 (t2+1)+2arctgt+C,
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r 31 1 1
f(z+1 Y iy 4|2 Faq e te

we §.m.
Seyle etmek bilen, gerek /,-ny tapyp,

Ax+ B _ A Aa + B
f[(x_a)2+62]kdx BZk 2Zk+ 62k 1 I

formulada Z -nyn we /,-nyfi tapylan bahalaryny goyup we #-nifi yerine

onufi t = X Zg @ bahasyny goyup, gozlenyin integraly taparys.

Mysallara seredeliii.

x+4x

1-nji mysal. f 1 3 ax integraly hasaplalyn.

2
Gegen boliimde % funksiyany yonekey droblara dar-
gadyp, seyle denligi alypdyk:
1 3
X+4x—-3 _ 2 2 2 —2x
-1  x-1 x4l P+l
Diymek,
3
X’ +4x—3 2 2 —2x
f o1 a’x—/ dx+fx+1dx+/x2+ldx
va-da
fwdx— L In|x — 1\+iln\x+ 1|+
x =1 2
2x
Ahyrda,

fwdx— ! ln|x—1\+;ln|x+l|+
xt—1 2

+2arctgy — In(x* + 1) + C.
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o 3x —x + 29x* + 66x° +58x + 16x — 3
2-nji mysal. f X'+ 5x° 4+ 97 + Tx' —x’ — 9x* — 8x — 4 dx
integraly hasaplalyn. Gegen bdliimin 3-nji mysalyna menzeslikde
integralyn asagyndaky dogry rasional funksiyany yonekey droblara
dargadyp alarys:

=3 —x"+ 29"+ 66x° + 58"+ 16x -3 _ 2 3
X +5x 4+ +Tx —x -9 —8x—4 x—1 x+2
n 1 n 3 —2x 1+ 3x
(x+2) 1y, 3 1v, 37
(x+5)+53 [(x+3) +7]

Gysgalyk ti¢in hasaplamaly integraly / bilen belgildp we sonky
dargatmany gdz oillinde tutup alarys:

_fxi2”+fuizﬁk+

+/(x+2> +f +>x4]2dx'

Integrallary yeke-yekeden hasaplalyn:
fxf dx = 21n|x— 1}

[~ dx=3mnx+2}
x+2

1 __ 1
f(x+2)2dx_ x+2’

3—2x _ [ RN <
f(x+%>2+%dx [x+2 f; dx dt] f o

—f 4 dt /2“” = arctg\/f ln<t2+%)=

= } arctg 29f/i'1 —ln((x + L)z +3 >;
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2 4
—[6;‘}2 Z+A2§2k+131k] 42—71 ——tzil -
_%[Izt 1 +arctgt]+C:—m—

Integrallaryn tapylan bahalaryny / ii¢in aillatmada yerine goyup,
hasaplamany tamamlayarys.

12. Trigonometrik funksiyalary integrirlemek

1. f cos ax cos fxdx, f sin ax sin Sxdx, f cos ax - sin Sxdx gor-
niisddki integrallar trigonometriyanyn

COS @X - COS fx = %cos(a/ + B)x + %cos(a - B)x;

sinax - sinffx = Lcos(oz —B)x — Lcos(a' + B)x;

2 2
cosax - sinfix = %sin(a + B)x — %sin(cy — B)x

toZzdestwolaryny ulanmak bilen afisat hasaplanyarlar.
1-nji mysal.

fsme cos 7xdx = f—sm (7 + 5)xdx — f sin(7 — 5)xdx =

_1 _1 _ 1 1
= 2f5m12xdx fsm2xdx— 24 cos 12x + 4c052x+C

2. f cos”x - sin‘xdx gorniisdéki integral k, m sanlaryn bahasyna

baglylykda ¢alsyrma girizmek bilen hasaplamasy belli integrala geti-
rilyar.
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a) k, m sanlaryn biri tdk bolan yagdayynda jiibiit derejeli funk-
siyany tize liytgeyén bilen bellédp, ¢alsyrma girizmek bolar.

2-nji mysal. f cos’xsin‘xdx; sinx =t, cosxdx = dt ¢alsyrma
girizip alarys:
fcossxsin“xdx = fcos“x-sin“x-cosxdx =

= f(l — sinzx)zsin4x -cosxdx = f(l —y-tdt.

Sonky integral ansatlyk bilen hasaplanyar.
b) k, m sanlaryn ikisi-de tdk bolan yagdayynda funksiyalaryn
islendigini téze liytgeyén bilen belldp, ¢alsyrma girizsen bolar.

3-nji mysal. f cos’xsin’xdx; cosx = t, —sinxdx = dt ¢alsyrma
girizip alarys:

fcos3xsin7xdx = /cos3x~sin6x-sinxdx = —ff(l —*)dt.

Gorslimiz yaly, calsyrmadan soil hasaplamasy belli bolan integrala
geldik.

¢) k, m — jiibiit sanlar. Bu yagdayda tgx =t ya-da ctgx = ¢
calsyrmadan son hasaplamasy belli integrala geleris.

4-nji mysal. f cos’xsin *xdx integraly hasaplalyi. ctgx = 1,
— (1/sin’x)dx = dt ¢alsyrma girizip we sin’x = 1/(1 + ctg’x),
cos’x = ctg’x/(1 + ctg’x) tozdestwolary gbz oniinde tutup alarys:

fcos6xsin‘8xdx:fcos x-sin °x dx =
sin’x

_ f( ctg’x >% 1 = odx _
1 + ctg’x (1 + ctg2x> sin’x

[ () (g ) e = [ e =G+ c =D 0
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Kop yagdaylarda berlen integrala bolekleyin integrirleme usulyny
ulanyp, ony integralyn asagyndaky sinx we cosx funksiyalaryn dere-
jeleri onkiiden pes bolan integralyn iisti bilen ailadyarlar. Su usuly
birni¢e gezek ulanaiidan soi, berlen integral integrirlemesi belli bolan
integrala getirilyar.

5-nji mysal. f cos‘xsin’xdx integraly hasaplalyn. Alarys:
fcos“xsin"’xdx = fcos4x~sin5x-sinxdx = —fcos4xsin5xdcosx =
. 5. 1COS’ X . 5. COS’X s a4
= —fsm‘xdT =— sm‘xT + fcosx-sm X cosxdx =

= —%sinsxcossx - fcos“x(l — sin’x) - sin*xdx =

= —%sinSx cos’x + fcos“sin“xdx - fcos“x sinxdx.

Deriligin sag tarapyndaky f cos'xsin’xdx integraly onufi ¢ep
tarapyna gecirip, alarys:

2f cos’xsin®xdx =— 1/5sin’xcos’x + fcos“x -sin*xdx.

Seylelikde, bizin integralymyz f cos'xsin’xdx integralyn tisti

bilen ailadyldy. Indi f cos*xsin‘xdx integrala yene sol usuly ulanalyii:
fcos“x sin‘xdx = fcos“x sin’xsinxdx = —fcos“x sin’xd cosx =

5 5
= —fsin”xw = —sin’x - COSM + %f cos’xsin’x - cosxdx =

cos’x

3
=—sin'x
5

3 4 i02a) - qin? =
+§fcos x(1 — sin’x) - sin’xdx =

= —%sinSx -cos’x + %f cos’xsin’xdx — %fcos“x sin®xdx.
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Bu yerden f cos‘xsin‘xdx integraly tapyarys:

3 4. qid _ 1 5 3 40 i
(l-l- 5)»/‘COS xsin"xdx = 5SlIl XCOoS X + 5'/‘COS xsin”xdx.

Indi f cos’xsin’xdx integrala yene sol usuly ulanalyi:

fcos4xsin2xdx = /cos3xsin2x cosxdx = fcos3xsin2xdsinx =

c 3 <3
= fcos3xd sn; X — cos’x- SH,; X +fsin3xcos2x-sinxdx =

= %sin3x cos’x + fsinzx(l — cos’x) cos’xdx =
= %sin3xcos3x+ fcoszxsinzxdx — fcos4xsin2xdx.

Bu yerden f cos*xsin’xdx integraly tapalyii:

2fcos4xsin2xdx = %sirﬁx cos’x + fcoszxsinzxdx,

f cos’xsin’xdx integral bolsa

cos’xsin’x = %(sin 2x) = %(1 — cos4x)
tozdestwony ulanmak bilen afisat hasaplanyar.
Tapylan integrallarynl bahalaryny yzygiderli yerli-yerine goyup
alarys:

4, i __1 (S Sae I 3 5
fcos xsin’xdx = 10 sin’x cos’x 16 sin’x cos’x +
| 3 3 .3
+—32 sin xcosx+—256x 1004 sindx + C.

3. Umumy yagday. Goy, M(u, v) we N(u, v) iki lytgeyénli
kopagzalar bolsun.
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M@u,v)

R(u,v) = NGy

Sut+2u'v—v' +u+v+5
uw —4duv’ — 2u’v — v + 3u’ — 2uv + 1
rasional funksiyadyr. R(u, v) funksiyada u = cosx, v = sinx goyup,
tize R(cosx, sinx) funksiya alarys. Biz asakda f R(cosx, sinx)dx

Mysal ti¢in, R(u,v) = 3

gorniisdiki integraly bir tiytgeyanli rasional funksiyanyin integralyna
getirip boljaklygyny gorkezeris. Berlen integralda cosx = ¢, — sinxdx = dt
calsyrma girizelifi.

fR(cosx, sin x) dx = fR(COSX, sin x)w -

= fR(cosx, V1-— coszx)ésinxdx =

V1 — cos’x
=— [RGt/1-¢ )%.

Alnan integralda v'1 — 72 = (1 +¢) %—;; deniligi géz onunde
tutup, % =u’ ya-da t= % I Zi, dt = % calsyrmany
girizip alarys:

fR(cosx, sinx)dx = fR(% ; Zi,l fuz ~u>1 fuz du.

Soriky alnan integralyn asagyndaky funksiya u goré rasional funk-
siyadyr. Ony 6wrenilen usullar bilen hasaplasa bolar. Biz sonky netijani

almak ti¢in, ilki bilen cosx = # we sofira % ; ; = u’ galgyrmalary giriz-
: . . r_1l—cosx _ 2x. , _ (X
dik. Olary birlesdirsek u” = 11 cosx tg iU tg 5 calsyrmany
alarys. Diymek, biz bagda hasaplamaly integralda u = tg% calsyrmany
2
girizsek we cosx = i ; ZQ , sinx = I —2|-uu2’ dx = 12fb;2 bolyandy-
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gyny goz onlinde tutsak, onda yene-de sol netija geleris.
f R(cosx, sinx)dx integraly rasional funksiyanyi integralyna

getirmegin formal usuly hem bar. Eylerini

eix + e—ix . eix _ e—ix
COSX = ——F——, SINX = ————
2 2i

formulalaryny ulanyp alarys:

fR(cosx, sinx)dx = fR< e“.,.efix’ ot _ o ) de*

2 20 ie™

Indi ¢ = €™ calsyrma girizsek, bizifl integralymyz

1 1
f++ t——
fR(cosx, sinx)defR< 2[’T't>%

denlik arkaly rasional funksiyany integralyna geler. Y 6ne bir iiytgesik

zat, ol hem integral asagyndaky rasional funksiyanyn koeffisiyentlerinii
kompleks sanlar bolmagydyr. Bu yagday rasional funksiyalardan
integral alys usulyny ulanmaga hig hili pasgel bermeyir.

Mysallara seredelin.

1. Sinx = tg2 calsyrmany girizeliii. sinx Tia
dx = lz—sziz bolyandygyny goz oniinde tutup alarys:
2du
1 + d
u = [ = inu]+ C = Injtg |+ C.
1+ + u’

%, cosx = &t € formulalaryny goz oniinde

lerin sinx =
2

tutup alarys:
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/‘ dx _ f 1 Cle“dx
cos’x — sin’x <e"‘ +e" )2 _ ( A W
2i

2
:f 1 .g:;f L dt _ 1 [ 2edr
e e T

Indi #=u, du = 2tdt galsyrma girizip we

/‘ dx _1 du . 1 1 _ 1< 11 )
cos’x —sin’x  iJ uw+1" i w+1  2\u+i u—i
bolyanyny gdz 6niunde tutup alarys:

f dx 1 du 1 du —Ll

u+i
- : - nl—/—=|+C=
cos’x —sin’x 2J u+i 2 u—i 2 ‘u—z‘

lln‘em+z‘+c lln’e +ze

_ Lln‘ COSX + isinXx + i COSX + Sinx ‘ _
2 lcosx +isinx —icosx — sinx

(cosx + sinx) - (1 + i)
(cosx — sinx) - (1 — i)

L C= Lln‘ COSX + sinx ‘+ C
2 COSX — SInX

13. Irrasional funksiyalary
integrirlemek

Goy, R(u, v) gecen boliimde kesgitlenen rasional funksiya bolsun.
u=x, v=+ax’+ bx + c belgilemeleri girizip, R(x,v ax’ + bx + c)
irrasional funksiya alarys. Su gorniisli funksiyanyn integralyny
calsyrma iisti bilen rasional funksiyanyn integralyna getirip hasaplayar-
lar. Diirli yagdaylara seredelin.

1. ax*+ bx + c kdpagzanyi kokleri hakyky. Eger x, we x, onuil
kokleri bolsalar, onda kopagzanyn dwrenilen hésiyetine goré, ax* + bx +
+ ¢ = a(x —x,)(x — x,) bolar.
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X=X , ax, — x,t° 2a(x —x
Indi a—1=7¢ ya-da X = 1722’ X = (17222) d
X=X, a—1 (a—[)

calsyrma girizip alarys:

/R(x,x/mwx = fl?(x,\/(x—x2)za’€—x1 )dx _

X — X,

:fR<x,(x—x2)- ai:i‘ )dxz

2
:fR<axl—x2t2 (axl—xzt2 —x>-t>2a(xl_x2)tdt
a—t "\ a-*~ 2 (a—ry

Gorslimiz yaly, soniky integral rasional funksiyanyn integralydyr.

2. ax*+ bx + ¢ kdpagzanyn kokleri kompleks sanlar Eger a >0 bol-

sa,onda v ax’ + bx + ¢ =— \/7x+tyadax— f calsyrma

ulanyarlar. Eger ¢ > 0 bolsa, onda v ax® + bx + ¢ = —x/? + xt ya-da
2Vct+b

X = a4 calsyrma ulanyarlar. Sol ¢alsyrmalardan son, biz ye-

ne-de rasional funksiyanyn integralyna geleris. Rasional funksiyanyn

integraly bolsa belli usullar bilen hasaplanyar.
f Ax+ B
vax’ +bx +c
yonekey gorniisidir we ol yonekey ¢alsyrma bilen integrirlenyér. Integ-
(ax’ + bx + ¢)
2
yerden x = (t—b/2)/a, dx = (1/a)dt tapyp, integralda yerine goyup alarys:

dx integral yokarda seredilen integralyn has

rala

=t ya-da ax + b/2 = t ¢alsyrmany ulanalyn. Bu

b
et B z—5)+B 1
f«/ax2+bx+c f\/[ ]+b (t—§>+c ad[_
A
=fat2+B_2§2 L,
.



Indi @ > 0 we a <0 bolan yagdaylara seredelin. Eger a > 0 bolsa,
onda alarys:

A,
Ax+ B 1 a
dx = dt +
f«/ax +bx+c /7'/‘ tz+4ac—b2
4
1 Ab 1 A >, dac - b’
+——(B - dt = R e
\/2( 261)/ /¢ 4 Aac = b’ ava 4
4
1 (n Ab 2, 4ac =0’ _
+/E<B 2a>ln‘t+ [+ 2P+ C =
_ A\/ bV | dac—b’
= (ax+3) + 247 +
1 Ab b \/ by, dac =D’
+/E<B 2a)1n‘ax+2+ (ax+2>+ 1 + C.
Eger a <0 bolsa, onda alarys:
A _Ab
Y - A I
vax’+ bx+ ¢ a b’ —4dac _ p
4
:v—aAf t
a’ — dac
4
n a 4a(:_tz+

a’ 2
V= Ab 2ax + b
+— P (B 20 )arcsmim +C



Mysallara seredelin.

dx ) .
L. f v+ Jx' —x_ ] integraly hasaplalyh. a = 1> 0 bolandygy

sebdpli, v x> —x — 1 =t — x ¢algyrmany ulanalyf. Denligin iki tara-
pyny hem kwadrata giterip we gysgalyanlary gysgaldyp taparys:

2
x=L = dx 2t(2i+1)gdt
Tapylanlary integralda yerine goyup alarys:
f 20 —2t+2 dt.
x+vVxi—x—1 t(2t— 1y

Sonky integralyn asagyndaky rasional funksiyany yonekey drob-
lara dargadyp alarys:
20-2t+2 _2__3 . 3
12t — 1y t 2t—1  (2t—1)"
Bu aillatmany integralda yerine goyup alarys:

fx+m f( 2;_1+(2t31)2)dt:

:21n|t|—%ln(2t—1)—%-2tl_l +C.

Gegirilen galgyrmadan = x + v x> —x — 1 tapyarys we #-nii
bahasyny soniky denlikde yerine goyyarys:

dx 2 3
=2Inlx+vVa'—x—1|—=x
fx+¢x2—x— 2

xIn|2x+ 2V —x—1 — 1= 1 4 C
2 2 +2Vx—x—1-1
2x — 1 (' —x+1) , _
2. dx; =1t ya-da x—-1/2=1¢,
fx/x —-x+1 2 Y

x=t+1/2, dx = dtcalsyrma girizelin:

1
x—1 dx = +§)_1 dt =
fvx_“ i f\/(t+é)2—t—é+l t



— 2t — 2, 3 — 1y, 3
_f t2+idt_2/t+4+C—2/<x 2)+4+c
Vi T

Kébir yagdaylarda integralyi asagyndaky funksiya i (%)qi
i=1,2,...,mgorniisdiki funksiyalar bilen rasional baglanysykda bolyar.
Mysal ii¢in,

<§;} +4(x+3)/ \/x_ilJer—erl
f /(i;% (2x+5)\/< -5 +x+2 “

Seyle gorniisddki integraly ras10nal funksiyanynl integralyna
getirmek ti¢in g, ¢, , ..., ¢, sanlaryi ifi kigi umumy bdliinijisi bolan s
ax+b b

cx+d

x+1 _
-1

Mysal. f X jva—i-x-i_

Bu yerde iki kok bar, biriniii derejesi 2, beylekisininki 3. Su
sanlaryn in ki¢i umumy bolinijisi 6. Diymek, x + 1 == x = 16— 1;
dx = 6t°dt calsyrmadan son alarys:

Cadxal (= 1) + ¢
X TVXT L dx = | ) ———6dt =
f Vax+1 / r
_ 15~y 6 3 _ [ - " 7, _
_6f(r 20 + 1 +t)dr_6<16 R 4>+C_

EE I CES R RSV TS0
x16 - xs + x7 + x4 ]+C‘

sany tapmak we = t’ ¢alsyrmany girizmek yeterlikdir. Bizin

getiren mysalymyzda ** calgyrmany girizmek yeterlikdir.

dx integraly hasaplalyn.

=6

§2. Kesgitli integral

Bu diisiinjanin gozbasy beyik grek alymy Arhimedin islerinde
vatyr diysek yalitysmarys. Mundan 2,5 miif yyl ozal bu beyik dananyn
eden agyslary su wagt hem hayran galdyryar. Ol agyslarynn matematika
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bilen baglylarynyn bir toparynyn diiybiinde boleklere bolmek usuly ya-
tandyr. Edil seyle usul hem kesgitli integral diigiinjesinin 6zenidir. Onun
sol usul bilen ¢6zen birndge meselelerini agzap gecelin: parabolanyn
segmentinin meydany, silindrin, konusyn gapdal istiinint meydany,
saryn istiinin meydany, saryn gowriimi, saryil segmentininn gowriimi
we gapdal {isti, paraboloidin we giperboloidin segmentlerinin gowriimi,
iicburclugyn, parallelogramyn agyrlyk merkezi we s. m. Bu ajayyp sa-
nawy yene-de dowam etdirse boljak. Arhimedin ulanyan usullaryndan
integral jemleri diisiinjesini ¢ykarmak kyn hem bolsa, onun islerinii
seyle jemlerin doremegine sebdp bolanlygy ikugsuzdyr. Biz su yerde
mysal hokmiinde Arhimedin saryin géwriimini tapysy baradaky tdsin
isini getirmegi makul bildik. Goy, radiusy a den bolan saryn géwriimini
tapmaly bolsun (74-nji surat).

N 2a . \P
A O\S(@ ’

2a +x

=R

74-nji surat

Merkezi S(a, 0) nokatda, radiusy a det bolan téwerek ¢yzylan. 4B
we DC taraplary 2a deni bolan, AD we BC taraplary 4a den bolan ABCD
goniiburcluk ¢yzalyi. O nokady B we C nokatlar bilen birlesdirelin.
Indi ABCD goniiburglugy, merkezi S(a, 0) nokatda, radiusy a bolan
tegelegi we OBC licburclugy x okunl dasyndan aylasak, onda birinji
sekilimiz aylanma jisimi bolan silindri, ikinji sekilimiz sary we ti¢iinji
sekilimiz konusy emele getirer. Olaryf gdwrlimlerini degislilikde V.,
V. Vi bilen belgilaliii. Indi Arhimedin pikir yoredisine seredelin. Ol OP
kesimin x nokadyndan x okuna perpendikulyar tekizlik gecirip, yokarda
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emele gelen jisimleri kesyar. Sol jisimlerin kese kesikleri degislilikde
2a, y we x radiusly tegelekler bolarlar. Her kese kesik degisli jisimii
bolejigi hasap edilyér we olaryn her biriniii agramy 6ziinih meydanyna
dei hasap edilyar.

Konusyn we saryn kese kesiklerini N nokatdan asaklygyna
degislilikde x aralykda we 2a + x aralykda merkezlerinden asalyi.
(x, ¥) nokat toweregin iistiinde yatany sebépli, ol onuil denlemesini
kanagatlandyryar:

(x—a)+y’=a* ya-da x>+ y*=2ax.
Sonky deiligin iki tarapyny hem 2az-e kopeldip alarys:
2a(mx’) + 2a(ny’) = #(2a) - x,

bu yerde zx? — konusyn kese kesiginin agramy, ) — saryn kese kesiginin
agramy, 7(2a)* bolsa silindrin kese kesiginin agramy. Diymek, 2a(zx*)— N
nokatda asylan konusyn kese kesiginin O nokada goérd momenti,
2a(ry?) — saryn kese kesiginin momenti, 7 (2a)*x bolsa silindrini kese
kesiginint O nokada gord momenti. Soniky deiilik birinji iki momentifi
jeminin ii¢linjd denligini, yagny konusyn we saryn kese kesiklerinin
jeminin O nokada goré silindrin kese kesigi bilen denagramlylykda bol-
jakdygyny anladyar. Arhimed su yerde ajayyp teklip edyér, yagny eger
islendik OP kesime degisli x Ticin birinji iki jisimii N nokatdan asylan
bolejikleri O nokada gor ticiinji jisiminl bolejigi bilen denagramlylykda
bolsa, onda N nokatda tutuslygyna asylan birinji iki jisim hem O nokada
gord ticlinji jisim (yagny tutuslygyna silindr) bilen defiagramlylykda
bolar diyyar. Sol sebipli,

2aVk + 2aVS = aVS

denlik dogry bolmaly. Arhimedin dowriinde konusyi V, = %7{(2(1 Y- 2a

gowriimi we silindrin gdwriimi belli bolupdyr. Olaryn bahalaryny
yokardaky denlikde goyup alarys:
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2a- %7?(2a)2 2a + 2aV,= ar(2a) - 2a
ya-da yonekeylesdirip taparys:

V= %mf.

§

Ine, bizin hemmimiziin mekdepden béri ulanyp yoren ajayyp
formulamyz seyle diinyd inydr. Arhimediil yokarda ady tutulan me-
seleleri hem bolejiklere bolme usuly bilen ¢oziilendir. Elbetde, bu
hili hasaplaysa integral hasaplayys diyilmeginin dogry dél bolmagy
miimkin, yone sol meseleleriil integral hasaplaysyn sakasy bolanlygyna
giiwd gegse bolar.

Bizin yurtdaslarymyzyn i¢inde su ugurda méhiim netijeleri gaza-
nan kone Mary sdherinde X — X1 asyrlarda yasap gegen Al Haysamdyr.
Ol 6ziininl «Parabolik jisimi 6lgemek» we «Sary 6lgemek barada» atly
eserlerinde kesgitli integral diisiinjesine getirydn yokarky we asaky
integral jemleri ulanypdyr.

Umuman, Arhimediniem, Al Haysamynam we beyleki alymlarynam
eden isi bir esasy pikire birigyér. Ol pikir ylymlary matematikalagdyrmak
pikiri bolup, biz onun hizirki wagtda has ginden ulanylysyny goryaris.

Gegmisin beyik alymlarynyn gazanan iistiinliklerini jemlép, sonui
esasynda XVII asyryn ortalarynda iiilis alymy I. Nyutona we nemes
alymy G. Leybnise su giinlerde bizii ulanyan integral we differensial
hasaplaysymyzyn diiybiini tutmak basardypdyr. Bu matematika {i¢in
we beyleki ylymlar {igin hem diysen uly agysdyr. Sol sebépli su giinler
hem uly hormat goymak pikiri bilen matematikanyn su boliimini sol
alymlaryn atlary bilen baglasdyryarlar. Taryha gysgajyk goz ayla-
nymyzdan son, biz kesgitli integral diisiinjesini, onun hésiyetlerini we
ulanylysyny 6wrenméige gecyaris.
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1. Kesgitli integralyn kesgitlenilisi

f(x) funksiya [a, b] kesimde kesgitlenen. a = x <x,<x,<..<x =b
nokatlar bilen [a, b] kesimi n bolejiklere bolelifi. Ax, =x, —x,, Ax,= x, -
X, ...,Ax =x —x_  bolejikleriii uzynlyklarynyn maksimal bahasyny
h adimli bolekleme RA bilen belgilenyir. RA bolekleminin birinji
[x,,x,] boleginde yatyan ¢ nokady, ikinji [x,,x,] boleginde yatyan
¢, nokady we s. m., ahyrda, n-nji boleginde yatyan ¢ nokady saylap
alalyn (75-nji surat).

HE) HE) G N
IR (E)

L H H i
Xn=a & x & x & X xn,lgn x =b

75-nji surat

JE)Ax +f(E,)Ax, + .. + f€,)Ax, (D

jeme f(x) funksiyanyn [a, b] kesim boyunca integral jemi diyilyar.
Integral jemi gysgaca jem belgisini ulanyp, > f(£)Ax, gorniisde hem
yazyp bolyar. =

Kesgitleme. Eger / nola ymtylanda (1) integral jem, &, i = 1,n,
nokatlaryil saylanyp alnysyna we RA boleklemi bagly bolmazdan
bellibir predele ymtylyan bolsa, onda ol predele f(x) funksiyanyn

b

bilen belgilenyér. Kesgitlemé gord,

[ fx)dx = mi f(E)Ax.. @)
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a sana integralyn asaky predeli, b sana yokarky predeli, olara

------

f(x) funksiyanyi a-dan b ¢enli kesgitli 1ntegraly diyip okalyar. Eger
kesgitli integral bar bolsa, yagny (2) denligiit sagyndaky predel kesgit-
lemede getirilen sertlerde bar bolsa, onda f(x) funksiya [a b] kesimde
funksiyanyn berlen kes1mde inte grlrlenyandl gi, haysysynyn integrirlen-
meyandigi 6ran mohiimdir. Bu meseld kén bir guiilagman, berlen kesim-
de integrirlenyén funksiyanyn sol kesimde ¢dkli bolyandygyny subutsyz
belldp gegelin. Bu integrirlenmegin zerurlyk sertidir. Integrirlenmegin
yeterlik serti barada biz asakda durup geceris.

Goy, f(x) [a, b] kesimde berlen ¢ékli funksiya bolsun. [a, b] kesimi
a=x, X,...,x =bnokatlarbilen n bolege bolelin. Bolinménifi [x,, x, ],
[x,x],.. [ _»X ] bolejiklerine seredelin. Goy, M, f(x) funksiyanyfi
[x . x] bblej 1kdak1 bahalarynyn takyk yokarky ¢agi, m bolsa sol bole-
jikdéki takyk asaky ¢égi bolsun. w, = M, — m, tapawuda funksiyanyfi
[x,_,,x]kesimdékiyrgyldysy di}’/il}’/éir . yrgyldyny i=1,2,..,nigin,
}'/agny bolejiklerit hemmesi {i¢in tapalyn. Goy, h boleklemamn adimi
bolsun. Asakdaky teoremany subutsyz kabul edelin.

Teorema. f(x) funksiyanyn [a, b] kesimde integrirlenmegi ligin
lhifrolg;wiAxi =0 3)

denliginl yerine yetmegi zerur hem yeterlikdir.

f(x) lzniiksiz funksiya bolan yagdayynda ya-da [a, b] kesimde
tilkenikli sanly nokatlarda birinji gorniisli tiziilydn funksiya bolan
yagdayynda (3) deiilik hokmany yerine yetyar. Diymek, [a, b] kesimde
iizniiksiz funksiya, hatda [a, b] kesimde tlikenikli sandaky nokatlarda bi-
rinji gdrniisli lizlilyan, ¢ékli funksiya hem sol kesimde integrirlenyandir.
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2. Kesgitli integralyn héasiyetleri

Biz asakdaky hésiyetlerde garalyan kesimlerde integrirlenyén
funksiyalara seredydndiris. Sol sebépli her gezek «Goy, f(x) funksiya
[a, b] kesimde integrirlenyén bolsuny yaly teklipleri gaytalap durmarys.

1. f f(x)dx = 0 (subutsyz kabul edilyir).
a b
2. f flx)dx =— f f(x)dx (subutsyz kabul edilyér).
b a

b b
3. fcf(x)dx = cff(x)dx, ¢ — hemiselik ululyk.

S6z bilen aydanynda {i¢iinji hédsiyet hemiselik kopeldijini integral
alamatynyn dasyna ¢ykaryp boljakdygyny anladyar.

4 1)+ gl = [ S+ [ g0

Dordiinji hésiyeti soz bilen, gysgaca, iki funksiyanyn jeminin
integraly ol funksiyalaryn integrallarynyii jemine den diyip aydyp
bolyar.

5. Eger ¢ € (a, b) bolsa, onda

fbf(x)dxz ff(x)dx+ff(x)dx

Bu hésiyet integraly boleklap hasaplap bolyandygyny anladyar.
6. Eger islendik x € [q, b] ligin f(x) < g(x) bolsa, onda

ff(x dx<fg Ydx, a=<b.

Bu hésiyeti, gysgaca, uly funk51yanyn integraly uly bolyar diyip
aytsa bolar.
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7. Eger f(x) [a, b] kesimde integrirlenyéin bolsa, onda |[f(x)| hem

sol kesimde integrirlenyandir we f flx)dx < f | f(x)|dx defsizlik
dogrudyr.

8. Eger kibir m we M sanlar {i¢in [a, b], a < b kesimin islendik
nokadynda m < f(x) < M densizlik yerlikli bolsa, onda
b
m(b—a) < ff(x)dx <M(b—a)

deiisizlik hem yerliklidir.

9. fhdx:b—a.

Bu hisiyetlerin hemmesi integralyn kesgitlemesinden, yagny (2)
denlikden gelip ¢ykyar.

Uciinji hisiyetifi subudy. cf(x) funksiya ii¢in (2) defiligi yazalyi:

b

f cf(x)dx = l/lg)lz cf(§)Ax,. ¢ hemiseligi jem belgisinin, sofira

a i=1
predel belgisiniil dagyna ¢ykaryp bolyandygyny goz 6iinde tutup alarys:

b n b
fc (x)dx = clim f(§)Ax, = ¢ / f(x)dx
i=1

a

Seylelikde, llmz f(&)Ax, predelin barlygyndan hmz cf(§)Ax,

predelin barlygy, ¥ yagny f(x) funksiyanyn [a, b] kesimde 1ntegr1rlenyan—
liginden cf(x)-iit hem sol kesim boyunga integrirlenyénligi hem-de (3)
hisiyetin dogrulygy gelip ¢ykyar.

DOI‘dllIl]l has1yet1n subudy. f(x) we g(x) funksiyalar ii¢in
hmz f(E)Ax, we hmz g(&)Ax, predeller bar. Diymek, predelin

has1yet1ne gora,
1h1£I01 Zf<§z)sz + Zg(fi)Axi = Z _|_ g 5)
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predel hem bar. Beyle diymek, f(x) we g(x) funksiyalaryn [a, b] kesim
boyunga integrallary bar yagdaylarynda f(x) + g(x) funksiyanyn hem
sol kesim boyunca integraly bar diymekdir. Indi

Zf(S)Ax + Zg(S)Ax = hmzf(s Ax, + hng(g)Ax

l1m

h—

bolyandygyny goz oniinde tutup we (2) kesgitleméni ulanyp, sotiky
denligi

[ s+ [ ewde= [0 + gl

gorniisde yazyp bileris. Edil suny hem subut etmek gerekdi.
Bisinji hisiyetin subudy. Ol hisiyete seyle diisiinmeli: eger

f f(x)dx integral bar bolsa, onda f f(x)dx, f Sf(x)dx integrallar hem

bardyrlar we f flx)dx = f bi x)dx+ f f(x)dx denlik yerliklidir.

Goy, x0= a, X, .., x, =b Rh boleklemamn nokatlary bolsun.  ,
®,, ..., ® funksiyanyf sol kesimlerdéki yrgyldylary bolsunlar. Indi ¢
nokat x, nokatlaryn biri bilen gabat gelyér diyip hasap edelifi. Onda

zn: W, Ax, = D - Axi + D" Ax, defiligi yazyp bileris. Bu yerde D’
i=1

jem difie [a, c] kesime degisli bolejikler iigin diiziilen, )" jem difie [c, 5]

b

kesime degisli bolejikler ti¢in diiziilen. f Sf(x)dx integralyn barlygy
sebépli, hokmany yagdayda, yokardaky teorema gord, lhigjli w.Ax; =0
bolar. " we D" jemleriii polozitel bolyandyklary sebéipli: sonky den-
ligiii esasynda lim dlw-Ax =0, lim D>w - Ax = 0 yazyp bileris.
Bu bolsa, yokarda agzalan teorema gora, f(x) funksiya [a, c] we [c, b]

kesimlerde integrirlenydn funksiya diymekdir. Hasiyetin tassyklayan
denli gini almak ii¢in ¢ nokady boleklemanin nokatlarynyn biri hasap edip

we Zf &)Ax, jemi Zf(é Ax, = Y f(E)Ax, + D f(€)Ax, gbrniisde
yazyp, h nola ymtylanda predele gegmek yeterlikdir.
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1-nji bellik. c nokat [a, b] kesimin dasynda yatanda bésinji hdsiyet
asakdaky gorniisde dogrudyr.

Eger f(x) funksiya [a, c] we [c, b] kesimlerini ulusynda integrir-
lenyan bolsa, onda ol [a, b], [a, c], [¢, b] kesimlerin liclisinde hem
integrirlenyindir we denlik yerliklidir.

2-nji bellik. Islendik sandaky a = ¢, ¢, ..., ¢, = b sanlar ligin
hem [c, cli#j,i,j=0,1,.. ., k kesimlerin iii ulusynda f(x) funksiya
1ntegr1rlenyan bolsa onda ol olaryn hemmesinde hem integrirlenyandir

we ff(x Ydx = ff x)dx + ff(x)dx—i— + ff(x)dx denilik yer-

A 1

liklidir. Galan ha51yetler1n hem edil seyle subut edilyéndikleri sebapli,
biz getirilen subutlar bilen ¢iklenmegi makul bildik.

3. Orta baha barada teorema
Teorema. f(x) € C[a, b] ligin (a, b) aralykda seyle bir ¢ nokat
tapylyp,
/ f(x)dx = f(c)(b— a)
deilik yerine yeter.

Subudy. f(x) € C[a, b] bolany li¢in, [a, b] kesime degisli kibir x,
nokatda il uly M baha, kibir x, nokatda il ki¢i m baha eye bolar. Diy-
mek, Vx € [a,b] ligin m <f(x) < M defisizlik we sonun bilen bilelikde,

integralyn 8-nji hésiyetine gora, m( f f(x)dx < M(b — a)

densizlik yerine yeter. Sonky densizligi b —a sana bolelit. Alarys:
b
1
<1 <
m<=< b_aff(x)dx_M.

f;:

......
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kanagatlandyryar. Uzniiksiz funksiyanyii hisiyetine gori, (a, b)
aralykda c¢ nokat tapylyp, f(c) = f defilik yerine yeter. Sol sebépli
b

fle) = blﬁ f Sf(x)dx denligi yazyp bileris. Bu yerden afisatlyk

b
bilen [ f(x)dx = f(c)(b — a) defilik gelip ¢ykyar.
Umuman, [a, b] kesimde integrirlenyén islendik f(x) funksiya ti¢in
b

hem f = % f f(x)dx sana funksiyanyfi [a, b] kesim boyunga orta

rrrrrr

Goy, [a, b] kes1m xo Ay X5 Xy ey X = b nokatlar bilen n den boleklere

boliinen bolsun. [a, b] kesimde f(x) funksiya f(x) =4, x,  <x <x,

- 1
i = 1,n (A —hemiselikler), denilikler bilen kesgitlensin. Funksiyanyn
orta bahasyny tapalyn. Integralyn hésiyetine gora,

fbf(x)dx = Zl: ff(x)dx = Zn; fA,-dx =

=XA [dv=YA(x-x,).
i=1 5 i=1

Islendik i = 1,n iigin x, — x,_, = b#a bolany sebdpli alarys:
b A
_ 1 _ 1 N b—a _ =1 l
ﬁ_b—a/f(x)dx_b—a;A" n n

Yagny f orta baha 4, i = 1,n sanlaryii orta arifmetik bahasyna
dendir.

Orta baha baradaky teoremanyi umumylasdyrylanyny subutsyz
getirelin.

Teorema. f(x)e< Cla,b], g(x)€ Cla,b], g(x)=0 funksi-

yalar ug:ln (a, b) aralykda kibir ¢ nokat tapylyp, f flx)g(x)dx
= f(c) f g(x)dx denlik yerlikli bolar.
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Biz agakda matematiki deriiewin ajayyp formulalarynyn biri bolan
Nyuton-Leybnisin formulasy barada giirriii ederis. Ol kesgitli integraly
hasaplamagyn formulasydyr.

4. Nyuton — Leybnisifi formulasy

f(x) € C[a, b] funksiya. x € [a, b] nokat alalyn we
F(x) = ff(x)dx

yokarky predeli iiytgeyén integrala seredelin.

Teorema. F(x) funksiyanyn [a, b] kesimin islendik nokadyn-
da 6niimi bardyr we ol f(x) funksiya dendir, yagny Vx € [a,b] tigin
F(x) = f(x) deilik yerliklidir.

Subudy. Kesgitlemé gori,

F(x + Ax) —F(x)‘

F'(x) = lim = A

F(x + Ax) — F(x) tapawudy tapalyn:

x+Ax X

F(x + Ax) — F(x) = ff(x)a’x - ff(x)dx.

Integralyn hasiyetine gora,

x+Ax x X+ Ax

af Ax)dx = f Ax)dx + f A(x)dx.

Diymek,
x+Ax

F(x+ Ax) — F(x) = ff(x)dx.

x4 Ax
Indi f f(x)dx integrala orta baha baradaky teoremany ulanalyii.
Alarys: «
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Xff(x)dx = f(c)Ax, x<c<x+ Ax.

X

Seylelikde,
F(x + Ax) — F(x) = f(c)Ax

deiligi alarys. Sonky denligin iki tarapyny hem Ax sana bolelini we

Ax — 0 bolanda predele gegelifi: lim Flx - Asz —Flx) _ limf(c);

x <c¢ <x + Axbolany sebipli lime = x bolar. Sol sebipli, subut etmeli
deiiligi alarys:

. F(x+ Av)— F(x)
F(x) = lim =550

= f(=).

Netije. Eger f(x) € C[a, b] bolsa, onda onui [a, b] kesimde asyl
funksiyasy bardyr. Olaryn biri bolup F(x) = f f(x)dx funksiya

hyzmat edyir. Alnan netijinii esasynda Nyuton-Leybnisini formulasy

gelip ¢ykyar. F(x) = f f(x)dx denlikde x-iti yerine b-ni goyup alarys:
b
F(b) = ff(x)dx;

X-iii yerine a-ny goyup, alarys:

Fla)= [ fx)dx = 0.
Diymek, a

| Feyde = Fv) = Fb) - Fla)

yazyp bolar. Goy, indi F (x) islendik asyl funksiya bolsun. Onda asyl
funksiyalaryi hasiyetine gora
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Fx)y=F x)+C
deniligi we onun bilen bilelikde
F(b)—F(a)= 5 (b)- F (a)
denligi alarys. Indi F(b) — F(a) tapawudyn tapylan bahasyny yokarky
denlikde goyup alarys:

[ fx)dx = F (b) - F (a). (*)

......

[ fx)dx =F @; (**)
ya-da (F (x) + C)|" = f f(x)dx bolyandygyny nazarda tutup,

[ s = [ fxpax: (++%)

gbrniisde yazsa bolar. Diymek, kesgitli integraly hasaplamak ti¢in,
ilki bilen kesgitsiz integraly hasaplamaly, sofira kesgitli integraly
yokarda getirilen formulalaryn tigiinjisi boyunc¢a tapmaly. Mysallara
yiizlenelin.

1-nji mysal. / cosxdx integraly hasaplalyn.
0
fcosxdx = fcosxdx\g = (sinx + )| =
0
=(sint+ C)—(sin0 + C) =sin7 —sin0 = 0.

Mysaldan goérniisi yaly, kesgitsiz integraly hasaplanymyzda
C hemiselik sany gosmagyn geregi hem yok, sebibi ol netija tasir
etmeyar.
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1
1+x

1
2-nji mysal. f ~dx integraly hasaplalyi.
0

1
1 — 1 1 __ 1 _ N i E
6/1 e dx = f 112 dx|, = arctgx |, = arctgl — arctg0 = 1
5. Kesgitli integraly bolekleyin integrirlemek usuly

Goy, U(x), V(x), U'(x), V'(x) funksiyalar [a, b] kesimde lizniiksiz
bolsunlar. Onda U'V, V'U funksiyalar [a, b] kesim boyunga integrir-
lenyandirler we

b b
f U(x)V'(x)dx = U(x)W(x)|" — f V(x)U'(x)dx
deinilik dogrudyr. Dogrudan hem, kesgitsiz integral iigin

f U(x)V'(x)dx = U(x)V(x) — f V(x)U'(x)dx

b
denilik 61 subut edilipdi. Indi f UV'dx integrala Nyuton-Leybnisifi
formulasynyn ti¢iinji }'/azylysyriy ulanyp alarys:

fUV’dx:fUV’dx!Z:[UV—fVU’dx] :=UV\§—fVU'dx\';

ya-da
b b
foviax=uv]:- [vU'dx.
Bu formula, adatca,
b b
fuav=uv|:- [vau
gornlisde yazylyar we ona kesgitli integraly bolekleyin integrirleme

------
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bolekleyin integrirleme formulasyny ulanmagyn geregi hem yok yaly.
Nyuton-Leybnisin formulasynyi ti¢iinji yazylysyny ulanyp, ilki kes-
gitsiz integraly hasaplap, sol integralyn predellerini goymak yeterlik.
Emma sonky formulany ulanmaklarynyn sebdbi onun kop yagdaylarda
integraly hasaplama meselesini yeinillesdirmegidir.

Mysal. 1, = f sin” xdx integraly hasaplamaly. Bolekleyin integ-
rirlép alarys:

s m—1

sin”~'xd(cosx) = — sin

[ — m—1

m

xcosx|;? +

O'\
[S1E

T

7
+f(m — 1)sin" *x cos’xdx.
0

Indi cos*x=1—sin’x tozdestwony ulanalyn:

I,=(m—1) [ sin"?x(1 —sin’x)dx =(m— 1), —(m—1)I,

2

O\)
[SIE]

ya-da

yzygiderli hasaplayys formulasyny alarys.

g4

2 7
I = f sinxdx =1; [ = f dx = % bolyandygyny gz 6niinde
0

0
tutup taparys:
1z ,_2 ;_3 17 ;_42
12_2 A A 3 I, 17 I, s 3wes.m.

6. Kesgitli integralda iiytgeyéni calsyrma usuly

Goy, f(x) € Cla, b], (1) € Cla, B], ¢'(1) € Cla, ], (@) =a,
p(B)=b,Vt € [a,B] ligin ¢(¢) funksiyanyi bahasy [a, b] kesime degisli
bolsun, onda

294



[ s = [ ftotene (1)

formula dogrudyr. Bu formula kesgitli integralda iiytgeyéni calsyrma
formulasy diyilyar. Formulany subut edelin. f f(x)dx kesgitsiz integ-
ral ligin

[ fx)dx = [ flo(0)g'(1)di

formulanyn dogrudygyny biz 61 goriipdik. Nyuton-Leybnisini
formulasynyi {i¢iinji yazylysyny ulanyp taparys:

[ o = [ st = [ feene (arl =

= [ Releng' (at| = [ fg(1)e' (1)t

1-nji mysal. f sin(%x — 2)dx integraly hasaplalyi. Uytgeyini
0

%x — 2 =1t ya-da x = 5(¢t + 2), dx = 5dt formula bilen calgyralyn.

t= %7? — 2 bolandax =7, ¢#=-2 bolanda x =0 bolyandygy sebipli,

yazyp bileris:

Lz
T

fsin(%x — 2)dx = fsintSdt =— 5cost\i2 =

0 -2

:—5005(£—2>+50052.

5
2
.. [x* 4+ 1+ (x> + 1) + 3]xdx . .
2-nji mysal. integraly hasaplalyn.
J y J/ﬂ v(;?i;‘f’ g y p y
t=+vx*+ 1 calsyrma girizelifi. Onda dt = —2%—dx; t=1 bo-
Fma e Vel

landax =0, t = v'5 bolanda x = 2 bolyandygyny gériip, yazyp bileris:
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f[x2+l+(x2+l)2+3]xdx B
; vVai+1
/5

:f[x2+1+(x2+1) +3]/7dx_f(t2+t4+3)dt=

_(F . 55 25f _____ _
—<3+5+3t>1— E +3Y5 5 3=
:29/5_573
3 15

§3. Kesgitli integralyn komegi bilen ¢oziilyin meseleler

1. Egricyzykly trapesiyanyin meydany

Iki gapdalyndan x = a we x = b goniiler bilen, asagyndan y = 0
goni bilen yokarsyndan y =f(x) funksi}?anyﬁ grafigi bilen c¢dklenen

......

Ay
— y=f(x) |
M
Lo I
S oS
I | |'>L
I Lo
B : :
— . 1 1 1 Ly X
Olx,=a x x,x, xn71b1=x

76-njy surat

Hazirlikge f(x) € Cla, b], f(x) > 0 hasap edelin. [a, b] kesimi
X,= @, X, X,,..., X = b nokatlar bilen boleklélif. x, x , x,,..., x nokat-
lardan ta f(x) funk51yanyn grafigi bilen kesigydncé perpendikulyarlar
galdyralyn. Ol perpendikulyarlar egrigyzykly trapesiyany n bolege
bolerler. Olaryfi meydanlaryny degislilikde S, S, ..., S, bilen belgilalifi.

Eger S egrigyzykly trapesiyanyin meydany bolsa, onda
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S:S.+Sz+“-+5n:;S,~
denligi alarys. S, — trapesiyalaryf mey-
danlaryny kesgitldliii (77-nji surat).

Goy, m, M sanlar f(x) funksiyanyfi ~ f(x, )
[x, |, x,] kesimdéki ifi ki¢i we ifi uly
bahasy bolsun. Suratdan gorniisi yaly,

mi(xi 7xi—l) = Si SM(xi 7xi—l)

densizlik yerliklidir. Densizligi
(x,—x, ,)> 0 sana boliip alarys:
m, =< S <M.

! X, — X,

77-nji surat

f(x) lizniiksiz funksiya. Sofia goré [x, |, x,] kesimde ¢ nokat tapylyp,
o =1

, X —X
ya_da i i—1

S =f(E)Ax, Ax, =x,—x,_,
deiilik yerine yeter. Su meydanyi tapylan bahasyny S = Z S, anlatma-
da yerine goyup alarys:
S = fi€)As,
i=1

Diymek, egrigyzykly trapesiyanyn meydany integral jeme den.
Indi max Ax, = h bilen belgilép, /4 nola ymtylanda sonky deflikde
predele gecelin:

lims = lhlg)l; f(E)Ax,.

Deiiligin gep tarapyndaky S—hemiselik san. Sol sebépli, limS = S.

f(x) lizniiksiz bolanlygy sebidpli denligin sag tarapyndaky predel bardyr
b

we f Sf(x)dx integrala deidir. Aydylanlary g6z otiiinde tutup alarys:

297



S = fhf(x)dx.

3 = g(0)=—f(x) Biz su formulany getirip ¢yka-

ranymyzda f(x)-iii otrisatel ddl funk-

4, \ B, siya bolmagyny talap edipdik. Goy,

' ' f(x) < 0 serti kanagatlandyrsyn.

: : 5 x &() =—f(x) funksifa [a, b] kesimde otri-
a, s b satel dil funksiya bolar (78-nji surat).

: ) aABb — egrigyzykly trapesiyanyn
meydany, suratdan gorniisi yaly, a4 B b
egrigyzykly trapesiyanyn meydanyna den.
y = g(x) funksiyanyn otrisatel dil bolmagy
sebdpli, a4 B b trapesiyanyn meydany

S = fbg(x)dx =—fbf(x)dx

formula bilen tapylar. Diymek, f(x) < 0 bolan yagdayynda,

— fbf(x)dx

A\ y — 1(%) / yagny aABb trapesiyanyn meydany
= \/ \/ f f(x)dx integralyn ters alamaty bi-
len alnan bahasyna deiidir. Umuman,

79-njy surat

y =fx)

78-nji surat

f(x) funksiya [a, b] kesimde alamatyny
tiytgedyén funksiya bolan yagdayynda (79-njy surat) aABb egrigyzykly
trapesiyanynn meydany hasaplananda, onun x-ler okunyn asagynda
yatyan boleklerine degisli integrallar ters alamaty bilen alynyar. Trape-
siyanyil meydany seyle hasaplananda
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b YA
S = ff(x)dx 4, y =)

deiilik yene-de dogrudyr

Indix=a,x=b,y =f.(x)wey=g(x) A /\\/ g(x)
(g(x) < f(x), x€[a, b]) funksiyalaryii

grafikleri bilen céklenen egrigyzykly
trapesiya seredelin (80-nji surat).
Yokarky formulalara esaslanyp, AA B B egrigyzykly trapesiyanyn
meydanynyn

[

80-nji surat

y
S = f x)]dx 1
d
formula arkaly tapylyandygyny an- X =f0)
satlyk bilen subut etse bolar. S E

Eger egricyzykly trapesiya x = f(y) ¢
funksiyanyn grafigi we y =c¢, y =d,
x = 0 goniiler bilen ¢iklenen bolsa 1) >
(81-nji surat), onda onun S meydany,
yokarka mefizeslikde, 81-nji surat

d
S= [ f)dy
‘ AY
formula arkaly tapylar. e
y=x

1-nji mysal. y = x? parabolanyn
grafigi, x =2, x = 3, y = 0 goniiler bilen
ciklenen figuranyn meydanyny tapalyn
(82-nji surat).

Bu yerde S = ff(x )dx bolar. /&
f(x)=x% a=2, b=3. Yerine goyup o 23 >x
alarys:

82-nji surat
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_g_8_19_ ¢l
,=97353 =%

S=zfxza’x='/’x2dx|§:X?3

2-nji mysal. y =x*+ 1, y =x?>—x — 1 funksiyalaryn grafikleri
we x = 1, x = 2 goniiler bilen ¢éklenen figuranyii meydanyny tapalyn
(83-nji surat).
b
Buyerde S = f[]g (x) — f(x)]dx bolar.a=1,b=2, f(x)=x*+1,

f,(x) = x* —x — 1 berlenleri formulada
yerine goyup alarys:

y:x2+1 AY
2
S=f[(x2+1)—(x2—x—1)]dx:
1

. =f2(x+2)dx=](x+2)dxf:

D

83-nji surat

3-nji mysal. y =x*+ 1, y=3x?—2x— 3 funksiyalaryn grafikleri
bilen ¢éklenen meydany tapalyn (84-nji surat).
YA y=x+1 A, Bnokatlaryn abssissalaryny tapalyi.

Onun ii¢in funksiyalary bir-birine denlép,
alnan defileméni ¢ozmeli. Alarys:
X+1=32-2x-3=22x*-2x-4=0,
A x,=-1, x,=2

B
N0 /3 x
N2 = fiwen ez s

y=3x*-2x-3

84-nji surat

[
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2. Egricyzykly sektoryin meydany

A we B nokada ugrukdyrylan ra- AY
dius wektorlar we » = 1), @ <@ <,
egri bilen g:éiklenen ﬁgura egrigyzykly

Goy, r(p) € C[a/, Sl bolsun. [a, B]
kesimi ¢, = @, ¢, ¢,, ..., ¢, = B
nokatlar bilen béleklere bolelif. ¢ = ¢,
i = 1,n— 1 sohleleri gecirip, sektory
n bolek sektorlara bolelin. k-njy bolek
sektoryfi meydanyny S, bilen, tutus sektoryfi meydanyny bolsa S bilen
belgildp alarys:

85-nji surat

s=3s.
k=1

Indi, islendik S, meydany bahalamaga calsalyn (86-njy surat).

86-njy surat

Goy,Ap.=¢ ¢, ,i= 1,n, h = max A@, bolsun. r(¢p) funksiya-
nyf [p, |, @] kesimddki ifi uly bahasy M, ifi ki¢i bahasy m, bolsun.
Suratdan gornisi yaly, S =S = SM Bu yerde: OB = 04 =
OB =04,=m, S OA B, sektoryn meydany, S}* — OAB sektoryn

meydany. Onda tutus sektorynn S meydany ii¢in ZS n<S§=< ZS .
deiisizlikleri yazyp bolar.

m 1 k_l
St= ST (@G =) Sl =T (@ )@ -9,
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bolany sebépli alarys:

JIRN <1
5;”2(%)(@/( - ng—l) =S EZ ng 1 ((pk ¢k—l)'

r(p) lUzniiksiz bolany sebdpli, soiiky deinsizligin ¢cepinde we sa-
gynda duran integral jemlerint # — 0 bolandaky predelleri

B
L

integrala dendir. Bu yerden

B
1 1 [
zfr(qo)dwﬁS_zfr(w)d(p

deiisizlik we onun esasynda
| £
— 1 2
S= [re)de
)% formula gelip ¢ykyar.

Egrigyzykly sektor » = r (¢),
PR r=rp), r,(p) < r(0), @ < ¢ < egri-

r=r(p) ler bilen we ¢ = @, ¢ = f sohleler bilen
8 cdklenen yagdayynda (87-nji surat)
onuil meydanynyn
¢ —>»x 5
871t surat s=1 [Irie) - ri(e)d

formula arkaly tapyljakdygyny okyjynyn 6zi subut edip biler.
T oo T T

‘/g T < < — —
m’ g—@—gegnwe@—g’ §0—§
sOhleler bilen ¢dklenen egricyzykly sektoryn meydanyny tapalyn.

8

1-nji mysal. r =

S = % / r’(¢)de formulany ulanyp alarys:

302



S =

/o > Lo L[ ¢ . F
dp = = dp = = do > =
(/1+¢ 2f1+g0 2/1+g0 =

1
2 T

6

ahe—
wlN

=Le-In(1+9) \; =5(5-m(1+5))-

_%%_ In(l+¢)) =5+ %m 66—:27;'

2-njimysal. ,=1+cosp, r =1-cosp,0 = ¢p = % egriler bilen
T

7 sohleler bilen ¢éklenen figuranyn meydanyny tapalyn.

wep=0,¢ =

S = af[rﬁ(@) —r’(¢)]de

formulany ulanyp alarys:

3
S [(1 + cosp) — (1 —cosp)]dp = f2cos edp = 2.
0

—

=L
2

0

3. Parametrik gorniisde berlen egriler bilen
ciklenen figuralaryn meydany

f(x) € Cla, b] bolanda, funksiyanyn grafigiwe x =a, x =b, y=0
goniiler bilen ¢éklenen figuranyil meydanynyi

S = ff(x)dx

formula arkaly tapylyandygyny biz goriipdik. Goy, indi y = f(x)

baglanysyk x = X(¢), y = Y(¢), @ <t < parametrik gorniisde berilsin

hem-de X(¢) € Cla, f], X'(¢t) € Cla, p], X(@) =a, X(f)=>b bolsun.
Onda y = Y(¢) = f(X(¥)) bolar we
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f fx)dx = [ AX(E)X'(t)dt = f Y(£)X'(t)dt

deilik yerine yeter, yagny yokarky egrigyzykly trapesiyanyn S meydany
B
tigin § = f Y(1)X'(t)dt formulany alarys.

1-njimysal. x =7, y =V + 1 egribilenwex=1,x=9,y=0
gontiler bilen ¢éklenen egricyzykly trapesiyanyin meydanyny tapalyi.
Formulany ulanyp alarys:

3 2 L3
s= [V+ioma =T :2()@—43@.
1

1 3
2t

Goy, indi denlemesi x = x(¢), y = y(t), @ <t </ bolan
yvapyk egrigyzyk berilsin (88-nji surat).

x(2), x'(t), y(t), y'(¢) funksiyalar
[a, f] kesimde lizniiksiz bolsun. Goy,
egricyzyk A we B nokatlarda ona
gecirilen dik galtagyanlaryn arasynda
yatsyn we [a, b] kesimdiki nokatlardan
dikligine gegirilen islendik goni egrini
dine iki nokatda kessin.

Su yagdayda egrinii APB
boleginin denlemesini y = f(x) gbrniisde yazyp bolar, f,(x) funksiya
[a, b] kesimde iizniiksiz bolar. Edil sonufi yaly, AQB bdlegin denilemesini
hem y = f (x) gbrniisde yazyp bolar. Onda APBQ figuranyfi § meyda-
nyny, yokardan belli bolsy yaly,

Y

88-nji surat

s = ff; —f(x)]d

formula bilen tapyp bileris. Indi (x(@), y(@)) A nokadyii koordinatalary
hasap etsek, egri yapyk bolany sebépli (x(5), y(f)) hem 4 nokadyn
koordinatalary bolar we kébir 0 € («, p) tigin (x(d), ¥(d)) B nokadyn
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koordinatalary bolar. Diymek, x(«) = a, x(f) = a, x(6) = b. t iytgeyin
[a, 0] aralykda tiytgénde (x(?), y(¢)) nokat 4 nokatdan baslap B nokada
cenli APB dugany c¢yzyar diyelin, ¢ iiytgeyan [0, f] aralykda iiytgédnde
(x(?), y(¢)) nokat B nokatdan baslap 4 nokada ¢enli BOA dugany ¢yzyar
diyelin. Indi, kesgitli integralda x = x(7) ¢alsyrma girizip alarys:

[ 5dx = [ Lx()x (e = [ y(0)x(1)de

b a B B
— fjf(x)dx = f]f(x)dx = f]f(x(t))x'(t)dt = fy(t)x’(t)dt.
a b 0 0
Integrallaryn bahalaryny yokarky formulada yerine goyup alarys:
5 8
S= [ y(t)x'(t)dt + | y(t)x'(t)dt
/ /
va-da x = x(?), y = y(¢), @ <t < f egri bilen ¢éklenen meydan tigin

S = fy(t)x’(r)dt

formulany yazyp bileris. Edil seyle hereketler edip, sol meydan ii¢in

B

S :—fx(t)y’(t)dt
formulany hem yazyp bolar. Adatga, bu iki formulany birikdirip,
meydan {i¢in

S = ;a[[y<r>x'<r>—x<r>y'<z>]dr

formulany alyarlar. Biz formulany ¢ykaranymyzda (x(¢), y(¢)) nokat
t a-dan f cenli liytgdnde egri ¢yzygy suratda gorkezilisi yaly (sagat
diliniii hereketiniii ugry boyunca) gecyir diyip hasap etdik. Eger
(x(?), ¥(?)) nokat sagat diliniii hereketinin ters ugry boyunca hereket
edip egrini ¢yzsa, onda yokarky formula
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$ = J (0 (6) = y(0) ()l

gorniise geler.

Yene-de, biz formulany ¢ykaranymyzda, egri ¢yzykdan, [a, b]
kesimin nokatlaryndan ¢ykyan goniiler ony iki nokatda kesyir diyen
talaby etdik. Emma ol formula su teklip yerine yetmeyén yagdaylarda
hem dogrudyr. ¢ liytgeyin [, f] kesimi @-dan baslap yzarlap ¢ykanda
(x(?), ¥(t)) nokat 6z-0ziini kesmeyin yapyk egrini ¢yzsa we x(¢), y(¢),
x'(f),y'(¢) funksiyalar [, f] kesimde iizniiksiz bolsalar, onda-da yokarky
formulanyni dogry bolyandygyny subutsyz belldp gecelin. Mysallara
seredelinl.

2

2
2-nji mysal. % + % = 1 ellipsiit meydanyny tapalyii. x = acost,

y = bsint, 0 < ¢ < 2x ellipsint denllemesinifi parametrik gorniisi bolyar.
Ozi hem ¢ 0-dan baslap [0; 27] kesimi yzarlap ¢ykanda, (x(?), ¥(£))
nokat ellipsi sagat dilinin hereketinif tersine ¢yzyp gegyar. Sol sebépli

27
_ L ’ _ ’
$ =3 J IOy (D) =30 ()]
formulany ulanyp taparys:

2 2z
_1 : int-asi _1 _
S = 2Of[acosz‘ bcost + bsint-asint|dt 20fabdz‘ mab.

3-nji mysal. x = acos’t, y = bsin’t, 0 < ¢ < 2z asteroida diyip
atlandyrylyan egri bilen ¢éklenen meydany tapalyn. ¢+ 0-dan baslap
[0; 27] kesimi yzarlap ¢ykanda, (x(¢), y(¢)) nokat asteroidany sagat
dilinin hereketinin tersine ¢yzyp ¢ykyar. Sona gora

27
_ 1 r_ ’
S = —2(/(xy yx')dt

formulany ulanyp alarys:
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27
S = %f(a cos’t3asin’tcost + asin’t - 3acos’t - sint)dt =
0

2r 2r

2 2
= 3; f cos’tsin’*t(cos’t + sin’t)dt = 3Taf(sin 2ty dt =

0 0

T

_3@ [q_ _ 3
= 16, (1 cos4t)dt—87ra.

4. Egri cyzygyn dugasynyn uzynlygy

Goy, islendik egrinin uzynlygyny 6lcemek diizgiini girizilen

bolsun.
x=x(t), y=00), z=z20), a<t<p
parametrik deiilemeli L egré seredelin.

x(a), y(@), z(a) A nokadyn koordinatalary, x(f), y(f), z(f) B
nokadyi koordinatalary bolsun, # parametr a-dan baslap [«, f] kesimi
yzarlap ¢ykanda, M(¢) = M(x(), y(¢), z(t)) nokat A-dan baslap L egrini
yzarlap ¢yksyn (Eger M(¢) L egrinin kébir dugasyny k gezek gaytalap
gecydn bolsa, onda ol duganyn uzynlygy L egrinin uzynlygy hasapla-
nanda k gezek hasaplanyar).

Goy, x(7), ¥(?), z(t), x'(¢), V'(?), z'(¢) funksiyalar [@, f] kesimde
lizniiksiz bolsunlar. L egrininl listlinde M(r) we M(t + Af) nokatlary
alalyn. L egrinin AM(t) dugasynyn uzynlygyny s(f) bilen belgildliii.
M(t)M(t + At) duganyii As uzynlygynyi M(£)M(t + Af) — sol dugany
dartyan hordanyn A/ uzynlygyna bolan gatnasygyna seredelil. Biz
basda girizilen uzynlyk 6lgeme diizgiininden

serti yerine yetirmegini talap etjekdiris. Bu talap tebigydyr we ol egrinini
uzynlygy onia dowiik ¢yzyk ¢yzmak usuly bilen tapylyan yagdayynda
yerine yetyandir.
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Ah = /[x(r+ At) = x(t)F + [y(t+ A1) = y()F +[2(t + At) — z(2)]

denligin iki tarapyny hem Az boliip we predele gecip alarys:

lim AL — hm( Ax) + hm< Ay) + hm( AZ) —

a0 Af A a0\ At a0\ At a0\ Af
=X () +y (1) +2(1).
As S s . .
lim -2~ A S = 1 denligi 6zgerdip alarys:
As . As ds
| pimAs e Ar _ SAr d
a0 Ah At—0 Ah lim A% Ah \/x'( t )2 + y'( t )2 + Z’( t )2
At a0 At
ya-da

A = Xy +y(F +2 ().
Sonky denlemeden

f/x V4 Z(tydt+C

boljakdygy aydyndyr. s(«) = 0 bolany ti¢in, C = 0 bolar. s(f) = s bel-
gileme girizip, L egriniii uzynlygyny taparys:

5= f/x'(t)z+y'(t)2—|—z'(t)2dt.

Eger L egri xOy tekizlikde yatsa, yagny onun denillemesi x = x(z),
v =y(t), @ <t <f bolsa, onda formula

s = f X(tY+y(t)yde

gorniige geler. Eger tekizlikdéki egriy = f(x) funksiyanyi [a, b] kesim-
daki grafigi bolsa, onda x = ¢, y = f(¢), a <t <b deiilikler bilen grafigii
denillemesini parametrik gorniisde yazyp, ol grafigiil uzynlygy ti¢cin
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b b
s = f./l +f(tydt = f./l +f(x) dx
formulany alarys. Eger egri p = p(p), @ < ¢ < gorniisde polyar koor-
dinatalar ulgamynda berilse, onuil defilemesini

x = p(p)cosp, y = p(p)sing, @ < ¢ <

parametrik gorniisde yazyp bolar. Yonekey amallardan soii, onuii
uzynlygy ticin agakdaky formulany alarys:

s = f¢r2(¢)+ r'(e) de.

Mysallara seredelin.

1-nji mysal. x = cost, y = sint, z = V3¢, 0 <1< 4rx gorniisde
berlen egrinin uzynlygyny tapalyn.

s = fJx’(z)2+y’(t)2+z’(t)2dt

formulany ulanyp alarys:

s = '/y\/(— sin?) + (costy + (V3 ) dt = Zfﬂdt = 8.

2-nji mysal. x = cost + tsin¢, y = sint — tcost, 0 < ¢ < 7 egrinin
uzynlygyny tapalyn.
8
s = f X(tY+y(tyde

formulany ulanyarys:

s = f/(— sint + sint + tcost) + (cost — cost + tsint) dt =
0

72.2

7

T 272.
=f\/?dt=%
0 0

309



2
3-nji mysal. (%)% + <%>3 =1 egriniii uzynlygyny tapalyn.
Egriniil x = acos’t, y = bsin’t, 0 < ¢t < 2z gorniisde parametrik den-

lemesini yazyp we 2-nji mysaldaky formulany ulanyp taparys:

2
s = f«/a29cos4tsin2t + b*9sin*fcos’t dt =
0

2r
= 3/\/GZCOSZI+ b*sin’*t|sintcost|dt =
0

y4
2

_ a+b , a-b . _
—6f\/ 2 + 5 cos 2t sin 2tdt =

o

% 2 2 2 2 2 2 2 2
=6 O/\/a —gb +4 —b costh(a +b +4 Eb cos2t>:

- 2 2
2 7
-6 2 2 2 2 3
= pe 22(61 ;b + a gb COSZI)2 =
- 0
=4 537 b>+ab+a’
_az—bZ[b a]=4 b+a

4-nji mysal. » = a(1 + cosg) kardioida atly egrinin uzynlygyny

tapalyn.

8
s = f\/ r+r(e)yde

formulany ulanyp taparys:
2

2
s = f/az(l + cos@) + a’sin*p do = af,/2(1 + cos@)dp =
0 0

T

o [ @ o |
—4afcosqu0—8asm20 8a.

0
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5. Jisimin gowriimi

Yokarda aydysymyza gord, Arhimed kop jisimlerii gowriimini
kesgitli integral diislinjesinini diiybi bolan bdlekleme usuly bilen ta-
pypdyr. Ine, su isine hormat goymak bilen, biz asakdaky lemmany
gorniikli alymyi ady bilen baglasdyrmagy makul bildik.

Arhimedin lemmasy. Goy, jisim x okunyn ugry boyunca x = a
we x = b tekizliklerin arasynda yatsyn. [a, b] kesimin islendik x no-
kadyndan gecyén, x-ler okuna perpendikulyar bolan tekizligiil jisimi
kesende emele getiryédn kese kesiginit meydany S(x) bolsun (89-njy
surat). Eger S(x) € C[a, b] bolsa, onda jisimin V' gowrlimi

V= fS(x)dx

formula arkaly tapylar.

S(x)/

Vi
7
|

-

—_—

| )y

[} I

/
=h

89-njy surat

Lemmany ulanyp, aylanma jisi-
minin géwrlimini tapalyn. Goy, a4Bb B
egricyzykly trapesiya (90-njy surat) 4 y = f(x)
x-ler okunyn dasyndan aylanyp, jisim
emele getirsin. Emele gelen aylanma Sf(x)
jisimi x = a we x = b tekizliklerin O a x b
arasynda yatar we onuil x nokatdan
gegyin, x-ler okuna perpendikulyar
tekizlik bilen kesismesinde emele gelen kese kesiginii meydany
S(x) =z f*(x) bolar. Diymek, lemma goré, aylanma jisiminin /" gdwriimi

o

90-njy surat
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V= ﬂffz(x)dx

formula arkaly tapylar. Eger jisim 4 ABB, egrigyzykly trapesiyanyni
(91-nji surat) aylanmagyndan emele gelse, onda onuil ' gdwriimini

VA
y =/x)
A B
4, B,
0 a b i€

91-nji surat

V= [[£(x)=f(x))dx

formula arkaly tapsa bolar. Mysallara seredelin.

2

2 2
1-nji mysal. % + % + % = 1 ellipsoid atly jisimifi gdwriimini
tapalyn (92-nji surat).
Ellipsoid x = — a we x = a tekizliklerin arasynda yatyr. Onun

[ a, a] kesimde yatyan islendik x nokatdaky kese kesigi ellips bolyar.

92-nji surat
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2
Ellipsoidin detilemesinde % agzany denligin sag tarapyna gegirip we
2
sonra alnan denligin iki tarapyny hem <1 — x_2) anlatma boliip, sol
ellipsin denlemesini alalyi: a4

2 Zz
peRR + =y = 1.
(py1-5) (ef1-%)
Diymek, onuit meydany

S(x) = 7Z’bC(1 — ﬁ)

Y

formula bilen tapylar. S(x)-ii bahasyny V = f S(x)dx formulada
goyup alarys:

V= fﬂ’Cb( ) x = 7rcb<x— 3922>

—a

= é7rabc.

3

Bu yerden @ = b = ¢ = R bolan yagdayynda
V= %72’]?3,

radiusy R bolan saryn géwriiminiii formulasy gelip ¢ykyar.

2-nji mysal. x° +(y — 1) <+ 1 1 tegelegifi x-ler okunyi dasyndan

aylanyp emele getiren halkasynyn gowriimini tapalyn (93-nji surat).
Biz bu tegelege

- [0 S —1- /Ll _p _1lo,<l
y,(x)=1+ 4 x, oy (x)=1 g Ty Sxsg

egriler bilen cdklenen egri¢yzykly trapesiya hokmiinde seredip bi-

leris. Halkanyn gowrimini V = 7 f yi(x)—y!(x))dx formulany
ulanyp tapalyn:
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Soniky integralda x = %sin t, — % <t=< % calsyrma girizip

alarys:

B

2

/11 o 1 _ 2 T
A 4smt 2costdt L cos tdt = 5

6. Aylanma jisiminin gapdal iistiinin
meydany

I
N

V=A4r

|
[S1E]

N \
[S1E]

f(x) funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz we polozitel bolsun.
vy = f(x) funksiyanyn grafigi, x =a, x =5b, y=0 goniiler bilen ¢ékle-
nen egrigyzykly trapesiyanyn x-ler okunyi dagyndan aylanyp emele
getiren jisiminin Ustlinin meydanyny tapalyn (94-nji surat).
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94-nji surat

Funksiyanyn grafigini M (a, f(a)), M (x,, f(x))), ..., M (D, f(b)) no-
katlar bilen n bolege bolelint we ol nokatlary hordalar bilen birlesdirelin.
Hordalaryn emele getiren dowiik ¢yzygynyn x-ler okunyil dagyndan
aylanyp emele getiren tistiiniit meydanyny 6, bilen belgilalifi. Adatdaky
yaly,x —x,_ =Ax,i = 1,n, max Ax, = h belgilemeleri girizelin.

1

Kesgitleme. Eger
limo, = 0

bar bolsa, onda ¢ sana aylanma jisiminin gapdal {istiinin meydany

o sany tapmaga calsalyn. Islendik M, M hordanyn aylanmagyndan
emele gelen iistiin kesik konusyn gapdal tisti boljakdygy aydyndyr. Onun
bir esasynyfi perimetri 2z f(x, ), beyleki esasynyfi perimetri 27 f(x),
apofemasy M. M. bolar. Sofia gord, ol emele gelen kesik konusyni
gapdal tstinift meydany 7z (f (x) + f(x, ,))"M, M bolar. Diymek,
biitin dowiik ¢yzygyf aylanmagyndan emele gelen listiifi 6 meydany

0, = L A[(f(x) +f(x, )M, M)

formula arkaly tapylar. M, M = \/(xl =X, F +[Ax)—f(x_ )
bolyandygyny nazarda tutup alarys:

0, = L)+ )W (3 =5+ [x) = )T
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Indi f(x) funksiyanyn [a, b] kesimde 6niimi bar we f'(x) € Cla, b]
diyip hasap edelin. Onda Lagranzyn teoremasyna esaslanyp

f(x) =f(x ) =F(E)x —x,) X, SESy,
denligi we sona gord,
0, = T (%) /()W T+ FEY (5= )
denligi yazyp bileris. Predele gecip alarys:
lim, = ﬁlhig{)lzn;[ Ax) +A(x )]/ +F/(E) Ax.

h — 0 bolanda, f(x) funksiyanyn iizniiksizligi sebépli, soiky
denlikde f(x) + f(x, ) jemi 2f(<) bilen galsyrmaga haklydyrys. Bu

yagdayy we f(x)y/1 +f(x) funksiyanyn [a, b] kesimde tizniiksizdi-
gini, diymek, integrirlenyéndigini géz oniinde tutup alarys:

limd, = 27:13551; FEVWT +f(EF Ax, = 27 / F)/1+f(x) dx.
Ahyrda, aylanma jisimin listiiniii 6 meydany {i¢in
0 =2 / A1+ f/(x) dx
formulany alarys. Goy, y = f(x) baglanysyk x = x(¢), y = (), @ <t <f;

x'(6) > 0, x(@) = a, x(f) = b parametrik gorniisde berilsin.
Yokarky formulada x = x(¢) ¢alsyrma girizip alarys:

5= 2nfﬁf(x(z>> /1 +<§:E§;>zx’(z)dz.

S(x(?)) = y(¢) bolyandygyny yatlap,

0= 2%ﬁy(t)./x’(t)2+y'(t)2dt

formulany alarys.
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Bellik. Mesele dine aylanma jisiminin {istiinit meydanyny tap-
mak gorniisinde dél-de, has umumy gorniisde, yagny islendik egrininl
x-ler okunyn dasyndan aylanmagyndan emele gelen iistiin meydanyny
tapmak gorniisinde hem goylup bilner.

Eger egri x = x(1), y = y(f), @ <t < denlleme bilen berilse we x(),
w(1), x'(¢), y'(¢) funksiyalar [«, f] kesimde {lizniiksiz bolsalar, onda sol
egriniil aylanmagyndan emele gelen iistiin meydany

0=2z [|(O)/x (] +y (1Yt

formula arkaly tapylyar.

1-nji mysal. p = a(1 + cosg) kardioidanyn x-ler okunyn dagyndan
aylanmagyndan emele gelen {istiin meydanyny tapalyn.

Kardioida x-ler okuna gorda simmetrik egri bolany {i¢in, onun
okun yokarsynda yatyan boleginiii aylanmagyndan emele gelyén liste
seretmek yeterlikdir. Kardioidanyni yokarky bélegininn denlemesini
x=a(l + cost)cost, y = a(l + cosf)sint, 0 < ¢ <z gorniisde yazalyn we
yokarky formuladan peydalanalyn. Alarys:

0= 27[fa2(1 + cost)sint,/(—sint — sin 2t + (cost + cos 2t} dt =
0

= 2ra’ f(l + cost)sinty 2 + 2costdt =
0

s

= 4ra’ f(l + cost)sint - cos%dt =

0

= 4ra’ /[sint- cos% + %sinZt- cosé]dt = 4ra’ Of[ésingt +

0

lg ¢t 1 5., 1.3
+2sm2+4s1n2t+4sm2t]dt,
_32_
5——57ra.
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2-njimysal. x° + (y — 1) = towereglnx -ler okunyn dasyndan

avianmagvyvndan emele geien ustun mevdanyny tapalyn -nji surat).
yl gynd le gel ydanyny tapalyn (95-nj )

YA

A
N

y=y,x)

@)

\ 4

95-nji surat

y =1 goni bilen toweregi iki bolege bolelin. Onun yokarky
boleginin denlemesi

l\>|'—‘
l\.)|>—‘

asaky boleginin denlemesi

l\)\'—‘
l\)\'—‘

bolar. Umumy tapylmaly 6 meydan birinji yarymtoweregin aylan-
masyndan emele gelen iistiifi 6, meydany bilen ikinji yarymtoweregifi
aylanmasyndan emele gelen Ustiifi , meydanynyfi jemine dendir.

0= 27szy(x)./1 + y'(x) dx

formulany ulanyp taparys:

5-2%/F+

2

dx,

/)
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1
2
_ 1 I_\T
52—27r1f<1 4 x)\/1+[< 4 x> dx
va-da
S N s1- /L _
o=27 [ i ay o,=27 [ 4 dx
A B R A R R
7 4 7 4
Bu yerden
1
? 1
0=0+40,=2r1 f\/llidx = 2rarcsin2x| °, = 27°.
1 2 i 2
N

3-nji mysal. y = %x, 0<x<H;, YH +r =1gonigyzygyn
kesiminin x-ler okunyn dasyndan aylanmagyndan emele gelen {istiini
meydanyny tapalyi.

b
0=21 f vy 1+ (y') dx formulany ulanyp alarys:

1 2 1 2
_ X AN Y & oot Ho
5‘2”0fH /1+szx—27THzl(fxdx—27rH2[2 = 7rl.

Bu iistiin esasynyn towereginiii radiusy 7, apofemasy / bolan
konusyn gapdal {isti bolyandygy aydyndyr.

4-nji mysal. Ginislikde
y=yx), z=z(x), a<x<b

deiilemeler bilen berilyén L egri ¢yzyk x-ler okunyii dagyndan aylanyp
ist emele getiryér. Sol {istlin 0 meydanyny we x = a, x = b tekizlikler
bilen ¢éklenen V gdwriimi tapalyil (96-njy surat). Emele gelen iistiin
deiillemesini
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96-njy surat

x=x, y=+y(x)+2z(x)sinp, z=,/y(x)+z*(x)cosp,

a<x<b, 0<¢p<2rx

gorniisde yazyp bolar. Deillemede ¢ = % goyup, ustiin z = 0 tekizlik
bilen kesisme ¢yzyklarynyn birini alarys:

x=x, y=+y(x)+2z(x), z=0, a<x<bh.

Diymek, bizin tstimiz y =/ y*(x) + z*(x), a < x < b egriniii
x-ler okunyn dasyndan aylanmagyndan emele geldi diyse bolar. Sona
gord, onun meydany

_27zf1/ (x)+ 2z (x \/1 (v ¥ (x)+2°(x)) ]dx

ya-da

6= 27 [ V¥ (x)+ 2 (1) + (G () + 2 (x)2(x)) d

formula arkaly tapylar. ' gdwriimi bolsa

V= ﬁf[yz(x)+zz(x)]dx

formula boyunga hasaplasa bolar.
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7. Aylanma jisiminin massasy we
agyrlyk merkezi

Goy, jisimy =f(x), a <x <b, f(x) € C[a, b] funksiyanyn grafigi,
x =a,x = b, y =0 goniiler bilen ¢éklenen egrigyzykly trapesiyanyn
aylanmagyndan emele gelen bolsun. Onuni p = p(x) dykyzlygy bolsa
difie x argumente bagly lizniiksiz funksiya bolsun. [a, b] kesimi x, = a,
X, ..., X, = b nokatlar bilen bélejiklere bolelin. Adatdaky yaly, x, —
—x, , = Ax, maxAx = h, i = 1,n belgilemeleri girizip, x = x,
i = 1,n — 1 tekizlikleri gegirelin. Ol tekizlikler jisimi # sany bdlejiklere
bolerler (97-nji surat).

97-nji surat

Biz ol bolejikleri esaslarynyn radiuslary r, = f(x,), beyiklikleri Ax , ,
i = 0,n — 1 bolan silindrler diyip hasap ederis. [x,x, ].i = 0,n—1
kesimlerifi her birinde ¢ nokat alalyii we p (x) dykyzlyk sol kesimlerifi
her birinde hemiselik bahasyny saklayar, yagny p (x) = p (<) bolyar diyip
hasap edelif. i-nji silindrifi massasyny m, biitin jisimiii massasyny m
bilen belgilesek,
me 1m[.
i=0

takmyn denhgl alarys. Su deiilikde % nola ymtylanda predele gegsek,
= lim Z m, takyk denligi alarys. Biz su yerde yokarky tassyklamanyn

dogrulygyny matematiki takyk subut edip hem boljakdygyny belldp
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gecmek bilen ¢éklenmegi makul bildik. Islendik i-nji silindrde dykyz-
lyk hemiselik hasap edilensof, onuit massasy m, = 7f”(x,)- Ax,  0(&)
bolar. m -leriil tapylan bahalaryny yokarky defilikde goyup,

m = lim > 7f* (%)%, 0(8)

denligi ya-da kesgitli integralyn kesgitlemesine gord

m = ﬂfbp(x)fz(x)dx

formulany alarys. Islendik i-nji silindrde dykyzlygy hemiselik hasap ede-
+ X
4 K , 0, O) nokatda yatjak-

2
dygy diigniiklidir. Mehanikanyn kanunlaryna layyklykda, C(x , v , z.)
agyrlyk merkezinin koordinatalary {i¢in

nimiz ii¢in, onuf agyrlyk merkezinii M, <

L 'S ‘xi + xi+1
c m h— P 2 mi
takmyn defiligi we y, =0, z, = 0 takyk bahalaryny alarys. Sofiky defi-
likde m, massalary olaryf tapylan bahalary bilen ¢alsyryp we /4 nola
ymtylanda predele gecip, takyk
1 H & 'Xi + xi+
X, = m ){{}Z Tlﬂ-fz ('xi>A‘xi ’ ‘O(Ei)

i=0
formulany ya-da kesgitli integralyn kesgitlemesine gora

& = T [ xo(x)f (x)ds

formulany alarys. Diymek, aylanma jisiminin C(x, y, z ) agyrlyk
merkezi aylanma okunda yatyar we onun koordinatalary asakdaky
formulalar bilen kesgitlener:

b
_ T 2 _ _
xo= fxp(x)f (x)dx, y. =0, z =0.
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Mysal. y = Vx, 0<x<1 parabolanyn bolegi,x=0,x=1,y=0
gontiler bilen ¢éklenen egricyzykly trapesiyanyn aylanmagyndan emele
gelen jisimifi (paraboloidifi segmentinifl) p = p, dykyzlygy hemiselik
bolan yagdayynda massasyny we agyrlyk merkezini tapalym.

Yokarky formulalary ulanyp alarys:

1
TOo
m= | o mxdx = ,

1

_ 1 I _ —
mc—mfxpoﬁxdx— = 3 y.=0, z =0.

0

8. Agramly egrinin massasy we agyrlyk merkezi

Goy, x =x(t), y = y(t), z = z(¢), @ <t < denlemeli Z egri berilsin
we onun (x(?), y(?), z(?)), @ <t < f nokadyndaky dykyzlygy p(¢) bolsun.
Onda onuil massasy

m=fp(t)/x'(t)2+y’(t)2+z'(t)2dt

formula arkaly, M(x , y , z ) agyrlyk merkezinifi koordinatalary bolsa

x, = 4 [ x(0)o(0)y/ < (0F +y (17 + (17 di.

a

v, = L [3(0e() /(17 +y (i} +2(1) d,

B

zo= [ (00K (1) +y (1} +2(1 di

a

formulalar arkaly tapylyarlar.

Mysal. Dykyzlygy p(f) = ## + 1, deillemesi x = cost, y = sint,
z=V31,0<1<2zbolan egriniil massasyny we agyrlyk merkezini
tapalyil.
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Formulalary ulanyp alarys:
27
m= f(l + tz)\/(— sint) + (cost) + (v3) dt =
0

2z
— g — 127 + 167,
_20f(1+t)dr_ Lo

2 27

_1 2. 0dt = 2 Pdr = 3.
X —mofcost(l—l-t) 2dt—m0fcost rdt = o

c

2

2r
-1 [ Noogr = 2 | singPdf = — 8T
y{,_mofsmt(l+t) 2dt—m0fsmt rdt =—°1

_sz AN _2\/? d 2 _4/?712 2
z_mf@t(lﬂ)zdt_—m Oft(1+t)dt_7m (1 + 272).

0

9. Aylanma jisiminin aylanma oka gori
inersiya momenti

Goy, aylanma jisimi
y=yx), z=z(x), as<x<b

egriniil x-ler okunyn dasyndan aylanmagyndan emele gelen {ist bilen
c¢aklenen bolsun (96-njy surata seret). [a, b] kesimix, = a,x, x,, ...,x =b
nokatlar bilen bolejiklere bolelin. Adatdaky yaly, x —x,  =Ax,i = 1,n,
max Ax, = h belgilemeleri girizelif. x = x, i = 0, 1, ..., n tekizlikleri
gecirelin (97-nji surat).

Ol tekizlikler jisimi # sany bolejiklere bolerler. Biz ol bolejikleri
esaslary r = / y*(x) + z°(%,), i = 0,n — 1 radiusly tegelekler, beyik-
likleri Ax, . |, i = 0,n — 1 bolan silindrler diyip hasap ederis. Goy,
jisimif dykyzlygy p = p (x) we difie x argumente bagly bolsun. Ax -ler
yeterlik ki¢i yagdayynda, p(x) lizniiksiz funksiya yagdayynda p(x) her

bir[x, x|, i = 0,n — 1 kesimde hemiselik bahasyny saklayar, yagny
o(x) = p(x), i =0,n—1 diyse bolar. Goy, I i-nji silindrifi x oka
gord inersiya momenti, / — biitin jisimifi x oka goré inersiya momenti
bolsun. Onda
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n—1

Y
i=0

takmyn deiligi yazyp bileris. Bu denilikde /# nola ymtylanda predele
gecsek,

n—1
L=lim>.1

takyk denligi alarys. Esasynyn radiusy 7. = ,/ y*(x,) + z° («,) we beyik-
ligi Ax, , , bolan, oky x-ler oky bilen gabat gelydn silindrifi x-ler okuna

gord [ inersiya momenti, belli bolsy yaly, /. = %77‘0 (x,)r;Ax, , formula

n—1
arkaly tapylyar. Diymek, /. = lhigl; %ﬁp(xi)ri“ Ax,,,. Buyerden kes-

gitli integralyn kesgitlemesine goré,
I, 2fp [y (x) + 2 (x)Fdx

formulany alarys. Eger y = f(x), z = 0, a <x < b bolsa, yagny jisim
v = f(x), a <x <b funksiyanyn grafigi, x = a, x = b, y =0 goniiler
bilen ¢dklenen egrigyzykly trapesiyanyn aylanmagyndan emele gelen
bolsa, onda onun aylanma okuna gori inersiya momenti

[=75 f o(x)f* (x)dx

formula arkaly tapylyar.

Mysal. Beyikligi H, esasynyn radiusy R bolan birjynsly (0 = po)
konusyn simmetriya okuna gord inersiya momentini tapalyn. Konus
y= %x, x =0, x = H, y=0 goniiler bilen ¢dklenen trapesiyanyn

x-ler okunyn dagyndan aylanmagyndan emele gelipdir diyilse bolar.

Diymek, onui inersiya momenti /. = > f o(x)f*(x)dx formula arkaly
hasaplanyar:

o= TG

325



10. Goni boyunca hereket edyén jisimin
gecen yolunyn uzynlygy

Goy, jisim x-ler oky boyunca v = v(¢) tizlik bilen x = a nokatdan
baslap [7,,T] wagt aralygynda hereket etsin. Jisimifi gegen yoluny
tapalyn. Belli bolgy yaly, v = v, hemiselik bolan yagdayynda gegilen
yolun uzynlygy

s=v(T-t)
formula bilen kesgitlenyar. v(#) hemiselik bolmadyk yagdayynda ol
yolun uzynlygy seyle kesgitlenyér: [z, T | kesimiz, ¢, ..., £ = T'nokatlar
bilen bolejiklere bolelin. Adatdaky yaly, 7, —¢, | = Az, max Az, = h bel-
gilemeleri girizelin. v(¢ ) € C[t,,T | hasap edip, [¢,_,¢].i = 1,n kesimde
[,i= 1, n nokatlary alalyii. 4 yeterlik kici bolsa, bolejiklerde tizlik W)
hemiselik sana defi diyse bolar. Onda jisimin [7,_,7,] wagt aralygynda
gegen yolunyni uzynlygy As, = w(z)(¢,— ¢, ) bolar. Jisimifi [#, 7] wagt

aralygynda gegen s yolunyn uzynlygy bolsa takmynan s = 2 V(1AL
i=1

formula bilen kesgitlener. Bu deiilikde / nola ymtylanda predele gecip,
takyk denlik alarys:

n

§ = lhifgliZIV(ti)At.

i
T

Ahyrda, kesgitli integralyn kesgitlemesini ulanyp, s = f v(t)dt
formulany alarys. fy

Mysal. Jisim v(¢) = gt tizlik bilen [0, 7] wagt aralygynda hereket
T

edipdir. Gegen yolunyi uzynlygyny tapalyfi. s = f v(t)dt formulany
ulanyp taparys: Iy

T
T2
s = | gtdt = g—~-.
J =5

2
Jisimin ¢ = T wagtdaky tizligi v = gT bolar. s = ng deiilikden
T-ni tapyp, v = gT formulada yerine goysak,
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=/ 2gs

—tizlik bilen gecilen yolun uzynlygynyn arasyndaky ginden belli bolan
gatnasygy alarys.

11. Giiyjiin bitiren isini hasaplamak

Jisim x-ler oky boyuncga x = a nokatdan x = b nokada ¢enli ' = f(x)
giiyjiin tésiri bilen hereket edipdir. F giiyjiin bitiren 4 igini hasaplalyi.
Eger F = F hemiselik san bolsa, onda belli bolgy yaly, is giiyjiifi gegilen
yolun uzynlygyna kopeldilmegine dei:

A =F/(b-a).

Eger giiy¢ hemiselik bolmasa, is edil gecen boliimde gecilen yoluii
uzynlygynyi hasaplanysy yaly tapylyar. Yagny hemiselik dil F = f(x)
giiyjun bitiren isi

A= fbf(x)dx

formula arkaly tapylyar.

Mysal. 4 beyiklikdiki jisim yerin dartys giiyjlininl tdsiri astynda
yere gagyar. Giiyjiin bitiren igini hasaplamaly.

Yerden x beyiklikdiki jisime yeriii merkezine tarap ugrukdyrylan

F=y—~ 1 i, )2 gliyc tdsir edyér. Bu yerde m jisimifi massasy, m, yerif

(R+
massasy, R — yerin radiusy. Diymek, giliyjtin bitiren isi
h
mm ymm, h ymm_ h
A= dx = L— = !
f (R + ) ~ (R+h)R R’

0
bolar. % — yerin iistlinde yatan, massasy bire den jisime tdsir edyan
yerin dartys giiyjidir. Ol gliyjin ululygy g bilen belgilenyir. Diymek,
bitirilen is

A =mgh
bolar. mgh ululyga yerden 4 beyiklikddki m massaly jisimin potensial

......
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12. Suwuklyga ciimdiirilen jisimin agramy barada

Goy, mg agramly R radiusly sar
suwuklyga c¢limdiirilen bolsun. Saryn
depesi suwuklygyn derejesinden 4 sm
pesde bolsun. Saryn suwuklykdaky
agramyny tapalyn (98-nji surat).
Suwuklygyinn dykyzlygy p bolsun.
Suwuklyk 6z i¢ine ¢limdiirilen jisimin

3R+ h iistlinin her bir nokadyna sol nokatdaky
\Z iste gecirilen normal boyunga tésir
98-nji surat edyar. Tésir edydn giiyjiin ululygy sol

nokadyn suwuklygyn derejesinden
nige quilukda yatanyna bagly. Yagny ol nokat z guilukda yatsa, onda
sol nokadyn jisimin listlindéki meydany 0 bolan 6rén kigi etrabyna tasir
edyédn basys giiyji, takmynan, 0zog bolar. Ol giiy¢ sol meydanca suwuk-
lykda z gunlukda gorizontal yatanda onun goni Uistiinddki suwuklyk
mukdarynyn agramyna dendir (98-nji surata seret).

Sary z, = h, z,, ..., z, = 2R + h nokatlardan gecyén gorizontal
tekizlikler bilen gusaklyklara bolelifi. Sol gusaklyklaryn her birine
tésir edyén basys giiyjiini kesgitldlin. z = z,_, z = z, tekizlikler bilen
¢aklenen gusaklyga seredelin. Ol gusaklygyn S, meydany, ¢en bilen,
S, = 2nRsing,- RAg, bolar we gusaklyk suwuklygyn derejesinden
z, guiilukda yatyar diyse bolar. Gusaklygyn meydany J bolan béleji-
gine radius boyunga merkeze ugrukdyrylan 0z 0g giiyc tasir edyar.
Gusaklygyn z oka gord simmetrik bolandygy sebépli, ol giiyclerin gori-
zontal diizlijileri agrama tisir etmeyérler. Olaryn wertikal diiziijilerinii
jemi bolsa, ¢en bilen, S,0gz cos ¢, bolar we ol z oky boyunga tésir eder.
Hemme gusaklyklar {i¢in su giiycleri gosup, jisime z oky boyunga tasir
edyan F basys giiyjlinifi takmyn bahasyny alarys:

F,=> S0gzcosg.
i=1

z, = h + R— Rcosg, bolyandygyny nazarda tutup,
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F. = 2mogR*Y sing [h + R(1 — cos ¢ )]cos ¢, Ag
i=1

takmyn denillikde max A, nola ymtylanda predele gecip, kesgitli
integralyn kesgitlemesini ulanyp, takyk denlik alarys:

s

F = 2nogR’ fsingo[h + R — Rcos ¢]cos pdp
0

ya-da

F = —%ﬁR“pg.

Diymek, F' giiy¢ z oky boyunca yokarlygyna ugrukdyrylan, 6zi
hem ululygy boyunca R radiusly sary dolduran suwuklygyn agramy-
na dendir. Sona gord suwda cekilen saryn agramy onuni howadaky
agramyndan F mukdar az bolar. Yagny jisim suwuklykda cekilende
0z howadaky agramyndan gysyp ¢ykaran suwuklygynyn agramyca
yenleyér. Bu meshur kanun dine sar iigin hem dil, eysem, islendik ji-
sim ligin mundan 2500 yyl ozal beyik grek alymy Arhimed tarapyndan
acylandyr.

13. Kesgitli integraly takmyn hasaplamak

1. Kesgitli integraly takmyn hasaplamagyn goniiburcluklar
formulasy.

Goy, f(x) € Cla,b], f'(x) € Cla,b] bolsun. [a, b] kesimi a = x,,
x,=x_, +h k=1nh= bfa nokatlar bilen n defi bolege bolelin.

f(x)=y,i=0,n—1 bilen belgilemeleri girizelin.

b
[ fode = b=y 4y 4.4y,

------

luklar formulasy bilen takmyn hasaplananda goyberilyén yaliyslyklar,
yagny
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b—a
(Yt Yt ety

_ 2
tapawut M sandan kigidir. Bu yerde M| san | f'(x)| funksi-
yanyi [a, b] kesimddki in uly bahasydyr.

2. Trapesiyalar formulasy.

ff(X)dx— ;“(y(’zy YAy, )

formulasy bilen takmyn hasaplananda goyberllyan yaliyslyk, yagny

— Y, +,
ffx)a’x a( °2 y1+y2+..+ynl>

M,(b—ay
12n°
M, san | f"(x)| funksiyanyn [a, b] kesimdaki ifi uly bahasyna dendir.

tapawut f”(x) € C[a,b]bolanda, sandan ki¢idir. Bu yerde

3. Parabolalar formulasy.

Goy, f(x), f'(x), f"(x), f"(x), f¥(x) € Cla,b] bolsun. [a, b] ke-

simi x, = a, x, = x,_, +h, h =L k=1,2, ... 2n nokatlaryh ko-

megi bilen 27 defi boleklere bolelini. f(x) =y, i = 0,2n belgilemeleri
girizelin.

ff(x)dx = 2 AT 0) F 20 Y Ve by, )

+4(y, +y, + ..+ Yo )]

......

formulasy arkaly takmyn hasaplananda goyberllyan yaliyslyk, yagny
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fhf(x)dx

O+ )+ 20+ Y+ +Y,0) +

+4(y, +y,+ -+ ¥, )]l

M, (b —a)y
180 -(2n)'
siyanyil [a, b] kesimdéki il uly bahasydyr. Getirilen formulalar bilen
integral hasaplananda kop yagdaylarda formula girydn sanlary tege-
leklemeli bolyar. Sonuil iligin formulanyn takyklygy hasaplananda
tegeleklemede goyberilyén yalityslyklar hem g6z 6niinde tutulmalydyr.

tapawut sandan kigidir. Bu yerde M, san | f*'(x)| funk-

Mysallar.

1 1 B o
fl L dx = arctgl = 7= 0,78539%...

Indi bu integraly trapesiyalar we parabolalar formulalary bilen
takmyn hasaplalyn. [0, 1] kesimi x; =0, x, =0,1,x,=0,2, ..., x, = 1

2% 2

nokatlar bilen 10 den bdlege bolelin. Hasaplap taparys:

X, of 0,1 0,2 0,3 04 10,5] 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Y, 110,990110,961510,917410,8621 (0,8 10,7353 10,6711 0,6098 |0,5525]0,5
yo+ym '
+y 4y 4.+ |=0,78498.
1+x 2 HT Ys |

Integralyﬁ belli bahasyndan onun takmyn bahasyny a)'/ryp, gO}'Ibe—

integraly parabolalar formulasy arkaly takmyn hasaplalyn. [0, 1] ke51m1

%, X, = %, X, = %, x, = 1 nokatlar bilen bary-yogy dort

den bolege bolelin. Hasaplap taparys:

x, =0, x =

x o] 025 Jos]o7s] 1
1 [o094118 [0,8]0,64] 05

I
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St

= E[(l +0,5)4 1,6 + 4(0,94118 + 0,64)],

[( +y)+ 2, + 40, + )] =

fl dx = 0,78539...

Gorsiimiz yaly, bolekleriii sany az hem bolsa, parabolalar formu-
lasynyn takyklygy orén yokarydyr.

§ 4 Mahsus dil integrallar

1. Birinji gorniisli mahsus dal integrallar

f(x) funksiyanyn kesgitli integralyn barlygy baradaky sertleri ka-
nagatlandyrmayan yagdaylarynda tdze mahsus dél integral diistinjesi
girizilydr. Bu diisiinje [a; o) interwal boyunga integrirlemek bilen
hem-de iiziilme nokadyna golaylasaiida bahalary tiikeniksizlige ymtyl-
yan funksiyany sol nokat integrirleme interwalyna degisli bolandaky
yagday bilen baglanysyklydyr.

Goy, f(x) [a; ) interwalda iizniiksiz bolsun. Islendik b€ [a; )

b
iicin f fx)dx integralyh barlygy diisniiklidir.
“ b
Kesgitleme. lim f f(x)dx predele birinji gorniisli mahsus dal

integral diyilyar we ol f f(x)dx belgi bilen belgilenyir.
Kesgitlema gord
oo b
[ fdx = lim [ fixdsx. (1)

Eger (1) denligin sag tarapyndaky predel bar bolsa, onda f S(x)dx
mahsus déil integral }'/ygnan}'/ar di}'/il}'/éir sol predel }'IOk boalsa, onda

------

332



1-nji mysal. Of I i p dx integraly derfiemeli.
Coziilisi. Kesgitlema gora

b
_ 1
f1 pde=m e

Denligin sagyndaky predeli tapalyn:

%i}g e dx = hm arctgh = 5
. . , , ! Tl
D K, | tegral dx = = bolyar.
iymek, garalyan integral yygnanyar we Of 0 it = - bolyar

. F : N
2-nji mysal. | —=dx integraly derfiemeli.
/%

Coziilisi. Kesgitlema gora

oo b
1 . 1
——dx = lim | ——dXx.
lf v bee oV x

Deriligin sag tarapyndaky predeli tapalyii:

lim dx—hmZ(\/E—l)_oo

ham‘/‘ \/7

Diymek, garalyan integral dargayar.
Goy, f(x) (— «; a] interwalda iizniiksiz bolsun. Islendik

be (— o0, a) lgin f Sf(x)dx integralyn barlygy diisniiklidir.
b

Kesgitleme. l_irp f f(x)dx predele birinji gorniisli mahsus dal

------

Kesgitlema gord
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[ fdx = Jim [ fods. @)

Eger (2) denliginn sag tarapyndaky predel bar bolsa, onda
f Sf(x)dx integral yygnanyar diyilyir; sol predel yok bolsa, onda

mahsus dil integral dargayar diyilyir. Mysallara seredelin.
—1
3-nji mysal. f #dx integraly deriemeli.

Coziilisi. Kesgitlemé gord

f 1 —-dx = bl}nlflédx.

Deiligin sag tarapyndaky predeli tapalyii:
—1

. 1 T L _
bljr}lb ?dx = bl}g}o(l + b> = 1.

Diymek, garalyan integral yygnanyar we f 1%dx = 1 bolyar.

Eger f(x) [—o0; o0) interwalda iizniiksiz bolsa, onda /OO S(x)dx
mahsus dil integral fm f(x)dx = fo J(x)dx + fw S(x)dx f;)o;'mula ar-
kaly kesgitlenyar. Eg_eo; sag tarapdaico; integrallar;ﬁ ikisi-de yygnanyan
bolsa, onda f Jf(x)dx mahsus dil integral yygnanyar diyilyar. Eger-de

sol 1ntegrallaryn il bolmanda biri dargayan bolsa, onda _/ S(0)dx

integral dargayar diyilyar.

4-nji mysal. f dx integraly deriiemeli.

x2
1 +x*
Coziilisi. Kesgitlemé gord
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~ 2 0 2 ~ 2
X X X
dx = f dx + dx
;[1+x4 ol Jol+x

2
f I _f e dx integraly deriidlin. Kesgitlema gord

b xz
/1+ X_Llfg 1+x“d

b

Sag tarapdaky predeli deriiliii. f X’ .
Jl+x

dx funksiyanyn b

gord monoton Osydnligi sebépli, gozlenyan predelin barlygy ti¢in

2
I i = dx funksiyanyn yokardan ¢ékli bolmagy yeterlikdir. 5 > 1
hasap edip alarys:
b Zd ! Zd d ! 2d b 2
xdx  _ X" dx X < [ xdx X
T+xt S T+ fl f1+x4+Jx4dx

ya-da

1

b 1
X’ X’ 1 x’
dx < d 1—-)< .
[ 0f1+x4 X+< b) Of1+x4dx+l

2
s X 4dx funksiya yokardan cékli boldy we sona gord

lim f Tt dx predel bar. Diymek, / dx yygnanyan integral.
0

x2
1 +x*

1 a’x integraly derndlin. Kesgitlema gora

_ X
7w1+ v = bllnolo 1 +x*
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Bu }'/erde x = —t ¢alsyrma girizip,

xzx4 dx = Mof I+

denhge gelerls Sonky predelin barlygy yokarda gorkezildi. Diymek,

0= fim

0
b

1 dx mahsus dél integral hem ygnanyar. Onda, kesgitlema

layyklykda f 11

mahsus dal 1ntegralyn anyk bahasy dil-de, dinie onun yygnanyandygyny
ya-da dargayandygyny bilmek yeterlik bolyar.

dx mahsus dil integral yygnanyar. Kop halda

5-nji mysal. Tekizlikde x =1, y = 0 goniiler we y = % egri

bilen ¢éklenen figuranyn meydany c¢dklimi diyen meseld garalyn.
b

b > 1 bolanda ol figuranyn S meydanynyn lim f %dx predel bilen

kesgitlenjekdigi diigniiklidir. Kesgitlema gora 1

b—oo

b 0
: 1 1
1 —dx = dx.
im [ - odx lfx"x

Diymek, f 1a dx integral yygnanyan bolsa, onda ol figuranyn S
X
1

meydany ¢ikli bolyar; dargayan bolsa S meydan ¢éksiz bolyar. a > 1
bolanda S meydanyn ¢ékli boljakdygy, o < 1 bolanda S meydanyn ¢iksiz
boljakdygyny okyjynyn 6zi ansatlyk bilen subut edip biler.

Birinji gorniisli mahsus dél integraly derfiemek {i¢in amatly bolan
iki nysany getirelin.

Yygnanma nysany. Eger f(x), g(x)€ Cla; o) we q, € [a; o)
san tapylyp, [a,; o) interwalda | f(x)|< g(x) densizlik yerine yetse we

f g(x)dx integral yygnanyan bolsa, onda f f(x)dx integral hem

yygnanyandyr.

~ 3
6-nji mysal. {/ I +x e dx integraly derfiemeli.
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Coziilisi. x > 1 bolanda L densizlik dog-
X

‘ X< ‘ X
14+ 2x7 71247 1
rudyr. Yokarky mysala gori, f de integral a =2 bolanda yygnanyar.

Onda, f 1 ax 1ntegralyn yygnanyandygy sebipli, yygnanma nysanyna

layyklykda f . dx integral hem yygnanar.

Dargama nysany. Eger f(x) € Cla,o) bolsa we kibir a, san ta-
pylyp [a,; ) interwalda f(x) = g(x) = 0 defsizlikler yerine yetse
hem-de f g(x)dx integral dargayan bolsa, onda f f(x)dx integral

4

hem dargayandyr.
" F 1 : NUSRY
7-nji mysal. | ——dx integraly deriiemeli.
2/ Inx

Coziilisi. x > 2 bolanda Inx < x bolyar. Sona gord x > 2 {igin

1

T = > = 1 densizlik dogrudyr. 5-nji mysala gord f Ly dargayar.

Dlymek dargama nysanyna goré f ——dx hem dargayandyr

2. Ikinji gorniisli mahsus dil integrallar
Goy, f(x) funksiya [a,;b) yarym mterwalda uznuks1z bolsun. Onda,
belli bolgy yaly, islendik € >0, b— & >ai¢in f f(x)dx integral bardyr.

b—e
Kesgitleme. lim f f(x)dx predele ikinji gorniisli mahsus dél integ-

b
ral diyilyar we ol f f(x)dx bilen belgilenyar. Kesgitlema layyklykda

b—e

fbf(x)dx = lim Sf(x)dx

a

22. Sargyt Ne 1285 337



Eger sag tarapdaky predel bar bolsa, onda f f(x)dx integral

------------

.s 1 . v .
8-nji mysal. dx integraly derfiemeli.
Of v1—x

1 l-¢
Coziilisi. Kesgitlema gord f \/llidx = lirglf
— X &~ ;

(¢ > 0). Deiligin sag tarapyndaky predeli tapalyii:

H l-¢ .
hmf mdx:lggl(-%/m\o ):1515?(_2@"‘2):2-

1
Diymek, Of /11? dx =2, yagny berlen integral yygnanyar. Indi
ikinji gorniisli mahsus dél integraly deriemek {i¢in amatly bolan iki
nysany getirelinl.
Yygnanma nysany. f(x) € Cla,b) bolsa, kibir a < a, < b san

tapylyp, [a,;b) yarym interwalda |f(x)| < g(x) bolsa we f g(x)dx yyg-
b

nanyan bolsa, onda f f(x)dx hem yygnanyandyr.

Dargama nysany. f(x) € Cla,b) bolsa, kdbir a < a, <b san tapy-
lyp, [a,;b) yarym interwalda 0 < g(x) <f(x) densizlikler dogry bolsa we

f g(x)dx dargayan bolsa, onda f f(x)dx integral hem dargayandyr.

4

9-njy mysal. | ————dx integraly deriiemeli.
f (b x)
Coziilisi. Kesgitlema gord

f(b XY x—hmf (b—x
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Deriligin sag tarapyndaky predeli tapalyn (a # 1):

im 1 dx—hm 1 —1 =

=0J (b—x) —a+1 (b—x)y" .
e —1 | 1
_lelfgll—a[ea“ (b—a)

Gorniisi yaly, a < 1 bolanda predel bar. o > 1 bolanda predel yok.
o = 1 yagdaya seredelin.

b
. 1 1 b—e] __
b_de—lelf{)l b_xdx—lglf{)l[—ln(b—x)\a |=

= lim(—Ine + In(b — a)) = .

b
Seylelikde, f dx integral @ <1 bolanda yygnanyar, o> 1

bolanda dargayar.

1
(b —x)

1
10-njy mysal. f In(1 — x)dx integraly deriiemeli.

1
Coziilisi. lim—+ Inu _ .= 0 bolyandygy belli. Diymek,
U— oo u Uu— oo
2Vu
kdbir u = u -dan baslap {;L” < 1 dersizlik dogry bolar. Bu yerden 1 —x

yeterlik kici bolanda — In(1 — x) < densizlik gelip ¢ykyar.

1 1
1 1 dx
— [ In(1 — =
0/’n( X)dx Oflnl_xdx, nl—x l—xwfm
integralyn yygnanyan integral bolany ii¢in, yygnanma nysanyna gora,
1 1
- / In(1 — x)dx integral yygnanyar. Diymek, f In(1 — x)dx integral
0 0

hem yygnanyar.
f(x) funksiya (a,b] yarym interwalda ilizniiksiz we
lim f(x) =+oo, € > 0 bolsun.

x—a+0
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b
Kesgitleme. lim f f(x)dx predele ikinji gorniisli mahsus dal

a+te

b
integral diyilyar we ol f f(x)dx bilen belgilenyar.

b b
Kesgitlema gori, f flx)dx = lim f f(x)dx. Detiligifi sag tara-

a+

pyndat=b + a—x ¢alsyrma gecirip, ff dx = hmff a+b—t)dt

denligi alarys. Bu yagdayda yene- de yokarda seredllen [a;D) interwalyn
sag cégine golaylasylanda tiikeniksizlige ymtylyan funksiyanyn mahsus
dal integralyna geleris.

Umumy yagday hem yokarda agzalan mahsus dil integrallaryn
Jemine getirilyér. Mysal tligin, [a; b] kesime degisli x, we x, nokatlara
golaylasanynda f(x) funksiya tiikeniksizlige ymtylyan bolsun. [a; b]

kesime [a; x )( x42rx>’x42rx

jemi hokmiinde seredelifi. Bu yagdayda f f(x)dx mahsus dil integral

2>, (x,; b] yarym interwallaryn
b

Xl+9(2

ff dx_ff(x)dx+ff )dx + [f(x)dx+ff

Al+x2

formula arkaly ikinji gérniisli mahsus dél integrallaryn jemine dargadyl-

6
yar. Mysal ligin, f <+ + Injx =5 |>dx integraly jem gorniisde
2

yazyp bolar: VIx =3
f( L 4 injx 5)dx+f( +1n|x—5>dx+
J]x—3|

2

5 6
1 1
+ +ln|x—5|>dx+ <+ln|x—5|>dx
W= =
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VIIL. KOP UYTGEYANLI FUNKSIYALAR

Durmusda yiize ¢ykyan kdp meseleleriit wrenilmegi kop san-
daky tiytgeyén ululyklar bilen baglanysykly bolyar. Ol meseleler iigin
ululyklaryn 6zlerini alyp barsyny, esasan hem, olaryil arasyndaky
baglanysyklary bilmek we derfiemek Ordn wajyp bolyar. Ine, seyle
meseleler kop lytgeyédnli baglanysyklary, yagny funksiyalary
owrenmekligin esasy sebdpleridir. Ol meselelerin durmusyn haysy
pudaklaryna degislidigine garamazdan, yilize ¢ykyan ululyklaryn
Ozara baglanysyklarynyn hemmesine mahsus bolan hisiyetleri bar.
Biz agakda meseldnin haysy ugra degislidigine garaman, yiize ¢ykan
baglanysyklaryin umumy hisiyetlerine seretjekdiris. Elbetde, garalyan
hisiyetleri aydynlagdyrmak {igin mysallar hem getiriler. Kébir mese-
lelere yiizlenelin.

Haryt bazarynda giinde 10 diirli haryt satylyar diyelin. Goy, x , x,,
..., X, olaryfi bir giinde satylyan mukdary, u , u,, ..., u , harytlaryi sol
giindiki dlgeg birlikleriniii bahasy bolsun. Bazarda satylan harytlaryn
bahasyny 7 bilen belgilesek, onda 7 = x,u + x,u, + ... + x, u, baglanysygy
alarys. Satylyan harytlarynn mukdarlarynynam, olaryi bahalarynynam
gilinde tytgdp durandygy belli. Diymek, / baha 20 sany iiytgeyéan
ululyklara bagly bolyar.

Bu yerde kén sowallar yiize ¢ykyar. x,, x,, ..., X g, U, Uy, ..o, Uy,
ululyklar iiytgédnde I ndhili ytgeyar? Nihili tizlik bilen iiytgeyir,
harytlaryn satylyan bahalaryny {iytgedende / néhili liytgeyér, haysy
halda satylan harytlaryin / bahasyny maksimal edip bolyar we s.m.
Elbetde, bahany galdyrsan, harytlaryn satylyan mukdary azalyar, sona
gord sonky goylan sorag 6z-6zlinden diigniikli daldir.

Indi oba hojalygyna yiizlenelin. Goy, kébir hojalyk bds gorniisli
gok oniim yetisdirmek bilen mesgullanyan bolsun. Sol dniimlerin
mukdaryny m,, m,, m,, m,, m, bilen belgildlifi. Her bir 6ntimifi dlgeg
birligindédki mukdaryny ondiirmek {i¢in kop ¢ykdajy etmeli bolyar.
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Meselem, suw, dokiin, defolyasiya, sakgy, suwgy gerek we s.m. Olarynl
hemmesine ¢ykyan ¢ykdajyny i-nji 6niim tigin p,, i = 1,5 bilen belgi-
lesek, hojalygyn hemme eden U ¢ykdajysy

U=mp +mp,+mp+mp,+mp,

bolar. Bu yerde hem edil yokardaky mysaldaky yaly sowallaryn yiize
¢ykjakdygy gomiip dur. Yene bir mysal. Goy, teplowoz s aralygy v
hemiselik tizlik bilen gecen bolsun. Onun sol aralygy gecen wagty
t = s/v bolar. Gorsiimiz yaly, wagt iki tiytgeyane bagly bolyar. Bu yerde
hem s we v-nifl liytgemegi bilen ¢ ndhili Giytgeyér, nahili tizlik bilen
iiytgeyédr we s.m. sowallar yiize ¢ykyar.

Getirilen mysallarda we yene kop yagdaylarda gabat gelydn
baglanysyklary dernemekde yiize ¢ykyan umumy sowallara jogap
bermek {i¢in kop tiytgeyanli funksiya diisiinjesi girizilyér. Diigniikli
bolar yaly, basda iki iiytgeyénli funksiya seredelin.

xOy tekizlikde yatyan, koordinatalary (x — x)*+ (y — y )’ < &?
densizligi kanagatlandyryan M(x, y) nokatlaryn kopliigine merkezi
M(x,, y,) nokatda yerlesen, radiusy ¢ bolan tegelek diyilydar we ol
S, bilen belgilenyir. (x —x,)*+ (v — y,) >= & tdwerege tegelegin ¢égi
diyilyar. Toweregin nokatlaryny 6z igine alyan (x —x ) >+ (v —y,)*< &>

......

------

------

Goy, G tekizligin nokatlarynyi kébir kopliigi bolsun. Eger G her
bir M(x,, y,) nokady bilen sol nokadyi kébir ¢ — etrabyny hem 6z i¢inde
emele getiryirler. G kopliige degisli ddl M (x|, y,) nokadyn islendik &
etrabynda G kopliigifi nokatlary bar bolsa, onda M nokada G kopliigin
predel nokady diyilyér. Eger G kopliik hemme predel nokatlaryny 6z
koordinatalary (x — x,)*+ (v — y,)* < & defisizligi kanagatlandyryan
tekizligin nokatlarynyn kopliigi yapyk kopliikdir.
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Eger kopliigin islendik iki nokadyny sol kopliigin nokatlaryndan
duryan egri bilen birlesdirip bolyan bolsa, onda seyle kopliige bagly
kesmeyién islendik yapyk egri bilen ¢éklenen nokatlaryn kopliigi
yayladyr. Tiikenikli sandaky 6z-6ziini kesmeyan we bir-birini kesmeyén
vapyk egriler bilen ¢idklenen bagly kopliik yayladyr (99-njy surat).

o
a) b)

99-njy surat

Kesgitleme. Eger D yaylanyii her bir M nokadyna z ululygyi

------

......

------

Adatca, M nokat iki x, y koordinatalary bilen kesgitlenyandigi se-
bépli, z = (M) degisliligi z = f (x, ), M(x, y) € D gorniisde yazyarlar.

......

------

nokadyn arasyndaky baglanysyk, esasan, iki gérniisde berilyar: formula
gornilisinde we tablisa gorniisinde. Meselem, z=x?+)?, z=sin(x + y)—
— cos(x — ), z = In(x*— y) baglanysyklar funksiyanyn formula bilen
berlisine mysal bolup biler. Asakdaky

M(X’J’) 132 334 5,71 71,0 72,2 *3,1 6,6
z 3 -2 1 —4 2 5 7

degislilik funksiyanyn tablisa gorniisinde berlisine mysal bolup biler.

Funksiya tablisa ya-da formula gdrniisinde berilse-de, onun
kesgitlenis yaylasy barada aydylmalydyr. Eger funksiya formula ar-
kaly kesgitlenip, kesgitlenis yaylasy barada hi¢ zat aydylmasa, onda
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kesgitlenis yaylasy hokmiinde onun iii uly kesgitlenip biljek yaylasyna
diistinilyar.

Mysal. z = /4 — x> —y* funksiyanyf kesgitlenis yaylasyny
tapalyn. Funksiyanyi bahasynyn kesgitlenmegi ligin M(x, y) nokadyn
koordinatalarynyn 4 — x? — y* > 0 densizligi kanagatlandyrmagy ze-
rurdyr. Diymek, berlen funksiyanyn kesgitlenis yaylasy koordinatalary
x? +)? < 4 densizligi kanagatlandyryan nokatlardan duryar. Bu yayla
merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan, radiusy 2-d denl yapyk
tegelekdir. Ol z = /4 — x* — y* funksiyanyn i uly kesgitlenip biljek
yaylasydyr. Elbetde, ol funksiya bu tegelegiil i¢inde yatyan islendik
yaylada hem kesgitlenen bolyar.

§1. z =f(x, y) funksiyanyn grafigi

Goy, f(x, y) funksiya D yaylada kesgitlenen bolsun. Oxyz ginislikde
koordinatalar ulgamyny guralyn. D yaylaxOy tekizlikde yatar. M(x, y) € D
bolan islendik nokat iigin N(x, y, f(x, v)) nokat guralyn (100-nji surat).

AZ

100-nji surat

M nokat D yaylanyn nokatlaryny yzarlap ¢ykanda N nokat

D yaylanyn yokarsynda yatan kébir F {isti ¢yzar. Sol iiste f(x, »)

tistin denlemesi diyilyar. Mysala yiizlenelin. z = x>+ y* funksiyanyn

grafigi bolup paraboloid diylip atlandyrylyan list hyzmat edyér (101-nji
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0 >
101-nji surat

surat). z=2x + 3y — 6 funksiyanyn grafigi bolup tekizlik hyzmat edyéar
(102-nji surat). z = x* — y? funksiyanyn grafigi bolup paraboliki-giper-
boloid hyzmat edyar (103-nji surat).

AZ

z=2x+3y-6

102-nji surat

Iki tiytgeyénli funksiyanyn grafigini gurmakda ulanylyan usullaryn
biri kesikleme usulydyr. Ol sundan ybarat, yagny iisti haysy hem bol-
sa bir oka perpendikulyar tekizlikler bilen kesyérler. Kesikde emele
gelen egrileri gyzmak bilen iistiin gurlusy barada maglumat alyarlar.

z
Y
\\\ z=x"-)2 _~«

\ \
VR CN
77 /_\1‘ WA /(1 \ \\/1 \Y\ RV Y "
- / \/\\ \/<\\/\\ f\\ O\
Vo

103-nji surat
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Eger ol kesikler iisti ¢yzmaga yeterlik bolmasa, onda yene bir oky
perperdikulyar tekizlikler bilen kesip, tdze kesikler alyarlar we {ist
barada gogsmaca maglumat toplayarlar we s.m. Usti, mysal iicin, z oka
perpendikulyar z = z, tekizlik bilen keseninide emele gelyén egrinifi
denlemesini Ustiifi detilemesinde z-ifi yerine hemiselik z; sany goymak
bilen alyp bolar.

1-nji mysal. z = x* — y? isti guralyn. Onun x =0, x = 1, x = 2,
x =—1,x =-2 tekizlikddki kesikleri denlemeleri degislilikde z = — )7,
z=1-y,z=4-)*z=1-)° z=4—y*bolan parabolalar bolarlar.
Usti y = 0 tekizlik bilen kessek, kesikde defilemesi z = x> bolan parabola
alarys. Ustiifi gorniisi 103-nji suratda getirilen.

2

2-nji mysal. z = —+§— 1 {isti guralyh. z—o z=1,z=2
teklzhkler bilen kes1p, kesiklerde degislilikde, =5 + ZZ =1;
2
+ zz = 2; x % = 5 ellipsleri alarys. Eger y = Oteklzhk bilen
kessek, kesikde - —2 = — 1 giperbolany alarys. Ust 104-nji suratda
gorkezilen. a4

104-nji surat

§2. Kop iiytgeyinli funksiyanyn predeli
Kop tiytgeyénli funksiyanyn predeli edil bir liytgeyédnli funk-
siyanyn predeli yaly kesgitlenyéar. Diigniikli bolar yaly, bir liytgeyanli
funksiyanyn predelinin kesgitlenisini yene bir gezek gorkezelin. Goy,
a(x) funksiya Hj,‘ etrapda kesgitlenen bolsun.
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Kesgitleme. Eger Ve > 0 iigin II} etrap tapylyp, sol etrabyn
islendik nokady ligin | @(x)| < € defisizlik yerine yetse, onda a(x) funk-

......

bu yagday a(x) ~ t.k.f. bilen belgilenyar.

=%

Kesgitleme. Goy, f(x) kébir Hf; etrapda kesgitlenen bolsun we
kabir a san tigin f(x) = a + a(x), a(x) ~ t.kf. defilik yerine yetsin. Onda

a sana f(x) funksiyanyi x nokat x, no)ig:;(aa ymtylandaky predeli diyilyér
we ol seyle belgilenyir: limf(x) = a.

Eger indi yokarky kesgitlemelerde x harpy M harpy bilen ¢alsyrsak,
biz kop tiytgeyanli /(M) funksiyanyn predelinin kesgitlenigini alarys.
Goy, a(M) tfunksiya H‘j;ﬂ etrapda kesgitlenen bolsun.

d(e)

Kesgitleme. Eger Ve > 0 {icin I} etrap tapylyp, sol etrabyn
islendik nokady t¢in |@(M)|< e defsizlik yerine yetse, onda (M)
funksiya M nokat M nokada ymtylanda tiikeniksiz kigi funksiya diyil-
yar we bu yagday @ (M) ~ t.kf. bilen belgilenyar.

MaM0

Kesgitleme. Goy, /(M) kébir Hf}o etrapda kesgitlenen bolsun we
kébir a san ligin /(M) = a + a(M), a(M) ~ t.kf. denlik yerine yetsin.
M—MO
Onda a sana f(M) funksiyanyn M nokat M nokada ymtylandaky predeli
diyilydr we ol seyle belgilenyar: lim (M) = a.

Bu kesgitlemelerin biri-birinden dinie harpy tiytgetmek bilen alnan-
lygy sebépli, bir tiytgeyénli funksiyalar {icin subut edilen hésiyetler we
teoremalar gos-goni kop liytgeyénli funksiyalar ticin hem dogry bolyar.
Sol sebédpli, biz olary bu yerde gaytalap oturmarys. Biz funksiyanyn
predelini kesgitlinimizde «M nokat M nokada ymtylanda» diyen
anlatmany ulansak hem, ofia ayratyn bir many berip durmadyk. Seyle-
de bolsa, bu afilatmany her bir adam «M(x, y) nokat M (x,,y,) nokada
islendik¢e golaylasanda» manysynda diisiinyar. Bu pikir dogrudyr.
Yagny Al{{f}ll(J f(x,y) = a diymek, M(x, y) nokat M(x,,y,) nokada islen-

dik kanun boyunca yakynlasanda, funksiyanyn degisli bahalary hem a
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sana islendikge yakynlasyar diymekdir. Sol sebépli M — M yazmagyn
yerine, dengiiy¢li bolan x — x, y — y, belgileri yazsaii hem bolar.

Predel tapmakda komek edyin iki yagdayy belldp gegelin.

1. Eger f(M) = f(x, y) funksiya yonekey funksiyalaryn iisti bilen
anladylyan we M (x,, y,) nokat onufl kesgitlenis yaylasyna giryén bol-
sa, onda f(x, y) funksiyanyii M nokat M nokada ymtylandaky predeli
onuf M nokatdaky bahasyna dendir, yagny

Lim fCx.y) = f(%,:3,).
, sin(cosyz + sinxw) — cos(x —y) — x°
Goy, flx,y)=
oy, flx.y) In(x +y—x*) —tg(x> +y*)
yanyii x — 2, y — 5 bolandaky predelini tapmaly bolsun. Yokarky

funksi-

belligimize goré alarys:
. sin(cos 57 + sin27) — cos(2 — 5) — 2°
l == =
f%lf(x’y) n(2+5—4)—tg(2* + 5)
_ —sinl —cos3 -8
In3 —tg29 '

2. Predel tapmagyii yene bir usuly. Goy, f(x, v) funksiyanyn M(x, y)
nokat M, (x,, y,) nokada ymtylandaky predelini tapmaly bolsun. ¢(x, k) =
= f(x, y, + k(x — x,)) funksiya seredelifi. Kop yagdaylarda hm o(x,k)
bar bolsa we predel £ sana bagly bolmasa,

lim f(x,y) = limp(x,k)

denlik yerine yetyar. Eger lim @(x,k) predel yok ya-da k sana bagly

bolsa, onda lim f(x,y) predel yokdur.

2
x = 2xy" — 3y + 3x% + 3y’ funksiyanyf
x* + y
x — 0, y — 0 bolanda predelini tapalyfi. Bu yerde x,= 0, y,= 0. Sol
sebipli ¢ (x, k) = f(x, kx) funksiya seredeliii:
3 owk?x? — 3k 2 2,2
o(x,k) = f(x,kx) = X xk”x x23-]:]f2x—l_ 3x" + 3kx” _

(=28 =30 + (3+3k%)x* (1 —2k>—3K)x + 3 + 3k

B x* (1 + k%) B 1+k ’
348

1-nji mysal. f(x,y) =




(1 =2k = 3K)x + 3(1 + &%)

1+ K =3

lig)lqo(x,k) = lim

Predel & sana bagly dil. Diymek, limf(x,y) = 3 diyip yazyp bileris.

y—0

sin(x® + y?)
3x° + 4y?
bolandaky predelini tapmaly. Bu yerde x, = 0, y, = 0 bolany sebdpli,

o (x, k) = f(x, kx) funksiyanyn predelini tapmaly bolyar:

2-nji mysal. f(x,y) = funksiyanyn x — 0, y — 0

sin(x’® + k*x?
o) = k) = G,

' _osin[xf (1 + &%)
lime(nk) = lim= oG ey -

_ 14k s A+ 14k
344k =0 [x*(1+ k%)) 3+k

Predel bar, yone & sana bagly. Diymek,

. . sin(x? + y?)
1 = lim———5~
}Il(;lf(x,y) xl{l(/)l 3x2 + 4y2

y=0 y=0

predel yok. Emma bu usulyii netije bermeyén wagtlary hem bar. Goy,
f(x, y) funksiya O(0, 0) nokadyi etrabynda polyar koordinatalarynda

L
flx,y) = r o 0<@<2m,
0, ¢=0

formula arkaly kesgitlensin. Funksiyanyn x — 0, y — 0 bolandaky
predelini tapalyn. x,= 0, y,= 0 bolany Ugin, f(x, kx) = @(x;k)
funksiyanyn x nola ymtylandaky predelini tapmaly bolyar. Bu bolsa,
f(x, y) funksiyanyfi ¢ = ¢, = const # 0 bolup,  nola ymtylandaky pre-
delini tapmak bilen dengiiy¢liidir. Gorstimiz yaly,

limf(x,kx) = lim = = lim-- = 0, li ,0) = 1im0 = 0.
imflx k) = lim- > = lim 2= 0, lim(x,0) = lim
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Diymek, limf(x,kx) = 0 predel bar, 6zi hem k sana bagly dal.
Emma lim f(x,y) predel bu funksiya ti¢in yokdur. Dogrudan hem,

y—0
Mn<r = %, Q= %) nokatlaryn yzygiderligi » — o bolanda O(0, 0)

nokada ymtylyar. Bizii funksiyamyzyn sol nokatlardaky bahasy 1-e
deit we nola ymtylmayar. Sol sebépli, beyle usul bilen predel tapylanda,
atiyaclygy elden bermeli dildir.

§3. Uzniiksiz funksiyalar

Goy, f(x, y) funksiya G yaylada kesgitlenen, M (x,, y,) € G bolsun.

Kesgitleme. lim AM) = f(M) deilik yerine yetse, onda f{x, y)

......

islendik nokady ti¢in hem dogry bolsa, onda f(x, y) funksiya G yayla-
da tizniiksiz diyilyar we bu diisiinje /(M) € C(G) bilen belgilenyar.
Sonky degislilik (M) funksiya G yaylada iizniiksiz diyip okalyar. Kop
tytgeydnli funksiyanyn iizniiksizliginiii kesgitlemesi bir iiytgeyén-
li funksiyanyn tlizniiksizliginin kesgitlemesinden x harpy M harpa
calsyrmak bilen alynyar. Bir bellemeli zat, bir iiytgeyénli funksiyalar
iicin teoremalar kesimde subut edilse, kop iiytgeyénli funksiyalar ti¢in

vapyk, cikli yaylada subut edilmelidir.

Uzniiksiz funksiyanyii noly baradaky teorema «G yaylanyi
islendik iki nokadynda diirli alamatly bahalara eye bolyan iizniiksiz
funksiya, sol yaylanyn it bolmanda bir nokadynda nola dwriiler» diyip
okalmalydyr. Diisniikli bolsy yaly, biz bu yerde ol teoremalary we
hésiyetleri gaytalap oturmarys. M(x , x,, ..., x,) nokatlardan duryan n
Olcegli ginislikde hem funksiya diisiinjesi yokardaky kesgitleme bilen
girizilyir. Yone z = f(M) degisliligi z = f1 (x,,x,,...,x ) gorniisde yazyp,
gi we olar bilen baglanysykly héasiyetler-de iki tiytgeyanli funksiya
menizeslikde berilyér.
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§4. Kop iiytgeyanli funksiyalaryn hususy oniimleri

Goy, G li¢ dlgegli (x, y, z) ginislikddki bir yayla bolsun. Diisniikli
bolar yaly, G yayla ginisligin 6z-6ziini kesmeyén yapyk tist bilen ¢ék-
lenen bolegi hokmiinde garasa bolar. f(x, y, z) sol yaylada kesgitlenen
funksiya, M(x, y, z) € G, M(x, y,, z,) € G bolsun.

Af = f(x,,y,,z)—f(x  z) tapawuda f funksiyanyfi M nokatdaky
doly artdyrmasy diyilyér. x, —x = Ax,y, —y = Ay, z, —z = Az belgile-
meler girizilip, Af artdyrma Af=fx +Ax,y + Ay, z + Az) — f(x, ), 2)
gorniisde yazylyar. Eger Ay =0, Az =0 bolsa, onda f(x, y, z) funksiyanyn
M nokatdaky x-e gord hususy artdyrmasyny alarys: A_f=f(x +Ax, y, z) —
— f(x, y, z). Edil suna menzeslikde,

Af=fy+ Ay 2)=flx y 2), Af=fxpz+A2)—f(x ) 2),

degislilikde, ffunksiyanyn M nokatdaky y-e we z-e gord hususy art-
dyrmalary bolar.

Kesgitleme. Eger limM bar bolsa, onda ol predele f funksiyanyn

------

A(x.y.z) of
e ), % :

Af

gornlisdaki belgilerin biri bilen belgilenyar. Eger hm Ay predel bar

bolsa, onda ol predele f funksiyanyn M(x, y, z) nokatdaky y-e gord

Af(x.,
M, £(x.2) g_f’ £ belgilerifi

hususy ontimi diyilyér we ol 3

2 predel bar bolsa, onda ol predele

0 Az

rrrrrr

af(x y,z )

s f (X, y,z) f belgileriti biri bilen belgilenyér.
Seylehkde, kesgltlema gord
, A f 7 7 Af
f(xyzy=lim==m f(xy,2) = lim Ay L (xy.z) = lim=e
yazyp bileris.
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Kesgitlemelerden gorniisi yaly, hususy 6niim tapmak meselesinde
uytgesik bir tdzelik yokdur. Mysal ti¢in, f (x, , z) funksiyanyi x-e gora
hususy ontimini tapmak ti¢in, y we z iytgeyanleri hemiselik hasap edip,
x-e gord adatdaky x tiytgeyénli funksiyanyn dniimini almak yeterlikdir.

1-nji mysal. U= 3x> — 6x)°— 2y*x —4xy + 5x — 62> —xz> + z + 1
funksiyanyn x, y, z liytgeyénlere gord hususy oniimlerini tapalyn:

oUu _ 2 /392 2
aX—9x 6y — 2y —4y+5—1z,

U _ qeur g
y " 18xy” — 4yx — 4x,
WU _ 182 — 2xz + 1,
oz

Hususy oniim tapmak meselesi bir iytgeyénli funksiyanyn
onlimini tapmak meselesine barabar bolany sebdpli, bir tiytgeyénli
funksiyanyn 6niimini tapmak diizgilinlerinin hemmesini hususy éntim
tapmakda ulanyp bolar. Mysal {i¢in, f (x, ¥, z), g(x, ¥, z) funksiyalar {i¢in

(cf)) = cf
(f+8)/ =1+

(f-8)=rfg+glf
(fy ﬁ&zgf
g/, g

formulalar y, z licin hem dogrudyr.

2-nji mysal.

X—xy+y +27\
< X+y+z )

(X —xy+ Y+ (At y o) - (x+y+z)(F —xy+y +2)
(X +y+zy B
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C(x+)(x Ayt - (X —ay+y 42
B (x+y+zy ‘

Biz mysal hokmiinde {i¢ liytgeyanli funksiya seretdik. Hususy
onlimi tapmak diizgiinleri islendik sandaky tiytgeyénli funksiyalar {i¢in
edil seyledir. Mysallardan gorniisi yaly, M(x, y, z) nokatda f(x, y, z2)
funksiyanyn birinji tertipli atlandyrylyan f, f’, £ 6niimlerini tapa-
nymyzda, yene-de x, y, z iiytgeyanlere bagly funksiya alyarys. Diymek,
ol alnan funksiyalaryii hem hususy dniimleriniii bolmagy miimkin. Eger
£, f, £ oniimlerin her birinden x, y, z liytgeyénlere gord hususy oniim
alsak, biz ikinji tertipli 6niimleri alarys:

() G (R (DS (D) (A () (), (),
Seylelikde, 9 sany ikinji tertipli 6niim aldyk. Olary degislilikde,

‘](J‘cx”’ f;'y” ﬁz”’ f,\"x”ﬁ fy"y”’ fyz”’ -fzx”’ vf;y”’ fz‘z”
bilen ya-da

o’ f 9f 9f 9 9 9f 9f 9f 9
Ox’’ 0xdy’ 9xdz’ dydx’ 9y’  Jydz 9zox 9zdy 9z’

bilen belgileyarler. Ikinji tertipli 6niimler hem 6z gezeginde x, y, z
tiytgeyénlerin funksiyalary bolyarlar. Olardan alnan hususy oniimlere

------

a3f a%f a%f XXX xXy XXz

o axay’ axe: we s.m. bilen belgilenyar. Dordiinji we

ondan yokary tertipli oniimler hem sunia menzeslikde kesgitlenyérler.

Eger funksiyanyn yokary tertipli 6niimi birden kop iiytgeyan boyunca
o'u o'u

> 0xdydz’ 0x9xdz

ya-da

alynyan bolsa, meselem we s.m. onda seyle onlimlere

------

ontimleri bar bolsa we iizniiksiz bolsa, onda onuil k-njy tertipli garysyk
onlimleri yzygiderli differensirlemegin tertibine bagly déldir. Mysal
ticin, £ = 2 bolanda

du _ u u _ u du _ du

0xdy  Qyox 0xdz  9zdx Jydz  0zdy
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o'f
ox™ay"™dz"’
m +m,+m, = k gorniisde belgileyirler. Oniimifi seyle yazylysyna
garamazdan, yokarky teklibe gord, biz 6niimi x, y, z boyunga islendik

tertipde alyp bileris.

Sonun li¢in yokary tertipli hususy oniimleri

d’u  d'u
ox9z’ Ix*9z*

3-nji mysal. u = x*°z? funksiyanyn ontimlerini

tapalyn:

a_ 2528_11 342 a_u_ 35,8214_ 2.,5
ax—Sx ay—Sx aZ—2xyz, 8x82_6xyz
U _ .2 ’u _ du
oox 6x’y’z. Gorsiimiz yaly, 320x = x0s

Dowam etdirelin. O'u _ 6xy’z’; O'u _ = 2xy
ox’ oz’
ou_ _ 12xy’z; ou_ _ 6x°y’; ou_ _ = 12xy°z;
ox*d T 977 Ox " 0x0z0x
Q'u s, Q'u d'u  _ s
iar = 1P g = 1P Gosanes = 1Y

Gorsiimiz yaly, garysyk 6nlim haysy tertipde 6niim hasaplanysyna
bagly dal.

§5. Kop iiytgeyinli funksiyanyn doly differensialy

f(x, y, z) funksiya D yaylada kesgitlenen we M(x, y, z),
M (x + Ax, y + Ay, z + Az) bu yaylanyn nokatlary bolsun.
Af=f(x +Ax,y + Ay, z+ Az) — fi (x Y z) tapawuda funksiyanyin M no-

------

(0= VA + AY + AZ ) kébir @, B, y tuken1k51z kici funksiyalar we
A, B, C sanlar iigin

Af = AAx + BAy + CAz + aAx + fAy + yAz (*)

deiilik yerine yetse, onda f funksiya M(x, y, z) nokatda differensirlenyér
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diyilydr we AAx + BAy + CAz anlatma funksiyanynn M nokatdaky
doly differensialy diyilyér. Doly differensial df bilen belgilenyar.
Seylelikde, kesgitleméd gord df = AAx + BAy + CAz.

Goy, f funksiya M nokatda differensirlenydn bolsun. Onda (*)
denlik yerlikli bolar. Detillikde Ay = 0, Az = 0 goyup alarys:

A f
Ax

Bu yerde Ax nola ymtylanda predele gecip alarys:

A f = AAx + aAx ya-da =A+a.

Ax—0

CAf L . .
lim A _E{nO(A+a)—lplgr()1(A+a)—Aya-daA—ﬁ(x,y,z).

Edil sonun yaly hem alarys: B :Ji'(x,y,z), C :fz'(x,y,z).
Seylelikde, eger f funksiya M nokatda differensirlenydn bolsa,
onda onun sol nokatda birinji tertipli hususy onlimleri bardyr we
A =f(x,y,2), B=f(xy2), C=f(xy,z) bolar. Sonui esasynda,
biz doly differensialy

df = f/(%,5,2)Ax + £/ (%,5,2) Ay + £ (%,,2) Az

gorniisde yazmaga haklydyrys. Ondan basga-da f=x, f=y, f=z
funksiyalaryn doly differensiallarynyn degislilikde, df=Ax, df=Ay,
df=Az ya-da dx=Ax, dy=Ay, dz=Az bolyandygyny gbz oniinde tutup,
doly differensial tigin formulany df = f'dx + f'dy + f'dz gorniisde
yazyp bileris. (*) formulada p kici bolan }'Iagdaﬂarda alAx+ Ay +yAz
anlatmanyn p gord yokary tertipli ki¢i bolany ti¢in, ony taslap, for-
mulany Af = f'dx + f'dy + f dz takmyn gérniisde yazyarlar we ony
funksiyanyn bahasyny takmyn hasaplamakda ulanyarlar. Iki tiytgeyéanli
funksiya {i¢in doly differensial df = f(x,y)dx + f'(x,y)dy, sonky
takmyn formula bolsa Af = f(x,y)Ax + f/(x,y) Ay gorniisde bolar.

1-nji mysal. f= m funksiyanyn x, = 2,99, y, = 4,02
nokatdaky takmyn bahasyny tapalyi. x = 3, y = 4 goyup, takmyn
formulany yazalyi:

f(x,3) = fx,y) = f1(x,y)Ax + £ (x,y) Ay;
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Ax =x—x, Ay=y —y

(x, (x, S ,

bolany ii¢in,

: 34— 0l +—2—.0,02 =
Jee = Grw O s

s 0,503 .\ 0,508 _s.01
alarys.

f(x, v, z) funksiyanyn doly differensialy x, y, z argumentler 6z geze-
ginde bagga birndge liytgeyénlerin differensirlenyéin funksiyalary bolan
yagdayynda hem 6z gorniisini Giytgedydn dildir. Yagny x = x(u, v, £),
v =wu, v, 1),z = z(u, v, t) bolsa, biz f(x(u, v, 1), y(u, v, t), z(u, v, 1))
¢ylsyrymly funksiya alarys. Onunl differensialy bolsa yene-de
df = fdx + fdy + fdz bolar. Bu yerde dx, dy, dz degislilikde, x(u, v, 7),
w(u, v, 1), z(u, v, 1) funksiyalaryn differensiallary, £, f’, £ 6niimlerde
x, y, z argumentler degislilikde, x(u, v, 1), y(u, v, t), z(u, v, t) funksiyalar
bilen calgyrylan.

2-njimysal. f=x% +yz txz;x =FP+ul,y =Fr—u’,z=1tu
cylsyrymly funksiyanyn doly differensialyny tapmaly.

['=2xy+z fl=x"+2yz, f'=y"+x,

y

ox ox
dx = Y =dt + U “2du = 2tdt + 2udu,

_ 9y ay
dy = ——dt + = o ——du = 2tdt — 2udu,

dz gi dt + gz du = udt + tdu bolany iigin,

dl(f+u’yV(f—u’)+(F —u’Vtu+ (6 +u)tu] =

= fldx + fdy + f'dz = [2(£ + ' )(£* — u*) + tu](2tdt + 2udu) +
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+ (£ + Y + 2(F — ) tu][2tdt — 2udu] +[(£ — u*) + £ + u’] x
x(udt + tdu) = [4(£ + w’)( — w’)t + 20u + 2(£ — w’ )t +
+4(F — ) Pu+ (' — u’Vu+ fu+u'ldt +
+A4(F + )N — v )u+ 2007 — 2(F + ' Yu— 4(F — u’) i’ +
+( =Wyt + 1+ u’t]du

alarys.
§6. Cylsyrymly funksiyanyi hususy oniimleri

Goy, f(x,y z), x=x(u,v), y=y(u, v), z==z(u v) funksiya-
lar differensirlenyén funksiyalar bolsun. f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
cylsyrymly funksiyanyil u, v argumentlere gord hususy oniimlerini
tapalyn. Doly differensialyn formulasyny ulanyp alarys:

df(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = fdx +f/dy + f dz
ya-da

df(x(u,v), y(u,v), z(u,v) = f <§x du + g—xdv) +f ( Y gu + gz dv> +

+f<gzdu+gzdv> <f +f 5 +f’az)du+

<f +f’ 9y +Jj’%>dv

Differensialyn kesgitlemesine gori,
df(x(u,v), y(u,v), 2u,v)) = (f),du+(f) av.

Den anlatmalary denesdirip alarys:

[Ax(u,v), y(u,v), z(uv))]'=f gz +f g0z az

F=rs f Y
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Seylelikde, ¢ylsyrymly funksiyanyn oniimlerini hasaplamagyn
formulalary alyndy. Eger x, y, z argumentler difie bir ¢ tiytgeyanin
funksiyalary bolsalar, onda formula has yonekey gorniise geler:

fef g By prdz,

Bu yerde f', f/, f* oniimlerde x, y, z olaryn x = x(¢), y = y(¢),

x y

z = z(t) bahalary bilen ¢algyrylan diyip diisiinmeli.

1-nji mysal. u = ¥, x = cost, y = sin¢ ¢ylsyrymly funksiyanyn ¢
gord onlimini tapalyn:
dy _

sint y—1 d.x
[(cost)™] = (x’ )X +(x )V SRR + x'Inx = o =

=—sin’t-(cost)™ ' + (cost)™In(cost)cost.

Cylsyrymly funksiyanyn 6niimini ulanyp, anyk dil funksiyanyn
Onlimini tapalyn.
Goy, y =y(x) funksi}'/a f(x, y) =0 deﬁleméiniﬁ géziiwi hékmiinde

......

y = y(¢) bahalary f(x, v) = 0 deiilemede yerine goyup, (¢, y(t)) =
tozdestwony alarys. Deiiligiil ¢ep tarapyndan, ¢ylsyrymly funksi)'Ia

hékmiinde, 7 gord 6nlim alalyn:

A de  ofdy oo g fdy _ody _ f(5y(1))

oxat Tayar T VYR Ty a Y T ()
Bu yerde yene ¢ = x ¢alsyrma girizip alarys:
dy __ f(xy)
dx fi(x,y)
Eger y(x,) = y, belli bolsa, onda alarys:
L (X3,)

y’<xo) =- Jsl(xo’yo) :
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= 1 ellipsini (x,, y,) nokadyndan geg-

2-nji mysal. —+F
yén galtasyanyn deiillemesini yazalyn. Eger y = y(x) ellipsin
defilemesinden tapylan we y(x,) = y, serti kanagatlandyryan funksiya
V'(x,)(x — x,) bolar. Indi

bolsa, onda galtagyanyfi defilemesi y — y,
bolyandygyny g6z 6niinde tutup alarys

: S (%:3,)
Y(%,) ==
)= )
2x
y—y, = 2y0 (X X )
b2
ya-da yonekeylesdirip yazyp bileris
xx, Yy
azo + 720 = 1.

3-nji mysal. f(x, y) = 0 egrinit M (x,, y,) nokadyndan gecyén
galtagyanyn defilemesini yazalyn. Goy, y = y(x), y(x,) =y, sol egriniii
M nokadynyn toweregindéki denilemesi bolsun. Beyle diymek

S y(x)) =0
diymekdir. y(x) funksiyanyf x, nokatdaky 6niimini anyk dal funksiya-

nyi 6nlimi hokmiinde tapsa bolar
£ (X0 ,)

YO0 = )
(x,)(x —x,) gbrniigde ya-da y'(x,)

Galtagyanyn defilemesini y — Y,=V(x,
— X)) +f (%, 3,)(y — ¥,) = 0 gdrniisde

bahasyny goyup, f'(x,.y,)(x
yazyp bileris.
4-nji mysal. F(x, y, z) = 0 Uste M (x,, y,, z,) nokatda galtagyan
tekizligii defilemesini yazalyf. Biz F(x, y, z) funksiya M (x,, y,, z,)
nokatda differensirlenyén diyip hasap edyaris.
Goy, x = x(?),y = (1), z=z(t) berlen iistde yatyan we M nokatdan
1, bolanda geg¢yin islendik egri bolsun. Bizifi 6iden b11$11’n12 yaly,
'(t,)} wektor berlen egrd ¢ = ¢, bolanda, yagny

‘=
V()= {x(1,).Y'(t,). 2
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M, nokatda galtagyan wektor bolyar. Beyleki tarapdan, berlen egrinin
koordinatalary iistiin defilemesini islendik ¢ tigin kanagatlandyryandyr-
lar, yagny F(x(¢), (¢), z(f)) = 0 tozdestwo yerlikli bolyar. Tozdestwonyi
cep boleginden ¢ylsyrymly funksiyanyn ontimini alalyn:

F/(x(2), y(2), 20))x'(1) + F(x(1), y(1 )Z(t)) (1) +
+F (x(2), y(1), 2(1))z'(1) =
Bu defilemede ¢ = ¢, goyup taparys:

F*’(xo’yO’ZO)x,(to) + Fv’(xo’yo’z())y’(to) + Fz,(xo’yo’zo>z’(to) = 0.

Sonky denlik V(to) wektoryn N = {Fx'(xo,yo,zo), Fy’(xo,yo,zo),
F ’(xo, YyZ,)} wektora perpendikulyar bolyandygyny anladyar. Diy-
mek, M, nokatdan gegyén, berlen listde yatyan islendik egrlmn M,
nokatdaky galtasyan wektory N wektora perpendikulyar bolar. Yagny
ol galtasyanlaryi hemmesi N wektora perpendikulyar bolan we M,
nokatdan gecyéin

FX’(XO,yO,ZO)(X - xo) + Fy,(xo’yo’zo)(y - yo) + Fz/<xo’yo’zo)(z - Zo) =0
tekizlikde yatyarlar. Sol tekizlige galtagyan tekizlik diyilyar.

§7. Teyloryi formulasy
Formulany tygsytlylyk iicin operatoryn {isti bilen anladalyn:
(xo’yo’ )(X 0) +f ( Xo» Yoo Z )(y yo) +f ( o’yo’Zo)(Z - Zo)

anlatmany

9 9

g(x - X0> + aa_y(y - yo) + g(z - Zo) f(xo’yo’zo)

ya-da
d d d
ax(x_xo) ay(y_yo>+az(z_zo):d

bilen belgilap, df(x,, y,, z,) gorniisde yazalyfi. Diymek,

df<xo’yo’zo) = [%(X - xo) + aa_y<y B yo) + %(z B Zo) f(xo’yo’zo) =
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= ﬁcl(xo’yo’zoxx - xo) +fv,(xo’yo’zo)(y - yo) +fz‘/(xo’yo’zo)(z - Zo)'
Edil suna menzeslikde, d*f(x,, y,, z,), d*f(x, ¥, Z,), -.. afilatmalar
girizilyédr. Mysal {i¢in,

2 d d d 2
d f(xo’yo’zo) = _x(x _X0> + g(y _y()) + g(z _Zo) 'f(xo’yo’zo) =

:f;x”(XO,yO,ZO)(X - x0>2 + 2fxy”(x0’y0’20)(x - XO)(y o yO) +
+ Zﬁz”(xo,yo,zo)(x - x0)<Z - Zo) + 2];”(360,}70,20)(2 o ZO)(y o yO) +
‘+‘f;.y”<xo7y0’zo)(y - yo)2 +f;z”(‘xo’yo’zo)(z - ZO)Z'

Indi biz Teyloryn formulasyny yazmaga tayyar. Goy, f(x, y, z)
funksiyanyfi M (x, ¥, z,) nokady kébir etrabynda 1, 2,..., n + 1 tertipli
hususy Ontimlerinin hemmesi bar bolsun we iizniiksiz bolsun. Onda
sol etrapda Teyloryn asakdaky formulasy yerlikli bolar:

df(x,,y.,z
f(x.3.2) = d°f(%:92,) + W +

d’f(x,y.,z d'f(x,y.,z
+%+ ++‘))+RM

Bu yerde R . — formulanyn galyndy agzasy we ol

A+ O(x = x,), v, + O0(y = y,), 2, + Oz — 2,))
G (n+1)! ’

R

0 <@ <1 formula bilen kesgitlenyar. Mysal ti¢in, iki argumentli f(x, y)
funksiya li¢in n = 2 bolanda, formula seyle gorniisde bolar:

flx.y) = flx,5,) + F (X )(x = xo)ltfy'(xo,yo)(y =)

UL ()0 = 2,7 + 26, (6,3 = 2)(0 = 3) +
+]§y”(x0’yo)(y - yo>2] + Rz’
R3 = %[J;:(xl’yl)(x - X0)3 + 3{::(961’))1)(36 - xo)z (y — yo) +
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3 ()X = 2)( = ) (X3 - yo)3],

xyy

x=x,+0(x—x) y=y,+0(y—y) 0<6<l

Islendik m derejeli kopagza iligin Teyloryn formulasy n = m
bolanda absolyut takykdyr, yagny R . toZdestwolayyn nola dendir.
F(x,x,,x,,...,x ) funksiya ii¢in, yokardaky sertlerde, Teyloryfi formu-
lasy edil yokardaky yaly gérniisde bolyar:

dF 0 0 0
F(x,%,,...x,) = d"F(x], X3, ...x5) + (x"ff’ ) + ..+
d"F(x°, x,...,x°
+ ( 1 '2 m) +Rn+1’
n!
n+1F 0 _ 0 0 _ 0
R = d""'F(x! + 0(x, (nx—li_),l),'xm + 0(x, xm))’ 0<0<l.
Bu yerde

_ 0 L0 9 40 L9 (e 40
a’—axl(x1 X1)+ax2(x2 x2)+"’+8x (x,—X,).

m

§8. Funksiyanyi ekstremumy

Arifmetik gifiiglik diigtinjesini girizelifi. x , x,, ..., x — tertiplesdiri-
len n sana nokat diyilyar we ol M(x, x,, ..., x,) bilen belgilenyar.
M(x,, x,..., x ) nokatlaryfi kopliigine n 6lgegli arifmetik ginislik diyil-
yar we ol R bilen belgilenyir. Mysal Ugin, tekizlikde koordinatalar
ulgamyny girizip, onuil islendik nokadyny M(x, y) gbrniisde yazyp
bileris. Diymek, tekizligii M(x, y) nokatlaryii kopliigine R, — iki
oOlgegli arifmetik gifiislik hokmiinde garap bolar. R gifislikde iki
M (x], x},...x}), M,(x}, x;,...,x;) nokadyn arasyndaky uzaklyk

O(M, M) =/ (x; =) + (4, =0 + o (2, — )

n

formula arkaly kesgitlenyar. M, (x/, x3,...,x,) nokat alalyi. Islendik &
ii¢in
oM, M)<e
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deﬁsizligi kanagatlandyr}'/an M(x,, x,, ..., x ) nokatlaryﬁ képh‘igine
gilenyar. SE saraM nokadyni ¢ etraby hem diyilyar. S \{M } kopliik
I bllen belgllenyar we ona yorite etrap diyilyar.

Goy, D R gifisligin nokatlaryndan duryan islendik yayla bolsun.
M, (x],x fj) nokat 6ziinin kébir etraby bilen bilelikde D yayla degisli
bolsun. f (M) =f(x,, x,, ..., x ) funksiya D yaylada kesgitlenen bolsun.

Kesgitleme. Eger D yaylada yatyan kébir 11 1‘640 etrabyn hemme M
nokatlary tigin f (M ) < f(M) (f(M ) > f(M)) deﬁsizlik }'/erine yetse,

M, nokada minimum (mak51mum) nokady, funksiyanyn M nokatdaky
bahasyna funksiyanyii minimal (maksimal) bahasy di}'/il}'/éir.

Minimum we maksimum nokatlaryna ekstremum nokat-
lary, funksiyanyn sol nokatlardaky bahalaryna ekstremal bahalar
diyilyar. Goy, M (x/,x,,...x)) nokat ekstremum nokady bolsun.
S, Xy oy X)) funk51ya M0 nokatda differensirlenyin bolsun. Onda
o(x,) = f(xl,x;),...,xfj) bir tiytgeyanli funksiya tigin x| nokadyn eks-
tremum nokady boljakdygy diisniiklidir. Onda ¢’(x;) = 0 bolar ya-da
f "(x},x),...,x)) = 0 bolar. Edil suna menzeslikde, islendik 7 tigin
f (x",x%,..,x°) = 0, i = 1,n boljagyny gorkezse bolar. Diymek, M,
nokadyn ekstremum nokady bolmagy ii¢in

£ ) =0, i = L,

sertler yerine }'Ietmelidir Bu sertlere ekstremumyfl zerurlyk sertleri
serti bolmayandygyny gorkezipdik. Eger hususy yagdayda yeterlik
bolmasa, umumy yagdayda yeterlik bolmajakdygy aydyndyr. Goy, M,
nokadyn kébir etrabynda f(M) funksiyanyn birinji, ikinji tertipli hususy
onlimlerinin hemmesi bar we {izniiksiz bolsunlar.

Teorema. Eger

ox ox ox

2 n

<8h+ah+ +2p )f(xl,xz, HX0)
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forma i, h,, ..., h Tlytgeyanlerifi hemmesi birden nola den bolmadyk
islendik bahalarynda, sol bir polozitel (otrisatel) alamatyny saklasa
we M, nokatda ekstremumyfi zerurlyk sertleri yerine yetse, onda M,
nokatda funksiya minimuma (maksimuma) eyedir.

Bu ekstremumyn yeterlik serti baradaky teoremadyr. Teoremanyn
subudynyn Teyloryn formulasyndan afisatlyk bilen gelip ¢cykyandygyny
bellemek bilen ¢éklenyiris. n = 2 bolan yagdayda x, =x, x, =y bel-
gilemeleri girizsek, ekstremumyn yeterlik sertindiki forma

(5’ h+2 ) Ax0)
ya-da
£y )2+ 2 (3, + £ (%, 3 )
yayban gorniisde yazylyar. Bu formanyn alamatyny saklamagy {i¢in
£ @y ) (3030) = [ £ (20 3)] > 0
densizligin yerine yetmegi yeterlikdir. Sol sebdbe gori iki tiytgeyénli

funksiya ti¢in ekstremumyn yeterlik serti agakdaky gorniisde bolar.

Teorema. Eger M (x,, y,) nokatda ekstremumyn zerurlyk
sertleri

f(xo’yo)_ O f( o’y())_

yerine yetseler we

L (%) (%03) = £ (%0,3,) > 0
bolsa, onda ];”(xo, y,) > 0 bolsa M, minimum nokady, ];”(xo, y,) <0
bolsa M, maksimum nokady bolar. Eger

f ”(xo’yo)f;.y”(xo’yo) _]2),”2<xo’yo) <0

XX

bolsa, onda M nokatda ekstremum yokdur.

Bu teoremalardan ekstremum nokatlaryny tapmagyn diizgiini gelip
cykyar. Ilki bilen zerurlyk sertleri ulgam hokmiinde ¢6ziip, koordina-
talary ulgamy kanagatlandyryan M (x},x},....x}) nokatlary tapyarlar. Ol

......
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kady ti¢in yeterlik sertddki kwadratik formany diiziip, onuil alamatyny
barlayarlar we sofia goréd netije ¢ykaryarlar. n = 2 bolan halda, durum
nokatlary tapylandan son, olaryn her biri {i¢in

]ix”(xo’yo)fyy”(xo’ yo) _f;y”z (xo’ yo>’ ﬁ;(xo’yo)

anlatmalaryn alamatlary deriielyar we sonia gord netije ¢cykaryarlar.

Mysal. z = x? + 2y* — 2x + y — 6 funksiyanyn ekstremum nokat-
laryny tapalyii. Durum nokatlaryny tapyarys:
z/=2x—2=0,
{Zy'z 4y+1=0
1
4
dernédlin. Onun {i¢in ikinji tertipli hususy oniimleri tapalyn:

ulgamy ¢oziip, M, (1, — > durum nokadyny taparys. M, nokady

1

z,'=2, z'=0; z =4
y Yy

zz—2"7=24-0>0; z">0
2 yy xy xx
1

bolany {i¢in, teorema gord M, (1, — Z> nokat minimum nokadydyr.

§9. Funksiyanyn yayladaky i uly
we in Kici bahalary

Yonekeylik iigin f funksiyanyii berlen D yaylada birinji tertipli
Oniimleri bar hasap edelin. Eger funksiya D yaylanyn icki nokadynda
in uly ya-da in ki¢i baha eye bolyan bolsa, onda ol nokadyn ekstre-
mum nokady, yagny durum nokady boljakdygy aydyndyr. Diymek,
funksiyanyn yapyk D yaylada il uly we in ki¢i bahalaryny tapmak
ticin asakdaky tertipde hereket etmeli:

1) funksiyanyfi P, P,, ..., P, durum nokatlaryny tapmaly;

2) funksiyanyni durum nokatlaryndaky f(P)), f(P,), ..., f(P ) ba-
halaryny tapmaly;

3) funksiyanyn D yaylanyfi ¢dk nokatlaryndaky ifi uly M| we in
ki¢i m  bahalaryny tapmaly. M|, m , f(P)), f(P,), ..., f(P,) sanlaryii
icinde il ulusy funksiyanyin D yayladaky in uly bahasy, in kigisi il
ki¢i bahasy bolar.
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1-nji mysal. 4 (x,y,,z,), 4,(x,, ¥,, 2,), .., 4 (x ,y ,z ) nokatlar
berlen. xOy tekizliginde yatan we berlen nokatlardan uzaklyklarynyn
kwadratlarynyil jemi iii kigi bolar yaly edip M(x, y) nokady tapmaly.

Caoziilisi. Uzaklyklaryn kwadratlarynyn jemi
O =>1x—x)+—y)+z]
i=1

formula arkaly tapylar. Funksiya biitin xOy tekizlikde kesgitlenen.
M(x, y) tiikeniksizlige ymtylanda p? tiikeniksizlige ymtylyar. Sona
gord onun in uly bahasy yok. Il ki¢i bahasyny tapmak {i¢in durum
nokatlaryny tapalyn:

802 . m B _
% = 221 (x—x,)=0,
alOZ m

=2 -y)=0
9y ;(y %)

ulgamy ¢oziip, difie bir M, (;Zm: X, #i )’,-) durum nokadyny taparys.
i=1 i=1
Diymek, M, nokatda p* ifi kici baha eye bolyar.
2-nji mysal. R radiusly tegelegin i¢inden ¢yzylan ticburcluklaryn
ift uly meydanlysyny tapalyn. Ugburglugyii taraplaryna dayanyan mer-
kezi burglary x, y, z bilen belgildp, licburclugyn meydany {i¢in

_L 24 L 2 o l 2 o _&2 . . .
S = 2R sinx + 2R siny + 2R sinz = -5 [smx+ siny + smz]

formulany alarys. x + y + z = 2z bolany sebépli alarys:
2
S(x,y) = %[sinx + siny — sin(x + y)].

Biz 0 <x <x, 0 < y <= sertlerde S funksiyanyn i uly bahasyny
tapmaly. Funksiyanyn yaylada yatyan durum nokatlaryny tapalyii:

R _ _
$/= [cosx — cos(x +y)] =0,
R _ _
S = > [cosy — cos(x+y)]=0
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2w 21
3’3

Funksiyanyn M nokatdaky bahasy S(M,) = 3 ‘/;R . Funksiyanyn
vaylanyn ¢ik nokatlaryndaky bahalaryna seredelin.
S(0,y)=0; S(x,0)=0; S(z, y) = R?siny, 0 <y <,
S(x, 1) =R*sinx, 0 <x <.

Diymek, funksiyanynl ¢dk nokatlarda alyp biljek bahalarynyn
3f

ulgamy ¢6ziip, difie bir M, ( ) durum nokadyny taparys.

in ulusy R*-a den. 1 < bolany {i¢in, iii uly meydanly tigbur¢luk

x=y =z=120° bolanda alynyar. Ol meydany ==~ 3 ‘/7 =Y SO R

ticburclukdyr.

bolan deitaraply

§10. Sertli ekstremum

S(x,,x,, ..., x ) funksiya D yapyk yaylada kesgitlenen. D yaylanyii
g](xp 29 e xn) = 0:
gz(xla 25 e xn):(),

g, (X, Xy .. X ) =0,

m < n sertleri kanagatlandyryan nokatlarynda f(x , x,, ..., x,) funksiya-
nyn il uly we i1 kigi bahalaryny tapmak meselesine sertli ekstremum
diyip at beryérler.

Bu meseldnin ¢oziilis yoly seyle. Ilki bilen f(M) funksiyanyn
D vyaylada yatyan sertli durum nokatlaryny tapyarlar. Funksiyanyn
tapylan durum nokatlaryndaky bahalaryny kesgitleyirler. Soiira f(M)
funksiyanyn D yaylanyn ¢dginin berlen m serti kanagatlandyryan nokat-
larynda int uly M, we ifi kigi m, bahalaryny tapyarlar. Funksiyanyn sertli
durum nokatlaryndaky bahalarynyn we M|, m sanlaryi arasyndan ifi
ulusyny saylap alyarlar. Ol f funksiyanyn D yaylanyn m serti kanagat-
landyryan nokatlaryndaky ii uly bahasy bolar. Edil soiia menzeslikde,
seredilyédn sanlaryn in kigisi funksiyanyil D yaylanyn berlen m serti
kanagatlandyryan nokatlaryndaky ifl kic;i bahasy bolar Sertli durum

......
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Ol usul beyik fransuz alymy Lagranzyn ady bilen baglanysyklydyr.
Bu usulda tize

F=fx,..x)-Ag 48 —.—4g
funksiya girizilydr we onun D yayladaky durum nokatlary tapylyar.
Belli bolsy yaly, durum nokatlaryny tapmak tigin

Fx’_'= 0, i=12,.,n
ulgamy x , x,, ..., x _Uytgeyénlere gord ¢ozmeli. Ulgamyti n defilemesi
bar. Emma nabelhlerm sany n +m (A, A,, ..., A, —nabelli kopeldijiler).
Sol sebépli bu ulgamyn denilemelerinin listliine m sany yokarda agzalan
sertleri gosup, ulgam alarys:

ij’: 0,i=12,.,n,

(D
=0, k=12,..m

Eger X/, X, . xn,ﬂ?,ﬂo LA (1) ulgamyn ¢ozliwi bolsa, onda
M, (x],x},...,.x}) nokada f(M) funksiyanyi sertli durum nokady diyilyr.
Durum nokatlarynyﬁ hemmesini tapyarlar. Olaryn arasynda D yayla-
da yatyanlaryny saylap alyarlar we sol nokatlarda /(M) funksiyanyn
bahalaryny tapyarlar. /(M) funksiyanyin D yaylanyn ¢éginin berlen
g, = 0,k = 1,m, sertleri kanagatlandyryan nokatlaryndaky ifi uly we
in kici bahalary adatdaky yaly tapylyar.

1-nji mysal. z = (x — 1)*+ (v — 1)? funksiyanyn x* + y* <4 yaylanyn
x — 2y = 0 serti kanagatlandyryan nokatlaryndaky i uly we il kigi
bahalaryny tapmaly.
Téze F=(x—1)*+ (y—1)*>—A(x—2y) funksiya girizip, (1) ulgamy
diizelin:
2(x—1)=A4 =0,
2(y—1)+24 =0,
x—2y=0.

Ulgamyn dine bir <§ 3 2> ¢Oziiwi bar. Diymek, dine bir

5’5’5

M ( g g ) durum nokady bar. z funksiyanyn durum nokadyndaky ba-
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hasy z(? g ) % z funksiyanyn yaylanyn ¢éginiii x — 2y = 0 serti
4 2
kanagatlandyryan M, —,—== | we M, |———~, — —== ) nokatlardak
gatlandyran M, 7 we M~ = g
bahalaryny tapyarys:
( 2) 30— 12/5 Z< 4 2> 30 + 1275
55 s AT TS 5
%< 30 _512‘/§ <30 +512‘/§ bolany sebépli, z funksiyanyn

x* +y? <4 yayladaky in kici bahasy é , i1l uly bahasy 30+512‘/§ bolar.
2-nji mysal. (1+x)(1+x,)...(1+x)>(1+gq)" densizligini
x,20,x,>0, ..., x >0, x, -x, ... - x =g"bolanda yerine yetyandigini
subut edelifi. Subut etmek ti¢in /= (1 +x,) - ... - (1 + x ) funksiyanyn
seredilyan sertlerde in kici bahasynyii (1 + ¢)" bolyandygyny gérkezmek
yeterlikdir. f funksiyanyiix, - x, - ... - x, = ¢" sertde sertli ekstremumyny
tapalyf. Taze F' = f—A(x, - x,.... - x,_— q") funksiya girizip, onufi x > 0,
x,>0, ..., x > 0yaylada durum nokatlaryny tapalyfi:

F = - =0,
Tl 4x X,
FX: f _/'l 1 2 n:O,
)" 1 +x, X,
F — f _ 'xl 'XZ ‘xn :0
"l 4x, X, ’
XX, X, =(q".

Ulgamy ¢ozlip, dine bir M(q, q, ..., ¢) durum nokadyny tapyarys,
S funksiyanyfi sol nokatdaky bahasy (1 + ¢)" defi. M(x , x,, ..., x,) no-
kat yaylanyil ¢dk nokatlaryna ymtylanda f tiikeniksizlige ymtylyar,
M nokat tlikeniksizlige ymtylanda f yene-de tiikeniksizlige ymtylyar.
Diymek, (1 + ¢)" baha f funksiyanyn yayladaky i ki¢i bahasy bolyar.
Suny hem subut etmek gerekdi.
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IX. DIFFERENSIAL DENLEMELER

Goy, bizinl 6wrenydn meseldmiz bellibir y(x) funksiyany tapmak-
lyga syrygan bolsun. Berlen elektrik ulgamynda elektrik akymynyn
giiyjiini, garsylygy wagta baglylykda kesgitlemek, tekizlige bellibir
burg bilen zynlan jisimin trayektoriyasyny tapmak, dendlgegli dél here-
ketde gegilen yolun uzynlygyny kesgitlemek we s.m. mufia mysal bolup
biler. Kop yagdaylarda goni y(x) funksiyany kesgitlemek basartmayar.
Emma onun deregine y(x) funksiyanyi we onuf y'(x), y"'(x), ..., y™(x)
Ontimlerinin arasyndaky funksional baglanysygy, yagny

Fx, p,y, .., y™)=0 (1)
gornlisdaki denileméni tapmak bolyar. Ine, x baglanysyksyz tiytgeyéni,
y(x) gozlenyin funksiyany we onun oniimlerini baglanysdyryan (1)

rrrrrr

......

y"+sine +)°+1=0, y'+ Px)y = O(x)

denilemeler, degislilikde, ikinji we birinji tertipli differensial
denillemelere mysal bolup biler. Eger y = y(x) funksiyany we onun 6niim-
lerini differensial denlemede orunlaryna goyanynda denleme tozdestwo
owrlilse, onda y = y(x) funksiya differensial defileméinin ¢oziiwi
¢oziiwidir. Dogrudan hem, y = e* funksiyany we y'= e* onlimi
denilemede orunlaryna goysak, e — e* = 0 tozdestwony alarys. y = sin x
funksiya y” + y = 0 differensial denleménin ¢oziiwidir. Dogrudan hem,
y = sin x we y" = — sinx funksiyalary defilemede orunlaryna goysak,
— sinx + sinx = 0 tozdestwony alarys.

Goy, differensial defilleme m-nji tertipli bolsun. Eger
y =y, C, C, .., C) funksiya, bu yerde C, C,, ..., C_erkin
hemiselikler, asakdaky iki serti kanagatlandyrsa:
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Dy, C,C,...,C )funksiyaC,, C,, ..., C hemiseliklerin islendik
bahalarynda berlen deiileménin ¢6ziiwi bolmaly;

2) berlen defleménin islendik y(x) ¢oziiwi y(x, C|, C,, ..., C )
funksiyada C,, C,, ..., C_hemiselikleriii yerine kébir C°, C*, ..., C °
bahalary goymak bilen alynmaly, yagny y (x) = y(x, C°, C, ..., C °)
bolmaly, onda y(x, C,, ..., C ) funksiya berlen differensial defileméniri
tertibine dendigini su yerde bellemek yerlikli bolsa gerek. Eger ¢6ziiw
F(x,y,C,C,, ..., C )=0anyk dil funksiya gorniisde berilse, onda ona

""" .., C )=0egri ¢yzyga bolsa umumy

1" m

------

denlleméni ¢6zmek diyilyar. Mysal ii¢in, y = C e* funksiya y'—y =0
differensial denleméniii umumy ¢6ziiwidir. Dogrudan hem:

1. y = C,e* funksiyany we onuil y’ = C e* 6nlimini denllemede
orunlaryna goysak, Ce* — C,e* = 0 tozdestwony alarys. Diymek,
y = Ce" funksiya C -ifi islendik bahasynda defileménii ¢oziiwi bolyar.

2. Goy, y,(x) berlen defleménifi kibir ¢oziiwi bolsun. Coziiwii

kesgitlemesine gord, y,'(x) — y,(x) = 0 tozdestwo yerine yetmelidir.
Yo (%)

¥, (x)

gorniisde yazyp, iki tarapyndan hem integral alsak, In|y, (x)|=x + C
deiligi alarys ya-da potensirlép, | y,(x)|= e**“ gorniisde yazyp bileris.
Bu yerde C, = e“ belgileme girizsek, y, (x) = C,e" detiligi alarys. Diy-
mek, umumy ¢oziiw bolmagyn ikinji serti hem yerine yetyar.

y = Ccosx + Csinx funksiya y"” + y = 0 defileménifi umumy
¢Ozliwidir. Dogrudan hem:

1. y = Ccosx + Csinx funksiyany we onufi ikinji tertipli
y"=~C cosx— C sinx 6niimini defilemede orunlaryna goysak, — C cosx —
— Csinx + Ccosx + C,sinx = 0 tozdestwony alarys. Diymek,
y=C cosx+ C,sinx funksiya C , C, hemiseliklerifi islendik bahalarynda
defileménin ¢oziiwi bolyar.

2. Goy, y,(x) berlen defileménin kdbir ¢éziiwi bolsun. Onda
¥, (x) +y,(x) = 0 tozdestwo yerine yetmeli bolar. Deiiligiii iki tara-
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pyny hem y,'(x) 6niime kopeldip, ony
%KXY> (yﬁX)):
( 2 )t )=
gorniisde yazsa bolar. Soniky tozdestwo dine
Yo (x) +y,(x)=C*
yagdayda bolup biler. Bu yerde C — hemiselik san. Sonky denileméni

Y, (x) =£/C% = y7 (x)

ya-da )
W)
VC =y (x)
ya-da

. yo(x)]'_ N
[arcsm c =+1

gorniisde yazyp we iki tarapyndan hem integral alyp taparys:

arcsin% =tx+C,
ya-da

y,(x) =+ CcosC,sinx + CsinC,cosx.
CsinC, = C/, £CcosC, = C, belgilemeleri girizip alarys:
y,(x) = C]cosx + C)sinx.

Diymek, umumy ¢6ziiw bolmaklygyn ikinji serti hem yerine
yetyar.

Differensial defilemelerin mohiim gorniiglerinin biri ¢yzykly dif-
ferensial detilemedir.

a,@)y" +a@y" "+ . +a, (x)y +a,(x)y=flx)

Bu yerde, a (x), a,(x), ..., a (x), f(x) berlen yaylada kesgitlenen funk-
siyalar. a(x), i = 1,m, funksiyalara defileméniti koeffisiyentleri diyil-

yar, f(x) funksiya azat agza diyilyar. Cyzykly bolmadyk differensial
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denlemelere ¢yzykly dél differensial denlemeler diyilyar.

Adatca, bizin sereden denilemelerimize ady differensial defilemeler
diyilyar. Bizin dersimizde difie seyle denilemeler barada giirriin gider.
Sol sebdpli biz ol deillemelere gysgalyk {i¢in «ady» sdziini taslap,
differensial denilemeler diyjekdiris.

Matematikanyn diirli ugurlarynyn arasynda differensial defillemeler
Ordn mohiim orun tutyar. Onun sebédbi durmusda, esasan hem, ylymda
we tehnikada yilize ¢ykyan kop meseleleri 6wrenmekde matematiki
modelirlemek usulynyn ginden ulanylmagydyr we esasy matematiki
model bolup differensial defilemelerin hyzmat etmegidir. Differensial
denllemelerin ulanma yaylasy diysen gindir. Her bir derielyén ulgam,
hadysa onunt mehanika, fizika, ykdysadyyete we beyleki ylmy we teh-
niki ugurlara degislidigine garamazdan, adatca, 6z durkuny dasardan
edilydn ugursyz kop tisirlere we wagta gord saklasa gowy bolyar.
Yagny durnukly bolsa gowy bolyar. Differensial defilemelerii gifiden
ulanylyan ugurlarynyn biri-de durnuklylyk nazaryyetidir. Mehaniki,
fiziki we basga ulgamlaryil matematiki modellerini diiziip, gymmat
bahaly tejribeleri ge¢irmezden, olaryn 6zlerini wagt dowamynda we
ginislikde nahili alyp barjakdyklaryny kagyz listiinde differensial
denillemelerin iisti bilen ¢oziip bolyar.

Bu bolsa dowlet ykdysadyyeti ligin 6rdn mohiimdir. Soniky yyllarda
giiiden ulanylyan optimal dolandyrys atly ylmyn dhmiyetli boliimlerinifi
birinde hem differensial denilemelerin ahmiyeti diyseit wajypdyr. Biz
yokarda aydylanlary yonekey mysallar bilen delillendirelin.

1. Goy, agramy mg bolan jisim H beyiklikden asaklygyna gagyan
bolsun. Jisimin hereket edis kanunyny anyklalyn. Jisime yerin dartys
guyji F, = mg we howanyn garsylyk beryén giiyji /7, = — kv tésir edyar
diyelin. Bu yerde & polozitel koeffisiyent, v(¢) jisimin tizligi. Nyutonyn
ikinji kanuny boyunca alarys:

d
md—‘; =F +F,
ya-da
dv _ _
m s =mg kv.
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Eger jisimin ¢ wagtda gecen aralygyny h(t) bilen bellesek, onda

_dh dv _ d'h & h dh

dt’ dt — dr dt
alar.

Biz A ticin ikinji tertipli ¢yzykly differensial defileme aldyk. Jisimin
h(?) hereket kanuny sonky denleménin ¢oziiwlerinin biridir. Ony beyleki
coziiwlerden tapawutlandyryan zat, = 0 bolanda, onufi bahasynyi we
onliminin bahasynyn nol bolmagydyr, yagny 4(0) = 4'(0) = 0 bolma-
gydyr. Beyle diymek ¢ = 0 baslangy¢ wagtda jisimii gecen aralygy we

= mg — k= gOrniisi

tizligi nola den diymekdir. Soniky detileméni <m@ —mgt + kh )’ =0

dt
‘jf; mgt + kh = C boljagy

aydyndyr. Bu deiilemede ¢ = 0 goyup, 4(0) =0, 4'(0) = 0 bolany iigin,
dh
dt

Alnan denleméni (eWh)/: gteT gorniisde yazyp bolar. Sona gord

gorniisde yazyp bolyandygy sebépli, m

C = 0 alarys. Diymek, deflleme m-=<- — mgt + kh = 0 gorniise geler.

en'h = f gte%rdl‘ + C boljakdygy aydyndyr. Bu yerde ¢ = 0 goyup,
0

h (0) = 0 bolany ii¢in, C = 0 alarys. Denlleménin sag tarapyndaky in-
tegraly k # 0 bolanda hasaplap taparys:

2

Kt meg .k, 2k

k k k
ya-da
2 k 2
—m_ ot M8 m
h = kzge + 2 t kzg.
Ine, bu tapylan 4(¢) jisimini k£ # 0 bolandaky hereket kanunydyr.
2
Eger k=0, yagny howanyn garsylygy yok bolsa, onda ¢oziiw i = %
gorniisi alar. Goy, ¢t = T'wagtda jisim yere yeten bolsun, onda #(7) = H
2
bolar we sonky defllemeden H = & 5 25 Diy-

mek, howanyn tésiri yok hasap edilende, jisimin yere yetydn wagty
onuil massasyna bagly déldir. Bu kanun kop asyrlar mundan 61 yasap
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gecen beyik italyan alymy G.Galiley tarapyndan acylandyr. h = 8

2
kanuny ulanyp, v = % =gt ya-da t = s V_ taparys. t = g bahany
h = deiilikde yerine goyup alarys:

2
=/ 2gh.

Tizlik bilen gecilen aralygyn arasyndaky bu baglanysyk
G. Galileyin okuwgysy Torrigelli tarapyndan ir dowiirlerde agylandyr.

2. Bakteriyalaryn kopelmek tizligi islendik wagtda olaryn mas-
sasyna goni proporsional we polozitel. Bakteriyalaryn kopelis kanu-
nyny tapalyn.

Eger bakteri}'lalaryﬁ t wagtdaky massasy m(?) bolsa, onda olaryn
kopelis tizligi =~ 7 "M Pbolar. Serte gord, 4 d = km, k — polozitel san. Bu

denligi (e “m)’ = 0 gorniisde yazyp alarys: e “m = C ya-da m = Ce".
Bakteriyalaryn ¢ = 0 wagtdaky massasy m bolsa, onda kdopelis kanuny
m = me" gorniisi alar.

3. Yonekey elektrik zynjyryn
diiziimindéki yiize ¢ykyan elektrik
yrgyldyny dwrenelini (105-nji surat).

Bellibir wagtda (¢ = 0) kon-
densatorda potensiallaryn tapawudy
doredilydr we sonra hi¢ zat beril-
meydr. Seyle yagdayda diiziimde
elektrik yrgyldysy yiize ¢ykyar.
Kondensatordaky ¢ wagtdaky potensiallaryn tapawudy V(¢), diiztimdéki
elektrik akymynyn giiyji /(¢), R — garsylyk, L — induksiya koeffisiyenti
bolsun. Fizikadan belli bolsy yaly, islendik wagtda /- R = —V — Ld—i
I1=C ccli—‘t/ denlikler yerlikli bolyarlar. Birinji denlikde /-niii yerine

I = C% bahasyny goyup alarys:

R

||

105-nji surat

'V dav.
LCE L +RCOE+V =0,
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Bu ikinji tertipli ¢yzykly differensial denlemedir. Eger deiileméni
¢ozlip bilsek, yagny onuil ¢oziiwlerini tapyp bilsek, biz F(¢) poten-

sialynt wagta gord liytgeyis kanunyny we [ = C% boyunca elektrik

akymynyn tiytgeyis kanunyny tapyp bileris. Biz asakda bu hili differen-
sial denlemelerin ansat ¢oziilis usulyny getireris. Bu yerde ony ¢oziip
oturman, belli maglumatlary yatlap gecelin. Eger-de (RC)* —4LC <0
bolsa, onda V(¢) tigin V() = e "(Acoswt + Bsinwt), h > 0 gorniisdaki
tiytgeyis kanunyny alarys. Eger-de (RC)?—4LC > 0 bolsa, onda V(¢) =
=Ae™" +Be ™, h,>0, h,>0kanuny alarys. Iki kanuna layyklykda J{z)
wagtyn gegmegi bilen, nola ymtylyar. Emma bularyn birinjisine gord
V(¢)-nin amplitudasynyn nola ymtylyan garmoniki yrgyldy gorniisde
tiytgeyandigini belldlin.
4. Zynjyr A we B nokatlardan asylan (106-njy surat).

106-njy surat

Ol 4 we B nokatlardan ge¢yin haysy hem bolsa bir egriniii gérniisi-
ni alar. Sol egrinin defilemesini tapalyii. Goy, egriniii defilemesi y = y(x)
bolsun. Egrinin i agaky nokadyny Q bilen belgildlin. Egrinin listiinde
M nokat alalyn we zynjyryn QM bdlegine tisir edyén giliycleri tapaly.
OM duganyni uzynlygy s bolsun, MO duga tésir edyén giiyclerin birin-
jisi agyrlyk gliyjudir. Eger zynjyryn bir santimetr uzynlygynyn agramy
p bolsa, onda QM duga tisir edyén agyrlyk giiyji ps bolar we ol giiye
v okuna parallel asaklygyna goniikdirilendir. Ikinji tésir edyédn giliyc
O nokatdaky 7 dartma giiyjiidir. Ol x okuna parallel giiyediir. Uciinji
giiy¢ M nokatdaky 7 dartma giiyjiidir. Ol M nokatda y = y(x) egrinini
galtagyany boyunga gontikdirilendir. Zynjyr deniagramlylyk yagday-
da bolany iicin, QM duga tésir edydn giiycler hem denagramlylykda
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bolmalydyr, yagny olaryil x-ler okuna bolan proyeksiyalarynyn jemi

we y-ler okuna bolan proyeksiyalarynyil jemi nola deii bolmalydyr:

—T,+ Tcosa =0, — ps + Tsina = 0 ya-da T = Tcosa, ps = Tsina.
Ikinji denligi birinjd boliip we tga = y'(x) bolyanyny na-

zarda tutup, alarys: % = y'(x). Deiligin iki tarapyndan oniim
0

alyp we d— =1+ y(x) bolyandygyny nazarda tutup alarys:
%«/ 1 +y? =y". Bu bolsa ikinji tertipli ¢yzykly dil differensial
0

denilemedir. Ona zynjyryn differensial defilemesi hem diyilyar. Ol
denlemini

b _
T,

=[In(y" +/1+y?)]

ya-da

N

gorniisde yazyp, kesgitsiz integralyn kesgitlemesine goré alarys:
In(y +/1+y?) = f%dx = %x+ C.
0 0

0 nokatda, yagny x = 0 bolanda y'(0) = 0 bolyandygyny yatlap
alarys:

In(y +1+y?) =4
Y+ /14y = et

Deiligif iki tarapyny hem y" — /1 + y afilatma kopeldip alarys:

_1 — e%x(y/ _ /1 +y/2)

72 - by
l+y =—en.

ya-da

ya-da

Buyerden y’ = %(e%x —e 1Y) bolyandygyny gormek kyn dildir.
Yene-de kesgitsiz integralyn kesgitlemesine gori alarys:
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y(x) = f%(e}_;x — e )dx

ya-da
T , »r, _r,
y(x) = i(e% +e )+ C

Eger x-ler okuny Q nokadyf ordinatasy 7 /p bolar yaly edip

alsak, onda C = 0 bolar we zynjyryn defilemesi y = 2—0(6_;_;“' +eh")
gorniisde bolar. P

5. Yylylyga esaslanan ampermetrifi isleysini derndlin (107-nji
surat).

107-nji surat

C we A nokatlarda berkidilen ADC simden elektrik akymy
goyberilyér. M nokatda berkidilen MFD sim yokarky simi D nokatda
asaklygyna cekyir. Ampermetriil elektrik akymynyn giiyjiini gorkeziji
dili berkidilen £ ¢arhdan asyrylan we mayysgak KLH towly sim bilen
birlesdirilen FK sim F nokatda DFM simi ¢ekyér. Elektrik akymy
ADC simden gegende ol uzalyar, D nokat agaklygyna gidyar, " nokat
saga tarap siiysyar, carh 6ziline berkidilen dil bilen bilelikde saga tarap
aylanyar, KLH towly sim bolsa yygrylyar. Elektrik akymy kigelende
hemme zat tersine bolyar. Ampermetrini takyklygy gowy bolar yaly,
ADC simin uzynlygy berlen yagdayynda, 4 we C nokatlary golay
goyan yagsymy ya-da tersine diyen sowala jogap berjek bolalyi.
y we x-ifi arasyndaky baglanysyk, suratdan gorniisi yaly, y = v x* — a* for-
X

x'—a

mula bilen berilyér. Ondan 6niim alsak, birinji tertipli y" =
differensial defileme alarys.
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Goy, AD sim Ax uzanda D nokat Ay uzaklyga asak siiysen bolsun.
Adatca, Ax, Ay ululyklar 6rdn kigi bolyarlar. Sona gord yokardaky diffe-
rensial defilemede dx ululygy Ax ululyga, dy ululygy Ay ululyga calsyp
alarys: Ay = \/%. Ampermetrin takyklygy Ay-in ululygyna bagly.
Sonky denilikden gorniisi yaly, x-ifi we Ax-iii sol bir bahalarynda Ay-ini
ululygy ﬁ kopeldija bagly. Ol kopeldiji bolsa a-nyti ulalmagy
bilen ulalyar. Diymek, ampermetrin takyk islemegi {i¢in a nige uly bol-
sa songa gowy. Sona gord-de 4 we C nokatlary ADC sim berk ¢ekilip
durar yaly edip yerlesdirmeli. Yylylyga esaslanyan ampermetrleriii
gurluslary hem edil seyledir.

Yokarda differensial detilemelerifi diirli meseleleri ¢ozmekde
ulanylysyna mysallar getirildi. Elbetde, beyle mysallaryil sanawy
ordn uly. Emma seredilen mysallardan hem gorniisi yaly, differensial
denilemelerin kop meseleleri ¢ozmekde miimkingiligi 6rdn uludyr. K&p
meseleleri differensial detilemeler bilen modelirldap ¢6zmegin ykdysady
bahbidiniii hem bardygyny belldp gecelin.

§1. Kosiniii meselesi we teoremasy

Yokarda getirilen mysallardan gorniisi yaly, kop yagdaylarda
differensial defileménin hemme ¢6ziiwleri gerek bolman, olaryn i¢inden
bellibir sertleri kanagatlandyryanlaryny saylap almaly bolyar. Ine, su
meseleler kop denlemeler ticin Kosinin meselesine syrygyar. Kosinii
meselesininl goylusy denleménin tertibine baglydyr.

I. Birinji tertipli differensial defleme iicin Kosinin meselesi
we teoremasy.

Goy, denleme y' = f(x, y) gorniisde yazylan bolsun.

Kosinifi meselesi. y' = f(x, y) defileménin y(x ) = y, serti kanagat-
landyryan y(x) ¢6ziiwini tapmaly.

(x,» ¥,) sanlara Kosinifi baglangyg berlenleri, y(x ) = y, serte bolsa

------

Olaryn birinjisi — berlen deiileménin ¢oziiwleri barmyka diyen sowal,
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ikinjisi — denleménin ¢oziiwleri bar yagdayynda olaryn i¢inde Kosinii
baslangyg sertini kanagatlandyryan ¢ozliw barmyka diyen sowal, tigiin-
jisi—sol serti kanagatlandyryan ¢6ziiwler bar yagdayynda, olaryn sany
ni¢ekd diyen sowal, dordiinjisi — baslangy¢ serti kanagatlandyryan
¢0zliiw x, nokadyn haysy etrabynda kesgitlenen diyen sowal. Agzalan
sowallara jogap hokmiinde Kosinifi teoremasyny getirelin.

Kosiniii teoremasy. Goy, f(x, y) we f'(x,y) funksiyalar
|x—x,[=a, |y—y,|< b yaylada kesgitlenen we lizniiksiz bolsun-
lar. Goy, seredilydn yaylanyn islendik nokadynda | f(x,y)| < M,
M — poloZzitel san, denisizlik yerine yetyin bolsun. Onda y' = f(x, y)
defileménin y(x,) = y, serti kanagatlandyryan yeke-ték ¢oziiwi bardyr
we ol [x, — &, x,+ h], h = min(M/b, a) kesimde kesgitlenendir.

Teoremanyn sertlerinit mohiimdigini gorkezydn iki mysala se-
redelin.

1.y = 2m denileménin y(1) = 0 serti kanagatlandyryan ¢ozii-
wini tapalyii. Bu yerde f(x,y) = 2y/|y|. Ol M(1, 0) nokady islendik

etrabynda {izniiksiz, emma f'=+ \/|17 funksiya M(1, 0) nokatda
liziilydn funksiyadyr. Diymek, Kosinif)l) teoremasynyn sertleri yerine
yetmeydr. y = (x —x,)* funksiyanyii x —x, > 0 bolanda berlen denleménin
¢6ziiwi boljakdygyny, y = — (x —x,)* funksiyanyt x —x, < 0 bolanda sol
denilleménin ¢oziiwi bolyandygyny gérmek kyn déldir. Bulardan basga,
y = 0 funksiya hem ¢oztiwdir. Seylelikde, y" = 2 m denleménin
¥(1) =0 serti kanagatlandyryan iki ¢éziiwi bar. Olar y =0; y = (x — 1),
x>1,y=—(x-1)2x<1 (108-nji surat).

Y
y=@—-17% x>1
1 y=0 -
O/ "X
y=—(x—1)2, x=<1

108-nji surat

2.y = Zl—y denilleménin y(2) = 0 serti kanagatlandyryan ¢ozliwini
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tapalyn. Bu yerde f(x,y) = 2%), f(x,y) =— 21}]2 funksiyalar M(2, 0)
nokatda iiziilyérler. Kosinin teoremasynyn sertleri yerine yetmeyar.
y=Jx—x,x=x,wey=—,/x—x,x>x, funksiyalar ¢6ziiw bol-
yarlar. Diymek, y(2) = 0 serti kanagatlandyryan iki ¢6ziiw bar. Olar
y=vx—2,x22, y=—vx—-2,x>2.

Mysallardan gorniisi yaly, olaryn ikisinde hem berlen serti kana-
gatlandyryan ¢oztiwin yeke-tikligi bozulyandyr.

I1. Ikinji tertipli y" = f(x, y, ) denileme li¢in Kosinifi meselesi
we teoremasy.

Kosiniii meselesi. y"” = f(x, y, ') defilleménin y(x,)) = y,, ¥’ (x,) = y_o/
sertleri kanagatlandyryan ¢6zliwini tapmaly.

(x,,%,,¥,) sanlara Kosinifi baslangy¢ berlenleri, y(x,) = y,,

......

edil birinji tertipli denlemedédki yaly sowallar yiize ¢ykyar. Beyle so-
wallara jogap hokmiinde Kosiniii ikinji teoremasyny getirelin.

Kosiniii teoremasy. Goy, f(x, y, z), f'(x,y,2), f (x,y,z) funk-
siyalar [x —x,|< a, |y —y,|= b, |z—Y,| = c yaylada lizniiksiz bol-
sunlar. Onda y" = f(x, y, y') defilemdnin y(x,)) = y,, y'(x,) =y, sertleri
kanagatlandyryan we x, nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen yeke-tik
¥ = y(x) ¢coziiwi bardyr.

I11. Islendik » tertipli y™ = f(x, y, ', ..., Y~ V) gorniisde yazylan
differensial defileme ti¢in Kosinifi meselesi we teoremasy.

Kosinii meselesi. y = f(x, y, )", ..., "~ V) defileméniii y(x ) = y,,
Y(x) =y, V(%) =yo )" (x,) =y, sertleri kanagatlandyryan
¢Oziiwini tapmaly.

X Y,'s -y, ' — sanlara Kosinifi baglangyc berlenleri, y(x ) = y,,
Y'(x,) = yo. ¥'(x,) =Yoo )" (x,) =y, sertlere Kosinifl baslan-
gyc sertleri diyilyér.

Kosinifi teoremasy. f(x, y, ¥, ... ¥, )s £ (XY:5,09, )
]gi'(x,y.,yl,...,yn_l), i = 1,n— 1, funksiyalar | x — xO|S a, [y=| <b,
|y, —=y,|<c, i=1,n-1, yaylada iizniiksiz bolsunlar. Onda
Yy = f(x, y, ', ..., Y V) denileménin Kosinin baslangy¢ sertlerini
kanagatlandyryan we x, nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen yeke-tik
v = y(x) ¢Oziiwi bardyr.
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Elbetde, sonky iki teoremanyn sertlerini ¢ylsyrymlasdyryp, biz
edil birinji teoremadaky yaly, y = y(x) ¢ozliwin kesgitlenen yaylasyny
takyklap bilerdik. Sadalyk ti¢in biz beyle ¢ylsyrymlasdyrma gitmedik.

IV. Islendik » tertipli

Y4 ()Y 4 p, ()Y + 4 p, (x)y = f(x)
cyzykly deileme {igin Kosiniit meselesi we teoremasy.

Kosinifi meselesi. y* +p (x)y" "+ ..+ p,(x)y = f(x) dei-
lemédnin y'(x,) = y;, ¥'(x,) = yi,.." "(x,) = y. "' sertleri kanagat-
landyryan ¢6ziiwini tapmaly.

Kosiniii teoremasy. Goy, p (x), p,(x), ..., p (x), f(x) funksiyalar
(a, b) aralykda lizniiksiz we x, € (a, b) bolsun. Onda y* +p y" -V + .. .+
+p,y=f(x) defileménin Kosininl baglangyg sertlerini kanagatlandyryan
we (a, b) aralykda kesgitlenen yeke-tik y = y(x) ¢ozliwi bardyr.

Gorstimiz yaly, y = y(x) ¢oziiwiil kesgitlenen yaylasy defileménin
koeffisiyentleriniii we azat agzanyi lizniiksiz bolan (a, b) aralygy bilen
gabat gelyar. Hususy yagdayda, yagny koeffisiyentler we azat agza
biitin x-ler okunda tizniiksiz bolsalar, onda y = y(x) ¢6ziiw biitin x-ler
okunda kesgitlenen bolar. Mysal {i¢in, """ + sinxy” + cosxy’ + (x + 1)y =
=x*+ 3x*denleménin islendik ¢ozliwi biitin x-ler okunda kesgitlenendir.

Netije. Bizinl sereden differensial deiilemelerimizin islendiginin
Y =,(x),y = y,(x) ¢oziiwleri Kosinil teoremasynyi sertleriniii yerine
yetyan yaylasyndaky haysy hem bolsa bir x, nokatda

P06) =2 2 (%) = 3 (% )se 3(%,) = 05 ()
sertleri kanagatlandyrsalar, onda olar 6zlerinifi kesgitlenen yaylalarynda
(has takygy, yaylalaryn gabat gelyan boleklerinde) tozdestwolayyn ga-
bat gelyédndirler, yagny y, (x) = y,(x) bolar. Bu yagdaydan, defileménin
umumy ¢o6zliwi belli bolup, onun {isti bilen denleménin Kosinin
baslangyc¢ sertlerini kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapanlarynda peyda-
lanyarlar.

Biz Kosinii meselesini we teoremasyny gozlenyéin funksiyanyn
yokary tertipli 6niimi tarapyndan ¢6ziilen deiilemeler ti¢in getirdik. Has
¢ylsyrymly denilemeler ligin Kosinin meselesi we teoremasy baradaky
maglumatlar gerek bolsa, differensial denilemelere bagyslanan yorite
edebiyatlara yiizlenmegi teklip edyaris.
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§2. Umumy ¢oziiw bar yagdayynda Kosinin baslangyc¢
sertlerini kanagatlandyryan c¢oziiwi tapmak usuly

W=fx, ¥, ... " V) defileménin y = y(x, C,, C,, ..., C,) umumy ¢6-
ziiwi belli diyelin. Defileménini y(x,) = y,, Y'(x)) =y, ... ¥ D (x) =y, !
Kosinint baslangy¢ sertlerini kanagatlandyryan y = y(x) ¢6ziiwini
tapmak gerek bolsun. Umumy ¢oziiwden berlen baslangyc sertleri
kanagatlandyrmagy talap edip, ulgam dizyérler: y(x, C, C,, ...,C) =
=Y V&, C, Cpy oy C) =y, s " x, C, C,y o, C) =y
Goy, C,=C° C,=C), ..., C = C°ulgamyi ¢oziiwi bolsun. Umumy
¢Ozliwin hisiyetlerine gord, y = y(x,C/,C,...,C}) funksiya berlen
deilemédnin ¢oziiwi bolar we C|,C7,...,C) sanlaryii tapylysyna gord
Kosinifi baglangy¢ sertlerini kanagatlandyrar. Goy, f(x, y,y,, ..., ¥, )
funksiya (y,,y,, ...y, ')nokadyi kébir etrabynda Kosinii teoremasynyi
sertlerini kanagatlandyryan bolsun. Onda, yokarda getirilen netija gora,
y =y, C},C,,....C)) gozlenyén ¢6ziiw bolar.

Mysal. " + y = 0 deflleménin y(%) =1, y’(%) =— 1 sertleri

kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapalynl. Deflleménin umumy ¢6ziiwiniii
y = Ccosx + Csinx gorniisde boljakdygyny biz sofi subut ederis.
Umumy ¢oziiwden baslangyg¢ sertleri kanagatlandyrmagy talap edip,
ulgamy diizelin:

yd
4

s

T
4 L.

+ C,co8*- =—

. T .
+ C,sin“- =1, — C sin 4

C, cos 4

Ulgamy ¢oziip taparys: C, = V2, C,=0.»" +y =0 defileme
¢yzykly denilleme. Onun koeffisiyentleri bolsa biitin x-ler okunda
tizniiksiz funksiyalar. Diymek, Kosinin teoremasynyi sertleri x-in we
y-in islendik bahalarynda yerine yetyandir. Sona gord C, = J2, C,=0
goylup, umumy ¢éziiwden alnan y = v'2 cosx funksiya gozlenyin
¢Oziiwdir. Islendik differensial denleménin umumy ¢oziiwini tapmak
ansat dél. Kébir denllemeler iicin umumy integraly tapmak meselesi
¢oOziilen. Seyle denllemelere kwadraturada integrirlenyan defilemeler
diyilyér. Biz asakda olaryn kédbirlerine serederis.
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§3. Uytgeyiinleri boliinyin defilemeler

V' =f(x)g(y) gorniisdaki differensial denlema iiytgeyanleri boliin-

......

dy _ .o dy . , e
dr = (x)g(y) ya-da ) = f(x)dx gbrniisde yazyp, liytgeyanleri

boliinen denilemé getiryarler. Soiira denligin iki tarapynda integral bel-
L, dy . . . ey
1sini goyup, | —— = x)dx gorniisde differensial defileméanin
g gypfg(y) [ fx)ax g
umumy integralyny tapyarlar.
Mysal. y' = (1 + »*)(1 + x?) denlemdnin umumy integralyny
tapalyn. Denlemede tiytgeyanleri bolelin: Z—i = (1 +y’)(1 +x?) ya-da

dy )
=(1 dx.
Tty (1 +x*)dx
Indi umumy integraly f ] iy 7= f (1 +x*)dx gbmﬁsdf yaz-
yarys. Integrallar afisatlyk bilen hasaplanyarlar: arctgy = x + % + C.

3
Bu bizin denlemidmiziit umumy integralydyr. Ony y-e gord ¢oziip,

3
umumy ¢0ziiwi tapyarys: y = tg(x + x? +C )
. . . dy e
Bellik. Umumy integralyn | —— = x)dx gorniisinde
y integralyfi [ <) [ fix)ax gornis

integrallaryn birini ya-da ikisini hem yonekey funksiyalarda anladyp
bolmayan wagtlary bolyar, integrallar yonekey funksiyalarda anladylan
yagdayynda hem ony y-e gord ¢oziip, umumy ¢oziiwi tapyp bolmaz-
lygy miimkin.

§4. Birinji tertipli birjynsly
denillemeler
y = f(%) gorniisdiki defilem birinji tertipli birjynsly defileme
diyilydr. Ony ¢6zmek {igin y = xu ¢alsyrma girizyérler. y = xu, y' = u + xu’'
bahalary detilemede goyup alarys: u +xu'=f(u) ya-dau’ = [ f(u) — u]%

384



Bu iiytgeyénleri boliinyan deiilemedir we ol yokarda gorkezilisi
yaly ¢oziilydndir. Alnan ¢éziiwde u-nyn yerine u = y/x bahasyny goyup,
gozlenyan umumy integraly taparys.

Mysal. y' = %Jr cosz% defileméni ¢dzmeli. Ol birjynsly bo-

lany tigin y = xu ¢alsyrma girizip alarys: u + xu' = u + cos’u ya-da

’

W =L costu.
X

Uytgeyanleri boliip we integrirldp alarys: o5y = f PR L da
tgu = Inx + C. u-nyini yerine u = y/x bahasyny goyup, tg% =Inx+C

umumy integraly taparys. Ony y-e gord ¢oziip, y = x arctg(Inx + C)
umumy ¢6ziiwi hem tapsa bolar.

§5. Birinji tertipli ¢cyzykly denlemeler

y'+ P(x)y = O(x).

Bu deiilemédnin umumy ¢6ziiwini tapmagyn bir usuly seyle.
Deiileminiii iki tarapyny-da e/”™* funksiya képeldip, ony
(ye! ") = O(x)e! "™ gorniisde yazyarys. Kesgitsiz integraly kes-
gitlemesini ulanyp alarys:

yel Fos — fQ(x)efP(X)d"dx +C
ya-da

y = o/ P [C n fQ(x>e>/‘P<x)dxdx]‘
Sonky deilik defileménint umumy ¢oziiwini kesgitleyar.
1-njimysal. y' + x°y = (x + S)e"? defilleménii umumy ¢oziiwini
tapalyn. Denlleminin iki tarapyny hem PR funksiya kopeldip,

(ePy)=x+5
deniligi alarys. Bu yerden
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ey = f(x +5)dx+ C
ya-da

y:e‘§<x72+5x+c>

umumy ¢oziiwi taparys.

1- nji bellik y’ + P(x)y = Q(x)y“ a # 1, gérm'isdéiki deﬁlemé

------

ol u boyunga birinji tertipli gyzykly denlemé getlrller.
2-nji mysal. Bernullinin )’ + 2xy = 2x%? denlemesini ¢ozelin.
y!'~“ = u calsyrma girizelin. Bu yerde @ = 3. Sona gord, u = y 2
calsyrmany alarys.
=—2y ' =-2y(2x%’ - 2xy) = —4x* + 4xy ?
bolany sebépli, u tigin u’ = 4xu — 4x* denileme alarys. Onun iki tarapyny
hem e > funksiya képeldip alarys: (¢ u) = — 4x’e " ya-da

e u = f(—4)x3e'2x2dx +C=xe™+ %e‘z"z + C,

1

ya-da u = x> + = + Ce™. u =y’ bolanlygy sebipli, Bernullinii

detilemesinin y = 1 / / x° + + Ce®™ umumy ¢oziiwini taparys.

2-nji bellik. f(x, y’, y"") = 0 gornlisdaki ikinji tertipli defilemede
dP

y'= P(x) galsyrma girizsek we y" = dx bolyandygyny goz 6niinde tut-
sak, ol f(x,P,%) = 0 gorniisdéki birinji tertipli denlema getiriler. Eger

P = P(x, C)) sofiky defileménifi umumy ¢6ziiwi bolsa, P = )" bolyan-
dygyny goz 6tiiinde tutup, y-e gord y" = P(x, C,) defileme alarys. Onuii

umumy ¢oziiwiniil y = / P(x,C))dx + C, boljakdygy aydyndyr.

3-nji mysal. x*y"” + x%’ = 1 denleméni ¢dzmeli. y’ = P galgyrma

girizip, y" = Z,—]; bolany ti¢in,
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5 apP 1 1
‘P=1 P’ P ==
b ya-da + e
¢yzykly denlemai geleris. Onui iki tarapyny hem x funksiya kopeldip,
(Px)" = x~? yazyp bileris. Bu yerden alarys:

. C
Px:fodx+C1=—%+Cl ya-daPz—%-l—j.

C
P =y’ bahasyny goyup, ¥’ = —L + — denillemé geleris. Onun

umumy ¢oziiwinin y = % + C, Inx + C2 boljakdygy aydyndyr.

3-nji bellik. f(y, y', y'") = 0 gorniisdéki ikinji tertipli denillemede

y'= P(y) calsyrma girizsek we y" = Cé—;)P bolyandygyny nazarda tut-

sak, f( y,P,P‘jf;) = 0 gorniisdiki birinji tertipli denleme alarys. Eger

P = P(y, C)) sofiky defilemdnint umumy ¢oziiwi bolsa, P = y’ bol-
yandygyny goz onilinde tutup, y-e gord y' = P(y, C)) defileme

dy
P(y,C)

alarys. Onuil umumy integralynyn f = x + C, boljakdygy

diigniiklidir.

I2_

4-nji mysal. 3yy" + 0 denileméni ¢ozelifl. y' = P(y) calsyrma

»_ dP dP
~dy dy

ris. Bu yerden iki denileme alarys: P = 0 we

+ P> = 0 defilemi gele-

dP

dy 3y

birinjisinde P = )’ goyup we ¢ozlip y = C coziiwleri taparys. Ikinji
dpP | dy

deillemede tiytgeyanleri boliip alarys: P + 5 3y = (. Buyerden integ-
1

= L — Jra_ 3:L — 4
3lny+3lnC1_OyadaP Cy'P y

1
bolyandygyny Vatlap, (y') = Cly defilema geleris. Ol tytgeyénleri

1

girizelin. y* = =—P bolany ii¢in, 3yP=—

= 0. Olaryn

rirldp taparys: InP +

boliinyan deiilemedir. Ony ¢oziip, y/ =

taparys. 3 3‘/E

+ C, umumy integraly
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§6. Cyzykly differensial denillemeler nazaryyeti

Cyzykly denllemeler differensial deiilemeler nazaryyetinde has
cuniiiur we ginden dwrenilen ugurlaryn biridir. Onun birnége sebépleri
bolup, esasylary agsakdakylardan duryandyr.

Birinjiden, ¢yzykly denilemelerit umumy ¢oziiwlerininn yonekey
gornlisde bolmagydyr. Ikinjiden, ¢yzykly denlemelerin ¢oziiwlerini
owrenmek iigin matematikanyn kop usullarynyn ulanmaga amat-
lydygydyr. Ugiinjiden, durmusda yiize ¢ykyan kop meseleler mate-
matiki usullar bilen deriielende yiize ¢ykyan denlemelerinn ¢yzykly
denilemeler bolmagy ya-da biraz iiytgedilende ¢yzykly denllemelere gel-
megidir. Dordiinjiden, tebigy ylymlarda ulgamlar 6wrenilende olaryn
in gerek hisiyetlerinin biri olaryin durnukly bolmagydyr. Ulgamyn
durnuklylygy matematiki usullar bilen 6wrenilende esasy gurallaryii
biri yene-de ¢yzykly differensial defilemelerdir.

Sanawy yene-de dowam etdirse bolardy. Emma getirilen delillerin
hem ¢yzykly denlemelerin dhmiyetinin uludygyny gorkezyanligi
diisniiklidir.

YO+ P (x)y" L+ P (x)y=0 (4)

------

Biz denlemainin koeffisiyentlerini 6wrenilyin yaylada iizniiksiz hasap
etjekdiris. Sona gord sol yayla degisli islendik x, ligin (4) defileméniri
Kosiniil baslangyg sertlerini kanagatlandyryan we biitin yaylada kes-
gitlenen yeke-tik ¢oziiwi bardyr. Goy, y(x), i = 1,k, k > 2 islendik
bitin san, (4) denileménin diirli ¢oziiwleri bolsunlar.

Kesgitleme. Eger kibir, hemmesi birden nola dei bolmadyk, C,, C.,
..., C, hemigelikler tigin, biitin yaylada C y,(x) + C,y,(x) +... +C,y,(x) =0
tozdestwo yerine yetse, onda y, y,, ..., y, ¢oziiwlere ¢yzykly

......

Kesgitleme. Eger C y,(x) + C,y,(x) + ... + C,y, (x) = 0 tozdestwo
dine C,=0, C,=0, ..., C,= 0 bolanda yerine yetyén bolsa, onda y, .,

......
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Mysal ii¢in, y, = sin’x, y,= cos’x, y,= 1 funksiyalar islendik yaylada
cyzykly baglanysykly funksiyalardyr. Olar ii¢in C, sin’x + C, cos’x +
+C, - 1=0tozdestwo C,= 1, C,= 1, C,=— 1 bolanda yerine yetyéndir.
Tersine, y,= 1, y,= x, y,= %, ..., y, = x* funksiyalar islendik kesimde
cyzykly baglanysykly dél funksiyalardyr. Diymek, islendik kesimde
C,”1+Cx+ Cx*+ ...+ Cx* =0 tozdestwo difie C,;= C,=...= C =0
bolanda yerine yeter (subut edi).

Goy, y,(x), ,(x), ..., ¥, (x) (4) defileménifi ¢oziiwleri bolsun.

Y, y, . Y,
W(yl’ yza---,yn) = yl y2 yn
yl(n—l) y;n—l) B yin—l)

kop hésiyetleri su kesgitleyji bilen baglanysyklydyr. Beyle hisiyetle-
re gecmezden 01 (4) denleménin ¢oziiwlerinin iki sany 6rdn mohiim
hésiyetine seredelifl.
1-nji hisiyet. Eger y(x) (4) defileménin ¢oziiwi bolsa, onda islen-
dik C hemiselik ticin Cy(x) hem (A4) denleménin ¢oziiwidir.
Dogrudan hem, y(x) ¢6ziiw bolany sebépli,

[y()]"+P[y(x)]" "+ ..+ Py(x)]=0

tozdestwo yerine yeter. Onun iki tarapyny hem C sana kopeldip we
Oonlimin hésiyetini ulanyp alarys:

[Cy(x)]" + P[Cy(x)]""" + .. + P[Cy(x)] = 0.
Bu bolsa Cy(x) (4) denleménin ¢oziiwi diymekdir.

2-nji hisiyet. Eger y (x) we y,(x) (4) defileménifi ¢oziiwleri bolsa,
onda islendik C, we C, hemiselikler tigin C,y (x) + C, y,(x) funksiya
hem ¢oziiwdir.

Dogrudan hem, y (x), y,(x) ¢6ziiw bolanlary tigin, birinji hésiyete
gord, C,y,(x) we C,y,(x) hem ¢oziiw bolar. Yagny
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[Cy, ()" + P[Cy (x)]" "+ ..+ P[Cy (x)]= 0,

[Cy,(x)]"+ P[C,y,(x)]" "+ ..+ P[C,y,(x)]= 0

tozdestwolar yerliklidir. Olary agzama-agza gosup we ontimin hésiye-
tini ulanyp alarys:

[Clyl + C2y2](n> + Pl [Clyl + C2y2](’171) + + Pn [Clyl + C2y2] = O

Bu bolsa C,y, + C,y, ¢oziiw diymekdir. Getirilen iki hésiyetden
seyle netije ¢cykarsa bolar.

1-nji netije. Eger y, y,, ..., y,, k islendik polozitel bitin san,
¢oziiwler bolsa, C, C,, ..., C, — hemigelikler bolsa, onda olaryf ¢yzykly
kombinasiyasy C y, + C,y,+ ... + C, y hem ¢oziiwdir.

Indi ¢oziiwlerin Wronskinin kesgitleyjisi bilen baglanysykly ha-
siyetlerine gegelin. Goy, y, ,, ..., y, (4) defileménif islendik ¢oziiwleri,
x, x, nokatlar garalyan yayla degisli bolsun. Onda Luiwillii adyny
goterydn

W = W(x,)e L1
denlik dogrudyr. Bu yerden ti¢linji hasiyet gelip ¢cykyar.

3-nji hiisiyet. Wronskinini kesgitleyjisi ya tozdestwolayyn nola
dendir, ya-da garalyan yaylada hic yerde nola den daldir.
Subudy yokarky formulanyi netijesidir.

4-nji hisiyet. Eger y, y,, ..., ¥ ¢0ziiwler ¢yzykly baglanysykly
bolsa, onda olardan diiziillen Wronskinin kesgitleyjisi tozdestwolayyn
nola dendir. Diigniikli bolar yaly, hésiyeti defileménin tertibi n = 2
bolanda subut edelin.

Goy, y, we y, ¢oziiwler ¢yzykly baglanysykly bolsun. Onda ikisi
birden nola defi bolmadyk C,, C, san ti¢in C y, + C,y, = 0 tozdestwo
yerine yeter. Tozdestwonyfi iki tarapyndan hem 6nilim alsak, C, )’ +
+C,y', =0 tozdestwo alarys. Iki tozdestwoda hem x-in yerine x, baha
goyup, asakdaky ulgama geleris: C,y (x)) + C,y,(x,)) = 0, C, )" (x,) +
+C,y',(x,) = 0. Ulgamyi kesgitleyjisi
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‘y] (%) ¥, (%)
¥ (%) ¥, (%)

garalyan y (x), y,(x) ¢oziiwlerden diiziilen

¥, (x) y,(x)
¥/ (x) y,(x)

Wronskinifi kesgitleyjisinil x, nokatdaky bahasydyr, yagny

V(%) ¥, (x,)
¥ (%) ¥, (x,)

W(x,) hokmany nola defidir. Sebdbi ol nola defi bolmasa, onda
ulgamyn ditte bir C, = 0, C,= 0 ¢6ziiwi bolardy. Bu bolsa C,, C,
sanlaryi ifi bolmanda biri nola den dél diyen teklibimize garsy gelerdi.
Diymek, W(x,) = 0. Onda, li¢iinji hdsiyete gord, W(x) = 0. Suny hem
subut etmek gerekdi.

W(x) =

W(x,) =

5-nji hisiyet. Eger y,, y,, ..., ¥ ¢0ziiwler ¢yzykly baglanysykly
dil bolsa, onda olardan diiziilen Wronskinin kesgitleyjisi hi¢ nokatda
nola dwriilyén daldir.

Yene-de n = 2 bolandaky yagdaya seredelifi. Goy, Y, Y, 6yzykly
baglanysykly dél ¢oziiwler,

Yo Y

W(X): y; y/
1 2

olardan diiziilen Wronskinin kesgitleyjisi bolsun. Goy, W(x) = 0 bol-

sun. Yagny

oy

A

P

=

Yagny ¥, we y, ¢oziiwler ¢yzykly baglanysykly bolyar. Bu bolsa

y, we y, ¢yzykly baglanysykly dil ¢oziiwler diyen teklibimize garsy

gelyar. Diymek, W(x) hi¢ yerde nola deni déldir. Suny hem subut etmek
gerekdi.

’

=0 ya-dayy, —yy =0,ya-da <§j‘) =0, ya-da

2

C (C — hemigelik san). Bu yerden alarys: y, — Cy, =0.
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2-nji netije. Eger y,, y,, ..., ¥, ¢oziiwlerden diiziilen Wronskinifi
kesgitleyjisi nola defi bolsa, onda olar ¢yzykly baglanysykly ¢coziiwler
bolar. Eger Wronskinin kesgitleyjisi nola deni bolmasa, onda ¢yzykly
baglanysykly dil ¢oziiwler bolar.

6-njy hisiyet (esasy hisiyet). Egery, y,, ...,y ¢oziiwler ¢yzykly
baglanysyksyz bolsa, C, C,, ... C, erkin hemiselikler bolsa, onda

y=Cym+Cy)+..+Cy[x) (B)
funksiya (4) defllemdniit umumy ¢oziiwi bolar.

Subudy. (B) funksiyanyn (4) denleménin ¢oziiwi boljagy 1-nji
netijeden gelip ¢ykyar. Goy, y (x) (4) defileménin islendik bir ¢6zi-
wi bolsun. (B) deiilik bilen kesgitlenen y funksiyanyn C,, C,, ..., C,

hemiseliklerifi kdbir bahalarynda y (x) ¢6ziiwe owrllyéndigini subut
edelin.

Clyl (‘xo) + Czyz (‘xo) + + Cnyu(‘xo) = yo(‘xo)’
C/(%) + Gy (%) + o + G,/ (%) = 3, (%),

Cn () + Cy () + o+ Gy (%) = 50 (%)

ulgama seredelifi. Onun kesgitleyjisi bolup y, y,, ..., y, funk-
siyalardan diizillen Wronskinifi kesgitleyjisinifi x, nokatdaky ba-
hasy hyzmat edyair. Ikinji netijd gord ol nola den dédl. Diymek,
ulgamyn C =C/, C,=C,,...C,=C, yeke-tik ¢oziiwi bar.
Hemiseliklerin tapylan bahalaryny (B) funksiyada yerine goyup,
y=Cly +Cly, +..+C)y, tize bir ¢ozliw alarys. Ulgamdan
gorniisi yaly, y(x) we y (x) ¢oziiwler x, nokatda Kosinii sol bir
baslangy¢ sertlerini kanagatlandyryarlar. Cyzykly denllemelerin
koeffisiyentleri lizniiksiz bolanda, onui iicin Kosinifi teoremasy yer-
likli bolyar. Sol sebdpli hem hokmany suratda y(x)=y, (x) ya-da
y,(x)=Cly, + C)y, + ..+ Cly, tozdestwo yerine yeter. Diymek, (B)
funksiya umumy ¢6ziiw bolmagyi iki sertini hem kanagatlandyryar.
Suny hem subut etmek gerekdi.
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Mysal. y"" — 6y" + 11y" — 6y = 0 defileminin umumy ¢6ziiwini
tapalyn. y, = e', y, = e, y, = e funksiyalaryn ¢dziiw boljaklaryny
g0s-goni denlema goymak bilen ansat barlap bolyar. Olardan diiziilen
Wronskinin kesgitleyjisi

et e e 111
W =l|e" 2¢* 3¢™|=¢e"1 2 3|=2e"
e* 4e* 9e™ 149

nola denl dél. Diymek, olar ¢yzykly baglanysykly dil ¢oziiwler. Onda
6-njy hasiyete gord, u = C e* + C,e* + C,e’ umumy ¢oziiw bolar.

§7. Birjynsly dil ¢yzykly defnillemelerin
umumy ¢oziiwini tapmak

PO P Py = ) ©
gorniisddki denilemd birjynsly dal, n-nji tertipli ¢yzykly deiileme
diyilyar. Goy, y(x) defileménin belli ¢6ziiwi, y(x) — basga bir ¢6zii-
wi bolsun we y(x) — ¥(x) = u bilen belgililifi, onda u funksiyanyii
(4) denleménin ¢éziiwi boljakdygyny gormek kyn dil. Diymek, (C)
denleménin islendik iki ¢oziiwininl tapawudy (4) denleménin ¢oziwi
bolyar we tersine, u (A) defileménin ¢oziiwi bolsa, onda y = y(x) + u
funksiya (C) denleminin ¢oziiwi bolyar. Eger indi, u funksiya (A4)
denileménin umumy ¢oziiwi diysek, onda (C) denleménin islendik
¢oziiwi y = J(x) + u formuladan tapylar, yagny y = § + u funksiya
(C) denlemanin umumy ¢oziiwi bolar.

Mysal. y"" — 6y" + 11y’ — 6y = 12 denileménin umumy ¢oziiwini
tapalyi. Ilki bilen """ — 6)" + 11y’ — 6y = 0 birjynsly defileméniii umumy
¢Oziiwini tapyarys. Bu mesele yokarda ¢oziildi. Bizu = C e* + C e*+
+ C,e* funksiyanyi birjynsly defileminint umumy ¢6ziiwi bolyandygyny
gortipdik. ¥(x) = — 2 funksiya berlen defileménifi hususy ¢6ziiwi bol-
yar. Diymek, y = C,e* + C,e* + C,e* - 2 funksiya gdzlenyin umumy
cozliwdir. Gorsiimiz yaly, birjynsly (4) deiileméaninl (B) umumy ¢6ziiwi
bar yagdayynda, (C) denileménint umumy ¢6ziiwini tapmak meselesi
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onun haysy-da bolsa bir ¢oziiwini tapmak meselesine syrygyar. (4)
deiileménint umumy ¢oziiwi belli bolsa, gozlenyin hususy ¢oziiwi
Lagranzyn kesgitlenmedik koeffisiyentler usuly bilen tapyp bolyar.
Ol usul sundan ybarat:

u:C1y1+C2y2+"'+Cnyn

(A) defileménin umumy ¢oziiwi bolsa, onday,, y,, ..., y, sol defileménifi
¢yzykly baglanysyksyz ¢oziiwleri bolyar. Sol sebépli y, ..., y,
coziiwlerden diiziilen Wronskininn W(x) kesgitleyjisi hi¢ yerde nola
owrilyan déldir. Lagranz (C) defileméninn y(x) hususy ¢6ziiwini
y(x) =A (x)y, + A (x)y, + .. + A, (x)y, gorniisde gozlemegi teklip
edyér. Buyerde 4,(x), 4,(x), ..., 4 (x) — kesgitlenmedik koeffisiyentler-
dir. Biz olary y(x) (C) defileménin ¢6ziiwi bolar yaly edip kesgitleme-
lidiris. Onun tigin y(x) funksiyanyn 1,2, ..., n— 1, n tertipli dntimlerini
tapyarlar we deiileméd goyup, tozdestwo bolmagyny talap edyérler. Bu
A, 4, .., A koeffisiyentleri tapmak ti¢in bir defilleme beryér. Galan
(n — 1) delleméni 6ziimiz saylap alyarys. y(x) funksiyanyi birinji
Oniimini tapyarys:

V=AY +AY + . +AY+A Y +A Y, + . +A Y,

Saylanyan defilemelerini birinjisi hokmiinde
Ay +A/y,+ .. +A'y, =0 (S)
deiileme alynyar. Bu yagdayda alarys:
Y =AYy +Ay +. . +Ay .
Indi ikinji 6niimi tapyarys:
5)11”: A1y1”+ A2y2”+ ot Anyn”+ Al’y1’+ AZ/y2’+ ot An’yn"
Saylanyan defilemelerin ikinjisi hokmiinde
A'y/+A'y, + . +Ay =0 (S,)
deiileme alynyar we s.m. Islendik 2 <i <n — 1 {i¢in
FI=Ay"+ Ay + .+ Ay

1 2 n

7 (i—1) r,Gi—1) Tyi-1 —
Alyl +A2y2 +"'+A"y” =0 (S,)
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denilemeleri alarys. Saylanan deiilemeleriii sany (n — 1)-e dendir. Indi
v (x) oniimi tapyarys, y(x) funksiyany we onufi éniimlerini (C)
denilema goyyarys hem-de tozdestwo bolmagyny talap edyéris. Alarys:
AW +PY" "+ 4+ Py)+AG+ Py +
+..+Py)+. -+A(ﬂ”+Py“”+ +Py)+
+A YA Y+ L+ AYY = f(x).

Vs Vs s ¥, Tunksiyalaryfi (4) deileménin ¢oziwleri bolanlygy
sebépli, yaylaryn i¢cinddki ailatmalar tozdestwolayyn nola dendirler.
Diymek, soiiky toZdestwo

Al’yfn71)+A2’y;nil)+ +An,y;(1nil) Ef(x> (Sn)
gomiise geler. Indi (S)), (S,), ..., (S) defilemeleri ulgam gorniisinde

yazalyn:

Ay +A/y,+ .. +Ay, =0,
Ay +Ay, + . +Ay =0,

A+ AT+ LAY =0,
AU+ AT L+ AT = flx).

(S) ulgamyn kesgitleyjisi bolup, y, y,, ..., y, funksiyalardan diiziilen
Wronskinin kesgitleyjisi hyzmat edyér. Ol hi¢ yerde nola den déldir.
Sona goré (S) ulgamyn yeke-tik

A= (x), A/=¢ (x), .. A'= ¢ (x)
¢Oziliwi bardyr. Integrirldp tapyarys:

A = /ng (x)dx, A, = f(02(x)dx, A= fqon(x)dx.

(Bu yerde f @.(x)dx, i = 1,n, integralyn difie bir kesgitli bahasy).
Kesgitlenen 4,, 4, ..., A koeffisiyentleri y(x) funksiya ii¢in bolan
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y=Ay +..+AYy,

anlatmada yerine goysak,

y = ylfgo dx+y2fq0 (x)dx + .. +yfg0(x

gorniisde (C) denleménin gdzlenyin bir ¢oziiwini taparys. Diymek, (C)
denileménin umumy ¢6ziiwi asakdaky gorniisde tapylar:

y=u+y=Cy +Cy,+..+Cy +
+yl/§0l (x)dx + ... +ynf§0n(x)dx

Mysal. y"" — 6y" + 11y’ — 6y = 12 denileménin umumy ¢0ziwi-
ni Lagranzyn usuly bilen tapalyn. u = C e* + C,e* + C.e* birjynsly
V" —6y" + 11y' — 6y = 0 denleménin umumy ¢oziiwi. Sona gora
y1 =e', y,= e, y,= e ¢yzykly baglanysyksyz ¢oziiwler. y ¢oziiwi
y =4 e+ Ae”+ A gomiisde gozleyiris. (S) ulgamy diizelin:
Aler+Ae™+Ale™ =0,
Ale"+A2e¢" + A/3e™ = 0,
Ale"+A'de™ + A/ 9™ = 12.

Ulgamy ¢oziip taparys:
’ 6 ’ 12 4 6 .
Al = ?’ 2 eQx’ A3 = e3x’

A:—%,A:LA:—z.

A,, 4,, 4, koeffisiyentlerifi tapylan bahalaryny y ¢oziiw li¢in
anlatmada goyup alarys:
6 6 2x 2

iod 3x __
y = €X +?€ —63X€ =—2.

Diymek, y = Ce* + C,e™ + C,e** — 2 berlen defileménifi umumy
¢Ozliwi bolar.
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Bellik. Biz 4, 4, 4, funksiyalary [ O.dx, [~ 2dx. [ 8 dx

integrallarynl bellibir bahalary hékmiinde aldyk. Bilsimiz yaly, kes-
gitsiz integralyn tiikeniksiz kop bahalary bar. Sol sebédpli, 4,, 4,, 4,
koeffisiyentler hokmiinde

6 6 2
Al:—?-pclo, Azz €2x+CE’ A3:_e3x+C:

0

alsa bolar. Bu yerde C}, C}, C} — islendik hemiselikler. Bu yagdayda
hem gozlenydn y(x) ¢oziiw y(x) =—2 + Cle* + Ce™ + Ce™ gor-
niisde bolar.

Seylelikde, (4) deilemdnin umumy ¢oziiwi bar bolan halda (C)
deiileménin hem umumy ¢ozliwini tapyp bolyar. Diymek, ¢yzykly
denlemeleri ¢6zmek meselesi (4) — birjynsly defileménin umumy
¢ozliwini tapmak meselesine syrygyar.

Bu sonky mesele 6rdn kyn meseledir. Eyyam y"" + P(x)y = 0
gorniisdiki yonekeyje denlemelerinn ¢ozliwini P-niit kdp baha-
larynda elementar funksiyalaryn integrallarynyn {isti bilen anlatmak
basartmayar. Seyle-de bolsa kébir gorniisdéki defilemeler ticin umumy
¢Ozliwi tapmak bagsardyan hallary hem bar. Asakda seyle denilemelerin
bir gdrniisine serederis.

§8. Hemiselik koeffisiyentli birjynsly ¢cyzykly
differensial defilemeler
Beyan etmegin sada bolmagy ii¢in basda
ay"+tay' +a,y=0
gornilisdaki ikinji tertipli, hemiselik koeffisiyentli defilemé seredelin.
Bu yerde a, a,, a, — hemisgelik sanlar. Eylerini teklibi boyunca
onun ¢oziiwini e** gorniisde gozleyarler. Onun 6ziini we y' = ke **,
V" = k?e ** 6ntimlerini denlemede yerine goyup we tozdestwo bolma-
gyny talap edip alarys:

ak’e**+ ake** +ae**=0ya-da(ak’*+ak+a)e=0.
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Diymek, soiiky tozdestwonyn yerine yetmegi li¢in yayyn i¢indéki

afilatma nola deni bolmalydyr, yagny

ak+ak+a,=0 (H)
bolmaly. Soniky detilemd berlen defilleménin hésiyetlendiriji defilemesi
hésiyetlendiriji denleménin koki bolmagy yeterlikdir. Bolup biljek
vagdaylara seredelinl.

I. Hasiyetlendiriji defilemdnin k, we k, kokleri hakyky we
dirli. y, =", y, = " funksiyalar ¢oziiwler, 6zleri hem ¢yzykly
baglanysyksyz. Ony barlamak {i¢in ol iki funksiyadan Wronskinin
kesgitleyjisini diizmek we onun noldan iiytgesikdigini gormek yeter-
likdir. Alarys:

kyx kyx

e e

W: kyx kyx
ke ke

= et (k — k) # 0.

Diymek, y, = €, y, = " ¢yzykly baglanysyksyz bolyarlar we
(A) gomisli detilemeleriii 6-njy hisiyetine gord, y = Ce"* + C, e
onun umumy ¢&ziwi bolyar.

IL. Hasiyetlendiriji defileménifi kokleri &, = k,— defi we hakyky.
y, = €', y, = xe"* funksiyalar ¢6ziiw bolyarlar. Olardan diiziilen
Wronskinin kesgitleyjisi

eklx xek,x e
W= ke e+ xk et e #0.
Diymek, y, = €, y, = xe"" ¢oziiwler ¢yzykly baglanysyksyz

bolyarlar we sona gord y = €*(C, + C,x) umumy ¢oziiw bolar.
IIL. Hésiyetlendiriji denleménifi kokleri k= a + fi, k,= a — pi,
S # 0, kompleks sanlar.
y, =" = et = e™(cos fx + isinfx),

(a—if)x

y,=e"=¢e = e“(cosfx — isinfx)

¢ozliw bolyarlar. Birjynsly denilemelerin 1-nji we 2-nji hésiyetlerinden
cykyan 1-nji netijd gord
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=55+ %iz = e cos x,

—_— l\)|’—‘

-1

Y, = 5= Efz = e¢“sinfx

coziiwlerdir. Olardan diiziilen Wronskinin kesgitleyjisi

e cos fix e sin Bx ,
W(‘x) = ax ax H ax 3 ax = ﬁezm 75 O
ae” cos Bx — e Bsinfx ae™sinfx + e“ [ cosPx

Sol sebipli y = e“(C cospx + C sinfx) umumy ¢oziiw bolar. Biz
ikinji tertipli, hemiselik koeffisiyentli, birjynsly, ¢yzykly denleménin
umumy ¢6ziiwini tapmagy basardyk. Diymek, Lagranzyn usulyny
ulanyp, islendik f(x) ligin a,y" + a,y' + a,y = f(x) deflleménifi umumy
¢ozliwini tapyp bileris.

Emma denleminin tertibi ikiden yokary bolan hallarda umumy
coziiwi tapmak meselesi kynlagyar. Esasy sebdp hem hésiyetlendi-
riji defileménin derejesi ikiden uly bolanda onun koklerini tapmak
meselesiniil kyngylygyndadyr. India y"" +a y" + a,y’' + a,y = 0 li¢linji
tertipli, birjynsly, ¢yzykly, hemiselik koeffisiyentli defilema garalyn.
Onun hésiyetlendiriji defilemesi

af+ak+ak+a=0 (H)
bolar. Denleme ¢6ziilende gerek bolyan maglumatlary getirelin.

I. Hasiyetlendiriji defileménifi kokleri &, k,, k, hakyky we diirli
sanlar. Onda umumy ¢oziiw y = C """ + C,e™" + C,e"" bolar.

IL. Hésiyetlendiriji defileménin kokleri &, = k, # k, hakyky sanlar.
Onda umumy ¢6ziiw y = (C, + C,x)e"* + C,e"* bolar.

IIL. Hésiyetlendiriji defileménif kokleri k, = k, = k, hakyky sanlar.
Onda umumy ¢dziiw y = (C, + C x + C,x*)e"" bolar.

IV. Hisiyetlendiriji defileméniii koklerinifi biri — &, hakyky,
k=a + pi, k,= a — pi gatyrymly kompleks sanlar. Onda umumy ¢oztiw
y = Ce"" + e (C,cos fx + C,sinfx) bolar.

Umuman,

a, y"+ay"V+.+ay=0 (A)
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cyzykly, birjynsly, hemiselik koeffisiyentli n-nji tertipli denileménin
hdsiyetlendiriji defilemesi

ak"+ak"'+..+a =0 (H)

gorniisde bolyar. (4) deiileménin hokmany n ¢yzykly baglanysyksyz
coziiwleri bar. (H) denleménin kokleri belli bolanda ol ¢oziiwler seyle
kanunlara boyundyr:

L. Eger k, (H) denileménifi yonekey hakyky koki bolsa, onda ona
bir y, = €"* ¢oziiw degisli bolyar.

IL. Eger k, (H) defileménin m sepli hakyky koki bolsa, onda onia
e, xe™, ..., x""'e" m ¢dziiw degisli bolyar. Olary C, C,, ..., C,er-
kin hemiseliklere képeldip we gosup, y = (C, + C,x + C.x° + ... +
+C x""")e" gorniisde yazyp bolar.

IIL. Eger k= a + pi, k,= @ — pi catyrymly yonekey kompleks kok-
ler bolsa, onda olara iki y, = e*cosfix, y, = e“'sinfx ¢oziiw degisli bolyar.

IV. Eger k= a + Bi, k= a — pi catyrymly, m sepli kompleks
kokler bolsa, onda olara

m—1 _ax

y, = e“cosfx, y, =xe“cospx,..,y, =x""'e” cospx,

m—1 _ax
e

y, = e“ sin fx, y, = xe“ sinpx, ..., y, =X sin fSx

2m ¢oziiwler degisli bolar. Olary erkin 4,, 4,, ..., 4 , B, B,, ..., B
hemiseliklere kdpeldip we gosup,

m

y=(A+Ax+..+Ax""")e" cosfx +
+(B, + B,x + ...+ B x""")e“sin fx

bir ¢6ziiw hokmiinde hem yazsa bolar.
Indi I, II, 11, IV toparlara degisli ¢oziiwleri erkin hemiseliklere
kopeldip gossak, (4) defilemdnin umumy ¢dziiwini alarys.

Mysal.a,y®+a, y®+ .. +a,y=0dedleménina k’+a k*+ ... +
+ a, = 0 hdsiyetlendiriji defilemesinifi seyle kokleri bar diyelifi: & = 3
yonekey kok, k,=— 5 —iki sepli kok, k,= 2 + 61, k, = 2 — 6i, yonekey,
catyrymly kompleks kokler, k, = — 3 + 4i, k, = -3 — 4i, catyrymly,
2 sepli kompleks kokler. Onuin umumy ¢ozliwi asakdaky gorniisde
bolar:
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y=Ce"+(C,+Cx)e ™+ e”(C,cos6x + C_sin6x) +
+(C, + C,x)e " cos4x + (C, + C,x)e *sin 4x.

Goy, biz ¢yzykly, hemiselik koeffisiyentli, birjynsly, n-nji tertipli
denleméniil n ¢yzykly baglanysyksyz ¢oziiwlerini we sonuil bilen bile-
likde umumy ¢6ziiwini tapdyk diyeliit. Onda Lagranzyn kesgitlenmedik
kopeldijiler usulyny ulanyp, berlen differensial defileménin sag boleginde
islendik f(x) funksiya goyup alnan birjynsly dél defileméniii hem umumy
¢Ozliwini tapyp bileris. Emma Lagranzyn usuly ulanylanda, yokardan belli
bolsy yaly, ilki ¢yzykly algebraik denlemeler ulgamyny ¢6zmeli bolyar.
Sofira bolsa, has kyny, ¢ (x) funksiyalardan integrallary hasaplamaly bolyar.
Kaébir hallarda, yagny f(x) yorite gorniisli funksiya bolanda, y(x) ¢oziiwi
integrallary hasaplaman tapmak usullary hem bardyr.

§9. Hemiselik koeffisiyentli, birjynsly dil, ¢cyzykly
differensial defileménin hususy ¢oéziiwini
tapmagyn usuly

Yonekeylik iigin biz ikinji tertipli differensial defilemi seretjek-
diris. Yokary tertipli defilemeler ii¢in hem usul edil seyledir.

ay"'+ay' +ay=ePx)
denileméninn y(x) hususy ¢oziiwini tapalyfi. Bu yerde @ — islendik
hakyky san, P(x) = bx" + b x"~'+..+b —m derejeli kdpagza.
ay'+tay tay=0
denlleménin
ak*+ak+a,=0

hésiyetlendiriji defilemesini yazalyi.

a) « hisiyetlendiriji defileménin koki dil. Bu yagdayda y(x)

y(x)=(Cx"+Cx" "'+ ..+ C,)e”

gorniisde gozlenyir. C,, C,, ..., C, — kesgitlenmeli hemiselikler. $(x)
funksiyanyn denllemé girydn birinji we ikinji tertipli oniimlerini tap-
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yarlar we y(x), y'(x), ¥"(x) funksiyalary defilemede yerine goyyarlar
hem-de tozdestwo bolmagyny talap edyérler. Soiira denileménin iki
tarapyny hem e“ funksiya gysgaldyp,

Mx, C,, C,, ..., C) = P(x)

tozdestwo alyarlar. Bu yerde N(x, C, C,, ..., C ) m derejeli kopagzadyr.
Soriky defllikde x-ifi ornuna m + 1 sany islendik x, x , x,, ..., x_sanlary
goyup,

N(x,C,C,...C) = P(x,),

Nx,C,C,...C) = Px),

N, ,C,C,..,C) =Pk,

m? 0° 12°°

defilemeler ulgamyny alyarlar. C, C, ..., C_hemiselikler bu ulgamy
¢6zmek bilen tapylyar. C, C , ..., C, —hemiselikleri tapmak ti¢in ulgam
diizmegin yene bir usuly bar.

N, C,, C,, ..., C ) = P(x) toZzdestwonyi iki tarapyndaky x-ifi
dent derejelerinin 6niindéki koeffisiyentleri bir-birine denldp yazyp,
m + 1 defilemeli, C, C,, ..., C,hemiselikler tapylyan ulgamy alyarlar.
Hemiseliklerin ulgamy ¢oziip tapylan C, = C,, C, = C],...,.C, = C,,
bahalaryny y(x) ti¢in yazan aillatmamyzda yerine goyup,

J(x) = (Cox" + C)x" '+ ..+ C))e”
gbzlenyin ¢ozliiwi alarys.

Mysal. y" —y = (2x + 1)e* defileménin §(x) hususy ¢oziiwini
tapalyn. Bu yerde @ = 3, m = 1. Bize gerek hésiyetlendiriji defileme
k* — 1 = 0 bolar. Gorsiimiz yaly, @ = 3 hésiyetlendiriji defileménin
koki dal. Sol sebdpli hususy ¢oziiw y(x) = (C,x + C,)e™ gorniisde
gozlenyér. Onlimleri tapalyn:

y(x)=(3Cx+3C + C))e”,
¥'(x)=(9C,x + 9C, + 6C,)e™.

y(x), ¥'(x), y"(x) funksiyalaryi tapylan bahalaryny defilemede
goyalynl we tozdestwo bolmagyny talap edelin:
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(9C,x 4+ 9C, + 6C,)e™ — (C.x + C))e™ = (2x + 1)e™
ya-da e™ funksiya gysgaldyp alarys:
(9Cx+9C +6C)—(Cx+C)=2x+1.

Tozdestwonyni iki tarapynda x-ii deni derejelerinin oniindéki ko-
effisiyentleri denilép alnan

8C, = 2,
8C +6C, =1
ulgamy ¢oziip taparys: C = %, C = —%. Hemiseliklerin tapylan

bahalaryny y(x) ligin yazan afilatmamyzda yerine goyup,
o _ L _ L 3x
5x) = (gx —16)e
hususy ¢oziiwi tapyarys.
b) a hisiyetlendiriji defilemédnin £ sepli koki. Bu yagdayda

y(x) ¥(x)=x"(Cx"+ Cx" "'+ ..+ C,)e” gorniisde gbzlenyir.
C, C,, ..., C hemiselikler yokardaky yaly tapylyar.

a,y"+ay' +a,y=(P(x)cospx + Q(x) sinfix)e”
defileménint y(x) hususy ¢oziiwini tapalyi. Bu yerde «, f# — hakyky
sanlar, P(x) m derejeli, Q(x) n derejeli kopagzadyrlar. s bilen m we n
sanlaryn ulusyny belgilélin.
¢) @ + i hisiyetlendiriji denlleménin koki dil. Bu yagdayda $(x)
¥, (x)=[(Cx*+ Cx"+ ...+ C)cos px +
+(Bx"+Bx'"' + ..+ B)sinfx] e”
gorniisde gozlenydr. y (x) funksiyanyn gerek oniimleri tapylyar we
berlen denillemede yerine goylup, tozdestwo bolmagy talap edilyar.
Soiira denileménin iki tarapyny hem e funksiya gysgaldyp,
N, C,C,...,C,B,B, .., B)cosfx +
+N,x,C,C,, ..., C,B, B, .., B) sinfx = P(x)cosfix + O(x)sinfx
tozdestwo alarys. Bu yerden
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N, =P(x), N,=0(x)

tozdestwolar alynyar. Bu tozdestwolardan, yokarda gorkezilisine
mefizeslikde, C, ..., C, B, B,, ..., B, — nébelli koeffisiyentler tapyl-
yar. Nébelli koefﬁs1yentler1n tapylan bahalaryny y1 (x) tgin yazylan
anlatmada yerine goyup, gozlenyén hususy ¢oziiwi taparys.

d) @ + iff san hésiyetlendiriji defileméanin m sepli koki. Bu halda
y(x) = x"y (x) gorniisde gozlenyir. Nabelli koeffisiyentler bolsa
yokardaky yaly tapylyar.

§10. Birinji tertipli differensial defilemeler ulgamy

= f (Y, Y),
V=Y, Y)

Y= f(x,Y,.Y)

(D)

gémﬁsdﬁki differensial defllemeler ulgamyna birinj 1 tertipli defllemeler
duryar we nsany Y, Y, ..., ¥, gozlenyan funksiyalary we olaryn
ontimlerini baglanysdyryar
Eger y,(x), y,(x), ..., ¥ (x) funksiyalary we olaryn birinji tertipli
oniimlerini ulgamda Y, Y,, ..., Y -ift we olaryfi 6niimlerinifi yerine goya-
nymyzda ulgamyn her bir defilemesi tozdestwo owriilse, onda y (x),
V,(%), ...,y (x) — tertiplesdirilen n funksiya (D) ulgamyh ¢oziiwi diyilyar.
Mysal ligin, y, = e'cosx +3, y, = e'sinx + 2 funksiyalaryn
V=Y -Y-1,
V=Y +Y,-5
ulgamyn ¢6ziiwi boljakdygy ainsatlyk bilen barlanyar.

v (x,C,C,..,C),
Y (x,C,C,..,C),



tertiplesdirilen » funksiyanyn (D) ulgamyn umumy ¢6ziiwi bolmagy
icin asakdaky iki sert yerine yetmeli:

1. Bu funksiyalar C, C,, ..., C_hemiseliklerif islendik bahalarynda
(D) ulgamyn ¢oziiwi bolmaly;

2. (D) ulgamyi islendik bir ¢6ziiwi umumy ¢oziwde C,, C,, ..., C,
hemiseliklerinn yerine kébir C/,C),..,C, bahalary goymak bilen
alynmaly.

Differensial denlemelerin (D) ulgamyny ¢ozmek diymek, onun
umumy ¢oziiwini tapmak diymekdir. Kop yagdaylarda ulgamyii umumy
¢oziiwi ddl-de, onuii bellibir sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly
bolyar. Ol sertlerinn il bellisi Kosinini baslangyg¢ sertleridir. Ol sertleri
kanagatlandyryan ¢6ziiwi tapmak meselesine Kosinin meselesi diyilyér.

Kosiniit meselesi. (D) ulgamyn
V(%) = Y5 2 (%) = Vi X, (%) =Y,

sertleri kanagatlandyryan y, = y (x), ¥, = y,(x), ..., ¥, = y,(x) ¢0zii-
wini tapmaly. x,,y/,...,y, sanlara Kosiniii baslangy¢ berlenleri,
y(x)=y, i= 1,n denliklere Kosinifi baslangy¢ sertleri diyilyar.
Kosiniit meselesiniit ¢oziiwi barmy ya yokmy diyen sowala
Kosinin asakdaky teoremasy jogap beryar.
Kosiniii teoremasy. Eger /(x, Y, ..., Y ), i = 1,n, funksiyalar we
olaryn Y, Y,, ..., Y argumentlere gord birinji tertipli ontimleri

x-x|<a Y-y |<a, i=1ln

yaylada iizniiksiz bolsalar, onda (D) ulgamyn Kosinin
y(x)=y, i= 1,n baslangyc sertlerini kanagatlandyryan we X,
nokadyi kidbir etrabynda kesgitlenen yeke-tdk ¢coziiwi bardyr.

Birinji tertipli deiilemelerin esasy gorniisdaki ulgamlarynyi i¢inde
in yonekeyi we dhmiyetlisi ¢yzykly denilemeler ulgamydyr. Ol seyle
gorniisde bolyar:

Y'=a,(x)Y +a,(x)Y,+..+a,(x) +f(x),

Y = Y + Y+ ..+ Y + ,
2 a21(‘x) 1 a22(x) 2 azn(x) n ﬁ(x) (Dl)

Yi’l,: anl (x)Yl + anz(x)Yz + + ann(“x)y;l +‘fr'l(x)
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Bu yerde a,(x), i, j = 1,n, — koeffisiyentler, f(x), i = 1,n — defile-
meleriil azat agzalary. Kosiniil teoremasy ¢yzykly denlemelerin ulgamy
iicin asakdaky yaly bolyar.

Kosinii teoremasy. Eger aij(x), i,j=1,n, fx), i = 1,n funksi-
yalar [a,b] kesimde tizniiksiz bolsalar, onda (D,) ulgamyi Vx, € (a,b)
ticin Kosinin y, (x,) = y/, i = 1,n baslangyg sertlerini kanagatlandyryan
we [a,b] kesimde kesgitlenen yeke-tdk ¢oziiwi bardyr.

(D,) ulgamy

a, 4, 1n Yl ﬁ(x)
A(X) — | %2 a, a,, Y = Y; ’ F( ) _ jg(x)
a, a a Y, f(x>

matrisalary girizip,
Y'=Ax)Y + F(x)

matrisalardaky defilema getirip bolyar. n-nji tertipli ¢yzykly deiilemede
bolsy yaly, bu yerde hem F(x) = 0 bolanda, yagny

Y'=Ax)Y
deiileme uly ahmiyete eyedir. Biz asakda soniky denlema dine 4(x) = 4
hemiselik matrisa bolan yagdayynda seretjekdiris.

Y'=A4Y (D))
hemiselik koeffisiyentli, birjynsly defilemeler ulgamynyn ¢6ziiwlerini
tapalyn. Onun ¢6ziiwini

kx

v, =0,€% y,=re .,y =ye

gorniisde gozleyirler. Bu yerde y, y,, ..., y, — ndbelli hemiselikler,
k—nébelli hemiselik. y ,y,, ...,y funksiyalaryfi we olaryil Oniimlerinifi
bahalaryny (D,) ulgamda yerine goyup alarys:
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7/)1 7/"
ya-da
(4-kE)y=0.

Bu yerde E birlik matrisa, y elementleri y,, y,, ..., y, bolan bir
siittinli matrisa. Sofiky defileme y,, 7,, ..., y, ndbellilere gora birjynsly
deiilemeler ulgamydyr. Onuil noldan tapawutly ¢6ziiwiniii bolmagy
ticin onun kesgitleyjisi

IA —kE[=0 (D

n derejeli algebralk defilemedir. Eger &, sol defileménini k0k1 bolsa,

(A-kE)y=0
ulgamyn in bolmanda bir y = y!, yagny

V=00 Vo= Ve ?a =70

hemme komponentleri nola dent bolmadyk ¢6ziiwi bardyr. Ona (D,)
ulgamyn

Y = y}eklx’ Yo = ;,21 e e Y = %zlekl
¢Oziiwi degisli bolyandyr. Diymek, &, k,, ..., k (H) defileménin diirli
kokleri bolsa, onda olara (D,) ulgamyn n sany

y =rer y =y, y,=7re" i=1Ln,
¢oziiwi degisli bolar. Goy, C, C,, ..., C, erkin hemiselikler bolsun, onda

Y C?/l k1+c7/2k,t +C?/nkx
Y C,}/l klx+C?,2k2x _I_C,),nkx

Y C}’l k1+c,)/2 k2x +C,)/n k,x
funksiyalar (D,) denillemeler ulgamynyn umumy ¢o6ziiwi bolar.
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Hasiyetlendiriji defileménin koklerinin i¢inde sepli kokler bar
yagdayynda (D,) ulgamyn ¢oziiwini tapmak ligin okyja yorite ede-
biyatlara yiizlenmek hodiirlenyar.

Kop hallarda differensial denileméniil gozlenyén ¢ozliwini yonekey
funksiyalaryn integrallarynyn iisti bilen anlatmagyn basartmayandygyny
biz 61 hem belldp ge¢ipdik. Bu sebédbe gord, differensial defilemelerini
takmyn ¢0ziiwini tapmak usullary ginden yayrandyr. Soniky dowiirde
EHM-lerin kopelmegi we olaryn miimkingilik kuwwatlarynyn dsmegi
differensial deiilemeleri takmyn ¢6zmek usullaryny has hem o6rie siirdi.



X. IKIGAT WE UCGAT INTEGRALLAR

§1. Ikigat integrallar

Tekizlikde ¢ékli D yayla we sol yaylada kesgitlenen iizniiksiz f(x, )
funksiya berlen bolsun. Diigniikli bolar yaly, D yaylanyi nokatlarynda
f(x, ¥) > 0 diyelini. D yaylanyn ¢égi L egri bolsun. Ug dlgegli (x, y, z)
giniglikde, asakdan D yayla bilen, yokarsyndan f(x, y) funksiyanyn
grafigi bilen, gapdal {isti L egriniii nokatlaryndan ¢ykyan we z oka
parallel goniilerden duryan silindrik jisimin V' géwriimini tapmaly
bolsun (109-njy surat).

ZA

=[xy

AV,
A

\4

109-njy surat

Giniglikde xOz tekizligine parallel we biri-birinden 4 uzaklyk-
da bolan tekizlikleri gegirelif. Yene-de yOz tekizligine parallel we
biri-birinden 4 uzaklykda bolan tekizlikleri gecireliii. Ol tekizlikler
silindrik jisimi we sol sanda D yaylany bolejiklere bolerler. D yaylanyi
bolejikleri tarapy /-a den kwadrat ya-da seyle kwadratyn iginde yatyan
bir meydanca bolar. Silindrik jisimin bolejikleri bolsa, esasy D yaylanyn
bolejigi, yokarsyndan f(x, y) funksiyanyn grafigi bilen ¢dklenen ki-
c¢ijik silindrik jisim bolar. D yaylanynl bolejikleriniii sany # bolsun.
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M M. Olary 1-den n-e ¢enli belgildp ¢ykalyn.
i bilen belgilenen bolejigint meydanyny
2R/ AS, bilen, sol bolejik esasy bolan jisimifi
bolejiginint gdwriimini bolsa AV bilen
i belgildlin. Onda jisimin V' gdwriimi

AS, D V=34V

i=1

10 , N
njy surat bolar. Indi AV, gdwriimjikleri ayratyn-

lykda kesgitlalini (110-njy surat).

Eger m, M. degislilikde, f(x, y) funksiyanyf D yaylanyf i-nji
bolegindéki il uly we in kigi bahalary bolsa, onda 110-njy suratdan
gorniisi yaly,

m. AS <AV, <MAS,
densizlikler yerine yeter. Olaryn esasynda
 m AS, <Y AV<S MAS
i=1 i=1 i=1
ya-da ) .
> m AS S V= MAS,
i=1 i=1

densizlikler hem yerlikli bolar. f(x, y) funksiya D yaylada tizniiksiz
bolany sebépli, garaljak i-nji bdlejigin kabir P(x, y,) nokadynda
m. = f(x, ) bolar. Onda yokarky defsizligi

0<V—>mAS <> (M—m)AS,
i=1 i=1
ya-da
0< V=3 fx,3)A5 < Y (M~ m)AS
i=1 i=1

gorniisde yazyp bolar. Bu densizlikde /# nola ymtylanda predele ge¢ip
alarys:

0 < lim|V =2 f(x,3) A8, < limd (M, — m)AS,
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f(x, y) funksiya D yaylada {lizniiksiz bolany sebapli,
lhi%l;(Mi —m)AS, =0
bolar we sonun {i¢in
lim| V= > A(x.3,)AS,| = 0
bolar. Bu bolsa

V= lhiIIUl; f(x,y)AS,

diymekdir. Yene bir mysala seredeliti.

Tekizlikde yatan plastina D yaylany tutyar diyelin. Plastinanyn
galynlygy o, onuil dykyzlygy p(x, y) plastinanyn galyilygy boyunca
iytgemeyar. Plastinanyil m massasyny tapalyn. D yaylany x okuna
parallel we aralyklary 4-a dent bolan hem-de y okuna parallel we
aralyklary / bolan goniileri gegirip, bolejiklere bolelinl (117-nji surat).

VA

D
N

\ 4

111-nji surat

Goy, bolejiklerin sany z bolsun. Olary 1-den n-e ¢enli belgildlin we
i-nji bolegin meydanyny AS bilen belgildlifi. Plastinanyn D yaylanyn
islendik i-nji boleginde yerlesydn boleginifi massasyny Am, bilen
belgildlin. Olaryfi gowriimleriniit AV, = AS 6 boljakdygy dusniiklidir.
D yaylanyt i-nji, i = 1,n bdlejiginde P(x, y,) nokat alalyfi. h yeter-
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lik kici bolan halatynda, bolejiklerinn her birinde o(x, y) dykyzlyk
0 = o(x,, y) hemiselik bahasyny saklayar diysek, uly yaliiyslyk
goybermeris. Bu yagdayda i-nji bolejigifi Am, massasynyfi takmyn
bahasy Am, = do(x,y,)AS, bolar. Onda plastinanyn m massasynyn
takmyn bahasy {i¢in

m = 2, 00(x,)AS

deiiligi alarys. Bu deiilik % nége kici bolsa, songa-da dogry bolyar. A
nola ymtylanda predele gecip,

g 0(x,y,)A

takyk deiiligi alarys. Bu mysallaryn sanawyny dowam etdirse hem
bolardy. Yone seredilen iki mysalyi ¢oziiwi

lhi_r{}; f(x,y)AS

gornlisdaki predeli tapmak meselesine syrykdy. Ine, seyle predelle-
r1 tapmak meselesini tertiplesdirmek maksady bilen ikigat integral
diistinjesi girizilipdir. Ol seyle kesgitlenyér. Goy, xOy tekizlikde D
yayla we sol yaylada kesgitlenen f(x, y) funksiya berilsin. D yaylany,
edil yokarky mysaldaky yaly edip, bolejiklere bolelin, olary belgilap
¢ykalyf we i-nji, i = 1,n bolejigii meydanyny AS bilen belgilalifi. Her
bolejigin icinden islendik bir nokat saylap alalynl. Goy, olar degislilikde,
P(x,y), 1= 1,n,nokatlar bolsun. Asakdaky

i f(‘xi’yi)AS,'

......

Kesgitleme. Eger /2 nola ymtylanda D yaylany ndhili bolekleyan-
digimize we P(x, y,) nokatlary néhili saylanymyza baglanysyksyzlykda

ZH: f(x,y,)AS, integral jem bellibir predele ymtylyan bolsa, onda sol
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predele f(x, y) funksiyanyn D yayla boyunca ikigat integraly diyilyér,
f(x, y) funksiya bolsa D yayla boyunga integrirlenyan funksiya diyilyar.

Ikigat integral

[ fx.y)dxdy

gorniisde belgilenyir. Kesgitlemeden
JJ FCey)dndy = lim3: fx,3)AS,
D =

deinilik gelip ¢ykyar. Indi, seredilen mysallara gaydyp gelsek, onda
agzalan silindrik jisimin ¥ géwriiminin

V= [ flxy)dxdy,
D
plastinanyil m agramynyn

m = f/ﬁp(x,y)dxdy

boljakdygyny goryaris. Diymek, biz ikigat integrallary hasaplamany
basarsak, gowriim tapmak, massa tapmak we s.m. meseleleriit hotdesin-
den geleris. Elbetde, onun iigin mysallarda gabat gelyin f(x, ), op(x, )
funksiyalar integrirlenyén funksiyalar bolmalydyr. Edil kesgitli integ-
ralda bolgy yaly, islendik ¢édkli yapyk D yaylada {izniiksiz bolan f(x, y)
funksiyanyi sol yaylada integrirlenydndigini subutsyz belldp gecelin.

Ikigat integralyn kesgitlemesinin kesgitli integralyn kesgitle-
mesine menzesligi sebépli, kesgitli integralyn kop hasiyetleri ikigat
integrallara hem gegyar we menzes subut edilyir. Sol sebapli subutlary
gaytalap durman, olaryn esasylaryny gaytalap gegelin.

Hasiyetler sanalanda gabat gelyén funksiyalaryn hemmesi degisli
yaylada integrirlenyéin hasap edilyar.

1. Hemiselik kopeldijini integral alamatynyn dasyna ¢ykaryp
bolyar:

ff cf(x,y)dxdy = cff Sf(x,y)dxdy.
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2. Iki funksiyanyn jeminin integraly olaryn integrallarynyi jemine
dendir:

ff(]f+]§)dxdy = f/]fdxdy+ff]2dxdy.
3. D yaylada f,(x, y) < f,(x, y) defisizlik dogry bolsa, onda

ff]f(x,y)dxdy < fffz(x,y)dxdy

densizlik hem dogrudyr, yagny defsizligi integrirldp bolyar.

4. Eger f(x, ) = 1 bolsa, onda integral D yaylanyn meydanyna
dendir:

f dxdy = meyd.D.

D

5. Eger D yayla D, we D, boleklerden duryan bolsa, onda

f f fdxdy = f f fdxdy + f f fdxdy

deinilik dogrudyr. Bu denlik boleklerinn sany ikiden kop bolan yag-
dayynda hem dogrudyr.

6. Goy, m, M sanlar degislilikde f(x, y) funksiyanynl D yayladaky
in kici we i uly bahalary bolsun. S san D yaylanyn meydany bolsun,
onda

m-S < fff(x,y)dxdy <M-S

denlik dogrudyr.
1
5 [ | fx,y)dxdy

sana funksiyanynl D yayladaky orta bahasy diyilyar.

7.Eger f(x, v) D yayladaiizniiksiz bolsa, onda D yaylada yatyan
kabir M (x,, y,) nokatda
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F(xp30) = [ [ fxy)dxdy

deillik yerine yeter, yagny iizniiksiz funksiya D yaylanyn kabir no-
kadynda sol yayladaky orta bahasyny kabul edyéndir.
8. Asakdaky densizlik dogrudyr:

S feeyydsdy| < [f1fCy) dsb.

D D

§2. Ikigat integraly hasaplamak

Goy, D xOy tekizlikde yatan egricyzykly trapesiya bolsun (712-nji
surat).

[f(x, ) D yaylada kesgitlenen, integrirlenyén, otrisatel ddl funksiya.
Onda, 6nden bilsimiz yaly, VA

[ Ax.y)ddy

integral Oxyz giniglikde yerlesen, esasy
D yayla, yokarsyndan f(x, y) funksiya- O aly=y®|b  «x
nyn grafigi bilen ¢dklenen, gapdal iisti
D yaylanyn ¢idk nokatlaryndan gecyén
we z okuna parallel goniilerden duryan silindrik jisimin V" géwriimine
deni bolar (113-nji surat).

Y=y,

A

112-nji surat

113-nji surat

Silindrik jisim x oky boyunca x = a we x = b tekizliklerin arasynda
yerlesen. Goy, S(x) onunl [a,b] kesimin x nokadyndan ge¢yin, x oku-
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na perpendikulyar bolan tekizlik bilen kesismesinden emele gelen
kesiginin meydany bolsun. Onda Arhimedifi lemmasyna layyklykda,
alarys:

b
V= fS(x)dx
ya-da ‘

fff(x,y)dxdy = be(x)dx.

yy(x)
113-nji suratdan gormiisi yaly S(x) = f f(x,y)dy bolar. Diymek,
ikigat integraly hasaplamak {igin n(x)

[ fxyydsas = [ ( 7}<x,y)dy)dx

a ¥ (x)

ya-da

(%)

Jf feyysdy = [ ax [ flxy)ds ()

»(x)

formulany alarys. Eger D yayla 114-nji suratda gorkezilen gérniisdaki
egricyzykly trapesiya bolsa, onda formula

N f f fx,y)dxdy =
d d Xz()’)
x=x,) x = x,(») = f( ff(x,y)dx)dy
¢ x(y)
C
gorniisde bolar.

0 > Goy, indi, f(x, y) islendik
alamatly bahalary kabul edyin
funksiya bolsun. D yaylada
f(x, y)+ M >0 bolar yaly polozitel M sany saylap alalyi. f(x, y)+M=>0,
M > 0 bolany sebépli alarys:

114-nji surat
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JJ e yydxdy = [[[M +fx.y) = M]dxdy =

= ff[f(x,y)+M]dxdy - ffdedy - f( ﬁf(x,y) +M)dy)dx—

a »(x)

(o

i (x)

s | ol
a n(

p (x)

yagny islendik f(x, y) € C(D) funksiya ii¢cin hem hasaplayys formula-
lary dogry bolyar.

1-nji mysal. Esasy y = x? parabola we y = x goni ¢yzyk bilen ¢ék-
lenen D yayla bolan, yokarsyndan z = x> + y* + 1 funksiyanyn grafigi
bilen ¢iklenen silindrik jisimifi ¥ gowriimini tapalyi. Yokardan belli

bolsy yaly, gdwriim
V= zdxdy
2[ f

integrala denn. D yaylany anyklalyn V4
(115-nji surat).

O we B nokatlar y = x2 parabola L IRy B
bilen y = x goni ¢yzygyn kesisme no- <
katlary. y =x, y = x?ulgamy bilelikde N
¢Oziip, O, B nokatlaryn koordinata- 5
laryny taparys. O(0, 0), B(1, 1) boljak-
dygy gorniip dur. Diymek, bizin D 0 1
yaylamyz x = 0, x = 1 goniiler bilen 115-nji surat
we y =x, y = x?¢yzyklar ¢dklenen egri¢yzykly trapesiyadyr. Sona
gord-de (1) formulany ulanyp taparys:

V= [fzdxdy = 0'/‘dxxzf(xz—i-yz+ 1)dy.

=Y

Ilki bilen ikinji integraly y-e gord integrirleyaris (x hemiselik
hasaplanyar):
27. Sargyt Ne 1285 417



xz 2 _ 2 i x_3 fo _4_£_2
(> +y + 1)dy = Xyt Hy)| =0+ —x ==

52

Integralyi tapylan bahasyny birinji integralda yerine goyup, alarys:

! 3 6
— 3, X A X2 —
V-()f(x+3—|—x X 3 x)dx

'_ 53

_(xtxt XX X x|
_( FX ) 23

4 12 2 5 21 3

D yaylanyn goni 6zi egricyzykly trapesiya bolman, birndce
D, D,, ..., D egrigyzykly trapesiyalardan duryan bolmagy miimkin.
Beyle yagdayda f f f(x,y)dxdy integraly

D

bz
L—
D | D
A
D, g

=V

(0] -
D=D +D,+D,+D,
116-njy surat

f f fdxdy = f f fdxdy + f f fdxdy + ... + f f fdxdy

formulany ulanyp we her bir f f f(x,y)dxdy, i= 1,k integraly ayra-
DI

tyn hasaplap tapmak bolar. Mysal ii¢in, D yaylanyn ¢dginin y-ler okuna
parallel galtasyanlarynyn sany ¢ékli bolan halda, sol galtagyanlary ge-
cirip, D yaylany egricyzykly trapesiyalara boliip bolar (116-njy surat).
Ikigat integraly hasaplamagyn yene bir usulyna seredelin.
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§3. Ikigat integralda iiytgeyanleri ¢calsyrma usuly

Bu usul, esasan, D yayla boyunca alynyan integraly, has yonekey
D, yayla boyunga alynyan integrala getirmek maksady bilen ulanyl-
yar. xOy tekizlikde, 117-nji suratda gorkezilen toweregin sektoryna
seredelin.

VA
YA

Y

Y

117-nji surat

Tekizlikdéki islendik M(x, y) nokadyn dekart koordinatalary bilen
onun (7, @) polyar koordinatalary
{x = rcos @,
y =rsing
baglanysykda bolyarlar. Biz bu baglanysyga basgaca-da garap bileris.
Eger (r, ) sanlara rOgp tekizligin nokadynyn dekart koordinatalary
hokmiinde garasak, onda bu baglanysyklara »Og¢ tekizlikden xOy
tekizlige bolan 6zgertme hokmiinde garap bileris. 117-nji suratdan
gorniisi yaly, bu 6zgertmede rOg tekizligini o ABg, goniibur¢lugy xOy
tekizligiii O4 B, sektoryna gegyér we tersine. Ozi hem bu gegis 6zara
birbelgilidir. Seyle yagdayda biz
{x = rcos @,
y=rsing

calsyrmada D yayla D, yayla ge¢ydr diyeris. Indi f f rdrdg integraly
Dl

hasaplalyn. D, yayla egri¢yzykly trapesiya bolany tigin, (1) hasaplayys
formulasyny ulanyp, yazyp bileris:
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i) R ) 2 2
ffrdrdqo = fa’gof rdr = f %dqo = 7((02 — @) = meyd.D.
Dy % 0 ?
Emma ikigat integralyn hésiyetine goré,
meyd.D = dxdy.
i
Diymek,

'[f dxdy = {f rdrdo,

yagny x = rcosp, y = rsing ¢alsyrmadan soni D yayla boyunca alnan
f dxdy integral D, yayla boyunga alnan f f rdrde integrala gegdi.

Eger seredilen sektoryn ornuna (118-nji surat) A,A B B, egrigyzykly
sektor alsak, onda ol

YA A ’
4, 4,
Bl'
A, D A
B ’ :
1 Bz
4 ?, Bz = >
0 X O 601 q)z ?0

118-nji surat
{x = rcos @,
y =rsing

calsyrmadan sont A,’A BB, egrigyzykly trapesiya geger we

f f dxdy = f f rdrdg

deiilik dogry bolar. Umumy yagdaya seredelin. Goy, f f Sf(x,y)dxdy
integraly hasaplamaly bolsun.
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{x = x(u,v),
y = y(u,v)
calsyrma D yaylany uOv tekizlikdiki D, yayla gecirsin. Onda

JJ Fay)dxdy = [[ fxu,v). . v) 1 ldudy (1)
D DI
formula dogrudyr. Bu yerde / — yakobian diylip atlandyrylyan we
ox 9x
J=|0u v
9y 9y
ou av

formula boyunca hasaplanyan ululykdyr.
Mysal ii¢in, ¢alsyrma

{x = rcos @,
y=rsing
denlikler bilen berilse,

x x| |cosg —rsing

I =

vy, sing rcosg

bolar we (7) formula

fff(x,y)dxdy = fff(rcosgo, rsing)rdrde

gorniisi alar. f(x, y) = 1 bolan halynda, yokarda getirilen

[ f dxdy = f f rdrdg

formulany alarys.

1-nji mysal. f f (x> + y* — 1)dxdy integraly hasaplalyn. Bu yerde
D

D merkezi koordinatalar baslangyjynda, radiusy R bolan tegelek.
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{x = rCos @,
y =rsing

calsyrma girizelin. Onda, yokarda gorkezilisi yaly,

A
(x> +y* = 1)dxdy =

R J
D, = ff(r20052¢ + r’sin*@ — 1)rdrdep

o 2T % .
. denligi alarys. Bu yerde D, rOg te-
Y surat kizlikde Verlesyén (119-njy surat)

gontiburclukdyr.

Integraly hasaplamagyn (1) formulasyny ulanyp alarys:

ff(x2+y2— 1)dxdy =ff(l’2— 1)rdrdp = /%Ed@f(f—r)dr:

D

2-nji mysal. » = ¢ Arhimedin
spiralynyfi 0 < ¢ < ¢, bolandaky bolegi
we ¢ = ¢, sOhle bilen ¢éklenen (120-nji
surat) figuranyn meydanyny tapalyi.
Ikigat integralyn hasiyetine gora,

120-nji surat meyd.D = ff dxdy
D

bolar. x = rcosp, y = rsing calsyrma girizsek, D yayla rOg tekizlikde
(121-nji surat) OAg, tigburgluga geger. Sofa gord alarys:

o ) A
meyd.D_fodxdy_ﬂrdrdgo_Oquoofrdr_of Cdp =2
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Y

3-nji mysal = + W + == = 1 ellipsoid bilen ¢éklenen jisimin V'
gowrlimini tapalyn Jlslmm z=0 tekizlikden yokarda yatan bolegine
seredelinl. Ol esasy = —|— b2 =1 ellips N

A
bilen ¢éklenen D yayla we yokardan
XY : =2
z=c,/1— P tist bilen ortiilen D,
silindrik jisimdir. Diymek, onuil V| >
0 ?, ®

gowriimi

5 5 121-nji surat
V =ffc /1—%—%dxdy
D

formula arkaly kesgitlener. Bu integraly hasaplamak ii¢in,

X =apcosp, y =bpsing
calgyrma girizelin.

dx  Ox

[=]90 99| _ apo
9y 9y
do ¢

bolany sebépli alarys:
2 2
= ffc /1 —%—%dxdy - /fc«/l — 0* abododyp.
D D1
2
= + F =1 ellipsin denilemesi o, ¢ koordinatalarda o =1 gor-

nﬁsde bolyandygy sebipli, D, yayla rOg tekizlikde 0 =0, 0 =1, ¢=0,

@ =2r goniiler bilen ¢dklenen goniiburcluk bolar. Sona goré-de alarys:
E abcfdgofm — 0’ pdp = - abe.
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IndiV, = % bolyandygyny goz 6ilinde tutup, jisimin ¥ gdwriimi
licin
V= %ﬂabc
formulany alarys. a = b = ¢ = R bolan halynda bizinl jisimimiz R
radiusly sara wriilydr. Diymek, radiusy R-e defi saryii ¥ gowriimini
_ 4 s
Vs = §7TR
formula bilen taparys. Indi ikigat integralyn komegi bilen ¢6ziilydn
geometriyanynt we mehanikanyil kébir meselelerine seredelin.

§4. Ustiiti meydany

Islendik D yayla goni proyektirlenydn Ax + By + Cz + D =0
tekizligin boleginin 6 meydanynyn

S
cosy

formula arkaly tapyljakdygy aydyndyr. Bu yerde S — D yaylanyn
meydany, y bolsa Ax + By + Cz + D = 0 tekizligin D yaylany saklayan
xOy tekizlik bilen emele getiryén burgy. Tekizligin normal wektory
N = {A,B,C} bolany sebipli

cosy =

1
JIHET (&)
boljakdygy diisniiklidir. Sona goréd-de o iigin formulany
=51+ (2 + (-]

gorniisde hem yazyp bolar. Tekizligiin defilemesinden z-i tapalyn we
onun x-e we y-e gord onlimlerini alalyn:
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2 _
ox

Indi ¢ ti¢in formulany

3= [T+ (E]+(Z]

gornlisde hem yazyp bileris. Goy, f(x, y) funksiya D yaylada kesgitle-
nen, 6zi hem onun birinji tertipli hususy ontimleri sol yaylada tizniiksiz
bolsunlar. z = f(x, y) liste garalyn we onun meydanyny kesgitlejek
bolalyn. D yaylany aralyklary / bolan x okuna parallel goniilerini to-
pary we y okuna parallel goniilerin topary bilen boleklélin. Bolekleri
1-den n-e ¢enli belgilalin, i-nji, i = 1,n bolejigin meydanyny AS.
bilen belgilalin. i-nji bolekde bir P(x, y) nokat alalyii we z tiste onui
M(x, y,f(x,y)) nokadynda galtagyan tekizlik gegirelifi. Sol galtagyanymn
i-nji bolegin lstlinde yatan boleginit meydanyny Ad, bilen belgilalin.

Kesgitleme. Eger Z Ad. jem h nola ymtylanda bellibir o predele
ymtylsa, sol predele z f (x, y) Ustlin meydany diyilyér.

Kesgitlemi goré alarys:
= llg)l; AO..

Yokarda sereden yagdayymyzdan peydalanyp alarys:
AO = AS ST+ (x,y) +f(x,y), i=1n

0= 1hi§)1; JUHF @) + £ (x,9)? AS .
Ikigat integralyn kesgitlemesine goré,

0= [[JU+£ @y +(xy) dxdy

istiin meydanyny tapmak iicin formulany alarys.
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Mysal. Radiusy R-e den sferanyn iistiinin d meydanyny tapalyn.
Sferanyn denlemesi x> + y? + z? = R? diyip hasap edelin we onun

z =R —x*—y® yokarky yarysyna seredelin. Ona x?> + )? < R?
yaylada kesgitlenen z = ,/ R* — x* — y* funksiyanyfi grafigi hokmiinde
garap bolar. Onda yokarky formulany ulanyp alarys:

0, —ff\/ TR—r—y >2+<\/ﬁ2_y2>zdxdy=

dxdy;

1
—R[[—— L
'[f /RZ _ XZ _ y2
bu yerde D yayla x> +)? < R? tegelekdir.
{x = rcos @,

y =rsing
calsyrma girizip alarys:

2r R 27
51=R{fﬁrdrd¢:1eofdgoofﬁzofwd¢:27zR2.

0 = 26, bolany sebipli, sferanyn {istiinit meydany J = 4zR*
formula arkaly tapylyar. Eger list x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v),
(u, v) € D parametrik gorniisde berilse we x, y, z funksiyalaryn 6zleri
hem olaryi birinji tertipli 6niimleri D yaylada tizniiksiz bolsalar, onda
ol iistiin meydanynyn

o= Jf [

formula arkaly tapylyandygyny belldp gecelin.

712 712
xu Zu

’

V4

v

yu Zu x” yu

+ dudy

v v

Mysal. x> + )? — z2 = 0 koniki iistiin z = 0, z = h tekizlikler bi-
len ¢dklenen bdleginit meydanyny tapalyn. Sol bolegin parametrik
denilemesini yazalyn: x =ucosv, y = usinv,z =u; 0 <u <h,0<v<2x.
Yokarky formulany ulanyp alarys:
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2 2

cosv 1
—usinv 0

sinv

: cosv  sinv
_I_
UCOSV 0

. dudv =
—usinv ucosv

=11/

= V20 dudv = 2Ka’v hﬁudu = i ﬁhidv =2 7h’.
D 0 0 0 2

§5. Plastinanyn agyrlyk merkezi, statiki
we inersiya momentleri

Tekizlikde D yaylany tutyan, galyilygy o, dykyzlygy p (x, y) bolan
plastinanyn m massasynyn

m = 5ffpl(x,y)dxdy

formula arkaly tapylyandygyny biz 611 goriipdik. Bu yerde plastinanyii
dykyzlygy onun galynlygy boyunca tliytgemeyar diyip hasap edilyar.
Adatca, beyle bolanda plastinany onuf orta tekizligi bilen calsyryarlar
we orta tekizlik xOy tekizlik bilen gabat gelyir diyip hasap edyérler.
Yagny plastina D yayla bilen gabat gelyén, dykyzlygy p(x, y) = ap,(x, )
bolan tekiz figura owriilydr. p(x, y) dykyzlygyn iisti bilen onui m
massasy

m = ff o(x,y)dxdy
D
formula arkaly, onufi C(x _, y ) agyrlyk merkezinifi koordinatalary bolsa

= L oty

Y. = ;[fyp(x,y)dxdy

formulalar arkaly tapylar. Onun x we y oka, koordinatalar baglangyjyna
gord inersiya momentleri degislilikde
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I = f f yo(x,y)dxdy, I = f / x*o(x,y)dxdy,
D

I, = ff(x2 +y")o(x,y)dxdy

bolar. K . Ky — statiki momentleri bolsa

K, = [[ yo(x.y)dxdy,
D

K = ffxp(x,y)dxdy

formulalar bilen aniladylar.

Mysal. x> + ? < 1 tegelek gorniisdéki, dykyzlygy p(x, y) = x> +
+)? + 1 bolan plastinanyi massasyny, agyrlyk merkezini, inersiya we
statiki momentlerini tapalyil.

m = ffp(x,y)dxdy

formulany ulanyp, massasyny tapyarys:
m= || (x*+y* + 1)dxdy.
I

X =7rcosQ,y = rsing

calsyrma girizip alarys:

27 1
_ 2 _ 2 -3
m_fo(r +1)rdrdg0_0qu00f(r + Drdr = 3 7.
Statiki momentleri

K. = [[yo(xy)xdy, K, = [ xo(x.y)dxdy

formulalardan tapyarys. Tegelegin x we y oklara gord simmetrik bolany
tigin, p(x, y) funksiyanyf bolsa difie 7-e bagly bolany ii¢in, K = 0,
K =0 bolar.
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bolany ti¢in, x, =0, y, = 0 alarys. /, Iy, I, — inersiya momentlerini
tapalyi:

27 1
_ _ ; - _ Sz
I = [fyzpdxdy Ofd<p0fr’(r2+ D)sin‘gdr = 357,
2z 1
_ _ _ ST
I = foxﬂodxdy (/dqoofr3(r2+ 1)cos’ dr 1

_ 2 42 _ _ ST
IO_[f(x +y)odxdy =1 +1 = 6

§6. Ucgat integrallar

Ginislikde D yayla we sol yaylada kesgitlenen f(x, y, z) funksiya
berilsin. Bellibir Oxyz koordinatalar ulgamyny saylap alalyn. Aralyk-
lary 4 bolan x okuna perpendikulyar tekizlikleri gegirelin. Edil suia
menzeslikde, aralyklary / bolan, y okuna perpendikulyar we z okuna
perpendikulyar tekizlikleri gecireliii. Ol tekizlikler biitin ginisligi we
sonuil bilen bilelikde D yaylany bolejiklere bolerler (D yayla cikli
hasap edilyér). D yaylanyn bolejiklerini 1-den n-e ¢enli belgildlin.
Olaryn gowrtimlerini degislilikde AV, i = 1,n bilen belgililii. Her
bir i-nji, i = 1,n bolejigif i¢inde bir P(x, y, z) nokat alalyfh we

S f(x,y.2) AV
i=1

jemi diizelinn. Bu jeme f funksiya {li¢cin D yayla boyunca integral jem
diyilyar.

Kesgitleme. Eger 4 nola ymtylanda integral jem, ndhili edip D yay-
lany bolejiklere bolendigimize we néhili edip P, nokatlary saylap alandy-
gymyza garamazdan, bellibir predele ymtylsa, onda sol predele f(x, y, z)
funksiyanyn D yayla boyunca ii¢gat integraly diyilydr, f(x, y, 2)
funksiya bolsa D yayla boyunca integrirlenyén diyilyér.
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Uggat integral f(x,y,2)dV ya-da f(x,y,z)dxdydz
i i
gorniisde belgilenyir. Seylelikde, kesgitlemad gord alarys:

ffff(x,y,z)dv = kifglif(xi,yi,zim\{.

Ikigat integralda bolsy yaly, ¢dkli yapyk D yaylada iizniiksiz
f(x, y, z) funksiya sol yayla boyunca integrirlenyéndir. Uggat integral
ikigat integralyii hemme hisiyetlerine eyedir. Yagny ikigat integralyii
sanalyp gecilen 8 hésiyetlerinde meydan soziini gowriim sozi bilen,

f f belgini f f f belgi bilen ¢alsyrsak, olar 6z manysyny saklarlar.
D D

Biz olary bu yerde gaytalap oturmarys. Uggat integrala getiryin bir
mysala seredelin.

D yaylany tutyan, dykyzlygy p(x, y, z) lizniiksiz funksiya bolan
jisimin m massasyny tapalyn. Edil icgat integraly kesgitleysimizdéki
yaly tekizlikleri gegirip, jisimi bolejiklere bolelift. Onuii i-nji bolejiginini
gowriimini AV, massasyny Am_ bilen belgildlifi. Onda

m= i:Aml.

boljakdygy aydyndyr. Eger i-nji bolejikde, i = 1,n, P(x,y,z)nokady
alyp, sol bolejikde jisimifi dykyzlygy hemiselik we p(x, v, z,) baha defi
hasap etsek, onda bolejigiii Am, massasy takmynan
Am. = p(x,,y,,z)AV,
formula bilen kesgitlener we m li¢in
m=Y 0(x,5,5) AV,
i=1

takmyn formulany alarys. Bu sotiky formula / né¢e kigi bolsa, sonca-da
takyk bolar. Sol sebépli soiiky denlikde / nola ymtylanda predele gegip,
licgat integralyn kesgitlemesine gord

m= fffp(x,y,z)dv
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takyk defiligi alarys. Edil suha menzeslikde, jisimifi C(x , y, z ) agyrlyk
merkezinin koordinatalary ii¢in asakdaky formulalary alarys:

x, = %/;ffxp(x,y,z)dv,
vo= o ez,

-1
z = p. 'éffzp(x,y,z)d\/.
I, Iy , I_— inersiya momentleri ligin

I = f/f(y2 +z%)0dV,
L= [[[(+2)0av,
L= fff(yz +x%)odV;

K, Ky, K_— statiki momentler ti¢in

K = _/; f f xodxdydz,
K, = / f f yodxdydz,
K.= [[[ zodxdyaz

formulalary almak kyn daldir.

§7. Ucgat integraly hasaplamak

Goy, xOy tekizlikde D yayla berilsin we L onun ¢idk nokatlaryndan
duryan egri, yagny ¢dgi bolsun. Oxyz giislikde ugrukdyryjysy L
egri bolan, emele getirijileri z okuna parallel goniiler bolan § silin-
dre seredelin. Goy, f,(x, ), f,(x, y) funksiyalar D yaylada tizniiksiz
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bolsun. S silindri z = f, (x, ), z = f,(x, y) ustler bilen kessek, onda
Q silindrik jisim emele geler. f(x, y, z) € C(Q) bolan yagdayynda

éfff(x,y,z)w

integral asakdaky formula boyunca hasaplanyar:

Ax)
[[[f fxy.zyav= [ ( i f(x,y,Z)dz>dxdy,

Bu yerde i¢ki integral hasaplananda x, y liytgeyadnler hemiselik
hasap edilyir. Eger berlen R yayla birndge O, Q,, ..., Q, silindrik ji-
simlerden duryan bolsa, onda fdV integral

i}

ff de:fglfffd\/+£fffdv+...+£fffdv

formulany ulanmak bilen tapylyar. Eger O yayla emele getirijileri x
okuna ya-da y okuna parallel bolan silindrik {isti kesmek bilen alnan
bolsa, onda hasaplama formulalary degislilikde

h(»z)

fgff fav = f / ( / fdx)dydz,

h(>2)
f f fdV = f f ( ?;dy)dxdz
o D h(x2)

gorniisde bolar.

1-nji mysal. x=0,y=0,z=0,x + y + z =1 tekizlikler bilen ¢ék-
lenen we dykyzlygy p = 1 + x + y bolan jisimiii massasyny tapalyi.
Jisimin tutyan yaylasyny Q bilen belgilesek, m iigin

= ff] ooy
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formulany alarys. Q yayla, emele geti- VA
rijileri z okuna parallel, ugrukdyryjysy g
AAOB-nin perimetri bolan silindrik iisti
z=0,z=1—-x—y Ustler bilen kesip
alynyar (122-nji surat).

Diymek, birinji formula gora

alarys:
= [ oav - | \
I—x—y

- f(f(l +x+ y)dz)dxdy

D 0

=y

122-nji surat

ya-da
m=/ff0dv=ff(l+x+y)(l—x—y)dxdy:

1 1- 1
:Ofdx

I—x

dx =

0

=Gty = [y 23]

0 0
‘2 X 1

Edil ikigat integraldaky yaly, ki yagdaylarda iicgat integraly hem
tiytgeyénleri ¢alsyrma usulyny ulanyp tapmak amatly bolyar. Mysal
licin, integral alynyan yayla sar, saryn sektory ya-da segmenti bolan
yagdaylarynda sferiki koordinatalara gecmek, yagny

x =rsinf cosp, y =rsinfsing, z=rcosf

calsyrmany girizmek amatly bolyar. Bu yagdayda gecis formulasy

fff f(x,y,z)dxdydz =

= fff f(rsinfcos ¢, rsinfsin g, rcos @) r’sin Odrdpdl
Dl

gorniigde bolar. Bu yerde D, yayla Orp6 dekart koordinatalar ul-
gamynda silindrik jisim bolar. Hususy halda, D sar bolan yagdayynda
D, goniiburgly prizma bolyar.
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Eger D yayla esasy egrigyzykly sektor bolan silindrik jisim bolsa,
onda silindrik koordinatalara gegmek, yagny

X = rcos e,
y = rsing,
zZ =17z

calsyrma girizmek amatly bolyar. Bu yagdayda ge¢is formulasy
fff f(x,y,z)dxdydz = fff f(rcos @, rsin go,z)rdrdqodz

gorniisde bolar. Bu yerde D, yayla esasy egri¢yzykly trapesiya bolan
silindrik jisim bolar.

2-nji mysal. x* +y* +z2 < R?, 2> 0, birjynsly yarym saryn agyrlyk
merkezini tapalyii. Yarym sar z okuna gord simmetrik bolany sebipli,
onuit C(x, y, z.) agyrlyk merkezi z okunda yatar, yagny x, =y =0
bolar we yokardan belli bolgy yaly,

zﬁz%fbffzpd‘/, m:fofpdv

formula arkaly kesgitlener. Jisim birjynsly bolany sebépli, p = p, —
hemigelik bolar. Alarys:

m = poff/d\/: %nR%O,
D
2= 3l

x = rsinfcos g,

Indi

y = rsinfsin g,

z=rcost
calsyrmany girizelii, yagny sferiki koordinatalara gecelin. Onda yo-
karda getirilen formula gor,

z, = 3. }Qg fbffrcos Or’sin Odrded? .

2 7
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D yayla0<r<R,0<¢<27, 0=<0<
bolanyu(;m

% goniiburgly prizma

z, = % 7;23 f/(fﬁsin@cos ﬁdr)dqodé’

bolar. Bu yerde, D, — (O <21, 0<60=<
Alarys:

%) gontiburcluk.

ff &sm 6 cos Odpdl =

ZL' 2 T R%

% RSfd(p fR—smﬁcostH

Yagny C <O, 0, %R) — agyrlyk merkezi.

Bellik. f f f dxdydz integralyn bahasynyn D yaylanyn gowriimine
D

den bolany ii¢in, ticgat integraly géwriim tapmakda hem ulansa bolar.

Umumy halda
x = x(u,v,1),
y =y(u,v,1),
z =z(u,v,1t)

calsyrma girizilende, ikigat integralda getirilen manysynda D yayla
D, yayla gegse,

ff f(x,y,2)dxdydz = fff Fe(u,v,t),y(u,v,t),z(u,v,t)| I |dudvdt

gecis formulasyny alarys. Bu yerde / — yakobian diylip atlandyrylyan
kesgitleyji, yagny



XI. EGRICYZYKLY WE UST INTEGRALLARY
BARADA DUSUNJE

§1. Egricyzykly integrallar

Ginislikde Z egri ¢cyzyk berlen. 4 — egrininl baslangyg¢, B — ahyrky
nokady bolsun. Egrini M (x, v, z)) =4, M (x,y,,2 ), . M (X ,y .z ) =B
nokatlar bilen bolejiklere bolelin. M(:M1 duganyn uzynlygyny S,

MOVM2 duganyfi uzynlygyny S, , ..., MOVMn duganyfi uzynlygyny S
bilen belgillin.

belgilemeleri girizelin. Goy, Z endigan egri bolsun, f(x, y, z), P(x, , z),
O, v, z), R(x, y, z) Z egriniin nokatlarynda ya-da Z egrini saklayan
yaylada kesgitlenen we Z egriniii nokatlarynda iizniiksiz funksiyalar
bolsun. Her bir M, M, k = 1,n, dugadabir (¢, 5,, {) nokady saylap
alalyn we asakdaky jemleri diizelin:

> A€ E)AS, ()
> P(&.7,8)8x, @)
> 0(E7:6)Ay, 3
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ZR(S/(’ 77/(’ §k)AZk' (4)
k=1
Eger (1) jem 4 nola ymtylanda (P, nokatlaryf saylanyp alnysyna

we Z egrini bolejiklere boliisimize baglanysyksyzlykda) bellibir predele
ymtyl;’/an bolsa onda sol predele f(x, v, z) funksiyanyn Z egri boyunca

......

f fds ya-da f fds
z A
gorniisde belgilenyir. Yagny kesgitlemi gora,
[ fds = 1im3” f(&.7,.8,)AS,.
z k=1
Eger (2) jem A nola ymtylanda yokardaky sertlerde bellibir predele
ymtylsa, onda sol predele P(x, y, z) funksiyanyn Z egri boyunga ikinji
gorniisli egrigyzykly integraly diyilyar we ol
B
f Pdx ya-da f Pdx
z A
bilen belgilenyar. Kesgitlema goré alarys:
[ Pdx = 1im P(&,7,,£,)Ax,.
z k=1
f Ody, f Rdz integrallar hem suna menzeslikde
z z
dey = I}PE}Z Q(Sk’ e ék)Ayk’
z k=1
fRdZ = 1}?3; R(Ek’ 77k’ é’k)AZ
E -

denlikler arkaly kesgitlenyérler. Adatga, f Pdx, f Qdy, / Rdz integ-
rallaryn jemi
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f Pdx + Qdy + Rdz ya-da / Pdx + Qdy + Rdz
z A

gornilisde yazylyar we bu jeme ikinji gorniisli egri¢yzykly integral

Goy, Zegrix =x(t),y =y(0),z =z(t), a <t <, x(@) =x , (@) =y,
z2(@) =z, X(B) = x,, Y(B) = v, 2(B) = z, parametrik gérniisde berlen
bolsun we x(t), y(¢), z(¢) funksiyalaryn 6zleri hem-de olaryn birinji ter-
tipli oniimleri [, f] kesimde tizniiksiz bolsun. Onda birinji we ikinji
gorniigli egrigyzykly integrallary hasaplamak {i¢in ulanylyan asakdaky
formulalary alarys:

B B
f Jds = ff(X(t),y(t),Z(t))\/%'(f)2 +y () +2(t)dt,
/de +Qdy + Rdz =

B
= [IPE®,50),20)x 1) + 0@ (0,y(0,2(0)y(0) +

+R(x(1),y (1), z(2))z'(2)]dt.

Eger indi Z egriniit M(x(¢), y(¢), z(¢)) nokadyndaky galtasyanynyn
ortuny, yagny {cosa, cosf, cosy},

cosa = x(1) ,
Sy + 207
.
= ey 2y
cosy = Z(1)
Sy + 207

wektory T bilen belgilesek, onda birinji we ikinji grniisli egrigyzykly
integrallary baglanysdyryan

dex+Qdy—|—Rdz = f(PcoscH—Qcos,B—ercosy)ds

z

438



formulany alarys. Adatca, ds=dx-i + dy- j+ dz -k, F = {P. O, R}
wektorlary girizip, soniky denligi

ZfF-a’S:ZfF-fds

gorniisde yazyarlar. Biz egrigyzykly integrallaryn hasiyetlerinin tistiin-
de durup hem ge¢medik. Emma olaryn kesgitlemelerinden we olary
hasaplayys formulalaryndan gorniisi yaly, olar kesgitli integrala degisli
hésiyetlerin kopiisine eyedirler.

Eger material nokat F giiyjiifi tisiri astynda Z egri boyunca A4
nokatdan B nokada siiysen bolsa, onda F giiyjuin su gecisde bitiren / isi

lzsz-ds=sz-rds=Zdex+Qdy+Rdz

formula bilen kesgitlener. Eger Z material egri bolup, onunl dykyzlygy

o(x, y, z) bolsa, onda onun m massasy m = f o0(x,y,z)ds formula
bilen tapylar. Bu formulalaryn ikisi hem e grigyzzykly integralyn kesgit-

lemesine metizeslikde ¢ykarylyar. Biz olary gaytalap durmarys. Yone
bir zady belldlin. Tekizlikde yatyan Z egri li¢in egricyzykly integrallar

[ fxy)ds, [ Pax+ Qdy

gorniisde bolarlar. Olara ginislikddki integrallarynl hususy yagdayy
hokmiinde garamak bolar.
I-nji mysal. x =¢, y = t2—2, 1 <1< 3 egrigyzygyii dugasy ber-
len, o = (1 + 2y)‘% onun dykyzlygy. Duganyn m massasyny tapalyn.
Yokarda getirilen formula gori, m = f o(x,y)ds. Birinji gorniisli

z
egricyzykly integraly hasaplayys formulasy boyunca alarys:

1+

T _ 7
412
39

el
m—f<l+2 t> VIP+£dt = f dt —arctg\/g—arctgl—
1

T _
3
4



2-nji mysal. Material nokat F' = {1, x +y, y+ z} giiyjiifi tasiri
2
astyndax =t¢, y = t—, z=1t+1,0<¢<3 egri boyunga A(0; 0; 1) no-

katdan B(3; 4,5; 4) nokada siiystipdir. Gliyjiin su gegisde bitiren / isini
tapalyfi. Yokarda getirilen formula gor,

= dex+Qdy+Ra’z.
Z

Ikinji gorniisli integraly hasaplamak formulasy boyunca alarys:

3
_ . r r . _
]—JT11+<%%2y+<2+t+1>lPL—

3

_ 3. P\ _ag1l
_f<2+t+2r +2>dz_348.

0

§2. Grinin formulasy

Tekizlikde yapyk Z egri bilen ¢ak-
lenen yapyk D yayla berlen. D yaylada
Ozleri we birinji tertipli hususy 6niim-
leri iiznliksiz bolan P(x, y), O(x, )
funksiyalar berlen.

JRM+Q@

123-nji surat

integraly hasaplalyn. D yayla 123-nji
suratdaky yaly bolsun. Onda alarys:

¥, (%) b

[ Gy ey = f dv [ Gldy= [1PGy,(0) = POy, ()ldx =
b a (%) a

:—fP(x,yl(x))dx— fP(x,yz(x))dx :—fP(x,y)dx,
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ff dxdy—fdy f %dx—f[Q(x (¥)y) = O(x,(¥).y)]dy =

e
- [ o). dy+fQ y)y)dy—fQ x.y)dy.

Bu ikigat integrallaryn ikinjisinden birinjisini ayryp taparys:

/ | ( _op >dxdy - f Pdx + Ody.

Bu yerde egrigyzykly integral A — C — B — D — A ugur boyunga
alynyar. Sonky formula Grinint formulasy ady bilen bellidir. Ol formula
ikigat integraly egricyzykly integralyn {isti bilen aflladyar. Biz Grinin for-
mulasyny getirip ¢ykaranymyzda D yaylanyn ¢aginiii 123-nji suratdaky
yaly bolmagyny talap etdik. Emma bu talap artykmacdyr. Grinini formulasy
Z 0z-6ziini kesmeyan islendik yapyk, endigan egri bolanda hem dogrudyr.

Goy, D ¢ékli, 6z-6ziini kesmeyén, endigan Z egri bilen ¢éklenen
yayla bolsun. P(x, y) = -y, QO(x, y) = x funksiyalar ticin Grinifi for-
mulasyny yazalyn:

f/(l + 1)dxdy = /xdy — ydx.

VA
Bu yerden, f f dxdy = meyd.D bolyandygyny g6z 6niinde tutup,
D
D yaylanyn meydany iigin

meyd.D = —fxdy vdx

formulany alarys. f xdy — ydx integral haysy ugur boyunca alnanda

VA
hem formula dogry bolar yaly meydan {i¢in formulany

f xdy — ydx

VA

meyd.D = %

gorniisde yazsa hem bolar.
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2
?
nyny tapalyn. Ellipsin defilemesini x = acost, y = bsint, 0 < ¢ <27
parametrik gorniisde yazalyn we formulany ulanalyn. Alarys:

Mysal. = + =1 ellips bilen ¢éklenen figuranyn meyda-

, 1
meyd.D =—| | xdy — ydx|,
2l/
27
meyd.D = % f(a cost-bcost + bsint-asint)dt| = mab.
0

§3. Ust integrallary

> ust x = x(u,v), ¥y = y(u,v), z = z(u,v), M(u,v) € D parametrik
gorniisde berlen. x(u,v), y(u,v), z(u,v) funksiyalar D yaylada tizniiksiz
we olaryn birinji tertipli hususy ontimleri hem sol yaylada {izniik-
siz bolsunlar. )’ istiin nokatlarynda iizniiksiz F(x, y, z), P(x, y, z),
O(x, y, 2), R(x, y, z) funksiyalar berlen. uOv tekizlikde yatan D yaylany
u oka parallel we aralyklary /4 bolan goniiler bilen hem-de v oka pa-
rallel we aralyklary / bolan goniiler bilen bolejiklere bolelin. Olary
1-den n-e genli belgilap gykalyn. Ol bolejiklerin meydanlaryny AS,
i=1,n, bilen belgililin. M(u,v) nokat D yaylanyii i-nji bélegini yzarlap
cykanda, (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) nokat ) istiiii bir bolejigini yzarlap
cykar. Bu bolejigi hem i-nji belgi bilen, onunt meydanyny bolsa Ac’
bilen belgildlin.

Diymek, Y list meydanlary Ac', Ad?, ..., Ac” bolan n bolege boliiner.
> ustiin i-nji bolejiginiit xOy tekizlige bolan proyeksiyasynynl mey-
danyny Ao, xOz tekizlige bolan proyeksiyasyny Ao, yOz tekizlige
bolan proyeksiyasyny Ao, bilen belgilélin. D yaylanyf i-nji bolejigi-
nifi iginde R (u,v,) nokady we } istiin i-nji bolejiginde bolsa degisli
N(x(u,,v), y(u,v), z(u,v)) nokady alyp, asakdaky jemleri diizelin:

ZF(xi,yl.,zi)Adi, ZP(Xi’ypi)AG
i=1 i=1

2 0(x,5,2)A0, D R(x,3,2)A0,;
i=1 i=1
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bu }’/erde X, = x(u v), yv,=y(u,v), z =z, v). Jemlere ) ist bo-

......

Kesgitleme. Eger ZF (x,y,z) Ao’ integral jem / nola ymtylan-
i=1

da, ) Usti ndhili edip boleklere bolenimize we N(x, y, z,) nokatlary
néhili edip saylap alandygymyza baglanysyksyzlykda, bellibir predele
ymtylyan bolsa onda sol predele F(x, y, z) funksiyadan )| iist boyunca

rrrrrr

------

Birinji kysymly iist integraly f f Fdo bilen belgilenyir. Seylelik-
z
de, kesgitleméa goré birinji kysymly tist integraly
[/ Fdo = lim 3" F(x,,2)A0"
> =
denilik bilen kesgitlenyir.

Kesgitleme. Eger z P(x,y,z, )Ao‘ integral jem /4 nola ymtylanda,

> isti néhili edip boleklere bolendigimize we N(x, y, z,) nokatlary
ndhili edip saylap alandygymyza baglanysyksyzlykda, bellibir predele
ymtylyan bolsa onda sol predele P(x, y, z) funksiyadan ) iist boyuncga

......

Ikinji kysymly iist integraly f f P(x,y,z)dydz bilen belgilenyar.
z
Seylelikde, kesgitlema gora, ikinji kysymly iist integraly
f [ P(x.y.2)dydz = 1}592": P(x,y,2) A0

denlik bilen kesgitlenyar. Edil suia menzeslikde, f O(x,y,z)dxdz,

f R(x,y,z)dxdy ikinji kysymly iist integrallary asakdaky deilikler

bllen kesgitlenyar:
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]]Qm%@m¢=ggigmw@mqﬂ
b =
ffR(x,y,z) dxdy = %i_ran:R(xi,yi,zi) Ao,
5 i=1

> iisti kesgitleyan funksiyalar barada edilen teklipler yerine ye-
tende, £, P, O, R funksiyalar ) iistiin nokatlarynda {izniiksiz hem ¢ékli
bolanlarynda ol funksiyalaryn ) iist boyunga integrirlenyén funksiya-
lar boljakdygyny, yagny getirilen dort {ist integrallarynyn barlygyny
belldp gecelin.

Adatga, soniky ikinji kysymly iist integrallarynl jemini

00?@&+QM&+RM@
z
gornilisde yazyarlar we sol jeme ikinji kysymly st integraly diyyérler.

§4. Ust integrallaryny hasaplama formulalary

Biz list integrallaryny kesgitldnimizde ilki bilen D yaylany D,
D,, ..., D bolejiklere boliipdik, ol bolejiklerii meydanlaryny AS, bi-
len, ) Ustiin D, bolejige degisli i-nji boleginii meydanyny A’ bilen
belgildpdik. Parametrik gérniisde berlen {istiin meydanyny hasaplamak
formulasyny ulanyp, yazyp bileris:

72 ’ 712

| dudv.

v v

y ZM
Ao’ =

Yazmagy yenillesdirmek tigin ¥ tstiitt M(x(u,v), ¥(u,v), z(u,v))
nokadynda iiste bolan N perpendikulyary girizelin. Ol

~.

J k
N(u’v> = 'xu, y
’ yl

=
~

z
u
’
X, z
v

<
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formula arkaly tapylyar. Onun uzynlygy

|N(u,v)|:\/

bolar. Indi A¢’ ligin integraly

Ao’ = [f|]\7(u,v)|dudv

’ ’

2 2 ’ ’ 2

X,y
’

’
XD,

’
yu Zu
’ ’
Y, Z,

u u

’
X Z

v v

u

’

gorniisde yazyp bileris. Sonky integrala orta baha baradaky formulany
ulanyp alarys:

Ao’ =|N(u,v)|AS.

Bu yerde (u, v)) € D.. Seylelikde, birinji kysymly integraly kes-
gitlemegin formulasyny

[ Fdo = lim 3" F(x,,2) N(u,v)|AS,
b =
gornilisde yazyp bileris. Ikigat integralyn kesgitlemesine gora,

lhifrolzn: Fx(u,v),y(u,v),z(u,v))| N(ui, v)|AS =
i=1

= ffF(x(u,v),y(u,v),z(u,v))|N(u,v) \dudv.

Diymek, f f Fdo integraly hasaplamak ii¢in asakdaky formulany
alarys: P>

f/F(x,y,z)do‘ = ffF(x(u,v),y(u,v),z(u,v))\N(u,v)\dudv.

Ikinji kysymly integraly hasaplamak formulasyny getirip ¢ykar-
mak ticin N wektoryn ugrukdyryjy
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yu Z

u
’

Y, z,

| N(u,v)|’

kosinuslaryny girizip, asakdaky takmyn formulalary yazyp bileris:

u

x,
cos y(u,v) = —=———— y

-
COSB(U,V):_W, ’ ’ ( )’

cosa(u,v) =

Ao, = Acg'cosa(u,v,), Ao, = Ao'cosB(u,v,),
Ao = Ao'cosy(u,v,),

bu yerde (u, v) € D, kibir nokat. Bu deflikler 4 nége kigi boldugyga,
sonca-da takykdyr f / Pdydz, / f Qdxdz, f f Rdxdy integrallary

kesgitleyédn formulalarda Ao, Adﬂ, Ao, ululyklary olaryn yokarky

formulalar boyunga tapylan bahalary bllen calsyryp we integralyn
kesgitlemesini ulanyp, yazyp bileris:

[ f P(x,y,2)dydz = f f P(x,y,2)cos ado,
fo(x,y,z)dxdz = fo(x,y,z)cosb’do‘,

f/R(x,y,z)dxdy = ffR(x,y,z)cos ydo.
> z

Ya-da birinji kysymly integraly hasaplama formulasyny ulanyp alarys:

Pdydz = P(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) - y”, Z”, dudv,
e [
Odxdz = — o | dua,
'Z/‘ ‘ZA v ZV
Rdxdy = R(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) - x", y”: dudv.
s - [ o
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Pxe(u,v), y(u,v), 2(u,v)) = P(u,v), Q(x(u,v), y(u,v), 2(u,v)) = Q(u,v),
R(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = R(u,v) belgilemeleri girizip, yokarky formu-
lalary, adat¢a, asakdaky yaly umumy gorniisde yazyarlar:

ff Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = f/(Pcosa' + Qcosp + Rcosy)do,
z z

f Pdydz + Qdxdz + Rdxdy =
z

’ ’

x
—O(u,v) x”, Y+ R(u,v)

v v

u
’

u le,

= f f P z ’

D v

Bu formulalarynn yokarkysy birinji kysymly iist integraly bilen
ikinji kysymly {st integralynyn arasyndaky baglanysygy beryar.

Eger i1 = N _ {cosa, cos B, cosy} we V = {P. O, R} wektory

|N |

girizsek, onda bu baglanysygy
[ f Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = f f (V-i)do
z z

()

y“, ldudv.

v v

gornlisde hem yazyp bileris. Formulalaryn ikinjisi ikinji kysymly tist
integrallarynyn hasaplayys formulasydyr. Ony hem gysgaldyp,

_Z[ f Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = Df f (V-N)dudv

gorniisde yazyp bolar.

Hususy yagdaylara seredelin. Goy, ) iist z = f(x, ), (x, y) € D
formula bilen berilsin. f(x, y), f'(x,y), f/(x,y) funksiyalar D yaylada
¢akli hem tlizniiksiz bolsunlar. Onda biz ) iistx =u, y=v, z=f(u,v),
(u,v) € D parametrik gorniisde berlen hasap edip bileris. Bu yagdayda
J k
0 —fli=fj+k
1

.s@x

'11

bolar we birinji kysymly f do st integralyny hasaplama formu-

lasyny p>
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f F(x,y,z)do = ff F(u,v,f(u,v))y 1+ £+ f7* dudv

> D

va-da u = x, v = y bolyandygyny yatlap,
ffF(x,y,z)da = ffF(x,y,f(x,y)) L+ £+ £ dxdy
z D

gorniisde yazyp bileris.

Eger ) tistx =f(y, 2), (y, z) € D, gorniisde berilse we f(y, z) funk-
siya D yaylada yokarda f(x, y) funksiya goylan sertleri yerine yetirse,
onda birinji kysymly iist integraly

[ Fdo = [[ F(f(.2).9.2) )1+ + 7 dydz

z

formula arkaly hasaplanar. ) iist y = f(x, z), (x, z) € D, formula bilen
berilse, onda yokarky sertlerde integral

f f Fdo = f [ F(x, f(x,2),2) /1 + £ + £~ dxdz

formula arkaly hasaplanar. ) iist z = f(x, ), (x, y) € D, formula bilen
berilse, onda ikinji kysymly f f R(x,y,z)dxdy st integraly
z

f f R(x,y,z)dxdy = f f R(x,y.f(x,y))dxdy

formula boyunga hasaplanar. ) listx =f(y, 2), (), z) € D, formula bilen
berilse, onda ikinji kysymly f f P(x,y,z)dydz st integraly
z

ffP(x,y,z)a’ya’z = ffPV(y,Z),y,z)dydz

z
formula boyunga hasaplanar. ) iisty = f(x, z), (x, z) € D, formula bilen
berilse, onda ikinji kysymly f [ Q(x,y,z)dxdz ist integraly
z
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,/fQ(x’y’Z)dde:f O(x,f(x,2),z)dxdz

formula boyunca hasaplanar.

Bellik. Ust integrallary yokardaky yaly ikigat integrala getirilende
> uistiin normal wektorynyn i¢ki ya-da dagsky normaldygy moéhiimdir.

1-nji mysal. f f xdydz + ydxdz + zdxdy integraly x = 0, x = 1,
z
y=0,y=1,z=0,z=1 tekizlikler bilen ¢éklenen kubui {stiiniii
dasky tarapy boyunga hasaplamaly.

Coziilisi. Kubun istiinin dagky tarapy boyunca diymek, kuba gegi-
rilen normal onuit hemme granlarynda dasyna seretmelidir, yagny dasky
normal bolmalydyr diymekdir. Goy, 7 = {cosa,cos/3,cosy} kubuii
istlinin dagky normaly bolsun. Onda, ikinji kysymly {ist integralyny
birinji kysymly iist integraly bilen baglanysdyryan formula goré alarys:

ff xdydz + ydxdz + zdxdy = ff(xcosa' + ycosf +zcosy)do.
z b

Bu yerde } — kubun isti. Kubui x = 0 tekizlikddki granyny
>.» x =1 tekizlikdakisini ), y = 0 tekizlikdékisini },, y =1 tekiz-
likddkisini ), z= 0 tekizlikdédkisini ), z= 1 tekizlikdékisini ), bilen
belgildlin. Integralyn hisiyetine gord alarys:

ff(xcosa +ycos/3’+zcosy)d0‘ =
p)
6
= Zf/(xcosa +ycos B+ zcos y)do.
i:lzi

Y., stde 7 = {—1,0,0} we x = 0 bolyandygy li¢in alarys:
ff(xcoscz+ycosﬁ+zcosy :—ffxdydz——fdeydz—O

2
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Y., ustde 71 = {1,0,0} we x = 1 bolyandygy ii¢in,
ff(xcosa +ycosb’+zcosy)d0‘ = ffxdd = ffdo‘ =meyd.y, = 1.
Zz 2z 2,

>, istde n = {0, — 1,0} we y = 0 bolyandygy iigin,

ff(xcosa/+ycosﬁ+zcosy)dd=—ffydg:_ffod(;: 0.
%, 5 2

>, ustde 1 ={0,1,0} we y = 1 bolyandygy ti¢in,

/f(xcosa'i'ycosﬁ—i-zcos}')do‘:ffyda:ffdazme)}d.z4= 1.
5, 2 3

> iistde n = {0,0, — 1} we z = 0 bolyandygy fi¢in,

ff(xcosa+ycos,6’+zcosy)do‘ :—ffzda :—ff()do‘ -0
Zs

> ustde 71 = {0,0,1} we z =1 bolyandygy ii¢in,
ff(xcosa +ycosb’+zcos7/)dd = ffzdo‘ = ffdd = 1.
> > %

Hasaplanan integrallary gosup alarys:
f f xdydz + ydxdz + zdxdy = 3.
z

2-nji mysal. x>+ y?+ z2= R? sferanyn birinji oktantda yatyan S
bolegi boyunca f xdo integraly hasaplalyn. Sferanyn defilemesini
S
x = Rsinfcosp, y = Rsinfsing, z = Rcosh, 0 <0 =< %, 0<p< %
parametrik gorniisde yazalyn we

ffxdd = ffRsinﬁcos¢|N|d§0d€
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formulany ulanalyi. Buyerde D— 0 < § < %, 0<¢@< % goniiburg-
luk. Normal wektory tapalyi:

i j k
N|ox 9 o
N= ¢ d¢ P
o 9y oz
- o0 a6 a0
ya-da
W l_.Rsianosgo 0 . |—Rsinfsing 0

Rcosfsing —Rsinf ) Rcosfcosp —Rsind

—Rsinfsing Rsinﬁcosqo‘
Rcosfcosp Rcoslsing

+i|
=—R’sin*fcos¢ i — R*sin*@sing-j — R*sinfcos - k.
N -ift bahasyny formulada yerine goyalyn:

ffxd(f:ffRsinﬁcosqox

xy/ R*sin*@cos’¢ + R*sin*fsin’*@ + R*sin’fcos’f dpdf =

s
2

%
_ 302 _ 32 _7Z'_R3
= [fR sin’ @ cos pdpdl = OquofR sin’ @ cos pdf = 4

0

§5. Ostrogradskinin formulasy

Grinin formulasy yapyk egricyzykly integral bilen sol egrinin ¢ik-
leyan D yaylasy boyunga alnan ikigat integraly baglanysdyryar. Edil
suna meinzeslikde, Ostrogradskinin formulasy yapyk }’ iist boyunga
alnan iist integralyny sol {ist bilen ¢idklenen D yayla boyunca alnan
licgat integral bilen baglanysdyryar.

Goy, 6z-0zlini kesmeyén yapyk, endigan )’ iist berilsin. D sol {ist
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bilen ¢éklenen yayla bolsun. P(x, y, z), O(x, ), z), R(x, y, z) funksiya-
lar yapyk D yaylada kesgitlenen we 0zlerinin birinji tertipli hususy
ontimleri bilen yapyk D yaylada iizniiksiz bolsunlar. Onda beyik rus
alymy Ostrogradskinin adyny goterydn asakdaky formula yerliklidir:

Zf [ Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = f I/ <g§ + Ez’fy? + %f)dxdydz.

Bu formula }’ {ist tutus endigan bolman, endigan boleklerden
duryan bolanda hem dogrudyr. Eger 71 = {cosa,cos8,cosy} Y iliste
M(x, y, z) nokatda gecirilen normal wektor bolsa, onda Ostrogradskinin
formulasyny, ikinji we birinji kysymly {ist integrallaryny arasyndaky
baglanysygy ulanyp,

Zff(Pcosa/ + QcosfS + Rcosy)do = éff(?; + %% + g)dxdydz

gornlisde hem yazmak bolar. Adatga, V= {P,Q,R} wektory girizip we

W= 0P L 90 . 9R
divV = o + Jy + 9z

belgileméni ulanyp, soiiky formula
[| V-iddo = [[[ divV dxdya
z D

ya-da V. = Vi belgileme girizilip,

zf f Vdo = f f f divV dxdydz

gorniisde yazylyar.

§6. Stoksyn formulasy

> endigan boleklerden duryan iist, L egri onun ¢dgi bolsun.
L egrininn hem endigan boleklerden durmagyny talap edelin. Goy,
P(x, y, z), O(x, y, z), R(x, y, z) funksiyalar ) {istde kesgitlenen we
Ozlerinin birinji tertipli oniimleri bilen {lizniiksiz bolsunlar. Onda
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Stoksyn adyny goteryédn asakdaky formula yerliklidir:

[ Pdx +Qdy + Rdz = ff(f;]; - aag>dydz +
L 2z

dP _OdR 3Q_8P>
+(9L - 2K )a’xa’z+< 37— 20 )aay.

> iiste onun islendik M(x, y, z) nokadynda gecirilen normal wek-
tory 7i = {cosa,cos/3,cosy} bilen, L egrd onuf islendik nokadynda
gecirilen galtagyan wektory 7= {cosw,,cosw,, cosw,} bilen belgilalin.
Onda birinji we ikinji gorniisli egricyzykly integrallaryn we {ist
integrallarynl aralaryndaky baglanysygy ulanyp, Stoksyn formulasyny

f(Pcoswl + Qcosw, + Rcosw,)ds =

L

fo[(BR Z)Cosa+<ap aR)COSBJr(aQ ap)cosy

oz ox ax  dy do

gornilisde ya-da tow wektory diylip atlandyrylyan

i j k 50
F_|l8 5 8 _;(oR_
oV =15x 3y oz l<8y az>

P QO

R

;. 9P _ OR .£_£>
(5 8x)+k<8x Jy

Lfv-fds=szrozv-ﬁda

gorniisde yazyp bolar. V-7 = V.

wektory girizip,

. rotV-ii = rotV, gbrniisde belgile-
meleri girizip, Stoksyn formulasyny has yonekey

LfVTa’s = szroﬂ/,,dd

gbrniisde hem yazyp bolar.
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§7. Skalyar we wektor meydanlar

Eger D yaylada U(x, y, z) funksiya berlen bolsa, onda D yaylada
skalyar meydan berlipdir diyilydr. Mysal {i¢in, jisimin islendik no-
kadyndaky 7(x, y, z) temperaturasy, P(x, y, z) dykyzlygy skalyar mey-
dana mysal bolup bilerler. Elbetde, kop yagdaylarda skalyar meydan
wagta hem bagly bolyar. Yonekeylik tigin, nokadyn koordinatalaryna
bagly skalyar meydanlara serederis.

Kop tiytgeyénli funksiyalar gecilende biz U(x, y, z) funksiyanyn
gradiyenti diyen diisiinje girizipdik. U(x, y, z) funksiyanyn (x, y, z)
nokatdaky gradiyent wektory diyip gradU bilen belgilenydn we

gradU = {U/(x,y,z), U/(x,y,2), U (x,y,2)}

formula bilen kesgitlenyin wektora aydypdyk. Ofiden belli bolsy Valy,
gradU wektor U(x, y, z) funksiyanyn (x, ), z) nokatda in basym artyan
ugruny gorkezyér. gradU wektora U(x, y, z) skalyar meydanyn gra-
diyent wektory hem diyilyér.

U(x, y, z) funksiyanyn U(x, y, z) = ¢ dereje Ustiinin islendik M
nokadynda hasaplanan gradiyent wektoryn sol {iste M nokatda nor-
mal wektor bolyandygyny biz {iste onui berlen nokadynda gecirilen
galtagyan tekizlik barada diisiindirenimizde yatladypdyk. Adatca,
Gamiltonyn V — «nabla» atly operatoryny girizip, gradiyent wektory
VU gorniisde yazyarlar. Yagny

v =i 4 j%—ly] + k8 = graau

Eger D yaylanyi her bir M(x, y, z) nokadynda V = {P(x,y,2),
Q(x,y,z), R(x,y,z)} wektor berlen bolsa, onda D yaylada V wektor

Mysal {igin, akyan suwuklygyn ya-da gazyn berlen pursatda is-
lendik nokadynyn bellibir v tizligi bar. Ine, sol tizlikler (wektorlar)
suwuklygyn ya-da gazynl sol pursatda tutyan D yaylasynda wektor
meydanyny emele getiryérler. Eger U(x, y, z) D yaylada berlen endigan
skalyar meydan (funksiya) bolsa, onda D yaylanyn islendik nokadynda
VU — gradiyent wektor kesgitlenen bolyar. Ine, VU — gradiyent wektor-
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lar hem D yaylada wektor meydanyny emele getiryérler. U(x,y,z) = %;

a>0,r=,x"+y +z, funksiyanyin gradU wektoryny tapalyi.
U'= —%x, U'= —%y, U'= —%z bolyandygy sebépli alarys:

X ¥4

a a.._a.._a
rad~"- = —-=5xi — —yj — 5 zk.
g r r3 r3 y.] r3

Eger xi + yj + zk = r belgileméni ulansak, onda

grad % = —%F
bolar. Diymek, islendik M(x, y, z) ~ Z4
nokatda gradU koordinatalar bas- 1 y
langyjyna ugrukdyrylan wektor AQi <_<—
-« <«

bolyar. Onufi ululygy bolsa % den V. —

r ! — T
bolyar. Bu emele gelen wektor mey- - < =
danynyi Ordn tdsin manysy bar. L 0

Goy, koordinatalar baglangyjynda
m massaly O nokat yerlesen bolsun. ) y
M(x, y, z) nokatda yerlesen m, mas- [24-nji surat

saly nokady O nokat ululygy %,

a = ymm , bolan I’ giiy¢ bilen dziine dartar we F giiy¢ O nokada tarap

ugrukdyrylan bolar. Diymek, F =—A7;4>0 we |F |= AlF|= Ar

bolar. Beyleki tarapdan, F|= %. |F |-if iki bahasyny deiilédp alarys:

% =Arya-dad = %; A-nyn tapylan bahasyny yerinde goyup alarys:
F= —%F ya-da F = grad%.

Yagny O nokadyi dartys giiyclerinifi meydany grad% wektor meydany
bilen gabat gelyar. ’

D yaylada V = {P,Q, R} wektor meydany kesgitlenen diyelifi. D
vaylada yatyan L egri seredelin. Eger L egrinin islendik nokadyndaky
V meydanyn wektory sol egrd sol nokatda galtasyan bolsa, onda L
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egrd wektor egrisi diyilydr. Goy, x = x(¢), y = y(¢), z = z(¢) egriniii

parametrik defilemesi bolsun. Onda 7 = {dx v} dz} wektor L egré

dt’ dt’ dt
M(x(), (1), z(t)) nokatda galtasyan wektor bolar. Diymek, T wektor
we M nokatdaky V= {P,Q,R} wektor proporsional bolarlar. Yagny

T = AV ya-da
dx _ dy _ dz _
= AP, A0, = AR.

dt dr
Bu yerden wektor egrisinin differensial defilemesini
d _dy _d:
P Q R

gornilisde yazyp boljakdygy aydyndyr. P, O, R funksiyalar we olaryn
birinji tertipli hususy oniimleri D yaylada iizniiksiz bolanlarynda, D
yaylanyn islendik M (x,, y,, z,) nokadyndan gegyén we biitin D yayla-
da kesgitlenen yeke-tik wektor egrisiniii barlygy yokarda getirilen
differensial defilemelere degisli Kosinin barlyk we yeke-taklik teore-
malaryndan gelip ¢ykyar.

V wektor meydanyny haysy hem bolsa bir (mysal ti¢in, suwuklyk
va-da gaz) akymynyn nokatlarynyn tizlikleri emele getiripdir diyelin.
Sol akymyn ugrunda g6z oiiline getirilydn endigan )’ iist dur diyelin.
Wagt birliginde ) iistden ge¢yian suwuklygyn mukdaryny kesgitlalin.

>, usti her bolejigi taraplary /4-a denn bolan kubun i¢inde ya-
tar yaly edip, n bolege bolelinn. Olary 1-den n-e ¢enli belgildlin we
olaryit meydanlaryny degislilikde A, bilen belgilalin. V= {P,O,R}
wektorynl koordinatalary ) listde tizniiksiz we ¢ékli hasap edeliii. Onda
h-yn yeterlik kici yagdayynda )’ tstiin bolejikleri tekiz meydanca,
her bir bolejigin nokatlarynda vV meydanyn wektorlarynyni ugurlary
birmefizes, ululyklary hem defi diyip hasap etse bolar. Yagny i-nji
bolejikddki meydanyn wektorlary meydanyn sol bdlejiginiii haysy
hem bolsa bir N, nokadyndaky V wektoryna den diyse bolar. Onda
2. Ustiinl i-nji bolejiginden wagt birliginde gegyédn suwuklygyn AQ,
mukdary esasy i bolejik, gapdal gapyrgalary T{ wektora parallel,
uzynlyklary \71 wektoryn uzynlygyna den prizmanyi gdwriimine den

456



bolar (124-nji surat). Eger n, i-nji bolejlge N. nokatda gegirilen nor-
mal bolsa, onda prizmanyn beylkhgl V n, bolar we AQ. gowriim ligin
AQ, = (V n) Ao anlatmany alarys. D1ymek biitin )’ tistden gec¢yén
suwuklygyi O mukdary takmynan

QZV,

formula arkaly kesgitlener. Bu formula / nége kici bolsa, sonca-da
takykdyr. Onda % nola ymtylanda formulada predele ge¢ip,

Q = lhlfl(’]l;(vl n,.)Ao‘i

takyk deiiligi alarys. Birinji kysymly {ist integralynyii kesgitlemesini
ulanyp, sonky deiligi

Q:ffV~ﬁda ya-da Q=/f‘/nd0

gorniisde yazyp bolar. Seylelikde,
fand(j = ff(Pcosa + Qcosp + Rcosy)do
z z

integral wagt birliginde )’ tistden ge¢ydn suwuklygyil mukdaryny
anladyar. Sol sebéipli ona wektor meydanynyfl Z iistden gecydn akymy

zf f V.do = f f f divV dxdydz

Ostrogradskinifi formulasy dogrudyr. Yagny yapyk iistden wagt bir-
liginde gecydn suwuklygyn mogberi sonky denligin sag tarapyndaky
licgat integrala dendir. Bu }'Ierde Dy > st bilen ¢éklenen yayla.
Eger divV = a— + ?98 + ET ululyk wektor meydany kesgitle-
nen D yaylada tozdestwolayyn nola den bolsa, onda sonky denlikdéki
licgat integral we onui bilen bilelikde f f V do integral hem nola den
z

bolar. Yagny D yaylada Verlesyén islendik Y yapyk iistden ge¢yin
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meydan akymy nola deni bolar. Tersine hem dogrudyr. Eger D yaylada
yerlesyin islendik yapyk iistden ge¢yidn meydan akymy nola deii bolsa,
onda sol yaylada

9P L 99 L 9R _

e oy "oz =
tozdestwo yerine yeter.

Indi yene bir zat barada aydalyi. Material nokat V = {P,Q,R}

giiyjiin tdsiri astynda 4 nokatdan B nokada L egri boyunca gegende,

f Pdx + Qdy + Rdz
L

integralyn vV giiyjun su gecisde bitiren isine dendigini biz ozal goriip-
dik. Eger V wektor meydanyna degisli bolsa, onda yokarky integrala
V wektor meydanynyf bitiren isi hem diyilyar.
Eger U(x, y, z) funksiya tapylyp, biitin D yaylada gradU = V bol-
sa, onda V wektor meydanyna potensial wektor meydany, U(x, y, z)
funksiya bolsa potensial diyip at beryérler. Potensial meydanyn
material nokat 4 nokatdan B nokada gecende bitiryén isi dine 4 we
B nokatlara baglydyr hem-de haysy yol bilen 4-dan B nokada bary-
lanyna bagly déldir. Has takygy, ol 1§ potensial funksiyanyn 4 we B
nokatlardaky bahalarynyn tapawudyna, yagny U(B) — U(4) tapawu-
da dendir. V ={P,0Q,R} — potensial wektor meydany bolsa, onda
=U/, Q=U,/, R=U. bolar we bu meydanyi tow wektory —
rotV D yaylanyi islendik nokadynda nola deni bolar. Dogrudan hem,

OR _ 99\, 9P _9R <£ _ Q) _
rotV = <8y oz )“( oz o) My Tay )=
= iU~V +jU - U +kU,-U,") = 0.

Potensial meydanyinl bitiren isinini gegilen yola bagly dildigi
hakyndaky tassyklama Stoksyii formulasyny we rofV = 0 bol-
yandygyny ulanyp, afisatlyk bilen subut edilyér. Tersine, D yaylada
V wektor rneydanynyn potensial wektor meydany bolmagy {i¢in biitin
D yaylada rotV = 0 bolmagy yeterlikdir. Diymek, biitin D yaylada
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rotV = 0 bolmagy V wektor meydanynyn potensial wektor meydany
bolmaklygynyn zerurlyk we yeterlik sertidir.

Biz dine ii¢ dlgegli ginislikddki wektor meydanlaryna seretdik.
Iki dlgegli gifiislikdiki V = {P(x,y), O(x,y)} wektor meydanyna ii¢
6lcegli wektor meydanynyil hususy yagdayy hokmiinde garamak bolar.
Yagny ¥ iist tekizlikddki D yayla bilen gabat gelyir, R=0wez =0
diylip hasap edilse, ginislikddki wektor meydany tekizlikdiki wektor
meydanyna gecer we ginislikdaki wektor meydany li¢in alnan netijeler
bolsa tekizlikdidki wektor meydany {i¢in hem dogry bolar. Mysal ii¢in,
Stoksyn formulasy Griniii formulasyna geger, rotV — tow wektory

7 aQ_BP)
r0tV-<ax dy k

gorniise geler, rotV = 0 bolsa, yagny D yaylada

90 _opP

dx ~ 9y
bolsa, onda tekizlikdiki wektor meydany hem potensial wektor mey-
dany bolar we tekizlikdiki wektor meydanynyn bitiryén isi yola bagly
bolmaz.

Mysal. Material nokat yerifi towereginde hereket edip, A(x,, y,, z,)
nokatdan B(x,,y, z,) nokada gegipdir. Yerifi dartys giiyjiinifi su gegisde
bitiren isini kesgitlélin. Biz koordinatalar baslangyjy yerin merkezinde
yerlesen diyip hasap edyéris. Sonda yerin m massaly M(x, y, z) nokada
tésir edyén F giiyji ululygy boyuncga % den, ugry boyunga koordina-
talar baslangyjyna goniikdirilen bolyar. Bu yerde a — yeriii massasyna
we m massa bagly kébir hemiselik san.Y okarda sereden mysalymyzdan

gorniisi yaly, F = grad % bolar. Onda seredilydn meydanyn bitiren A4 isi

_ B _a_a _ a B a

formula arkaly kesgitlener.
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XII. HATARLAR

§1. San hatarlary

Matematikanynn durmusda yiize ¢ykyan meseleleri ¢ozmek {i¢in
doredilen gurallarynyn i¢inde hatarlar méhiim orun tutyanlarynyn
biridir. Olary, esasan hem, takmyn ¢oziiwde giniden ulanyarlar.
Funksiyanyn tablisasyny diizmek, integrallary we differensial den-
lemeleri takmyn hasaplamak meseleleri, esasan, hatarlaryn {isti bilen
amala agyrylyandyr.

Hatarlaryn i¢inde in yonekeyi san hatarlarydyr. Ol tiikeniksiz
sandaky gosulyjylaryi jemi barada diistinjedir.

a0+a1+a2+...+an+...

......

------

2.4,
n=0

gorniisde yazyarlar. Hataryn berilmegi ii¢in onun islendik agzasyny,
yagny umumy agzasyny hasaplap bolyan kanun berilmelidir. Ol kanun,
adatga, a = f(n) formula gorniisinde berilyar. Mysal tigin, a, = aq’,
n >0, formula boyunga n-ifi yerine 0, 1, .... sanlary goyup, san hatarynyn
hemme agzalaryny tapyp bolar. Ol hatar, diisniikli bolsy yaly,

ataqtag*+..+taq"+ ..
ya-da gysgaca
2 aq’
n=0
gorniisddki hatar bolar. Ol tiikkeniksiz geometrik progressiyanyn agza-
laryndan diiziilendir. Eger a, = 1 , n>3, formula bilen kesgitlense,

n+2
onda hatar
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va-da yayban gorniisde

1,1,1 1
steTT -t izt

hatar bolar. Umumy agzasy u, = f(n), n >0, formula bilen kesgitlenen
hatar, adatca,

2 f(n)
n=0
gorniisde yazylyar. Mysal ii¢in,

o N 1+ 1 N i T
;aq, ;n—2’ 2 ;smn.

Hataryl umumy agzasyny a = f(n), n > k formula bilen kes-
gitlemeden basga-da berlis usullary bardyr. Ki yagdaylarda hataryn

agzalaryny yzygiderli hasaplayys formulasynyn (rekurrent formulalar)

iisti bilen hem tapyarlar. Mysal li¢in, a, = 1 + al

n—1 n-2
n > 2, yzygiderli hasaplayys formulasy bilen berlen hataryii birnédge
baslangyc agzalaryny kesgitlalin.

s a,=1,a,=1,

a,=1, a =1, azzclll+;()=2, a3:;2+clz|:é+i:g’
Rt A RS SLIE S
Indi hataryn jemi barada s6hbet agalyn.
%+q+%+m+%+m:i%
"m0
hataryn agzalaryndan diiziilen
S,=a, S =a,ta,.., S =a,+..ta

------
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Kesgitleme. ian hataryn bolek jemlerinden diiziilen {S }* san
n=0

yzygiderliginin limS, = S predeli bar bolsa, onda ian hatar yygnan-
n=0

............

......

S:ian

n=0

gorniisdiki yazgy i a, hataryn yygnanyandygyny we onuil jeminifi
n=0

S sana dendigini ailladyar. Geometrik progressiyanyn agzalaryndan
diiziilen

2 aq’

n=0

hatary derfidlifi. Onuii bolek jemlerini tapalyni: S, = a, S, = a + agq,
S,=a+aq+aq,..,S =ataq+ ag>+..+aq"

B 1 _ qn+1

S, = ail iy
bolyandygy bize 6nden belli. {S }* yzygiderligin predelini kesgitlalin,
yagny

n+1
lim$, = limai—4

n—oo n—oo 1 —

predelifi hagan bar, hacan yokdugyny anyklalyfi. Eger |g|< 1 bolsa,

onda limS, = i a 7 bolar. Diymek, |¢| < 1 bolanda iaq" hatar yyg-
- n=0
nanyar we onuil jemi I f 7 bolar, yagny
a N"
=) aq" <1.
=y Z;) q" |q|

Eger |g|> 1 bolsa, onda limS, — yok. Diymek, |g|> 1 bolanda
hatar dargayar. Eger ¢ = 1 bolsa, onda S, = a(n + 1) bolyar we limS§,

n—oo

yok, hatar dargayar; g =—1bolsa §, =a, k=0,1, .58, =0,
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k=0, 1, ... bolyar we limS, yok, hatar dargayar. Ahyrda, seyle netija

a
l—gq

gelyiris: |¢|< 1 bolanda iaq” hatar yygnanyar, onuil jemi
n=0
den, |¢g|> 1 bolanda bu hatar dargayar.
1-nji mysal. Zw: 23n hatar yygnanyar. Sebdbi bu hatar mayda-

n=0

lawjysy g = %, a = 3 bolan tiikeniksiz geometrik progressiyanyn

agzalarynyn jemidir we | g | = % < 1 densizlik yerine yetyér.

2-nji mysal. i %(—3)” hatar dargayandyr. Sebébi ol mayda-
n=0

1

2

jemidir we |g| = |—3|> 1 defisizlik yerine yetyér.

lawjysy ¢ = — 3, a = = bolan tiikeniksiz geometrik progressiyanyn

3-nji mysal. i% garmoniki hatary dernalin.
n=1

! 2 2 " 2
SRR N T W
yagny islendik £ ii¢in
Tttty

bolany sebipli, islendik £ tigin S, = %(k + 1) denlik yerine yeter we

limS, = oo yok bolar. Diymek, i% hatar dargayan hatardyr.

n=1
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4-nji mysal. i 1 hatary derfidlifi. S, bolek jemi tapalyh.

Sn(n+1)
S, = 1.12 +21.3 +314 :%_%"‘%—%4'%—%: 1—%,..,
S”ZI_n—li-l'

{S,}* yzygiderligin predelini tapalym.

th:hmO——i—>:l
e = T

Diymek, i 1 hatar yygnanyar, onuil jemi hem 1-e den,
}’]agny n=1 n(n + 1)

-\ 1
I ;n(n+l)'

S,n=1,2,..bdlek jemler monoton artyan yzygiderlik bolany
sebapli, § <1,n=1,2, ... densizlikler yerliklidir.

. L1111 (=
S-njimysal. 1 > + 374 + - + ..+ )

derndlin. Hataryn jiibiit belgili bolek jemlerine seredelin.

S”:<l_%>+<%]ri>+“+«2kil-_%?>:

1,1 1
ST 3 st T e

+ ... hatary

{S,.}7 yzygiderlik monoton artyar we yokarky mysalda S <1
bolany sebépli, S, <1 bolar. {S,}”  yzygiderligiii monoton ari[yan

2k —

we ¢ikli yzygiderlik hokmiinde S predeli bardyr. S, =S + 1
bolany iiin, limS, , = limS, = S bolar. Sofia goré limS, = S alarys.
Diymek, 1 — % + % — % + ... hatar yygnanyan hatardyr.
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Ko6p halatlarda hataryn yygnanyanyny bilmek ii¢in, onun
agzalarynyfi modullaryndan diziilen hatary dernemek peydaly
bolyar. Eger ) a, hataryn agzalarynyn modullaryndan diiziilen

n=0

Z|a \ hatar yygnanyan bolsa, onda Za hatar moduly boyunca

nO

------

yygnanyandygyny subutsyz belldp gecelin. Emma tersine, islendik
yygnanyan hatar moduly boyunca hem yygnanyandyr diymek dog-
ry ddldir. Mysal li¢in, yokarda getirilen mysallardan gorniisi yaly,

_ 7+ 1
1 - % + % — i + ...+ (=1 + ... hatar yygnanyan hatardyr, emma
onuil agzalarynyin modullaryndan diiziilen 1 + % + % + ..+ % + ..

hatar dargayan hatardyr.

§2. Hatarlaryn hisiyetleri

Boliimde hatarlar barlanylanda ulanylyan birnége hésiyet subutsyz
getirilyar. Asakdaky

A:ian

yazgynyn Za hataryn yygnanyandygyny we onunl jeminint 4 bol-
yandygyny anladyanyny yene bir gezek yatladalyn.

1-nji hasiyet. Eger A = Za ¢ hemiselik san bolsa, onda
cA = an bolar.

1-nji mysal. — 1 = i L Onda zi =9 — 10 bolar.
n=0 n=0

2-nji hiisiyet. Yygnanyan hatarda islendik tiikenikli sandaky ag-
zalary islendik basga sanlar bilen ¢alsyryp alnan hatar yygnanyandyr.
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) 1 105

2-nji mysal. zm yygnanyan hatar. Onda ) a, +

oo 1 , ; ,
+n;6 W+ 1) hatar hem yygnanyan hatardyr. Bu yerde a ,

n = 1,105 — islendik sanlar.

n=1 n=1

3-nji hisiyet. Dargayan hatarda islendik tiikenikli sandaky ag-
zalary islendik basga slanlar bilen ¢alsyryp alnan hatar dargayandyr.
3-nji mysal. ;ﬁ dargayan hatar. Onda » a,+ > - hatar

n=1 n=1001 n

hem dargayan hatardyr. Bu yerde @, n = 1,1000 — islendik sanlar.

o)

ian we ibn hatarlar berilsin. ) (a, + b,) hatara berlen
n=0 n=0 n=0

......
n=0

4-nji hisiyet. Eger 4 = ian we B= i b, bolsa, onda

n=0 n=0

S(a,+b)=A+B we 3 (a,—b,)=A—Bbolar

n=0 n=0

4-nji mysal. 1 i L= i# hatarlar berlen.

Onda _% n=0 3 n=1 n( 1)
[ 1 1
1 S S
+,;[3” * n(n + 1)]
hatar yygnanyandyr we

[ 1 1 _ 1
1+;[3"+n(n+1)]_1_L+1
3

denlik yerliklidir.
5-nji hisiyet. Eger i a, hatar moduly boyunga yygnanyan bol-

n=0
sa, onda hataryn agzalarynyn orunlaryny ¢alsyryp alnan hatar hem

moduly boyunca yygnanyandyr.
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Za we Zb hatarlar berilsin, onda ZC c=apb +ab  +.+

n=0 n=0

+a b, hatara berlen hatarlaryn kopeltmek hasyly diyilyar.
6-njy hisiyet. Eger A = Ya,, B = Zb bolsa we Zan, b

n=0 n=0

hatarlar moduly boyunga yygnanyan hatarlar bolsa, onda olaryn Z c,,

c, = Zakb, . kopeltmek hasyly hem moduly boyunca yygnanyan
hatardyr we

e, =

n=0

deiilik yerine yeter.

5-nji mysal. 3 i 71 moduly boyunga
n=0 1 _ = n=0 I
3 2
yygnanyan hatarlar. Onda olaryn
1 _ <; n+1
© 1 B 1 ' n l k _ 3
;)Cna kz(; k 2nk_2n §(3) 1_%

kopeltmek hasyly, yagny Z

hatardyr we [1 B <%)’M] hatar hem yygnanyan

2 n

> 3 2yt 11 _
221-03) |- =3

denlik yerlikli bolar.

7-nji hisiyet. Islendik dargayan hem-de yygnanyan hatarlaryn
jemi we tapawudy dargayan hatardyr.

Kop meselelerde hataryil yygnanyanlygyny ya-da yygnanmayan-
lygyny bilmek yeterlik bolyar. Mysal {i¢in, deryanyn 1 km uzynlykdaky
bdleginden birinji gilin syzyp ¢ykyan suwuil mukdary 1 litr, ikinji glin
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% litr, ticlinji gilin % litr we 5. m. bolsun. Gordymége, syzyp ¢ykyan

suwlaryn mukdary kép hem dil yaly (yliziinji giin 100!, miiniinji giin
1000 litr we s.m. ). Emma »n giinde syzyp ¢ykyan suwun mukdary
1 1

S =1+ St W litr bolar. §, 6niden bilsimiz yaly, dargayan

garmoniki hataryn bolek jemi we n tiikkeniksizlige ymtylanda ol tii-
keniksizlige ymtylyar. Bu bolsa giinlerin gegmegi bilen, deryadan
syzyp yiten suwuil mukdarynyil ugursyz uly sanlara yetjegini anladyar.
Diymek, garmoniki hataryn dargamagyny bilmek, deryadan syzyp
cykyan suwlaryn mukdaryny azaltmagyn ¢éresiniii goriilmelidigini
gorkezydr. Suiia menzes mysallary yene-de getirse bolardy, yone biz
dinie bu mysal bilen c¢dkleneris.
Asakda hatarlaryil yygnanma nysanlarynyn birnigesi getirilyar.

§3. Hatarlaryin yygnanmagynyi zerurlyk nysany

Goy, S = Z a, bolsun. Onda, kesgitlemé gord, S =a +a ta,t.+a,
n=0

limS, = S bolar. Yzygiderligiii hasiyetine gord, limS, | = S boljakdygy

hem diigniiklidir. § —§ = a bolany sebipli,
lim(S, =S, )= lima,

n—oo n— o0

limS, —limS,_ = lima, $—S5=limaq,

n— o0

1
denlikler yerlikli bolarlar. Bu yerden

lima, = 0

denlik gelip ¢ykyar. Ona hatarlarynl yygnanmagynyn zerurlyk nysany
hékmandyr. Ol yerine yetmese, yagny lima, yok bolsa ya-da bar bo-
lup, nola dent bolmasa, hatar dargayandyr. Zerurlyk nysanyny1 yerine
yetmegi hataryn yygnanmagy li¢in yeterlik déldir, yagny lima, =0
bolan yagdayynda hem hataryii dargamagy miimkindir. Mysal ii¢in,
i W dargayan hatardyr, emma lima, = limi =0 zerurlyk nysany

el n—-o N

yerine yetyandir.
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§4. Hatarlaryn yygnanmagynyn defnesdirme nysany

z a, we Z b, san hatarlary berlen.

n=0

Birinji defiesdirme nysany. Goy, nislendik natural san bolsun.
Eger hemme n > tertip belgileri U u<;1n |a | < b, densizlik yerine yetse,

onda Z b, hatar yygnanyan bolsa, z a, hatar hem yygnanyandyr.

n=0 n=0

Subudy. Serte gora, ibn hatar yygnanyar. Onda onun S = b+

b+ +..+b,n=0,1,..bodlek jemleriniit yzygiderliginifi limS, = S

predeli bardyr we n = n bolanda b, = 0 bolyandygy licin S <S defisizlik

yerliklidir. i\ a,| hatara seredelifi. S, =|a,|+|q, |+ .. +|a,|, n=0,
=0

1, ... onufl bolek jemlerinifi yzygiderligi. Sadalyk tgin, n, = 0 hasap
edelin. Onda, Vn iigin, alarys:

=|a,|+|a, |+ .. +]a,|=b,+b +..+b =S =8
{S }* monoton artyan we géikli yzygiderlik bolany sebédpli
yygnanyandyr. Onda, kesgitlema gori, Z|a | hatar hem yygnanyandyr.

Gegen boliimlerini birinde bellenisi yaly, onda Z a hataryn 6zi hem
yygnanyandyr. =0

1-nji mysal. z 3'; _:_12 : 21n hatary derndlin. Bu yerde
"= 3’:1 —:_12 ' 21 lima, = 0 bolany sebipli, yygnanmagyn zerurlyk

serti yerine yetydr. Diymek, dernemegi dowam etdirmek gerek. Is-

wal 1L o3 +2 1 < 1 Gegsislik
3n*+2 2"_3n+2 2,,—2,, enisizlikler

yerliklidirler. Eger indi, b, = 2,1, Zb = Z% hatar bilen berlen
n=0 n=0

g ; 3’2 112 5 hatary defiesdirsek, onda islendik n fi¢in

la,| < b, boljakdygy aydyiidyr. Zb” = z 21 hatar, maydalawjysy
n=0

lendik 7 tgin a =
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q= %, |q|< 1, tiikkeniksiz kemelyidn geometrik progressiyanyfi

agzalarynyi jemi hokmiinde yygnanyan hatar bolyar. Onda birinji

denesdirme nysany esasynda, i w4l 1
=3nr+2 2"

IKinji defiesdirme nysany. Goy, 7, islendik natural san bolsun.
Eger hemme n > n, tertip belgiler tigin 0 < a < b _deiisizlik yerine

hatar hem yygnanyandyr.

yetse, onda i a, hatar dargayan bolsa, i b, hatar hem dargayandyr.

Subudy. Goy, tersine, Za hatar dargayar, emma Zb hatar yyg-

nanyan bolsun. Onda blI‘lIlJl nysana gord, z a, hatar hem yygnanyan
n=0

bolardy. Bu bolsa nysanyn sertine garsy gelerdi. Diymek, nysanyn
talap edyén sertleri yerine yetende, ikinji Z b, hatar hem dargayandyr.

2-nji mysal. ZM hatary derndlin. Islendik n>1

2’ +5n+ 3
2n’ +3n+5> 2n’ _ 2 1 1 gaeei
dein b, = 2n'+5n+3  2n+52°+3n° 10 n 5n defisiz
. et L 1 > .
likler yerliklidir. Eger indi a, = 5,0 > 1, ;an hatar bilen

2n°+3n+5 T _ _
,,Z‘) Z 20+ 50+ 3 hatary defiesdirsen, islendik n > 1 (n, = 1)

ligin 0<a <b ya-da 0 < SL < % boljakdygy aydyndyr.
Za = Z L hatar dargayan hatardyr. Onda, ikinji defiesdirme

nysanyna goré, Z b, = Z % hatar hem dargayandyr.
n=0

§5. Hatarlaryn yygnanmagy barada Dalamberin nysany

Dalamberin nysany.

n+l — l
=S
n

predel bar bolsa, onda / < 1 bolanda hatar moduly boyunca yygnanyar,
/> 1 bolanda hatar dargayar, / = 1 bolanda hataryn yygnanmagy ya-da
dargamagy barada hi¢ zat aydyp bolyan dildir.
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1 -1
2
<1

[ < 1 bolandaky subudy. Predelin héisiyetine gord, € =
1+
. 2
densizlik yerlikl