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Giris

Berkarar dowletimizinl bagtyyarlyk dowriinde hormatly Preziden-
timizin parasatly yolbascylygynda yurdumyzda amala asyrylyan
diiypli 6zgertmelerinn netijesinde ykdysadyyetimizi has-da yokary
gotermige, ilatymyzyn yasayys-durmus sertlerini gowulandyrmaga,
diinydnin 6sen dowletlerinini derejesine ¢ykarmaga goniikdirilen il
bahbitli, yurt dhmiyetli tutumly isleri yurdumyzyn rayatlarynyn ara-
synda gyzgyn goldawa eye bolyar.

Yokary matematika dersini okatmagyn maksady ykdysatcy hii-
nidrmenlere matematiki bilim bermek, seylelikde, alnan bilimi ykdy-
sady meseleleri modelirlemekde, deriiemekde we ¢6zmekde ulanma-
gy 6zlesdirmekden ybaratdyr.

Hazirki bazar ykdysadyyeti sertlerinde islejek ykdysatgy hiindr-
menlerden diiypli ykdysady bilimii hili boyunga talaplaryn yokar-
lanmagy, olara berilydn diiypli matematiki bilimiii ornuny yokar-
landyryp, matematiki tayyarlygyil yokary derejede bolmagyny talap
edyir. Matematikanyn esaslaryny 6zlesdirmek adamda logiki oylan-
ma, takyk bolmak, ¢ylsyrymly hadysalary il esasy baglanysyklary
boyunca yonekeylesdirmek, her bir meseld ¢uinur diisiinmek we dog-
ry (optimal) ¢6zgiidi ¢alt kabul etmek ukybyny terbiyeleyar.

Ykdysatcy hiindrmenleri tayyarlayan yokary okuw mekdeplerinin
talyplaryny okatmaklyk ykdysadyyet biliminiii esasy bolup hyzmat
edydn yokary matematika dersinden baglanyar. Bu hiindrler boyun-
ca tayyarlamak {i¢in dinie okuw kitaby we matematikanyn bdliimle-
rine degisli maglumat kitapgalar yeterlik déldir, nazary maglumatlary
amaly sapaklarda berkitmek we 6zbasdak okamak iicin meseleleriii
yygyndysy zerurdyr. Yygyndy tayyarlananda awtorlar, bir tarapdan,
hodiirlenydn mysal-meseleleri okuw dersinifi maksatnamasy bilen
baglanysdyryarlar, beyleki tarapdan, goniikmeleri ykdysady manysy
bilen dolduryp diizyarler. Seydip matematika aparatynyn ykdysady



dernewlerinde ulanmaklygynyn miimkingiliklerini gorkezip bolyar.

Bu yygynda analitiki geometriya, ¢yzykly algebra we matema-
tiki analiz boliimleri giryar. Analitiki geometriyadan gysga gorniisde
berlen maglumatlar esasy diisiinjeleri talyplara 6zlesdirmdge miim-
kingilikleri doredyar. Bu bolimde tekizlikde we giniglikde wek-
torlara, goni ¢yzyga, ikinji tertipli egri ¢yzyklara degisli mysallara
garalyar. Cyzykly algebra boliiminde kesgitleyjilere, matrissalara
we ¢yzykly denlemeler sistemasyna degisli mysallara we meselelere
seredilyar. Cyzykly algebra boyunca maglumatlar doly berilyar, seba-
bi bu boliim dhtimallyk nazaryyeti we matematiki statistika, ¢yzykly
programmirleme derslerinde ulanylyar. Yokary matematikany ifi uly
we yeterlik derejede ¢ylsyrymly matematiki analize degisli meseleler
yygyndynyi il kdp ornuny eyeleyédr. Bu boliimde bir we kop argu-
mentli funksiyanyn oniimine, ekstremal meselelerine, kesgitli we kes-
gitsiz integrala, hatarlara degisli meselelere iins berilyar.

Her boliimde ykdysady meseleler hodiirlenyédr. Meseleler yy-
gyndysy yokary okuw mekdeplerinit we orta hiindr mekdeplerinini
ykdysady hiindrler boyunca bilim alyan talyplary {i¢in niyetlenendir.



I bap
CYZYKLY ALGEBRA

§ 1. Goniide koordinatalar

Gontide nokadyn yerlesen yagdayyny kesgitlemek iicin koordi-
natalar sistemasyny asakdaky gorniisde guralyii:

Gontide erkin O nokady alalyii we ony koordinatalar baslangyjy
diyip belgildlin (/-nji surat).

Haysy hem bolsa bir kesimi (OF = 1) birlik 6l¢eg (masstab) diyip
kabul edelin.

Polozitel ugry diylip hemise bolsy yaly ¢epden saga gézyetimin
goni ugruny kabul edip alalyn: polozitel ugrun tersini bolsa, otrisatel
diyip atlandyralyn.

A B O E C M _
-5 -3 0 1 4 X X
1-nji surat

Gurnalan koordinatalar sistemasynda M nokat polozitel bolup,

X = % san bilen kesgitlenilyér. Ol bolsa O nokatdan M nokada ¢en-

li bolan aralygyn alamatynyn gosmak edilip alnandygyny gorkezyir,
eger O baslangyc¢ nokatdan M aralygyn ugry polozitel bolsa, x sana M
nokadyn koordinatasy diyilydr we umuman M(x) gorniisde yazylyar.
Onda 4,B,0,E,C,M nokatlaryn koordinatalary, degislilikde — 5, — 3,
0, 1, 4, x sanlar bolup duryar.

1. Berlen A(2,5), B(— 1%), C(v'2), D(0) nokatlary gurmaly.

Coziilisi: Gorsiimiz yaly, 4 hem-de B nokatlaryn gurluslary
aydyn bolup duryar C — nokady gurmak {i¢in, koordinatalar baslangy-
jynyn sag tarapyndan V2 -4 defi bolan kesimi yerlesdirelini, ol bolsa
bizin saylap tapan birlik uzynlygymyzda goniiburgly denyanly {ic-
burclugyn katetine denidir. D nokadyn koordinatasy x = 0.

2. Berlen A(3), B(-3,5), C(v'3), D(—+'5 ) nokatlary gurmaly:



3. Asakdaky denlemeleri kanagatlandyryan nokatlary gurmaly:

x> +x-6=0; 5)6x* —x*—x=0;
x—2 ,x—=1_x+3 _ 4. 2 Qy + —0-
2) 3t 4 1; 6)x*—8x+16=0;
3)x*—1=0; 7)x*—=16=0;
4Hx>+1=0; &) x*+ Tx=0.

4. A(2) nokada simmetrik bolan nokatlaryn koordinatalaryny:
1) koordinatalar baslangyjyna;

2) B(— 3) nokada;

3) C(4) nokada goré tapmaly.

§ 2. Iki nokadyn arasyndaky uzaklyk.
Kesimleri berlen gatnasyklar boyunca bolmek

Goy, 4 we B nokatlar 6ziiniil x, we x, koordinatalary bilen berlen
bolsun. Onda 4B uzynlyk asakdaky formula esasynda kesgitlenyér:

AB=x,—-x, (1)

bu yerde x, — baslangy¢ nokadyn koordinatasy; x, — ahyrky nokadyfi
koordinatasy (2-nji sur. ser.).

Afx) 0 B(x,)

=y

2-nji surat
S. A(x,) we B(x,) iki nokadyn arasynyf uzaklygy (d) asakdaky
formula boyunca tapylyar.
d=l|x,— x| (2)
6. Eger goni san okunda A(x,) we B(x,) iki nokat berlen bolsa,
onda islendik ti¢iinji C(x) nokat AB kesimi haysy hem bolsa bir

AC _
c =/



gatnasyk boyunca bolyér.

O Aix)  Clo By  x
v 0 Anx) B x
Ax) 0 By  Co x

3-nji surat

7. C(x) nokadyn koordinatalary asakdaky formula boyunga ta-
pylyar:

x, + Ax,

Y= 3)

Hususy yagdayda, eger 4 =1, bolsa onda, AB= CB we

_NTtX
X = > 4)

8. Goni ¢yzykda (okda) berlen A(2) we B(—5), C(—2) we D(4)
nokatlaryn esasynda emele gelyin kesimlerin uzynlygyny tapmaly. Bi-
rinji nokat kesiminl baglangyjyny, ikinji bolsa onuil ahyryny afladyar.

Coziilisi: (1) formulany ulanyp taparys:
AB=(-5-2)=-7, CD=4-(-2)=6.

9. 4 we B nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapyn:

1) A(2), B(3); 2) A(=4), B(-8).

Jogaby: 1) 1; 2) 4.

10. A(— 1) we B(5) nokatlar bilen ¢idklenyin kesimi 1) A = %;
2) A=-2 gatnasykda bolyin C nokady tapyn.

Jogaby: 1) C(1,4);2) C(11).

11. AB kesimin uzynlygyny tapyn:

1) A(1) we B(4); 2) A(—2)we B(3); 3)A(1,5)we B(—5,4);

4) A(-3) we B(— 7). Netijani gurup barlan.
Jogaby: 1) 3;2)5;3)-6,9;4)—4.



12. A we B nokatlaryn arasyndaky uzynlygy tapyn:
1) A(1) we B(— 3); 3) A(6) we B(2);

2) A(—4) we B(3); 4) A(-7) we B(—4).

Netijdni gurup barlan.

Jogaby: 1) 4;2)7;3)—4;4) 3.

13. Bir goniide 4, B, C nokatlar islendik gorniisde yerlesende
AB + BC = AC denliginl yerine yetydndigini subut edin. Bu denligiii
dogrudygyny asakdaky nokatlar {i¢in barlan:

1) 4Q2), B3), C(5);  2) A1), B(0), C(=3);
3) A1), B(-2), C(—4); 4) A(x), B(x,), C(x,).

14. A(—2), B(3), C(1) nokatlar berlen. Her bir nokadyn beyleki iki
nokadyn arasyndaky kesimi haysy gatnasykda bolydndigini kesgitlan.

> A =—3

Jogaby: A, = %; A, == 5

15. Eger A : 1; %; 0; —%; —1; —3 bahalary alyan bolsa, onda
A(—2), B(3) nokatlaryn arasyndaky kesimi 4 gatnasykda bolyan C no-
kadyn koordinatasyny tapyi.

1

Jogaby: C(%); C(0); C(—2); C(—7); olar yaly nokat yok; C<5 5).

§ 3. Kompleks sanlar
3.1. Kompleks sanlar

Goy, x, y hakyky sanlar bolsun. Onda z = x + iy ailatma komp-
leks san diyilyr, bu yerde i = v/— 1 . Sunlukda, x onufi hakyky bolegi,
y bolsa onun hyyaly bolegi diylip atlandyrylyar. Olar ii¢in Rez = x,
Im z = y belgiler ulanylyar.

Eger y = 0 bolsa, onda z = x hakyky sany alarys. Diymek, hakyky
sanlar kompleks sanlaryn hususy halydyr. x = 0 bolanda alynyan z = iy
sana sap hyyaly san diyilyar.

Ikiz =x +iy, we z,=x,+iy, kompleks san difie x, =x,,y, =y,



bolanda den diyip hasap edilyr, yagny
(z,=z,)< [Rez =Rez,Imz =Imz). (1)

Eger x =0 we y = 0 bolsa, onda z = x + iy kompleks san nola den

------

Kompleks sanlaryn kopliigi C bilen belgilenyar.
z, =a+bi we z,=c+dikompleks sanlaryf jemi diyip,

z, tz,=(atc)+(b+di
kompleks sana aydylyar.
16.z =3 -4i, z,=-5+3i

z,+z,=3-5)+(-4+3)i=-2-i
Kompleks sanlaryn jemi asakdaky hésiyetlere eyedir.
1)z, +z,=z, +z — kommutatiwlik
2)(z, tz,)*tz,=z +(z, +z,) — assosiatiwlik
7 =a + bi we z, = ¢ + di kompleks sanlaryfi kopeltmek hasyly
diyip,
z, -z, = (ac — bd) + (ad + bc)i

kompleks sana aydylyar.

17.z, =2 -3iwez,=—4+ 2i kompleks sanlaryi kopeltmek

hasylyny tapmaly.
2z, z,=(=8+6)+ (4 +12)i=-2+16i

Kompleks sanlaryn kopeltmek hasyly asakdaky kanunlara eyedir:

1)z, - z=z, -z, — kommutatiwlik

2) (z, z,) " z,= z," (2, z,) — assosiatiwlik

3z (z,+tz) =z *z,+ z, - z, — distributiwlik

z kompleks sanyil natural derejesi seyle kesgitlenyér:

"=z z ..z
[ —

n gezek



Asakdaky denlikleri afnisat subut edip bolyar:

Zn .Zm = Zn +m
(Zn)m — an

(Zl . Zz)n - Zln . Zzn

a + bi —kompleks sanyn algebraik yazgy gorniisi.
z, = a + bi we z, = ¢ + di kompleks sanlaryni tapawudy diyip,
z, +z=z ya-da (¢ + di) + (x + yi) = a + bi denlige kanagatlanyan

------

18.z, =4+ 5i we z,=-2+3i sanlarynl tapawudyny

tapyn.
z,—z,=(@4+50) - (2+3))=6+2i

Kompleks sanlarynl denliginiii esasynda z = a + bi sanyn nola
dent bolmagy ti¢in @ = 0 we b = 0 bolmagy zerur we yeterlikdir. Bagga
sozler bilen a* + b* = 0. Bu yerde a + bi # 0 bolmak tigin it bolmanda
a we b sanlaryn biri noldan tapawutly ya-da a* + b? # 0 bolmagy zerur
we yeterlikdir.

Goy, z = a + bi kompleks san berlen bolsun. z, bilen bellenen we

z,=a+bi we z,=c+di# 0 kompleks sanlaryfi payy diyip,

z, z=z ya-da (c+di)(x+yi)=a+bi (2)

denligi kanagatlandyryan z = x + yi kompleks sana aydylyar.

Seylelikde
ac +bd | bc —ad ;

z=x+yi=
c+d e+ d

19.z, =2-3i we z,=1+2i sanlaryii payyny tapyn.
Goy,zz=z' we z=x+yi.Onda
(1+2)(x +yi)=2-3i ya-da
x—2y)+(2x +y)=2-3i
Bu yerden

—x—=2y=2
2x+y=-3



2 =2

1 -2
= = =+ =5 = = _ =_4-
A‘21‘145,Ax’_3126 4
1 2
A, ‘2 AR B RS

x= —4 :_(),8; X = —7 :—1,4; }'/a-da z=-0,8-1,4i

Egerz =a + bi bolsa,onda z=a—bi sana:z-e catyrymly san
diyilyar.

Mysal igin z=2+ 3i sanyn catyrymlysy z = 2 — 3i.

Hususy yagdayda a = a + 0i hakyky san 6z-0ziline catyrymly,
sebdbi

a=a—-0i=a.

Belgilalin:
z+z=(a+ bi)+ (a—bi)=2a,
zz=(a + bi)(a — bi) = a* + b*.
z, oz, y . , .
B = - o va-da drobyii sanawjysyny we maydalawjysyny nol-

dan tapawutly bellibir sana kdpeltmek bolyar.

Su hésiyetin esasynda amaly hasaplamalarda iki sanyn payyny
tapmak ticin onuil sanawjysyny we maydalawjysyny, maydalawjy-
synda duran sanyin ¢atyrymly sanyna kopeldilyar.

20.

240 _ (2+0)(3 - 4i) _6—8i+3i—4" _10=5i _ 4 _ (9
3140 (3+40)(3 — 4i) 9116 25 o

1;, z # 0 san z ! bilen belgilenyédr we bu san z sana ters diyil-

yir. Seylelikde, z, sany z, sana bolmek z, sany z,”' sana kopeltmegi
anladyar.

21.z=3—-4, z7'=?

Z—lzl_ 1 —3+i_3+i=0,3+0,1i

2 3—i 9+1 10



n=0 we bitin »n>0 ¢cin
N=1,z"= Ln kesgitlenyar.
z

Islendik bitin m we n sanlar ti¢in

Zn . Zm — Zn+m; (Zn)m — an;
n
(Zl'Zz)n=Z{1'Zg; jm =n-m

denlikler yerine yetyar.
22.a) &, ¢4, P, i 7%, 073, 074 i 77 hasaplan.

P=fi=—i = 2= 1)-D)=1LFf=ii=i

. | . . .
il==5=—1 2= '=-1;
l 1
i—3:1_:L‘:l'. l'—4:(l'4)—1:1.
3 4 > 5
I
l’5=%=%=—l
TR

b)z =2 z=1-i

a1 _ 1 1 1 _ =242
zP=5=

2 =iy 1-3i+3°—7 —2-2i (—2f+(-2)

=_2§2i=—025+02ﬁ.

3.2. Kompleks sanyn geometriki manysy

Goy, tekizlik we onui tistiinde koordinata sistemasy berlen bolsun.
Islendik 4 nokadyn yerlesisi 6z koordinatalary bilen ya-da hakyky
sanlaryii (a, b) jibiiti bilen doly kesgitlenyir, a — absissa, b — ordinata.



YA YA
[ S A@ %) S A (a;
i i
i i
i i
: :
0 a X 0 a x
4-nji surat 5-nji surat

Baslangyjy koordinatalar merkezinde yerlesen islendik wektor
hem A nokadyn koordinatalary bilen ya-da sol bir (a,b) jiibiitlik bilen
kesgitlenyir. Basga tarapdan, a + bi kompleks san hem (a;b) hakyky
sanlaryn, jiibiitligi bilen kesgitlenyar. Seylelikde, kompleks sanlaryi
tekizlikdaki nokatlaryn we baslangyjy koordinatalar merkezinde yer-
lesen wektorlaryn arasynda 6zara bir bahaly degislilik bar. Gorkezilen
Ozara bir bahaly degislilik asakdaky geometriki manysyny beryar: her
bir a + bi kompleks sany tekizlikde 4(a, b) nokat ya-da baslangyjy
koordinatalar merkezinde we ujy A(a, b) nokatda bolan OA wektor
yaly sekillendirip bolyar.

Eger tekizligin nokatlaryna kompleks sanlar 6zara bir bahaly

Hakyky sanlar (kompleks sanlarynn hususy yagdayy) abssissa
sanlar okunda yatan nokatlara we sap hyyaly sanlar ordinata okunda
yatan nokatlara serpigyar. Sol sebépli kompleks tekizlikdiki abssissa
okuna — hakyky ok, ordinata okuna bolsa, hyyaly ok diylip aydylyar.

3.3. Kompleks sanlaryi jeminin
geometriki manysy

Goy,z, =a+bi we z =c+dikompleks sanlar, hem-de olara
degisli O4 we OB wektorlar berlen bolsun. O4 we OB wektorlarda
OACB parallelogram guralyn.

Onda OA + OB = OC.

2. sargyt Ne 1573



YA
C(a;rc;b+d)

-

~

2 i
=Y

6-njy surat

BL 1 0x,AM L Ox , CN L Ox gogmaca goni ¢yzyklary gegire-
lin. AOBL = AACK (bir tarapy we ona degisli iki bur¢ boyunca) we
AKNM figura — gontibur¢luk. Onda ON = OM + MN = a + ¢ we
CN = CK + KN = d + b. Diymek ¢ nokada (ya-da OC wektora)
z=(@tce)+(b+tdi=(a+bi)+(ctdi)=z +z,

Seylelikde kompleks sanlaryn jemi wektorlaryn jemi yaly tapylyar.

3.4. Kompleks sanlaryn tapawudynyn
geometriki sekillendirilisi

Goy, z = a + bi kompleks san berlen bolsun. Onda — z = — a — bi
san koordinatalaryn baslangyjyna gord z = a + bi nokadyn simmetrik
nokadydyr.

VA Qi a+bi yl\
(a+bi)—(c+di) .=

0 ¢ 0

=Y

Ay

—a—di —(c+di)

7-nji surat 8-nji surat

Bu yerden kompleks sanlaryni tapawudy z, —z, = (a + bi) -

— (¢ +di) =z, + (- z,) degisli wektorlarynl tapawudy yaly ¢yzylyar.



VA
a+ bi
0 e
a—bi
9-njy surat

z=a+ bi we Zz = a-— bisanlar tekizlikde hakyky oka gord
simmetrik wektorlar yaly so6hlelendirilyar.

3.5. Kompleks sanyin moduly

YA z = a + bi kompleks sanyii moduly diy-
a + bi lip, ona degisli wektoryn uzynlygyna ay-
dylyar.

z kompleks sanynn moduly |z| ya-da 7 bi-
len belgilenyir. Kesgitlemeden z {igin |z| > 0
we lz| =0+ z=0.

)

<Y

0 a

Pifagoryi teoremasy boyunca. |z| = v a* + b”.

Eger z = a + 0 - i hakyky san bolsa,
onda |z| = v a* + b* = v a® = |a|. Bu yerde |a| — a hakyky sanyi absol-
yut ululygy. Suna meiizeslikde z = 0 + bi hyyaly san ii¢in:

z|=Va + b =Vb> =|b|.

Hususy yagdayda [+i| = [£1]| = 1.

10-njy surat

23. z =4 -3}, |z| tapmaly.

lzZl=v16+9 =5

Eger r kébir polozitel hakyky san bolsa, onda kompleks sanyn
modulynyn kesgitlemesi esasynda alarys:

a) |z| = r defillemédni kanagatlandyryan dhli z sanlaryn kopliigi —
merkezi koordinatalarynl baglangyjynda we r radiusy bolan towerek;

b) |z| < r —tegelek;

¢) |z| > r — tegelegin dasy;

d) |z - z,| = r — merkezi z, nokatda we radiusy r-e defi bolan towerek.



24. 1) |21 =5;2) 2| <5;3) |z— (2 + )| <3;4) 5 < |z—i| <7 sertleri
kanagatlandyryan kopliikleri kesgitlalin:

YA YA
R an
&JS e \JS E

11-nji surat 12-nji surat

YA
5 |7 %
x
13-nji surat 14-nji surat

3.6. Kompleks sanyi argumenti

yA z # 0 sana degisli wektoryin we Ox okun
A polozitel ugry bilen emele gelen bur¢az = a + bi
1 b Bu yagdayda, eger burgun ugry sagat di-
i linin ugry boyunca bolsa, onda argumentin
0 7 B > bahasy otrisatel bolar, eger-de burcuni ugry
sagat dilinifl tersine bolsa, onda argumentin
bahasy poloziteldir. z sanyn argumenti argz
ya-da bir harp ¢ bilen yazylyar.

15-nji surat



Teorema. z we z, kompleks sanlaryfi jeminiii moduly gosu-
lyjylarynn modullarynyni jeminden uly déldir we bu modullaryn ta-
pawudyndan uly ya-da dendir.

’21’ - ’22’ < |Z1 +Zz‘ < ’21| + ’22"

Bellik: argument bir bahaly kesgitlenmeyér. Argumentin ululygy
diyip ¢ + 27k, (¢ — belli gorkezilen burg, k£ — bitin san) sanlaryn birini
almak bolar. Sol sebdpli Argz = ¢ + 27k yazgyny yazyp bolyar. argz
bahasy Argz ululyklaryn biridir. Suratdan, eger ¢ = argz, z = a + bi bol-

a b
sa, onda cos ¢ = P sin ¢ = =

Bu formulalaryn iisti bilen ¢ argumentini bahasyny tapmak bolar.

25.z=1+iV/3 sanyn argumentini tapyn:

V@b =V 1P+(V3) =143 =2

cosp = —, sing = ‘/7

2
Buyerden ¢ = % — argz = % +27k.
26.z=2-2i

=V4+4=2/2

2 1 V2. g V2
W22 2 2

cosp =

ST s Argz = == ST + 27k.

Diymek ¢ = argz = 4 4

Bellik: eger z— hakyky polozitel san bolsa, onda argz = 0; Argz = 27k,
eger-de z — hakyky otrisatel san bolsa, onda argz = 7; Argz = & + 27k =
=m(2k + 1). Eger-de argz = 0 bolsa, onda onuil argumenti kesgitli dal.

z = a+bi sanyn argumentini tapmak {i¢in tgp = 18] deiileméni

al



kanagatlandyryan i kici polozitel burgy tapyp, ony ¢* bilen belgi-
leyéris. z = a+bi sanyn koordinata tekizligin haysy ¢éryeginde yerle-
sisine gord argz tapylyar:

eger z € | ciryege, onda ¢ = argz = ¢*,

eger z € Il ¢iryege — ¢ = argz = 7 — ¢*,

eger z € III ¢éryege — ¢ = argz = 7 + @*,

eger z € [V ¢éryege — ¢ = argz = 27 — p*.

Zy = % l‘/7 sanlaryn argumentini tapyn.
2l =l =l =kl = g =L
Gosmaga defileme tgp = g% =/3.
Bu yerden ¢p* = 73T onda
o, =argz, =g* =T,
p,=argz, =w—@*=71 %:23—77
AP 3

- — - T _ 37
(p4—argz4—27r—(/)*—27z—§=T.

3.7. Kompleks sanyi trigonometrik gorniisi

A a =rcosp, b=rsing.

Su formulalaryn komegi bilen z =a + bi
kompleks sanyn algebraik gorniisinden tidze
gorniisine gegcmek bolar:

z =rcosp + i rsing = r(cosg + i sing).

Alnan r(cosp + i sing) anlatma z sanyn
16-njy surat trigonometriki gorniisi diyilyar.

~
fl

Y

0 a

=




28. Yokardaky sanlary trigonometrik gorniisinde yazyf.

z, =1 (cos%Jrising)— cos?+zsm 3
z,=Cos 237Z +1sin 23”
z, = COs 43” +isin 43”
z, = cos 537[ + i sin 537[

29.z=2+2i sanyn trigonometrik gorniigini yazyn.
Coziilisi: r= |2/ = V2 +22 =2V2

tggp*:%:l,(p*:% sebiabi z=2+2iel

Onda z=2+2i= 2/5<cos£+isin£>.

4 4
30.z=—V3 +i
r=ld=y(/3V+12=/4 =2,

__J/3 1, _5T
CosQ > ~=; sing = > TP =

- = 2(cos . St
Onda z V3 +i (cos 6 +1 sin 6>

31.z= 3[cos( 23” ) -1 sin<23—7[>]
z= 3(00323—” isin%—”) = 3[005(—%—”)4— [ sin(—%—”)].
Bu yerden |z| =3, argz = — 23—”



3.8. Trigonometrik gorniisinde berlen kompleks
sanlaryn iistiinde amallar

1. Kopeltmek. Eger z =7 (cosp, +ising,) we z,=r,(cosp,+ising,)
bolsa, onda
zrz,=r " r,(cos(p, +¢,) tisin(p, +¢,) (1)

ya-da kompleks sanlaryil kopeltmek hasylynyit moduly ol sanlaryn
modullarynyn kopeltmek hasylyna we argumenti kopeldijilerinin
argumentlerinin jemine den.

Bu yerden

|21'Zz|:r1'r2

arg(z, " z) =@, t o, =argz +argz,

(1)-nji formula islendik tiikenikli sany kopeldijiler iicin dogrudyr:
z, =r (cosp, +ising ), z,=r, (Cosp,+ising,),...

z =r (cosp +ising ).

Onda

ZI'ZZ'...'Zn—

=7 1.1 (cos(p, to,+ . o) tisin(p, +o, ..t e)).

Kompleks sanlaryn kopeltmek hasylynyn asakdaky geometriki
manysy bar:

Eger z, = r, (cosp, + i sing ) kompleks sana OM, wektor,
z,=r,(cosp, + +1ising,) kompleks sana OM, wektor degisli bolsa, onda
olaryni kopeltmek hasylynaz -z, =r -r, (cos(p, +¢,)) +isin(p, +¢,))
OM wektor degislidir. OM wektor Wz wektory ¢, burga dwrlip,
onufi moduly 7, gezek styndiryér.

32. z, =2 cos£+isin£) we z =3 <cos£+isin£>

2
sanlary kopeldin. 4 3 3

z,'z,=2°3 <cos<%+§)+isin(

+ E)) = 6<cos% +i sin%).



17-nji surat

Okyjylara mysaldaky kdpeltmek amalynyn ¢yzgysyny 6zbasdak
¢yzmagy maslahat beryarin.

2. Dereji gotermek. Egerz =z, = ... =z =z = r(cosg + i sing)
bolsa, onda

z 0z, ...z, = r(cos(p, t o, .t ) tisin(g o, t ..t e))
formula arkaly alarys:
z"=(r(cosp +i singo))” =r"(cos ng + i sinng).
33. Hasaplan: (1 +i)*
1 + i sanyn trigonometriki goérniigini yazalyn.

1+i= \/E(cos%+ i sin%).

Onda (1 + i) = x/7<cosz+zs1n )30 = (/2)" (cos30—7z+

30”) 215005(67Z + 6”) + lSll’1<67T + 67?) = 215(cos 43T

+1sin A A 3

+isin377f)=—215~i

Eger z sanyn moduly 1-e deni bolsa, onda Muawryn formula-
syndan

(cosp + i sing)" = cos"p + i sin"@. (%)

Bu formula kébir trigonometrik formulalary getirip ¢ykarmaga miim-

kingilik beryar.



Eger n = 2 bolsa, onda:

cos?p + 2i cosg sing — sinp = cos2¢ + isin2¢
Bu yerden belli formulalary alarys:

cos2¢p = cos’p — sin’p; sin2¢ = 2 cosy sing.
cos’p + 3i cos’p sing — 3cosy sinp —i sin® ¢ = cos3¢ + i sin3¢.
Bu yerden

cos3¢p = cos’p — 3cosgp sin’p = 4 cos’p — 3cosg,
sin3¢ = 3 cos’p sing — sin’p = 3sing — 4sin’p.

3. Bolmek. Eger z, =7, (cosp, +ising,) we z,=r,(cosp,+ising,)
bolsa, onda

o= (eos(p, — ) Fisin(p, —,) (1
ya-da
‘? = |§—1| = ?; arg? = argz, — argz,.
2 2 2 2
Tl =1 wez,=z=r(cosp + i sing) hususy yagdayda (1) formula-

dan - ters sanyn trigonometriki gorniisini yazmak bolar:

1(cos0 + i sin0)

1 — L _ _ L —0) + 1 <n(—
z z r(cosp+ising) r (cos(=p) + i sin(-p))

Kompleks sanlary bolmegin asakdaky geometriki manysy bar:

VA
M

1

901_(102 M

P,
P>

=y

0

18-nji surat



Eger z, = r, (cosp, + i sing ) kompleks sana O—MI wektor, z, = 7,
(cosp, +ising,)— OW; wektor layyklykda goylan bolsa, onda j—; = 2
(cos(p, —,) +isin(p, —¢,)) paya OM wektor layyklykda goylandyr.
OM wektor O—MI wektory ¢, otrisatel tarapa Owriilen burga we r,
gezek gysylyp aylanyar.

34.z, = f(cosﬂ + i sin E), z,= 2(cos577[ +i s1n—) komp-
leks sanlaryn payyny tapyil.
2ol en(f- ) -
_ ﬁ(cos( 17”>+zsm< 177{)) «E( 1 77r)

2 12 12 5 (cosy Hisingn

Bu sanlaryn geometriki sekilini we olaryn payynyn geometriki
manysyny gorkezmek okyjylara maslahat berilyar.

3.9. Kompleks sandan kok almak

Kesgitleme. z sandan n-nji (n € N, n > 2) derejeli kok diyip U" =z
serti kanagatlandyryan islendik U sana aydylyar. z sandan kok almak
"/ z bilen belgilenyir.

Teorema. Islendik z # 0 sandan n-nji derejeli kok alyp bolyar
we ol n sany diirli bahalary alyar.

U= "ﬁ(cosgﬂ’ﬁr+isin¢22”>; k=0,1,2,....,n—1.  (3)

35. Hasaplaii: % v/3 — i

i Iz 11z
V3 =i (cos 6 +1isin 6>

bu yerden

U, = V3 —z—\/Z cosll—”+zsmll—”>

6



N7z 7k HU7x 7k
= 6/2|cos—6 +isin—0 . k=0,1,2,3,4,5.
6 6
Onda alarys:
U,= 6/5((:05—131677 +i sin—l?)lg >, U,= 6@(005—4376” +i sin—43767T ),

U = 65(005—233677 +isin—23367[>, U, 6/3((:05—539677 +isin—539677),

U,= 6@(005?—6”+isin3;5—6”>, U= 6/5(005731—67f+isin731—67f>.

U,U,U, U, U, U, kokleriti geometriki manysy asakdaky su-
ratda berilyar.

=Y

19-njy surat

U, U, U, U, U, U, - dogry altybur¢lugyfi depeleri. Altyburg-

luk = %2 radiusly tdweregin icinden ¢yzylan.

36. %/1 tapy.

U =*%1 =4/1(cos0 +isin0) = 4«/T(cos%+ i sin%) =
— eockm o kT
= cos 0t +isin Tk



k=0, 1, 2, 3 bahalary goyup, alarys:
U, =cos0 +isin0 = 1,

T . - T .
U =cos &~ t+isin & =i,
1 2 2

U, = cosn +isint =1,

— 3 PEINC V/
= 2T 4 O —
l]3 COS 3 1 S1In )

—I.
37.%i tapy.

Uk=3x/7=3\/1(cos§+ i sin%) =3/T<00577T+647Tk +i sin77f+64”k >=

= cog K t4mk +I-Sin7r+47zk.

6 6 ’

k= 0,1,2 bahalary goyup, alarys:

U =cos X +isin L =
0 6 6

U1=coss—7f+isin5—7f=L(—x/§+l),

6 6 2
= cos I 4 igin I = cog I 4 jgin 3T — _
U2 cos 6 + i sin 6 cos 2 +1isin 2 1.

3.10. Birlikden kokler

Birlikden n-nji derejeli kok almak esasy hususy yagdaylaryn
biridir. Bu kokiit # sany bahasy bardyr. 1 = cos0 + isin(O bolany
ticin umumy formuladan birlikden n-nji derejeli kokiin dhli bahalary
asakdaky formula arkaly berilyar:

"ﬁ=cos%+isin%; k=0,1,...,n—1.



Eger n jiibiit san bolsa, onda k = 0 we k = % bolanda hakyky

kokleri alyp bolyar, eger-de n tik san bolsa, onda dine k£ = 0 bo-
landa hakyky kok almak bolar. Kompleks tekizlikde birlikden #-nji
derejanin kokleri birlik radiusly toweregin iistiinde yerlesyérler we
ol tdweregi olar defi n sany dugalara bolyérler; 1 san toweregi bolyédn
nokatlaryn biridir. Bu yerden birlikden n-nji derejeli hakyky dal kok-
leri hakyky oka goérd simmetrik yerlesyérler we olar jiibiit-jiibiitden
Ozara gatrymlydyr.

Birlikden kwadrat kokiin iki bahasy bar: 1 we —1, birlikden dor-
diinji derejeli kokiin dort bahasy bar: 1, — 1, i, —i. Sofira birlikden
liciinji derejeli kokiin bahalaryny bilmek 6rdn peydaly bolar. Onun
kokleri

co 2I3C7T+zs1n2l3€—7f, k=0,1,2

formula arkaly tapylyar ya-da birlikden basga iki 6zara ¢atrymly

— o 2T 2r __1 V3.
g cos3+zsm3— 2+12,
_ 471 4z _ 1  .v3
5 COS—3 +lSlIl 3 —2+l—2

sanlar koklerin bahasydyr.

Kompleks sandan #n-nji derejeli kokiin dhli bahalaryny bu baha-
laryn birini birlikden n-nji derejeli kokiin bahalarynyn &hlisine ko-
peldip alyp bolyar. Hakykatdan hem, goy f san « sandan n-nji dereje-
1i kokiin bir bahasy bolsun ya-da f" =@ we ¢ — birlikden n-nji derejeli
kokiin bahasynyi biri ya-da ¢” = 1. Onda

oy =pe'=a

ya-da "V @ tigin bahalarynyf biri bolup duryar. -ny birlikden n-nji
derejeli kokiint bahalarynyni her birine kopeldip, @ sandan n-nji de-
rejeli kokiin » sany diirli kokiin bahasyny ya-da bu kokiin dhli baha-
laryny alarys:



Mysallar

1) —8-den kub kokiin bir bahasy —2-4 deil. Beyleki ikisi bolup

—2e =—1+ iv3 we —2e,=-1- iv'3 sanlar hyzmat edyar.

2) 4/81 dort bahasy bar: 3, -3, 3i, —3i.

Iki sany birlikden n-nji derejeli kokiin kopeltmek hasylynyn 6zi
hem birlikden #n-nji derejeli kokdiir. Hakykatdan hem, eger &" = 1 we
n" =1 bolsa, onda (en)"=¢&"; " = 1.

Birlikden n-nji derejeli kokiin bahasyna ters san hem solar yaly
kokdiir. Hakykatdan hem, goy ¢” = 1. Onda ¢ - ¢ ' = 1 denlikden
e (e =1, ya-da (¢ ') =1 gelip ¢ykyar.

Umuman, birlikden n-nji derejeli kokiin islendik derejesi hem
birlikden n-nji derejeli kokdiir.

3.11. Eylerin formulasy.
Kompleks sanyn gorkezijili gorniisi

Kompleks sanyn algebraik we trigonometriki gdérniislerinden
basga-da gorkezijili gdrniisi bar. Ol gorniis elektrotehnikada gifiden ula-
nylyar.

¢ hakyky tiytgeyin ululyga bagly z(¢) = cosg + i sing gornilisde
berlen kompleks sanlara garalyn. Trigonometriki gdrniisde berlen
sanlaryn kopeltmek diizgiini boyunga alarys:

2(p,) - z(9,) = (cosyp, + i sing, )(cosp, + i sing,) =
=cos(p, +¢,) Tisin(p, +9,)=z(p, +¢,) (D

z(p) = cosp + i sing funksiya li¢in differensirlenmek kanunyny

ulanyp, taparys:

z'(p) = (cosp + i sing)’' = —sing + icosp =
= 7* sing + icosp = i(cosg + i sing) =i z(p) )

Kompleks gorkezijili e anlatma garalyn. Bu yerde

e=lim__ (1 +%) =2.71828...,

n— o0

¢ — islendik hakyky san. U(p) = ¢ kompleks funksiya tigin belli



kopeltmek we differensirlenmek diizgilinleri yerine yetyér diyip, gii-
man edelin. Onda alarys:

Ulp,) Ulp,) = e -e® = "2 =9 = +¢9,)  (3)

Ulp) = (e")' =ie" =i Ulp) 4)

Her bir z(¢p) = cosp + i sing kompleks sana 6zara bir bahaly
degislilige U(p) = ¢ kompleks gorkezme anlatmany goyalyi.

(1), (3) we (2), (4) gatnagyklardan z(p)=cose + i sing we U(p) =¢e"
anlatmalarynl kopeltmek we differensirlenmek amallara gord den ha-
siyetlere eyedir ya-da olaryn modellerinini bir logiki gurlusy bar.

Seylelikde e” we cosp + i sing anlatmalaryn logiki manysy
birdir. Sol sebépli kesgitleme boyunca

e = cosp + i sing (5)

alarys. (5) formula Eylerin formulasy diylip atlandyrylyar.
Goy, z = r(cosp + i sing) kompleks san berlen bolsun. Onda
Eylerin formulasyndan peydalanyp, alarys:
z=r-e".

Alnan kompleks sanynl gorniisine kompleks sanyn gorkeziji-

......

sanlaryn iistiinde ge¢irilyén amallara yenillik doredyar.
Yokarda girizilen kopeltmek, bolmek, dereji gotermek we kok-
den ¢ykarmak amallar agakdaky gorniisde yazylyar.

¢ = . Qlp = s 1)
Goy, z, =r -e",z,=r," €" polsun, onda
N . Py = (9] +95)
z czy=r el en=rrev %,

L
4 _ e h e

i
Z, r-e 2 r,

Goy, z =r - € bolsun, onda

Z" — },.n . ein(p

V2 =nfrd® =y O 2TR)
n



buyerde k=0,1,2,.,n—1.
38. Asakdaky kompleks sanlaryn gorkezijili gorniisini tapyn:
z,=1+i, 2)z,=—/3 —i
Coziilisi:
Dr=lz|= V2, argz, = % Ondaz =1+i= V2e's;

) r=lz|=2, argZZZ%T. Ondazlzfﬁﬂ-zze%.

39. Asakdaky sanlaryn algebraik gorniislerini tapyn.

— i, - -Li. — ,3+4i
1)z, =2e'5;2)z,=3e6,z,=e> "%

Coziilisi:
1) Alarys: z = 2e'3 = 2<cos 3 + zsm7§> = 2<%+ 173) =
=1+i/3.

2)z, = 3e‘%i = 3(cos< )+ zsm< )) = L_,'L
_ «/7 3i 6 6 ( 2>

2
3) z,=e " =e - "= e7 (cos4 +isin4) = 0,05(— 0,65 — 0,76i)
—0,03 - 0,04.

Q
u

40. z, we z, sanlaryf z, - z, kdpeltmek hasylyny we Z— payy
tapyn, netljelerlnl tr1gonometr1k1 gornuslnde yazyn.

a)z, = 3e?l, z,= 6eé; bz =&, z,=e*

Coziilisi:

2)z,2,=3¢% 606 =363 " = 18¢% =18(cos> +isin>);
2i

2 _3e3 _ 1 2y _ 13 _ 1 1L_ 1 1 1

Z 766% 26 266 262 2(COS2+ZSIH2)

3. sargyt Ne 1573



b)z rz,=e et =el=e" (cos(-2) +isin(-2)),

3
? =€ =gl =gl (cos(—12) + i sin(~12)).
2

41. Hasaplan: a) z*; % z. Bu yerde z = 2 e . Netijini algebraik
gorniisde yazyn.

a) z* = (2e7))* = 2% = 16e'* = 16(cos(—12) + i sin(—12)) =
~16(0,8438 + 0,5366i) ~ 13,50 + 8,59i.

(—3+27k)i

b U =V2e " =V2e 5, k=0,1,2,3,4.

U=%2e¢3 =32 (cos(—%) i sin(—%)): 1,15(0,85-0,5651)=
~ 0,95 + 0,651,

(=3+27)i
U=%2e 5 =091+0,70;
(—=3+4r)i

U=%2e 5  =-039-0,03i

2

(—3+67)i

U=%2e 5 =~-1,15-0,03i,

3

(—3+87)i

U=%2e s ~-033-1,10i

4

42. Gorkezilen anlatmalary yerine yetirmeli.
1) (1 +2i)+(5-6i);
2)2-9)2+1i);

1+2i.
3) 1+i°

4)(3-2i)+(5+3i); Jogaby: 8 +i.

5 +2i)—3-1i); Jogaby: —2 +i.
6)32—-i)-i-(1-1); Jogaby:9 + 3i.

7) (1 + 3i)(=7 + 20); Jogaby: — 13 + 23i.



8) (2 —1i)% Jogaby: 3 —4i.

9) (1 +2i)} Jogaby: —11 — 2i.
10) ll;l, Jogaby: -1 — .

2 —5i. .14 23 .
1) EPwTE Jogaby: 25 o5l
12) % Jogaby: —2 — 2,5i.
13) (l/i——ﬁ’)z Jogaby: —§+%i.
Coziilisi:

1) (1+2i)+ (5 —6i) = (1 +5) + (2i — 6i) = 6 — 4i;
DQ2-H2+i)=4+1=5;

3y 1=2i _ (1+2)A—=i) _ 142i—i—2% _ 1+i+2 _
1+i (1+i)(1 —1i) 1 =42 1+1

3+1
2

3.1,
S+l

43.1)x=2; 2)1<x<3; 3)0<y<2; 4)-2=<x<0 we 1<y<3;
5) Rez = Imz; 6) Imz = 2Rez sertlere kanagatlandyryan z = x + iy
kompleks sanlaryil geometriki kopliigi ndméni anladyar?

Jogaby: 1) x =2 goni ¢yzyk; 2) x = 1 we x = 3 goni ¢yzyklaryn
arasyndaky wertikal zolak; 3) y = 0 we y = 2 goni ¢yzyklaryil arasyndaky
gorizontal zolak; 4) x =—2,x =0 we y = 1, y = 3 zolaklarynn umumy
bdlegi — gontiburcluk; 5) birinji we li¢linji koordinata burclaryn bis-
sektrisasy; 6) abssissa oky bilen « = arctg2 burgy diizyén we koor-
dinata baslangyjyndan gecyédn goni ¢yzyk.

44. Denlemelerin ¢oziiwlerini tapyn (x we y — hakyky sanlar):

DA+)x+@Q2+i)y=5+3i Jogaby: x=1;y=2.

D2x+(1+ix+y)=7+1i; Jogaby: x=3;y=-2.



B—y+tx)(1+i)+x—y)(2+i)=6-3i; Jogaby: ¢oziiwi yok
H@-y+tx)(1-i)+x-—yN2+0)=6-3i
Jogaby: x — islendik san, y =x — 1.

Coziilisi: 1) (1 +i)x+ 2 +i)y=5+3i
x+ix+2y+iy=5+3i

Denlemaénin iki tarapynyil hakyky we hyyaly boleklerini denes-
dirip alarys:

x+2y=25,
x+y=3

bu sistemadan x = 1; y = 2.

45. Hasaplan:
Deoen 10 (L) 1w

4. 32, 5 . \20.
DD ) 15) G

5. 31, 2i —3 . 1+2i . .
3) % 8) P 12) e 16) —2+i( i)+1;

6. 65. 2+3i. 2+1 A7) + 4 —
yi, 9l 13) 23 2 Grap+ 2ol
5) i
Jogaplary:

1) —i; 6) 1; 10) é 14) i;

2) 1; 7 1; 1) 1-2i 15) 21,

3)i; 8) —i; 12) =L 16)0;

4)-1; 9) i; 13)3-2i; 17) %.
5)—1i;



46. Asakdaky kompleks sanlary trigonometrik gorniisinde yazyn:

1-iV3;
2) /3 +1i;
3)2+2i;
4) 3;
5)-2;

6) 2i;
7)-3i;

Jogaplary:
4) 3(cos0 + i sin0);

5) 2(cos180° + i sin180°);

6) 2(co0s90° + i sin90°);

7) 3(cos270° + i sin270°);

8) 3(cos45° + i sin45°).

Coziilisi:

1)1—iﬁ=m(%+<_
2)V:m=2; cosp = —

+

g) 3 i3 .
f f
T"f

3 .

10) — ﬁ’

3

V2

B3

CRREE

12)cos3 isin;

11)—

kY4
4

+lCOS37T)

13) 2<sm 4

T L isinZ
14)1+cosz+zsm2.

9) 3(cos315° + i sin315°);
10) 3(cos135° + i sin135°);
11) 3(c0s225° + i sin225°);

12) 2<cos£+isin%>;

4

@) i) =2(c0s330°+isin330°);
Y3 gno=1: p=150°
5 5 Sip=21 ¢ 150°,

/3 +i= 2(cos150° + i sin150°).

r=v22+27 =

2\/5;tggo=

2

5= 1 we berlen san I ¢éryekde

yerlesyar. Sol sebipli ¢ =45°. Onda 2 + 2i = 2+/2 (cos45° + i sin45°).



T - T TN s TN o
13) cos3- —i siny- = 12) cos( 3 ) i s1n< 3 ) cos300° +
+i sin 300°.

14)1+cosZ +isin=1+i= V2 2 (cos45° +isin45°).

2 2
=cos X + T, —cos L+ T —cos E_+ T
47. z, cos8 zs1n8 z, cos12 lsmlz,z3 cos24 1sm24
sanlar berlen. Hasaplan: 1) z, - z, - z3, 2) , 3) a5, 4) 4%
2223 Z3 Z

Jogaby: 1) ‘/25(1 +1); 2)1; 3) @; 4)z,

Coziilisi: 1)z, - z, - z, :cos(%+—+—> +isin(% +_+_> =

12 24 12 24
=cos%+i51% ‘/7 ‘/7 */7’1+1)
48. Kompleks sanyn trigonometrik gorniisini peydalanyp hasaplar:
1) [2(cos%+ i sin%)]‘o; 2)(1+iv/3)°
Coziilisi:

1) [2(cos%+ i sin%)]10 = 21°<cos 1(5)77 +1 sin 1(5)7Z> =21%cos2m +

+isin2m) =2 (1 + 0) =2'"=1024;

2)(1+i\/§)*6=[2<cos£+isin£>]f6 2" (cos6—7z+zsm6—7f>

3 3 3 3
_ 1 .
= = + + .
o4 (cos2m + i sin2x) = (1 0)= 6 1
5 5
COS—=7 — [ Sin-=7
3) 172 172 ; Jogaby:‘/; + %i.
COS 15 T — i smﬁﬁ



4) i Jogaby: 1

(1+iy° 4

5 (1—iv3)(1 —z)(cos T — zsm%ﬁ) Jogaby: —/2 —iV6 .
1-iv3). .

6) —————~, Jogaby: 8.

) /3 —1f ogaby: 8i

7) (1 —1); Jogaby: 8(1 +i).

1+1i J2 T e
( 3—1) Jogaby: 2 (coslz+zsmlz>

9)( ‘/7> ; Jogaby: 1.

10) (1 1“_@) - Jogaby: 512(1 —iv/3),

11) (1 +4)%; Jogaby: 4096(1 + i).

49. Koklerin ahli bahalaryny tapyi:

Hz=+v—1; z=¥1i;
1)z=+v—1 =+ cosr+isinT = cos7T+227fk +isin7f+227[k
= 0; =cosZ +isinE=0+i=
k=0, z 0052 lsm2 0+i=1i
k=1, zzzcos”+2” +zsm7f+227f —cos327T +zsm32” =—1
o 5 T 2rk %4—272’1(
= 2*L L = +7qin<~e
2)z= \/cos +zsm2 cos-=—5—— Fisin-=—
k=0, z cos6 zs1n6 5 +2
T T
~+ 27k ~+ 2k
k=1, Zz=coszf+isin2f—cos%[+zsm5677



) 71.

_n. _ 3r a3
k=2; z3—c057+zs1n7——z

HYVi; HV-1; 5HV—-4;6)V-1+i; )¥2-2/3.
Jogaby:

V31,

TAATk | gin ATk — o 1 2 3,

3) u, = cos g g

T+ 271k | oo T4 27k o =cos +icin KX =
3 isin 3 0,1,2; u, cos3 zs1n3
:1+§\/§ u =-1.0: S5 S _ 1

4) u, = cos

—1i
, | ,0; u—cosTJrzsm3 s
Syuy=1+i,u =-1+1i, u,=—1-i,u,=1-1

6) u, = 1Ox/§<cos%+ i sin%), k=0,1,2,3,4.

_ 3 St+6rk | ... St+ 671k _
T)u,= f(cos g Hisin>g ),k 0,1,2,3,4,5.

50. Asakdaky kompleks sanlary gorkezijili gorniisinde yazyn:

1+ 5)-3;
2) /3 —i; 6) 2i;
3) —1-i; 7) ﬁ —i;
4-1-iV/3;, 8§ 2—2.
) T
Coziilisi:
1)r= V2, argz = % Ondal+i=+v2 e
2)r=2, argz= 7?” Onda —v/3 —i=2 e,

Jogaby: 3) V2 &5 4) 2643, 5) 3emi: 6) 2¢™2; T) 2e! 1,
8) V2 ez,



§ 4. Kesgitleyjiler

4.1. Kesgitleyjiler. Ikinji we ii¢iinji
tertipli kesgitleyjiler. Kesgitleyjilerin hisiyetleri

Goy, bize asakdaky ¢yzykly deiilemeler sistemasy berlen bolsun

{allxll +a,x, = b,

Ay X, +ayx, = b,

x, tapmak tli¢in sistemanyf birinji defllemesini a,,, ikinji defile-
mesini bolsa a , kopeldelifi, sofira olary agzama-agza gosup alarys:

(all a,, —a, alz) X = bl a,,— bz a,,

bu yerden
_ b,ay, — bay,
ay Ay — 4y 4y,

x, tapmak Ui¢in sistemanyn birinji defilemesini a, , ikinji defle-
mesini bolsa a,, kopeldelifi, sofira olary agzama-agza gosup alarys:

(an a,,—a, a12) X, = bz a,— bl a,,

bu yerden
_ ba, —ba,

X, = )
Q)1 Ay — 4y dypy

x, we x, li¢in tapylan aflatmalaryfi ikisiniit hem maydalawjysy-
nyn berlen denlemeleriii ndbellileri koeffisiyentlerinden diiziilen
anlatmalardygyny, sanawjylarynyfi bolsa maydalawjydan x, we x,
koeffisiyentlerini degislilikde, b, we b, azat agzalar bilen calsyrylyp
alnandygyny goryéris.

Sistemanyn koeffisiyentlerinin yerlesis tertibini liytgetmezden
tablisa diizelin:

( le Zu)
21 Y»/-

Kwadrat gorniisinde yerlesdirilen dort sandan ybarat bolan tabli-

sa degisli a | a,, —a, a,, tapawuda ikinji tertipli kesgitleyji diyilyar

we seyle belgilenyar:



ay dp

ay; dy

Gorstimiz yaly, bu kesgitleyji iki setirden we iki siitiinden yba-
rat. a, (i, k = 1,2) sanlara kesgitleyjinini elementleri diyilyar. a, ele-
ment i-nji setiril we k-njy siitiinii kesigydn yerinde yerlesyar. a
we a,, elementlerifi emele getiryédn diagonalyna esasy diagonal, a ,
we a, elementlerifi emele getirydn diagonalyna bolsa komekgi dia-
elementlerinin kopeltmek hasylyndan koémekgi diagonaldaky ele-
mentlerii kopeltmek hasylynyn ayrylmagyna dendir.

51. Asakdaky kesgitleyjileri hasaplari:
‘_23 ‘51 =2-5-(3)-4=10+12=22,

2sin@  3cosa

) ‘ = 6sin’a@ — 6¢cos’a = —6¢o0s2a.
2cosa  3sina

Dokuz elementden kwadrat tablisa diizelin:
ay dp 4y
Gy Ay Ay
a3 Q3 Ay
Kwadrat gorniisinde yerlesdirilen dokuz elementden ybarat bo-
lan tablisa degisli
Ay Gy Gyt 0y Gy QA Ay Ay — Ay Ay —
T, dy Ay dy Ayt Ay,
sana Ui¢ilinji tertipli kesgitleyji diyilydr we seyle belgilenyér
ay Gy 4y
Qyp Ay Ay
a3 A3y Ay

de hem i, k indeksler degislilikde a, elementifi haysy setirde we haysy
siitiinde yerlesyindigini gorkezyir. Ugiinji tertipli kesgitleyjileriti {i¢



setiri we ¢ siitiini bolyar. Kesgitleyjileri hasaplamagyn usullaryndan
iki sanysyny gorkezelin.

1-nji usul. Kesgitleyjiniii birinji we ikinji siitlinleri sag tarapdan
tdzeden yazmak bilen agakdaky tablisany diizyaris:

+ o+ o+

Ustiinden tutus ¢yzyk gecirilen elementlerifi kopeltmek hasyl-
laryny «+» alamatlary bilen, punktir ¢yzyk gecirilen elementlerin ko-
peltmek hasyllaryny «—» alamatlary bilen almak arkaly ti¢iinji tertipli
kesgitleyjini taparys.

2-nji usul. Uciinji tertipli kesgitleyji asakdaky usul boyunga ha-
saplanyar:

a) gosmak alamatlylar:

b) ayyrmak alamatlylar:

2 713
23
31 73 33

Kesgitleyjinin bahasynyn her bir gosulyjysynda kesgitleyjidaki
islendik setirden we siitiinden bir elementin bardygyny gorkezyar.

52. Asakdaky kesgitleyjini hasaplamaly:
3 1 2
4 —15(=3-(—1)-4+(-2)-1-5+42-4-1-(2)-(-1)-2—
-2 1 4
C4-4-1-3-1-5=-12-10+8-4—16—15=—49,



4.2. Kesgitleyjilerin esasy hisiyetleri

Kesgitleyjilerin birnége tdsin hisiyetleri bolup, olary yerlikli ulan-
maklyk kesgitleyjileri hasaplamagy yeiillesdiryér. Biz sol hasiyetlerin
esasylaryny 3-nji tertipli kesgitleyjilerde diisiindirmek bilen ¢aklenjek-
diris.

Kesgitleyjini transponirlemek kesgitleyjiniii ululygyny iiytget-
meyar:

apy G A ay dy dy
Ay Ay dy3| = |dyp Ay 3.
a3 A3 dy Q3 Ay i

Eger kesgitleyjinin islendik iki setirinint ya-da siitiininifi yerini
calsyrsak, onda onunl ululygynyn difle alamaty iiytgeyér:

ay dp 4y ay dp 4
Ay Uy Qo3| = |y Uy dyz|-
ay A3 dyp a3 U3y dy

Ozara dett iki setiri ya-da siitiini bolan kesgitleyji nola def.
Meselem: a, =a,=b,(i=1,2,3)

bl bl a13
b, b, a,|=0.
b3 b3 a33
Kesgitleyjinin haysy-da bolsa bir setirinini ya-da bir siitiininin dhli
elementlerinin umumy kopeldijisi bar bolsa, onda ony kesgitleyjinini
dasyna ¢ykarmak bolar:

a, dp 4a; ay  dp 4
ka,, ka,, ka,|=k ka, ka,, ka,;|.
a3 43 a4y a3 04y ds
Tutusg bir setiri ya-da bir siitlini noldan ybarat bolan kesgitleyji
nola den:
a; 4y dy
ay Gy Ay |=0.

0 0 O



Iki setiriniii ya-da iki siitlinininn elementleri proporsional bolan
kesgitleyji nola deil. Mysal iigin, a, = b; a,, = kb, bolsa, onda ol nola
dendir, yagny

b, kb, a,
b, kb, a,;|=0.
by kb; ay,

Kesgitleyjinin m-nji setirinin ya-da siitiininiii her bir elementi iki
gosulyjynyn jeminden ybarat bolsa, onda ol sol tertipdaki iki kesgitleyji-
nin jemine dendir, olaryn birinjisinin m-nji setirinii ya-da siitiininin ele-
mentleri sol gosulyjylaryn birinjisinden ybarat, ikinjisinin 72-nji setirinii
ya-da siitiininiii elementleri sol gosulyjylaryn ikinjisinden ybarat, galan
setirleriii elementleri ii¢ kesgitleyjilerde hem bir menzesdir:

a,t+¢y a, ag ay app a4 Cip Gy 4
y +Cy Ay Q3| = |Gy Ay Ay | T |Gy Gy Gy
a3 +C3 Ay Ay a3 Uiy dy C31 Ay A3

Kesgitleyjinii setirinifi ya-da siitiininiii her bir elementinin tistii-
ne beyleki setirinin ya-da siitlininin degisli elementlerini kédbir £ sana
kopeldip gossak onda kesgitleyjinini ululygy liytgemeyar:

ay dyp 4 a,, +kay, ay,+kay, a;+kas,
ayy Uy Ay | = ay Ay Ay
a3 Uiy dy Az sz, Ay

Bu hiésiyetlerin dogrulygyna goz yetirmek iicin kesgitleyjileri
hasaplamak yeterlikdir.

Kesgitleyjileri hasaplan:
2 1

53, .
-53

Coziilisi:

2 1
=2:3-(5)-1=6+5=11.
’—53 3m5)1mers



4 10 x—1 x+1
54. 3 8 Jogaby: 2. 57. il x—1" Jogaby: — 4x.
55 34 Jogaby: —8.  58.| °%%¢ sina‘ Jogaby: 1
"l of TOEYTE “|-sina cosa| TOEI
L1 212
56. 5 3l Jogaby: 1. 59.13 2 1|.
213
Coziilisi:
212
321(=2-2-3+2-1-1+2-3-1-2-2:2-3-3-1-2-1-1=
213
=124++2+6-8-9-2=20-19=1.
4 32 56 3
60.|5 2 3|. Jogaby:-3. 63.]1 4 3 Jogaby: -20.
231 32 -1
4 2 6 aax
61.(10 3 16|. Jogaby:—4. 64.|a x a|. Jogaby:3a*x— x*-2a’.
315 X aa
798 i i1
62.14 6 5|. Jogaby:O. 65.|—i i 1|. Jogaby:O.
132 i —1i

4.3. Kesgitleyjini onuii setirinin we siitiininin
elementleri boyunca dagatmak

66. Dordiinji tertipli kesgitleyjide a,, minoryny tapyi:
ay Gy Ay

T |3 Ay Uiy

Ay Qyy Qyy




67. Ugiinji siitiin boyunca dagadyp, kesgitleyjini hasaplaii:

3 201
2 1 0
1 102 =ad,Tady tadytad, =
-1 011
210 3 21
:(_1)1+3.0. 1 10+(_1)2+3,2, 1 120+
-101 -101
321 321
+(f1)3+3.0. 210 +(71)3+4,1, 21 0=
-101 112

—0-2-3-4+0+1-2-0)+0-1-(6+0+2-1-8-0)=
=2-(-2)-1-(-1)=4+1=5.

68. Ikinji siitiin boyun¢a dagadyp, kesgitleyjileri hasaplan:

2 al 3
1 b-12
. + _ _
a) e —11F Jogaby: —5a +24b —9c — 10d.
4 d-14
1 a 2 -1
2 b -2 1
s4a+ b+ 3c—6d.
b) e 0 1 Jogaby: 4a + b+ 3c—6d
0 d1 0

69. Uciinji setir boyunca dagadyp, kesgitleyjileri hasaplari:

2 1 1 3
-1 1 1 2

. X — + 3z + 3t

a) x y oz Jogaby: —x — 10y + 3z + 3¢
-1 -2 -3 -4



2 2 3 3
b)233 2
X y z

-20 -2 -1

Jogaby: —Tx —2y + 8z —2t.

70. Setir ya-da siitiin boyung¢a dagadyp, kesgitleyjileri hasaplan:

W N =N

b)

—_ W W —

0 3 2

X Xy X3 Xy X
a 0 a 00

¢)|b, 0 b, 00

d) |a,,

¢, 0 ¢; 00
Vi Y2 Y3 Ya)s

Jogaby: —28.

Jogaby: -30.

Jogaby: 0.

Jogaby:a, - a,, - a,-a, a..




4.4. n-nji tertipli kesgitleyjiler
we olaryn hasaplanylysy

Kesgitleme. 4 matrisanyn z-nji tertipli kesgitleyjisi diyip, onufi her
bir setirinden we siitiininden dinie bir element alnyp, olaryn kdpeltmek
hasyllary olara giryan elementlerin birinji indeksleri 1, 2, ..., n tertipde
yerlesdirilende ikinji indeksleriniii emele getiryan orungalsyrmalarynyn
sany jubiit bolanda (+) alamaty bilen, ték bolanda (—) alamaty bilen al-
nyp jemlenende alnan sana aydylyar.

n-nji tertipli kesgitleyji agakdaky yaly belgilenyir:

a, a, .. aij .. a,

a, Ay ... azj .. a4y,
|A| — detd = e e e

ay Ayp - Q... 4y,

anl an2 . an] ann

4.5. Kesgitleyjini setirin we siitiiniii elementleri
boyunc¢a dagatmak

Bu temany diisiindirmek hem-de netijeleri gysgaga formulirle-
mek ti¢in algebraik doldurgy¢ diylen diislinjéni girizelini. Belli bolsy

yaly:

ay dp a3
Ay Oy Gy | = Ay "Gy " Ay T Ay Ay " AT Ay Ay Ay —
a3 dsp dy

T30y Ay Ay, ) Ay Ayt Ayt A (1)

Bu deiiligin sag boleginden haysy-da bolsa bir elementi, meselem
a,, elementi yayyn dagyna ¢ykarsak, onda yayyf i¢inde a,, - a,, —a,, " a,,
tapawudy alarys. a , elementi yayyn dasyna gykarsak, onda yayyn
icinde a,-a, —a,  a, tapawudy alarys. Yokardaky formulanym
sag boleginden islendik elementi yayyn dasyna ¢ykarsak, yayyn i¢inde
galyan bu tapawuda (kesgitleyjd) yayyn dagyna ¢ykarylan elementinl

rrrrrr

durgyjy a,, - a,, — a,, - a,, bolyar we s.m.

4. sargyt Ne 1573



a, elementin algebraik doldurgyjyny 4, bilen belgilalini, onda a
clementini algebraik doldurgyjy 4., a,, elementin algebraik doldur-
gyjy 4,, bolyar. (1) formulada haysy-da bolsa bir setirifi elementleri-
ni, meselem ikinji setiriii elementlerini yayyn dasyna ¢ykaryp, alarys:

ay dp 4y

A=1ay Gy Gy | =4, (asz rag—ayag)tay,(aag—ag a3|) T

ay A3 dy

t a,, (alz Tdy Ayt dyy).

Indi yokardaky denligi algebraik doldurgyclar arkaly yazalyn:

A=a, -4, ta, A,+a, A,

Umuman, islendik setiriii elementleri {i¢in agakdaky formulany
yazyp bilyiris:
A - ai] ' Ail T ai2 ’ Ai2 + ai3 ’ Ai3'
Islendik siitiinint elementleri ti¢in agakdaky formulany yazyp bil-
yaris:
A=a, A, +a, A, +a, A4,

n tertipli kesgitleyji tigin hem agsakdaky formulalar dogrudyr:
A=a, A ta, A,+..+a 4. (2)
ya-da
A=a, A, ‘a, A, +..+a, 4. 3)

Netije. Kesgitleyjinini ululygy onun islendik setirinint ya-da siitii-
ninin elementlerini olaryn algebraik doldurgy¢laryna kopeltmek ha-
sylynyn jemine dendir.

(2) we (3) formulalara setirin we siitliniii elementleri boyunca

Indi islendik tertipli kesgitleyjiniii elementi tigin algebraik dol-
durgyjyn tapylysyny gorkezelin.

Haysy-da bolsa bir @, elementi alyp, onufi yerlesen setirinifi we
slitiininin Ustlini ¢yzalyn. Galan elementleriii emele getirydn kesgit-

------



kesgitleyjinin tertibinden bir san kigidir. a, elementifi minory M. bi-
len belgilenyir. (—1)' ** M, sana bolsa a, elementin algebraik doldur-

......

Aik - (_1)i o ]Mik' 4)

Meselem, yokarda alnan a,, elementin 4,, algebraik doldurgyjy
asakdaky yaly hasaplanyar:

a a
_ 342 — 5.1 T3 . .
A32 - (_1) ’ M32 - (_ 1) B a13 a21 o all a23'

ay) Ay
Kesgitleyjiniii elementinii minory arkaly tapylan doldurgyjyn
yokarda kesgitlenen doldurgyc¢ bilen gabat gelyindigini belldp gecelin.
(2), (3) we (4) formulalar berlen kesgitleyjinin tertibini sol kes-
gitleyjinifikiden bir san kem bolan kesgitleyjiler bilen calsyp hasap-
lamaga miimkingilik beryér. Bu yagday kesgitleyjilerin tertibi ticden
uly bolanda ginden ulanylyar.

71. Asakdaky kesgitleyjini ikinji tertipli kesgitleyja getirip ha-
saplamaly:

>

Il
W o—
N W N

1
1]
2

Coziilisi: Berlen kesgitleyjd (2) formulany peydalanyp, birinji
setiriii elementleri boyunca dagadyp yazalyn:
A=a,-A,+a, 4,+a, 4,=

13
31 11 13|
22 32 32
=4(3-2-2-1)-2(1-2-3-1)+1-(1-2-3-3)=
=4 (4)-2(-1)+1-(T)=16+2-7=11.

=4.(_1)1+1 +2.(_1)1+2 +1,(_1)1+3

72. Asakdaky kesgitleyjini hasaplamaly:

[\ el O
o O = =
S O W N
N == O



Coziilisi:
Uciinji setiri boyunga dagadyp, alarys:
A = 0 . (_1)3+ 1 Ml + 0 . (_1)3+2 MZ + 0 . (_1)3+3 M}3 + 1 . (_1)3+4 Al}4 —

112
=1 (1) M, =—1-|2 1 3|=-1-(6-4)=-2.
200

Kesgitleyjilerinn ¢yzykly denlemeler sistemasyny ¢6zmekde we
dernemekde peydalanylyan yene-de bir hisiyetine, iigiinji tertipli

ay 4y di
A=lay ay ay
a3 Az dy

kesgitleyjide garalyn. Kesgitleyjiniii haysy-da bolsa bir setirinifi
ya-da siitiininin elementlerini beyleki setiriil ya-da siitiiniil degisli ele-
mentlerinin algebraik doldurgyclaryna kopeltmek hasylynyn jeminin
ndmi dendigini tapalyn. Mysal ii¢in, yokardaky kesgitleyjinin ikinji
setirinint elementlerini {igiinji setirinini elementlerinin algebraik dol-
durgyclaryna kopeltmek hasylynyn jemini tapalyn.

4 = | %2 G|, _ |9 43|, _ | % G
31 9 b
ay Ay Ay Ay Ay Gy
denlikleri goz 6ntinde tutup alarys:
a, a a, a
12 i 1 43
a, A, +ta, A, +a. A.=a, - —-a,:
21 A Ty T Ay Ty T Ay Ty
ay, ds ay; Ay

a a a
N a, a,|_ 1 G 43 .
2 Gy Gyy Ay >
ay dy
Qyy Gyy Ay

(kesgitleyjilerin liglinji hédsiyetine gord nola den bolyar). Sunia menzes-
likde islendik setir {igin

a; 'Ajl ta, 'Aj2 ta, .A./'3 =0, G#)).



Islendik siitiin iigin
a,- Alj +a, 'Azj +ta,- A3j =0, (i#))
boljakdygyna g6z yetirmegin kyngylygy yokdur. Islendik tertipli kes-
gitleyjiler licin asakdaky formulalar dogrudyr:
a, 'Aﬂ ta, 4,+..+ta, 4, =0, (i#)).
a, -Alj +ta,- Azj +..ta, - Anj =0, (i#)).

Diymek, kesgitleyjinin islendik setirinin ya-da siitiininin element-
lerini beyleki setirin ya-da siitiiniit degisli elementlerinin algebraik
doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynyi jemi nola dendir.

73. Bésinji tertipli kesgitleyjini hasaplan

25 0 —13
1 0 3 7 -2
d=13 1 0 5 —5/
2 6 —4 1 2
0 -3 -12 3

Coziilisi: Basinji setiri 3-e kopeldip ikinji setire gosup, basinji
setiri 4-e kopeldip dordiinji setirden ayryp, alarys:

25 0-1 3
1 90 13 7
d=13 10 5 -5
2 18 0 —7-10
0 -3 -12 3

Bu kesgitleyjini difie noldan tapawutly bir elementi bar bolan
liciinji siitlini boyunca dagadalyn

-2 5 -1 3 -2 5 -1 3

I =9 13 7 1 -9 13 7
d:—l _1 5+3 — .
=D 3 -1 5 =5 3 -1 5 =5

2 18 =7 3 2 18 =7 3



Alnan kesgitleyjini yene-de 6zgerdelini: Ikinji setiri ikd kopeldip
birinji setire gosup, ikinji setiri tice kopeldip iiclinji setirden ayryp,
ikinji setiri ikd kopeldip dordiinji setirden ayryp alarys:

0 —13 25 17
1 -9 13 7

10 26 —34 —26
0 6 —33 —24

d=

we ony birinji siitlini boyunca dagadalyii:

—-13 25 17
d=| 26 —34 -26|,
36 —33 -24

bu kesgitleyjini ti¢linji setir boyunca dagadyp hasaplalyn :

17

25 17 —13 —13 25
= . —— . _|._ ! .
d=36 ‘—34 —20‘ 33) ’ 26 —26’ 24) ‘ 2 ‘

6 —34|

=36 - (-72) — (-33) - (—104) + (-24) - (-208) = —1032.

Eger kesgitleyjide esasy diagonalyn bir tarapyndaky &hli ele-
mentleri nol bolsa onda bu kesgitleyjiniii ululygy esasy diagonalda
duran elementlerin kopeltmek hasylyna dendir.

1 1 | |
d al a2 613 an
= 2 2 2 2
al a2 613 an
n—1 n—1 n—1 n—1
a;” ay,  ay .. a,

Wandermondyi kesgitleyjisiniii ululygy &hli diirli
a,—a, (1 £j <i<n)tapawutlaryn kopeltmek hasylyna dendir.

Hakykatdan hem 7 =2 bolanda =a,—a,.

a, a,
Goy, n — 1 tertipli Wandermondyn kesgitleyjileri {igin subut edi-
len bolsun. D kesgitleyjini asakdaky yaly 6zgerdelin:



n-nji (sonky) setirinden a -e kopeldilen (n — 1)-nji setiri ayralyn,
sofira (n — 1)-nji setirden a -e kopeldilen (n — 2)-nji setiri ayralyn we
$.m., sofiunda 2-nji setirden a,-¢ kopeldilen 1-nji setiri ayralyn. Onda
alarys:

1 1 1 1
; 0 a-—aq a, — q, . a,—a
= 2 2 2
0 a;—-aaq, a; — a,a, . a,—aa,
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—2
0 a) —aa, " ai —aa; . oa,  —aa,

Sonky kesgitleyjini birinji siitiin boyunca dagatsak we umumy
kopeldijileri kesgitleyjiniii dasyna ¢ykarsak, onda alarys:
1 1 1
d=(a,—a)a,~a)..(a,—a)|a a a,
a a;..a’
Sonky kdpeldiji (n — 1) tertipli Wandermondyn kesgitleyjisidir.
Diymek
d=(a,—a)a,~a)..(a,—a) [] (@-a) [] (a,-a).

2<j<i<n 1<j<i<n

Yokardaky yaly subut edip bolar:

ar™' ay' ai! ar!

d =l a% a% a}f
a a as a,
1 1 1 1

Yokarda kesgitleyjini setiri ya-da siitiini boyunca dagadypdyk.
Kesgitleyjini birndge setiri ya-da siitiini boyun¢a dagatmak bolyar. Bu

Teorema (Laplas). Goy, n tertipli kesgitleyjide £ setir (ya-da
k siitiin) saylanan bolsun (1 <k <n — 1). Onda saylanan £ setirde (ya-da
stitiinde) saklanyan dhli £ tertipli minorlaryn olaryn algebraik dolduryjy-
laryna kopeltmek hasyllarynyn jemi d kesgitleyjinin bahasyna dendir.



Mysallar

74.
ar™' a7t @t al!
d=\|ai & a: a, | =
a; a; as a,
1 1 1 1
... Qik ak+1,k+1 vee Uryin
273} . ik Anj+1 e Ay
75. Hasaplan
-4 1 2 =2 1
0 3 o 1 =5
d=|2 -3 1 -3 1
-1 —1 3 -1 0
0 1 0O 2 5
Nollary saklayan birinji we {li¢iinji siitiinler boyunca dagadalyii:
31 =5
d:(_1)1+3+1+3_4 2__1_1 0 |+
—2 10y 0 s
3 1 =5
+(_1)1+4+1+3 _4 2 ,_3 _3 1 +
“130y 0 s
1 -2 1
T e 2 1‘.3 1 —5|=
—1304 2 5

=(-8)-(-20)—(—10)- (- 62)—7-87=-1069.



76. Kesgitleyjileri hasaplan:

-1 1 1 01
2 3 -1 2 0 0 —1 1 3
|72 2 3 3L plo1 2 —11 3],
33 2 2 0 —1
4-2 3 3 2 2 1 31
Coziilisi: a) kesgitleyjinin tigiinji setirine ikinji setiri gosup
alarys:
2 3 -1 2
-2 2 3 3
V| s 5 5 2 >O>AE>
4 -2 3 3|«
% -7 —11 8 ¢
10 12 13 13| | -7 -1 8<£
5 I 5 12 13 13 71
&)_22_17_17 -22 —17 —17
1 -3 -8
=1 0 13 |-3-(—1y2 |71 B=3.07+65 =246
—35 0 —17 -3
-1 1 1 01
0 0 —-1 3 3
-1 2 -1 1 3.1
0 —1 1 31 ﬁD
-2 2 2 3 1ll«
0 o 13| |0 7133
1o 1 —21 2=t 220
0 -1 1 3 1 _Ol(l)gll
0 0 0 3 -1
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83.

84.

8s.

86.

87.

13

13
—-20
—13

9
15
21l Jogaby: 192.
17
46
4_555 . Jogaby: 1.
84
—1
—4
1 | Jogoby:—37.
1
-2
2
1
7|. Jogoby: —43.
0
5
-2
-2

—4|.  Jogaby: 98.

88. Kesgitleyjini hasaplamaly:

a X X ..
X X ..
X X ds ..

=2 xR =




Beylekilerin dhlisinden birinji setiri ayyryarys:

a X X X
xX—a a&x—x 0 0
D=|x—a 0O aG—X ... 0
x—a 0 0 an— X
Birinji siitinden @, —x, ikinjiden a,-x, ..., n-njiden a —x

tapawutlary dasyna ¢ykaryarys:
D = (a, —x)(a,—x)...(a, —Xx),

Z X X o _X
aQ—X B—X G—X Ay — X
0
0 0 1 0 |
-1 0 0 0
a - _ X , shli siitiinleri birinis .
g —x 1+ 4 —x goyarys we dhli siitiinleri birinjd gosarys:
D =(a,—x)a,—x)...(a, — x)*
1+ X 4+ e+ X X X X
a— X A —X G—X a3—X an— X
0 1 0 0
X 0 0 1 0
0 0 0 1
=x(a,—x)(a,—x)...(a —x) 1, 1 L+ .
: : " X a—XxX a—Xx a, — X
X1 X7 xi!
89. D = X2 X x
I x X x!




D kesgitleyjd x , ..., x _ - den bagly bolan, koeffisiyentleri bilen x_

bir nibelliden kopagza hokmiinde seredip, ol x =x,x =x,...,x =

= x _, yagdayynda nola 6wriilydndigini we sonuf {igin x, —le, X — X,
...,x —x _ tapawutlara boliinydndigini goryiris.

Bu éhli kopeldijiler 6zara yonekey (¢iinkix , x,,..., x_algebra tay-
dan 6zbagdak). Diymek, D olaryn kopeltmek hasyllaryna boliinyar,

D =q(x, x, ..., x)(x,—x)(x, —Xx,)...00, =X )

D i sofiky setiri boyunga goyup, ol x 0Ozgelere garanda n — 1
dereje kopagza bolup duryandygyny goryéris, tstesine-de x,x,,...,x |
nébellilerden x;~' yagdayynda koeffisiyent D Wandermondyn kes-
gitleyjisine den; ¢linki il soiiky denligin sag boleginde yaylaryn kopelt-
mek hasyllary 1 koeffisiyent bilen x;~' diizydr, onda ¢(x, x,, ..., X))
kopagza x_diizenok we defligin iki boleginde x;~' yagdayynda koef-
fisiyentleri deflép, D, | = g(x, x,,...,x ) alarys,ondan D =D
(x, —x)(x, —x)...(x. —x — 1). n-ifi (n — 1)-e ¢algylmagy bilen bu
denligi ulanyp, alarys:

D ,=D , (xnfl—xl)... (an —xnfz).

Bu afilatmany D | {i¢in gegenki afilatmada D, ti¢in goyarys. Bu
pikiri dowam edip, biz ahyry x, —x, kopeldijini boliip ayyrarys, sofira
Wandermondyi kesgitleyjisinin birinji derejesine geleris D = 1.

Seylelikde,

D =(x,—x)(x,—x)(x;,—x,) ... (x —x)(X —x)... (x —x )=
= H (xi—xj) .

90. n-nji derejeli kesgitleyjini hasaplamaly:

5300 ...00
253 0 ...00
D=0 25 3 ...00

00 00 ..25

Birinji setir boyuncga yerlesdirip, rekurent gatnasygy taparys:



D, =5D

- 6D

n-1 n-2°
xX*—5x+6=0 denleménin @ =2, f=3 kokleri bar.
_ , _ D, — BDI C?Dl
— n4 n = = —
D =C a'+C, " buyerde C| (@ = pB) G = 3(63 B)
formula boyunca:
D =C a"+ C.p= 3l _pntl
X1 di2 Az ... Qi
X1 X2 X3 ... Ao
91. [0 X2 X3 ... Gl
X1 X2 X3 Xy
Jogaby: xl(x2 - alz) (x3 - a23) (xn —-a, 1’n).
1 1 1 1
a a —b a
92. a; — bz a a |.
a, — b, a, a, a,
Jogaby: (— 1) rl(l12—l) b b,...b.
a; a; as a,
—X1 ... X2 O O
93. 10 —x x;3 0
0 0 0 x
. a , A an
Jogaby: x, x,...x i + Y + ..+ P
a, bl a; bz a, b3 . a, bn
a, bz a> bz a> b3 . a> bn
94. a b3 a> b3 as b3 . azbn .
al bn az bn a3 bn an bn




Jogaby: 4, bn H:ll (ai+1bi7 aibiH) :

Gorkezme. D = by p

bn—l n n—l_

a _b)D  gatnasygy almaly.

§ 5. MATRISALAR

5.1. Matrisalaryn iistiinde amallar

Kesgitleme.
ay A ... A ... dAn
y A ... Ay ... doxn
ay dop ... A; ... dAn
Am Am2 oo Awj .. Am

gorniisdédki sanlaryn tertiplesdirilen goniiburgly tablisasyna matrisa
diyilyér.

Ykdysadyyetde matrisa mysal hokmiinde islendik m sany setirli
we n sany siitiinli tablisa (meselem, diirli bolimin isgérlerinin diir-
li wagtdaky yerine yetiren islerinin mukdaryny gorkezyin tablisa;
pudagyn Ondiirydn oniimlerine sarp edilyédn resurslaryn mukdaryny
gorkezyén tablisa we s.m.) seredip bolar.

A matrisanyil m sany setiri we n sany siitiini bar. Sol sebépli oila

......

------

j-nji sttiininn kesismesinde yerlesyar. Matrisalar latyn elipbiyinin bag
harplary bilen belgilenyir. a; elementli, m setirli we n siitiinli matrisa
A= {ay.} i=1,...,m,j =1, ..., n gorniisde belgilener. Eger matrisa 1X
n Olgegli bolsa (yagny bir setiri, # sany siitiini bolsa), onda ona setir

......

......



gorniisde belgilener. mxn Olgegli goniiburcly A matrisanyn setirleri-
ne U=(a,,a,,....a,), (i = 1,2, ..., m) wektorlar hokmiinde, siitiinlerine
bolsa

Amj

......

Eger matrisanyn hemme elementleri nola deni bolsa, onda ona
nol matrisa diyilyar we seyle belgilenilyir:

00 ..0
0|0 0 0]
00 ..0

(1) matrisada m = n diyelin. Eger i#j bolanda a,=0,i=j bolanda

a,#0 bolsa, onda 4 matrisa diagonal matrisa diyilyar we asakdaky
gorniisde belgilenyir:

a 0 ... 0
A= 0 an ... 0 ‘ (2)
0 0 ... am

Eger (2) matrisada diagonal elementleriit hemmesi 1-e den bol-

------

lenyar:



1 0 -0

Ee 01 -0

0 0 1
Eger-de a,=a, bolsa, onda 4 matrisa simmetrik matrisa diyilyar.
Eger—deA {a 1t weB= {b ti=1,..,m,j=1,.., n matrisalaryi
degisli elementleri defi bolsa (yagny, b ;)» onda bu matrisalara den

diyilyar we 4 = B gorniisde )'Iazyl}?ar.

5.2. Matrisalaryn iistiinde gecirilyin amallar

Kesgitleme 1. 4 = {aij} i=1,.,m,j=1,.., n matrisany o sana
kopeltmek diyip, netijede a A4 = {aaij} i=1,.,m, j=1,..n matri-
sany beryan amala aydylyar.

A we B matrisalary sana kopeltmek amaly agsakdaky hisiyetlere
eyedir:

1.14=4, (- 1)4 =-A4, 04 =0. (sonky denligin ¢cep tarapyndaky
0 — san, sag tarapyndaky 0 — nol matrisadyr).

2. (o)A = a(PA) (assosiatiwlik — utgasdyrma).

3. (a + p)A=aA + pA (sanlara gord distributiwlik — paylasdyrma).

4. a(A + B) = ad + aB (matrisalara gord distributiwlik — pay-
lasdyrma).

Eger 4 matrisanyn elementleri kébir pudagyil harytlarynyn her
bir gorniisini 6ndiirmekde yerine yetirilydn tehnologiki usullara sarp
edilydn wagtlary gorkezyin bolsa, onda bu matrisany a sana kopelt-
mekden alnan a4 matrisanyn elementleri pudagyn harytlarynyn her
bir gérniisinin @ sanysyny ondiirmekde yerine yetirilyan tehnologiki
usullara sarp edilyian wagtlary gorkezer.

Kesgitleme 2. Olgegleri defi bolan 4 = {a } we B = {b},
i=1,...,m, j=1,...,n matrisalaryn jemi diyip C = {C,-,-} = {“ngb,-,-}’
i=1,.,m, j=1,.., n(yagny elementleri 4 we B matrisalaryn degisli
elementlerinin jemi bolan) matrisa aydylyar.

A we B matrisalaryn jemini tapmak amaly asakdaky hisiyetlere
eyedir:

5. sargyt Ne 1573



1.4 + B = B + A4 (jemin kommutatiwligi — orun ¢alsyrma)

2.4+ (B+C)=(A + B) + C (assosiatiwlik — utgasdyrma).

3. Islendik Slcegleri den bolan 4 we B matrisalar iigin 4 + X = B
denligi kanagatlandyryan yeke-tdk X matrisa bardyr. Ol matrisa B we
A matrisalaryn tapawudy diyilydr we B — 4 gorniisde belgilenilyar.
A + X = 0 denleménin ¢ézliwine 4 matrisanyn garsylykly matrisasy

gorinyar.

Kesgitleme 3. Eger 4 matrisanyi siitiinlerinint sany B matrisanyii
setirleriniit sanyna denl bolsa, onda bu matrisalara ylalagykly matri-
j=1.., k ylalagykly matrisalaryn kopeltmek hasyly diyip m Xk tertip-
li, elementleri

¢, = ailblj + aﬂsz +.+ ambnj = Zl:al-,b,,-
(yagny i — setirde we j — siitiinde duran ¢, elementi A matrisanyn

i — setirinin elementleriniii B matrisanyi j — siitiininin elementlerine
degislilikde kopeltmek hasyllarynyil jemine denl) deft bolan C = 4B =

= {Z a; b,,} matrisa aydylyar.
t=1

C = 4B matrisanyi setirlerinin sany 4 matrisanyn setirlerinin sa-
nyna, siitinlerinin sany bolsa, B matrisanyn siitlinlerinini sany bilen
gabat gelyar.

AB kopeltmek hasyla 4 matrisany B matrisa ¢epden kdpeltmek

Umuman aydylanda, AB = B4 kommutatiwlik denligi matrisa-
larynt kopeltmek hasyly licin mydama yerine yetenok (meselem, bu
denlik ylalagykly ddl matrisalar {i¢in yerine yetenok). Eger ol denlik
kdbir 4 we B matrisalar {i¢in yerine yetyan bolsa, onda olara kommu-
tatiw matrisalar diyilyar.

Eger 4 matrisa kwadrat matrisa bolsa, onda onunl n-nji dereje-
si diyip ony 6z-0ziline n gezek kopeltmekden alynyan, 4" gdrniisde
belgilenydn matrisa aydylyar. Diymek, A" = A.A4. ... A. A°= E hasap
edilyar.



Matrisalaryii kopeltmek amaly asakdaky hésiyetlere eyedir:

1.AE=FEA=A4,A40=04 =0.

2. (AB)C = A(BC), (assosiatiwlik).

3.(A + B)C = AC+BC, A(B + C) = AB + AC, (distributiwlik).

Matrisalaryn iistiinde gegirilydn amallar islendik tertipddki ma-
trisalar ticin dogrudyr. Sonun ii¢in biz 3-nji tertipi kwadrat matrisalar
ticin yerine yetirilydn amallary gorkezelin.

1) Matrisany k sana kdpeltmek iicin bu matrisanynn hemme ele-
mentlerini £ sana kopeltmek gerek:

an i iz ka kan kas
ka =k ary Ay dAp | = kClz] kazz ka23 .
as1 Az dss kas, kazn kas

2) A we B matrisalary gosmak (ayyrmak) ticin bu matrisalaryn
degisli elementlerini gosmaly (ayyrmaly):

an i iz b b, bis ai + by an+ b ais + by
AEXB =@ an as|x| by bn by |=| @i+ by Qn+ by G+ by |.
s Az dss by by b as + by an+ by axn + b

3) A matrisany B matrisa kopeltmek {li¢in 4 matrisanyin setirleri-
nin elementlerini B matrisanyn siitlinlerinin degisli elementlerine ko-
peldip gosmaly:

an Qi iz by bi by Cii Cn2 Ci3
AB = |ax G Qx| |by bn by |=|ca €2 €
as Az ds; bsi by by C31 C3n C33

bu yerde

cll - allbll + a12b12+ a13b31’ 012: a11b12 + a12b22+ a13b32’ 13: a11b13 *

+ a12b23 * a13b33’

CZI - a21bll + a22b21 + a23b31’ 022 - a21b12 + a22b22 + a23b32’ CZ3 -

- a2lb13 + a22b23 + a23b33’

c31 - a31b11 + a32b21 + a33b31’ 032: a31b12+ a32b22 + a33b32’ 033+Cl31b13+

* a32b23 + a33b33'



Bu yerde hem, umuman aydylanda 4B # BA bolyandygy goriinyar.

95. A we B matrisalar berlen:

1 -2 1
A=12 0 -1}
-1 2 3
A+B, A— B, 34, AB matrisalary tapmaly:

2 1 3
(131

4 1 1

Coziilisi:

1 -2 1° 21 3 3 -1
A+B<2 0 1)+ 131>:1 3

33

I -2 1 2 1 3 3 -1
A-B=(2 0 —-1|]+|-13 —1 1
-1 2 3 4 1 3

3

3

1 -2 1 3 -6 3
34=3({2 0 -1 (6 0 3)

-1 2 3 4 1 1

-1 2 3

I =2 1 3
AB=(2 0 -1 —13—1—
-1 2 3 4 1 1

4-0-4 240-1 6-0-1
—2-2412 -24+6+3 -3-2+43

5.3. Matrisalaryn transponirlenilisi

4
4
_2;

=10
8 8

4
2

1

(2+2+4 1-6+1 3+2+1) (8 -4 6

5
-2

),

Kesgitleme 4. 4 matrisanyﬁ setirlerini siitiinleri bilen calyssak,

AT bilen belgilenilyar. Seylehkde, egerd={a,},i=1,.,

m, j =

s

L,..

7 se

]



bolsa, onda A" ={aﬁ} j=1,...m, i = 1,...,n bolar. Transponirlemek
amaly asakdaky hésiyetlere eyedir:

1. (4ANHT=A.

2. (@A) = a AT, o R.
3.(A+B)'=A" + B
4. (AB)"= A"B".

96. Amallary yerine yetirii:

3 -14 123
2. _3. .
b5 o2 hay

Coziilisi:
2_(3 —1 4)_3_<1 2 3)_(6 -2 8)_(3 6 9>_
250 214/ \4 10 0/ \6 312/
(3 =8 —1
\=2 7 =12/
3215 ;L;
97.EgerA=(6 11 2| we B= berlen bolsa, onda
23
9630 | 4

AB = {cij} matrisanyfi ¢, elementini tapyfi:

c, =6-4+1-3+1-2+2-1=24+3+2+2=31

98. Matrisalaryn kopeltmek hasylyny tapyn:

1 2 =21 f32 11
A=[2 1 =3 —1} B:1_1_1
21 2 1
2 1 1



Coziilisi:

2 3 1
1242 14+(=2)- 1412

1 2-2 1
1 -2 —1
(2 =3 ‘1>1 L El 2 (=) e (-2
21 2 1 DU
s 1 ) 22 ra420402
1-3+2(=2)+(=2)- 1+1-1
23+ 1(=2)+(=3)-1+(=1)-1
2341 (=2)+2- 1411

1142 (=1)+(=2)-1+1-1

2:14+1-(-1)+(=3) 1+(-1)-1|=

—2 14+1(=1)+2-1+1-1
(2+22+2 3—-4-2+1 1-2-2+1
4+1-3-2 6-2-3-1 2131)
—-44+1-3-2 -6-24+2+1-2-14+2+1

4 -2 =2
=0 0 =3|
-8 -5 0

Matrisalaryn kopeltmek hasylyny tapyi:

1\(—2 3 0 7

79 < 4 3)( 4 1)' Jogaby: <2o —9)

411 1 05
100. <1 3)(4 —1)' Jogaby: (5 o)

1 3\(6 —6 15
101’(3 6)(3 —2)‘ Jogaby: (3 —30)

42, —4 12
102. |2 4 <_2 4). Jogaby: ( )

31 —4 7



3 2 -1 2 9
103.1 4 2 0 ( 1). Jogaby:(lO .
21 1] \_4 4

3 21
104.(2 1 —3) (4 1 2). Jogaby: (5 —15 —23).
3 6 9
1
105.(2 2 1)(3]). Jogaby: (12).
4
1 23\/321 10 14 12
106. (3 21 (2 31). Jogaby: |14 14 8 |.
111/\1 23 6 7 5
4

52 5 4 4 23 22 28
107.(1 1 =2 (-3 =5 —4|. Jogaby:| 0 -7 —8].
13 —4 —11 -8

n —n n\/[—-nl n —-3n* n 3n’
108.{ 1 1 1 n 1—n>. Jogaby:l —n 3 n |

—-n n —n 3n* —n 3n’

109. Amallary yerine yetirin:

011y
11y 1 1)\
a)(01>; b)<0 1>; Q)l()l)‘
110
233
13 1 10
Jogaby: a) (O 1), b) <0 1), ¢)(3 2 3).
332

110. 4= (1 | ) matrisa berlen bolsun. AB = BA sert yerine yeter
00 a+b b)

yaly, B matrisalaryn dhlisini tapyn. Jogaby: ( b



111. Eger 4 we B matrisalar {igin 4B we BA kopeltmek hasyllar
kesgitlenen we AB = BA bolsa, onda 4 we B — kwadrat matrisalar we
olaryn tertibinini deiidigini subut etmeli.

112. Eger A matrisada

a) i we j setirlerin orny ¢algyrylsa;

b) i setire j siitiini k& sana kopeldilip gosulsa;

¢) B matrisanyn i we j siitiinleriniil orny ¢algyrylsa;

d) B matrisanyn i siitiinine j siitiini & sana kopeldilip gosulsa,
onda 4 we B matrisalarynl kopeltmek hasyly nihili tiytgér?

Jogaplary a) i we j setirler ornuny ¢alsar; b) i setire £ sana kopel-
dilen ; setir gosular; ¢) i we j siitiinler ornuny c¢alsar; d) 7 siitiine £ sana
kopeldilen j setir gosular.

113. Eger A we B matrisalar — bir tertipli kwadrat matrisalar we
AB # BA bolsa, onda

a) (A + By = A> + 24B + B;
b) A~ b* = (A — B)(A + B).

5.4. Ters matrisa

Ters matrisa diislinjesi kwadrat matrisalar kopliigi iicin kesgit-
lenyar. Goy, 4 kwadrat matrisa berlen bolsun

ain iz o Qi
Ay Ao -+ dwn

A=]eer e ven s (1)
dun Ay = Ann

AB = BA = E bolsa, onda B matrisa A matrisa ters bolan matrisa

AL =A4'4A=E

bu yerde E birlik matrisa.



A matrisanyn ters matrisasynyn bolmagy {licin hokmany A(4) # 0
bolmaly.

Kesgitleyjisi nola den bolmadyk kwadrat matrisa ayratyn matri-
sa diyilyar.

A matrisanyin 4! ters matrisasy asakdaky formula arkaly tapylyar:

All A2] Aln

1 AIZ A22 AZn

-l=__1 ... ... .0 ...
AW |

Aln A2n Arm

Ters matrisanyn kabir hisiyetleri:

1.4 ) = 4.
2.(AB)y'=B 4.
3.4 =)
114.

23 2
A=(12 -3
34 1

matrisanyn 4! ters matrisasyny tapmaly.

23 2
A=detAll 2 -3|=4+8-27-12+24-3=-6#0
34 1

A #0, diymek, 4 matrisanyn ters matrisasy bar.

A, =D i _3‘=2+12=14,
L[l =3

e e N E RS )
Sl 2

A, =D 4’=4—6=—2,




32
A21:(_1)2+1 4 1 :(3_8):5,
A, = (17 i f —2_6=—4,
23
Ay =10 = @-9)=1,
_2
A, = (- 1y ; |=-9-a=-13,
2 2
A=yl Sl=c6-2)=8,
A, =1y f ;‘=4—3=1.
Onda
14 5 —13
A*’=—%—10 —4 8 |
2 1 1

A" — matrisanyn dogry tapylandygyny bilmek ii¢cin 44 ' = E
sertiil yerine yetydndigini barlayarys.

14 5 —13\/23 2
AA*’=—%—10—4 8 |[1 2 =3

-2 1 1 /\34 1

—-20—-4+24 -30-8+32 —20+12+8
—4+1+3 —-6+2+4 —-4-3+1

—6 0 0 100
—%0—60 —{o10|=E

0 0 -6 001

1(28+539 42 4+ 10 - 52 281513)
= -

Diymek, A~ ' matrisa dogry tapylypdyr.



115. Matrisanyn setirlerini 6zgerdip, ters matrisany tapyn.

N A<
AN 0 A

— N A

.

Coziilisi:

00
)*

1

-2 01

)*

2

2
0 -3 -4-310

0 -2 0

1

-
e

12 2|1

S O —
S — O
—_ O O
A A<
AN N A
— N A

12 2110 0
01 —-4{11 -2
00 —-8{02 -3

0 O
1 =2
1

1

1
-20

2
—4

2

1

0-2 0

0

1

==l

—>

—_—
1741“2378
—a o 1B4
o—
- <
S O -
S — O
—_— O O

Seylelikde

1741B2378
—a o 1B4
1_A — o
[
A




Asakdaky matrisalaryn ters matrisasyny tapyi:

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

[

L — e /0

1
2

—_ N

W N

- o=k = O~

AN W

W W

;)

Jogaby:(_23 _21).
Jogaby: <_12 _52).

2 -1
Jogaby:(_l 5 1 )

—2 —1
Jogaby:
0,2 0,20
Jogaby: |—0,6 2,4 2|.
-0,2 0,8 1
4 -7 3
Jogaby:| 3 -5 2 |
—18 32 —13
3 —-1-=2
Jogaby: |—17 8 11
8 —4 —5
-3 26 31
Jogaby: | 3 =25 =30).
2 —-16 —19

—-10 3 8
Jogaby: [—11 3 9 |

14 —4 —11



111 —1 0 —0,505 0
11 -1 1 0,5 0,5 0 0
125. I : :
1121 Jogabyl o0 05 0 0.5
11 1 1 ~0,5 -0,5 0,5 0,5
1 4 2 3 33 —6 —26 17
1 -2 1 =2 6 -1 -5 3
126. L1 1 1l Jogaby: 95 5 20 —13]
0 —10 -2 —6 -2 0 2 -1
-2 1 =3 1 3 12 -2 —7
-1 1 -2 2 3 7 -2 -5
127. L -3 1 —af Jogaby: 971 4
-3 3 _5 5 2 -4 1 3
10 0 b0 -0
0 1/ ... 0
128. 0 2 0 - Jogaby: | . A e |
0 0 n 0 0 - 1y
0 ... 0 1 0 0 1
. 0 oo ee- 0
129. 0 20 . Jogaby: | .. ... .
no 00 L0000

Matrisaly denlemeleri ¢oziin:

13 -13 0
130. (2 5)'X_(1 2 —1)'
Coziilisi:

13y (=13 0
X‘(z 5) '(1 2—1)



=5 A,=- A4, =-3 A4,=1

11 22

(23 =l ) P
X :<—52 _53)<_11 ; 01) (—52+—31 _615——;6 (O)I?):
:(_83 —49 —13)

11 I -1 -1 0
131. <4 3>-X—(2 _3). Jogaby.( ) _1).

-31 2 -2 1 2 -1 -2 20
132.1 1 0 —-1|-X=(1 —13). Jogaby:|—1 =3 28].
—-43 0 1 —-14 -2 -1 17
2 1 0 2 1 0
133.|—-15 =3 —1|-X=( 1 -1 1|
2 =31 —10 =2 -1
-3 -3 0
Jogaby:<8 7 0|
20 25 —1

75 -2 1 —-10 17
134.X-<4 3>—<1 _1>. Jogaby.( 7 _12).

3 2 2 -3 18 -3
X-43>: 3 O). Jogaby:| 9 —6|.

135.

—

2 4 —-10 8



3 =24 12 3 22 8 =27
136.X-|7 2 3|=(11-1}| Jogaby: (25 12 -30|.
10 -1 8 12 2 51 21 —62

;_?1_214 owaby [0 5 4
_32—_12 . ogaby:. _944

3 -2\, 23y _(-2 1 -7 13
138 (2 —1)'X'(3 5)_(1 —2)' Jogaby: (-10 —19)‘

W

1 1 =2 -1 -22 -11 1
139.(1 -1 3 |'X({1 1 1):(1 0—3).
1 2 -4 0 -3 2 -10 3
37 -6
Jogaby: (1 T =5
1 7-=5

5.5. Matrisanyi minory we rangy

Kesgitleme. Matrisanyil birndge setirinin we siitlininiil {istiini
¢yzyp, galan elementlerinin ornuny tiytgetmezden alnan kesgitleyja 4

------

Kesgitleme. Matrisanyil noldan tapawutly ifi uly minorynyn ter-
tibine 4 matrisanyn rangy diyilyér. Mysal {i¢in,
3425
A=(716 3|
6 8 410

Matrisanyii ligiinji tertipli minorlarynn hemmesi nola deni, emma
ikinji tertipli minorlaryn i¢inde noldan tapawutlanyany bar, meselem

3 ;1 ‘ # 0. Diymek, 4 matrisanyn rangy 2-d dendir. 4 matrisanyn ran-

gyny r(A) diyip belgileyiris. Biziit mysalymyzda »(A4) = 2



140.

12 R 100
NA=[12], 2)3:(369>, Hc=[010)
00 001

Birinji matrisanyn rangy 1(4) = 2. Ikinji matrisanyn rangy r(B) = 1.
Uciinji matrisanyf rangy r(C) = 3.

Teorema. m X n 6l¢egli matrisanyn £ tertipli minorynyn hem-
mesi nola denl bolsa, onda & + 1 tertipli minorlarynyn hem hemmesi
nola dendir.

Matrisanyn rangyny tapmak ti¢in bu teoremadan ugur alyp, asak-
daky kadany gollamak bolar.

1. Kigi tertipddki minordan uly tertipdiki minora gegmeli.

2. Eger matrisanyn & tertipli minorynyn biri noldan tapawutly
bolsa, onda sol minoryii dagyna agyl bolan setirleri we siitlin-
leri ¢yzmak arkaly diiziilyan & + 1 tertipli minorlara gara-
maly. Eger sonda k + 1 tertipli minorlaryit hemmesi nola den
bolsa, onda matrisanyn rangy » = k bolar. Eger k£ + 1 tertipli
minorlaryn biri noldan tapawutly bolsa, onda yokardaky usuly
k + 1 tertipli minora ulanyp, k£ + 2 tertipli minorlaryn nola
deiligine ya-da den déldigine garamaly we s.m. Biziil yanyja

3 4
rangyny tapan matrisamyzda bu aydylanlary disindirelif. |5

minoryn dasyna agyl bolan setirler we siitiinler arkaly tg¢iinji
tertipli minorlary hasaplalyn.

342 345
71 6[=0; 71 3|=0
6 8 4 6 8 10

diymek, matrisanyn rangy » = 2.

Matrisany elementar 6zgertmek.

Berlen matrisanyn: a) setirlerinifl ya-da siitiinleriniii ornuny ¢al-
syrmak bilen; b) setirlerinin ya-da siitlinlerinin dhli elementlerini nola
dent bolmadyk sana kopeltmek bilen; ¢) bir setiriii ya-da siitiinin dhli
elementlerini bir sana kopeldip, basga bir setiriii ya-da siitiinin degisli



elementlerine gogmak bilen tdze matrisa alynsa, berlen matrisada ele-
mentar Ozgertmeler gecirildi diyilydr. Bu iki matrisanyn ranglarynyn
dendigini subut etmek bolar. Ekwiwalent matrisalaryi ranglarynyn den-
ligi matrisanyn rangyny tapmagyn onat yoluny salgy beryar.

141. Matrisanyn rangyny kesgitlemeli.

32 1 4 1 2 3 4 I 0 0 0
54 2 1|~|12 4 6 1|~|12 0 -1 =7~
6 5 3 7 3551 3 -1 =3 =5
1 0 0 O 1 0 0 O I 0 0 O
~12 -1 0 7|~|-2 -1 0 0 |~{-2 -1 0 O r=23.
3 -3 -15 3 -3 —-1-16 3 -3-10
6 3 . . . .
142. 4 = (3 2) matrisanyn 4~ ! ters matrisasyny tapyn.
Coziilisi:
6 3
A= = 12-9 = 3;
32
4,=2, A, =-3, A, ,=-3, A, =6.

2
S, 1[2 -3 < _
A== = .
3(—3 6 ) (—31 2 )
143. Matrisanyn rangyny kesgitlan:
7 =341 2
1 7 815 4]
-9 13 417 2
Coziilisi: Berlen matrisada noldan tapawutly elementler bar. Sol
sebdpli matrisanynl rangy 1-den kigi dal.
d= ‘Z _73 =49 + 3 = 52 # 0. Onda matrisanyn rangy 2-den
kici dal.

6. sargyt Ne 1573



7 -3 4 7 -3 4
1 7 8~—C2> =1-13 13 0|=0
—9 13 4|« ~16 16 0
7 -3 1 0 —52 —104
1 7 15 @ﬂ 7 15 =—‘_7562 _115(;4 =0
-9 13 17|« 0 76 152
7 —-32 0 —52 —26

17 4125)1 7 4 :_‘_7562 _326‘:
~9 13 2 0 76 38
21
=26-38:~ | =o.
1

Seylelikde, d minoryn gyrasynyn jdheklenen minorlarynyn dhlisi
nola den. Diymek, berlen matrisanyi rangy 2-a den.

144. Elementar 6zgertmelerin komegi bilen matrisanyn rangyny
tapyn:
2
-1
2
-1

W = W W
D OO o W

1
1
4
1

Coziilisi: Elementar 6zgertmelerin komegi bilen berlen matri-
sany trapesiya gorniisine getirelin.

15 2 3 1 5 2 3
13—12/® o -2 =3 -1
41 2 8l< 0 —19 —6 —4|
13 -1 2]< 0 —2 -3 —1
1 3 2 5 1 3 2 5
0 —1 -3 -2 | —7~ o -1 -3 =2
—0_4_6_1949?‘00 6 —11]
0 -1 -3 -2 00 0 0

Seylelikde, matrisanyn rangy 3-e den.



Matrisanyn rangyny tapyn:

-3 1 2 -5
145 (-39 13 26 65)'
1 37 4 -5
146. (-1 8 15 7
321 -1 8
1215
120 3
147., 1, 5l
11 -21
4223 1
g |1 3141
55317 12
11355 2
-8 1 1
2 -4 2
149.| 5 —10 5
1 -2 1
7 6 -5
25 17 10
10 12 —44
150.|-10 6 20
10 3 24
5 2 10

Jogaby: 2.

Jogaby: 2.

Jogaby: 4.

Jogaby: 3.

Jogaby: 2.

Jogaby: 3.

151.a,, a,,..., a, sanlara gord

matrisanyn rangyny tapym.

Ay
as
a
a

as s ar
000
000
000



Jogaby: Eger a, = a, = a,=--= a,= 0 bolsa, onda r(4) = 0; eger
birinji setirde noldan tapawutly elementler bar we a, = a, = a, = 0
bolsa ya-da sonky siitiinde noldan tapawutly elementler bar we
a, = a,= a, = 0 bolsa, onda r(4) = 1; eger birinji setirde we sofiky
siitiinde noldan we a, - den tapawutly elementler bolsa, onda (4) = 2.

m 1 1
152. m sana gora ( 1 m1 ) matrisanyil rangyny tapyn.
1 1 m

Jogaby: Eger m = 1 bolsa, onda r(4)=1; eger m =— 2 bolsa, onda
r(A) =2; eger m # 1 we m# — 2 bolsa, onda r(4) = 3.

153. Eger matrisa bir setir (ya-da bir siitiin) gosulsa, onda onun
rangy liytgemeyéndigini ya-da 1-e liytgeyéndigini subut edin.

154. Eger A matrisanyn gapdalyndan 4 matrisanyn setirlerinin
sany bilen defi B matrisanyn her bir siitiini yazylanda 4 matrisanyn
rangy lytgemese, onda 4 matrisa B matrisanyn @hli siitiinleri gap-
dalynda yazylanda 4 matrisanyn rangynyn iiytgemeyandigini subut
etmeli.

155. Eger A matrisanyn gapdalyndan 4 matrisanyn setiri bilen
dent B matrisanyn &hli siitlinlerini yazylanda 4 matrisanyn rangy iiyt-
gemese, onda 4 matrisanyn rangy B matrisanyn rangyndan uly ya-da
dendigini subut edin.

§ 6. Cyzykly denilemeler sistemasynyn c¢oziilisi

6.1. n iiytgeyin ululykly n ¢yzykly denlemelerin
sistemalary. Kramerin formulalary

Iki nébellili iki denilemeler sistemanyn ¢ézliwini tapalyn:

ax + bly = (i, (1)
@X + by = c».



Bu sistemany tozdestwa dwiiryan (x,y) jiibiite (1) sistemanyn ¢o-
ziiwi diyilyar (1) sistemanyfi 1-nji defilemesini b,, ikinji defilemesini
b, kopeldip gogsmaly

(@, b,—a,b)x=cb,~c,b,.
Edil sonun yaly edip (a,b, —a,b)y=a,c,—a.c,.
Bu yerden (1) sistemanyn ¢oziiwi:

cib, — b aiC; — G

r= ab, — ax b’ Y= ab, — a:b,’

(1) sistemanyn nabellilerinin koeffisiyentlerinden diiziilen kesgit-
leyjini:

a bl
A =
a bz
bellesek, gosmaca kesgitleyjileri:
AX:CI bl, Ay:a] Ci
Cy bz a ¢

diyip belgilesek, onda (1) sistemanyn ¢oziiwi

A, — A, (2)

gorniisde bolar.

Eger-de A # 0 bolsa, onda (1) sistemanyn yeke-tik ¢coziiwi bo-
lar. Eger-de A= 0 bolsa, onda (1) sistemanyn tiikeniksiz kop ¢oziiwi
bolmagy miimkin ya-da ¢6ziiwinini bolmazlygy hem miimkin. (2) for-

......

Birjynsly ii¢ nébellili iki deiileme sistemanyn ¢oziilisine sere-
delin:
ax+by+cz=0, 3)
@x + by + ¢,z = 0.

(2) sistemanyn elmydama x =y =z =0 ¢oziiwi bar. (3) sis-

temanyn noldan basga ¢éziiwlerini tapalyi. Goy, z # 0.



X Yy _
m o tho=-a A|@ L
a b
al-i-bzy:—cz P
difip
i—L‘_CI bl L‘_bl Ci
Z_A—Cz bz_A—bz Cz’
Z_L—Ch Ci —L‘_Cl a
Z_A—az CZ_A_CZ az.

(3) sistemanyn nabellilerinin koeffisiyentlerinden diiziilen matrisa

<a1 bl C1>
a> bz Ca

—bl C —a G —a bl
A = A A, = , A; =
] —b, ¢ ’ ‘—612 C2 ’ ‘—Clz b,
A = A;,onda
X __ A Y __ A
Z A;° Z As
Diymek,
X Y Z

ya-da x=At y=-At, z=At (—oo<t<oo). Biz A#0 diyip
kabul etsek, (A, # 0). Bu ¢oziiw ifi bolmanda A , A, A -ifi birisi nol-
dan tapawutly bolsa hem dogrudyr.

156.

x—2y+3z=0,
4x + 5y — 62 = 0.



Sistemanyn matrisasy:

1 -2 3
4 5 -6

-2 3

1 3
M= _6‘_—3, Az_‘4 Col=-1s,
1 =2
Az: :13,
‘ ‘4 5
onda
Z:A3t:13f.

Sistemanyn noldan tapawutly ¢oziiwlerinin birini t=1 diyip alarys:
x=-3; y=18; z=13.
Ucg nibellili defilemeler sistemanyti ¢dziiwini tapalyi
ax+ by+cz=d,

ax + by + .z =d,, 4)
asx + bzy + ¢z = ds.

a b ¢ d b ¢
A=|a b, c; A, =\|d» b, ¢
as by c; ds bs c;
a d o a b d
Ac=\a d ¢ A.=|a b, .
a ds cs a by d;

diyip bellesek, (4) sistemanyn ¢oziiwi

_Ax _A,V _AZ
X_A’ y_Aa Z_A’ A;éo

gorniisde bolar. Eger A = 0 bolsa, onda (4) sistemanyn ¢oziiwi yok




ya-da tiikeniksiz kop bolar.

ax+by+cz=0,
ax + by + c.z =0, )
ax + by + c;z2 = 0.

(5) sistemanyn elmydama nol ¢oziiwi bar, yagny x =y =z =0.

Teorema. (5) sistemanyn noldan tapawutly ¢6ziiwi bolmagy
iicin nébellilerin koeffisiyentlerinden diiziilen kesgitleyjisi nola den
bolmaly

a b1 Ci
A = a> bz C| = 0.
as b3 C3

6.2. Cyzykly denlemeler sistemasynyn coziiwi.
Bazis ¢oziiwleri

Goy, bize ¢yzykly denllemeler sistemasy berlen bolsun

an X +an X+ ...+ an X, = b

) X1+ an Xo+ ...+ Qo X, = b, (1)

------

------

an A ..., iy an an ..., A

an (47 T oy, axn Ay ..., (258
A= ; B=

aAm (4 R An am (4 S An

......

Kroneker — Kopellinifi teoremasyna gord r, = r, bolanda (1)



sistema kokdes (¢oziiwi bar). Eger-de (1) sistemada r: = r; bolsa, on-
da kokdes dal. Eger-de r, = r, = n bolsa, onda sistema kesgitli (yeke-
tédk koki bar). Eger-de r < n bolsa, sistema kesgitsiz (kop koki bar).
Sistemanyn rangy (1) sistemadaky ¢yzykly bagly dil denilemelerini
sanyny gorkezyar. Eger (1) sistemada », = n bolsa onda ¢yzykly bagly
dél defilemelerifi sany nébellilerifi sany bilen gabat gelyér. », = n bo-
landa (1) sistemadaky artykmag denilemeleri taslasak (¢yzykly kom-
binasiyadan duryan deiilemeler), (1) sistema asakdaky gorniisi alar:

ay X+ an X2+ ...+ Qin X, = b
d; X+ ax X2+ ...+ Qo X, = b, (2)

A X1+ A X2+ ...+ Qi X. = b,.

r, = n bolanda yeke-ték ¢oziiwi bar. », = n bolanda (2) sistema-
dan ¢yzykly bagly dil deiilemeleriii sany nébellileriii sanyndan kigi.
Bu yagdayda sistemanyn tiikeniksiz kop ¢0ziiwi bar, yagny n —r,
sany nébelli erkin liytgeydn, galanlary bolsa bazis iiytgeyén ululyklar
bolar. Elmydama bazis ululyklary erkin ululyklaryn iisti bilen aiilatmak
bolar.

157. {2.90 — XN+ a—x=1

— X1+ X — 2% + x4 = 2.

r = 2. Onda iki nidbelli erkin, ikisi hem bazis ululyklar bolar. Ba-
ziz ululyklary erkin ululyklar bilen anladalyn, yagny:

2.X1 —Xo+ Az — X4 = 1
—X1 + X2 — 2X3+X4 = 2.
Sorira ikinji defilleméni 2-4 kopeldip x,-1 taparys:

X =34 x
Xy = 5+3X3—X4.

Erkin ululyklara islendik baha bersek, bazis ululyklaryn diirli ba-
halaryny alarys. Bu bahalaryn hemmesi hem berlen sistemanyn ¢ozii-

wi bolar.



158. Sistemany derniemeli we ¢ozmeli

X+ 3%+ 5x + Txs 4+ 9xs = 1
A=3x—2x+3x; — 4x, + 5x5s = 2
2%+ 11, + 12x; + 25x4 + 22x = 4

1
2
4

A we B matrisalaryn rangyny hasaplalyn, ikinji setiriil iistiine

3-nji setiri gosup 3-e bolsek
1 1 3 5 7
2|~{0 0 0 O
4 2 11 12 25 22
1

135 7 9
B~1 3 5 7 9
3579
Diymek, A~|{0 0 0 O O =2 =23

1 3 5 7 9
1 -2 3 -4 5
2 11 12 25 22

B =

2 11 12 25 22
2 11 12 25 22

1, # 1z deiilemeler sistemasy kokdes dal.

Denlemeler sistemasyny ¢oziin:

X1+ X2+ X3
2X1+3X2—2X3:2
Coziilisi: X — 2%+ x; = 0.
1 1 1
1 0 0 L4
A=12 3 —2/=2 1 —4/=| =12
1 -2 2 1 -3 0
6 1 1 0 1 0
Ar=|2 3 =-2|=|-16 3 -5 :__];6 _35 =
0 -2 1 12 -2 3
=—48 +60 = 12;



16 1 1 1 1

A=1[22-2/=/0 -10 —4|= ‘__160 _04 = 24;

10 1 0 -6 0

11 6] (11 6 -
Ay=|2 3 —2/=10 1 —14 =—‘_33_6 — 6+ 45 = 36.

1 -2 1 0 -3 —6

_ A _ 12 _ 4. _ A, _ 24 _ . _As _ 36 _
== =h w=Ry=9=% xn=y=1=3

Deilemeler sistemasyny ¢oziin:

159.

160.

161.

162.

163.

X1 — X2+ X3 = 3
X+ 264+ % =0 Jogaby:( 1;-1; 1).
k2.96'1 + ZX2 + X3 = 1.

rx1 + sz + 3x3 =7
X =30 —x;=—1 Jogaby: (1; 0; 2).
\2X1 + X2+ X3 = 4.

r.X1— ZX2+X3 =1
2% =X +x: =2 Jogaby: (0; 1; 3).
‘3X1 + 4X2 — X3 = 1.

Xi+x+x=0
20 —Xa+ X =2 Jogaby: (3; 2; 1).
13x1 — 2x —x3 = L.

r9C1—962‘|'9C3‘|'X4 =6
< 2% = 3%+ x5 —Xxs = 2 Jogaby: (2; 0; 1: 3).
5X1 — 2X2 — 4X3 — 2X4 = O

k4.%'1 + 2.X2 + 3.X3 — 3.X4 = 2.




(X1 — X+ X — X5 =—2

164. <2x1 30 —xtx =T Jogaby: (1;2; 3; 4).
30+ 4x— x4+ 20 =0

(4x — % + X+ x40 = 9.

(X1+X2+X3+X4:21

165. |0 — % ta K =3 Jogaby: (1;9; 5; 6).
X1—X2—X3+2X4 =—1

k2X1+XZ—X3+X4: 12.
73X1—2X2+X3—X4:4

166. | 2% T %=X —xi =2 Jogaby: (2; 0; 0; 2).
Xt — X2+ X3+ X4 = 4

\X1—2X2—X3—X4: 0.

Goy, bize rangy r = n bolan denilemeler sistema berlen bolsun

anx: + apX; + ... + QuXx, = b1
A X1 + AnXs + ... + AonXy, = bz

........................... (1)
Ay + X2 + ... + QuXn = by
and...Ain
A= A1t .. .Aon £0
An Apz *Apn

(1) sistemanyn ¢oziilis diizgiinlerine seredelin.

6.3. Kramerin diizgiini

(1) sistemanyn ¢oziiwi Kramerin diizgiini boyunca asakdaky ya-
ly gozlenilyar.

& X, = A”

_ A _
X1—A, Xz—A N



buyerde A (i = 1.2, ...,n). kesgitleyjinifi i-nji siitlinini azat agzalaryi
stitiini bilen ¢alsylyp alnan kesgitleyjidir.
Mysal ii¢gin, A,

an bl diz...0iy

A b2a23 ..o
Az = .

An bnanZ R
167. Berlen sistemany Kramerin diizgiini boyunga ¢ozmeli:

2x+3y+2z=09,
x+ 2y — 3z =14,
3x + 4y + z = 16.

23 2
A=]1 2 -3/=44+8-27-3+24-12=—-6+#0
34 1
9 3 2
A=14 2 -3/=—18+112-144-64+108—-42 =—12
16 4 1
2 9 2
A,=|1 14 -3/=28+32-81-84+96-9=—-18
3 16 1
2 3 9
Ay=11 2 14|=64+36+126—-54—-112-48 =12
3 4 16

Onda sistemanyn ¢oziwi:

_A_ —12 5 A 18 _ 4

Y=A T T 6 YT A ~6



_ A _ 12
z= A6 2

x =2, y=3, z==2.

(1) sistemany matrisanyn komegi bilen ¢ozelin. Onda sistemany
matrisa gornilisinde yazalyn:

AX =B )
Bu yerde
an an - A X1 by
A= Ay A -+ Ay , X = ?.Cz’ B = b.z
Ay A - Ann Xn bn
(2) sistemanyn ¢oziiwi
An Ap - Ay
X=41B Al = 1 _ An Ayp -+ Au
’ A ) e
Am Anz Ann

A = detA # 0 bolmaly.

168. Matrisa gorniisinde ¢ozelin:

23 2 X 9
A=(1 2 =3 X=\y} B=(14].
34 1 Z 16
A~ ! matrisany hasaplalyn:
23 2
A=|1 2 =-3|=—6+#0.
34 1
Onda A ' matrisa bar.
2 -3 32
A=ly ’:14; A”:_‘4 =



1 -3 22
T3 ’ A ‘31 =
12 23
A = 3 4 =—12; A23=—3 4 =1;
3 2 23
A31:2_3 :—13, A32:12:1,

23
Az = = 1.
33 12
14 5 —-13
Onda A" :—é 10 -4 8
-2 1 1

A" matrisany dogry hasapladykmy? Ony barlamak {i¢in 44~ ' =F
bolyandygyny barlamak kyn dal:

14 5 —13\/9
X:A“B:—%—lo —4 8 |14]=

-2 1 1 /\16

14-94+5-14—-13-16 ~12 2
—10~9—4-14+8-16):—%(—18):( 3 )

—2-9+14-1416-1 16 -2

Y

Sistemanyn ¢oziwi: x=2, y=3, z=-2.

o\

X:

6.4. Gaussyn usuly

Indi (1) sistemany Gaussyn usuly bilen ¢ozelin. Gaussyil usulyna
nébellileri defilemeden yzygider yok etmek usuly hem diyilyér. Goy,
a,, # 0 bolsun, sistemadaky birinji defileméni a, -e bolsek

X+ @uXo + .o+ aux, = b 3)

Buyerde ;=% i=1,2,..n, f = b

9

an an



(1) sistemanyn i-nji denllemesine seredelin
anXi + anXo + ... + auX, = b (4)

Bu defilemeden x, — i yok etmek tigin (3) defileméni a;e kopel-
dip (4) denlemeden ayyrsak, (4) deiileme agsakdaky gorniise geler:

ayx + ...+ an+ ... +ayx, = b, (5)
bu yerde

1
a’

= a; — anyj, b,(/l) = bi_blalj, _] = 2,3,...,11. (6)

(1) sistemanyn beyleki defilemelerinden x, ndbellini (1) siste-
manyi i-nji denlemesinden ayrylysy yaly edip ayyrsak, onda (1) den-
leme birinji &dimden sonl agakdaky gorniisi emele getirer:

Xi+ ApXs + ...+ AinX, = ,31

a22X2 + cee + Clg,)x,, = b;l) (7)

(7) sistemanyn koeffisiyentleri (6) defileme boyunga hasaplan-
yar. (7) sistemada a$) # 0 diyip yokarky diizgiin boyunca birinji we
ikinji defilemelerden baggasynda x, nibellini yok edyéris. Bu nébelli-
leri yzygider yok etmek usulyny n — 1 gezek yerine yetirsek, onda (7)
sistema asakdaky gorniisi emele getirer.

X+ Ao+ .o+ Qux, = b

X+ ...+ asx, = b )

(8) sistemanyfi sofiky defilemesinden x taparys. Sofira bu defi-
leménin yokarysyndaky deiillemeden x| taparys we (8) sistemanyni
beyleki denilemelerinden tersligine hereket edip, galan nébellilerin
bahalaryny hasaplayarys.



169. Gaussyn diizgiini boyunca ¢dzmeli. Sistemany asakdaky
gbrniisde yazalyi:
x+2y—3z=14
2x+3y+2z2=9
3x+4y+z=16

Birinji denllemeden basga denlemelerden x-i yok edelin. Birinji
deiillemédni 2-4 kopeldip ikinji defllemeden ayyryarys. Sofira birinji
denleméni 3-e kopeldip 3-nji defilemeden ayyrsak sistema asakdaky
gorniise geler.

x+2y—3z=14
—y+8=-19
2y + 10z =— 26

Bu sistemanyn birinji we ikinji defilemelerini 6iikiisi yaly yazyp
3-nji denilemeden y ndbellini yok edelin. Onui ii¢in 2-nji deflemini
2-a kopeldip 3-nji defilemd gosyarys:

x+2y—3z=14
—y+8z=—-19
-6z =12

Sistema 2-nji 4dimden son yokarky gorniisi aldy. Soiiky deiileme-
den z=-2 diyip, bu bahany yokarsyndaky deiilemede goyup tap-
yarys:

—y+8:(=2)=-19; y=3

z we y-iii bahasyny birinji defilemé goyup x néibellini taparys: x + 2(3) —
-3(-2)=14;
Sistemanyn ¢oziiwi: x=2; y=3; y=-2.

170. Denlemeler sistemasynyn kokdesligini dernan, umumy ¢o-
zliwini we bir hususy ¢dzliwini tapyn:

7. sargyt Ne 1573



X+ 2%+ 3x:+4x, =4
2% + 5% + 8x:+ 9%, =9
X+ 3x + 5x3 + S5x4+ 5.

Coziilisi: Gineldilen matrisany yazyp, sistemanyn rangyny tapalyi:

123 4[4 123 4[9
25899??:01211?
13555 012 1|1

1 2349
={012T1]|1)
00000

Seylelikde, matrisanynl we gineldilen matrisanyn ranglary 2-4 dei.
Diymek, berlen sistema kokdesdir. Birinji we tglinji defilemelerin x|
12
13 #0
we onuil tertibi sistemanynl rangyna deii. M minoryi setirlerini sak-
layan sistemanyn birinji we {i¢iinji defilemelerini yazalyi:

we x, nébellilerinifi koeffisiyentlerinden diiziilen minor M = ‘

X1+2X2+3X3+4X4:4
X1+3X2+3X3+5.X4:5.

Bu defilemelerifi ¢ep tarapynda x, we x, nébellileri goyup, galan-
laryny sag tarapa gecirelin:

X1+2XQ:4—3X3+4X4
X1+3X2:5—3X3:5X4.

Bu deiillemeler sistemany Kramerrini usuly bilen ¢ozelii:

12
A= =1
13

A= A3 = 2y 9x 126,10 + 104 3] + 10x, =
3

15— 5k — 5x,

=2 4+ x5 — 2X4,



A= 5 — 5x; — 5x4 =5 =% = 5% — 4+ 30+ v =

=1- 2X3 — Xs.
Diymek,

{x1 =2+ x5+ 2x4

X = 1 — 2x3 — xs. — berlen sistemanyfi umumy ¢6ziwi. x, we
x, nébelliler — azat nébellilerdir. Eger x, = x, = 0 bolsa, onda x, = 2;
x,= 1,5 x,=0; x,=0—berlen sistemanyfi hususy ¢oziiwi.

171. Asakdaky denlemeler sistemasynynn umumy we bir hususy

¢Ozliwini tapyn:

Xt+20+x+4x+x=—4
3%+ 2%+ x5+ x4 — 3xs = 1
X4+ 2%+ 2x, + 6xs =— 1
5%+ 6x 4+ 3x35+ 9y —xs =— 7.

Coziilisi: Denlemeler sistemasyny tablisa gorniisinde yazalyii:

Xl x | x| x, | x| b
121 4]1]|-4 ?
302011 [-3]1
o1 |2]2]6]-1
5016139 (-1]-7

Gaussyn usuly bilen sistemanyn umumy ¢oziiwini tapalyn:

I-nji 4dim. Berlen denlemeler sistemasy triwial we garsydas
deiilemeleri saklamayar. Bu sistemanyil birinji defilemesine nébelli
x -ifi koeffisiyenti 1-e den. Beyleki defilemelerden x, nébellini ele-
mentar 6zgertmeleriii komegi bilen yoklalyn:



X, X, b

2 1] 4 |1 |-4
—4|-2[-11|-6]|13 ]

2 |6 |-1|T@D @

-4 |=-2|-11|-6]| 12 |=

| =
L=
=

(el Nen )l Nan i B
—
\S]

2-nji ddim. Birinji ddimden sonl alnan sistemada triwial we
garsydas denilemeler yok. Uciinji detilemede x, nabellinifi koeffi-
siyenti 1-e defl. x, nébellini galan defilemelerden yoklalyri:

x | x| x| x, X, b
1|0 |[=-3] 0 [—-11]|-2
00 6 | -3 18| 9
0 1 2 2 6 |—-1
00 6 | -3 18| 9

3-nji adim. Ikinji 4dimden son alnan sistemada triwial we gar-
sydas denilemeler yok. Ikinji defileméani 3-e boliip, alarys:

X, x, | x, | x, | x b
1 0 -3 0O |—-11( -2
0] 0| 2] 1] 6|3 ?
0 1 2 2 6 -1
0 0 6 -3 ] 18 9

Indi elementar 6zgertmelerinn kdmegi bilen ii¢linji we dordiinji
denillemelerden x, nébellini yoklalyi:

xl x2 'x3 x4 x5 x6
1 O [-3] 0 |—-11| -2
0 0 | -2 1 | -6] -3
0 1 6 0 18 5
0 0 0 0 0




Seylelikde, asakdaky sistema alynyar:

X—30—xs=—2
—2X3+X4—6X5 =—3
XZ+6X3+ 18.X5: 5

Bu sistemadan

X1:—2+3X3+ 11.X5
X4 :—3+2X3+6X5
X, = 5—6X3+ 18X5

bu yerde x, we x, — azat nabelliler.

Eger x,=x,=0 bolsa,onda x =-2, x,=5, x,=0, x,=-3,
x, = 0 — sistemanyi hususy ¢oziwi.

Asakdaky denlemeler sistemany kdkdesligine derndn we umumy
hem-de bir hususy ¢oziiwlerini tapyi:

172. %, —x, +x,= 2. Jogaby: x, =x,—x,+2.
173. 2x, = 3x, —x, + x,= 3. Jogaby: x, = 2x —3x,+x,—3.

174. X1+ X2 — X3+ 2X4 =2 Jogaby: X2 = 1 + 4X3 — 7X4
2X1+X2+2X3—3X4:1. X1:—1—3X3+5X4.

175. 2X1 + 2X2 + 3X3 — 2.X4 = O

Jogaby: 1 = 0
X+ x+ 2% —x = 0.

Xs = X1 + X>.
4x + 3% + x4+ 3%, = 2

176. 35x; + 12x, + 5x3 + 3x, = 10

11x; + 11x, + 4x: + 8x, = 8.

Jogaby‘ X1 = 8 — 9X2 — 4X3
Xy = — 10 + 11X2 + 5X3.




X1 — X2 + 13X3 + 18X4 =1
177. X1 — X2 — 3X3 — 4X4 =1
2.X'1 — 2.X2 + 2X3 + 3.X4 = 2.

X3 = ll.xl— 11X2— 11

Jogaby:
{X4 =—8x1+ 8x, + 8.

(%, + 8x, — 18x; — 5xs =— 6
178. 7xi + 5x, — Txs — x4, = 8

Xi— X2+ 3% + x4 = 6.

X1+5X2—7X3: 1
179. 9 —x — 3%, + 3x; =— 2

(4o + 4x; — 4x; = 5.

(%) + 2%+ 3% = 0
180. ) 2961 + 3X2 + 4.X3 == O

2% — X% —x=—1
\2X1 + 2.X2+ 3X3 = 1

(%, + 8x, — 18x; — 5xs =— 6
181. {70 + 50, — Txs — xs = 8

(X — X2 + 3% + x4 = 6.

r2X1 + 5.X2 + 3.X3 + 2X4 = — 1

182. 3X1 + 4X2 + 2.X3 + X4 = 2

~3X1 + 2X2 =+ X3 + 4X4 = 4

Xi+ X — 20— 2xs = 2
4x; 4+ 3x, — 4x3 — 6x, = 3
X+ 2% —3x;— 4x, = 4
2x1 + 3x, — 4x; — S5x, = 4.

183.

Jogaby: kokdes dal.

Jogaby: kokdes dal.

X = 1
Jogaby: {x; =—2

X3:1.

Jogaby: {xl =R=X5
X3 = — Xg.

X =2+ x
Jogaby: {x, =—1— 2x,

X3 = 2X4.

Jogaby:x, =x,=x,=x,=— 1.



184. )

18S5.

186.

(X1 — % +x3=—2

X+ 2% — 20+ X =3 Jogaby: kdkdes dil.
2% + 3% — 3%+ S5xs=—3

(2% — X2 + X5 — 3xs = 4.

(% — 2%, — 305 —xs =— 1 x=95—-2x;

2% 4+ x4+ 4x —xs = 11 Jogaby: | x, = %(7 — SX3)

2% — X+ 4x:+ %, =9

_1
\3X1 — sz + X3 — Xy = 9. X3 = ?(4 — 5X3)

x1+6X2+4x3+2X4+ 10x5 =0

le — 7X2 — 3X3 — X4 — 12X5 =0

L3.96'1 + 1OX2 + 4X3 — 2.X'4 — 21Xi = 0.

X =— 2X2 + 2X4

Jogaby:{x; = — X2 — X4

187.

188.

X5:0.

r3.%1 + X2 + 4X3 — 2.X4 =17
S+ 20+ T —x:=9 Jogaby: kokdes dal.
k3.%1 + 2X2 + 5X3 — 5X4 = 19.

r2.76'1—+—X2—.X'3—.9C4—3.96'5: 3
le +4Xz—4X3—4X4+ 15.X5 =9

k3.96'1 + 2X2 — 2.X3 — 2X4 + 7X5 = 5.

Jogaby: {Xs =—14+x

189.

X3:—6+5X1+X2—X4.

2X1+X2—3X3—2.X4—X5: 3

Axi —x — 9 — Txs = 6 Jogaby: kdkdes dal.
xi + 3% — 10x; + 4xy — 6x5 =— 3
—3x, + 6x3 + x4 + 4xs = — 3.



31+ % — X —3x,— 2x5 =0
190. 300+ 2% — 2%+ 3xs +4xs = 0

2%+ X% — X+ 4x,+ 2% =0

2%+ X — X3 — 4xs + 2x5s = 0.

x =0
Jogaby: %, = x5 — 2x;s

xs = 0.

6.5. Matrisanyn hususy wektorlary we
hususy bahalary

Kesgitleme. Ax = Ax (1) defilleminin x # 0 noldan tapawutly ¢6-
ziiwine A matrisanyi hususy wektory, ona degisli sana hususy bahasy

......

(1) deniligi asakdaky gorniisde yazmak bolar:

anXi + anXs + o+ 4 X, = Axy
A1 X+ Andy + -+ + ok = A,

An Xy + QX + -+ + AuXn = AX,
ya-da

(all - A)Xl +anx:+ - +aux, =0
anXx + (6122 —A)X2 + -+ aux, =0

AuXi + ApXo + -+ +(Clm, —A)Xn =0

ya-da matrisa gorniisinde
(A-1E)X = 0.
Alnan birjynsly sistemanyii nol ¢éziiwi x = 0 = (0; 0;...0) bar.

Noldan tapawutly ¢oziiwi bolar yaly, sistemanyn kesgitleyjisi nola den
bolmaly.
an — A i e din
T R )

anl_ﬂ anZ_/‘l et ann_ﬂ



|4 — AE| kesgitleyji A gord n-nji derejeli kopagzadyr. (2) denileméa

......

191. 4 = (; ?) matrisanynl hususy bahalaryny we hususy funk-
siyalaryny tapmaly.

Caoziiliisi: harakteristik defilemédni guralyn:

1-4 4
1-4

A-AE|=

=0yadaA’—21-35=0, A=-5
hususy baha degisli x" = (x,, x,) hususy wektory tapalyii:

- =(3) -0 san (3 32)-()

6X1+4X2:O—6‘ —36X1—24X2:O
9X1 + 6X2 =0/4 +36X1 — 24X2 =0

_ _—6. _
6x + 4 =0 0 0= 3 M= 1, 5x — husysy wektor
X1:C7é0 x<l>:(C;—1,5C>

4, =T hususy baha degisli x® = (x, x,) hususy wektory tapalyi:

(A—/llE)=(2):0 ya-da (g 2)(2)2(8>

6.X'1 + 4X2 =0 -6 —36X1 — 24X2 =0
9X1+6X2 =0 4 +36X1 —24X2 =0
—6x +t4x =0=>x ng
1 2 2 g

Eger x=C#0 bolsa,onda x,=1,5C.
Diymek x® =(C;—1,5C) — hususy wektor.



6.6. Calysmanyn ¢yzykly modeli

Matrisanyn hususy bahasy we hususy wektory diisiinjelerine ge-
tirydn ykdysady prosesit matematiki modeli hokmiinde ¢alysmanyn
cyzykly modeline (halkara séwda modeline) garalyn.

Goy, n sany yurdun, her birinin milli girdejisine layyklykda
X, X,,...,x -€ deft bolsun.

S, yurt 6z milli girdejisinifi bélegini S, yurtdan haryt satyn alma-
ga harglayan puluny a, koeffisiyent bilen belgildlin.

Goy, dhli milli girdeji haryt almaga yurdun i¢inde ya-da beyleki
yurtlardan import edilmegi bilen harclanyar ya-da

Sa;=1, (j=1,2,..n)
i=1

ay Qi o Qi
A= y A - Ao
dn App - Ann

matrisa garalyn. Ona sdwda gurlus matrisa diyip atlandyrylyar. (3)
denilige layyklykda 4 matrisanyn islendik siitiininin elementlerinini
jemi l-e def, islendik S, (i = 1,2,...,n) yurdun igerki we dasarky
sOwdanyn netijesinde girdeji
Pi=a,x ta,x,+ ta,x
bolar.

Balansirlenen her bir sdwda li¢in S, yurduil séwdasynyn defesit-
sizligi zerurdyr ya-da her bir yurdun sowdadan alan gerdejisi onuf
milli girdejisinden ki¢i bolmaly déldir.

D, =X, (i=12..,n)

Egerp >x, (i=1,2,...,n) bolyar diyip guman etsek, onda defisiz-
likler sistemasyny alarys:



XXt + X + ...+ QX > X
Ay X1 + AonXo + ... + AonXn > X2 (4)

AuX1 + AX2 + ... + AunXn > Xn.

(4) densizliklerinl dhlisini gosup we toparlap, alarys:
X (a,ta, +ota)tx,(a,ta,ttan)t -+
+x (a,ta,t--+a )>x +x, +x.
(3) deiilik yaylardaky anlatmalar 1-e deiidigini gorkezyar. Onda
niddogry densizlige gelyéris:
X tx, x> x tx, et xn

Seylelikde p, > x. (i = 1,2,...,n) defsizlikler miimkin dil we
p,=x sertp =x (i=1,2,...,n) gbrniigini alyar. (Ykdysady manysynda
bu diigniiklidir, sebébi bir wagtda dhli yurtlar peyda alyp bilmeyir).
Yurtlaryn x = (x,, X,,..., x_ ) milli girdejilerinifi wektoryny girizip

AX=X (5)
matrisalayyn defilemini alarys. Bu yerde X — x wektoryn koordinata-
laryndan ybarat bolan matrisa-siitiin ya-da berlen mesele 4 = 1 hususy

baha layyk gelydn 4 matrisanyi hususy wektoryny tapmaklyk mese-
lesine getirildi.

192. 5, S,, S, —ii¢ yurdun séwda gurlus matrisasy

X1 0
X2 | = 0

gorniisde berilydr. Balansirlenen sdwda bolar yaly, olaryn milli girde-
jilerini tapmaly.

_2
3

A:

’MHMF’M'_‘
S M=o

1
3
1
3

Coziilisi: A = 1 hususy baha jogap berydn x hususy wektory
(4 — E)X = 0 denileméni ya-da



_ 3 . —
X, =5 C, x2—2C, X,

Il
a

ya-da x= (%C . 2C, C ) Alnan wektor ii¢ yurduil balansirlenen sow-

dasy bolar yaly milli girdejileri x = <%C; 2C; C) wektorda maksada
yetyar ya-da olaryn milli girdejileri %: 2:1 ya-da3:4:2 gatnasyk-
da bolmaly.

Matrisanyn hususy bahalaryny we hususy wektorlaryny tapyn:

2 1
4 -1

ﬂ1:—2, ;12:3,

193.
( (c; —4c); (co).

). Jogaby:

/‘11:2, Azzl,

194. <2 1). Jogaby:
l (c;0); (c;—o0).

10 1 A=0 A.=lxVS

195.{1 —1 0. Jogaby: 2
0 1 1 (c;¢5—¢) (C;3izf/§;_1i2/§c>;
101
01 1), Jogaby: M=L A=-L A=2
110 (c; —¢;0); (c;¢;—2¢); (c;e50)

1 —12 0 -11 -1 -20
.1 =1 3] 198.10 —4 3|. 199.{ 0 =2 0.
1 —12 I =21 2 1



0 -11 -331 (1)88(1)
200.{0 —4 3. 201. (-3 3 1. 202.
1 =21 -331 0000
1 001
1000 1000
0001 I 111
203. 204.
031000 0 1010
0001 0101

6.7. Koppudakly oniimgilige degisli Leontyewin
modeli (balans seljermesi)

Balans seljerménin analizi — koppudakly hojalygy isjen yoretme-
gi: her bir n pudagyn 6niiminin géwrimi beyleki pudagyn dhli islegini
kanagatlandyrar yaly ndhili bolmaly? Bu yagdayda bir tarapdan her
bir pudak kdbir oniimi 6ndiiriji hokmiinde, beyleki tarapdan bolsa,
ol 6z dniimini we beyleki pudaklar bilen ondiirilyén dniimlerin ula-
nyjysy bolup ¢ykys edyiér.

Pudaklaryn arasyndaky baglanysyk pudaklara balans tablisadan
goriinydr we ona seljerme bermek {icin matematiki modeli 1936-njy
yylda amerikan ykdysatgysy B. Leontyew doredipdir.

Goy, senagatyn n pudagy goralyan bolsun, olaryn her biri 6z
oniimini &ndiiryin bolsun. Oniimlerifi bellibir bdlegini, dndiiryin
pudagyn 6zi we beyleki pudaklar ulanyarlar, beyleki bdlegi bolsa
jemgyyetin islegini kanagatlandyryar.

Oniimgilik prosesine kibir wagt periodynda (mysal ii¢in bir yyl)
garalyn.

Asakdaky belgileri girizeli: x — i-nji pudagyn (i = 1,2,...n) onliminin
umumy gowrliiminin, X, = oniimgilik prosesinde i-nji pudagyn ondiiryan
Oniiminin j-njy pudagyn ulanyan goéwriimi (i, j = 1,2,...n), V- i-nji
pudagyn Ondiirydn Oniiminit géwrimi oniimgilik dasynda ulanyl-
yan i-nji pudagyn Onliminii umumy géwriimi #» pudagyn ulanylyan
gowrliminint we ahyrky 6niimininl jemine den bolany {igin.



X0 = z:;oxij + v, (l = 1,2,...,]’1). (D

rrrrrr

lara balansa garalyn: bu yagdayda (1) denlige giryédn ululyklaryn hem-
mesi nyrhyn {sti bilen aniladylyar.
Goni ¢ykdajy koeffisiyentlerini girizelin:

a; = % (ij = 1,2,...n). (2)
Bu gorkeziji j pudagynl 6nliminini birligini 6ndiirmek ti¢in i pu-
dagyn oniiminin ¢ykdajylaryny gorkezyar.
Kabir wagt aralykda a, koeffisiyentleri hemiselik diyip hasaplasan,
olar oniimgiligin tehnologiyasyna bagly bolar. Bu bolsa material ¢yk-
dajylaryin umumy ondiirmé den ¢yzykly baglydygyny anladyar ya-da

a; = fc (G,7=12,..n). 3)
Su ¢yzykly baglanysyk sebdpli pudakara balans modeline ¢yzyk-
ly diylip aydylyar.
Indi (2) balans gatnasygy asakdaky gorniisi alyar:
X = Z;=Oal‘jx]‘ + yi, (i=12..n). (4)
Belgildlin:
X an A o+ Ui »n
X = X2 A= yy A + Ao Y = hL)
Xn An dp - Ann yn

Bu yerde X — umumy 6ndiirilyén 6nlimin wektory, ¥ ahyrky onti-
min wektory, 4 goni ¢ykdajylaryn matrisasy (tehnologiki ya-da gur-
lus matrisasy). Onda (4) sistemany asakdaky gorniisde yazmak bolar:

X=4X+Y (5)
Pudakara balansynl esasy meselesi belli goni ¢ykdajylar matri-

sasy we ahyrky oniimi Y {ipjlin eder yaly umumy Oniimin ¢ykdajy-
laryny X tapmaly.



(5) denleméni:
(E-AX=Y (6)

gbrniisde yazmak bolar.
Eger E — A matrisanyn kesgitleyjisi |E — 4| # 0 bolsa, onda

X=(E—A)Y'Y (7)

------

S = (s,) matrisanyn elementleriniii ykdysady manysyny diisiin-
dirmek ticin ahyrky oniimi birlik wektorlar hokmiinde alalyi:

Y, = (1,0,...,0), Y, = (0,1,...,0)',..., Y = (0,0,...,1)" (strih
wektoryn transponirlenenini anladyar), onda (7) defileménin esa-
synda olara layyklykda umumy 6ndiirme wektorlary asakdaky gor-
niisi alyar:

X =S, 8,0-8 ) X, =SS, 8 ) X =(S, LS, L S )

nn

Diymek, S matrisanyn her bir S elementi j-niil pudagyi ahyrky
Onliminin birligini 6ndiirmek iicin zerur bolan i-nji pudagynn umumy
ondiirmekligin ululygydyr.

Meselanin ykdysady manysy boyunga y, >0 we a,>0 (bu
yerde i,j = 1,2,...,n) bolanda x, otrisatel bolmaly déldir.

Eger islendik wektor Y > 0 {i¢in (7) defileméniii X > 0 ¢ozliwi bar
Leontyewin modeli hem ondiirijili diyilyar.

A matrisanyn ondiirijiligi barada birndge diizgiinler bar. Olaryi
biri: eger 4 matrisanyi siitlinleriniii jemi birden uly we ift bolmanda
bir siitiinin elementlerinin jemi birden ki¢i bolsa, onda 4 — ondiiriijili
va-da a,> 04 j=12,...,n we max a,< 1 we Z% <1 bolar
yaly j nomer bar bolsa, j = 1,2,...,n onda A — Ondiirijili.

205. Hasap period ii¢in balansyn yerine yetirilisi tablisa girizilen
(sertli pul birligi)



S dil
aper e Ahyrky | Umumy
Pudak . masyn v e v g
energetika oniim | dndiirme
gurlusyk
: 7 21 72 100
Oniimilik Energetike
masyn gurlusyk 12 15 123 150
Coziilisi:

x,=100, x,=150, x,=7, x,=21, x,=12,
x,=15, y =72, y,=123.

(2) formulalary ulanyp goni ¢ykdajylaryn koeffisiyentlerini tap-
yarys:
a,=0,07a,=0.14; a, =0.12; a,, = 0.10 ya-da goni ¢ykdajy-
larynt matrisasy
~{0.07 0.14
- <0.12 o.1o>
bu matrisanyn elementleri otrisatel dil, we ondiirijilikli diizgiini ka-
nagatlandyryar:
Max {0,07+0,12; 0,14 + 0,10} =max{0,19; 0,24} = 0,24 <1, onda
islendik ahyrky 6niim Y wektor licin umumy 6ndiirménini géwriimini:
X=(E-A4)'Y
formula arkaly tapmak bolyar.

0,93 —O,24>

—0,12 0,90 )’ IE—A4|=0,8202 %0

p-a|

S=(E—A)7l= 1 <O,90 0,14)

0,820210,12 0,93

144
123

y= 1 <0,9O O,l4>_<144>_ 179,0
0,820210,12 0,93/ \123/ " |60 5)
ya-da energetika pudagynda umumy ¢ykarysy 179.0 s.p.b we masyn-
gurlusyk pudagynda — 160.5 s.p.b ¢enli galdyrmaly.

Meselénin sertinden Y = ( > Onda




11 bap
ANALITIKI GEOMETRIYA—

§ 1. Wektorlaryn iistiinde ¢cyzykly amallar

Ugrukdyrylan kesime geometriki wektor ya-da yone wektor
diyilyar.

Wektor AB bilen belgilenyér, bu yerde 4 wektoryn baslangyjy,
B bolsa onufi ahyrky nokady. Wektor a gérniisde hem belgilenyir.

Wektoryn uzynlygy ya-da moduly |@| we |5| gorniisde belgi-
lenyar.

Parallel goniilerde (ya-da bir goniide) yatyan wektorlara kolli-

a wektoryn hakyky sana kopeltmek hasyly diylip, birinjiden a
wektor bilen kollinear bolan, ikinjiden uzynlygy X|Zz)| — a den bolan,
iiciinjiden A > 0 bolanda, @ wektor bilen bir ugra ugrukdyrylan, A < 0
bolanda, a wektor bilen garsylykly ugra ugrukdyrylan wektora diyilyér.

a wektoryn ahyry b wektoryn baslangyjy bolan iki wektoryn
jemi diyip, baslangyjy a wektoryn bas-
langyjy bilen, ahyrky nokady b wek-
torynl ahyry bilen gabat gelyin iigiinji
¢ = a +b wektora aydylyar.

AB wektoryn baslangyc 4 noka- ¢
dyndan we ahyrky B nokadyndan / oka " B
gegirlen perpendikulyarlaryn esaslarynyi p /
arasyndaky 4, B, kesime AB wektoryn
[ oka bolan ortogonal proyeksiyasy di-

yilyér.

pr, AB =4, B,

a we b wektoryn tapawudy diy-
lip, kemeldiji b wektor bilen gosulan-
da kemehjl a wektory beryan ticlin-
Jjic wektora aydylyar we a — b bilen
(c=a-0b) belgilenydér.

1-nji surat

8. sargyt Ne 1573



a wektoryii / oka bolan 4, B, proyek51yasyAB wektoryi uzyn-
lygynynt a wektoryn / ok bllen emele getiryén burgunyn kosinusyna
kopeldilmegine dendir, yagny

pr15=|5| © COSQ.
Ginislikde a wektory asakdaky gornilisde yazmak bolar:
a=xi + y7 + ZE,

bu yerde i, j we k birlik wektorlar, x, y, z— a wektoryii koordinata
oklaryna proyeksiyalary.

a wektoryf uzynlygy la|=y X+ Y + 2.

a wektoryii we koordinata oklarynyii arasyndaky a, f, y burg-
larynyn kosinuslary

>0
=

cosa = X cosf=-2L-, cosy=

lal la

QY

formulalar arkaly tapylyar.
a(x;y,;;z)we b(x,;y,; z,) wektorlaryn kollinearlyk serti a = b - 4,
A —hakyky san, ya-da koordinata gorniisinde

X_Y_za

X2 L) B 2’
yazmak bolar.

1.a =27 +3j — 6k wektorlaryfi uzynlygyny we ugrukdyryjy
kosinuslaryny tapyi.

Jogaby: |a|=17; cosa= 13; cospf = —%; cosy = —%.

2. M (4; — 2;6) we M,(1;4;0) nokatlar berlen. M M, wektoryi
uzynlygyny we ugruny tapyn.

Jogaby: |M;My|=9; cosa=L4: cosp=—-24: cosy=24.

3. |a | = 2/3 dent bolan we i: ] k wektorlar bilen den yiti
burclary emele getirydn a wektory tapyn.

Jogaby: a=2i + 27 +2K.



4. ABCD parallelogramyn ti¢ depesi berlen: A(3;—4;7), B(—5;3;-2),
C(1;2; — 3) dordiinji D depesini tapmaly.

Jogaby: D(9; — 5;6).

5. Ugburglugyn depeleri berlen: A(3; — 1;5), B(4;2; — 5), C(—4;0;3),
A depesinden gegcirilen mediyananyn uzynlygyny tapmaly.

Jogaby: 7.

6.a =20 + ] web=k —3 wektorlarda parellelogram gurun
we onun dioganallarynyn uzynlyklaryny tapyi.

Jogaby: 3; v21.

7. Parallelogramyn diagonallary bolup ¢ =37 +2j — k we
d =21 -2 +4k wektorlar hyzmat edyér. Parallelogramyn tarap-
larynyn uzynlyklaryny tapmaly.

Jogaby: ‘/ﬁé ; «/54 .

8. Wektorlaryn modullary berlen: la|=13,|b|=19.la + b | = 24,
|a — b | hasaplamaly.

Jogaby: 22.
9. Parallelogramyii diagonallary bolup ¢ =27 — j + 3k;

d =1 —2j + 4k wektorlar hyzmat edyirler. Sol parallelogramyi
taraplary bolup hyzmat edyian wektorlaryn uzynlyklaryny tapyn.

Jogaby: ‘/ﬁé, ‘/%4

10. Wektorlaryit modullary berlen: |a | =11, |5 |=23,|a — b | =30,
|a + b | hasaplamaly.

Jogaby: 20.

11. Eger !5 =3 b =8| a | we | b | wektorlaryn arasyndaky burg
S = 60°-a defi bolsa, onda |a + b | we | a — b | ululyklary tapy.

Jogaby: \34—3\: v9T; !5—3\27.



12. 1 we ﬁ -nift haysy bahalarynda a= — 27 + 3, + Bk we
b =Ai —6, +2k wektorlar kollineardyr?

Jogaby: 1=4; f=—

13. Tekizlikde ii¢ wektor berlen: |a | =27, |6 =37 +37],
lc[=27 +6j.

c wektory aweb buyunca dagadyn.

Coziilisi: Goy, ¢ wektoryn dagatmasy c=ma +nb,bu yerde

(m, n-nédbelli koeffisiyentler) gorniisde yazylan bolsun. a,b,c wek-
torlary birlik wektorlaryn {isti bilen anladalyn.

20 +6j=m2i+nB3i{ +3])=Q2m+3n)i +3n; bu yerden:

2=2m+3n,6=3n onda n=2,m=-2bolar.

Diymek: ¢ =2a +2b = 2(54— E)

14. Tekizlikde ii¢ wektor berlen: @ = {+3, b =27 -2/,
c=2i-4j,¢ wektory a we b wektorlar boyunga dagadyn.

Jogaby: c= Z(Sb -2a)

15.0 =(2;1;0), b =(1-1;2), ¢ =(2:2-1),d =(3; 7;—7) wek-
torlar berlen, d wektory a,b we ¢ wektorlar boyunga dagadyn.

Jogaby: d=2a-3b+c.

16. Oniki meseldnin sertinde a wektory B, g, 3, wektorlar bo-
yunca dagadyn.

—

Jogaby: d = % (3b - Z+2),

1.1. Wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly

Geometrik gorniisde berlen aweb wektorlaryn skalyar kopelt-
mek hasyly
(a,b) =lal-|b|cos ¢

formula bilen kesgitlenyér. Bu yerde ¢ burg aweb wektorlaryi ara-
syndaky bur¢. Wektoryn proyeksiyasynyn kesgitlemesine gord



prb = !E\ COS ¢.

Sol sebapli, (a, b) = la |prab, yvagny iki wektoryn skalyar kopelt-
mek hasyly olarynl birinin modulynyn beylekisiniii birinji wektora
proyeksiyasyna kopeldilmegine dendir.

Kesgitlemeden:

1.Egera L b e (a, b) =0

2.(a, a)=|al-la|=al bolyandygy gelip ¢ykyar.
Bu kesgitlemi gori bir-birine jlibiit-jiiblitden perpendikulyar bo-
lan i, j, k ortlar i¢in:

i =jj=kk=1; ij =ik =jk=0

denlikleri alarys. x,y € R® wektorlary bu ortlaryn emele getiryan ba-
zisinde

x=ili+/12j+,13k, y=a1i+azj+a3k
gorniisde yazylar. Olary skalyar kdpeldip alarys:
(x, y)=Aa, +ia,+ia.
Sol sebapli:
(x, y) = |Z|-|Z\ Ccos ¢ =/11a'1+12 a2+/13oz3.

Ahyrky deinlikden iki wektoryn arasyndaky ¢ burgy tapmagyn
formulasyny alarys:

(xay) — A1Cl(1 +AzC¥2+/‘laa’3 .
al'lyl  JA+AB+E Vo +d+ &

cosgo=|

Bu formuladan, eger: x = 4,i + A,j + 4.k, y = @ ita jta k wek-
torlar perpendikulyar bolsalar, onda:

ra tha, ia, =0
bolyandygyny alarys.
17.a =31 +4,+7k we b =20 —3] +2k wektorlaryn
skalyar kopeltmek hasylyny tapyn.
Jogaby:8.



18.a=1 +2j +3k web =60 +4] -2k wektorlaryn ara-
syndaky burgy tapmaly.
Jogaby: cosp = %

19. 0(0;0;0), M ,(2;0;0), M,(0;0;4), M(2;0;2) nokatlar berlen.
OM,, M, M, wektorlary gurun we olaryn arasyndaky burgy tapyn.

Jogaby: cosp = %/E
20. A(— 1;—2:4), B(— 4;— 2;0), C(3;— 2;1) depeli tigburglugyn ta-
raplarynyn uzynlyklaryny we taraplarynyn arasyndaky burclary tapyn.
plarynyn uzynlyKlaryny plaryny Y. y burglary tapy.

Jogaby: |AB| =5, |BC|=5V2, |[AC|=5, A = % B=C= %

21.a=-2j +k, b=2i + ,wektorlarda gurlan parallelogra-
myn taraplarynyn arasyndaky burgy tapyn.

Jogaby: ¢ =90°.

22. Parallelogramyn 4(2;1;3), B(5;2;— 1), C(— 3;3;— 3) {i¢ depesi
berlen. Parallelogramyn diagonallarynyn arasyndaky burgy tapmaly.

Jogaby: cosp = (—43) (25V13).

23.a =(6;- 1;1), b =(2;3;1) wektorlarda gurlan parallelogra-
myn diagonallarynyn arasyndaky burgy tapmaly.

Jogaby: cosp = /, @ =60°.

24.a=2m +4n we b =m —n (m, n—Dbirlik wektorlar we
olar 120° bur¢ emele getiryar) berlen aweb wektorlaryn arasyndaky
burgy tapyn.

Jogaby: ¢ =120°.

25.a=1+ ] +2k wektoryn b=1i— ] +4k wektora pro-

yeksiyasyny tapyi.
Jogaby: pr; a= Aﬁ



26. Tekizlikde a b ¢ wektorlar yerlesen la| = 2,1b b | =3,

|b = 5 wektorlaryn arasyndaky burglar: ( > 60°, (5 Z) 60°,
<B Z) =60°%u=—a+b—c wektorlaryit modulyny tapyn.

Jogaby: V7.

27. Tekizlikde a we b wektorlar yerlesyar.| al=3,b|=4we
olaryii arasyndaky bur¢ 4 = 60° berlen, u=2a-c wektoryn mo-
dulyny tapyn.

Jogaby: 27

28. a we b wektorlaryii arasyndaky burg £ 3 defi. la|= V3,

|b|=1berlen. ¢ =a+b,d = a — b wektorlaryi arasyndaky burgy
kesgitlemeli.

Jogaby: cosp = 2V7.

29.a=mi -3 +2k we b={ +2]—mk wektorlar 5zara per-
pendikulyar bolar yaly m-in bahasyny tapy.

30. A(1;2;1), B(3; —1;7), C(7;4; —2) depeli tigburglugyn denyan-
lydygyny subut edin.
Jogaby: m =—6.

31. a =27 —3j+2k wektoryh koordinata oklar bilen defi yiti
burclary emele getirydn oka proyeksiyasyny tapyn.

Jogaby: %/g

32. A(1;—2;2), B(1;4;0), C(— 4;1;1) we D(— 5;— 5;3) depeli dort-
burcluk berlen, onun diagonallarynyn 6zara perpendikulyardygyny
subut edin.



§ 2. Tekizlikde analitik geometriyanyn
kéabir meseleleri

1. Iki nokadyn arasyndaky uzaklyk
Tekizligin islendik M (x, y,) we M (x,, y,)
iki nokadynyn arasyndaky d = d(M, M, )
uzaklyk

d=J(x+x)+(n+n) (1)

formula bilen kesgitlenyar.

2-nji surat
33. A(4,-2), B(7,— 6) nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.

Coziilisi: Berlen nokatlar tiginx, =4,y =-2,

x,=7,y,=— 6 bolyandygy sebiipli, (1) formula esasynda taparys:

d=J(1-4)°+(-6+2)?%)=/09+16) =5.

3. Kesimi berlen gatnasykda bélmek

Eger M(x,y) nokat M (x,,y,) we M (x,, y,)
nokatlar bilen ¢éklenen M M, kesimi A
gatnasykda bolydn bolsa, onda ol nokadyn
koordinatalary

0| B, B B, x

1

_xtAn  _ntdn
3-nji surat X = 1+ y= 1+A (2)
formula boyunca kesgitlenyér.

Eger M nokat M M, kesimifi ortasynda yerlesyén bolsa, onda /4 = 1
bolar we bu halda (2) formula

x:X1+X2 y:yl+y2 (3)

2 2
gornisi alar.
34. A(2,5) we B(4,9) nokatlary birlesdiryédn 4B kesimi 1:3 gat-
nasykda bolyan C nokadyn koordinatalaryny tapyii.



Coziilisi: Berlen nokatlar ligin: x =2,y =5,x,=4,y,=9 we
A= % bolyandygy sebdpli, (2) formula esasynda taparys:

2+lg 244
R
4
3

1+

+ W=

5+1.9
_" 37
3

Seylelikde C(2,5; 6).

2.1. Ucburclugyi meydany
Bir goni ¢yzykda yatmayan A(x, y)), B(x,, y,) C(x,, y,) depeleri
bolan ticburclugyn S meydany

s:%\[m—x1><y3—y1)—(x3—x1><y2—y1>]|, (4)
Yy

formula boyunca tapylyar. 7s

35. Depeleri A(1;1), B(6;4), C(8;2) no-
katlarda bolan ABC iigbur¢lugyn S meyda-
nyny tapmaly.

Vi
)

Coziilisi: Ucburglugyn meydanyny (4)
formulany ulanyp taparys:

4-nji surat

S = %[(6 —DH2-1)-B-1)4-1)= %l[— 16]| = 8 (kw.birlik).
36. A(4; — 5) we B(7,— 1) nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.
Jogaby: 5.

37. A(- 11;5) we B(1;0) nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.
Jogaby: 13.



38. A(— 1;3) we B(7; — 3) nokatlary birlesdiryan 4B kesimiin uzyn-
lygyny we onuit Ox okuni polozitel ugry bilen emele getiryén burguny
tapmaly.

Coziilisi: IABI1= v (7+ 1)+ (=3 —-3)> =v64 + 36 = 10

:yz_yl_—3—3__i. ~ o__ 05N — oNR!
go =2 =P =i p~I80°-36°52'= 143908

39. A(— 6;7) we B(1; — 2) nokatlary birlesdirydn 4B kesimin
uzynlygyny we onunt Ox okun polozitel ugry bilen emele getiryin
burcuny tapmaly.

Jogaby: |AB| = 11,4; ¢ = 127° 52..
40. A(— 4;5) we B(— 6;7) nokatlary birlesdiryan 4B kesimin uzyn-

lygyny we onunl Ox okuni polozitel ugry bilen emele getiryan burguny
tapmaly.

Jogaby: |AB| = V8 @ =135°.

41. Eger ti¢burclugyn depeleri berlen: A(— 3; — 6), B(4; — 1),
C(5; — 2) bolsa, onuil perimetrini tapyn.

Jogaby: |AB| = 8,6; |AC|=8,9; BC|=14; P=18.9.

42. Eger ticburclugyn depeleri A(1;3), B(4;5), C(— 5; — 7) berlen
bolsa, onun perimetrini tapyn.

Jogaby: P = 30,3.

43. A(2;3), B(6;7), C(— 7;2) depeli tigburclugyn kiitek burgludy-
gyny subut edif.

Subudy: |4B| = V32, |AC|= V82, |BC| = v194.

|BC|*>|ACP+ |BC|* (194 > 32 + 82), onda berlen tigburgluk haky-
katdan hem kiitek burcludyr.



44. A2;- 5), B(— 7;— 4), C(- 1;6) depeli tigburglugyn gérniisini
kesgitlan.

Jogaby: yiti burgly.

45. A(0;0), B(4;2), C(— 2;4) depeli iicburglugyn gontiburgludy-
gyny subut edif.

46. A(— 2,4) we B(— 4,10) nokatlar bilen cédklenen kesimin or-
tasynda yatan C nokadyn koordinatalaryny tapyn.

Jogaby: C(— 3;7).

47. A(— 7;5) we B(11;— 9) nokatlar bilen cidklenen kesimin or-
tasynda yatan C nokadyn koordinatalaryny tapyn.

Jogaby: C(2; —2).

48. Eger AB kesimin bir ujunyn A(— 5; — 7) we kesimin ortasyn-
daky nokadyn C(— 9; — 12) koordinatalary belli bolsa, onda ol kesimii
B ujunyn koordinatalaryny tapyn.

—5+X2._12: _7+y2

Coziilisi: — 9 = 5 ; 5

deiliklerden taparys:
x,==13;y,=-17.

Jogaby: B(—13;—17).

49. Eger AB kesimin bir ujunyi A(— 4;2) we kesimin ortasynda-
ky nokadyn C(— 6;5) koordinatalary belli bolsa, onda ol kesimini B uju-
nyn koordinatalaryny tapyn.

Jogaby: B(— §;8).

50. Ugburglugyi ii¢ depesi berlen: A(— 7;4), B(— 5;2), C(- 6;5).
Onun taraplarynyn ortalaryny tapmaly.

st 651 (-1 (- 1)



51. Ugburglugyt ii¢ depesi berlen: A(— 4;6), B(— 8;9), C(5; — 6).
Onun taraplarynyn ortalaryny tapmaly.

Jogaby: (— 6;Q> <L;O>, (—i'l).

2 2

2°2

52. Ugburclugyn taraplarynyi ortalarynyii koordinatalary berlen:
E(7;8), F(—4;5), K(1; — 4). Ugburclugyn depelerinif koordinatalaryny

tapmaly.

Coziilisi: Goy, 4, B, C —lc¢burclugyn depeleri, E — AB tarapynyn

ortasy, E—AC tarapynyn ortasy, K —

formula boyunca:

— Xat Xs.
.xE ) )
_ Xat+ Xc.
XF 2 5
_ X+ Xc.
xK— 2 )

BC tarapynyn ortasy bolsun. (2)

+
y, = Ya 5 Y - (*)
+
yfiy’*zyc; (**)
W BEE e

E(7;8), F(— 4;5), K(1;— 4) nokatalaryn koordinatalaryny formu-

lalara goyup, alarys:

7:XA+XB. _ YatYs.
2 2

. XA+ Xc . _ Yat+Yc
4 2 ’ > 2 ’
lzxs-i'xc. _4:y3+}’c
9 2 .

Xi+xp=14; yi+ ys = 16;
Xyt Xe=—8  yi+y.=10;
XB+Xc:2; y3+yc:—8

6 sany ndbellini kesgitlemek {i¢in iki sistema alarys:

X4+ Xp = 14
.XA+XC=—8
Xg + Xe = 2;

Ya+ Y = 16
ya+yc =10
Yg+ Yo =—8.

Birinji sistemanyn defilemelerini agzamy-agza gossak, onda alarys:



2x,+2x,+2x =8 ya-da xi+x5+x =4

Sistemany tigtinji defilemesi esasynda x, + x.=2, ondax,+2 = 4.
Bu deiilemeden x, = 2. Sistemanyn ikinji defilemesi esasynda
X2+ xc=—28, onda x;+ (—8) =4. xy = 12. Sistemanyn birinji
deiilemesi esasynda x, + xs = 14, onda xc + 14 = 4 bu denlemeden
xc =—10.

Sufia mefizes ikinji sistemadan: y, = 17;y,=- 1, y.=-7.

Diymek, berlen tlicburglugyn depeleri: 4(2;17), B(12; — 1),
C(—10;="17).

53. Ugburglugyn taraplarynyi ortalarynyii koordinatalary ber-
len: E(— 4;6), F(2;- 6), K(0;— 4). Ugburclugyi depeleriniii koordina-
talaryny tapmaly.

Jogaby: A(- 2;4), B(— 6;8), C(6;— 16).

54. A(2;4), B(— 3;7), C(— 6;6) — parallelogramy ti¢ depesi (4 we
C — garsylykly depeler). Dordiinji depénin koordinatalaryny tapmaly.

Coziilisi: Goy, £ — parallelogramyn kesisme nokady bolsun. On-
da parallelogramyn diagonallary kesisme nokatda deni yarpa boliin-
yandigi sebépli:

_24(=06). — . _ : _
xE_f’ )CE——2, yE_ 2 yE_S'
BD diagonal ii¢in:
_ —3+xp. — . —
—2—7, —4=-3+x,; x,=-1,
T+y _ : _
5= 2D, 10=7+y,; y,=3.

Seylelikde, D = (— 1;3).

55. A(- 6;— 4), B(— 4;8),C(— 1;5) — parallelogramyn {i¢ depesi
(4 we C — garsylykly depeler). Dordiinji depédniii koordinatalaryny
tapmaly.

Jogaby: D = (—3;-17).



56. Eger A(2;5) we B(4;9) berlen bolsa, onda 4B kesimi 1:3 gat-
nanykda bolydn nokady tapmaly.

Coziilisi: x = %; y= }fii{z formulalar boyunc¢a
1. 4 1.
x:2+34:2+3:i 5+39_5+3=6
PEE S AT B S
3 3 3 3

+
Diymek, C(%; 6).

57. AB kesimin uglarynyil koordinatalary A(— 4;8) we B(6;— 2)
berlen. 4B kesimi den ii¢ bolege bolyan nokatalaryn koordinatalaryny
tapyn.

Gorkezme. C nokat iicin A = 1/2; D nokat {i¢in 4 = 2.

s - 34 0(34)

58. AB kesimin uglarynyn koordinatalary A(— 6;10) we B(— 2;— 6)
berlen. 4B kesimi 1) A = L; DA=2;3)1= L; 4Hi= 2 gatnasykda
. ) .2 3 3
bolyan nokatlaryn koordinatalaryny tapmaly.

Jogaby: 1) (—%;%), 2) (—%;%), 3) (~ 5;6), 4) (_2572;%)‘

59. A(2; - 3), B(1;1), C(— 6;5) depeli iicbur¢lugyn meydanyny
tapmaly.

Gorkezme. (4) formulany peydalanmaly.
Jogaby: S =12 kw. b.

60. A(— 2;4), B(— 6:8), C(5;— 6) li¢ depesi berlen, ticburglugyn
meydanyny tapmaly.
Jogaby: S =6 kw. b.

61. a) A(1;8), B(— 2;— 7), C(— 4;— 17) nokatlaryn bir goni ¢yzy-
gyi listiinde yatandygyny gorkezmeli.



b) A(1;5), B(— 5; — 1), C(— 8; — 4) nokatlaryn bir goni ¢yzygyn
iistiinde yatandygyny gorkezmeli.

Gorkezme. ABC iicbur¢lugyin meydanynyn nola dendigini gor-
kezmeli.

§ 3. Tekizlikde goni ¢yzyk

Goni ¢yzygyn ustiinde yatyan bir M, (x,,y,) nokady alalyii. Sol no-
katdan goni ¢yzyga perpendikulyar n = (4,B) wektory gecireliii. Ona
nokat goni ¢yzygyi islendik nokady bolsun. Onda MM = (x—x,y—y,)
wektor n = (4,B) wektora perpendikulyardyr, yagny M,M -n = 0. Bu
yerden:

(x_x())A + (y_yo)B =0

Ax + By —Ax,— By, =0
denligi alarys. Bu defileméni yonekeylesdirip we C=-x4 -y B
belgini girizip,

Ax+By+C=0 (1)
defileméni alarys. (1) defilema goni ¢yzygyn umumy dernlemesi diyilyér.
N\y

M
M(x;y)

o, \

5-nji surat

=Y

Goy, kébir goni ¢yzyk berlen bolsun. Ox okunyn polozitel ugry bilen

------

YA

=Y

S

6-njy surat



O <oa<rm di}’/ip kabul edelin. £ = tga ululyga gt')ni ¢yzygyn bur¢
parallel bolar, bu yagdayda k=0. Eger a = % bolsa, onda goni ¢y-
zyk Ox okuna perpendikulyar bolar, bu yagdayda k= tga ululyk
manysyny yitiryar. Seyle yagdaylarda goni ¢yzygyn burg koeffisiyen-
ti tiikeniksizlige den diylip kabul edilyar. Goy, M(x,y) nokat goni ¢y-
zygyi istiinde yatan islendik nokat bolsun we & # 0.

Ay

I 4

7-nji surat

ABNM gontiburgly tigburglugy guralyn. 0B = b bolsun, onda sol
iicburglukdan seyle ululyklary taparys:

_|MN| B o )
tga 1BN|’ |MN|=[CM|—|CN|[=y—b, |BN|=ux
Seylelikde, tga:¥ ya-da k = y;b .

y=kx+b. )

Su denilemi goni ¢cyzygyn burg koeffisiyentli derfilemesi diyilyar.

Eger k = 0 bolsa, onda y = b bolar, ol Ox okuna parallel goni
cyzygyn deiilemesidir. Kébir yagdaylarda goni ¢yzygyn burg koef-
fisiyenti we onun Uistiinde yatyan bir nokat belli bolyar. M nokadyn
koordinatalary géni ¢yzygyn defllemesini kanagatlandyryar. Olary sol
denillema goyup alarys:

=kx, + b, y—y, tapalyi:

y=y,=kx+b-kx~b=y-y = (x-x). 3)



Getirip gykarylan defillemé & burg koeffisiyentli we berlen M(x,, y,)
nokadyn tistlinden gecyin goni ¢yzygyn denlemesi diyilydr. Eger (2)
denlemede £ burg¢ koeffisiyenti iiytgeyan ululyk hasap edilse, onda
biz M(x,y,) nokadyn istiinden ge¢yén goni ¢yzyklaryfi dessesiniii
denilemesini alarys.

Eger goni ¢yzyk iki M (x,,y,) we M (x,,y,) nokatlaryn tstiinden
gecydn bolsa, onda bir nokadyn iistiinden gegyan goni ¢yzygyn den-
lemesini ulanalyn we berlen nokatlaryii koordinatalaryny sol deiile-
mede goyalyi:

Y=y, =klx-x) we y,—-y =k(x,—x).

k burcun koeffisiyentini tapalyi:

=N
k= X =X
k burcun koeffisiyentinint bahasyny goni ¢yzygyn deillemesinde
ornunda goysak

Yo =N _ X=X _ Y—=N
- yl_xz_x1<x xl):xz_xl_yz_yl’ (4)

berlen iki nokadyn {istiinden gec¢yén goni ¢yzygyn denlemesini alarys.
(1) denlemediki gatnagyklary ¢ bilen belgildp alarys:

Y= — X — X
Yo =) X, — X,

=1L y—-y= (yz_y1>t’ X=X = (xl —X1>Z‘
bu yerden:

y=y+ -t (5)
x=x+ (o —x)t
Goy, indi goni ¢yzyk koordinata oklaryndan degislilikde a we b
uzynlykly kesimleri kesip alyan bolsun. Onda M ,(0O,b) we M (a,0)
nokatlaryn istiinden ge¢yan goniniii denlemesini (3) formula gora
gurup,

X,y _
a+b 1 (6)

9. sargyt Ne 1573



gorniisli denileméni alarys. Bu defilemd goni ¢yzygyn koordinata
oklaryndaky kesimler arkaly defilemesi dyilyér.

Eger y=k x+b, y=k x+b, gonigyzyklar berlen bolsa,
onda olaryn arasyndaky burg¢ asakdaky formula bilen kesgitlenyar

tgar = M. (7)

Eger goni ¢yzyklaryn denlemeleri umumy denlemeler boyunca
berlen bolsa, onda olaryn arasyndaky bur¢ asakdaky formula bilen
kesgitlenyar:

AA + BB, ) (8)
VAL + BtV A + B

cosa =

xcosa tysina—p =0 9)

defillemd goni ¢yzygyn normal denle-

dinatalaryn baslangyjyndan goni ¢yzy-

~ ga inderilen perpendi@}'/aryfl (norma-

P lynl) uzynlygy, @ — OP perpendikul-

P yaryi we Ox okuni polozitel ugrunyi

,* arasyndaky bur¢. Goni ¢yzygyn (1)

0 \ umumy defilemesini normal deleme-

sine gecirmek {i¢in (1) denleménin &h-
li agzalaryny

8-nji surat

1
M=+__1
VA + B

normirlenen kopeldija kopeltmeli (alamaty C-nini alamatyna garsy
alynyar. Eger C = 0 bolsa, onda islendik alamaty almak bolyar) .

62. Goni ¢yzyklary gurun:
a)x—2y+5=0, b)2x+3y=0, ¢)5x—2=0, d)2y+7=0.
Coziilisi: a) eger x = 0 bolsa, diymek y=5/2, eger-de y =0 bol-

sa, x =— 5 alarys. Diymek gozlenyin goni ¢yzyk A4 (O;%) we B(5;0)
nokatlardan gecyér. A we B nokatlardan goni ¢yzygy geciryaris.



=y

9-njy surat

2x + 3y = 0 goni ¢yzyk O(0;0) nokatdan gecydr. Goy, x = 3 bol-
sun. Onda 6 + 3y =0ya-day=—2;

M(3;—- 2) nokadyny alyarys, O we M nokatlardan géni ¢yzyk ge-
ciryaris.

x — gord goni ¢yzygyn denlemesinden ¢oziip alarys x = 2 By

g.
goni ¢yzyk ordinata okuna parelleldir we abssissa okundan %-é deni
kesimi kesyar.

Goni ¢yzygyn deiillemesini y = 1 gorniisinde yazalyn. Bu goni

¢cyzyk abssissa okuna paralleldir.

63. Goni ¢yzyklary gurun: a) 3x —y + 6 =0, b) 5x + 7y = 0,
¢)3x—4=0,d)5y+4=0.

64.2)2x—5y—10=0,b) 2x +5y=0,¢) y=7,d) 5) % + 2 = 1.
Goni ¢yzyklaryn her birinini y = kx + b defilemesinde k£ we b parametr-
lerini tapmaly.

65. a) 3x — 5y =15, b) 5x — 3y + 10 = 0, gbni ¢yzyklaryn den-
lemelerini oklardaky kesimler arkaly denilemelerine gegirin.

B _ 3_x_5_y_.£ y
Coziilisi: a) 3x — 5y 15—>15 15_1,5 L.

§:



66. 12x — 5y — 60 = 0 umumy gorniisindédki denleme bilen ber-
lipdir. Onun

a) burg koeffisiyentli denlemesini;
b) oklardaky kesimler bilen berlen deiilemesini yazy1.

Jogaby: a)y=%x—12, b)%—%: 1.

67.20x + 12y =0 goni ¢yzygyn denlemesini oklardaky kesimler
gorniisli defileme bilen yazyp bolarmy?

68. 5x + 5y — 7 =0 goni ¢yzyk abssissa okun polozitel ugry bilen
ndhili bur¢ emele getiryar?

69. 2x + 5y — 20 = 0 goni ¢yzyk we koordinata oklar tigbur¢luk
emele getirydrler. Sol ticbur¢lugynn meydanyny tapmaly.
Jogaby: 20.

70. Kébir harydyn 100 sanysyny ondiirmek ti¢in 6nlimgiligin
¢ykdajysy 300 manada den, 500 sanysyny ondiirmek {i¢in 600 ma-
nada deni. Eger ¢ykdajylaryn funksiyasy ¢yzykly bolsa, onda 400
sanysyny ondiirmek {i¢in dniimgiligin ¢ykdajylaryny hasaplamaly.

Coziilisi: Goni ¢yzygyn iki nokady berlen: M (100;300),
M ,(500;600), iki nokatdan ge¢yén goni ¢yzygyn formulasyny ulanyp:

x—x _ Y=y _x—100 _ y—300
Xx—xi  y—y 500-100 600 —300"

300(x — 100) = 400(y — 300), 400y — 120000 = 300x — 30000;

400y = 300x + 90000; y = %x + 225,

Eger x = 400 bolsa, onda y = 3/4 - 400 + 225 = 525 ya-da goz-
lenyén ululyk 525-¢ den.

71. Kabir harydyn 50 sanysyny satyp 50 manat girdeji alynyar,
100 sanysyny satyp 200 manat girdeji alynyar, eger girdejinin funk-



siyasy ¢yzykly bolsa, onda 500 sany harydyn satylmagyndan nige
girdeji alyp bolar?

Jogaby: 1400.

72. Eger rombun uly diagonaly hokmiinde Ox oky, kici diago-
naly hokmiinde Oy oky alynsa, diagonallary 10 sm we 6 sm bolan
rombun taraplarynyn denlemesini diiziin.

Jogaby: 3x -5y +15=0; 3x+5y-15=0;
3x-5y—-15=0; 3x + 5y + 15=0.

73. M(— 4;3) nokatdan ge¢ydn we koordinata bur¢undan mey-
dany 3-e den bolan {igbur¢lugy kesydn goni ¢yzygyn denlemesini
gurun.

Gorkezme % + 2 = 1 defilemini we S N labl formulany pey-

dalanmaly. b 2
Jogaby:3x+2y+6=0; 3x+8—12=0.

74. 0(0;0) we A(— 3;0) nokatlar berlipdir, OA4 kesimli paral-
lelogram gurlupdyr. Onun diagonallary B(0;2) nokatda kesisyérler.
Parallelogramyn taraplarynyn we diagonallarynyn defilemesini diiziif.

Jogaby:y=0;y=4; 4x-3y=0; 4x-3y+12=0.

2x -3y +6=0; x=0.

75. M(4; 6) nokatdan ge¢yian we koordinata oklaryndan, mey-
dany 6 den ticburclugy kesyin goni ¢yzygyn deiilemesini yazyil.

Jogaby:3x—y+6=0; 3x—4y—-12=0.

76. M(4;— 5) nokatdan ge¢ydan we koordinata oklaryna parallel
bolan goni ¢yzygyn denillemesini yazyn.

Jogaby:y—4=0wex+5=0.

77. Koordinata baslangyjyndan ge¢yan we Ox oky bilen 60°
bur¢ emele getiryén goni ¢yzygyn denlemesini yazyi.

Coziilisi: Gozlenyédn goni ¢yzygy y = kx + b gorniisde yazalyn.
0(0;0) nokadyn koordinatalaryny defilemede goyup alarys: 0 =% - 0 + b;

b=0;



emma k = tg 60°= V3, diymek gozlenydn goni ¢yzygyn denlemesi
y=+3x

78. M(7;5) nokatdan geg¢ydn we Ox oky bilen 45° bur¢ emele
getirydn y = kx + b gbni ¢yzygyn denlemesini yazyi.
Jogaby:y =x—12.

79.y=-5x+3 we y= =2 4+ 7 denlemeler bilen berlen
goni ¢yzyklaryn arasyndaky yiti burgy tapyn.

Coziilisi: k, =-5, &, Z_TZ,

=2 _(s) 5_2
== o = !

1R2 __~ =

1+ (57)(=9) 1 3
) - = E
ya-da y 4

80.2x-3y+5=0we 14x—21y—13=0 goni ¢yzyklaryn paral-
leldigini gorkezin.

Coziilisi: goni ¢yzyklaryn burg koefﬁsi}'/entli deﬁlemesini yazalyn.

y=;x+5wey %x—%, 3,k2—— k =k, goni
cyzyklar paralleldir.

81.2x -7y +5=0 we 2lx+ 6y—2=0 goni ¢yzyklaryn per-
pendikulyardyklaryny gorkezin.

P .| __ 1 2.
ry==x+ = =—=—x+ ==
Coziilisi: y XT3 we y > X 173, k= 7
-_ 71 —_ 1
k, 5 —k, 7

goni ¢yzyklar perpendikulyardyr.
82. Berlen goni ¢yzyklaryn arasyndaky yiti burgy kesgitlan.
Dy=12x-3 we y=3x+4;
2)y=3x—-2 we y=3x+2;
Jy=2x-2 we y=—12x+1;



4)2x+3y+1=0 we 4x+6y+1=0;

5)2x—y+3=0 we x+3y+1=0;

6)x+3y=0 we 4x+3y—-3=0;

7)Sy+1=0 we x+4y+7=0;

8)x=4; y=2x-3.

Jogaplary: 1) %; 2)0;3) %; 4) 0; 5) = — arctg 7; 6) arctg 0,5;
7) arctg 0,25; 8)% — arctg 2.

83. Goni ¢yzyklaryn arasynda haysylary parallel ya-da perpen-
dikulyar?

3x-2y+7=0;, 6x—-4y—-9=0;, 6x+4y—-5=0;
2x + 3y 16=0.
84.2x+ 5y—10=0 goni ¢yzygyn koordinata oklar bilen kesisyan

nokatlaryndan bu goni ¢yzyga perpendikulyar dikeldilipdir. Bu per-
pendikulyarlaryn defilemesini yazyn.

Caoziilisi: Berlen goni ¢yzyk Ox we Oy oklary bilen kesisme no-
katlaryny tapmak iicin asakdaky sistemalary ¢ozmeli:
2x+5y—10=0 we 2x+5y—10=0
y=0 y=0.

Bu sistemalardan A4(5;0), B(0;2). Berlen goni ¢yzygyn deiileme-

sini bur¢ koeffisiyenti gérniisine 6zgerdelin: y = — % x + 2. Bu den-
leménif burg koeffisiyenti k, = — % Goy, y = kx + b goni ¢yzyk ber-
len goni ¢yzyga perpendikulyar bolsun. Onda k£ =— 1__ LZ = %
I _ =
5
Eger y = % x + b perpendikulyar A(5;0) nokatda dikeldilen bolsa,
onda 0 = % “S5+b;b=— 25—5 Diymek perpendikulyaryn deiilemesi
2,25
y=gx- T



Eger y= % x + b perpendikulyar B(0;2) nokatda dikeldilen

bolsa, onda

=2 . p=
2=3-0+b b=2.

Diymek perpendikulyaryii defilemesi y =5/2 x + 2.

85. 5x + 2y = 4 goni ¢yzyk bilen 45° bur¢ emele getirydn we
M(2;3) nokatdan ge¢yin goni ¢yzyklaryn denlemesini yazyn.

Coziilisi: Gozlenyin goni ¢gyzyklar iki sanydyr. Suratda berlen /
goni ¢yzyk we gozlenyin [ we [, goni ¢yzyklar gorkezilen. Bir no-
Ay katdan gegydn goni ¢yzyklaryn desse-
l 450 siniii denillemesini ulanalyn.

w Y =¥, = k(x — x,) meseldnini serti
boyunga y — 3 = k(x — 2)

k2 — kl

1+ kik,

formulany peydalanyp alarys:

indi difie k-ny tapmaly. tgff =

/ \’ N tg45'=(k+3)/(1 - %)
10-njy surat Iki yagdaya seretmeli
DI=(k+3)/(1-3) 1-Fk=k=3 Tk=-3 k=17
y-3=T(x +2)3
Dl=—(k+3)(1=3) 1-Fk=—k-3, T=3k k=7

y—=3=7x-2)/3, 3y—-9=7x—-14,7x-3y-5=0
gozlenyin denleme: 3x + 7y —27=0 we 7x-3y—-5=0.

86. y = 14 — 2x goni ¢yzyk bilen 45° bur¢ emele getirydn we
koordinata baslangyjy nokatdan ge¢yan goni ¢yzyklaryn denlemesini
yazyi.

Jogaby: y =— 1y

3



87.3x -2y +1=0we 2x + 5y — 12 = 0 goni ¢yzyklaryn ke-
sisyandigini gorkezin we kesisme nokadyny tapyi.

Jogaby: (11; - 2).
88. Iki gorniisli ulag bilen ¢ekilydn yiik iicin ¢ykdajylar
y=150+50x we y=250+ 25x funksiyalar bilen anladylyar.

Bu yerde ((x yiikiin uzaklyga akitmelidigi (yiiz kilometr), pul bir-
liginde ulag ¢ykdajylar). Haysy uzaklykdan baslap ikinji ulagy ulan-

maga tygsytly bolar? L, Ay pulbirligi 4
Coaziilisi: | ¥ = 150 +50x i
y = 250 + 25x 200 M

Deillemeler sistemasyny ¢oziip
alarys. Kesisme nokatlaryny tapalyn.

Suratda goriinyédr: aralyk 400 km 100+
uly bolsa ulagyi ikinji gérniisini ulan-
mak tygsytlydyr.

_
200

10%m

0 4
11-nji surat

89. Iki diikanda kébir haryt satylanda girdeji y=-2+3x we

y=-3+ 16, funksiyalar bilen anlladylyar. Bu yerde x — harydyi sany

(birligi), y— miin manatda girdeji.
Harydyn haysy sanyndan baslap ikinji diikanda satmak amatly
bolyar?

90. M(2;1) nokatdan 3x+4y—98=0 goni ¢yzyga ¢enli uzak-
lygy tapyn.
|AX0+B}70+C| _ 132 + 41 — 98| =17.6
JA+ B 9+ 16 o

Coziilisi: d =

91. Ugburglugy taraplary x+3y—7=0(4B), 4x—y—2=0(BC),
6x + 8y —35 =0 (4AC), deiilemeler bilen berlipdir. B depeden gegirilen
perpendikulyaryii uzynlygyny tapyn.

Céoziilisi: B nokadyn koordinatalaryny kesgitlilin:



x+3y-7=0_|x=1 onda B(1;2)
dx—y—-2=0 y=2

B nokatdan AC goni ¢yzyga cenli uzaklygy tapylyan formulany
peydalanyp BD beyikligii uzynlygyny tapalyn.
_16-1+82—-35] _
BD| = =1,3.
o R
92.3x -4y —-6=0 we 6x—8y+28=0 ikiparallel goni
¢yzyklaryn arasyndaky uzaklygy tapyn.

Caoziilisi: Meseldni bir géni ¢yzygyn islendik nokadyndan beyle-
ki goni ¢yzyga ¢enli uzaklygy tapmaklyga getirilyér. Goy, mysal {i¢in,
birinji goni ¢yzygyn deiilemesinde y = 0 bolsa, onda x = 2. Bu yerden
M(2;0) birinji géni ¢yzygyn nokadydyr. Bu nokatdan ikinji goni ¢yzy-
ga cenli uzaklyk,

_ 162 — 80 + 28| 40 ¥ 1
d= = =2 = 4 dendir.
V36 + 64 10

93. 15x +36y—105=0 we 5x+ 12y +30=0 goni ¢yzyklaryn
paralleldiklerini gorkezini, we olaryn arasyndaky uzaklygy tapyi.

Jogaby: d = 5.

94. A(5;2), B(2;3), we C(0; — 3) depeli tigburglugyn 4D beyikli-
ginin uzynlygyny tapyn.

Jogaby: V10.

95. Goni ¢gyzyklaryn defilemelerini normal gérniisinde yazmaly:

1)5x—12y-10=0;

2)3x+4y=0.

Coziilisi: 1) Birinji deilemede C = — 10, onda M normirlenen
kopeldiji «+» alamatly alynyar.

1 1 1 1
M: = = = —.
JA*+ B> V524122 V169 13




1

13 ¢ kopeldip goni ¢y-

Berlen denleminin iki tarapyny hem
zygyn normal defilemesini alarys:

S .12 10 _
35 Y 13 Y

2) Ikinji deiilemede C = 0, onda M normirlenen kopeldiji islendik
alamatly alynyar.

1 _ 1 1 1

T JA+B J/3+4 J25 5

Berlen denleménin iki tarapyny hem %—e kopeldip goni ¢yzygyn
normal denlemesini alarys:

96. Goni ¢gyzyklaryn denlemelerini normal gérniisinde yazmaly:
1)2x-3y—-5=0; )x+y+1=0;

y=2x+5; 4)y=-3x+2;
5)3x—-4y—-15=0.

2 3 5
Jogaplary: 1 X — — =0;
N E R
V2 V2 V2 1 _
2) 5 X5y 2—O, 3)— ﬁx \/7y V5 =0;
3 1 2 4
4 X+ — =0; 5 —x—— —1=0.
TR TR T R R
97. Goni ¢yzyklaryn defilemeleri berlen:
1) 2x—3y+5=0; 2)—x—%y—1=0;
H-Fxt4sy-2=00 4 Zx- Iy 1=0;
ﬁ b 13 >
5)x-5=0; 6)y—7=0;



Deiilemelerin haysylary normal gorniisde yazylan?
Gorkezme. ax + by + ¢ = 0 normal denleme bolar yaly a* + b*= 1
we c otrisatel bolmaly.

Jogaby: 3,4, 5, 6 deillemeler normal gorniisde yazylan.

Amortizasiyanyi hasaplanysy

Edaranyi satyn alan enjamlary {i¢in amortizasiyany birnége usul
bilen hasaplap bolyar. Olaryi ini yonekeyi ¢yzykly modeli. Bu mode-
li ulanyp, edaranyn satyn alan enjamlarynyii bahasyny den bolekler
bilen 6nliimgiligin ¢ykdajylaryna salyar. Eger enjamlaryin baslangyg¢
bahasy P we galyndy bahasy S we ulanus wagty T belli bolsa, onda
her yyldaky amortizasiya

formula arkaly hasaplanyar.
Enjamy ¢ yyl ulanylan son onui bahasy

V=P7P;St=Pfat.

Sonky formula goni ¢yzygy kesgitleyir.

Cykdajylaryi ¢yzykly modeli. Cykdajysyz nokat

Islendik 6niimin x birligi dndiirilende oniimgiligin &hli ¢ykdajy-
lary C(x) iki gosulyjydan ybarat.

1. Hemiselik (fiksirlenen) ¢ykdajylar.

2. Uytgeyin ¢ykdajylar.

Bu ¢ykdajylar: C(x) = F + V

Hemigelik ¢ykdajylar F — bu ¢ykdajylar 6niimin nage birliginin
ondiirlenine bagly dildir. Ona amortizasiya, jayyn arendasy, kreditini
goterimi we s.m degislidir.

Uytgeyin ¢ykdajylar F — bu ¢ykdajylar gds-goni oniimifi nige
birliginin bardygyna bagly. Ol ¢ig malyn, is¢i giiyjlin bahasyny we
s.m saklayar.

Yonekey halda iiytgeyan ¢ykdajylar ondiirilen x sanyna goni
proporsionaldyr. Proporsionallyk koeffisiyenti ¢ —oniimin bir birligini
ondirmek ti¢in Uytgeyan ¢ykdajydyr.



Eger b bilen hemiselik ¢ykdajylary belgilesek, onda ¢ykdajylaryn
¢yzykly modeli diyip atlandyrylan defileméni alarys:

C(x) =b + ax,
x — Ondiirende edaranyn ahli girdejisi:
R(x) = px

formula bilen kesgitlenyér. Bu yerde p —harydyn birliginiii bahasy. Bu
funksiyanyn kesgitlenis yaylasy {x: x > 0} we R(0) = 0 bolyandygy
anykdyr.
Eger harydyi x birligi 6ndiirilen we satylan bolsa, onda girdeji P(x)
P(x) = R(x) - C(x)
formula arkaly kesgitlenyér.

98. Edaranyn hemiselik ¢ykdajylary ayda 10 miii manat, hary-
dyn birine liytgeyan ¢ykdajylary — 30 ma-

- e V4 R(x)
nat, harydyn birinden gelyin girdejisi 50 G
manat bolsun. Girdeji funksiyany diizmeli
we onun grafigini gurmaly.
1000

Coziilisi: C(x) =F + V; F =10000,
V'=30x !

C(x) = 10000 + 30x; R(x) = 50x. S >

Seylelikde, 12-nji surat

P(x) = 50x — 30x — 10000 = 20x — 10000.

x-in ki¢i bahalarynda girdeji otrisatel bolyar ya-da Oniimgilik
cykdajylydyr.

x-iil artany bilen girdeji hem artyar, x = 500 bolanda funksiya
nola den bolyar we ondan son funksiya poloZitel bahalara eye bolyar.

......

Isleg we hodiirleme kanunlary
Satuw bazarda alyjylaryn satyn alyan harydynyn sany ol harydyn
bahasyna baglydyr. Satyn alnan harydyn sanynyn we onun bahasynyn

------



VA p(x)
a)
/500 ;
VA H,
H2
H
b) ’

=V

N\

13-nji surat

Ondiirijilerifi satmaga goylan
harydynyn sany sol harydyn baha-
syna baglydyr. Satmaga goylan ha-
rydyn mukdarynyn we onun baha-
synyn gatnasygyna hodiirleme ka-

Yonekey halda bu funksiyalar
¢yzyklydyr. Isleg kanuny I, hodiir-
leme kanuny H bilen belgilenen, x
— harydyn mukdary, p — harydyn ba-
hasy.

Islegint denlemesini onun gra-
figinda yatan iki nokat boyunca dii-
ziip bolar. Sonun ti¢in iki nokatdan
gecydn goni ¢yzygyn denlemesini
ulanmaly.

_p2 pl(x xl).

p=p X2 — X1

Isleg we hodiirleme goni ¢yzyklaryi kesisme (x,, y,) nokadyna
bazar defiagramlylyk (durnuklylyk) nokady diyilyar. p — dent agramly
baha, x; — defi agramly mukdary (satmagyn géwriimi). Eger isleg
kanuny P(x) belli bolsa onda @hli girdejiler R = xpx-in iisti bilen

anladyp bolyar.

Kopleng, dowlet tarapyndan haryda salgyt ¢ ya-da supsidiya (pul

komegi) goyyar.

Cyzykly modeli ulanylanda isleg dine bazardaky harydyn ba-

14-nji surat

hasyny p-i kesgitlenyar we hodiirleme-
difie tpjlin edijilerin bahasy P, bilen
kesgitlenydr. Bu bahalar bir-biri bilen
asakdaky deiilemeler bilen bagly:

P =P, +1

P =P, -5,

bu yerde ¢ we S — harydyn birliginde sal-

gyt we subsidiya.



Seylelik-de salgyt we subsidiya girizilende islegin I deillemesi
liytgemeyar, hodirleme funksiyanyn grafigi ¢ birlik yokary galar ()
ya-da S birlik asaklanar ().

Kéawagt subsidiyanyn yerine dowlet minimal baha girizyir. Bu
yagdayda dowlet harydyn artykmajyny x,— x, 0zii satyn alyar.

Kabir salgytlar, mysal {igin GGS (gosmaga gymmatlyga salgyt)
harydyn bahasyna proporsionaldyr. Bu yagdayda hodiirleméanin gra-
figinint Ox okun burg yapgytlygy liytgeyar.

99. Kébir harydyn isleg we hodiirleme kanunlary

P=-2x+12
P=x+3

deiilleme bilen kesgitlenyar.

a) Bazar denagramlylygyn nokadyny tapyn.

b) 3-e den salgydyn girizilenden son denagramlylyk nokadyny
tapyn.

¢) satma gowriimi 2 birlige galdyrmak ti¢in ndhili subsidiya bol-
maly?

d) proporsional 20%-e den salgyt girizilydr. Dowlet girdejisini
tapyn we tidze denagramlyk nokady tapyn.

e) hoklimet 7-4 deft mineral bahany tassyklady artykmag harydyn
satyn almagyna nége ¢ykdajy ¢cykar?

Caoziilisi: a) denagramlylyk M nokady tapalyi :

x+3=-2x+12; x=3, p=6.

M(3, 6) nokat — denagramly nokat.

b) Eger ¢ = 3 salgyt girizilse, onda de- N H'
nagramlylyk nokadyny tapmak ti¢in defti-  \ H
lemeler sistemasy asakdaky gorniisi alar.

P =-2x+12 6
H:P,=x+3
P =P, +3.

Bazar bahasy P, we lpjiin edijilerifi
bahasy bilen gatnasygy goz 6iiline tutup, £
bazar deniagramlylyk nokady tapmak iigin I\ x
asakdaky sistemany alarys. 15-nji surat

<

<
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{P:—2x+12
P=x+6

Bu denlemeler sistemasyny ¢oziip, tize denagramlylyk nokady
M(2,8) alarys. Diymek, salgyt girizilenden son, deflagramlylyk baha
2 birlik artdy, emma denagramly mukdary 1 birlik kemeldi.

¢) Eger subsidiya goyberilen bolsa, onda denagramlylyk nokady
tapmak ti¢in asakdaky gorniisi alar:

P =—2x+12
H:PH=x+3
P =P, -8

Sowdanyn tdze gowriimi 5 (3 + 2) birlige den. x = 5 sistemada
goyup alarys:
P =2 P, =5 §=P P =3
d) eger salgyt 20%-e den bolsa, onda &hli bazar bahasy 120% bo-

lar, onda 100% {ipjiin edijiler alyar, 20%-ni bolsa dowlet alyar. Sey-
lelikde, tipjilin edijiler

_ 100 p;
P,=20 Pi=2P.

120 6
Isleg denlemesi iiytgeyér, hodiirleme denileme bolsa: Py = %Pi
P=—2x+12
S5p_
3 P =x+3.
Bu sistemany ¢0zlip, tdze M denagramlylyk nokady alarys:
_ _6,,18 . _»5
2x+ 12 = 5x+ 5 x_28

_ 3. 5. 3
peog Mg o)
Hokiimedin girdejisi R strihlenen goniiburglugun meydanyna den:



—1.95 63 _,61
R=626°%1"6

e) Eger minimal baha goylan bolsa, onda isleg we hodiirleme den-
lemelerden islegin we hodiirleménin géwrlimlerini tapmak bolyar. Ola-
rynl tapawudyny hokiimet satyn alyar. Eger p = 7 bolsa, onda:

X =P-3=7-3=4

_12-P _12-7 _
X=irE=12nlo0s,

Diymek, hokiimedin ¢ykdajylary:
(X, — X)P=(4-2,57=10,5.

Diirli meseleler
100. 12x+9y —17=0 we 3x+4y+ 11 =0 goni ¢yzyklaryn
arasyndaky burcun bissektrisasynyn defilemesini yazmaly.
12x + 9y — 17 :+3x+4y+ 11
/122 4+ 9 V3442
Yonekeylesdirip alarys: 21x + 21y + 16 = 0 we 3x — 3y — 50 = 0.

Jogaby:

101. 4x + 2y +7=0 we 2x—-4+15=0 goni ¢yzyklaryn
arasyndaky burcun bissektrisasynyn denllemesini yazmaly.

dx +2+7 :i2x—4+15:0.
v 20 V20

Yonekeylesdirip alarys: x +3y—4=0 we 3x—y+11=0.

Jogaby:

102. Kwadratyn iki ¢atyk depesi 4(1;4) we B(4;5) berlen. Beyle-
ki iki depesini tapmaly.

Jogaby: C(5;2), D(0;7) vya-da C(3;8), D(2;1).

103. 2x + 3y + 6 = 0 goni ¢yzyga parallel bolan we koordinata

bur¢dan meydany 3 kw birlige deni bolan {igbur¢luk kesip alyan goni
¢yzygyn denilemesini tapmaly.

Jogaby:2x +3y+6=0 ya-da 2x+3y—6=0.

10. sargyt Ne 1573



104. Parallelogramyn iki tarapy x + 2y + 1 = 0 (4B),
2x +y—3 =0 (4D) we diagonallarynyn kesisyan nokady N(1;2) ber-
len. Parallelogramyn beyleki iki tarapynyn denlemesini tapmaly.

Jogaby: 2x +y—-5=0(BC), x+2y—11=0(CD).

105. M, (4;—3) we M, (2; - 1) nokatlardan defi uzaklykda yatan

we 2x +y—1=0 gbni ¢yzykdan 2 birlik uzaklykda yatan P nokadyn
koordinatalaryny tapmaly.

Jogaby: x, = 2+%*/§;y1 =—3+%\/§ va-da x = 2—%\/5;
YV =— —%\/g

106. Ugburglugyn beyikliklerinifi defilemesi 2x — 3y + 1 = 0 we
x + y = 0 hem-de depeleriniii biri 4(1,2) berlen. Ugburglugyi tarap-
larynyn defilemesini tapmaly.

Jogaby:3x+2y—-7=0(4C), x-y+1=0(4B),

2x + 3y +7=0(BC).

107. Ugburclugyi taraplarynyii ortalary 4(1;2), B(7;4), C(3;—4).
Ucburclugyi taraplarynyi defilemesini tapmaly.

Jogaby:2x —y=0; 3x+y-25=0; x-3y—-15=0.

108. Ugburclugyii taraplarynyni defilemeleri x + y — 1 = 0 (4B)
we y + 1 =0 (BC) we onun medianalarynyn kesisme N(— 1;0) nokady
berlen. Ugiinji AC tarapynyit meydanyny tapmaly.

Jogaby: x—y+3=0.

109. x —y—1=0we x + 2y — 2 = 0 gbni ¢yzyklaryn kesisme
nokadyndan we M(— 1;1) nokatdan ge¢ydn berlen goni ¢yzyklaryn
kesisme nokadyny tapmazdan goni ¢yzygyn denilemesini tapmaly.

110. x + y—1=0we x + 2y + 1 = 0 goni ¢gyzyklaryn kesisme
nokadyndan gegyin we Oy okunyii otrisatel tarapyndan 2 birlik kesip
alyan goni ¢yzygyn denlemesini tapmaly.

Jogaby:y+2=0.



111. x+2y— 11 =0 we 2x + y — 2 = 0 goni ¢yzyklaryn kesisme
nokadyndan gec¢yin we koordinatalar baslangyjyndan 5 birlik uzakda
yerlesen goni ¢yzygyn denilemesini tapyn.

Jogaby: 3x +4y —25=0.

112. 2x + 5y + 8 =0 we 3x — 4y — 7= 0 goni ¢yzyklaryn kesisme
nokadyndan ge¢yidn we y = 4x + 3 goni ¢yzyk bilen 45° bur¢ emele
getiryén goni ¢yzygyn denlemesini tapmaly.

Jogaby: 69x — 115y — 199 =0 we 115x + 69y + 99 = 0.

113. Yagtylygyn sohlesi C(2;3) nokatdan gegip, x +y + 1 =0
goni ¢yzykdan serpilyér we (1;1) nokatdan ge¢yér. Gagyan we serpig-
van sohlelerin defilemesini tapmaly.

Jogaby: 5x — 4y + 2 =0 — gacyan sohle, 4x — 5y + 1 = 0 — serpig-
yan sohle.

§ 4. IKkinji tertipli egri ¢cyzyklar

Towerek.

Berlen nokatdan denl uzaklykda yatan geometrik nokatlaryn kop-
liigine towerek diyilyér. Berlen nokada toweregin merkezi we denl
uzaklyga toweregii radiusy diyilyar.

Toweregiii normal deiilemesi asakdaky gdrniisde yazylyar:

('x _x0)2+ (y _y0)2 = R2>

Bu yerde x, y, — toweregin merkezinin koordinatalary, R — towe-
regin radiusy.

Bu denilemede yaylary acyp, toweregiit umumy defilemesini al-
yarys:

xX*+y*+Dx+Ey+F=0,

buyerde D=-2x, E=-2y, F=—xi—y —R.
114. Merkezi C(— 2; 3) nokatda we radiusy 5-e den bolan t6-

weregin defilemesini yazyn. Toweregi gurui. M, (2; 6), M, (1; 7),

Jogaby: M, M, nokatlar toweregifi iistiinde yatyar, M, nokat yat-

mayar.



115. x* +y> = 8x + 6y — 11 = 0 toweregin merkezinii koordina-
talaryny we radiusyny tapmaly. Toéweregi gurmaly.

Caoziilisi: x we y liytgeyin ululyklary saklayan agzalary toparla-
lyni, olary doly jemin we tapawudyn kwadratlaryna dolduralyn:

XY -8x+6y—11=x"-8x+16-16+)>+6y+9-9-11=0
(x—4)*+ (y+3)=36.

Bu yerden toweregin merkezinin koordinatalary C(4; -3) we ra-

diusy 6-a deil. Indi toweregi gurmak bolar.

116. x>+ y*+ 4x — 4y — 1 = 0 toweregin merkezinin koordinata-
laryny we radiusyny tapmaly.

Jogaby: C(-2;2),R=3.

117. Towerekleri gurun:

a)x*+)y’+2x—-3=0; Jogaby: C(—-1;0),R=2.
b) x*+)?—8x+ 6y =0; Jogaby: C(4;—-3),R=5.
¢)x*+y*+ 10x —4y+13=0, Jogaby: C(-5;2),R=4.

118. Koordinata oklara galtagyan we M(2; 1) nokatdan ge¢yan
towereginl defilemesini yazyi.

Jogaby: (x —1)*+(y—1)*=1 ya-da (x—5)*+(y—5)*=25.

119. M (1;2), M (0; — 1), M, (- 3;0) nokatlardan ge¢yén towere-
gin deiilemesini yazyi.
Jogaby: (x + 1)*+ (y—1)*=5.

120. Eger toweregin merkezi 2x — y — 2 = 0 goni ¢yzykda ya-
tan bolsa, onda M| (7;7), M, (- 2;4) nokatlardan ge¢yan toweregifi
deiilemesini yazyi.

Jogaby: (x —3)*+ (y —4)*= 25.

121. x>+ y?+ 4x — 4y = 0 toweregin we y = — x goni ¢yzygyn
kesisme nokatlaryndan we M (4;4) nokatdan ge¢yén toweregin den-
lemesini yazyn.

Jogaby: x* +1*—8y=0.



122. Oy okuna koordinatalaryn baslangyjynda galtasyan we Ox
okuny M(6;0) nokatda kesyéin toweregin denilemesini tapyn.

Jogaby:(x —3)* +y*=09.
123. M| (- 3;0), M, (0;3), M, (3;0) nokatlardan M(x,y) nokada

cenli uzaklyklaryn kwadratlarynyn jemi hemise 27-d den. M(x,y) no-
kadyn hereketinin defilemesini tapyn.

Jogaby: x>+ (y—1)>=1.
124. Koordinatalaryn baslangy¢ nokadyndan x + y + 2 = 0 g6-

ni gyzygyn we x*+)? =4 toweregin kesisme nokadyndan ge¢yén
egrinii defilemesini yazyn.

Jogaby: x>+ +2x +2y=0.

125. Egri ¢yzygyi her bir nokady M, (- 3;0), M, (0;3) nokatlar-

dan uzaklyklarynyn kwadratlarynyni jemi 50-4 den bolan denlemesini
yazmaly.

Jogaby: x*+y* = 16.
Ellips

Fokuslar diylip atlandyrylyan iki nokadyn uzaklyklarynyn jemi
hemiselik bolup 2a deit we fokuslaryni arasyndaky 2¢ uzaklykdan uly

------

gornilisde yazylyar. Bu yerde eger a > b fokuslary Ox okunda yerlesse,

rrrrrr

onda b’=a’-c* awe b parametrlere ellipsin yarym oklary diyilyér.

------

------

ro=a—éex,r,=a + &x.



2’ 4
kanonik defilemesini gurun.

126. (i &> M2<— 2;@) nokatlardan gec¢yén ellipsin

Jogaby: % 10 +y = 1.

127. Koordinatalar oklaryna gord simmetrik we M, (%, 1 > nokat-

dan gecydn hem-de ekssentrisiteti € = %-e deni bolan ellipsin kano-
nik defilemesini tapyﬁ.
2

Jogaby: X + y_ =L

%

128. Uly yarymoky 6-a we ekssentrisiteti L ¢ defi bolan ellipsin

denillemesini tapyn. 2
y2
Jogaby: = % + 57 =1.

129. =~ + yz = 1 ellipsin ekssentrisitetini tapyn.

/3

Jogaby: € = 5

130. Eger ellipsin uly yarymoky ki¢i yarymokundan 3 esse kigi
bolsa, onda onun ekssentrisitetini tapyii.

Jogaby: 2‘/7 :

131. Koordinatalar oklaryna gord simmetrik bolan ellipsin iis-
tinde M, (2; V3 ), M, (0; 2) nokatlar berlipdir. Ellipsifi defilemesini
yazmaly we M| nokatdan fokuslara ¢enli uzaklyklary tapmaly.

Jogaby: X 16 y—=l,lﬁ=4—«/§,r2=4+\/§.



132. Eger fokuslaryn arasyndaky uzaklyk uly we ki¢i yarym ok-
larynyn uglarynyn arasyndaky uzaklyga deii bolsa, onda ellipsin den-
lemesini yazyn. Onun ekssentrisitetini kesgitlan.

2 2
J0gaby:f7+yT: l,e = /%.

133. M nokat M (1; 0) nokatdan x = 9 goni ¢yzyga cenli uzak-

lygyndan 3 esse yakyn hereket edyir. M nokadyn trayektoriyasyny
tapmaly.

134. M nokadyn A4(0; 1) nokatdan y — 4 = 0 goni ¢yzyga ¢enli
uzaklygy iki esse kicidir. M nokadyn trayektoriyasyny kesgitlan.

2 2
Jogaby: x? + % = 1.

135. Eger fokal radiuslaryii jemi 2+/'5 -e defi, fokuslar F | (=2;0),
F,(2;0) nokatlarda yerlesen bolsa, onda ellipsinl defilemesini yazmaly.

2

Jogaby: s

136. Egrileri gurun:

_ 2y 2
a)x’+ 4y —6x+8y=3; Jogaby: (x163) + (y-zl) =L
_ 1\ 2
byt 22 dx+dy+2=0.  Jogaby: ¥ 7 Dy o - Vo
137. Eger ki¢i yarymoky 5, ekssentrisitet % —4 den bolsa,
ellipsin kanonik defilemesini yazyi.
2
Jogaby: @ + f 1.



Giperbola

Fokuslar diylip atlandyrylyan iki nokatdan uzaklyklarynyn ta-
pawudy hemiselik bolup 2a dent we fokuslaryn arasyndaky 2c¢ uzak-

rrrrrr

gorniisde yazylyar. Bu yerde eger a > b we fokuslary Ox okunda
yerlesse, onda b* = ¢* — a’. a we b parametrlere giperbolanyn ya-

------

------

''''''

r,=lex—al, r,= lex +al.

y =igx, deiilleme bilen berlen goni ¢yzyklara giperbolanyn

------

2

2
138. £ — Y — 1, giperbolanyn fokuslarynyn arasyndaky uzak-
lygy we ekssentrisitetini tapmaly.
Jogaby: 2¢ = 4/5,e = ‘/2§
139. ¢ =5, a =4 bolan giperbolanyn kanonik denilemesini tapyn.
Bu giperbolanyn ekssentrisitetini kesgitlan.
XY

—=1l;e=

Jogaby: 679

5
1
140. Koordinatalar oklaryna gord simmetrik we M (v3;v/2)

nokatdan ge¢yian hem-de ekssentrisiteti € = V2 —i defi bolan giper-
bolanyn kanonik denllemesini tapyn.

Jogaby: x* — y*=1.



141. Asakdaky giperbolalaryn grafiklerini gurun:
a) 16x*—9y? — 64x + 54y — 161 = 0.

(x=2F _ (337 _
9 16 '

Jogaby:

b) 9x2— 16y + 90x + 32y — 367 = 0.

(x+5) (=17 _
64 36 ’

¢) 16x2—9y? — 64x — 18y — 89 =0.

(96—2)2_(y+1)2 _ 1
9 16 ’

Jogaby:

Jogaby:

2
142. %2 + % = 1 ellips berlipdir. Depeleri berlen ellipsii fo-

kuslarynda we fokuslary ellipsiii depelerinde yerlesen giperbolanyin
denilemesini tapyn.
2
X2 Y 1.

Jogaby: 35 =

143. M(x,y) nokatdan x = 1 goni ¢yzykdan F (4;0) nokada genli
uzaklyk iki esse kigidir. M(x,y) nokatlaryn geometrik kopliigini tapyn.
_2 Y
Jogaby: 5 1.
144. Koordinatalar oklaryna gérd simmetrik we M. (2\/7
M, (-7, —6v2 2 ) nokatlardan gecyén giperbolanyn denlemes1n1 tapyn

2

Jogaby: 2o — Y =1,
08abY- 35 ~ 75

145. Giperbolanyh grafigi M(10; — 3v/3 ) nokatdan gegyér. Onuii

+3 y defilemeler bilen berlipdir. Sol giperbolanyn

asimptotalary y = 5

defillemesini tapyn.
2

2
Jogaby: f_% = 1.



Parabola

Berlen nokatdan (fokusdan) we berlen goni ¢yzykdan (direktri-
sadan) deni uzaklykda yatan geometriki nokatlaryn kopliigine parabo-
la diyilyér. Ox okuna simmetrik bolan we koordinatalaryn baslangyc¢
nokadyndan gecyédn parabolanyn kanonik defilemesi:

¥ =2px

gorniisde yazylyar.
M(x,y) nokadyn fokal radiusy ya-da onunt Ox okundaky fokusyna
cenli uzaklyk

formula arkaly tapylyar.
Oy oka parallel bolan parabolanyn simmetrik oky y = ax*+bx + ¢
deiileme bilen berilyér.

146. Depesi koordinatalar baglangyjynda bolan we Ox simme-
triya okly, F(2; — 4) nokatdan gegyan parabolanyn kanonik detileme-
sini tapyn.

Jogaby: y* = 8x.

147. F (2;0) nokatdan we y = 2 goni ¢yzykdan den uzaklykda
yatan geometrik nokatlar kopliiginin deiilemesini yazyi.

Jogaby:y = x — x%

148. Eger parabolanyn fokusy 4x — 3y — 4 = 0 goni ¢yzygyn we
Ox okunyn kesigsme nokadynda yatan bolsa, onda bu parabolanyn ka-
nonik defilemesini yazyn.

Jogaby: y*=4x

149. y?= 4x parabolada fokal radiusy 4-e¢ defi bolan nokady tap-
maly.

Jogaby: M, (3;2v/3), M, (3;-2v/3).



150. Koordinata baslangyjyndan we y = Lo 9y+3 parabola-

3
nyn oklar bilen kesigsme nokatlaryndan ge¢yén toweregii deiilemesini

tapyn.

151. Parabolalaryn grafiklerini guruii:
a)y’—8y=4x; b)xX*+tox+5=2y; ¢)x*+t4x+2y+4=0.

152. Diametri 80 m we ¢unlygy 10 m bolan parabolik gorniisde
kotlawan gazylypdyr. I asakdaky nokatdan merkez boyunca parabo-
lanyn fokusy nirede yerlesipdir?

Jogaby: (x + %)2 — < — ;)2 = %

153. x + y = 0 goéni ¢yzygyn we x> + y* + 4y = 0 toweregin
kesisme nokatlaryndan ge¢yan hem-de Oy oka gord simmetrik bolan
parabolanyn denilemesini tapyn.

Jogaby: x* =—2y.

§ 5. Ginislikde tekizlik
Ginislikdiki tekizligin dernlemeleri
Giniglikdéki tekizligin yagdayy onun iistiinde yatan bir M, (x,, v, z,
nokadyn we ona perpendikulyar n = (4,B,C) wektoryn (tekizligin
normal wektory) berilmegi bilen doly we birbelgili kesgitlenyér. Goy,
M(x,y,z) berlen tekizligin iistiinde yatan islendik bir nokat bolsun. Bu
yagdayda (M,M ) = (x — Xy Y =Y, Z—2,) wektor n wektora perpendi-
kulyar bolar. Iki wektoryn perpendikulyarlyk nysanyndan:
A(x—x,) + By -y, + C(z—z,) = 0 defileméni alarys.
Deillemediki yaylary agyp:
Ax +By+ Cz+D =0, (D)
bu yerde D = — Ax, — By, — Cz, tekizligin ginislikddki umumy den-
lemesini alarys. D = 0 bolanda tekizlik koordinatalar baslangyjyndan

gecer. A = B = (0 bolanda xOy koordinata tekizligine parallel, B =C =0
bolanda yOz koordinata tekizligine parallel, 4 = C = 0 bolanda xOz



koordinata tekizligine parallel tekizlik alarys. Eger 4 = 0 bolsa tekizlik
Ox koordinata okuna parallel, B = 0 bolsa tekizlik Oy koordinata oku-
na parallel, C = 0 bolsa tekizlik Oz koordinata okuna parallel bolar.
Eger tekizlik Ox, Oy, Oz oklaryna parallel bolmasa, onda (1) deiile-
méini — D boliip, alarys:

D - X Yz _
+ =1 ya-da a+ +c 1 (2

X X
+ b

D D D

A B C

(2) — tekizligin kesimlerde defilemesi.

Iki tekizligin parallellik we perpendikulyarlyk nysanlary

Goy, iki tekizlik umumy denilemelerinini iisti bilen berlen bolsun:
A, x+B y+C z+D =0, (1)
A, x+B,y+C,z+D, = 0. (2)

Eger bu tekizlikler parallel bolsalar, onda olaryii normal wek-
torlary n, = (4,, B, C)) we n, = (4,, B,, C,) hem paralleldirler. Sol
sebdpli, iki wektoryn parallellik nysanyndan:

A _B _ G
A2 B B2 - C2 (3)
— iki tekizligin parallellik nysany (serti).
Eger bu tekizlikler perpendikulyar bolsalar, onda olaryii normal
wektorlary n =(4,, B, C,) we n,=(4,, B,, C,) hem perpendikulyardyr-
lar. Sol sebapli:

AA,+BB,+CC,=0 4)

— iki tekizligin perpendikulyarlyk nysany (serti).

Iki tekizligin arasyndaky burc

Goy, iki tekizlik umumy denlemelerinin iisti bilen berlen bolsun:
A x+B y+C z+D, =0, (1)
A,x+B,y+C,z+D,=0. (2)



Olar dort sany jibiit-jiiblitden den burglary emele getiryar.Ol
burglaryn biri ni(4,; B; C)) we n.(4,; B,; C,) normal wektorlaryfi
emele getirydn burcuna dendir.

— —

CoOSp = _’}l.’b = AI'A2+Bl'Bz+C1'C2

miml VA +B+C-VAI+BI+C

Berlen nokatdan berlen tekizlige parallel bolan
tekizligin denlemesi
Berlen M| (x; y; z,) nokatdan berlen Ax + By + Cz + D=0
tekizlige parallel bolan tekizligin defilemesi asakdaky formula arkaly

yazylyar:
Ax—x)+By—-y) +Cz-z)=0.

Berlen ii¢ nokatdan gecyén tekizligin dernlemesi

Eger M, (x;; v, 2)), M, (x;; y;s z,), M, (x,; y,; z,) nokatlar bir
goni ¢yzygyn iistiinde yatmayan bolsa, onda olaryn iistiinden ge¢yédn
tekizligin defilemesi

M
X—X1 Y=Y Z— 2
Xi—Xo Yi—Yo &4t —20 | = 0

Xo—Xo Ya— Yo 22— 2o

M, M,

deiileme gorniisinde yazylyar.

Bu defileme M,M , MyM, 16-njy surat
we M, M, wektorlaryn komplanarlyk sertini anladyar.

Ginislikde tekizliginn normal gorniisi. Koordinatalaryn baslangy-
jyndan berlen UVW tekizlige gecirilen p perpendikulyaryn uzynlygy-
langyjyndan gegmeyin bolsa, onda OK perpendikulyarda polozitel
ugry diylip OK wektorynl ugry alynyar. Eger-de UVW tekizlik koor-
dinatalaryn baglangyjyndan gecyén bolsa, onda perpendikulyarda po-
lozitel ugry diyip islendik ugry alyp bolar.

UVW tekizligin polyar burclary diyip o = £ XOK; f =£ YOK;
y=ZLZOK

OK goni ¢yzygyn polozitel ugry bilen koordinata oklarynyn

arasyndaky a, £,y burclar:



cos’ o + cos? f+ cos’y =1

gatnasyk bilen baglydyr. p polyar uzyn-
lyk we a, f, y polyar burclar bilelikde
UVW tekizligiil polyar parametrleri di-
yilyédr. Eger UVW tekizlik Ax + By +
+ Cz + D = 0 denleme bilen berlen bol-
sa, onda onun polyar parametrleri asak-
daky formulalar bilen kesgitlenyar:

17-nji surat

b= ID|
JA+ B+

A N
VA'+ B+ C*

B
JA+B+C [

C
VA +B +C )

bu yerde yokarky alamatlar D < 0 bolanda we asakdaky alamatlar
D > 0 bolanda alynyar. Eger-de D = 0 bolsa, onda formulalarda dine
yokarky ya-da asaky alamatlar alynyar.

cosa ==+

cosf ==+

cosy ==x

154. x — 2y + 2z — 3 =0 defileme bilen tekizligin polyar parametr-
lerini tapyii.

Cozilisi: 4=1, B=-2; C=2; D=-3.0nda

|— 3] _3 _

= ===1;
P JIP+(=2p+2> 3

D =-13 <0, onda formulalarda «+» alarys:

1 1

cosa = ==,
JIP+(=2y+2* 3

-2 2

cosf = = £,
d JIP+(=2p+2° 3



cosy = 2 =2

JIP+ (=242 37
Onda a =70° 32"; f=131°40"; y=48° 11".

155. x — 2y + 2z = 0 denleme bilen tekizligin polyar parametrle-
rini tapyi.
Coziilisi: A=1,B=-2; C=2; D=0. Onda
_ 101 _ o
\/12+(_2>2+22 ’

D = 0 onda formulalarda difie « — » ya-da «+» alyarys:

p

1-nji halda:
COSa:_\/12+(—12)2+22 :_%’
C()S"B:_x/lhr(_—zz)“r22 :%’
COS7:_\/12+(—22)2+22 :_%

Onda o =109° 28"; f=48° 11"; y=131° 40".
2-nji halda:

1 1

cosa =— ==,
JIE+(=2y+2* 3

-2 2

cosf =— =—=,
A JIP+(=2p+2° 3
cosy =— 2 -2

JIP (=2 420 3

Onda a =70°32"; f=131°40"; y=48° 11".

Goy, tekizlik Ax + By + Cz + D =0 denleme bilen berlen
kopeldip we tekizligin

JA LB 1 PedP 8

polyar parametrlerini goz onilinde tutup alarys:

bolsun. Onun iki tarapyny =+



xcosa + ycosff + zcosy —p = 0.

156. Polyar uzynlygy p = % we polyar burglary kiitek we
Ozara den bolan tekizligiit normal gorniisini yazyn.

Coziilisi: Eger o = f = y bolsa, cos’a + cos? ff + cos? y = 1 sertden

cosa = cosff = cosy = i/% we burglar kiitek bolany {i¢in « — »

alarys, onda gozlenyin deiileme

1 1 1 1
——=X— - - =0
N RN R e Y

bolar.

157. —%x + %y - %x + 5 = 0 denleme normal dil, sebébi

1y, /2y 2V _ o _

<—§> + (§> + <—§) = 1, emma azat agza polozitel (p 5
< 0 bolup bilmeydr).

158. —%x + %y — %z —5=0 deilleme normal, sebébi
cosa = —%,

_2 __2 _
cosﬁ—3, cosy = > P 5.

159. x — 2y + 2z — 6 = 0 denileméni normal gorniisine getirin.

Céziilisi: Defileméniti iki tarapyny +y/1° 4+ (— 2)* 4+ 2> = 3 (+ se-
bébi azat agza D = — 6 < 0) bolyéris:

1 2 2 _
—§X+§y—§Z—Z—O.

—9. __1 _2 __2
Onda p=2; cosa = 3,0055 3 COSY 3

a=70°32; f=131°49'; y=48° 11",

160. x — 2y + 2z + 6 = 0 denleméni normal gérniisine getirin.

Coziilisi: Deileménin iki tarapyny —./1> + (—2) + 2> =— 3
(— sebdbi azat agza D = 6 > 0) bolyéris:



e, 2,2, ,_
3x+3y 3272 0.

Ondap =2; cosa =—L, cosf = %, cosy = 2 a=109°28";

L=48°11"; y=131° 49" 3 3
161. x — 2y + 2z = 0 defileméni normal gorniisine getirin.

Coziilisi: Denleminin iki tarapyny 3-e ya-da — 3-e (sebébi azat
agza D = 0) bolyéris. 1-nji halda polyar burclar mesele 6 yaly, ikinji
halda bolsa olar mesele 7- déki yaly. Iki halda hem p = 0.

Bellik. Eger Ax + By + Cz + D = 0 denlemede 4°+ B*+ C*= 1
we 3 azat agza D otrisatel bolsa, onda ol defileme normal gorniisdedir
we onun geregi yok.

Ginislikde nokatdan tekizlige cenli aralyk

Eger M (x,, y,» z,) berlen tekizlikde yatmayan nokat bolsa, onda
nokatdan gona ¢enli aralygyn formulasy getirilip ¢ykarylandaky pikir
yoretmdni gaytalap, bu nokatdan tekizlige ¢enli uzynlygyn formula-
syny alarys:
|Axo + Byo + Czo + D |

162. M(5;5;0) nokatdan gecyin we N (4;3;2) wektora perpendi-
kulyar bolan tekizligini defilemesini yazyn.

d:|MOM|:

Coziilisi: a(x —x)) + b(y —y,) + c(z — z)) = 0 defileméni ulanyp
taparys:
4x—-5)+3(y-5+2(z-0)=0 ya-da 4x +3y+2z-35=0.

163. M(1;2;3) nokatdan gegyin we OM wektora perpendikulyar
bolan tekizligin defilemesini yazyn.
Jogaby: x +2y+3z—14=0.

164. M (0;1;3) we M (2;4;5) nokatlardan gegyén we Ox okuna
parellel bolan tekizligiii defilemesini yazyn.

Coziilisi: 4 (x —x0) + B(y —»0) + C(z — z0) = 0 formulany ulanyp
alarys.

11. sargyt Ne 1573



A(x—0)+ B(y— 1)+ C(z—3) = 0 gozlenyin tekizlik Ox okuna pa-
rallel bolany iicin a=0 onda gozlenyin denleme B(y —1)+ C(z—3)=0
gorniisini alyar. Soriky defilemé M, nokadyn koordinatalaryny goyup

alarys: B(4 — 1)+ C(5-3)=0 vya-da 3B+2C=0;B=B = —%

Onda#+(z—3):0;

C2(y—1)+32-9=0; —2y+2+32-9=0; 3z-2y—7=0.

165. Oz okuna parallel bolan we M (3;1;0) we M,(1;3;0) nokat-
lardan ge¢yédn goni ¢yzygyn denlemesini yazyi.
Jogaby: x +y—4=0.

166. Oy okuna parallel bolan, M,(3;1;3) we M (5;0;0;) nokatlar-
dan gecyén goni ¢yzygyn denlemesini yazyn.
Jogaby: 3x +2z—-15=0.

167. Oz okundan we N(2;— 4;3) nokatdan gecyan tekizligin den-
lemesini yazyi.

Coziilisi: Bu halda tekizligin defilemesi Ax + By = 0, gorniisinde
yazylyar. N nokadyn koordinatalaryny goyup alarys:

24-4B =0, A =2B, onda gozlenyin denleme 2Bx + By =0,
gorniisini alyar. B boliip alarys, 2x + y = 0.

168. Ox okundan we M(0;5;6) nokatdan ge¢yén tekizligin den-
lemesini yazyi.

Jogaby: 6y — 5z =0.

169. Oy okundan we M(6;0;4) nokatdan gegyan tekizligin den-
lemesini yazyi.
Jogaby: 4x — 6z = 0.

170. M(5;4;3) nokatdan gegydn we koordinata oklardan den ke-
simleri kesyén tizligin defilemesini yazyn.
pa

Coziilisi: % + b + % = 1 formulany ulanyp alarys:



x/a+ya+za=1 yada x+y+z=0

M koordinatalary gozlenyén tizligiii defilemesini kanagatlandyryar.
Sol sebdpli 5+4+3=a,buyerdena=12, seylelikdex +y +z—-12=0
defilemaéni alarys.

171. M(2;— 3;3) nokatdan geg¢yan we Oy we Oz oklarda kesyan
kesimleri Ox okunda kesyédn kesimlerinden iki esse uly bolan tekiz-
ligini defilemesini yazyn.

Jogaby: %+%+ % = 0.

172. M(2;3;— 1) nokatdan ge¢yén we 5y — 3y + 2z — 10 = 0 tekiz-
lige parallel bolan tekizligin defilemesini yazyi.

Coziilisi: A(x — x)) + B(y —y,) + C(z — z,) = 0. Tekizliklerin
parallellik sertini ulanyp,yazarys. A(x —2) + B(y —3)+ C(z+ 1) =0
gozlenyén tekizligiit normal wektory berlen tekizligin N = (5; — 3;2)
normal wektory bilen gabat gelyir. Diymek: 4 =5;b=-3; C=2, we
gbzlenydn denleme asakdaky gornisi alyar:

5x-2)-3(y-3)+2(z+1)=0ya-daSx—-3y+2z+1=0.

173. M(14;2;2) nokatdan ge¢ydn we x — 2y — 3z = 0 tekizlige
parallel bolan tekizligi yazyn.
Jogaby: x —2y—3z—4=0.

174. M (0;2;0), M (2;0;0), nokatdan gegyéin we x = 0 tekizlik bi-
len 60° burg emele getiryén tekizligi tapyn.

Coziilisi: x = 0 tekizligin N (1;0;0) normal wektorydyr. M, no-
kady we A(x —x )+B(y —y,) + C(z — z,) defllemini ulanyp yazarys.

Ax + B(y — 2) + Cz = 0 ol tekizligint normal wektory.

N, = (4,B;C) — normal wektor. Bu denlemede M, nokatlaryn
koordinatalaryny goyalyn: 24 —2B+0C=0 ya-da 4 =B goy,A4=1,
B =1, bolsun onda M, = (1;1;c)

N] : Nz
(N, N-)

cosy =+ formulany ulanyp alarys:



NlNz 1 1-1+0-1
+ o= ATV 4+ =4
(NN, 2 J1+1+C

C2=2, C =+/2, netijede gozlenyin tekizligi alarys:

cos 60° =

x+y++v/2x-2=0yadax+y—+v2x-2=0.

175. Tekizliklerin jubiiti kesisende ikigranly burglary kesgitlan:
a)x — yf 2+7-1=0, x+yJ/2 -z+3=0.

Jogaby: L 3 we 27”
b)3y-72=0,2y+z=0. Jogaby: Ewe%
¢)6x+3y—2z=0,x+2y+6z—12=0. Jogaby: %

dyx+2y+2z-3=0,16x+ 12y —15z—1=0.
Jogaby: arccos 2/15 we x— arccos 2/15.

176. Iki tekizlik hem M(— 1; — 1;2) nokatdan geg¢yar. Eger te-
kizligin biri Ox okundan, beyleki tekizlik Oz okundan ge¢yén bolsa,
onda ol tekizliklerin arasyndaky burgy tapyn.

Jogaby: 60°.

177. M( — 1; — 1;2) nokatdan ge¢ydn x — 2y + z — 4 = 0 we
x + 2y — 2z + 4 = 0 tekizliklere perpendikulyar bolan tekizligiii den-
lemesini yazyi.

Couziilisi: a(x —x)) + b(y — y,) + ¢(z — z,) = 0 defileméni ulanyp
alarys:

ax+1)+b(y+1)+c(z2-2)=0,

bu yerde N={a,b, c} a,b,c ululyklary tapmaly. Berlen iki tekizligin
normal wektorlary N = {1;-2; 1} we Nz = {1;2;— 2}

Meselénin sertinden alarys: N -N=0 we N -N,=0 deh-
lemeler sistemany ¢ozelin:

{a—Zb—i—c:O M dd—c =0
a+2b—-2c=0

Goy,a=2 bolsun,onda c=4 we sistemanyn birinji defileme-



sinden b = 3. Seylelikde a,b,c bahalar tapyldy. Onda gozlenyén denleme
2x+3y+4z-3=0.

178. M(3;— 1;— 5) nokatdan ge¢ydn 3x —2y +2z+7 =0 we
Sx—4y+3z+1=0 tekizlikere perpendikulyar bolan tekizligin den-
lemesini yazyn.

Jogaby: 2x +y—-2z—-15=0.

179. M (- 1; — 2;0), M(1;1;2) nokatlardan gecydn we
x +2y+2z—-8=0 tekizlige perpendikulyar bolan tekizligin deiile-
mesini yazyn.

Jogaby: 2x -2y +z—-2=0.

180. Oz okundan gecyén we 2x + y — /52 + 3 = 0 tekizlikler
bilen 60° bur¢ emele getiryan tekizligin defilemesini yazyn.

Jogaby: 3x—y=0 we x+3y=0.

181. M(5;— 1; — 1) nokatdan x — 2y — 2z + 4 = 0 tekizlige genli
uzaklygy tapyn.

Coziilisi:

15 -2-1-2-(-1)+41 o9

S E S ) ) S S

182. M(1;3;— 2) nokatdan 2x — 3y + 4z + 28 = 0 tekizlige ¢enli
uzaklygy tapyn.

Jogaby: v129.

183.4x+3y—-5z-8=0 we 4x+3y—5z+12=0 parallel
tekizlikleriii arasyndaky uzaklygy tapyn.

Jogaby: 2v2.
Ginislikdiki goni ¢yzygyn denlemeleri

Ginislikde haysy-da bolsa bir goni ¢yzyk hem-de Oxyz dekart
koordinata sistemasy berlip, bu goni ¢yzygyn Oxyz koordinata siste-

masyna gord denlemesini ¢ykarmak talap edilsin.



Goy, M, (x,; y,; z,) gbni ¢yzygyn bir nokady diyelifi. Koordinata
baglangyjyny M nokada gogilirelit hem-de onufi haysy-da bolsa bir
, oky, meselem Oy oky, / goni ¢yzygyn

A
- : ugry bilen gider yaly edip ony kébir
burga owrelinn. Sonda goni ¢yzygyn is-
0 Y lendik nokadynyn tdze koordinata sis-
! temasyna goré abssissasy we aplikatasy
x nol bolar:
0 >
» g {x’ =0
18-nji surat 7 =0.

Oxyz koordinata sistemasyndan Ox'y'z’ sistemasyna gecsek yo-
kardaky sistema agsakdaky gorniisi alar:

A1X+B1y+C1Z+D1: O
A2X+Bzy+C2Z+D2 = 0.

(1

Bu sistemanyn iki denilemesi hem tekizligin denlemesidir. Diy-
mek, ginislikde goni ¢yzyga iki tekizligin kesisme ¢yzygy hokmiinde
garamak gerek. (1) sistema goni ¢yzygyn umumy defilemesi diyilyar.

Giniglikddki goni ¢yzygyn yagdayy onun istiinde yatan bir
M(x,,y,, z,) nokadyn we onia parallel a= (m,n,p) wektoryn berilmegi
bilen yeketdk kesgitlenydr. Goy, M(x,),z) berlen goninin iistiinde ya-
tan islen_glik bir nokat bolsun. Bu yagdayda W:(X ~Xp V= VpZ—Z,)
wektor a wektora parallel bolar. Iki wektoryn parallellik nysanyndan
deiileméni alarys.

X—Xo_y_yOZZ—Zo‘ (2)

m n p

Bu denlemi ginislikddki berlen nokatdan berlen ugur boyunga
gecydn goni ¢yzygyn denlemesi, kdhalatda bolsa ginislikdaki goni

metre denlép:
X = Xo + mt,

y = Yo+ nt, 3)
=2 + pt, rER



goni ¢yzygyn parametrik denllemesini alarys.
Eger goni ¢yzyk berlen iki M (x,,y,,z,) we M,(x,,y,,z,) nokatla-

ryfi Ustiinden gegydn bolsa, onda MoM = (x —x, y =y, z — z,) We

MM = (x,—x,,¥,~ Y, 2, — 2,) Wektorlarynl parallellik nysanyndan
deiileméni alarys:
;c—_xlzy—_)hzz—_zl' (4)
2 — X1 Y= =2

Bu deiilema berlen iki nokadyn iistiinden gecyin goni cyzygyn

------

Goni ¢yzygyn umumy deinlemesinden kanonik
defilemesine gecmek
Goni ¢yzygyn umumy deiilemesini yazalyn:
Ax+By+CZ+D =0
Ax+B.y+CZ+D,=0
Goni ¢yzygyn umumy denilemesinden kanonik defilemesine geg-
mek ii¢in yokardaky sistemada liytgeyan ululyklaryn birini, meselem
z-1, ¢ bilen belldp galan x we y liytgeyén ululyklary sol iki defileme-
den #-nin st bilen anladyarlar:

X = Xo + mt
Yy =Yyo+ nt
Z=1

Bu bolsa goni ¢yzygyn parametrik deiilemesidir. Bu sistemadan
t-ni yok edip gozlenyin kanonik denileméni alarys:

x—xo:y—yozg
m n 1

Ugrukdyryjy wektor

Islendik noldan tapawutly a (m;n;p) wektor UV goni ¢yzykda
yatan (ya-da ona parallel bolan) ugrukdyryjy wektor diyilyar. Ug-
rukdyryjy wektoryil m,;n;p koordinatalary goni ¢yzygyn ugrukdyryjy
koordinatalary diyilyar.

Bellik. Ugrukdyryjy koeffisiyentleri m,n,;p noldan tapawutly &

sana kopeltsek, onda km;, kn, kp sanlary alarys.



Bu sanlar hem ugrukdyryjy

NixN; V2 koeffisiyentler hokmiinde almak
. ﬂ% bolyar, sebébi olar ka wektoryn
M 1 ugrukdyryjy koeffisiyentleri we a

b / wektor ka wektor kollineardyrlar.

{A1x+81y+ CZ+D =0

Ax+B.y+CZ+D,=0

19-njy surat L
UV goni ¢yzygyn ugrukdy-

ryjy wektory hokmiinde N X N, wektor kopeltmek hasyly almak bo-
lar, bu yerde N, = {4; B; C} we N, = {4;B; C, } — P, we P,
tekizlikleriit normal wektorlary. Hakykatdan hem UV goni ¢yzyk N
we N, normal wektorlara perpendikulyardyr.

184. 2x -2y —z+8=0,x +2y — 2z + 1 =0 gobni ¢yzygyh
ugrukdyryjy koeffisiyentlerini tapyn.

Coziilisi: ﬁl={2; —2—1} we ﬁf{l; 2; — 2} berlen. a =NXN
wektory berlen goni ¢yzygyi ugrukdyryjy wektory diyip kabul edelin:

R [ T R T 1
a‘{‘z -1 1 2‘}_{6’3’6}'

-2 1
Diymek ugrukdyryjy koeffisiyentler m =6;n=3;p=6.

Bellik. Bu sanlary %-e kopeldip alarys: m =2;n=1; p=2, bu

b b

sanlary ugrukdyryjy koeffisiyentler alyp bolar.

Iki goni ¢cyzygyn arasyndaky burg
Ginislikdéki goni ¢yzygyn ugry ona parallel EZ(m,n,p) wektoryn
komegi bilen kesgitlenyér. Sol sebidpli, iki sany goni ¢yzyklaryn ara-
syndaky bur¢ hem olar bilen parallel a = (m,n.p) a,= (m,n,p,)
wektorlaryn arasyndaky burga den bolar we

nim; + mn, + pipx
2 2 2 2 2 2
\/ml +ni+piym;+n;+ p:

formula bilen hasaplanar.

)

coSa =




185 2x=2y—z+8=0 dx+y+3z—-21=0
xX+2y—2z4+1=0, 2x+2y—3z+15=0

goni ¢yzyklaryn arasyndaky burgy tapyn.

Coziilisi: Birinji goni ¢yzygyn ugrukdyryjy koeffisiyentleri m = 2,
n, =1, p,= 2. Ikinji goni ¢yzygyn ugrukdyryjy koeffisiyentleri
(41,3} x{2;2;— 3} = {1 3H3 4141 } — {-9,18,6).

2 =311=-3 2112 2

Bu sanlary %-e kopeldip alarys: m,=-3, n,=6, p,=2.

b

2-(=3)+1-6+2-2 4
cosa = =2
J2+ 1P+ 2 /(=3P +6 +20 2]

Bu yerden @ =79° 01"

Goni ¢yzyklaryn parallellik we perpendikulyarlyk
nysanlary

c_z)l we 32 wektorlarynl parallellik we perpendikulyarlyk nysan-
laryndan olara parallel bolan goni ¢yzyklaryn degislilikde parallellik
we perpendikulyarlyk nysanlaryny alarys:

mo_m _ D we X—Xo:y_yf):Z—Zo’ (6)

m D m n p
degislilikde ginislikde berlen ugurlar boyunga ge¢yin goni ¢yzykla-
ryn parallellik we perpendikulyarlyk nysanlary.

186. M(4;3;2) nokatdan ge¢yiin we R = (— 1;1;1) wektora paral-
lel bolan goni ¢yzygyn deiilemesini yazyi.

Gorkezme:

X=Xo V=M _2=2 e
m n p
X =m+ txo
y = n+ ty, ulanmaly.
Z=p+ 12
-4 _y=-3_z-2 x-4_Yy=3_z-2

. X _ _ _ _
Jogaby: St = S = ST T T




187. M(— 1;2;3) we M (2;6;— 2) nokatlardan gecyin goni ¢yzy-
gyn denlemesini we ugrukdyryjy kosinuslaryny tapyi.

li X — X y — ) Z—Z denil 1 1
Coziilisi: —— PR — enileméni ulanyp alarys:
x+1 _y—2 _ z-3
Tx1-6-2" _2 3 Bu yagdayda ugrukdyryjy R (3;4;— 5)
wektor ugrukdyryjy cosa = - cosf = 5 cos = L. formula
IR IR’ R
arkaly tapylyar. Bu yerden:
3 4
cos@ = —=2—=0,3v/2, cosf=-—2—=0,8/2,
V50 V50
- =5 __/3
COSYy = — =—V2.
V50

188. a) Eger goni ¢yzyk M(2;1; — 1) nokatdan ge¢yédn we
R = (1;—2;3) wektora parallel bolan;
b) M, (3;— 1;4) we M (1,3;2) nokatlardan geg¢ydn goni ¢yzygyn
parametrik defilemesini yazyn.
Jogaby:a)x=t+2; y=-2t+1;, z=3t+2.
b)yx=2t+1;, y=—4t+3; z=2t+2.
189.x=2z—1,y=-2z+1 goni ¢yzygyn deillemesini parame-
trik gdrniisine gegirin.
Coziilisi: 1 = z parametr girizilyar. Onda, géni ¢yzygyn parame-
trik defilemesini alarys.
x=2t—-1, y=-2t+1, z=¢t

190. {x —2y-5=0 g6ni ¢yzygyn koordinata oklar bilen ge-

x—324+8=0
tirydn burg¢laryny tapyn.
Gorkezme: 59 we 57 meselelerinl coziilisini ulanmaly.
: _ 6. _ 3. _2
Jogaby: cosa = T cosf = 75 cosy =



191. x =2z — 1, y = — 2z + 1 goni ¢yzygyn we koordinata
baslangyjyndan hem-de M(1; — 1; — 1) nokatlardan ge¢ydn goni ¢y-
zygyn arasyndaky burgy tapyn.

Jogaby: cosp = L

R

192. % = % = % goni ¢yzyk y=x+1,z=1 goni ¢yzyga
perpendikulyardygyny subut edin.

193. M(1;4; — 4) nokatdan gegyén x —y = 2, y = 2z + 1. GOni
¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn deiilemesini yazyn.
Jogaby: x=2t+1,y=2t+4,z=1¢-1.

194. M(2;— 8;4) nokatdan Oz okuna indirilen perpendikulyaryn
deiilemesini yazyil.

Gorkezme: gozlenilyin denileme A4(0;0;4) nokatdan hem gegyir.

Jogaby: x=2t, y=-8t, z=4.

195. B(2 — 3;5) nokatdan Oy okuna indirilen perpendikulyaryn
deiilemesini yazyil.

Jogaby: x=2t, y=-3, z=>5¢t
§ 6. Ginislikde tekizlik we goni ¢yzyk

Goni cyzygyn we tekizligin arasyndaky bur¢

Kesgitleme. Goni ¢yzygyn we onun tekizlige proyeksiyasynyn
arasyndaky %- den kici bolan 6 burca goni ¢yzygyn tekizlik bilen

......

X=X _ Y=Y _2—=2
m n p

goni ¢yzyk bilen Ax + By + Cz + D = 0 tekizligin arasyndaky bur-
¢y 6, goni ¢yzyk bilen tekizligii normal Z(A,B,C) wektorynyn



An arasyndaky burcy « bilen belgilédp ala-

5/’ rys: 0 = & — a. @ burgy kesgitlemegi
7 e 2
biz bilyéris:

n-s
nlls |

cosa =

Emma cosazsin(% — a) = sinf.

20-nj t -,
njy sura Diymek,

Am + Bn + Cp
VA+B +C - /m+n+p

sinf =

Goni ¢yzyk bilen tekizligin parallellik we
perpendikulyarlyk nysanlary

Goy, bize goni ¢yzyk

X=X _ Y=Y _2—2
m n p

bilen Ax + By + Cz + D = 0 tekizlik umumy deiilemesi bilen beril-
sin. Eger olar parallel bolsalar, onda goniniii ugrukdyryjy n=(m, np)
wektory tekizligin n =(4,B,C) normal wektoryna perpendikulyar bo-
lar. Iki wektoryn perpendikulyarlyk sertinden:

Am +Bn+Cp =0

berlen géni ¢yzyk bilen tekizligin parallellik nysany (serti).

Eger berlen goni ¢yzyk bilen tekizlik perpendikulyar bolsalar,
onda goéninin ugrukdyryjy wektory bilen tekizligin normal wektory
parallel bolar. Sol sebépli:

% = % = g berlen goni ¢yzyk bilen tekizligin perpendikul-
varlyk nysany (serti).

196. M(1; — 2; 3) nokatdan ge¢ydn we 3x + 2y —z + 5 = 0 tekiz-
lige: a) parallel, b) perpendikulyér bolan goni ¢yzygyn denlemesini



yazmaly.

—

Coziilisi: Goy, S = {m,n,p} wektor goni ¢yzygyn ugrukdyryjy
wektory bolsun.
Goni ¢yzygyn tekizlige parallellik sertini formula boyunga alarys:

3m-2n—p=0
n =2, p =1 erkin bahalary berip m = — 1 taparys.
3x +2y—z+5=0 tekizlige parallel bolan we M(1; —2; 3) nokadyn
tistiinden gegyan tiikeniksiz kop goni ¢yzyklaryn birinint deiilemesi

x—1_y+2 _z-3
-1 2 1

b) Goni ¢yzygyin tekizlige perpendikulyarlyk sertini ulanyp ta-
parys:

m_n_ P
32 -1
diymek, goni ¢yzygyn deiillemesi

x=3 _y+2 _z-3
3 2 -1

Goni cyzygyn tekizlik bilen kesisme nokady

Goni ¢yzygyn tekizlik bilen kesisme nokadyny tapmak {i¢in, go-
ni ¢yzygyn parametrik denllemesini we tekizligin deiilemesini bilelik-
de ¢ozmek gerek, yagny asakdaky sistemany ¢ézmeli:

Ax +By+Cz+D =0

X = Xo + mt
Y=Y+ nt
z=2 +pt

Bu sistemanyn 2-nji, 3-nji we 4-nji defilemelerinden x,y we z-ini
bahalaryny 1-nji defilemede goyup alarys:

f= Aco+ By, + Cz0+ D
~ Am+Bn+Cp



Bu denlikden Am + Bn + Cp # 0 bolanda #-ninl yeke-tik kesgitli
bahasyny taparys. Ony goni ¢yzygyn parametrik defilemesine goyup,
goni ¢yzygyn tekizlik bilen kesigsme nokatlaryny taparys.

Eger bu denilemede Am + Bn + Cp = 0 bolsa, onda #-nifi bahasy
kesgitsiz bolar. Am + Bn + Cp = 0 goni ¢yzygyn we tekizligin paral-
lellik sertidir.

197. x_—ll - y§2 - ZI3, goni eyzyeyfi Sx+ 3y - 22+2=0

tekizlik bilen kesisme nokadyny tapmaly.

Coziilisi: Goni ¢yzygyn denlemesini parametrik gorniisde yazyp
tekizligin deiilemesi bilen bilelikde ¢ozelin:

S5x+3y—2x+2=0

x=3+2t
y=—1-¢
z=3+ 5t
Bu yerden
;=953-31-2-342 _ 52
52-3-1-2-5 3’

t-nin bahasyny goni ¢yzygyn parametrik deiilemesinde ornuna
goyup alarys:

_25, 1l ,_49

S T )

Berlen nokatdan berlen tekizlige perpendikulyar ge¢yén tekiz-
ligini denilemesi.

M, (x,:y,:z,) nokatdan geg¢yan we * ;1 X YTN _ 2= gypj

1 n D
¢yzyga perpendikulyar bolan tekizligifi normal wektory {m ;n; p, }
bolar. Diymek ol tekizligiii deilemesi

mi(x — xo) + m(y — o) + pi(z — 2) = 0.



x+1 _y+1 _z-3

2 1 5
goni ¢yzyga perpendikulyar bolan tekizligin denlemesi asakdaky

gorniisde yazylyar:
2(v+5)+5(z-8)=0 ya-da 2y+5z-30=0.

198. (- 1;—5; 8) nokatdan ge¢yén we

Berlen nokatdan berlen tekizlige perpendikulyar
gecyidn goninin derilemesi

M, (x,; y,; z,) nokatdan gegyédn we Ax + By + Cz + D = 0 tekizli-
ge perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn ugrukdyryjy wektory {4;B;C}
deii, onda ol goni ¢yzygyn denlemesi:

X—Xo _ Y—Yo _ Z2—2

A B C

bolar.
199. Koordinatalar baslangyjyndan ge¢yén we 3x + 5z —5=10
tekizlige perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn deiilemesini yazyn.
Coziilisi:

Y

X ) _ 2
3 0 5
ya-da parametrik gorniisinde: x =3¢, y=0; z=5¢

200.y=3x-1,z2 S BV goni gyzygynwe2x +y +z—-4=0
tekizligin arasyndaky burgy tapyn.

Jogaby: sinf) = 1

V6
201. x;—l = y—li-l = Zg?’ goni ¢yzygyn 2x + y —z =0
tekizlige paralleldigini we x; L_Y -1|- 1 _z "5‘ 3 géni ¢yzygyh bu

tekizlikde yatandygyny gorkeziii.

Gorkezme: Eger goni ¢yzyk tekizlige parallel bolsa, onda goni
¢yzygyn bir nokady hem tekizlige degisli dildir. Eger-de goni ¢yzyk
tekizlikde yatan bolsa, onda goni ¢yzygyn her bir nokady tekizlige

degislidir. Su yagdayy mesele ¢oziilende ulanmak bolar.



202. M(2; 3; — 4) nokatdan ge¢ydn we x =2,y —z = 1 goni
cyzyga perpendikulyar bolan tekizligin denillemesini yazyn.

Gorkezme: Gozlenyin tekizligin N normal wektory hokmiinde
berlen goni ¢yzygyn R ugrukdyryjy wektoryny almaly.

Jogaby:y +z+1=0.

203. x—2 — y_3 _ Z—4

I 5 =73 goni ¢yzykdan we M (3; 4; 5) no-

katdan gecyén tekizligin defilemesini yazyn.

Coziilisi: M nokat gozlenyin tekizligin listiinde yatyr, onda goz-
lenyin tekizligin denlemesi asakdaky gorniisi alar:

ax—3)+b(y—4) +c(z—-5)=0.

ﬁ(a, b,c) normal wektory tapmak galdy. 4(2,3,4) nokat goni
¢cyzygyn iistiinde yatyr, onda ol tekizligin hem iistiinde yatmaly.

A nokadyn koordinatalaryny tekizligin defilemesine goyalyi:

—a—b—c=0.Basga tarapdan, goni ¢yzygyn 7?)(1 ;2;3) ugrukdy-
ryjy wektor ﬁ(a,b, c) wektora perpendikulyardyr, cunki géni ¢yzyk
tekizlikde yatyr. Diymek R - N =0

l.a+2-b+3-c=0.0ndaasakdaky sistemany ¢ozmeli:

{a+2b+3c=0
—a—b—-—c=0.

Alarys: b + 2¢ = 0. Goy, ¢ = 1 bolsun, onda b = — 2. Sistemanyn
ikinji denilemesinden alarys: a = 1. a,b,c ululyklaryn tapylan baha-
laryny tekizligin denilemesine goyup, alarys:

1-(x=3)-2-(y—4)+1(z—5)=0

ya-da x—2y +z=0.

204. XII = y—;l = Z_|2'2 goni ¢yzykdan gecydn we

2x + 3y —z + 7 =0 tekizlige perpendikulyar bolan tekizligin detilemesini
yazyi.
Jogaby: 8x—5y +z—11=0.



205.x=2t—1,y=t+2,z=1—1¢gbni gyzygyn we 3x —2y +z=0
tekizligin kesisme nokadyny tapyn.

Gorkezme: Denlemeler sistemasyny ornuna goymak usuly bilen
¢Ozmeli.

Jogaby: (3;4;—1).

206.%— y;l = Z-|2-1 goni gyzygyil we x+2y+3z—-19=0

tekizligin kesisme nokadyny tapyn.
Jogaby: (4;3;3).

207. x+ 2y + 3z—30 =0 tekizlige M(3, 1, — 1) nokadyn proyek-
siyasyny tapmaly.

Coziilisi: M, nokadyni koordinatalaryny ya-da M nokatdan a
tekizlige goyberilen perpendikulyaryn esasyny tapmaly. Bir goni
¢yzygyi parametrik defilemesini diizelifi (meseldnin serti boyunca l L o).
Sonufi iigin B = N =(1;2;3) alarys we M nokadyn koordinatalaryny
ulanalyn:

x=t+3,y=2t+1,z=3t-1.

x+2y+3z2—-39=0

x=t+3
y=2t+1
z=73r-1.

deiilemeler sistemany ¢0ziip alarys:
t+3+4t+2+9-3-30=0, 14¢=28,¢t=2. Onda
x=2+3=5,y=2-2+t=5,z=3-2-1=5ya-daM (5:5:5).

208. 3x + y + z+ 8 = 0 tekizlige M(1, 1, — 1) nokadyn proyek-
siyasyny tapmaly. [

Jogaby: (—2;0;—2). zn

On seredilen meseli getirmek iigin
M nokatdan ge¢yin we berlen goni ¢yzy-
ga perpendikulyar bolan tekizlik gur-

maly. Berlen goni ¢yzygyn parametrik 21-nji surat

12. sargyt Ne 1573



deiilemesini guralyii: x =¢, y =t z =t GOni¢yzygyn ugrukdyryjy
wektory R=(1;1;1). a tekizliginn normal wektoryny alalyn:

R=N=(1;1;1).

209. M(2; 3; 4)

l.x-2)+1-(y-3)+1-(z—4)=0 ya-da x+y+z-9=0.
M, nokadyni koordmatalgryny tapmak tigin: x + Y +z-9=0,x=1,
y = t, z = t deillemeler sistemasyny alarys. Bu sistemany ¢oziip, ta-

parys: 3t—9=0,t=3 ya-da x =3, y=3, z=3. Onda gozlenyin
nokadyn koordinatalary M, (3;3;3) den.

210. M(1; 2;8) nokadyn X 5 1 _ —Ll = % goni ¢yzyga proyek-
siyasyny tapy.

Jogaby: (3;:— 1;1).
211. M(2; 1;0) nokatdan x=3z—1, y=2zgoni ¢yzyga goybe-
rilen perpendikulyaryn denilemesini tapyn.

Gorkezme: Ilki bilen M nokadyn berlen goni ¢yzyga proyeksi-
yasyny tapmaly (205-nji meseld seret).

Jogaby: x=9t+2, y=-8t+1, z=-1I¢

212. M(1; 0; — 1) nokatdan x-ll- 1 _ y;3 = _Z3 gbni ¢yzyga
goyberilen perpendikulyaryn defilemesini tapmaly.

Jogaby: x=5t+1, y=—4t, s=_71_1.
2”'%:yT2=Z51WexI2=y§2=Z]4gmi

¢yzyklaryn bir tekizlikde yatyandyklaryny subut edin.



111 Bap
MATEMATIKI ANALIZ

§ 1. Funksiya. Funksiyanyn predeli.
Funksiyanyn iizniiksizligi

Eger M kopliikden her bir x sana yeke-ték y san degislilikde goy-
lan bolsa, onda M kopliikde y = f(x) funksiya berlipdir diyip aydyl-

Eger (a,b) interwaldan islendik x, we x, (x, > x,) sanlar ii¢in:
) > f(x)

deiisizlik yerine yetse, onda sol (a,b) interwalda y = f(x) funksiya mo-
noton artyar.
Eger (a,b) interwaldan islendik x, we x,(x, >x,) sanlar ii¢in:

Sx) <f(x)

densizlik yerine yetse, onda sol (a,b) interwalda y = f{x) funksiya mo-
noton kemelyir.

Eger islendik polozitel kigi ¢ san tigin polozitel ki¢i 0 san tapylyp
|x — a| < 0 bolanda

|fx)—b| <e

deiisizlik yerine yetyédn bolsa, onda b sana y = f{x) funksiyanyn x — a
bolandaky predeli diyilyar

Eger

limf(x) we limg(x)

X — X0 X — X0

bar bolsalar, onda

L lim[ f(x) £ g(x)] = im(x) £ limg (x).

X — X0

2. limkf(x) = limf(x), (k — hemiselik san).

X — X0 X—

3. limf(x)-g(x) = limf(x)-limg(x).

X—=X0 X—=X0 X—X0



== , eger limg(x)#O0.
X—x0 g(x) !{{q}g(x) g xaxog( )

Eger limf(x) = 0, onda f{x) funksiya tiikeniksiz Kici diylip ay-

dylyar. h
Eger limf(x) = oo, onda f{x) funksiya tiikeniksiz uly diylip

X—X0

aydylyar.

Ajayyp predeller:
1 limSInX — iy X .
X—X0 X x=x0 SINX

. 1\
2 lim(1+ ) =

Eger lim f(x) = f(a) detlik yerine yetse, onda x = a nokatda
f(x) funksiya tizniiksizdir.

Eger lim f(x) = f(a) denlik yerine yetse, onda x = a nokatda
f(x) funksiya sag tarapdan tlizniiksiz diylip aydylyar.

Eger lim f(x) = f(a) deiilik yerine yetse, onda x
f(x) funksiya ¢ep tarapdan tizniiksizdir.

a nokatda

Bir faktorly oniimgilik funksiyalar

Islendik 6ntim¢iligiit miimkingilikleri ¢ykarylyan oniimin gowrii-
mi we ona layyklykda ¢ig malyn, energiyanyi, maliye goyumlarynyn,
zdhmetin we suila menzes ¢ykdajylaryn baglanysygy bilen hésiyet-
lendirilydr. Miimkin bolan &hli ¢ykdajylary onlimgiligin resurslary
diylip atlandyrylyar. Oniimgiligii resurslary diirli dlgegleri (tonna,
metr, kilometr, sagat we s.m.) bardyr, dhli resurslaryin umumy birlik
Olcegi bolup manat ya-da basga bir pul birligi hyzmat edyar. Sol se-
bapli 6niimgiligin resurslaryny we ¢ykarylyan 6ntimi pul birliginde
hasaplansa gowy bolyar.

Kesgitleme. Oniimgiligiti ¢ykaryan oniiminiti bahasyna ony &n-
diirmek ticin ¢ykdajylaryny baglanysdyryan funksiya bir faktorly

......



Eger funksiyada bagly dil iiytgeyéan ululygy ¢ykdajylar we bagly
tiytgeyén ululygy ondiirménin derejesi kesgitleyédn bolsa, onda ol funk-
bagly dal tliytgeyan ululyk ondiirme, bagly tiytgeyan ululyk bolsa,
¢ykdajylar.

1-nji mysal. Eger y ¢ykdajylar harydyn ¢ykmagyna x goni pro-
porsional bolsa, onda ol ¢ykdajylar funksiyasy:

y=a,tax, (a,>0,a >0 x=0)
gorniisi alyar.

Bir faktorly onlimgilik funksiyanyn kopelmegi bilen harydyn
¢ykyan gdwriimini kdbir ayratyn resursy (zahmet resursy, esasy oniim-
cilik fontlar, maya goyumyn géwriimi, ¢ig malyn diirli gorniisleri
we baggalar) bilen baglanysygyny hem yazmak bolar. Bu yagdayda
ontim¢ilikde gatnasyan galan resurslar hemiselik diylip hasap edilyar.

2-nji mysal. y = atax —a, x; (a,> 0, a, > 0,a,> 0, x > 0)
funksiyanyn komegi bilen oba hojalyk 6niiminini hasyl getirisiniil d6-
kiinin mukdaryna baglydygyny hésiyetlendirip bolar.

Dokiinlerint yoklugynda hasyllylyk a birlige defi. Ulanylyan do-
kiinlerit mukdaryny kopeltsek, onda hasyllylyk ilki artyar we x = x,
bolanda in uly baha eye bolyar. Soniky dokiinlerin ulanylysynyi art-
dyrylmagy akylsyzlykdyr, sebdbi ol hasyllylygyn kemelmegine getir-
yarwe x =x, bolanda hasyl doly yitirilyar.

Suratda y =a,+a, x—ayx® funksiyanyn grafigi

VA
Yo

1-nji surat



3-nji mysal. y = a, + %, (a,> 0, a,>0,x>0) giperbolik bag-
lanysyk mysal ii¢in, oniimil birliginiii ¢ykarylmagynda y ¢ykdajy-
larynn we Onlimiii x géwriimi bilen baglanysygy modelirlenmeginde
ulanmak bolar. x-ifi artmagy bilen % ululyk kemelyar. Diymek, onii-
mifi mukdary artdyrylanda, ¢ykdajylar tiikeniksiz kemelyir. Oniim-
¢iligiii uly géwriiminde (x—) ¢ykdajylar a; ululykdan tapawutlan-
yar. (y — a,)

y=a+ % funksiyanyn grafigi

2-nji surat

ax,

4-nji mysal. y = a, + ae™; (ao> 0,a; > 0, x = 0) eksponem-
sial oniimgilik funksiya, mysal {i¢in, wagta gord oniimint mukdarynyn
dinamiki tiytgemesini deriiemek ti¢in ulanylyar (3-nji surat).

y = a,+ a,e*" funksiyanyn grafigi
Ay
_/
_______ o
x
3-nji surat



Wagtyni baslangyjynda (x = 0) oniimifi 6ndiiris mukdary y = q,
den. Egrinini dikligi a, we a, koeffisiyentlere baglydyr. y = a + a e™,
(a,> 0, a >0, x > 0) baglanysyk asaky yagdayda hem ulanylyar. Eger
bank goyuma yyllyk a % beryin bolsa, onda a, goyum x yyldan jemi
y goyum goyar.

5-nji mysal. y = a) — kai, (a,>0,1>a, >0,k>0,x>0,)
gorkeziji funksiya onliminl y ¢ykarylysyna liytgeyén resurslaryn ¢yk-
dajysyna tésirini modelirleyar. Bu yagdayda ¢ykarysyn derejesi kibir
a, predel ululykdan uly bolup bilmeyir. a, < 1 onda x-ifi artmagy bi-
len ai tiikkeniksiz kemelyér, emma y artyar. Eger x—oo bolanda, onda
y—a,, x = 0 bolanda ¢ykarys a, — k defidir (4-nji surat).

B 27) na et
y = a, — kai funksiyanyn grafigi

(=]
\
=V

4-nji surat

6-njy mysal. y = ax", (a,> 0, a,> 0, x > 0) derejeli 6niimgi-
lik funksiya kébir R resursyn x ¢ykdajylaryn artmagy bilen ¢éksiz y
cykarysyn artmagyna getiryin yag- N b—x
dayy gorkezyir. y-if artmagy a, a, 7V
parametrlere baglydyr (5-nji surat).

Berlen funksiyalaryn kesgitle-

nis yaylasyny tapyi:
La)y=vx-2,
b) y = V16 — x° , -
¢)y=+v9x—x. 5-nji surat



2.a)y=lg(x*-4), b)y= logaﬁt i, ¢)y= arcsinlgx.

2
3.a)y=v2+x —v—x, b)y=logaﬁ,

x—1
3

¢) y = arccos

- el S - /1= _
4. y_log3 i 6 5.y 1 —log:(—x).

1
3"

6.y =arccos a =

7.n=0,1,2,3,... bolanda, yzygiderligin agzalaryny tapyn:

Haysy nomerinden baglap tiytgeyan ululyk 0,001-den hemise ki-
cidir.

_1 __1 _(_Lly
a=o a=-3, a, ( 3).
8. Yzygedirligin agzalaryny yazyn, eger x, = % Haysy ag-

zalaryndan baglap |x — 1< 0,001 bolar.

9. hmx = 9 subut edin, x we x* bahalaryny tablisalarynyn iisti
bilen dusundlrln

10. Subut edin:
a) limx* =8, b) lim(x’—3x)=—2, ¢) lim(x + 2x") = 3.

11. Yzygiderlikleri yazyn:

—n+l —_n+tl —(—qynt+l
1) x, = P 2) x, o 3) x, = (—1) .

4cos 7T2”
4) x, =——F— 5) x, =

n+2°

2n+(—1y

PRI 6)x =3""cosmn



12. «Sertli» yazgylaryn manysyny disiindirin:
L — L _+ © __ — o
1) - =0, 2) o =t 3)2" =00, 4)2

5)1g0 =—o00, 6)tg90° =+o0, 7) ctgmr =t 0.

13. Predelleri tapyn:

D) lim(5x* = 62 + x +5), 2) lim V= 3 3) lim X =X 1

\/7 -2
4) 1X1£r21 — g 5) l:gl(Slﬂ 5x cosx — sinx cos Sx).
14. lim 9;:__39 ) Jogaby: 6.
15. lxifp&;xl”. Jogaby: — 2.
16. lim sti%ifx' Jogaby: —%.
17. lxifrll‘/x;__ll. Jogaby: %
18. hm\/&:ci__zl_1 Jogaby: %
19. lxlfpg/ii:ll Jogaby: %
20. lim /2 —x ; V2 +x . Jogaby: —%.
21. &{rg% Jogaby: %
22. {1{2 = 353§, Jogaby: —%.

=0,



23. lim=2"—= 2x + 1 Jogaby: 0.

ey — 1
24. lim x + 1 Jogaby: .
e x?— 17
o 1+2+3..+n 1
25. lim . Jogaby: .
e VAnt 4l SR
1+2+3.+n 1
B S G e SR
Lyly 4]
27. lim % 411 21 ) Jogaby: %
I+3+g+.+3;

o 1+2434+ .. +n
28. 1 :
T4+ 9+ .+

O . eoe = M o 2—
Gorkezme: 1 +2+3+---+n 5 we 1+4+9+---+n
_nln 1)6(2n +1) formulalary ulanmaly. Jogaby: 0.
Yx—4 .1
29. lim~=—"- T2 Jogaby: e
30. lim Vx+ 2 Y+ 20 Jogaby: 7.
-7 54
31. li{g%. Jogaby: 3.
-1
32.1i lim S Jogaby: ok
tg4x .
33.1 lim o Jogaby: 2.
34. li{{}%. Jogaby: k.



3S.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49. li

. sinpk
lim= b ,
x~0 sinax

a # 0.

1 — cosx

lim 5

x—0 X
lim sinx — sina
e X—a

sin(x — E)
lim73.
x 1 —2cosx
.1 —+vcosx
lim—Y=22
01— cosv x

. 1 6
1x1p31<x_3 x2—9>'

lim(vVx®+ 1 —x).

X— o0

i X
lim2 sino

lim(1 — x)tg%x.
. l X
&1}2(1 + x> .

. n_l 2n+1
lim(#53) "

lim*¥v'1 + 3x.
lim(cos 2x Yo

11m<1 _n>2n+1‘
1+n

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

Jogaby:

R[>

DO |—

COS a.



50. li{%l(l + tgx . Jogaby: e.

S51. lim(1 + cte Jeosr Jogaby: e.

x—Z

2

Funksiyalaryn bir taraply predellerini tapyn:

52. a) hmﬁ Jogaby:1. b) hmﬁ Jogaby: — 1.
53. a) X{i{{loﬁ. Jogaby: ©.  b) xljlrglogg_f!. Jogaby: 0.
54. a) }y_r})@ : Jogaby: Predeli yok.

b) xlﬁilrgox/m . Jogaby: 0.

55. Funksiyanyn tizniiksizlik kesgitlemesini peydalanyp:

a) fix)=x>+3x -5, b) f(x)zxzcosx—le_l,

funksiyalaryn tizniiksizligini subut edin.

56. Asakdaky funksiyalaryn tizniiksizligini derndn we olaryn
grafiklerini gurui:

_ 1 _ 1 _x—2
l)y—xzﬂ, 2)y—x2_1, 3)y—x+2,
2
4)y=cos?2 S y=_X—-4
)y Cos x? )y X2—6X+9
2
6) y = 3x, egerx # 2 7)y = X7, eger x < 0
1, egerx =2, x+1, eger x < 0,
1
8))’:{3@’ eger—ZSxSO 9)y=|x_2|’
2x, eger x > 0,
10) y = | 7% cgerx<—1 1)y =lg .
X, egerx =— 1,

188



§ 2. Funksiyanyn oniimi
x =x, nokatda agsakdaky predelifi manysy bar bolsa

_ floo+ Ax) = flxe) . Ay
== = lmy, =S

onda sol predelifi bahasyna y = f(x) funksiyanyf x, nokatdaky oniimi
diyilydr. Funksiyanyn 6niimini tapmaklygyna differensirleme diyilyar.

Onumlerii jedweli
Eger x — bagly dil iytgeyan ululyk bolsa, onda

1.¢'=0, (c =const); 2. (x%) =oax*"!, (& — hemiselik san)

3. (sin x)' = cos x; 4. (cos x)' =—sin x;
5-(tgx)/: 1 5 6. (Ctgx)': _ 1 ;

cos’x sin’x
7. (arcsinx) = #; 8. (arccosx) = _#;

V1I-x 1 —x
9. (arctgy) = 1 10. (arcetgr) = ——L
1 +x* 1+x°

11. (@) = a*lna, (a > 0); 12. (&) = e

’ 1 > . ’r_ L
13. (log.x) = “na’ (@>0,a#1); 14.(Inx)= o

Differensirlemegin esasy diizgiinleri. Eger u(x), v(x), w(x) funk-
siyalar x, nokatda differensirlenyén bolsalar, onda

L.utv—w)=u"+v'—w/

2. (uv)' =u'v +u

3. (cu)' = cu', (c = const),

4 (Ly=wr=w - (y20),

1% 14



oY _cu

5.(¢) -

6. Eger y = flu) we u = ¢(x) funksiyalar differensirlenyén bol-
salar, onda

’ o
yx = yu U .

Oniimii ykdysady manysy

Goy, U = U(f) funksiya ¢ wagtda U Ondiirilen 6nliminn muk-
daryny anladyan bolsun, z,— dan 7, + Ar wagt aralygynda ondiirilen
ontimift mukdary U, = U(¢)) bahadan U + AU = U(t,+Af) baha gen-
li tiytgeyar. Onda sol wagtda zéhmetin orta ondiirijiligi AU ¢ den.
Zahmetin ondiirijiligini 7, wagtda 7 -dan 7+ Af wagta genli aralykdaky
ondiirijilerin orta bahasynyn At — 0 ymtylanda predeli hokmiinde
kesgitlenyir, ya-da

' _ lim AU
U = IA}E% At

Wagt boyunga 6ndiirilydn harydyn mukdaryndan 6ntim zdhmetin
ondiirijiligidir.
logarifm funksiyanyfi oniimi (Iny) = 2~ funksiyanyii otnositel tizli-

......

1-nji mysal. Iscilerin topary bilen U ondiirilen harydyn muk-
daryny asakdaky deiileme bilen yazmak bolar:

U:—%t3+%t2+100t+50, 1<1<8

bu yerde ¢ — sagatda is wagty.

Zahmetin Ondiirijiligini, is baslandan soni 1 sagatdan we is gutar-
maga 1 sagat galanda onun liytgemesinii tizligini we depginini ha-
saplan.

Coziilisi: Zahmetin ondiirijiligi onlim bilen anladylyar:

U () =—%t2+ 157 + 100



Ondiirijiligin liytgemesinif tizligi Z'(f)= — 5t + 15 we ondiirijili-
gin depgini:

_Z(1) _  —st+15 2

A= 00) —3r+1see100 176040

(birlik/sag)

Berlen 7, = 1 we ¢t,= 8 — 1 =7 wagtlarda alarys:

Z(1) = 112,5 (birlik/sag), Z'(1) = 10 (birlik/sag?®), T, (t) = 0,09
(birlik/sag) we Z(7) = 82,5 (birlik/sag), Z'(7) = — 20 (birlik/sag?),
T,=- 0,24 (birlik/sag).

Seylelik-de, is wagtyn ahyrynda zdhmetinn ondiirijiligi has ke-
melyér: Z'(f) we funksiyanyn otnositel tizliginiil liytgemesinin ala-
matynynl «+» - dan «—»-a liytgemesi isiii baslan pursadyndaky zih-
metin ondiirijiligin artdyrmasy is wagtyn ahyryna onun kemelmegini
atiladyar. Oniimifi ykdysady manysyny gérkezmek iigin yene bir dii-
slinjd garalyn: Kébir oniimin 6ndiirmeginin mukdaryny x bilen bel-
lalin, K bilen jemi ¢ykdajylaryin ya-da oniimgiligin ¢ykdajylaryny
bellilin. Oniimgilik funksiya (¢ykdajylar funksiya) éniimgiligini ¢yk-
dajylarynyn K ¢ykarylyan onlimin x mukdary bilen baglydygyny gor-
kezydr: K = f(x). Eger oniimg¢iligin mukdaryny Ax birlik artdyrsak,
onda ¢ykdajylar AK = f{x + Ax) — f(x) birlik artyar. Cykdajylaryn orta
artdyrmasy AK/Ax gatnasyk bilen anladylyar.

Oniimgiligin predel ¢ykdajylary,

. AK _ fx+ Ax) —flx)
Ay = Ax

(1)

formula arkaly tapylyar.

Eger baslangy¢ Oniimgilikde x birlik ondiirilyédn bolsa, onda
onlimeiligin mukdaryny kici ululyk artdyrylanda (1) predel gosmaca
cykdajylary anlladyar.

2-nji mysal. Goy, ¢ykdajylar funksiyasy k£ = 2x + In(x + 1)
gorniisde berlen bolsun. Oniimifi berlen mukdarynda x,=2,x,=9
ontimeiligin predel ¢ykdajylaryny tapmaly.

Coziilisi: K' =2 + ﬁ onda K'(2) = 2%, K'(9) = 2,1
K'(9) <K'(2) we umumy x, > x, bolsa, onda K'(x,) < K'(x,).



Diymek, onlimgiligiin predel ¢ykdajylary (x-dan son ¢ykarylan
kici birligine gosmacga ¢ykdajylar) kemelydr, onliiminn dndiirmegini
kici birlige artdyrma kicelydn gosmaca ¢ykdajylary talap edyar?

100
e , . o d=
3-nji mysal. Goy, haryda isleg onuii bahasyndan P

formula bilen bagly bolsun. Eger harydyn bahasy 1 pul birligine;
4 pul birligine den bolsa, onda islegin liytgemesinin tizligini tapyn.

Coziilisi: Islendik funksiyanyn iiytgemesinin tizligi onun onii-
mine dendir. Bu yagdayda:

, _ 100
d'(p)= —W-

Bu yerden d(1) =—25; d'(4) =—4 «—» alamat bahasy galan ha-
ryda isleg gacyandygyny anladyar.

57. Oniimin kesgitlemesi bilen peydalanyp asakdaky funksiyala-
ryil dnlimlerini tapyi:

1)y=2x—5, 2)y=%,x=2,
3)y=sin (3x—2), x =1 nokatda.

58. Eger a) Ax = 1, b) Ax =— 0,5 bolsa,
x, = 7 nokatda funksiyanyfi artmasyny tapy.

59. Egera) Ax =1 b) Ax = % ¢) Ax = % bolsa,

x, = 7 nokatda y = sin x funksiyanyn artmasyny tapy1.

60. Eger
a)y =x°, x,=1 we Ax=1; 0,1; 0,001
b)y=06x+5, x,2=1 we Ax=1; 0,1; 0,001



Ay "
Ax gatnasygy tapyn.

Oniimin jedwelini peydalanyp asakdaky funksiyalaryn oniimle-
rini tapyn.

67.y=x>-3x*+5. Jogaby: 3x*— 6x.
68. y = H# Jogaby: i(4x3 — 3x%).
69. y = 6x2 + 4x3 — 2x. Jogaby: 42x3 + 20x2 — 2.
70y = v2x —Vx — L. Jogaby: L1 1
g X B ox Tae T X
_ (x+1y g1
1.y = PR Jogaby: 1 pet
72,y =¥x +x¥x. Jogaby: — 24— + >
g SV T e
L +vx : 1
73,y =-—"TY=, Jogaby: ———— .
R N (Y,
74. y = x(Vx* =V/2). Jogaby: %5\/? -2,
75.y = sin x — cos x. Jogaby: cos x + sin x.
1 1
76.y =tgx—ctgx. Jogaby: :
yTIXTEX 089 os'x | sin'x
77. y = xsinx. Jogaby: sinx + xcosx.
__ X . COSX + xsinx
78. y = oS Jogaby: - .
_ COSX . COsx —xsinx
79.y = PO Jogaby: e :
_ 1+ cosx . 14+ cosx
80. y = Teinx Jogaby: ity
81. y = vxsinx. Jogaby: SINX 4 /x cosx.
2Vx

13. sargyt Ne 1573



82.y=xctgx.
2
83.y=2 18X
X +tgx

84. y = arcsin x — arccos x.

85. y = Vx arcsinax.
86. y = x arccos x.

87. y = v xarctg x.
88. y = x arcctg x

89. y = cosx arcsin x

9&y:4ggﬂu4:
arccosx + 1

91. v = arcctg x

arctg x
92.y = logx.
93.y=Igx.
94.y =x1Inx.
95.y=5

Jogaby: ctg x — —%
0gaby: g X sin’x

4xtgx

JOgClby: m

Jogaby: —ﬁ .

. arcsinx Vx
R WAy
Jogaby: arccosx — 1x ~.

—X
arctgx | J/x
Jogaby: + .
o8IV x T 1ax
Jogaby: arcctg x — 1 fxz .
Jogaby: 7% — sinxarcsinx.
Jooabv: arcsinx + arccosx + 1 ‘
84 V1 —x*(arccosx + 1)
arctgx + arcctgx
Jogaby: — .
osany (1 + x*)(arctgx)’
Jogaby: e lln 5
Jogaby: 1
%847 % In 10

Jogaby: Inx + 1.

Jogaby: 5* In5.



96. y = ﬁ
97.y=3Inx.
98. y = e'sin x.
99. y = ecos x.

100. y = %

Inx —1
(Inxy ~

Jogaby:
. 2x 1

Jogaby: 3 <ln3 Inx + . )

Jogaby: e* (sin x + cos x).

Jogaby: e* (cos x — sin x).

Jogaby: (e“”e—l%x)z'

Asakdaky funksiyalaryn oniimlerini tapyn.

101. y = sin (3x + 2).

102. y=(1 + 3x)°.
103. y = cos ax.
104. y = sin x°.
105. y = tg(sin x).

106. y = arcsin x.

107. y = sin’x.
108. y = In*x.
109. y = ¢~

110. y = arctg(tg x).

111. y = arcsin(sin x).

Jogaby: 3 cos(3x + 2).
Jogaby: 15(1 + 3x)*.
Jogaby: — a sin ax.
Jogaby: 3x*cosx’.
COSX
cos’(sinx) "

1
V1 —x*

Jogaby: sin2x.

Jogaby:

Jogaby:

. 2lnx
P

Jogaby
Jogaby: —3x*e™™.
Jogaby: 1.

Jogaby: 1.



112. y = sin’x + cos’x. Jogaby: 0.

113. y = v1 — x* — arccosx.  Jogaby: l+x

I —x
114. y = arcsin’x. Jogaby: 2‘21;(3\/%1236.
115. y = 5sin2x. Jogaby: 2 - 5" In5 - cos2x.
116. y = 3, Jogaby:—2x- 3" In3 - sinx*.
117. y = ln% if; Jogaby: 14_7’;4

118. y = 1n(x+Vx2+a2)—4vx;‘2"az.

Jogab w.
gaby: =57 e
119. y = %tgzx + Incos x. Jogaby: tg’x.
— cos’ x A S
120. y = cos’x + Intg X Jogaby: siny  Sin 2x.

Logarifmik oniim bilen peydalanyp, asakdaky funksiyalaryi
ontimlerini tapyn.

121. y = xsi~v
Coziilisi:
Iny = Inxsi~, Iny = sinx Inx
(Iny)’ = (sinxInx)’, 2 = cosxlnx + SIAX smx
’ Slnx /o sinx Slnx
y y(cosxlnx + o ), y =x (Cosxlnx + x )



122,y = x~ Jogaby: x* (Inx + 1).

123. y = Vx. Jogaby: xx**(1 — Inx)
1y (x+ 1)(5x* + 15x + 4)
124y = —&F . Jogaby:—
Y= a2y (xtdy T T o (x + 4y
1 +x%) 1+ 3% (1+x)x°
125. y = X0 +2) Jogaby: + .
y T ogaby 1= (1—x)
126. y = (sinx)". Jogaby: (sinx)* (Insinx + xctgx).
127. y = x*. Jogaby: x* (x* (Inx + 1) Inx + x* ).
128. y = (cosx)™ . Jogaby: (cosx)‘“"(lnc% - lnxtgx>.

Aydyn dil funksiyanyn oniimini tapyi.

129. x>+ y*=a.

Coziilisi: (x»)' +(?)'=(a®)"; 2x+2pp'=0,y = —%
130.3x -2y +1=0. Jogaby: —%.
2 2 2
13L %+ =1, Jogaby: — X
pe + b ogavy a’y
132. x5 + y% = a3, Jogaby: =3 / %
. cos(x + )
Y= + ). : .
133. y =sin(x +y) Jogaby = cos(x + )
134. y = cos(x + 2y). Jogaby: — sin(x + 2)

1+ 2sin(x + 2y)°

Y
xcos(xy) x’

135. sin(xy) = x. Jogaby:



4cos(2x +y)
1 —2cos(2x+y)’

136. y =sin(2x +y).  Jogaby: —

Berlen funksiyalaryn gorkezilen tertipli 6niimini tapyi.

137. " egery = x> — 3x* + 5x — 2.
Coziilisi: ' = 337~ 6 +5, 3= (4)/6x—6, "' =(")'=6.

138.y", eger y=2x*-3x+7. Jogaby: 0.
139. y©, eger y=x°. Jogaby: 6!.

140. /"(1), eger fix)=x". Jogaby: 210.
141. y®, eger y = sinx. Jogaby: cosx.
142. y¥, eger y = cosx. Jogaby: cosx.
143. y¥, eger y = sin2x. Jogaby: 16sin2x.
144. y(0), eger y=e¥"s. Jogaby: 3"e¥ 3.
145. y™, eger y=e" Jogaby: e".

146. )", eger y=cosx’. Jogaby: 12x + cosx? + 8x’sinx? cosx>.

147. y©, eger y = cos’x. Jogaby: 32sin2x.
148. y™, eger y=23"1, Jogaby: 2%~ - 3"n"x

—1)!
149. y™, eger y=logyx. Jogaby: (—1)! u

x"In5

150. y = Asin(wt + @), (A, w, ¢, — hemiselik sanlar) funksiya
y" + @’ y =0 defllemini kanagatlandyryandygyny subut edis.



151. y = Ae ™ + Be™ (4,B we A hemiselik sanlar) funksiya
y" — A’y = 0 defileminin ¢6ziiwidigini subut ediii.

Oniimin geometriyada we fizikada peydalynylysy

Goy, egri ¢yzyk y = f(x) defileme bilen berlen bolsun we x_ no-
katda 6niim f'(x,) bar bolsun. Onda sol egri ¢yzyga M (x v ) nokat-
daky galtagyan goni ¢yzygyn denlemesi

Y=y =f"(x0)(x = x) ()

bu yerde f'(x,) = tga

Galtagyan nokatdan gecyin we galtagyan goni ¢yzyga perpendi-
kulyar bolan goni ¢yzyga egri ¢yzygyn normaly diyilyédr. Onun den-
lemesi:

_ 1
Y=Y =— f/(x0>(x - XO) (2)

yﬂ A Y

6-njy surat

Iki egri ¢yzygyi arasyndaky burc

@' (x0) — f'(x0)
1+ f'(x0)9 (x0) )

tgp =

formula bilen tapylyar.
Goy, nokat S = f{f) kanun boyunca ¢yzygy iistiinde hereket edyér.
Onda S-den birinji tertipli dniim sol nokadyn tizligine dendir. V = as.

Tizliginden 6niim onun tizlenmesine denidir. Diymek tizlenme d
_dV .. _d's
a=-r ya-da a=-z



152. x = 1 nokatda fix) = x> + 4x — 3 parabola galtagyan goni
cyzygyin we normalyn defilemelerini gurun.

Coziilisi: y, = f(1) = ’+4-1-3=2, f(x)=2x+4,
ffa)y=e6

Diymek (1) we (2) formulalara goyup galtasyan géni ¢yzygyn
we normalyn defilemelerini taparys:

y=2=6(x—1) we y—2 =—%(x— 1),

y=6x—-4y :—%x—l—%.
153. Berlen nokatlarda egri ¢yzyklara galtagyan goni ¢yzygyn
we normalyn deiilemelerini yazyi.

l.y=x*+4x-3, (1;2) nokatda.
3

2.y = x?’ x =— 1 nokatda.

3.y=-2x*+3x, x = 2 nokatda.

4.y = x*+ 3 nokadyn koordinatasy 4-e den.
5.y = tgx nokadyn abssissasy %-e den.
6.y = Inx, Ox oky kesyén nokatda.
7.x*+1y*~3=0, (2;-1) nokatda.

8. x*+y*—2xy=0, (I;1)nokatda.

154. y = 2x*we y = x* + 2x* — 1 egri ¢yzyklaryn kesisme no-
kadynda ikisiniil arasyndaky burcuil bahasyny tapyn.

Couziilisi: Iki egri cyzygyn kesisme nokadyny tapalyii:
—_— 2 —
y=x _]x= 1
y=x+2x-1, |y=2.



Egri ¢yzyklaryn oniimini hasaplalyn:
y =4x =>y(l):4z>k1=4
y = 3x’ + 4x, y(1)=17, ky =17.
(3) formula boyunga alarys:

tog = % - 23—9 =0,1034 = ¢ = 5°54”.
155 Haysy burg¢ boyunga 2y = x*> we 2y = 8 — x? egri ¢yzyklar
kesisyérler.

156. Cyzyklar haysy burg¢lar boyunca kesisyérler.
Hy=x> we y=x’

2)y=x> we y=kx

Hx+y' =4 we x+2y=2.

3
157. Jisim Ox goni ¢yzyk boyunga x = % — 2¢* + 3 kanuny bi-

len hereket edyér. Onun tizligini we tizlenmesini tapyn.
~dt\3

a(t):%:(t2—4t): 2t — 4.

Céziilisi: v(1) = 9% = <f3 — 2+ 3) s

158. Nokat S=3#+t— 1 kanun boyung¢a goni ¢yzygyn iistiinde
hereket edyir. £,= 0, ¢, = 1, ¢,= 2 (S-ifi 6lgegi — metr, #-ifi — sekuntda)
wagtda nokadyn tizligini we tizlenmesini tapyn.

159. t= 0 wagtdan baslap gegirijiden geg¢yén elektrigin mukdary
0 =2 £+ 3t + 1 formula bilen kesgitlenyar. 10 sekunda gegen son
togun giiyjiini tapyn.

§ 3. Funksiyanyn differensialy

1. Differensial diisiinjesi. Eger y = f(x) funksiya x nokatda dif-
ferensirlenyén bolsa, onda (19) denlikden gorniisi yaly, onuil sol no-

katdaky artmasy



Ay = f'(x)Ax + a(Ax)Ax (1)

gorniisde anladylyar. Sunlukda, bu denligin sag bolegindiki gosulyjy-
laryn ikisi hem Ax — 0O bolanda tiikkeniksiz ki¢idir, yone
. a(Ax)Ax . a(Ax)
lim——~+—=Ilim—— =0

ST oAy T AN ()
denllikden gorniisi yaly, ikinji gosulyjy birinjd gord yokary tertipli
tiikkeniksiz kigi ululykdyr. Sol sebépli f'(x)Ax gosulyja differensir-
lenyédn funksiyanynl Ay artmasynyi bas bolegi diyilyar.

Kesgitleme. y = f{x) funksiyanyn x nokatdaky artmasynyn bas

......

ya-da df(x) bilen belgilenyér.
Seylelik-de,
dy = f'(x)Ax. ()

2. Differensialyin formulasy we diizgiinleri. Eger y = x bol-
sa, onda dy = dx we (2) denlik esasynda dy = x' Ax =Ax, yagny
Ax = dx bolar. Sonun iicin (2) formula

dy = dy = f'(x)dx. (3)
gorniisde yazylar we ol funksiyanyn differensialyny tapmak iigin esa-
sy formuladyr.

Differensialy tapmaklygyn esasy diizgiinleri:

dlutv)y=(uxtv)de = £v')dx = u'dx£v'dx = du+dv,

du-v)=(u-v)dx =(u'v+u')dx = vu'dx + uv'dx = vdu + udv,

d(l) _ (%)dx _ u'vv—2 w’ g — vu'dx—zuv'dx _ vdu — udy

v v v ’

d(cv) = cadvy, d(%) = cgiv .

1-nji mysal. y = Vx sinx funksiyanyn differensialyny tapmaly.
dy = v xd(sinx) + sinxd(v x) = v x (sinx) dx + sinx(vx ) dx =

sinx dx

2V x

= v x cosxdx +



3. Cylsyrymly funksiyanyi differensialy. Eger, y = f(x),
= @(t) ozlerinifi Uytgeyénlerine goré differensirlenydn funksiyalar
bolsa, onda

dy = f'(@)¢'(t)dt (4)
deniligi alarys.

2-nji mysal. y = arctg’v x> — 1 funksiyanyn differensialyny
tapmaly.

d(arctg’ v x> — 1) = 2arctgy x* — 1 d(arctgv/ x* — 1) =
= 2arctgv x” — de —-1=

= 2arctgy x* d(x2 —-1)=

2«/

_ arctgvx’ — 1 Dxdy = 2arctgv x° —
xXVxt—1 xvx*— 1

4. Takmyn hasaplamalarda differensialyi ulanylysy.
f(x + Ax) = flx) + f'(x) Ax. (3)

3-nji mysal. f{x)=(1+x)* funksiyanyfi x=0 nokadyn etrabyn-
daky takmyn bahasyny tapmaly.

(5) formulany f{x) = (1 + x)* funksiya we x = 0 {i¢in ulanalyn:

(1 +x) = f(0)+/(0)x,

fx)=al+xy, f(O)=a f0)=1
Seylelikde,
(1+x)=1+ax. (6)

4-nji mysal. %/27,027 anlatmanyn takmyn bahasyny tapmaly.
ki bilen ony %/27,027 =%/27+ 0,027 =3%/1+ 0,001




gorntisde yazyp, sonira */1+ 0,001 =(1+ 0.001)" anlatmany
hasaplalyn. Onun ii¢in (5) formulada x = 0,001, a = 1/3 goyup,

(140.001)" =1 +%.0,001 _ 3,(;01
nuit {icin %/27,027 = 3(1 + 0‘001)1/3 = 3,001,

takmyn deiiligi alarys. So-

5-nji mysal. sin 29°57" afilatmanyn takmyn bahasyny tapmaly.

Bu anlatmany tapmak ii¢in (43) formulany ulanarys. Onun {i¢in
sol formulada f(x) funksiyanyn ornunda sin x goyup,

sin(x + Ax) = sinx + cosx - Ax,

formulany alarys. Bu formulada x=30°, Ax =— 3° = ——Z__ alsak,
3600
onda
. o ro_ o T = . o o T —
sin29°57 = sm(30 3600> sin30° — cos 30 3600
_1_ V3 1 _gs5_m/3 _
2 2 3600 0,5 7200 0,499237.

5. Yokary tertipli differensiallar. Milim bolsy yaly, eger y = y(x)
funksiya x nokatda differensirlenyén bolsa, onda onun differensialy:

dy = f(x)dx

formula boyunca kesgitlenilyir we ona funksiyanyn x nokatdaky bi-

------

rensial x-a gord funksiyadyr. Eger onunt hem x nokatda differensialy
bar bolsa, onda sol differensiala y = y(x) funksiyanyn x nokatdaky
ikinji differensialy diyilyar we ol d?y ya-da d” f(x) bilen belgilenyar.
Seylelikde,
d*y =d(dy) ya-da d*fix)=d(dfix)).
Sunlukda,

& flx) = d(df(x)) = d(f(x)dx) = (f(x)dx)'df = ["(x)dx* (dx* = (dx)*).

Suna menzeslikde, y = fix) funksiyanyil x nokatdaky » tertipli
differensialy d"y differensialyn "'y differensialyna dendir, yagny:

d'y d(d"'y).



vy = f(x) funksiyanyn » tertipli d"y differensialy ligin:
d'y = y"dx’ )
formulanyn dogrudygyny gorkezmek bolar.
Funksiyalaryn differensiallaryny tapyn:

160. y = x°

Coziilisi: dy = y'dx = (x°)'dx = 5x*dx.

161. y = V1 +x. 162. y = x*—3x> + 2x.
163. y =2cosx. 164. y = tg3x.

165. y = sin(x> + 3x + 1). 166. y = tgx?

167. y = Incos(1 + x). 168. y = 3arcsinx

169. y = xe* 170.y = &lnx InX 4 (1 —x).
171. y = %tg% + tgx.

Takmyny hasaplai.

172.a) V26, Db)sin 60°6, ¢)Inl,05.
Coziilisi: f(xo + Ax) = f(x) + f'(x0) Ax formulany ulanyarys.

) 1 11
Q) () =Vx, f) = f25)= =g
V26 =25+ 1=v2s + L1 =51

b) ix) =sinx,  f(x) =cosx, (f'60°) = cos60°=0,5,

76
sin60°6’ —s1n<60 +6O 180>wsm60 +0,5- 71800

_ /3 L 0.5:3.1416 _ ) g660 40,0009 = 0,8669.

2 1800




P =l f(x)=1.  SO=1  f1=Inl=0,

In 1,05=Inl + 1 - 0,05=0+ 0,005 = 0,005.

Takmyny hasaplan.
1) 326, 2) V24,  3)V/124,  4)>/33,
5) 4, 82, 6) cos 91°,  7)tg44°, 8) ctg 29°30’,

9)In(e+0,1), 10)arcctg 0,98.
173. Awtomobil x km/sag tizlik bilen 100 km yol gecende
y=18-0,3x+ 0,003 x* (D

yangy¢ yakyar. 5% yalilyslyk bilen 6l¢enen tizlik 90 km/sag bolsa
yangyjyn harg edilisinifi otnositel yalilyslygyny tapyn.

Coziilisi: Absolyut ululygy boyunca funksiyanyn ceyelikligini
tapalyil.

xf(x)| | x(=0,3+40,06x)

E(y)| = - ,
E:(y)] Ax) |~ 118 =0,3x + 0,003x°

x = 90 bolanda |[E__,(v)| = 1,41. Onda dy = |[E_(y)| 0, formula
boyuncga yangyjyn har¢clanyandygynyn otnositel yalnyslygy

5 =141-5~7,1%.

Rollyn we Lagranzyn teoremalary

Teorema (Roll). Eger f(x) funksiya

1) [a,b] kesimde {izniiksiz,

2) sol kesimde differensirlenyén,

3) fla) = f(b) bolsa, onda a we b sanlaryn arasynda x = ¢ nokat
tapylyar we sol nokatda

f(e)=0

denlik yerine yetyar.



Teorema (Lagranz). Eger f(x) funksiya

1) kesimde {izniiksiz,

2) sol kesimin i¢inde differensirlenyén bolsa, onda sol kesimde
x = ¢ nokat tapylar we sol nokatda

denlik yerine yetyar.

Fermanyn teoremasynyn ykdysady manysy

Teorema (Ferma). Eger x aralykda differensirlenydn y = f(x)
funksiya il uly ya-da il kigi bahasyny bu aralygyf x, nokadynda alyan
bolsa, onda bu nokatda funksyanyi 6niimi nola den, yagny /(x;) = 0.

Oniimgilik teoriyasynyni esasy kanunlaryn biri asakdaky yaly
aydylyar: Harydyn ¢ykarylmagynyn derejesi predel ¢ykdajylaryin we
predel girdejileriil denligi bilen anladylyar.

Peyda funksiyany C(x) = D(x) — S(x), gorniisde yazmak bo-
lar. Bu yerde D(x) — girdeji funksiyasy, S(x) — ¢ykdajy funksiyasy.
Oniimgiligit optimal derejesi onuii maksimal girdejisi bilen kesgit-
lenyér, ya-da x,¢ykysyn bahasynda C(x) funksiya ekstremuma (mak-
simuma) eye bolmalydyr. Fermanyn teoremasy boyunga bu nokatda
C'(x) = 0. Emma C'(x) = D'(x) — S'(x), onda D'(x,) = §"(x,) ya-da S"(x)
predel ¢ykdajylar we predel girdejiler D'(x ), harydyf optimaly x, ¢y-
karmasyna deti bolmalydyr.

Oniimgilik teoremasyndan basga wajyp diisiinjesi — bu 6niim-
ciligiil in tygsytly derejesi. Bu yagdayda oniimgilikde orta ¢ykdajylar
it kicidir, degisli ykdysady kanuny artyar: Oniimgiligine ifi tygsytly
derejesi onun orta we predel ¢ykdajylaryn denligi bilen artyar.

Bu deiligi Fermanyn teoremasynyn deiiligi bilen alarys. Orta

S(x
cykdajylar —<x ) formula tsti bilen anladylyar ya-da harydyn on-
diirmegine ¢ykdajylary harydyn ondiirilen mukdaryna gatnasyk yaly

kesgitlenyar. Bu ululygyn minimumy y = ( ) funksiyanyn kritiki

_Sx-=S5

x2

Sx—S=0ya-da S = % delil subut edildi.

nokadynda bolar ya-da y’ = sert yerme yetende, bu yerden



Lagranzyi teoremasynyn ykdysady manysy

Teorema (Lagranz). Eger y = f(x) funksiya [a,b] kesimde {iz-

niiksiz we (a,b) aralykda differensirlenyin bolsa, onda f(b) — fla)=

= f'(c)(b — a) denlik yerine yeter yaly (a,b) aralykda iii bolmanda bir
C nokat tapylar.

Goy, y = f(x) funksiya y 6nlim ¢ykarmanyn kébir mahsus bolan
resursyn x ¢ykdajylaryny baglanysdyryan bolsun. Eger ¢ykdajylaryn
gdwriimini a-dan b birlige ¢enli artdyrylan b/a, onda f(b) — fla) ta-
pawut ondlirménin degisli iiytgemesini anladyar.

f(b) = fa)
e @)

Gatnasyk ¢ykdajylar bir birlige artdyrylsa 6niimii 6ndiirilmegi-
nin iytgemesi ortaca birlige liytgetydndigini gorkezydr. Basgaca,
yagny (2) — [a,b] aralykda resursyin orta ondiiriljekdigi.

Lagranzyn teoremasynyi esasynda agakdakyny tassyklamak bolyar:

[a,b]-de lizniiksiz we (a,b)-de differensirlenyin y = f{x) 6ndiirme
funksiya bilen oniimgilik proses ii¢in degisli resursyn predel ondiiri-
jiligi we (a,b)-de orta Ondiirijiligi bilen den bolar yaly it bolmanda ¢
cykdajylarynl bir derejesi bardyr.

Funksiyanyn giibercekliginin ykdysady manysy

Kemelyin girdejiligin kanuny: ondiirilmegi artdyryp her bir tize
resursyn birligine (zdhmet, tehnologiya we s.m.) gogsmaca 6niim ka-
bir wagtdan baslap kemelyir. Basgaga aydylanda, x-iii artmagy bi-
len % kemelyir, bu yerde Ax — resursyil artdyrmasy Ay — onlimiil
ondiriilmeginin artdyrmasy.

Oniimin ¢ykarmasy we goylan resurslary bilen baglanysdyryan
y = f{x) funksiya giibercek yokarky funksiyadyr.

Kemelyéin yaramlylygyn kanuny: Harydyn sanynyn artmagy
bilen her bir tize birliginiii gogsmaga yaramlylygy kibir wagtdan bag-
lap kemelyar.

U = U(x) yaramlylyk funksiya, (bu yerde x — haryt U — yaramly-
lyk) her bir alyjy ii¢cin subyektiwdir emma, ol dhli jemgyyete obyetiw



ululykdyr. Kemelyén yaramlylygyn kanunyny basgaca aytmak bolar:
yaramlylyk. Funksiya giibercek yokary funksiyadyr.

174. f(x) = 1 —%/x* funksiya Rollyii teoremasynyf sertlerini
[-1;1] kesimde kanagatlandyryarmy?

Coziilisi: Berlen funksiya tizniiksiz we f(— 1) = f{1) = 0, yone

f(x)= —%xé’ =— 554}/; , x = 0 nokatda f{x) funksiyanyn oniimi
yok.

175. fix)=x*+4 funksiya Lagranzyn teoremasynyn sertini [— 1;2]
kesimde kanagatlandyryarmy? Eger teoremany peydalanyp bolsa,
x = ¢ nokady tapyn.

Coziilisi: Berlen funksiya tlizniiksiz. f(x) = 2x, (— 1;2) aralykda
onlimi bar. Teoremanyn serti yerine yetyér. Diymek:

) -A-D)=fOR-C1D], 8-5=2¢-3, c=%.

176. Rollyn teoremasynyn dogrulygyny barlan.

1) y = ¥ x* [-1;1] kesimde.
2)y =x3+4x*—Tx— 10, [-1;2] kesimde.
3) y = 45~ [0;m] kesimde.

177. Lagranzyn teoremasyndan c-int bahasyny asakdaky funksi-
yalar licin tapyil.

1) y = arcsinx, [0;1;1] kesimde.
2)y =Inx, [1;2] kesimde.
3) y =4x? - 5x + 1, [0;2] kesimde.

178. 1) Eger ¢ykarma funksiya
x=20+8r—r?
gorniisinde berlen bolsa we resursyn ¢ykdajylary 1) 2 sertli birlik
2) sertli birlik bolsa, onda resursyn predel ondiirijiligini (funksiya-
nyn liytgemesinin tizligini) tapmaly.
Haysy pursatdan baslap berlen resursyn ¢ykdajylaryny artdyrma-
gy ykdysady tarapdan peydaly bolmayar?

14. sargyt Ne 1573



Berlen ¢ykarma funksiya bilen yazylan ykdysady yagdayynyn
mysallaryny gorkezin.

2) Harydyn bahasy 1) 1 pul birligi 2) 3 pul birligi 3) 10 pul birligi
bolanda we haryda bahasyna goré isleg
-1
+3

d=200+L
p

formula arkaly tapylanda isleginl iiytgemesinin tizligini (predeli, isle-
gi) kesgitlin, jogaplary denesdiriit we netijeleri diistindirin.
Kesgitsizlikleri acmak ii¢cin Lopitalyn kadasy

f'(x)
~a g'(x)

1) kesgitsizlik. Eger hm f( ) = limg(x) =
0
bar bolsa, onda
(%)
= lim .
caglx) e g(x)

2) = kesgitsizlik. Eger hmf(x) = limg(x) = co we lim fg ;
bar bolsa, onda g

o fE) o F)
o) T

3) o0 — o0, 17,0 - 0o gorniisli kesgitsizlikleri algebraik 6zgertme-

, % — kesgitsizleklerin ¢oziilisine getirip bolyar.

179. Predelleri tapy:

lerinin kdmegi bilen

a) lim SIN2X
x—0 X
e o1 SIN2X Q T (Sian)’ 2cos2x
Coziilisi: lxlfl(’)lix = [ 0 ] = lxlg)lix, lxlg)lil = 2.
tex
b) £{rr_1 tg3x

Coziilisi: hm

-z tg3x oz (t 3x) .-z cos’x 3

tgr _ o (tex) ] cos23c:[%]



_ pim—3:2cos3x-sin3x _ ;. sinbx _[07_
_&Hgl —3-2cosxsinx _El_nglsin2x [O]

_ i 6cOosbx _ 6 _
a gnngcost ==

Predelleri tapyi:
180. limM Jogaby: 3a.
=0 In(1 +x)°
et —e "t —2x .
181. lim Y —sinx Jogaby: 2.
3/
182 lim Y1+ 2x+1 Jogaby: &
R 5
. In(1 +x?)
183. lim—————~. by: 0.
83 0 cos3x — e Jogaby
. 2
184, lim-——SIn3x___ Jogaby: — 6.
= Incos(2x* — x) osany
e — 1 1
185. lim—&—+1 =
85. lim Sarctgr — 7 Jogab 5
186. lim(L S ) Jogaby: 1
—\lnx x—1/ t 2
187. limx"Inx, (n>0). Jogaby: 0.
. .. —t
188. 1x1g)1<ctgx — %), Gorkezme. ctgx —% _ (x—tgx) xtgx
Jogaby: 0.
189. lim[In(1 + sin’x)ctgIn* (1 + x)]. Jogaby: 1.

190. lim(l )

x—=+0\ X

Coziilisi: oo gorniisli kesgitsiz berlen. Goy, y = (%)m onda



Iny = sinx - InL . limsinx - In L = lim =10X — [ﬁ] =
X x—+0 X x—+0 o0
1 sinx
1 .
= lim—* — = lim3* = 0. Diymek, limy = ¢’ = 1.
=0 —COSX -0 XCOSX x40
sin’x

191. lirr%xﬁvl). Jogaby: 0.  192. lim(sinx)*. Jogaby: 1.
x—+ Xa%

o . In(x*=3
193. limx™; Jogaby: 1. 194. lxlfrzlszf3x—l)O; Jogaby: %
. alnx —X. . -
195. a) lxlfrllilnx ; Jogaby: Ina — 1
1 - 4sin2<ﬂ>
: 6 /. g Lo Igx —Xx .
b) lxlplq [ ; Jogaby:Ina—1 ¢) klp()l . sinx Jogaby: 2.

§ 4. Funksiyanyn artyan we kemelyén aralyklary

Eger aralykda (a,b) differensirlenyén f funksiya ii¢in sol aralykda
f(x) >0 f(x) <0 bolsa, onda (a,b) aralykda ol funksiya kemelmeyén-
dir (artmayandyr). Eger-de f(x) > 0 (f(x) < 0) bolsa, onda funksiya
aralykda artyandyr (kemelyéndir).

196. Funksiyanyn artyan we kemelyén aralyklaryny tapyn:
fix) =x*—12x + 11.
Caoziilisi: bu funksiyanyn kesgitlenis oblastynyn dhli hakyky
sanlary D(f) = R. Onuii 6nlimi
f(x) =3x*—12=3(x*—4).
Funksiyanyn artyan aralygyny tapmak tigin x*— 4 > 0 densizligi

¢Ozmeli:
ERN v
2 >~ 2

7-nji surat

x=2)x+2)>0
(— 03— 2)U(2; + o) aralykda berlen funksiya artyar.




Funksiyanyn kemelyén aralygyny tapmak {igin x*— 4 < ( densiz-
ligi ¢ozmeli. Bu densizliginn ¢oziiwi xe(— 2;2). Sonun ii¢gin (— 2;2)
aralykda berlen funksiya kemelyér.

197. fix) =x*—3x - 2.

Jogaby: (— oo;— 1)U(1; + ) aralykda funksiya artyar, (— 1;1)
aralykda kemelyar.

198. fix) = x*. funksiya (— oo;+o0) aralykda artyandygyny subut
edin.

199. f(x) = %

Coziilisi: berlen funksiyanyn kesgitlenis yaylasy
(—o0; — 1)U( — 1;1)U(1; + o). Funksiyanyn 6niimini tapalyn:

, 2x(1 —x*) + x*- 2x 2x(1 — x* + x7) Ax
f (x) (1 _xz)z (1 _xz)z (1 _xz)z
4x
7(1 o >0, 4x > 0, x>0,
(143;2>2 < O, 4x < O, x < 0

Berlen funksiyanyn (— o0;0) aralykda kemelyir, (0; + o) aralykda
artyar.

200. f(x) = l-fxr

Jogaby: (— 1;1) artyar, (— o0;— 1)U(1; + o) kemelyar.

201. y = 4x* — 21x* + 18x + 20. Jogaby: (—

oo;%)U(?); + 0)
artyar, L xes kemelyar.

202. y=x>—5x*+5x*+ 1.

Gorkezme: y'= 5x* (x> —4x + 3). x>> 0, onda x>~ 4x + 3 > 0 bolanda
y'>0 we x*—4x+3<0 bolanda y'<0. x¥*’—4x+3=(x—1)(x—23).
Jogaby: (—0;1)U(3; + o) aralykda artyar, (1;3) aralykda kemelyr.



203. y = 2x*— Inx.

Jogaby: —oo;_—1 aralykda kemelyar, L;oo aralykda artyar.
& 2 2

204. y=2x*-9x>—24x + 7.

Jogaby:(— o0;— 1)U(4; + o) aralykda artyar, (1;4) aralykda kemelyar.

205.y =x*e™

Jogaby: (— ©;0)U(2; + ) aralykda kemelyiér, (0;2) aralykda artyar.

206. y = Inx|.

Jogaby: (— «;0)aralykda kemelyir, (0;00) aralykda artyar.

207.y =4x* - 21x* + 18x + 20.

Jogaby: (— oo;%)U(?);-i-oo) aralykda artyar, <%;3) aralykda ke-
melyaér.

208. y =e"+ 5x. Jogaby: dhli yerde artyar.

§ 5. Funksiyanyn ekstremumy

209. y= ix“ — %xx - %xz + 2 funksiyanyil ekstremumyny
tapyn.

Coziilisi: 1-nji usul. Berlen funksiyanyn kesgitlenis yaylasy
(— 00; + 0).

f(x) =x*—2x>—3x

f(x)=0 x(x*—2x—-3) =0,
X, = 0; X, =-— 1; x3=3.
X [ (—oo;—1) -1 (- 1,0) 0 (0;3) 3 (3; + 0)
y' — 0 + 0 — 0 +
b% \ min J max \ min J
17 2 _37
12 4




2-nji usul. x, = 0; x, = — 1; x, = 3 — kritiki nokatlar.
y"=((x))" = 3x*—4x - 3.

f"(=1)=4>0. x=-1nokatda funksiya minimuma eyedir.
f"(0)=-3<0. x=0nokatda funksiya maksimuma eyedir.
f"(3)=12>0. x=3 nokatda funksiya minimuma eyedir.

210. y=x*—-3x+3x + 2.

Coziilisi: y' = 3x>— 6x +3=3(x>-2x + 1) =3(x - 1)>>0.

Berlen funksiya hemise artyar. x = 1 nokatda ekstremum yok.
y'=6(x-1), y"(=1)=0.

Sol sebépli 2-nji usul bilen meselédni ¢oziip bolmayar.
S
211. y = 473 Tx" + 24x + 1.

Gorkezme. x’— x>+ 14x + 24 = 0, defileme x, = - 4; x,= 2; x,= 3
koklere eyedir.

Jogaby: yu. = f(—4) = _%; Yo = f(2) = 63_7;

_ _ 85
Yimin —f(3) =4

212, y=x*—8x*+22x*— 24x + 12.

Gorkezme. x3 —x’— 5x*+ 5x +6x—6=0 ya-da
(x—D(x-2)(x—-3)=0.

Jogaby.y . =f1)=3, y =f2)=4, V., =f3)=3.

213,y =x*—8x*+ 16x°.
Jogaby.y . =f-=4)=0, y =f=2)=16, y . =f0)=0.

214. y = x* — 23—096’ + 8x* funksiyanyn ekstremumyny 2-nji usul
bilen tapyii.

Jogaby:y  =f0)=0, yu. =f(1)= % Yo = f(4) = 2%,



215. y =4x*— 21x*+ 18x + 20.

Jogaby: Yu :f(%) = 94—7, v =f3)=—

216, y=(x—1> (x+ 1)
JOgClby: ymax :f(— 1) = 05 Ymin :f(_ é ) -1 3313215
x = 1 nokatda ekstremum yok.

217. y = sin’x + cos’x.

Gorkezme. 1. f(x) funksiyanyn periody 27z-e¢ den. Sonun iigin
funksiyany [0;27] aralykda garamak yeterlikdir.

y'= (sin’x + cos3x)’ = 3sinx cosx(sinx — cosx). [0; 27] kesimde

3sinx cosx(smx cosx) = 0 denleme 0; L 2T, 3T ; 2w koklere

b 4 2 b b 4 3 2
eyedir.
3. Ekstremumy 2-nji Oniimin iisti bilen tapmak amatlydyr.

Jogaby: 0; ~ 571- : 27 — maksimum nokatlar, Z; 7; 3T mini-

mum nokatlar. 4° 4’ 2

218. y = x5 — (& — 1)2.
Gorkezme. 1) funksiyanyn kesgitlenis yaylasy: (— oo; + ).

2) y'<i§> =0

Jogaby: x = 0 — minimum; x =+
katlarda ekstremum yok.

V2

— maksimum; x = 1 no-

§ 6. Funksiyanyn grafiginin giibercekligi
we epin nokatlary

1. Funksiyanyi grafiginin giiberceklik ugurlary. Eger kébir
aralykda funksiyanyn grafigi ona gecirilen islendik galtasmadan yo-
karda (agakda) yerlesydn bolsa, onda onun grafigi sol aralykda asak
(yokaryk) giibergek diyilyar. Asak giibercek grafige oyuk (7-nji surat)
we yokaryk gﬁbergek grafige bolsa yone giibercek grafik (§-nji surat)

------



YA

7-nji surat 8-nji surat

Eger (f) funksiyanyn (a,b) aralykda ikinji 6niimi bar bolup, f"(x) <0
(f"'(x) < 0) bolsa, onda y = f(x) funksiyanyn grafigi sol aralykda asak
(yokaryk) giibergekdir.

2. Funksiyanyn grafiginiii epin 4
nokady. Eger a nokadyn kébir etra-
bynda kesgitlenen fiicin y = f(x) funk-
siyanynl grafiginiii sol etrapda noka- \/\
dyn ¢epinde we sagynda giibergeklik :
ugurlary diirli-diirli bolsa, onda noka- '
da onun grafiginiii epin nokady (9-njy 0
surat), a nokada bolsa f funksiyanyn 9-njy surat

......

Funksiyanyn epin nokatlaryny hem-de onuil asak we yokaryk
giibercek aralyklaryny kesgitlemek {icin asakdaky diizgiinden peyda-
lanmak bolar.

1. Funksiyanyi ikinji 6nliminin nola deft hem-de ikinji 6niiminin
yok (ya-da tlikeniksizlide defl) nokatlaryny tapmaly.

2. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny sol nokatlar hem-de funk-
siyanyn iizlilme nokatlary arkaly aralyklara bolmeli we alnan aralyk-
larynl her birinde funksiyanyn ikinji 6niiminifi alamatlaryny kesgitle-
meli.

219. f(x) = %+ 4x* funksiyanyi epin nokatlaryny, asak we

yokaryk gliber¢ek aralyklaryny tapmaly.



Céoziilisi: Funksiyanyn ikinji 6niimin tapalyi:

3
F=—L+8x fl)=2+8=8Xtl4

Diymek, funksiyanyn ikinji 6niimi x = 0 nokatda tiikeniksizlige
dendir we x =— 1/%/4 nokatda nola dendir. Sonufi tigin hem funk-
siyanyi kesgitlenis oblastyny (— oo, — 1/%/4), (= 1/%/4,0), (0,00) ara-
lyklara boliip, olaryii her birinde ikinji 6niiminl alamatyny kesgitlélin.

1) Eger x € (—o0, — 1/%/4) bolsa, onda /"(x) > 0 we funksiya
asak giibercekdir.

2) Eger x €(—1/%4,0) bolsa, onda /"(x) > 0 we funksiya yo-
karyk giiber¢ekdir.

3) Eger x €(0, + o) bolsa, onda f"(x) > 0 we funksiya asak
giibercekdir.

Seylelikde, ikinji 6niim x =— 1/ /4 we x = 0 nokatlardan ge-
cende alamatyny iiytgedydr. Sunlukda, x =— 1/ Ve funksiyanyn
epin nokady bolup, x = 0 epin nokady déldir, ¢iinki ol nokatda funk-
siya kesgitlenmedikdir.

220). Asakdaky funksiyalaryn giiber¢ek interwallaryny tapyi:
a)y=x"+x"— 18x + 24x — 12;

b) y = 3x" — 8x* + 6x° + 12;

9y = 1 fxz;

d) y=x"

e) y = 4/(x—1) +20/(x — 1), (x> 1);
éi)y=(ln%, (x> 0);

f) y = x sin(lnx), (x> 0);

g y=2-|-1j;

Coziilisi: a) y' = 4x’ + 3x* — 36x + 24;

v 2 . _ 2 i_ .
Y = 12x° + 6x 36—12(x+2 3),



144

y

X (—o0;—2) | =2 5.3 3 3.
(=235)] 5 |(5i+=)
yu 4 0 _ 0 +
y epin N epin
, 5 2 ’ 10
d =14 =x3; = ;
)Yy 3 Y =5y
x | Coo=2) | 0 | (-0-2)
y" + 0 +
y U in U
f) y" = sin(Inx) + cos(Inx);
_ L Qo _ Q : E _ _ ml4d+kr
= [cos(Inx) — sin(lnx)] = . sm< 4 lnx). xe = e,
k=0£1,£2,...
x (_ 00— ean+n/4) ean+n/4 (e2kn+7[/4; + OO)
y// _l’_ _ —
y U epin N

y=(x+ 1)/(x* + 1) funksiyanyn giiber¢ek interwallaryny tapyn.

—x'=2x+1.

20X+ 6x"—6x—2

Coziilisi: y' = TSV i)
X +3x"=3x—1=0,
x1=—2—«/§; x2=—2+«/§; x, = 1.
—2-/3;
X|(oo—2-v3)|-2-V3 <_2 N 5)_2+/§(—2+f3;1) 1 |(1;+0)
" _ © + © - o | +
y N epin U epin N epin| U




221. Asakdaky funksiyalaryn giiber¢ek interwallaryny tapyn:

y=x-— Sm. Jogaby: f(3) =13

X (—0;3) 3 (3; + )
U epin N

y = e (—% <x< %)

X <— oo; arcsin V51 ) arcsin V5 -1 (arcsin V5 -1 ; + oo>
2 2 2
y N epin U

§ 7. Funksiyanyn grafiginin asimptotalary

1. Funksiyanyii grafiginii asimptotalary. Eger lim ),
lim f(x) predellerifi ifi bolmanda birisi + o ya-da — oo defi’ bolsa
onda x = a goni ¢yzyga v f(x) funksiyanyn grafiginin dik asimpto-

fx) =k + b+ a@), lima(x)=0 (1)

gé’)rnﬁsde aﬁladylyan y= kx + b bolsa, onda géni cyzyga y = fix)

......

Teorema. y = f(x) funksiyanyn grafiginit x—+co bolanda y = kx + b
yapgyt asimptotasynyil bolmagy ii¢in

hmf(x) k, lim[f(x)—kx]=b )

predellerin bolmagy zerur we yeterlikdir.
2
222. f(x) = ’;%f funksiyanyn grafiginiii asimptotalaryny tap-
maly.

Coziilisi: x = 1 gonl cyzyk funksiyanyn grafiginin dik asimpto-
tasydyr, ¢linki: lim X +f

-1 x —



Funksiyany

f(x):x2+x+2—2 :(x_1>(x+2)_2 _

X+2 - 2

x—1

gorniisde yazyp, m—=—

|

x—1 x—1

=0 deiiligin esasynda y = x + 2 goni

cyzygyn funksiyanyn grafiginiii yapgyt asimptotasydygyny alarys.

223. Egrilerin asimptotalaryny tapyn:

5

_ . _ 3 )
a)y—x_3, b)y—x_1+3x,
X 1 2
= ; d)y=—+4x;
9y=- )y = +dx
e P " STV Y
e) y = xex; )y = 21n(e 3x)’
Hy=vx"+1+2x g)y= xﬂ—lsin%;
h)y=2vx*+4;
Coziilisi: a) x = 3 — dik asimptota:
. T 5x  _ —+
xumoy - xngElox — 3 =+oo.
Gorizontal asimptota:
limy = lim—X_ = 5.

X—too0 x—too X — 3

b) x = 1 — dik asimptota:

. o 3x _
X:Ll}’l;loy - X:Ll{l:l()(x —1 + 3X) =%

3x
x—1

hmy:hm(

x—140 x—14+0

+ 3x) =+ 0.



Yapgyt asimptotasyny tapalyi:

k = lim2 = lim(% +3)=3

x—too X x—too\ X —

b= lim(y —kx) = lim(—2+3) =3,

y =3x + 3 — yapgyt asimptota.
e) x = 0 — dik asimptota:

ly}})y = hrpxex = llim 67 =+o00
Yapgyt asimptotasyny tapalyi:
k= lim2 = limex = ¢° = 1;
k—ioox X—too
=1 1
b=1 (xex—x)— lim& =2 = |lim & =% = 1.
k-t k—+oo L 1_. 0 Z
X

y =x+ 1 — yapgyt asimptota.

= v x’+ 1 + 2x, bu funksiyanyn grafiginiti dik asimptota-
lary yok, sebébi bu funksiya tizniiksiz. x — + o0 we x — — oo ymtylan-
da diirli predelleri alarys. Sonu {igin sag (x — + o) we ¢ep (x — — ©)

yapgyt asimptotalary tapalyi:
/1
—+14+2
k = lim—vl-i-x2+2x — hmxz— =3,

X—+4o00 X x—+8 1

b= lim(v1+2° +2x - 3x) = lim L EX =2 L+’ =x" _ ¢

cre/l 4 X%
1
x| /—<4+1+2
k) _hm”” +2X _ |im X’ —1,

X——00 X——00 1

by = lim(vV1+2° + 2x - 3x) = lim L XX =X L+x’—x" _

ST b



Seylelikde y = 3x we y = x — ¢ep we sag yapgyt asimptotalar.
g y=vx'+1 sind . Funksiya x # 0 bolanda tizniiksiz we x = 0
nokadyil etrabynda géiklécnen. Onda bu egrininl dik asimptotasy yok.

Yapgyt asimptotalary tapalyn:
Y

/ I
[x | 1+2.7
k = lim2 = lim x°sin(V) —+1-0=0;

x—too X' x—*too X

b= lim(y — ko) = lim 1, /1+Losin(1 /) = |1 egerx =+
o T X —1,eger x — —oo.

Seylelikde egrinin iki gorizontal asimptotasy bar: y=1we y=—1.
Jogaplar: ¢) y=0;d)x=0; h) eger x — + 00, y =2x, eger x — — ©,
y=—2x.

§ 8. Oniimleri peydalanyp funksiyalary deriiemeli
Funksiyany asakdaky tertip boyunca deriieyiler:
1. Funksiyanyn kesgitlenis oblasty.
2. Funksiyanyn jibiitligi (tékligi), periodikligi.
3. Funksiyanyn grafiginini koordinata oklar bilen kesisme nokatlary.
4. Funksiyanyi iizniiksizligi.Uziilme nokatlary.

5. Ekstremum nokatlary kesgitlemek we funksiyanyn sol nokat-
larda bahalaryny tapmak.

6. Epin nokatlar. Giiberceklik interwallar.
7. Asimptotalary kesgitlemek.
8. Grafigini gurmak.

224, y =2+ 1 funksiyany derndn we grafigini gurun.

x2—4
Coziilisi: Kesgitlenis yaylasy D(f) = (— o0;— 2)U (- 2;2)U(2; + o).
Berlen funksiya jibiitdir, ¢iinki y(—x) =2 + (_;)22_4 =
_ 12



a) Ox oky bilen grafiginin kesisme nokatlary yok, sebabi
12 2x° + 4
PR R X+ a
T4 x'—4
0o X +4=0
x*—4#0

2
:()ﬁzxx—z%:o:>

=>xed.

b) Oy oky bilen grafigin kesisme nokady A(0, — 1), sebébi

12
0—-4

y(0)=2+ =24+(-3)=—-1.

Berlen funksiya 6z kesgitlenis yaylasynda iizniiksizdir, ¢ilinki
limy(x) = y(x0), %0 € D(f) sert yerine yetyar. Berlen funksiyanyn

NS .. 24x
onlimini tapalyn: y ( + ] (x — 4y
Ekstremumyn zerur serti: y'= 0. Sol sebépli — (xzyiél)z =0=x=0.

x == 2 nokatlarda berlen funksiyanyii 6niimi yok. Diymek x =0
x =+ 2 kritiki nokatlar. Jetweli dolduralyn.

x [ (=0 =2) | =2 | (-2:0) 0 0;2) | 2 [(2;+ )
y” + o0 + O — o0 _
¥ / s |maxy =-1| , /

Berlen funksiyanyi ikinji tertipli oniimini tapalyn. Epin nokat-
laryny tapmak {i¢in, denlemaéni isldlin. Seylelikde ikinji tertipli 6niim
x ==+ 2 nokatlarda yok. Asakdaky jetweli dolduralyn.

X (—0;—2) -2 (-2;2) 2 (2; + )
yu + 0 _ o0 +
U epin N epin U

x =+ 2 goni ¢yzyklar berlen funksiyanyn grafiginin dik asimp-
totalary, eger.

y—oo,ondax — £2

Goy, y = kx + b — yapgyt (k = 0 bolanda-gorizontal) asimtotasy.




Bu yerde

2+ 12

. X =4 (2 12\
f=tim— 2=t = tim( 2420 =0

X — 00

b = lim <2+ 2124)—O-x

X — 00

:lim<2+ 12 ):2.
X

Onda y = 2 — gorizontal asimptotasy.
Y okardaky derfieméni ulanyp, berlen funksiyanyii grafigini guralyi:

VA
-2 _1/\ 2

10-njy surat

o
\ A

Asakdaky funksiyalary derfiemeli we grafiklerini gurmaly.

225.y:x§—x2—3x. 226.y:4x—x?3.
_xt e _x 4
227.y—4 X, 228. y A x'
X |
229.y— ey 230.y—x R
_x—4 -1
231. y = _1 232. y Lt
233.y = x + sinx. 234,y = %C
235,y =V3x—«x’. 236.y =x*- e~
237.y = x* — 5x*+8x. 238.y =x(2 —x).
239.y=2x*-3x+ 1. 240.y = x".

15. sargyt Ne 1573



Oniim diisiinjanin ykdysadyyetde ulanylysy

Oniimgiligin y ¢ykdajylaryny harydyn éndiirmekliginifi x muk-

daryna bagly funksiya diyip hasaplalyii. Goy, Ax — harydyn sanynyn
artdyrmasy, onda Ay — Onilimgiligin ¢ykdajylarynyn artdyrmasy,
Ay
E _. Ay e 1. .
y = lima,.o—— — Onlimgiligin predel ¢ykdajylaryny anladyar we
gosmaca haryd)grr‘l birligini 6ndiirmek ii¢in gosmaca ¢ykdajylary tak-
myn hisiyetlendiryéar. Predel c¢ykdajylar oniimgiligin derejesinden
(ondiirilen harydyn mukdaryndan) x we onlimgilik ¢ykdajylar bilen
dilde dine iiytgeyédn ¢ykdajylar (¢cig mal, yangy¢ we s.m.) bilen kes-
gitlenyér. Sunia menzes predel satuwdan gelen pul, predel peydalylyk,
predel ondiirijilik we basga predel ululyklar kesgitlenyar.

Predel ululyklar ykdysady obyektin {iytgemesiniii prosesini ha-
siyetlendiryér. Seylelikde, 6niim ykdysady obyektin wagt ya-da basga
dernielyan sert boyunca {liytgemesinin tizligini anladyar.

Mysal hokmiinde orta we predel girdejilerin gatnasygyny mono-
poliya we konkurent (bdsdes) bazar sertlerinde garalyn.

Harydy satyp r jemi girdeji (satuwdan gelen pul) almagy harydyn
birliginiii p bahasyny onufi ¢ mukdaryna kopeltmek hasylyna den
ya-da » = pq. Monopoliya sertinde bir ya-da birnice firma doly, bel-
libir harydyn hdodiirlemesini, hem bahasyny gozeggilikde saklayar.
Harydyn bahasy galdyrylsa, onda ona islegin gacyandygy malimdir.
Goy, p(q) islegin egrisi — ¢yzykly kemelyén funksiyap =aq + b,a>0,
b > 0 bolsun. Onda harydyn satylmasyndan jemi girdeji

r=(aq +b)g = aq’ + by,

harydyn birligine 6niimgilik ¢ykdajylarynyn orta artdyrmasy.

bu yagdayda harydyn birligine orta girdeji, 7. = 5 =aq+ b, we

predel girdeji, ya-da gosmaca harydyn birligi satylanda gosmaga gir-
deji r, = 2aq + b. Diymek monopoliya bazar sertinde satylan harydyn
artmasy bilen predel girdeji kemelyér, bu bolsa orta girdejinin kemel-
megine getiryar (1-nji surat).

Kéamil konkurensiya sertlerinde bazarda kop firmalar harydyny
satyar we her bir firma harydyn bahasynyn derejesini gozegcilikde sak-
lap bilmeyér, harytlaryin durnukly satylmagy bazardaky baha boyunca
satylmaly, mysal {i¢in p = b. Onda bu yagdayda jemi girdeji » = bq.



Orta girdeji = bg we predel girdeji 7, = b (2-nji surat). Seylelik-de,
kdmil konkurent bazar sertlerde orta we predel girdejilere den.

bd ror(:orta ghdeji)

peredel _ —b b

girdeji  2a a

>

=

11-nji surat

r&  monopol bazary azat konkrenrt
; g.r7. L e 74
ceyelikl ceyeliksiz bazary
isleg isleg . .
. r (jem girdei) r (jem girdeji)

rorta (orta girdeji)

ry (peredel girdeji)

\ 4

12-nji surat

241. Cykdajy funksiya C(x) =0,01x*— 0,2x2+ 10x + 2000. Predel
¢ykdajylary tapmaly we onufi bahasyny x = 10 nokatda hasaplamaly.

Coziilisi:

C'(x) = 0,03x*— 0,4x + 10,
C'(10)=3-4+10=09.
Funksiyanyn artdyrmasyny takmyn tapmak ii¢in
AC =dC - C'(x)Ax.

Formulany peydalanyp C'(10) bahanyn manysyny diisiindirip
bolyar: eger 10 sany 6niim Ondiirilen bolsa, onda 11-nji harydy 6n-
diirmek ti¢in gosmaca ¢ykdajylar AC takmyn C'(10) = 9 den.

Suna menzeslikde predel girdeji R'(x) we predel peyda P'(x) ta-
pylyar.

Ulanylma we ayama funksiyalar

Salgyt tolenenden son ilatda galyan girdejini J bilen belgiléris.
Bu girdeji iki gosulyjydan ybarat. Girdejinin kibir bdlegini ilat ulan-
yar. Bu bolek ulanylma funksiyany diizydr we C(y) bilen belgilenyar.
Ikinji gosulyjy S(y) ilatynl ayamasyny (saklamasyny) diizyar.

Onda

y =) +Sm).



Ulanylma we ayama funksiyalar gysga wagt aralykda ¢yzykly ha-
saplanyar. Wagtyn uly interwallarynda bu funksiyalar ¢yzykly dildir.

Eger milli girdeji J AJ artdyrma bolsa, onda ulanylma we ayama
funksiyalar hem AC we AJ artdyrmalary alarlar:

Ay =AC + AS.

Sonky denligi Ay # 0 ululuga bolsek we Ay — 0 bolanda predele
gecsek, onda alarys:
AC AS
gl;l’(l) A7 i t gmo A] =1
ya-da
dc , dS _
dy * dy
dac
Alnan dy V€ dy onumlere layyklykda predel ulanylma meyil-
Saklama ¢ykdajylary. Hasabyn ondurmeginiﬁ ahli ¢ykdajylary
ontimgiligin ¢ykdajylarynda we saklama ¢ykdajylaryndan ybaratdyr,
Goy, haryt ambara x sany saklayan toplum gorniisde getirilydn we
hemiselik tizlik bilen har¢lanyan bolsun, onda ambaryni dolulugy ¢
wagta bagly we suratda gérkezilen grafige eyedir. Bu yerde V' — am-

bardaky harydyn birlik sany, y ambaryn ortaca dolulygy 7, hasabyn
toplumyny1 harclanyan wagty.

242. Karhana bir yylda kébir harydyn gorniisinden miin birli-
gini 6ndiirmeli. Bir toplumyny harydyn ondiirmekligine tayyarlygyn
cykdajylary 320 manada deil. Harydyn ondiirmekliginiii ¢ykdajylary
onlimin her birligine 8 manada den saklama ¢ykdajylar, her birligine
1 manat. Ahli gykdajylar minimal bolar yaly harydyf toplumyndaky
Ontimin birligi x nd¢d den bolmaly.

Coziilisi: Oniimgiligin ¢cykdajylaryny taparys:

%32% 1000 - 8.

Bu yerde % — bir yyldaky harydyn toplumynyn sany.



Saklama ¢ykdajylary % - 1-e den.
Seylelikde, ahli ¢ykdajylar:

1000, 800 + £
X 2

Minimal bahany tapalyn.
C'(x) =— 32(;000 n

2

L' h =
ok C'(x)=0

_ 320000

1
e §=O; x=20

640000 640000
Diymek, x = 800 bolanda funksiya minimuma eyedir, Seylelikde
toplumda harydyn 800 birligi bolmaly.
Ceyeliklik. Differensirlemegi yonekeylesdirmek ti¢in logarifmik
ontim (logarifm funksiyanyn 6niimi) ulanylyar:
d (Iny) = 19
dx (Iny) = ydx
Bu diisiinje bilen funksiyanyn ¢eyelikligi baglydyr. Funksiyanyn
ceyelikligi asakdaky yaly kesgitlenyér:
_ = Xdy
Eger bagly dil lytgeydn x ululyk Ax artdyrma bolsa, onda
y funksiya Ay artdyrma eye bolyar, x we y ululyklaryin géterim
liytgemesi % 100% we % — 100% layyklykda den, bu yagdayda
Ay 100x ’
y 100Ax
gbterim iiytgemesinin gatnasygy.
Eger Ax — 0, onda

— y funksiyanyil gdterim iiytgemesinini x argumentinii

Ay-x  xdy _
yAx  ydx

7



ya-da Ax — iil bahalaryn ki¢i liytgemelerinde funksiyanyn goterim
iytgemesi takmyn ¢eyelikligi dendir,

Eger n <— 1 bolsa, onda funksiya ¢eyelikli.

Eger— 1<y <0- ge}’lelikli déil

......

Ceyeligin geometrlk manysyny diistindirelin. Kesgltleme boyunga

E. y = Ltga 1
(y)= y e (D)
Bu yerde tga — M(x,y) nokatda galtasyanyn burcunyn tangensi.
v A VA
B
M(x,
y Vo) y (x.y)
B 4
N

a / C - 2 »

A 0 X X 0 X A Tx
13-nji surat 14-nji surat

MBN iicburglukdan alarys: MN = xtga, MC = y. MBN we AMC
MN _ MB 42 E. (y) = MB

MC ~— MA® MA
ululygy boyunca funksiyanyn g¢eyeligi berlen nokatdan galtagyan bo-

yunga onunt Ox we Oy oklar bilen kesisyén nokatlara ¢enli uzaklyk-
larynl gatnasygyna dendir. Eger funksiyanyn grafigine galtagyanyn ok-
lar bilen kesisydn 4 we B nokatlar M nokadyn bir tarapynda yatyan
bolsa, onda E (y) polozZitel, eger-de diirli taraplarda yatan bolsa, onda
E () otrisateldir.

Logarifmik 6niim diislinjelerde:

d
I (Iny)

d
I (Inx)

ya-da x-a gord y funksiyanyn c¢eyelikligi — y-inl logarifmik 6nliminin
gatnagygy.

ticburglukdan alarys: ya-da absolyut



Funksiyanyn ceyeliginin hésiyetleri
Funksiyanyn ceyeligi x-a bagly dil tytgeydn ululygyn we

funksiyanyhi depgininiii {iytgemesiniti 7, = (Iny) = 2~ kdpeltmek
hasylyna den, ya-da E (y) = xT. Y

Iki funksiyanyn kopeltmek hasylynyn (payyn) c¢eyeligi olaryn
ceyeliklerinin jemine (tapawudyna) dei:

E (uv) = E (u) + E (v),
uy_ —
EX(U ) = E.(u) — E.(»).
Ozara ters funksiyalaryi ¢eyelikleri — dzara ters ululyklar:

EO) = E 0y

Funksiyanyn ceyelikligi islege we ulanylma seljerme berlende
ulanylyar. Mysal iicin, y islegin ¢eyelikligi x baha (ya-da girdejd)

gord E,(y) = Xy = Xtgo formula arkaly kesgitlenyir. Bu formula

bahanyn 1% tiytgedilse, isleg ndce goterime iiytgeyindigini gorkez-
yar. Eger |E (y)| > 1 bolsa, onda isleg ¢eyelikli, eger |[E (y)| < 1 —geye-
likli dédl. Eger |E (v)| = 1 bolsa, onda isleg birlik geyelikli diyilyar.

Eger x = x(¥) isleg funksiya belli bolsa, onda p harydyii bahasyna
gord predel girdejini tapmak bolar:

dar _ d () = dx _ de) -
o= dp(xp)—x+pdp —x<1 + xdp =x(1 + 77).
Eger isleg ceyelikli bolsa, onda 1 + 5 <0, % < 0 we r girdeji

baha funksiya kemelyar.

Eger isleg ¢eyelikli dél bolsa, onda 1 +# <0 dR () we R bolsa

funksiya gori artyar. dp
Eger isleg birligi ¢eyelikli bolsa, onda 1 + # = 0 we harydyn ba-
hasy tiytgedilse girdeji iytgetmeyar.

243. Oniimgiligin ¢ykdajylarynyii y we harydyn ondiirme muk-
darynyn x baglylygy formula bilen anladylyar: y = 50x — 0,95x3 (pul
birligi). Oniimgiligiii orta we predel ¢ykdajylaryny tapmaly.



Ciziilisi: Harydyfi birligine orta gykdajylar ¥ = > = 50 = 0,05%°
funksiyany afiladyar; x = 10 bolanda: y_ (10) = 50 — 0,05 - 10x> = 45
(pul birligi).

Predel ¢ykdajylar funksiyasy y’= 50 — 0,15x* 6ntim bilen anla-
dylyar; x = 10 bolanda predel ¢ykdajylar y'(10) = 50 — 0,15 - 10> =35
(pul birligi).

Seylelik-de, eger harydyn birligini 6ndiirmek ti¢in orta ¢ykdajylar
45 pul birligine den bolsa, onda predel ¢ykdajylar, ya-da dntimgiligin
berlen derejesinde (Ondiirilydn harydyn, ya-da onlimgiligin berlen de-
rejesinde (Ondiirilydn harydyn géwriimi 10 pul birligine den) harydyn
gosmaga birini 6ndiirmek iicin gosmaca ¢ykdajylar 35 pul birliginden
ybaratdyr.

244. Birlik oniimin 6zline diisydn gymmaty y (miinh manat) bi-
len baglysygy v = — 0,0x + 80. Harydy 60 m/n manatlyk o6ndiirilende
Oziine diisydn gymmatlyk ondiirilende 6ziine diisyédn gymmatlygyn
ceyeligini tapyn.

Coziilisi: E,(y) = Xy formuladan 6ziine diisyin gymmatyt ce-
Yeligi: Y

_ —0,5x . x
E(y)= —0.5x+80 x—160"

x =60 bolanda E__  (v) =~ 0,6 ya-da 60 min manatlyk haryt dndiiri-
lende, onuinl 6ziine diigydn gymmaty 0,6% kemelmegine getiryar.

245. Isciler toparynyn u géwrlimli harydyn ondiirmesi:

u= —%f + + %tz + 1007 + 50 (birlik) defileme bilen berilyir.

0<r<8, t—1is wagty (sagatda). Is baslan sonl 1 sagatdan we ig tamam-
lanmaga 1 sagat galanda zdhmet ondiirijiliginin tiytgemesinin tizligini
we depginini tapyn.

Coziilisi: Zahmet ondiirijiligi 6niimin sti bilen tapylyar:

2(1) = =27 + 15¢ + 100 (birlik/sagat)

2



Ondiirijiligifi iiytgemesinif tizligi:
z'(f)=— 5t + 15 (birlik/sag?)

we ondiirijiligin tiytgemesinin depgini:

T.(t) =[lnz(1)] = Z(1) _ —5t+ 15 _  2t—6

A1) _Spyaseer00 10040

t,=1wet, =8~ 1=7sagatlarda z(1) = 112,5 (birlik/sag),
z'(1) = 10 (birlik/sag?), 7(1) = 0,09 (birlik/sag), z(7) = 82,5 (birlik/sag),
z!(7) = — 20 (birlik/sag?), T(7) = — 0,24 (birlik/sag). Seylelikde, isiii
ahyryna ¢enli zdhmet ondiirijiligi 6rdn peselyér, bu yagdayda z'(¢) we
T (¢) ululyklaryfi alamaty «+»-dan «—»-a liytgemesi is wagtyn birinji
sagatlaryndaky zdhmet ondiirijiliginin artdyrmasy isii sonky sagadyn-
da onun peselmegi bilen diistindirilyar.

246. Tejribe arkaly 4 = m isleg funksiya we s = p + 0,5
hodiirleme funksiya kesgitlenipdir. Bu yerde g — harydyn satyn alyn-
yan mukdary, s — harydyn hodiirlenydan mukdary, p — harydy1 bahasy.
a) harydyn detlagramly bahasyny ya-da isleg we hddiirleme defi bo-
landa harydyni bahasyny; b) bu bahada islegiii we hodiirleménin geye-
liklerini; ¢) denagramly bahadan 5% galdyrylan bahada girdejinin
liytgemesini tapmaly.

Coziilisi: a) Harydyn denagramly bahasy ¢ = s sertden tapylyar:

p+8
p+2

=p+0,5 2p°+3p—14=0;, pp=—3,5we p, =2

Denagramly baha p =2 (pul birligi).
b) E.(y) = Xy’ formuladan islegii we hodiirlemegiii ¢eyelikle-
rini taparys:

6 2
E(9) R 2)?p+ 8)’ Ev(s) :_2195— N

Denagramly p = 2 baha iigin E_, (9)=-0,3; E_, (9)=0,8.
Alnan c¢eyelikleriii ululyklary absolyut ululyklary boyunca 1-den
kici, onda berlen harydyn islegi we hodiirlemesi bahasyna gori ceye-




likli dil. Bu bolsa harydyn bahasy iiytginde islegiin we hodiirleménin
giiycli liytgemesine getirmeyar. Meselede bahanyn 1% galdyrylanda
isleg 0,3% gacgyar, hodiirleme bolsa 0,8% galyar.

¢) Denagramly bahadan p baha 5% galdyrylsa, onda isleg
50,5 =1,5% kemelyir, diymek, girdeji 3,5% galyar.

247. Eger kdarhananyn doly ¢ykdajylarynyn ceyeligi 1-e den
bolsa, onda predel we orta ¢ykdajylaryn ¢eyeliklerininn baglylygyny
tapyn.

Coziilisi: Goy, kdrhananyn doly ¢ykdajylary y = f(x) funksiya
arkaly berlen bolsun. Bu yerde x — dndiirilen harydyi géwriimi. Onda

harydyn birligine énlimgiligin orta ¢ykdajysy Yow. = X Kéarhananyn
predel ¢ykdajylaryny tapmak {i¢in y’ 6niimi tapmaly. Meseldnin

serti boyunca £ (y) = 1, onda %y' =1, buyerden y" = % Seylelikde
y'=y,..» ya-da predel ¢ykdajylar orta ¢ykdajylara dendir.

248. a) Is giinin dowamynda kdrhananyn 6ndiiryén harydynyn
gowriimi

u=—1—5+75t+ 425 (sertli birlik) formula bilen berilyar. Bu
yerde ¢t — wagt (sagatda). Is baslandan 2 sagat son zihmetin ondiiriji-
ligini tapmaly.

b) Oniimgiligii ¢ykdajylary y (pul birligi) we harydyi 6ndiirilyin
mukdary (birlik) y = 10x — 0,04x* formula bilen kesgitlenyér. Harydyn
gowriimi 5 (birlik) bolanda orta we predel ¢ykdajylary hasaplamaly.

249. q isleg funksiyasy we s hodiirleme funksiyasy p baha gord
asakdaky gorniisde berilydr: ¢g=7—-p we s =p + 1. Tapmaly: a) ha-
rydyn detiagramly bahasyny ya-da isleg we hodiirleme den bolanda
harydyii bahasyny; b) bu bahada islegiit we hodiirleménin ¢eyelikle-
rini; ¢) denagramly bahadan 5% galdyrylan bahada girdejinin liytge-
mesini.

250. Dowletin salgytdan alyan in uly girdejisini tapmak ii¢in

funksiyanyil ekstremumyny tapylyar. Isleg we hodiirlemek kanunlar
asakdaky gorniisi alyar:

p=—-3x+12, p=2x+2.



Dowletin girdejisi il uly bolar yaly 1 salgydyn ululygyny tap-

maly.
y(;iiziilisi: 1 salgydy girizilenden son agsakdaky sistemany alarys:
P=—3x+12
Py=2x+2
P=Pi+1

L ululugy x-ini Gisti bilen ailadyp, L dowletiil girdejisini afiladyan
formula goyup, alarys:

—3x+12=2x+2+1,
[ =10-5x,
L =xI=x(10—5x) = 10x — 5x*.
L funksiyanyn maksimumyny taparys:
L'=10-10x=0=>x=1
L=-10<0. Diymek, x = 1 — maksimum nokady, x = 1 nokatda

taparys
L=5,L=5,diymek, | =5 bolanda déwlet girdejisi il uly bolyar.

251. Milli peynirin satylysynyn géwriimi
V(t) = 5000 + 10007 — 100

formula arkaly berilydr. Bu yerde ¢ — gije-gilindizde dlgenyédn wagt,
V' — bir gije-giindizde satylan peynirint mukdary (kg). Peynirini satylys
tizligininl liytgemesini a) ¢ = 0; b) ¢t = 3; ¢) t = 6 wagt pursatlarynda
tapyn.
Jogaby: a) 1000; b) 400; ¢)—200.
252. Kébir sdherin ilaty
P(t) = 100000 (1 + 7)

kanun boyunca artyar. Ilatyn artyan tizliginiil iytgemesini a) ¢ = 0;
b)t=2; ¢)t=>5 yylda tapyn.

Jogaby: a) 200 000; b) 600 000 ; ¢) 1200 000.



253. Kesel epidemiyasy ilatyn arasynda hayal yayrayar. Syrkaw-

laryn sany
P(t) = 200(1> + 1)

formula arkaly kesgitlenyér. Bu yerde ¢ — epidemiyanyn baslanyndan
sonl gecen hepdinin sany. Syrkawlaryi sanynyn tizliginin iytgemesi-
nia)t=1;b)t=4;¢)t=9 hepde kesel epidemiyasy baslandan son
gecende tapyii.

Jogaby: a) 900; b) 5600; ¢) 17100.

254. Agyz suw tayyarlamagyn ¢ykdajylary C = 10(1)?00 — 100,

bu yerde p — suwy hapalayan garyndylary saklamasynyn goterimi.
Eger garyndylar 5% bolsa, onlim¢iligin ¢ykdajylaryn tiytgemesinini
tizligini tapyn.

Jogaby: — 400.

25000 _ 1
5

formula arkaly kesgitlenyédn bolsun. Eger harydyi bahasy a) 10; b) 25
dent bolsa, onda islegiil iiytgemesinin tizligini tapyn.
Jogaby: a) — 50; b) — 3,2.

255. Goy, kibir 6niimin bahasyna goré islegi D(p) =

256. Peydalanan suwy p goterim hapadan arassalamagyn ¢ykda-

C= 7600p
Jysy 7105 D deil. p = 52,5 nokatda ¢ykdajylaryn liytgemesinii

tizligini tapyn.
Jogaby: 0.

257. Goy, kibir 6niimif bahasyna gora islegi D(p) =

NS

%\o

formula arkaly kesgitlenyin bolsun. Eger harydyn bahasy a) 100;
b) 16 den bolsa, onda islegin iiytgemesinin tizligini tapyn.
Jogaby: a) — 0,05; b) — 0,78125.

258. Radiotehnikanyn lomay séwdasynyn girdejesi:
R(x) =75x-0,05x%, 0<x<750,
bu yerde x — radiotehnikanyn satylan sany. Eger a) 100 sany; b) 200 sany

radiotehnika satylan bolsa, onda predel girdejini hasaplaii.
Jogaby: a) 65;b) 55.



259. Asakdaky funksiyalar tigin predel girdejini hasaplan:
a) R(x) =2x—0,01x%

b) R(x) = 4x — 0,05x2;

¢) R(x) = 0,2x — 0,01x* — 0,0001x2;

d)R(x) = 50x — 2x*(Vx + 1);

260. Eger kébir harydyn isleg denllemesi we bahasy berlen bolsa,
onda predel girdejini tapyi:

a) 10x + p =100, p = 80; b) vx + 3p = 50, p=10;
¢) x>+ 10p = 94, p=38,6; d)2p +x+0,02x>=1000, p=494.

Jogaby: a) 60; b) 2370; ¢)7.4; d)497.

261. Onki meselede gosmagca ¢ykdajylaryn funksiyasy we nokat
berlipdir:

a) C(x) =50+3x, x=3; b) C(x)=40+x, x=06;

¢) C(x) =100 + x2,, x=4; d) C(x)=70+0,1x%, x=25.
Predel peydany we onun bahasyny berlen nokatda tapmaly.
Jogaby: a) 37, b) %; o) 4.4: d)451.25.

262. Oniki meselinin a), b) we d) béliimgelerde it uly peydany
tapmaly. Harydyn haysy p bahasynda peyda i uly bahasyny alyar.

Jogaby: a) p = 51,5 bolanda P = 185,23; b) p = 14,8 bolanda
P =392,42;d) p=322,27 bolanda P = 34361,6 .

263. Bir giinde ondiirilen Q(x) harydyn mukdary kédrhanada
isleyén is¢ilerinin sanyna Q(x) = 100x + 3x? kanun boyunca baglydyr,
bu yerde x — is¢ilerin sany. a) Eger kdrhanada 70 adam isleyan bolsa,
bir is¢i gosulanda hepdidnin dowamynda harydyn ondiirijiligine néhili
tésir eder. b) Bir is¢i gosulanda hepde-de ¢ykarylyan oniimin takyk
artdyrmasyny tapyn.

Jogaby: a) 520; b) 523.



264. Kabir 6ntimin bir ayda ¢ykarylan sany Q(x) maya goyum-
lardan asakdaky yaly baglydyr:

O(x) = 500x2,

bu yerde x — maya goyum miiii manatda.

Eger bagda 100 miiii manat maya goylan onlim¢ilige gosmaga 1miifn
manat goyulsa, oniimgiligii takyk we takmyn artdyrmasyny tapyn.

Jogaby: 7518,72; 7500.

265. Goy, kabir haryda isleg ¢ we onun bahasy p bilen asakdaky
gorniisde:
_ 40000 _ 4
- 2

p
baglydyr. Eger harydyn bahasy a) 50-den 51-¢ ; b) 100-den 101-¢
galanda islegin takyk we takmynan iiytgemesini tapyn.

Jogaby: a) — 0,62; — 0,64; b) — 0,079; — 0,08.

q , p>0

266. Kébir harydyn oniimgiliginin ¢ykdajylary
C(x)=100 + 3x + x?

gorniisde berilyér, bu yerde x — Oniimin birlik sany. Predel peyda
funksiyany we onun x = 30 nokatda bahasyny tapyn. P'(30) bahanyn
ykdysady manysyny diistindirin. P(31) — P(30) ululygy tapyn we
onun manysyny diisiindiri.

Jogaby: —43; — 44.

267. Kébir harydyn 6ntimgiliginin ¢ykdajylary
C(x) =150 + 10x + 0,01x?

gorniisde berilyir, bu yerde x — 6niimin birlik sany. Harydyn baha-
sy 36 manada den. Peyda funksiyany we predel peyda funksiyany
tapyn. P'(15) bahanyn ykdysady manysyny diistindirin. P(16) — P(15)
ululygy tapyn we onuft manysyny diistindirin.

Jogaby: 25,69; 25,7.



268. Kabir harydyn oniimgiliginin ¢ykdajylary asakdaky gor-
niigde berilyar:

a) C(x)=2000 + 100x + 0,1x>;  b) C(x) = 3500 + 150x + 0,2,

bu yerde x — onlimin birlik sany. Predel ¢ykdajylar funksiyasyny, x

sany Oniimin ondiirmek {i¢in orta ¢ykdajylary tapyn. Harydyn nége

sanysy Ondiirilende orta ¢ykdajylaryn iiytgemesi nola defi bolar.
Jogaby: a) 200; b) 135.

269. Suratcynyn fotosuratynyn bir toplumynyn bahasy 110 ma-
nat bolsa, onda bir glinde surata diisydnlerin sany 45-e den. Eger
fotosuratlaryn bir toplumynyi bahasyny 120 manat etseii, onda miis-
derininl sany 40-a ¢enli kemelyér. Suratyn bahasynyn we islegii bag-
lasygyny ¢yzykly hasap edip, girdeji funksiyany tapyn. Suratyn haysy
bahasynda girdeji in uly bahasyny alar?

Jogaby: 100.

270. Tehniki serisddni ondiirydn kédrhana bir hepde-de 100
sanysyny Ondiirip, her birini 1800 manatdan satyar. Eger bu enjamyn
bahasyny 1900 manada ¢enli galdyrylsa, onda satylyan enjamlaryi
sany 80-e ¢enli kemelyir. Goy, enjamyn bir hepde-de fiksirlenen
oniim¢ilik ¢ykdajylary 50 manat we {iytgeyan ¢ykdajylar — bir enjam
ticin 800 manada deni bolsun. Isleg kanuny ¢yzykly diyip hasap edil-
se, girdeji funksiyasyny tapyn. In uly girdeji ndcd dent we ol haysy
baha yeter.

Jogaby: p = 1550 bolanda P = 62500.

271. Myhmanhanada 60 otag bar. Bir sutkada bir otagyn ba-
hasy 30 manat bolsa, onda bir sutkada 50 otag eyelenyar. Eger-de
baha 28-¢ ¢enli peselse, onda 55 otag eyelenyir. Isleg kanuny ¢yzyk-
ly diylip hasaplansa, girdejinin in uly bahasyny tapyn. Ii uly girdeji
haysy baha yeter.

Jogaby: p =26 bolanda R = 1560.

272. Restorana bir wagtda 100 adamy kabul edip bolyar. Agsamky
naharyn bahasy 120 manat bolanda restorana nahar iymige 70 adam



gelyir, eger-de baha 100 manat bolsa, onda restorana gelyanlerin sany
80-¢ den bolyar. Goy, nahary tayyarlamagynyn fiksirlenen ¢ykda-
jylary bir giinde 900 manat we liytgeyédn ¢ykdajylar — bir nahara
1 manat bolsun. Gelyénlerin sany we naharyn bahasy bilen baglasygy
cyzykly diyip hasaplansa, girdeji funksiyany tapyn. In ki¢i girdejinini
bahasyny tapyn.

Jogaby: P = 5150.

273. Kébir harydyn bahasy 250 manada def. Bu harydyn 6niim-
cilik ¢ykdajysy 120x +x*> formula arkaly kesgitlenyér. Bu yerde x — bir
ayda ondiirilen harydyn sany. Girdejinin maksimal bahasyny tapy.

Jogaby: P = 4225.

274. Kabir harydyn ontimgilik ¢ykdajysy x*+ 80x formula ar-
kaly kesgitlenydr. Bu yerde x — bir ayda ondiirilen harydyn sany. Bu
harydyn birliginiii bahasy 280 manada den. Harytdan girdeji ini uly
bolar yaly, ndgesini 6ndiirmeli.

Jogaby: P = 60.

275. Kabir haryda bazarda isleg we hddiirleme funksiyalary

p =2x + 50,
p=-—x+200
gorniisde berilyér. Bu yerde x — harydyi birlik sany. Goy, dntimgiligin
orta ¢ykdajylary harydyn birine agakdaky formula arkaly berilyér:
C(x) = % + 70 + 2x.

Peydanyn in uly bahasyny tapyn. Jogaby: P = 300.

Predel ondiirijiligi, isleg we hodiirleme

Oniimint ykdysady manysyna we differensial hasaplamalaryii
apparatyna gord funksiyany derfiemek bilen bagly ykdysady mese-
lelerinl toplumy yiize ¢ykyar. Hususan hem, ykdysady diistinjeleri we
resurslarynl predel ondiirijiligi, harydyn bahasyna gord predel islegi
barada meseleler has gyzyklydyr.



Kesgitlemeleri we solar yaly meseleleriit mysallaryny gorkezelin.

2776. Edara bir ya-da kébir birjynsly harydyn x birligini 6ndiiryar.
Eger edaranyn maliye toplanmasy onuii 6niim éndiirmesi bilen bagly-
lygy F'=—0,02x* + 600x — 1000 formula arkaly berlen bolsa, onda ol
edaranyn maliye toplanmasyny dernéan.

Uytgeyin ululygyn ykdysady manysyndan onuii otrisatel dldigi
gelip ¢ykyar. Onda

D_=[0; o).

F
F'=-0,06x>+600.x=—100 we x =100 bolanda F'"=0.
(0;100) aralykda funksiyanyn oniimi polozitel, (100;00) aralykda
bolsa otrisateldir. x = 100 nokatda berlen funksiya maksimuma eye-
dir: ¥ = F(100) = 39000.

Netije. Eger onliim ¢ykarmasy 100 birlige cenli artyan bolsa, on-
da edaranyn maliye toplanmasy hem artyar, x = 100 bolanda maliye
toplanmasy maksimal 39000 pul birligine eye bolyar. Eger edarada
harydyn ondiirmesini 100 birlige ¢enli artdyrylsa, onda ol edaranyn
maliye toplanmasy artyar, x = 100 bolanda edaranyn maliye toplan-
masy maksimal 39000 pul birligine den bolyar, we 6niimgiligiii gel-
jekki Oslisi maliye toplanmanyn gysgaltmasyna getiryar.

277. Sement kdrhanasy bir giinde x tonna sement ondiiryér. Sert-
nama boyunga ol gurlusyk firmany her giin 20 #-dan az bolmadyk
sement bilen iipjiin etmelidi. Kdrhananyn kuwwatlygyna gora ol bir
giinde 90 ¢ ¢enli sement Ondiirlip bilydr. Eger kdrhananyn ¢ykdajy-
lar funksiyasy K = — x* + 98x? + 200x gorniisde berlen bolsa, onda
ontimgiligin haysy géwriiminde udel ¢ykdajylarynn maksimal (mini-
mal) boljakdygyny kesgitlemeli:

Oniimgiligiti gowriimi x bolanda udel ¢ykdajylar

%z—x2+98x+200

den bolar. Mesele [20,90] aralykda y = — x* + 98x + 200 funksiyanyn
in uly we i1 ki¢i bahalaryny tapmaklyga getirildi.
Jogaby: max K = f(49) = 2601,  min& = £(90) = 320,

[20,90] x [20,90] x

16. sargyt Ne 1573



278. Meydany 294 m?* bolan goniibur¢luk gorniisinddki yer mey-
dancanyn dagyndan hayat yasamaly we ony diwar bilen den ikd bol-
meli. Hayadyn we diwaryn salynmagyna ¢ykdajy in az bolar yaly mey-
dancanyn olcegleri nihili bolmaly?

Coziilisi: Goniiburgluk gorniisinddki meydanganyn inini x bilen,
uzynlygyny bolsa y bilen belgildlin. Meseldnin serti boyunga x& (0;00).
Meydanganyn meydany 294 m? bolany ii¢in S = x - y. Onda bu yerden
y= % alarys. Hayadyn we diwaryn umumy uzynlygy

P(x)=3x+2y = 3x+2‘%.

Seylelikde, umumy uzynlygy x iiytgeyén ululyga gord funksiya-
dyr. Mesele bu funksiyanyn (0;00) aralykda in kici bahasyny tapmak-
lyga getirildi.

Jogaby: x = 14m, y =21m.

Resursyn predel ondiirijiliginini iiytgemesi

Goy, 6nlim ondiirmekde ¢ig malyn birndge gorniisi ulanylyan
bolsun. Emma &hli resurslaryn ¢ykdajylary oniimgiligiii tehnologi-
yasy bilen reglamentirlenendir. Dinie bir resurs (mysal ii¢in, zihmet
cykdajylary) liytgeme bilen onlimgiligin gowriimine tésir edip bilyar.
x Oniimin ¢gykarmasy r ayratyn resurs bilen baglanysygy:

x =fr)

formula arkaly kesgitlenydr. Bu funksiyanyn iiytgemesinin tizligi onunl
zihmet ¢ykdajylar barada giirriinn gidyén bolsa onda f'(r) — zdhmet pre-
del ondiirijiligi anladyar. /() funksiyanyii bahasy » ululyga baglydyr
ya-da r argumentli tdze V' = f'(r) funksiya barada giirriini gidyér.

Elbetde, V' funksiyanyn iiytgemesinin tizligi barada sorag yiize
cykyar. Islendik funksiyanyn iiytgemesinin tizligi onuil 6niimi bilen
beyén edilydr. Eger V' = f(r) funksiya differensirlenyén bolsa, on-
da V"= (f(r))' bar.



Resursyn predel ondiirijiligin tizliginin Giytgemesine bu resursyn
cykdajylarynyn lytgemesindiki ¢ykarmanyn {iytgemesiniit depgini
diyilyar. Suna menzeslikde harydyn p bahasyna goré islegin tiytge-
mesinin depgini d"(p) kesgitlenyar.

279. Eger

d= 100 ’
p+1

formula harydyn bahasyndan islegin baglylygyny anladyan bolsa, onda

: 100
d =——100
(p+1y

formula islegin liytgemesinin tizligi ya-da predel islegi bolup duryar.
Isleg baha gord kemelyédn funksiyadyr, sebébi islendik p-nin ba-
hasynda d' < 0. Islegiil iiytgemesinin depgini:

v _ 200
d _(p+1)3>0'

Basgaca aydanymyzda, isleg artyan tizlik bilen kemelyéar. Hary-
dyn bahasy nége uly bolsa, soncada calt ol haryda isleg gacyar. Eger
p,>p, bolsa, onda d'(p,) > d'(p)).

Kesgitleme. Eger / monoton funksiyanyn iiytgemesinin tizligi
artyan funksiya bolsa, onda f funksiya [a,b] aralykda barha calt art-
yar (kemelyir). Eger-de / monoton funksiyanyn {iytgemesinii tiz-
ligi kemelyin funksiya bolsa, onda f funksiya [a,b] aralykda yu-
was-yuwasdan artyar (kemelyar).

Teorema. [a,b] aralykda birinji we ikinji 6niimi bar bolan
funksiya barha artar (kemeler) yaly islendik x[a,b] bolanda f'(x) > 0,
f"(x) > 0 sertlerifl yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

280. Goy, kidrhanada 6niimgiligin ¢ykdajylary

K = %aﬁ + 5% + 80x + 300

formula bilen kesgitlenyin bolsun.



Oniimgiligin islendik x gdwriiminde predel cykdajylar
K'=x*>+10x + 80

poloziteldir. Bu delil x* + 10x + 8 {icagzanyn diskrimenantyn otri-
satelliginden we birinji koeffisiyentint polozitelliginden gelip ¢ykyar.
Seyle ticagza dine polozitel bahalary alyp bilyar.

Hasaplalyn: K"=2x+10.Egerx>5 b/a,onda K">0, eger-de
x <5 b/a, onda K" <0 bolar. Diymek, eger 6niimin ¢gykarylmagy 5 sertli
birlikden uly bolmasa, onda dniim¢iligin ¢ykdajylary yuwas-yuwasdan
artyarlar. Eger-de x > 5, onda ¢ykdajylar barha ¢alt artyarlar.

Akseleratoryn diizgiini

Goy, ontimgiligin prosesiniil tehnologiyasy tiytgemeyin we esa-
sy Oniimgilik fondlary doly peydalanyan bolsun. Asakdaky belgileri
girizelin:

F — wagtyn ¢ pursadyndaky esasy onlimg¢ilik fondlaryn 6l¢egi.

QO — F esasy oniimgilik fondlaryn komegi bilen ulanylma zatlaryn
ondirmekligin gowriimi.

Goy, esasy fondlaryn massasy oniimg¢iligini gdwriimine proporsi-
onal bolsun: F' = gQ, bu }'/erde q — proporsionallygyn hemiselik koef-

do
U T

Bu wagtyn birliginde esasy onlimgilik fondlaryn artdyrmagy
wagtyn birliginde ulanylma harytlaryil ondiirmekligin géwriiminin
artdyrmagyna proporsionaldygyny ailadyar.

Wagtyn birliginde esasy fondlaryn artdyrmasy K diiypli maya
goymalaryn netijesidir. Diymek, wagtyn ¢ pursadynda:

fisiyenti (¢ > 0). Diymek

K=q% G)

denligi yazmak bolar ya-da diiypli maya goymalar oniimgiligin gow-
riiminin artdyrmasyna den.

281. Ulanylma harytlaryn dndiirmekligini gowriimi [0; ¢ ] aralyk-
da has calt artyar, we 7,-den 7, wagta ¢enli 6rén hayal artyar. Ulanyl-
ma harytlarynl islegi we diiypli maya goymalaryn baglanysygynyn
hésiyetnamasyny bermeli.



Ulanylma harytlaryn isleginin egrisi 6-njy suratda sekillendi-
rilendir.

1 €(0; t)) bolanda Q"> 0 we ¢ €(¢,;¢,) bolanda Q" < 0 bolar. Bu
bolsa 4 funksiyanyn (0; ¢) aralykda artyandygyny we #(¢; t,) bo-
landa kemelyédndigini anladyar. (3) we g > 0 sertden K-nyn liytgeme

d -
hidsiyeti 7% ululygynka mefizes. Sol sebédpli K = K(¢) funksiyany
16-njy suratdaky egri ¢yzyk yaly sekillendirmek bolar.

Ql

B I R I ]

\/

»
>

0 ‘ .t

~

15-njy surat. Q funksiyanyn grafigi 16-nji surat. K funksiyanyn grafigi

0 = O(¢) we K = K(f) funksiyalaryn grafikleriniii gorniisinden
asakdaky netijeleri aydyp bileris.

Eger ulanylma harytlara isleg (ya-da harydyn 6ndiirmeligi) kabir
wagt aralykda (0; #)) aralykda) barha ¢alt artyan bolsa, onda diypli
maya goymalar hem artyar. Diymek, ulanylma zatlaryn ¢ykarmak-
lygyny artdyrmagy zerur bolan ulanylma harytlaryn 6ntimgiligine is-
leg artyar.

Eger ulanylma harytlara isleg (ya-da harydyn ondiirmekligi) ka-
bir wagt aralykda ((7;¢,) aralykda) barha hayal artyan bolsa, onda
diiypli maya goymalar hem kemelyér ya-da ontimgilik serisdelere is-
leg gagyar.

Wagtyn 7, pursadyndaky ifi uly depgine yeten ulanylma harytlara
islegi hemiselik depgin bilen artdyrsak, onda wagtyt ¢, pursadynda il
uly derejesine yeten diiypli maya goymalary sol derejede saklamak
miimkingiligi doreyér.

Getirilen diizgiinnama tizlenme diizgiini ya-da akseleratoryn diiz-

......



278. Islegin baha bilen baglasygy:

d(p) — 6_2”2 (p ZO)
funksiya bilen berilyar. Baha gori isleg we girdeji funksiyalary der-
nén, olaryn grafiklerini gurun.

Bahanyn artmagy bilen isleg kemelyir, sebabi:

d (p) =—4pe ™ < 0.

Eger p < 1 bolsa, onda funksiyanyn iiytgemesinin depgini:

2
d’(p) =—4e  (4p* — 1)
otrisatel we eger baha %-den uly bolanda ol poloziteldir. Onun grafi-

gi 7-nji suratda sekillendirilendir. p baha bilen haryt satylanda alnan
girdeji
U(p) = pd(p) = pe” ™ pul birl.

Bu funksiyanyn oniimi
1 Up) = e (1 - 4p%)

p < % bolanda polozitel we p > %

bolanda otrisatel. Bu aydanlary-

myz bahanyn artmagy bilen ilki
isleg kemelydn hem bolsa girdeji

17-nji surat

artyar we p = L polanda ii uly

2
Unax = U(%) = %f‘% = 0,3. Sofira harydyn bahasyny artdyrmak
manysy yok, ¢iinki ol girdejinint peselmegine getiryar.

/3

p>-5 bolanda girdejininl iiytgemesinin depgini
U"” = 4pe > (4p* — 3) deti bolar.

Polozitel we p < ‘/2§ bolyanga ol otrisatel. (O,L> aralykda funksiya

2
barha hayal artyar. Onia degisli grafigii bolegi giibercek yokary. O
belleysimizden, gelejekde baha galdyrmak peydasyzdyr.



p < ‘/E bolanda girdeji barha calt kemelydr we bahanyn tiike-

niksiz galmagy bilen nola ymtylyar. (@’ oo) aralykda U(p) funksiya

/3 2

giibercek asak. ( 5 ; 0, 2> nokat grafiginn epin nokadydyr (18-nji su-

rata seret).

A
v(p)
03 focemmes .
02 oo ffo . ...... .
) it
T ﬁ 7
2

18-njy surat. Girdeji funksiyanyn grafigi

283. Kérhananyn ¢ykaran harydynyn géwriimi x-a defi, ony sa-
typ alyan z girdejisi agakdaky baglasyk bilen berilyar:
3.2 1 .5
5%~ {5

Predel girdejini tapmaly we onun grafigini gurmaly. Bu grafigin
komegi bilen girdeji il uly (ki¢i) bolar yaly onlimgiligin géwriimi-
ni tapmaly. Bu yagdayda predel girdeji nd¢éd den bolar? Bu ndméni
anladyar?

z=10x +

Bellik. Predel girdejiler oniimgiligin predel ¢ykdajylarynyn tapy-
lysy bilen birmenzesdir.

284. Kérhana her ayda x birlik haryt 6ndiiryéar we ony

_o5_ 1
p =25 30%

baha bilen satyar. Oniimgiligifi umumy ¢ykdajylary:

_ 1 .
K= 75X + 5x + 300.

Kérhananyn girdejisi in1 uly bolar yaly dnlimgiligin gowriimi né-

¢e bolmaly?



285. Ugburg gorniisli fanerifi boleklerinden parallelogram gor-
nigli tayyarlamany yasamak zerurdyr. Tayyarlamalaryn maksimal
meydanlary bolar yaly ndme etmeli?

286. Bahasy C manat bolan ary baly bar. Wagt gegeni bilen
balyn gymmatlygy V = Ce’? kanun boyunca galyar, balyn saklanma-
ga ¢ykdajylary hasaplamasan hem bolyar, sebébi olar V" gord 6rin pes.
Basga tarapdan, eger baly satyp puly banka goyulsa, onda ofia her yyl
jeminden 10% {izniiksiz {istiine miindiirilyar ya-da ¢ = 0 bolan wagtda
banka goylan ¥, mukdardaky pul  yyldan sori:

Vi = Voeﬁ(IO% = %) deni bolar.

t yyldan son baly satyp banka goylan pul iii kdp bolar yaly balyn ati-
yaglygyny wagtyn haysy ¢, pursadynda peydaly satmaly ?

287. Oniimgiligin doly K ¢ykdajylary dniim¢iligifi x gdwriimine
baglylygy
K=x—4x>+9x
formula arkaly berilyér. Oniimgiligift haysy géwriiminde onufi orta

cykdajylary <K(,, = %) i1 az bolar?

288. Gowherin bahasy onuni massasynyn kwadratyna proporsio-
naldyr. Eger gowheri iki bolege boleninde haysy halda ol boleklerin
jeminin gymmatlygy ifl az bolar?

289. Goy, ¢ykdajylar funksiyasy y = 2x + In(x + 1) gorniisde ber-
len bolsun. Oniimifi mukdary x,=2,x,=9 bolanda oniimgiligini predel
cykdajylaryny tapmaly. x-ifi haysy bahalarynda berlen funksiya barha
calt artyar (kemelyir)?

290. Bellibir harydyn hodiirlenmesi x = ¢?— 1 formula arka-
ly berilyéndigi takyklanandyr, bu yerde p — harydyn bahasy, predel
hodiirleméanin (hodiirleménin tiytgemesinin tizligini) we hodiirlema-
nin tiytgemesinin depginini harydyn bahasyna baglylygynyn gorniisini
tapmaly. Bu parametrlerin tiytgemesi hddiirleménin dinamikasyny
néhili hisiyetlendiryér.



291. Harydyn isleg funksiyasy
d=80+ 16p — p?

gornlisde berlen. Haryda maksimal isleg bolanda we ona isleg yit-
meginiit wagtynda harydyil bahasyny kesgitlan. Predel islegi (islegini
liytgemesinin tizligi) nola, ikd, ona deni bolanda harydyn bahasy naci
deil bolmaly? Islegin liytgemeginin depgini nid¢éd deil?

292. Islegin baha baglylygy asakdaky formula arkaly berilyar

d(p) = 10_217,
_ 100

dip) =15+2p—p’.

Haryda islegin iiytgemesinin we harydy satyp girdejinini dinami-
kasyny gorkezin, bu funksiyalaryn grafiklerini gurun.

Ceyelik we onun hisiyetleri
Elementar funksiyalaryn ceyeligi

Harydyn bahasy tliytgeme bilen ya-da ilatyn girdejisininl liytge-
mesi bilen berlen haryda ilatyn isleginiii dinamikasyny kesgitleme,
ontimgiligin resurslaryil biri-biriniii deregini tutujylygynyn interwa-
lyny derfieme, ol ya-da basga ¢cykdayjylaryn netijeliliginin kesgitle-
mesi, dirli sertlere gord kdrhananyn ya-da firmanyn girdejisinin we
basga kop meselelerini ¢oziilisi asakdaky meseld getiryir: eger bir
ululygy 1% artdyrylsa beyleki ululyk ndge goterime iiytgeyandiginii
owrenmek.

Goylan soraga jogap berydn hésiyetnama degisli funksiyanyn
nyn x argumenti Ax artdyrma alyan bolsun. Onda funksiyanyii bahasy
Ay = f{x + Ax) — f(x) artdyrma alar.

Ax,Ay artdyrmalara layyklykda absolyut argumentin we funksi-

yanyh artdyrmalary diyilyir. Uytgeyénlerin % we Ay otnositel art-

dyrmalaryny guralyn we olary goterimde anladalyi.



Ax

yéandi glm
Ay

- 100% ululyk argumentin bahasynyn nige gdterime tiytge-

- 100% ululyk funksiyanyn bahasynyn ndce goterime lyt-
geyéandigini aniladyar.

<% 100 %):(%100%) gatnagyk argumentin bahasy 1% ar-
tanda (x ululykdan x + 0,01x ululyga artyar) ortaca néige gdterime
iytgdr (artar ya-da kemeler). Bu gatnasyk Ax nige kici bolsa, sonca
hem bu gatnasyk y = f(x) funksiyany berlen nokatda takyk hisiyet-

lendiryér. Goy, Ax tiikeniksiz kigelydn bolsun. Ax — 0 bolanda bu
gatnasygyn predelini tapaly:

lim( 21009 (A2 100%) = lim S AY = X m 2 (3)

Ax—0
X gatnasyk Ax ululyga bagly dil sol sebépli ony predelifi dasyna

¢ykarmak bolar.

Kesgitleme. Absolyut artdyrma Ax nola ymtylanda funksiyanyn
A)’ Ax
X

otnositel artdyrmasynyn degisli argumentinin otnositel art-

dyrmasy gatnasygynyn predeline x liytgeydn ululyga gord y = f(x)
funksiyanyn ¢eyeligi diyilydr we

E(y) = lim( S04 ) = X fim( 2 @)

gorniisde kesgitlenilyér.
Eger y = f(x) funksiya x nokatda differensirlenyin bolsa, onda

Ay
hm< Ax) f(x)
we (4) formula asakdaky gorniisi alar.

E(y) = %f’(X)
ya-da
xdy

©)



(3) denlikden eger iiytgeyan ululyk 1% (x-den x + 0,01x-a ¢enli)
artdyrylsa, onda E (y) ¢eyelik funksiyanyn bahasynyf nice géterim
tiytgeyandigini gorkezyér.

(5) formulany basga gorniisde hem yazmak bolar:

dy.y
E. = 1.
) =05
Bu bolsa 6ndiirme funksiya ti¢in ¢eyelik resursyn predel ondiiri-
jiliginin onun orta Ondiirijiliginin gatnagygyna dendigini anladyar.

293. f(x) = 3x + 4. Berlen funksiyanyn ¢eyeligi formula boyunca
hasaplanyar:

E(flx) = 7 )f<) 3x+43:3x3—9|6—4'

x = 2 bolanda ¢eyeligin gorkezijisi 0,6-a deft. Bu x-si 2-den 2,02-4
cenli artdyrylanda funksiyanyn bahasy takmynan 0,6% artandygyny
anladyar. Eger x = 0 bolsa, onda £ (f(x)) = 0. Diymek, x-si 0-dan 0,01-e
¢enli artdyrylanda funksiyanyn bahasy liytgeyanligi bildirmeyér.

294. y = 1 + 2x — x*, bu yerde

2x(1 — x)
1 +x—x"

E =—2 . (2-2x)=
() = g (2 2)
x = 1 bolanda ¢eyeligin gorkezijisi nola defl. x-si 1-den 1,01-e ¢enli
artdyrylanda funksiyanyn bahasy iiytgemeyér diyen yalydyr. Eger
x =2, onda E (y) = — 4. x-si 2-den 2,02-4 genli artdyrylanda funksiya-
nyn bahasy 4% kemelyir.

Ceyeligin hisiyetleri
Ceyelik — dlgegsiz ululyk, x we y ululyklar ndhili dl¢eg birliginde
berlen bolsa-da ¢eyeligiii bahasy iiytgemeydr. E.x(by) = E.(y)

axd(by) _

E.(by) = byd(ax) = dx = E.().




Ozara ters funksiyalaryh ceyeligi — 6zara ters ululyklar:

xd 1
E(y)="F=——=E/(x)=E.(y) =E (x).
=3 =y S EW=E0) =B
x dy
Sol bir x argumente bagly iki U(x) we V(x) funksiyalaryn kopelt-
mek hasylynyn ¢eyeligi olaryn ¢eyeliklerinini jemine dendir:

EUY)=EU) +E(),

_dUV) x _vdUu+UdV ._ DU x ,dV x _
E(UV) = cx UV UVdx YT e u+dx vV
=E.(U)+ E.(V).

Sol bir x argumente bagly iki U(x) we V(x) funksiyalaryn payyn
ceyeligi olaryn ¢eyeliklerinini tapawudyna dendir:

E(Y)=E)-EV),

v
de
E(Q: Vo _VdU-UdV xV _dU x _dV x _
\v Y V2 dx U dce u dx V
|4

= E.(U)—-E.(V).

U(x) we V(x) funksiyalaryn jeminii ¢eyeligi asakdaky formula
bilen tapylyar:

_dU+V)  x  _(dU dvy x  _
EU+V) === vt o) 7av =
_ UE.(U)+ VE.(V)

N U+V ’

Elementar funksiyalaryn ceyeligi
1. y = x* derejeli funksiyanyn ceyeligi hemigelik we derejénin
gorkezijisine o dendir:
E(x") =a,

” dx® x ax”” -x
Ex X = == = = .
(X7) dx xa x“ a




2.y = a* gorkeziji funksiyanyn ceyeligi x-a proporsionaldyr:
E (a*) = xIna,

a—1

E(x9)=dx" x _ax" -x _,

dx xa x“
3.y=ax+b ¢yzykly funksiyanyn ceyeligi E. (ax + b) = ax“_’i =
_ d(ax + b) ) X _ ax
Eax+b) = dx ax+b ax+b’

Eger ¢yzykly funksiyanyn grafiginin otrisatel yapgytlygy (a < 0)
bolsa, onda funksiyanyn ¢eyeligi noldan grafigin Oy okuny kesyén
v, nokada tarap minus tiikeniksize g¢enli, su pursatda ol ortaky nokat-
da — 1 bahany alyar. Seylelikde, géni ¢yzygyn hemiselik yapgytlygy
bolsa-da onun ¢eyeligi difie yapgytlyga bagly bolyan déldir, ol hem
x-ifi haysy nokatda tapylyandygyna baglydyr (10-njy surat). Ahli no-
katlarda funksiyanyn ceyeligi tiikeniksize den bolsa, onda ol funksiya

......

------

ﬂy
Y| y()=0
— 1(Ex(y) <C
Tml Ep)=-1
2 ~0<E (y)<-1
E@p)=-x
m o
2

19-nji surat

295. Funksiyanyn ceyeliginifi hisiyetlerini peydalanyp E (f(x))
tapmaly:

1. flx) =x% ¢,
2. fix) = 3xInx,
4
3. =X
f(‘x> Sex’



4. filx)=2+3x—x?

5. fix) = 2*Inx,
6. f(x) = 4;‘_: .

8.1. Ykdysadyyetde ceyeligin gorniisleri

1. Baha boyunca islegin ceyeligi (goni cyzyk)
dg\.(dp\_dq p
o ~(4)(%)-4 2
(@) q/\p dp q
Bu ululyk harydyn bahasy bir goterime tiytgéinde bu haryda gote-
rim gorniisde islegin ululygyna tésirini gérkezydr we oniimin bahasy
liytgénde alyjylaryn duygurlygyny hésiyetlendiryér.

E (q) ceyelik ceyeliksiz

—d
—® isleg -1 isleg 0
Eger baha gori islegin ¢eyeligi absolyut ululygy boyunca birden
uly bolsa, onda isleg ceyelikli (islegin ¢eyeliginin tiikeniksiz baha-
larynda diiypgoter ¢eyelikli) diyip aydylyar. Eger baha goré islegii
ceyeligi absolyut ululygy boyunca birden kigi bolsa, onda isleg ceye-
likli dil (islegin ceyeligi nola deni bolanda diiypgoter ¢eyeklikli dal)

------

......

2. llatyn girdejisine gori islegin ceyeligi
dq\.(dl\_ dq I
Eq)= (Y=L

Bu ululyk ilatyni girdejisini bir goterime iiytgénde bu haryda go-
terim gorniisde islegin ululygyna tésirini hésiyetlendiryar. [latyn gir-
dejisine gord islegin polozitel ¢eyeligi kadaly (hilli) harytlary hési-
yetlendirydr we otrisatel ululyk — arzan bahaly (hili pes) harytlary
hisiyetlendiryér.

Girdeji boyunca islegiit yokary polozitel koeffisiyenti onuil pu-
dakdaky ykdysady gosandy pudakdaky ykdysady boleginden uludyr,
yagny bu Oniimgiligin sonira ginelmége kop miimkingiligi bardyr we



gelejekde giilldp dser. Tersine, eger girdeji boyunga islegin koeffisi-
yenti kici polozitel ya-da otrisatel san bolsa onda ony durgunlyk we
gelejekde ol oniimgiligi gysgaltma garagylyar.

3. Baha boyunc¢a atanaklayyn ceyelik

dq: \.[ dp; dqg. p,
o -(4)(2)- 2 1

By ululyk bir harydy calysyan ya-da dolduryan harydyi baha-
syny bir goterim galdyrylanda berlen harydyn isleginin goterim gor-
niisinde liytgemesini hésiyetlendiryir. Polozitel atanaklayyn c¢eyelik
harytlar biri-birinifi ornuny tutyjylyklydygyny, otrisatel bolsa — dol-
duryjylygyny anladyar.

4. Baha boyunca resurslaryi ceyeligi

) = (4R, dpf)_ dR; . p:
E.(R) = (% )( D)= R 2

Bu ululyk resursyil bahasy (mysal {i¢in, isgérleriii aylygy) 1%
tiytgedilende beyleki resursyn (layyklykda zdhmetin) otnositel tiytge-
mesini hésiyetlendiryar.

5. Bir resursy basga resurs bilen ¢alsyrmanyn ceyeligi

dRi . dR/’ _ dRi . Rj
Bu(R) = (GH %) = &

Bu ululyk harydyn ¢ykarylysy tiytgemezden bir resurs (mysal
ticin, zdhmet) 1% tiytgedilende beyleki resursyn (mysal ii¢cin, maya
goymanyi) otnositel iiytgemesini hasiyetlendiryér.

Baha gori islegin ceyeligine ginisleyin garalyii. Harydyn p ba-
hasyna gord onun d islegi bilen baglylygyny éwrenelin.

Goy, berlen haryda menzes harytlaryn bahasy, alyjylaryn girde-
jileri we olaryn alyjylygynynl gurlusy — hemiselik ululykdyr. Onda ha-
rydyn bahasy bilen onun islegi

d =d(p)

formula arkaly baglydyr.

Kop ykdysady meselelerde harydyn bahasynyn belli derejisin-
den islegin ululygyny tapmak délde, bellibir derejede baha iiytgéinde
islegin iiytgemesinin hasiyetini anyklamak zerurdyr. Bu halda baha

gord islegin ¢eyeligini tapmaly. Bizin belgilerimizde



p ,
E,(d)=—"~=-d(p).
(@)= 5P d(p)
Baha gori islegiil ceyeligi baha 1% tiytgdnde harydyi islegi ndge
goterim iiytgandigini gorkezyar.
Kop halda isleg baha gora kemelyin funksiya bolyar we
d'(p) <0,
onda otrisatel sanlardan dynmak {i¢in bu halda ¢eyeligi 6wrenilende
alyarlar: «—» alamat bahanyn artany bilen isleg kemelyéndigini gor-
kezyar.

296. Eger isleg funksiyasy ¢yzykly d = 5 — Lp bolsa, onda

2

1
5 2p

p=2bolanda E, (d) = % Bu bolsa baha 1% galanda isleg %A) gagyar.
p = 5 bolanda geyelegiti gorkezijisi £,(d) = 1-e defi. Baha 5-den 5,05-¢
galdyrylsa, onda isleg 1% gacyar. p = 9 bolanda isleg 9% gagyar.

297.d = % (¢ — hemiselik, ¢ > 0) funksiya ti¢in bahan islendik
derejesinde ¢eyeligin gorkezijisi 1-e deil. Hakykatdan hem,
2 — P (_c)\_
Er(d) =~ ( pz) L.
p

Eger baha islege ters proporsional bolsa, onda islendik bahada
ony 1% artdyrylsa isleg hem 1% kemelyir.

Kesgitleme. Eger harydyn bahasy 1% galdyrylsa isleg 1%0-den kop
kemelyén ya-da E,(d) > 1 bolsa, onda isleg ¢eyelikli, eger E,(d) = 1
bolsa, onda isleg bitaraply, eger-de 0 < £,(d) < 1 bolsa, onda isleg
ceyelikli dal diyilyar.

10-njy mysalda p = 5 bolanda haryda isleg bitarap; p =2 — ¢eye-
likli dil we p =9 bolanda ceyelikli. d = < funksiya ii¢in isleg hemise
bitarapdyr. p



Basga sozler bilen, eger harydyn bahasynyn kébir uly dil tiytge-
mesi onui isleginiil ululygy has uly iiytgemelere getiryin bolsa, onda
haryda isleg ¢eyeliklidir. Ters yagdayda, eger harydyn bahasynyn
sdhelce liytgemesi onun isleginin ululygyny hem séhelce liytgeme-
sine getirse, onda haryda isleg ceyelikli dildir. Ceyelikli islegi bo-
lan harytlaryn mysallary bolup, mysal {i¢in: alma, pomidor, setdaly
we s.m. Olaryn bahalary galsa, satyn alyjylaryn talaby basga gok
ontimlere we miwelere ugruny tiytgedyédr. Miweleriii bellibir baha-
synda satyn alyjylar olary doly ret edip, diirli miwe suwlara ge¢gme-
gi miimkindir. Sol wagtda hem birinji derejede zerur bolan harytlara
(dermanlar, ayakgap, elektrik, gaz, telefon), masgalanyn girdejisine
(byujetine) tasir etmeyén harytlaryn (galam, dis yuwulyan seresdeler,
ayakgap ticin kremler) we ¢alsyryp bolmayan harytlara (elektrik ¢yra-
lar, ¢corek, benzin) talaby ¢eyelikli dildir.

Islegin diirli gérniiglerinde girdejinin dinamikasyny dernalin.

Harydyn bahasy p den bolanda ilatyii sol haryda umumy ¢ykda-
jylary (harydyn satylandan son gazanylan pul)

u=p-dp)
formula arkaly tapylyar. Predel girdeji

G =d(p)+pd (p)
ya-da

du _
A= d(p)1+ 5fy d(P) = d(p)(1 ~ Ey())
dendir.

Eger isleg ¢eyelikli ya-da E,(d) > 1 bolsa, onda gp <0 we ha-
rydyn bahasy galany bilen satuwdan diisen pul kemelyar.

Bitarap islegde (E,(d) = 1) dZ = 0 we diisen pul baha bagly dal.
Bu yagdayda u = ¢ (¢ — hemiselik san) we d(p) = — - Diymek,

bitarap islegde girdeji harydyn bahasyna proporsionaldyr (71/-nji my-
sala seret).

. o d
¢) Eger isleg ceyelikli ddl ya-da 0 < Ep(d) <1 bolsa, onda d—Z >0
bolar we harydyn bahasy galany bilen satuwdan diisen pul artyar.

17. sargyt Ne 1573



Yokarda aydylanlardan gelip ¢ykyar: Islegini ¢eyelikligini bil-
meklik ol harydyn bahasyny prognozirldp girdejini ulaldyp bolyar.
Her bir firma 6z onlimine islegin ¢eyelikligi miimkin bolan yokary
bolmaklygyny isleyar, ¢iinki bu halda harydyn bahasyny yokary bel-
lap bolyar. Diymek, firma 6z harydynyn ilat isleginin yokary dereje-
de bolmaklygyny saklamagyna ymtylmaly. Bu maksada yetmek {i¢in
ontimin hilini gowulandyrmaly, satyn alyjylara guramagylykly hyz-
mat etmeli, mahabat yokary hilli bolmaly.

298. Harydyn isleginin g¢eyeligi 0,4-e¢ den. Eger harydyn ba-
hasyny 5% galdyrylsa, onda ol satylanda girdeji ndhili iiytgeyandigini
kesgitlemeli.

Ceyelikligi E (d) = 0,4 bolanda harydyn bahasyny 1% galdyryl-
sa, onda harydy satyn almaga isleg bildiryanleriii sany 0,4% azalyar.
Eger baha 5% galdyrylsa, onda isleg 5 - 0,4% = 2%. Baha 5% galdy
we 1.05p den boldy, bu yerde p — kone baha. Eger d(p) — p baha gora
isleg bolsa, onda baha 1,05p-¢ den bolanda isleg 0,98 - d(p) deni bolar.

Haryt p baha bilen satylsa, onda girdeji p - d(p) pul birligi bolar.
Harydyn bahasy galdyrylanda girdeji takmyn 3% galdy. Isleg ceyelik-
li ddl (0,4 < 1) bolanda baha galdyrylanda girdeji hem artyar.

Hodiirleméanin geyelikligi islegin ¢eyelikligi yaly kesgitlenyér:

As 0 Ap o) ya As
E,(s) = lim(45- 100/)(p 100% ) = Zim A5 (o)

s = s(p) differensirlenyan funksiya ticin (6) formula agakdaky gor-
niisi alar:

_ pds
EP(S> - Sdp (7)
ya-da
E,(s)= j; . )

Islegin g¢eyelikligini ailadyan (5) formula bilen (7) we (8) for-
mulalar tapawut beryér. Bu formulalarda «—» alamat yok. Harydyn
bazar nyrhy galyan wagty ol harydyn hodiirlemesi hem artyar. Her bir
telekeci licin 6z harydyny yokary baha boyunca satmak peydalydyr.
Sol sebépli s = s(p) artyan funksiya we ds o,

dp



(8) denlik hodiirleménin ¢eyelikligi predel hodiirleménin we orta
hodiirleméanin ululyklarynyn gatnagygyna dendir. Hodiirleme hem ¢e-
yelikli we ¢eyeklikli dél bolup bilyar.

Kesgitleme. Eger hodiirleménin ¢eyelikligi Ep(s) > 1 bolsa, onda
hodiirleme ¢eyeklikli, eger 0 < Ep(s) <1, onda hédiirleme ceyelikli dil
we eger Ep(s) = 1 bolsa, onda hodiirleme ¢eyelikligi bitarapdyr.

Mysal ii¢in, firma tize awtomat hatary gurmak iigin ise gos-
magca isgir we kwalifikasiyasy uly isgédr almaly bolyar. Firmanyn
yolbascylary hyzmatlaryn hddiirlemesini artdyrmak {ig¢in isgérleriii
aylyklaryny 200 manat galdyryandygyny beyan etdi. Eger séherde
islemeyinler ya-da aylyk haklary az zihmetkesler kop bolsa, onda
seyle gosmaca pul masgalanyn byujetine gowy peyda bererdi we
yone isgir hokmiinde hodiirleme baha boyunga ¢eyelikli bolar. Emma
kwalifisirli iggdr, yokary tdlenilydn isgér, 6z is ornuny sol gosmaca
aylyk haky iicin ¢alsyp durmaz, sebébi transport ¢ykdajylar, tize en-
jamlary dwrenmek iicin wagt moral ¢ykdajylar sol gosmaga berilydn
is hakyna degmeyér. Bu yerde hyzmatlaryn hodiirlemesi baha boyun-
ca ¢eyelikli dal.

299. p bahadan hodiirleme asakdaky formula bagly:

Coziilisi: s = 0,05p* + p funksiyanyn ¢eyeligini tapmaly.
Zl—; = 0, 1p + 1 ya-da s funksiya baha gori artyan funksiyadyr.
dIS_01>O ., . e qoe v ey ..
D , funksiya giiber¢cek asak, hodiirleménin depgini
hemiselikdir.
E, (S ) =
ceyeliklidir.
Haryda isleg we harydyn bahasy bilen baglanysyk 6rdn uly de-
rejede, harydyn peydalygy bilen kesgitlenyéir. Dasyndan goreniiide
hodiirleme funksiya birinji nobatda Oniimg¢iligin ¢ykdajylary tdsir
edyadr.

(0,1p+1)p _ 0,lp+1
0,05p°+p  0,05p+1

> 1, Hodiirleme baha gora

Kesgitleme. Islegin we hodiirleménin ululyklary deni bolanda

------



300. Isleg funksiyasy — d(p) = e, hodiirleme funksiyasy —
s(p) = e” . d(p) = s(p) deilemeden denagramlyk bahany tapalyi:
e ="
Bu yerden
_p2 — p2 _ 8
ya-da 2p*=8; p’=4; p=2.Diymek, p =2 —bahanyn denagramlygy.

301. d isleg we s hodiirleme asakdaky kanunlar bilen berlen:

d(p)= 5 001
2
(P)= 55T

Harydyn haysy bahasynda isleg we hodiirleme deii bolar (de-
nagramlyk bahany)? Bu bahada islegin ¢eyelikligini hasaplan. Islegin
we hodiirlemanin grafiklerini gurun.

302. Islegin bahadan baglanysygy d(p) = e formula arkaly
berilydr. Harydyn haysy bahalarynda isleg ¢eyelikli, bitarap, ¢eyelikli
dal? Bahanyn liytgemegi girdejd nahili tasir edydr? Olary ¢eyelik kri-
teriyalary bilen denesdirin.

303. Isleg funksiyasy

_ 400
pP—4p+8°

Bu funksiyanyn grafigini gurun. Harydyn haysy bahalarynda is-
leg ¢eyelikli, bitarap, ¢eyelikli dal?
304. Eger harydyn isleginin ¢eyelikligi @ den, harydyn bahasy
S% galdyrylan bolsa, onda harydy satylanda nédce % girdeji tiytgér?
a=0,2; f=20%
a=4; f=5%
a=1; p=20%.



vV bap
KOP ARGUMENTLI FUNKSIYALAR

§ 1. Kop argumentli funksiyanyn
kesgitlemesi. Funksiyanyn predeli. Uzniiksiz funksiya

M C R" kopliigifi her bir x = (x,,x,,...,x,) nokadyna U hakyky
sana degisli edydn f diizgline M kopliikde kesgitlenen kop argument-

......

u = flx,,X,....x ),

yvazgy bilen belgilenyér. Sunlukda kesgitlenen M kopliigine funksi-
yanyn kesgitlenis oblasty, sana f funksiyanyn x, nokatdaky bahasy
diyilyér. F funksiyanyn bahalarynyn kopliigine bolsa, onuii bahalar

Goy, f funksiya kopliikde kesgitlenen we M kopliik M kopliigin
bolegi hem-de a € R" nokat M kopliigifi predel nokady bolsun. Eger
her-bir € > 0 san tligin seyle 6 > Osan bar bolsa we islendik x € M,
tigin 0 < g(x,a) < 0 bolanda | f(x) — A| < & densizlik Yerine yetyén
bolsa, onda 4 sana f funksiyanyf M, kopliik boyunga a nokatdaky

......

limf(x) = Aya-da lim  flx, 2%,..0) = A,

Xn—dn

(x1,22,....52) € Mo

seyle yazgy bilen belgilenyar.
Eger f funksiyanyn a € M nokatda predeli bar bolsa, sol predel
funksiyanyn @ nokatdaky bahasyna den bolsa, yagny:

limf(x) = A,

X—a

......

1. Funksiyanyt berlen nokatda bahasyny tapyii:

xz—y eger x=4,y=3. Jogaby: f(4,3) = %

1 flx,y) = ﬁ’



2. flx,y,z) = 2x + lg%, egerx=3, y=-1, z=116.

Jogaby: 6.

_ 2x—3y _ _ )
3. flx,y) = iy eger x=3, y=1. Jogaby: 0,75.
4. y=/x"+y’ egerx=3, y=-4 Jogaby: 5.

5. ¢(x,v,2) = xyz — egerx=y=1, z=2. Jogaby: 1.

xX+y
Z
2. Asakdaky funksiyalaryn kesgitlenis oblastyny tapyn:

D fixy)=2x—y+1.
Caoziilisi: Funksiya xOy tekizligin dhli nokatlarynda kesgitlenen.
Berlen funksiyanyn geometriya sekili bolup ginislikde tekizlikdir.

D) fley) =

Coziilisi: Funksiya xOy tekizligin dhli nokatlarynda kesgitlenen,
dine O (0,0) nokatda kesgitsiz, ¢ilinki funksiyanyn maydalawjysy sol
nokatda nola dendir.

3) flx,y) =9 —x*—y*. Jogaby: x> +* <9.

1
4) f(x,y) = m JOgClby: x? +y2 ;é 4.
5) fix,y) = 2x + arcsiny. Jogaby: o <x<+ow, —1<y<1
6) f(x,y) =+ x—2y. Jogaby: x —2y > 0.
__X=Y v oy —
7)f(x,y)—x+y_1. Jogaby: x +y—1#0.
1
8) flx,y) = . Jogaby:x #2, +—1.
) flx,y) G-)0=1) gaby y
9) f(x,y) = vVx + Iny. Jogaby: x>2, y>0.

10) fix,y) =x +arccos(y + 1). Jogaby: o <x <+ o, —2<y<0.



3. Asakdaky predelleri tapyn:

1) lim SN smxy

X=X
y=3

Céziilisi: lim>!

S — imy- 38 —3.1 =3,
X=X X X=X xy
y=3 y—3
2) lim* Y.
a7

Caoziilisi: (0,0) nokada yygnalyan iki sany nokatlaryn yzygider-
liklerini alalyn:

Mn<l l) we ML(; l) onda

nn
1,1 2,1
1@ﬂMn=mn”1”_2wmmmM)_@n”1n:3
n

(0,0) nokada yygnanylyan diirli yzygiderlikleriii predellerinin ba-
halary tiytgesik bolyar. Sol sebdpli (0,0) nokatda berlen funksiyanyn
predeli yok.

3) lim(x* +y°).  Jogaby: 5. 4) limy'x —y.

y—2

5) }ir%rl(xz —y?). Jogaby: 8. 6) limlg(x +y).  Jogaby: 1.

y——1 y—8
1 . ox—1 .
9) hmtgx_y. Jogaby:2.  10) lim L+ xy . Jogaby: 1.
S S

4. Berlen nokatlarda funksiyalaryn tizniiksizdiklerini subut edin:

) fix,y)=x+y, (xy)nokatda.
2) flx,y)=x| + |¥|, (0,0)nokatda.



3) fix,y) =x +y|, (0,0) nokatda.

4) fix,y) = x cos y, <1,%) nokatda.

5) flx,y) = %—i—y’ (1,1) nokatda.

§ 2. Kop argumentli funksiyanyn hususy
oniimleri we differensialy

Goy, z = fix.x,,....x ) funksiya x° = (x7,x3,...,x,) nokadyn kabir
etrabynda kesgitlenen bolsun. Eger

Anz  J(X X Ay X0) = FX0 ey Xiy ey X))
A, A

gatnagygyn Ax; — 0 bolanda predeli bar bolsa, onda sol predele
z = (x,.X,,....x,) funksiyanyii x° = (x/,x3, ..., x, ) nokatdaky x (i = 1,...,n)
argument boyunga hususy oniimi diyilyér. Sol hususy oniimi belgile-
mek li¢cin asakdaky simwollaryn haysyda bolsa birisi ulanylyarlar

0z
8x,~

(!, x3,...,x0),

d
f(x?,xg,-..,x,?), Zo (0,23, ., x0),
8x;

fulalxd, xd), 2ol xd, oxn),  fra(x,xs, ... x0).

Kop argumentli funksiyanyn differensialy dz(x°) nokatda asakda-
ky formula boyunca tapylyar:

dz(x°) = Zn: g—i(xO)dxi.

i=1

Eger onlimgilik funksiyasy y ¢ykarmany we (x ,x,,...x ) oniim-
¢ilik faktorlar bilen y = f(x ,x,,...x ) gérniisinde baglasdyryan bolsa,
onda funksiyanyn hésiyetnamalary

1 g_i — x, faktoryn gikli tasirligi;

2) 2? ' % x; faktora gord y ¢ykarmanyn mayysgaklygyny;



3) ) X We X, faktorlaryn ¢ékli norma calsyrmasyny;

ox; an ’
(x) 22
4) X ) ax,- 8Xj .
d( dy . dy ) X
8x,~ ) an Xj

X, We x, faktorlaryn calsyrmasynyn mayysgaklygyny ailadyarlar.
5. Funksiyalaryi hususy oniimlerini tapyn:
Dz=x+x»*+y.

Coziilisi: Ilki bilen y ululygy hemiselik diyip hasaplalyn we x
gOrd oniim tapalyii:

g—fc = (X’ +x°y +y), = 3x" 4+ 2xy" + 0 = 3x° + 2xy".

Indi bolsa x ululygy hemiselik diyip hasaplalyii we y gérd 6nlimi
tapalyn:

Q_ 3 2.2 o 2
ay—(x + X'y +y), =2x"y + 1.

2) z =x% + x)?, (0,0) nokatda.

Coziilisi: 7' = (X°y + xy°), = 2xy +
2y = (xy +xy’), = x* + 2xy,
z/(0,0) =0, 2z'(0,0)=0.

3)z=x*-xy +)* (2,1)nokatda.

Jogaby: z.(2,1) = 3,z/(2,1) = 0.

4)z =x—-cos(l —y), (2,1)nokatda.

Jogaby: z.'(-2,1)=1,z/(-2,1) = 0.

1
5)z= iy (2,2) nokatda.

Jogaby: 2/(2.2) = 2/(2.2) = L.



_ Yy r
6) 2=, ( 2,o) nokatda.

Jogaby: Zx’(%,O) =0, Zy'<£,0) = 1.

2
Nz=y".  Jogaby: z.=y'Iny, z/=x-y"'

8)z =x". Jogaby: z.=siny-x™"", z/=x"-cosy-Inx.
9) flx.y.z) =2+ % - X,

) fley.z) =+ 57

Jogaby: f.=—2 L g1 _z p_1_x
ogaby: fe=——3 = fr=7 yz,f. y 7

10) z = sin’x — sin’(x + y) + sin?y.
Jogaby: 7. = — 2sinycos(2x + y),z, = — 2sinxcos(x + 2y).

6.z = In(v'x +y) funksiya xg—z +y gz = % defileméni kana-
gatlandyryandygyny subut edin.

7.Egeru = x* + y* + 2’ bolsa, onda<g”) <8u) +<8”>2=1

tozdestwo yerine yetyiandigini subut ediil. 9% %z

8. Funksiyalaryn doly differensiallaryny tapyn:
1)z =x°2%
Cogziilisi: Ilki bilen hususy oniimlerini tapalyn:

aZ: 2.,2 @

_ 3
y ~ 2x7y.

Onda

dz = 3x*y*dx + 2x*ydy = x*y(3ydx + 2xdy).
Du=x+y+z  Jogaby:dx +dy + dz.
Nu=x*+y*+z.  Jogaby: 2(xdx + ydy + zdz).
4)z =x. Jogaby: yx'~ ' dx + ¥Inxdy.

S)z=yx+Yy. Jogaby:M

wWx+y



6)z=y". Jogaby: 2*(yIn2dx + dy).

: 1
7) = x2 + tgy. by: 2xd dy.
) =x*+tgy Jjogaby XX+Coszyy
2xdx + 2ydy

8) z=In(x* +)?). Jogaby: 1y

§ 3. Cylsyrymly we anyk dél funksiyalaryn
oniimleri

1. Egerz = F(x,y), x = ¢(t), y = ¢ (¢) bolsa, onda F funksiya ¢yi-
syrymly funksiya diyilyar. Eger funksiyalar differensirlenyin bolsa,
onda:

dz _ dzdx | 9z.dy
di ~oxdt “oydr (1

2. Egerz = F(x,)), x = o(u,v), y = ¢ (u,v) we F,p,¢ funksiyalar
differensirlenydn bolsa, onda:

9z _dzdx , 029y 9z _0dzdx , 2
ou Oxou dyou Iv Ix dv Ay IV’

3. (x,.y,) ¢0ziiwi bolan F(x,y) = 0 defileme nokadyn etrabynda x
gord y ululygy iizniiksiz funksiya yaly kesgitlenyér, eger 6niim

or
9y # 0.

(x,.v,) nokadyn etrabynda tizniiksiz bolsa. Eger solardan yokary,
nokadyn etrabynda g—i onlim bar we {lizniiksiz bolsa, onda anyk dél
funksiyanyn % Oniimi bar we ony

J or
@ ox
ay

formula arkaly tapylyar. F(x,y) = 0 defileme {igiinji yaly sertlerde x we
v gord z anyk dal funksiyany kesgitleyér. Onda



oF IF

Eo_a kb @
oz 9z
9. Asakdaky denlemelerden ZZ tapmaly.
Dz=x*+xy+)% x=t y==t.
Coziilisi: gz =2x+Y, gy x + 2y, if; = 1, (1) formula goré:

%:(2x+y)-1+(x+2y)-2r=(2t+tz)+(r+2z2)-2r=
=21+ + 20+ 48 = 1(2 + 3t + 47°).

2)z=yx*+y’; x=sint, y = cost. Jogaby: 0.

Y

3)z= arctg;, x=ey=¢"1

Jogaby: 0.

4)z= %, x=1-¢e* y=é. Jogaby: e —2¢'— 1.

5)z=uw", u we v—tgora funksiyalar, v’ '(vu'— ulnuv").

2
10. Eger z = %, x =u—2v, y = v + 2u bolsa, onda gz we g‘Z)
tapyn. Y
bziilisi: 9% — 2% 9z _ x° ox _ ox _
Coziilisi: =y y = 1, = 2,

ox _ _ oy _
v 2, av_l'

(2) formulany peydalanyp:
2 2

dy y y oy y
alyarys.

9z _ 2x.(_2)_x2_1:_4x_x72_ x<4+1)



11. Egerz_l x=2u—-v,y=2v+ubolsa onda 92 we 92

X ’ ou v
tapy.
az —4y+x9z _ 2(x+y)

Jogaby: X ¥

12. Eger z = Inxy, x = 2u—v, y = 2v + u bolsa, onda tapyn.

% _ 1,1 2z_ 1,1
Jogaby: o _x+y’ 9y x+y'

§ 4. Ugur boyunca 6niim

Goy, z = f(x,y) funksiya M(x,y) nokadyn etrabynda kesgitle-
nen bolsun, / e = (cosa;cosf3) birlik wektor bilen kesgitlenen ka-

bir ugur. Bu yerde lel= cos’a@ + cos’ff = 1, sebibi @ + £ = % ya-da

a+pB=
=

2 ; cosa, cosfi— e wektor koor-
Z A

dinatalar oklar bilen emele getiryédn burg-
larynyn kosinuslary, olary ugrukdyryjy ko-
sinuslar diyip aydylyar.

Berlen / ugur boyunga M(x,y) nokat
M (x + Ax,y + Ay) nokada gegende z funk-

siyanyfi berlen / ugur boyunga A z = flx + 0 i

+ Ax, y + Ay) — fix,y) artymyny alarys (1-nji o Ay/

surat). /
Eger MM = Al bolsa, onda ’ ) ?\
Ax = Alcosa; Ay = Alcosf, diymek I-nji surat

Az=fix + Al cosa, y + Al cosp) — fix,).

Kesgitleme. A/ nola ymtylanda / ugur boyunga Az funksiyanyfi
artymynyﬁ we AZ gatnasygyfl predeline [ ugur boyunga z = f(x,y) funk-

......

Aiz
bm A7 ()
7/ oniim berlen / ugur boyunca funksiyanyn tiytgemesinin tizli-
gini hasiyetlendiryar.
On seredilen z. we z," hususy éniimler Ox we Oy oklara parallel

bolan ugur boyunga 6niimlerdigi anykdyr.




7 = z.cosd + z,cos B )
formulany gorkezmek ansatdyr.
z = fix,y) funksiyanyn gradiyenti diislinjani girizelin.

Kesgitleme. (z.’; z,") koordinataly wektora z = f{x,y) funksiyanyi
Vz gradiyenti diyilyér.

Vz=(z/;z') we birlik ¢ = (cosa;cos/3) wektorlaryi skalyar
kopeltmek hasylyna garalyn. Alarys:

(Vz, Z) =z, cosa + z,- cos . 3)

(2) we (3) deilikleri defiesdirip, alarys z'=(Vze), yagny
ugur boyunga z; oniim Vz gradiyentii we bu ugry beryin birlik
¢ = (cos@; cos 8) wektorlaryfi skalyar kopeltmek hasylyna defidir.

Eger wektorlaryii ugry deil bolsa onda olaryn skalyar kdpeltmek
hasylynyii maksimal bolyandygy milimdir. Diymek, berlen nokatda
Vz gradiyent bu nokatdaky funksiyanyii maksimal iiytgemesinin ug-
runy kesgitleyar.

92 _ 02 gy 4 92

al  Ix ay
nuslary, formula boyunga hasaplanyar.

z=x?+xy +)*+ 2x + 2 funksiyanyn / = (3,4) ugur boyunca
M(1,1) nokatda 6niimini hasaplarys.

cos f3, cos B — I, wektoryni goniikdiriji kosi-

Caoziilisi: / wektoryn ugry bilen gabat gelydn 10 wektory tapalyi.

o _ e 3.4 _i 4 P
) 0] (5 5)ya -da cos« 5 ,cosf = 5 Hususy 6niim
leri tapalyn
g—; =2x+y+2, g—; = x + 2y + 2 we olaryil bahasyny M(1,1)
nokatda hasaplalyi, 92 _ 9.1 4+ 14+2=5 92 _142.142 =5,
ox ox

9z _ 5.3, 5.4 _
Ondaae—S 5-1—5 5—7.

Gradiyent. M nokatda baslangyjy bolan we koordinatalary

M (x,y) nokatda hasaplanan BZ 92 sniimleri bolan wektora M(x,y) no-

9z az)

katdaky z = f(x,y) funksiyanyn grady 1yenti diyilyédr we grad z = ( ax’ dy

arkaly belgilenyar.



Suna menzes li¢ argumentli U = f{(x,),z) funsiyanyi M(x,y,z) no-
katda ugur boyunga 6niimi we gradiyenti kesgitlenyar.

Ju _ du u
T + N cosf + _8Z cos 7,
_ (Ju Ju du
grad UM) = <—8x "y’ oz >,

bu yerde cosa, cosf, cos y I° birlik wektoryn goniikdiriji kosinuslary.
Gradiyent U = f{M) funksiyanyn i1l uly artyan ugruny gorkezyar.
M(— 2,3,— 1) nokatda u = x*+ 3xy* — Zy funksiyanyn gradiyentini
tapyn.
Caoziilisi: Berlen funksiyanyn hususy oniimlerini tapalyn.

ou _ 2 ou _ 3 U, __ 22
ax—2x+3y, ay—6xy z, aZ/ 3Z°y.
Bu ontlimlerin bahalaryny M(— 2,3,— 1) nokatda hasaplalyn.

%Z:ﬁ'(—z,a— 1)=2-(=2)+3-32 = 23,
g—;‘ = £'(=23,—1)=6-(—=2)-3 —(=1)3 = 35,
g—’;zﬁ'(—z,&— 1)=—3-(-1)2%x3=-9.
Diymek, grad u(M) = (23,—-35,-9).

Berlen nokatda / wektoryn ugry boyunca asakdaky funksiyalaryn
ontimlerini tapyi.

13. z=x"y — 5xy’ + 8,1 = (1,1), M, (1,1) nokatda.

1
Jogab
8=
X +y> .3
14. 7 = ln( oY) 168).M,(12) Jogaby: — 3.
15. z = In(e* + ¢, 1= (1,1), M(x,)). Jogaby: %



16. U = arccos—=—, [=(2,1,2), M (1,1,1).
\/m ( ) 0( )

1

x

grad z we |grad z| tapmaly.

Jogaby: —

_ oy
17. 2= My03)

Jogaby: gradz(M,) = i,O ; lgradz(M,) = 3
10 10

18. z = (x —y)*, M(1,1).

Jogaby: gradz (M) = (0,0); |grad z (M,)| = 0.

19. z = e, M(1,1).

Jogaby: grad z(M) = (0,0); |grad z(M,)| = 0.

grad U(M,) we |U(M,)| tapmaly.

20.2) U =x"+y — 2, M,(2,0,3).  Jogaby: (4;0;-6); 2V/13.
b)U=4-x*—y —2,M(3.2,1). Jogaby: (~6;—4;-2); 2v/14.

21.U=yx" +y' + 2%, M(3,- 1,2).

6 2 4
Jogaby: ;— ; .
sany <¢14 /14 ¢14>

—__Xx_Y .,z
22.U = P + o M(a,b,c).

2. L) abc ‘
bl ) 4P+ 4dP S+ d' b’

QO

Jogaby: (—

§ 5. Yokary tertipli hususy éniimler

Goy, z = flx,y) funksiyanyn M(x,y) nokatda we M(x,y) nokadyn
etabynyn her bir nokadynda birinji tertipli hususy ontimleri bar bol-
sun. Onda

az(x,y) we 9z(x,y) hususy oniimlerden
oz dy




z = flx,y) funksiyanyn M(x,y) nokatdan ikinji tertipli hususy oniim-
leri diyilyar.

2 2
axlae) = S,§=ﬁx<M>, 2(2)= 22~ (m)

d (9z ( ) d (82)
ox \ dy axau Fo dy \ 9y
Suna menzes liclinji we ondan yokary tertipli hususy Oniimler
kesgitlenyar. Meselem:

97z _
0 =5 ().

ay \ 9x ayx’
i 82Z> _ M
E)y( ox ayax = fu (M)
9 [ 9z )_ Dz Lo
ox ( dydx )  9x*dy = [ y(M).

Eger birinji tertipli hususy oniimler lizniiksiz bolsa, onda garysyk
Oniimin bahasy differensirlemegin tertibine bagly dél, yagny:

’z _ 9’z
0xdy  dyox
23. z=xyln* funksiyanyf ikinji tertipli hususy oniimlerini
tapyn. Y
Coziilisi:

2
0= gy

2’z _ 9 (9
Byazx 8x<89zc) In -

18. sargyt Ne 1573



'z _ 8<8z>_x'y<_i2>_ X

gy  ox\dy x\ y y'
24. Eger z = sinxtgy bolsa oz _ 7z bolyandygyny gor-
o > Oxdy  Jyox Yanayeyny

kezin.

Coziilisi:

9z _ c 97 gL

E tgy cosx; E sinx coszy’

@(Q)z COSX . 8<az>: CoSX

Ay \ ox cos’y’ 9x\dy cos’y’

2’z _ 9’z
Onda oxdy  Jyox

Berlen funksiyalaryn ikinji tertipli dniimlerini tapyn:

25.1) z=3x"+2xy" — dxy + X’y — y’.

Jogaby: z,. = 6 + 2y,z, = 2x + 4y — 4,z = 4x — 6.

xy

2Q)u=e".

Jogaby: u;x — y2Z2exyz’ u;y — xzzzexyz’ u‘z'z — y2Z2€xyz’
Uy = 2" (xyz + 1), e = ye™ (xyz + 1), u,. = xe™ (xyz + 1).

u= sin(%).

Jogaby: u,, = —(lf sin(x—zy>, Uy = —(%)2 sin< XY ),

z
() (2 2) ool )
U = — xz}iz sin(%) — %cos(%),
U, =— x;y sin(%) — %cos(%),

4) z = arcsin (x + y).



x+y
(I—(x+yP):

Jogaby: Zu = Zuy = 2y =

S)z= lntg;ﬁ.

-y
Jogaby: z.. = 8y n ( 2y Ctg<2 X t y) — 1);
(x — y)3s1n2x YAX=Y Xy
Ty = 8y x+y<1_x2ythg2§+§>;
x —y)sin 2 B B
(x =) -
2
Ty = 8y x+y<(3x—y)—x4xyctg2§+§>.
— 3 1 _— - -
(x —y)'sin2 P
6) z = xsin xy + ycos xy.
Jogaby: z.. = (2y —y* )cosxy — x)? sinxy;
Zy = — (2x — x*)sinxy — x? ycosxy;
Zw =(2x — y*)cosxy — (2y + x?y)sinxy.
26. Asakdaky funksiyalar tigin oz _ 9z denligi barlan:
’ i oxdy  dyox '
1)z = I %I)-x; 2)z =ye*; 3)z=sinxcos2y;, 4)z =ylnx.
dz _ 9z

27. Asakdaky funksiyalar ti¢in deniligi barlan:

Jyox®  0xdydz
1) z = xsiny; 2) z = yxIn(x + ).

y 9’z o’z %z _ 2
28.z= funks1ya tigin o + 28x8y + %~ aey

_ ., v o2 83u 814 aI/L au
29. u = fix)g(y)h(y) funksiyanyii u xdydz _ ax dy oz def-

leméani kanagatlandyryandygyny gorkezin.



§ 6. Kop argumentli funksiyanyn ekstremumy

1. Ekstremumyn bolmagynyi zerur serti. Goy, z = f(x,y)
funksiya 6z kesgitlenis oblastynda yeterlik derejede differensirlenyén
funksiya bolsun.

Teorema 1. (Ekstremumyn bolmagynyn zerur serti). Eger D
kesgitlenis oblastynda yeterlik derejede differensirlenyén z = f(x,y)
funksiya D oblastyn kibir i¢ki nokadynda ekstremuma eye bolsa,
onda

grad /(M) =0 (1)
ya-da

ﬁ(XO,yo) = O}

S (xo,30) = 0

2. Ekstremum bolmagyi yeterlik serti. Goy, M (x ,y ) — ekstre-
mumyn bolup biljek nokady bolsun, yagny:

fe(x0,30) = 0, fi(x0,30) = 0.
Belgileme girizelin
A :f;:x(Xo,yo), C :fy’iv(xo,yo), B :f;;;(xo,yo)

Teorema 2. (Ekstremumyn bolmagynyn yeterlik serti). Eger (1)
denlikler yerine yetydn we

A B

Aﬂ
B C

= AC — B’ > 0 bolsa,

onda M (x ,y ) nokat z = f(x,y) funksiyanyfi ekstremum nokadydyr,
sunlukda

A>0(4>0)

bolsa, M (x ,y,) -minimum (maksimum) nokadydyr.

Eger-de A < 0 bolsa, onda M (x .y ) ekstremum nokat dil, A = 0
bolanda M (x .,y ) nokat barada belli zat aydyp bolmayar, yagny
M (x .y,) nokadyn ekstremum nokat bolmagy-da miimkin, bolmaz-
lygy-da miimkin. Ony bilmek ii¢in bagga usullary ulanmak gerekdir.



30. z = x* + xy + y* — 2x — 3y funksiyanyn ekstremumyny tapmaly.

Cézilisi: 95 = 2x +y -2, g—§=x+2y—3.

Ekstremumyn bolup biljek nokatlaryny tapalyn:

2x+y—=2=0 _ _1/.._4
=23x—-1=0, x=14y=%4.
{x+2y—3:O A A

Diymek, (%, % ) ekstremumyn bolup biljek nokady.

o’z _ o'z _ o'z _
g=2 $E=2 2Ll=1
A=|2 1‘:4—1:3>0.
1 2

1/ 4 anvi 'z _
( A , A ) nokatda funksiyanyn ekstremumy bar. o 2>0,

sonun licin hem bu nokat funksiyanyn minimum nokadydyr.
Asakdaky funksiyalaryn ekstremumlaryny tapyn:

3l.z=x"—xy +y*+9x -6y +20. Jogaby:z__=—1,(—4]l).

32. z=y/x —y' —x + 6y. Jogaby: ekstremumy yok.
33.z=x+8 —6xy+ 1. Jogaby: Zn. = 0, (1; - %)
34, z=2xy — 4x - 2y. Jogaby: ekstremumy yok.
35. z=ex(x + ). Jogaby: z.., = —%,(— 2;0).

3. Sertli ekstremum. Lagranzyn funksiyasy diyilydn asakdaky
funksiya girizilyar:
L(x,y,A) = f(x,y) + Ap(x,y)

(bu yerde A — Lagranzyn kopeldijisi diyilyan kabir parametr). Onda
z = f(x,y) funksiya ti¢in sertli ekstremumy tapmak meselesi L(x,yA)



funksiya tigin sertsiz (adaty) ekstremumy tapmak meselesine getiril-
yar. Bu funksiya iicin ekstremumyn bolmagynyn zerur serti askdaky
teoremanyn iisti bilen berilyar:

Teorema 3. Goy, f(x,y) we (x,y) funksiyalar M (x ,y ) nokadyfi
(x,,) = 0) kébir golay towereginde tizniiksiz differensirlenyén bol-
sun. Eger M (x ,y ) nokatda f(x,y) funksiya sertli ekstremuma eye bol-
sa we grad (x,,y,) # 0, onda

Li(x,y,) = f:(x,y) + A@i(x,y,) = 0
Ly(x,y,) = f;(x,9) + A¢i(x,y,) = 0
Agi(x,y,4) = p(x,y) = 0.
Bu serti kanagatlandyryan (x ,y , 4 ) nokada Lagranzyn stasionar

------

2 2
36. Eger x we y polozitel we % + y? =1 serti kanagatlan-

dyryan z = xy funksiyanyn il uly bahasyny tapmaly.
Coziilisi: Lagranjyn funksiyasyny yazaly:

2
L@mymwdf+y—QOMa

8 2
my+ M o0 L=t dy=0 L= X 4 Y =0
Lx_y+4— s Ly=x+Ay =0; ﬂ—§+7— = L.
Birinji we ikinji defilemelerden A-ny yoklamaly.
A=-2=0
{Hix:o Y 4y’ —x* =
— _X . X _
4y2_x2:O .X2:42 x2:4y2 x2:4
XY 120 |X4 Y 10, ly=1, |yt
8 2 1872 =L UE

Meseldnin serti boyungax >0,y >0.Ondax=2,y=1.

z =xy funksiyax =2, y=1bolandaz=2 - 1 =2 > 0 poloziteldir
we ellipsifi koordinata oklary bilen kesisende (v'8;0) we (0;v2).
nokatlarda z = 0. Diymek P(2;1) nokat berlen funksiyanyn sertli mak-
simumydyr.



Funksiyanyn sertli ekstremumyny tapyn:

37.x+y=2 bolanda z = % + % Jogaby: Z . =2,(1;1).
38. L1 L -1 polandaz=x + ).

Xy 2
Jogaby: Z ~=—4;(=2;-2),Z  =4,2:2).

39.3x+2y=11 bolanda z =x>+2y*. Jogaby:Z_ =11,3;1).

min

40. x> +y*=5 bolandaz=2x +y.
Jogaby: Z . =—5,(-2;-1),Z_  =35,(2;1).

41.x +y+3=0 bolandaz=x>+y>—xy +tx +y—4.

Jogaby: Z . =— 4,75,(—%; — %)

§ 7. Ykdysadyyetde ekstremum meseleler

Oniimgilik kirhanalarynda éniimi 6ndiirmeklik ii¢in yiize ¢yk-
van ¢ykdajylara hem-de oniimleri yerlemekden gelyén girdejilere bag-
ly bolan meseleler ykdysadyyetde esasy orny eyeleyér. Sunun iigin
hem hususy 6niimleriii ulanylysy: ekstremuma degisli meselelere se-
redelin.

Mysal {i¢in, bu girdejiniii, peydanyn maksimumyny ya-da bir-
nice Uytgeyédn ululyklar gérniisindéki yilize ¢ykyan oniimgiligin &hli
cykdajylarynyil jeminii minimumyny hasaplamak yaly ykdysady
meselelere seredelin.

42. Kébir ki¢i kirhana G, we G, gorniisli oniim 6ndiirip degis-
lilikde 1000 manatdan we 800 manatdan satyar. Cykdajy funksiya
asakdaky gorniisde bolar:

C=20{+200.+ 0;.

bu yerde O, we O — G, we G, harytlaryn 6ndiirmesinifi gdwriimi.
Kérhananyn girdejisi maksimal bolar yaly O we O, géwriimleri-

nin bahalaryny tapmaly.



Coziilisi: Kdrhana Ondiiren Oniimine 0&zbasdak bazarda baha
goyup bilmeyiar we ol isleg we hodiirleme kanunlaryna gord ba-
zar nyrhy boyunca satmaly bolyar. Harydyn bazar nyrhy O, we Q,
gowriimlere bagly dél. Sebébi olaryn ululygy 6rin kigidir. Sonun tigin
G, we G, harytlaryn satylmasyndan jemi girdeji,

R =1000 Q, +800 Q,.
Onda R gerdejiniit we C ¢ykdajylaryn tapawudy P peyda den.

P=R-C= (1OOOQl + SOOQZ)'(ZQI2 + 20,0, + Qf)

ya-da P(QI,QZ) = 1000Q1 + 800Q2 - 2Q12 - 2Q1 Qz - Q%

Onda peyda funksiyanyn iki tiytgeydan ululyga maksimumyny
tapmaly.

Bu funksiyanyi stasionar nokatlaryny tapmaly. Sunun tigin birin-
ji tertipli hususy ontimlerini tapalyn.

P.(0.0,) = 1000 — 40, — O;
P;:(QI,Q2) =800 — 20, — 0».

Olary nola denlép, alarys:

1000 — 40, —20. =0
800 — 20, — 20, = 0.

Bu denillemeler sistemanyin ¢oziiwi: birinji defilemeden ikinji den-
leméni ayryp taparys.

200-20, =0.

0, = 100 birinji defilemé goyup alarys: O, = 300. Seylelikde sta-
sionar nokadyn koordinatalary

(0,,0,) = (100.300).

Indi stasionar nokatda maksimuma denmi, minimuma defimi ikisi
hem bolmayandygyny tapmak galdy. Bu soraga jogap bermek ii¢in
ikinji tertipli hususy oniimleri tapmaly.

9’P 4, o’P _ 2, o’P _9

207 T a0 T 30,00:




Anlatmany diizelinn we hasaplalyi:

3P PP _ [ PP N 4o\ (oY — .
d0i 90; <8Q18Q2> 4(=2)—(=2y =4>0;

o’P o’P
=—4<0, =—2<0.
20 %0 )
Onda stasionar nokatda maksimum yerine yetyédr. Stasionar no-
kadyn koordinatalaryny peydanyn funksiyasynda goyup alarys:
P(100, 300)=1000-100+800-300-2-100% — 2-100-00—-300*=170000.

Seylelikde, oniimgiligin gdwriimi O, = 100 we O, = 300 bolanda
kdrhana in uly peyda goryar.

43. Kérhana harydyn bir bolegini yerli bazarda satyar, beyleki
bolegini eksporta iberyir. Igki bazarda satylyan harydyi ¢, bahasy we
onufi mukdary p, isleg egriniil defilemesi bilen berilyr:

g, +p, =500.

Sona mefizes eksporta gidyén harydyn bahasy p, we onufi muk-
dary g,
2p,+3q,= 720

islegin denilemesi bilen berilyar. Jemi ¢ykdajylar
C = 50000 +20(q, + q,)

anlatma bilen berilyér.

Kérhana baha syyasatynyn haysy gorniisini durmusa gegirmeli?

Caoziilisi: I1ki bilen kirhananyn girdejisini kesgitldliil. Girdeji iki
bolekden ybaratdyr: harydyn icki bazardan satylmagyndan

R =pq = (500 — q)q = 500q, — gi.
we eksport edilen harytdan
R, = prq. = (360 — 1,5¢:)¢q> = 360q. — 1,545,

(iki yagdaya layyklykda hem baha isleg egrilerinden alynyar). Sey-
lelikde jemi girdeji



Indi kdrhananyn peydasyny tapmak bolar:

P(q,q:) = R—C =(500q — ¢:2 + 360g. — 1,5¢5) —
—(50000 + 20(g: + q1)) = 480g: — g7 + 340g. — 1,5g: — 50000.
Su funksiyanyil maksimumyny tapalyn.
Py (qi,q:) = 480 — 2q,,
Py(q.q:) = 340 — 3¢,

480 — 2¢, = 0
340 — 3¢, = 0,
q1:24O’
q2:34310'
O’P
=—2<0,
Qqt
QP
=—3<0,
g3
P _,
0q.0q> ’
2 2 2
OP QP 0P _ 5. (3_0°=6>0.

Oqi 0q: 0q:0q.

Diymek, (240, 340)) ekstremum nokatda peyda funksiya maksimu-
ma eyedir. Kdrhananyn baha syyasatyny bilmek {i¢in maksimum no-
kadyny koordinatalarynda isleg egrilere goymaly.

P =500 —¢g,= 500 - 240 = 260,

P, =360 —1,5¢ = 360 — 1,5-% = 190.

Yokardaky tapylan P, we P, kirhananyn harydy igki bazarda we
eksportda négeden satmagyny gorkezyar.



Alnan g, we g, ululyklaryn bahalaryny peyda funksiya goyup,
kérhananyn in uly peydasyny tapmak bolar.

P(240,3‘31—0> = 480240 — 240 + 340 ~(%> ~1,5 .(%)2 _

—50000 = 26866,67.
44. Monopol kirhana G, we G, harytlaryn gorniislerini ¢, we g,
mukdarda ¢ykaryar. Cykdajy funksiya
C=10q, +q,q,+ 10q,
gorniisde berilydr we isleg funksiyalar her bir haryt ti¢in:
P =50-¢q, +q,
P,=30+2q,—q,,

bu yerde P, we P, — G, we G, harydyn birliginifi bahasy. Sulardan
bagga kirhana G, we G, harytlaryni gorniislerinden jemi 15 birlik 6n-
diirmeli su sertde kdrhananyn in uly peydasyny tapmaly.

Coziilisi: Meseldnin ¢oziilisini maksat funksiyasyny (peyda
funksiyasyny) gurmakdan baglalyn: P = R — C.
G, harydyn satylmagyndan alynyan girdeji

R =pq=050—-q+q)q—q+ qq,

bu yerde p, licin afilatma G, harydyi isleg egrisinden alynyar. Sufa
menzeslikde G, harytdan alynyan girdejd hasaplanyar:

R, =p.q. = (30 +2q — Q2)6]2 = 30q, + 2q:1q> — 6]%-
Elbetde jemi girdeji
R=R +R =50q — (]12 + 3¢9 + 30q, = qf.

Meseldnin sertinden ¢ykdajylar bellidir. Onda peyda (maksat funk-
siya) asakdaky gorniisi alyar:

P(q1,q) = R—C = (50q: — qi + 3¢q:q1 + 30q. — q5) —
—(10% +qq, + 106]2) = 406[1 — qf + 26]2611 + 206]2 — C]zz-



Meseledaki ¢édklenmani:

8(q,9,) =15-4,-¢,=0
gorniisde sertli ekstremumy tapmak meselesine gelyiris. Bu meselédni
cozmek iicin Lagranzyn funksiyasyny guralyn:

F(q1,q:,@)40q: — ¢i + 2¢:q1 + 20q. — ¢5 + @ (15 — g1 — qv).
Hususy Oniimleri tapyp, nola denlalin:

F,=40 -2 +2¢.—a =0,
Fpo=2¢+20-2¢.—a =0,
F,=15—q —¢ = 0.

Seylelikde ii¢ ndbellili li¢ deiilemelerin sistemasyny alarys:
—2q1 + 2q. —a =—40
2q: — 2. —a =— 20

q + q. = 15.
Sistemany Gausyn usuly bilen ¢ozelin: birinji we ikinji den-
lemeleri gosup alarys:
—2a =— 60
a =30
tapylan @ = 30 sistemanyn birinji defilemesine goyup alarys:
—-2q1+ 2q. =— 10
{ql +qg. =15
bu sistemany ¢oziip alarys:
q, = 10,
q,=5.
Bu sertli ekstremumyn nokadynyii koordinatalary ya-da sular

yaly satuwyn gowriiminde kdrhana in uly peyda goryér. Peydanyin in
uly bahasy

P(10,5)=40-10-10>+2-10-5+20-5—5>=475.



45. Telekeci 6z Oontimgiligini gineltmek tigin 150 miin manat
gosmaga maya goyyar. Eger tize enjamlary {i¢in harajatlary x min
manat we téze alnan ig giiyjline harajatlar y miin manada den bolsa,
onda 6niimin géwriiminin artdyrmasy Q = 0,001x°,6 y** den bolar.
Oniimin géwriiminii artdyrmasy maksimal bolar yaly gosmacga maya
goyumy nihili paylamaly? Jogaby: (90,60).

46. Oniimgiligin umumy ¢ykdajylary
7C = 0,5x* + 0,6xy + 0,4y + 700x + 600y + 2000,
funksiya bilen berilyir. Bu yerde x we y — 4 we B gorniisli harytlaryn
sany. Ondiirilen éniimifi umumy sany 500-¢ defi bolmaly. Cykdajylar
inl az bolar yaly 4 we B harytdan nd¢e 6ndiirmeli? Jogaby: (0;500).
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INTEGRAL —n—=

§ 1. Kesgitsiz integral.
Integrirlemegin esasy usullary

1. Gos-goni integrirlemek we dagatmak usuly
Gos-goni integrirlemek diymek asakdaky integrallarynl tablisa-
syny ulanmak diymekdir.

u . un+1
l)fua’u— W D,

Z)fci—”:lnLHrc.

gy = g g g
3)fadu—lnaa+c, fedu—e+c.
4) fsinudu =—cosu + c, fcosudu =sinu+c.

5) fchudu = shu + c, fshudu =—chu + c.

6) f ——ctgu+c, d” =—ctgu +c.
cos’ sin*u

1 u >
P arcctg ? +c, (a>0).

—arctg +c=—

8 = arcsm—+c ——arccos—+c
>f = ‘
9)f =In(u+vu’+a®) +c.

du  _ 1
IO)fuz_az B 2aln’u+a ‘+C
Bu formulalarda u — tiytgeyan ululyk ya-da differensirlenyén funk-
siya. Eger ff(u)du = F(u) + c, bolsa, onda:

ff(ax + b)dx = %F(ax +b)+c,



fgaiﬁ(x)dx = gaifﬁ(x)dx.

rrrrrr

Integrallary hasaplan.

1. I—fx _5x+1dx—<fx3—5/;+}>dx=
x

S 3
=fx%dx—5fx%dx+fx‘%dx=%+cl—5£+02+
2

[S—

1
LT 10 2
T 3"
2

_(6x+xP—2x+1
Z‘I_f 2x — 1 dx.

Jogaby: x* + x* + 0,5In|2x — 1] + c.

3 7= f dx B f (sin’x + cos’x)dx
’ sin’x cos’x sin’x cos’x

= d — _ _ .
(coszx " sin2x> * cos’x ) Sintx T ¥ ctexte
— 2 _ 1 . B
1= [ = f<cos2x 1>d cos’x - [ dx =

=tgx —x + C.

1=](x3+1)2dx=f(x6—2x3+1)dx:£_2i+

4
x—+x+c.

7
X
+x+c="%5—
7 02

6. 1= f(3x — 4)°dx.



Coziilisi: Bu yerde iki agzany 15-nji derejd gotermek manysy
yok, sebdbi 3x — 4 ¢yzykly funksiya integralyn tablisasyndan alarys:

16
fu”du = %+ c;

_1 Gr—4) (- d)

! 3 16 48

+ C.

s

Gorkezme: maydalawjydaky irrasionallykdan bosamaly.

Jogaby: %(x + 1)+ %x% +c.

8. 1= fcos(mc + 1)dx.

Coziilisi: f cosudu = sinu + ¢, integraldan ugur alyp alarys:

fcos(nx + 1)dx = %sin(ﬁx +1)+c.

9. = f cos 3x cos Txdx.

Coziilisi: Sular yaly integrallary tapmak ti¢in kopeltmek hasyly je-
me Ozgertmek trigonametrik formulalary ulanmak amatlydyr: Bu yerde

cos 3xcos 7x = %(cos 4x + cos 10x) onda,

_ _1 1 —
= fcos 3xcos Txdx = 2fcos4xdx+ 2fcolexdx =

= L-Lsin4x + L-LsinIOx +c = Lsin4x + LIOx +c.

2 4 2 4 8 20

Bellik. Su integrala menizes integrallary ¢ozmek {i¢in asakdaky
dargatma formulalary ulanmaly:

sinmx cosnx = %(sin(m —n)x + sin(m + n)x)

sinmxsinnx = %(cos(m —n)x — cos(m + n)x)

288



cosmncosnx = —~—(cos(m — n)x + cos(m + n)x).

1
2
10. I = fcosxcos 2x cos Sxdx.

—~(cosx + cos3x)cos S5x =

Coziilisi: (cosxcos2x)cos5x = %

= %(cosxcos 5x + cos 3xcos 5x) = i(cos 4x 4+ cos 6x + cos 2x +

+ cos 8x);

Onda, I = f COSX COS 2x cos Sxdx = % f cos 4xdx +

1 1
+fcos6xdx+fc052xdx+/cosSxdx =16 sin4x + 24 sin 6x +
1 1

+§sm2x + gsm@c + c.

11. 7= f sin’3xdx.

Coziilisi: sin’3x = 1—cosbx  n4q f sin’*3xdx =

2
_ 1 . 1 1L 1,
_zf(l cos6x)dx—2<x 6sm6x>+c >
_ 1
12sm6x+c
12. 1= [ cos*5xd Ly L
. I = | cos”Sxdx. Jogaby: 2x+losm10x+c

1
13./1= | ————d~x.
31 fx2+4x+5dx

Cozuml:f +4x+1+4 f(x+2)2+1

= arctg(x + 2) + c.

_ dx .1 2x
14. [_f4x2+ 5 Jogaby: 10 arctg 5 +c.

19. sargyt Ne 1573



dx
o +x+ 17

15.1:/
16.1:/&.
'/‘4/

_ d
17.1_fﬁ.

li
Coziilisi: f m

Coziilisi:

I= [
Vxi+6x+1

_ dx
18.1_f74_x2_4x.

Jogaby: \/7

arctg ZXJL L

—arcsm X + c.

= arcsin® + 2

+ c.

Jogaby:In|x + 3 +vVx2+6x+ 1|+ c.

L ’25+(x+2) e

Coziilisi: f8 x+2)2 = 1/ n 2/5—(x+2)

19. I = 10;5496_7 Jogaby: 2/1%1 /‘/% +;
20. xZ—g’% Jogaby: %arctgxg—3 + c.
21. f )f«/_le dx Jogaby: 4(x— 4 x +c.
22, mdx. Jogaby: 3tgx + 2ctgx + c.

23. fxzz(rif’;)dx Jogaby: —% + arctgx + c.



VI —x + /1 +x°
z4.f = dx.

Jogaby: In(x ++'1 + x*) + arcsinx + c.

cos 2x Cdiny +
25. f cosx — sinx dx. Jogaby: sinx — cosx + ¢
2x+1 _ Sx—l . 2 y 1 Ty
26. filox dx. Jogaby: s 57+ Sino 27 +c.

27. f(sin S5x —sin5a)dx.  Jogaby: —0,2cos5x —xsinSa + c.

2. Ornuna goymak usuly

Ornuna goymak usuly (ya-da integrirlemigin iiytgeyénleri ¢al-
syrmak usuly) x ululygy ¢(¢) (lizniiksiz differensirlenydn funksiya)
calgyrylyar we alynyar:

[ fxdx = [ flo(0)]g' (1)a.

Integrirlemekden son ¢ = ¢ ~ '(x) ¢alsyrma bilen 6nki liytgeyan
ululyga gaydyp gelinyér.
Gorkezilen formulany ters ugry boyunca peydalanmak bolar.

[ e (t)dt = [ flx)dx, bu Yerde x = p().
Integrallary tapyii:

28.[:/x¢x—3dx.

Coziilisi: v x — 3 = ¢, orun ¢alsyrmany ulanalyn: bu yerden,

x=3=¢£, x=¢£+3, dx=2u
integrala goyup, alarys:

jlﬂ+3yr2mp:2fak+$%ﬁ:2<§+f)+c=

:%@_3ﬁ+u—3ﬁ+a



20. 1= [ 49X
I+e

Coziilisi: | +e*=1¢, x=In(t—1), dx = 1d_xt

integraly goyup alarys:

T o :fz(zcitl) = ()=

=1Injt—1|=In|f|+c=1In

€ _+e.
l+e

Bellik. Su integraly basga bir afisat usuly bilen hem ¢6zmek bolyar:
sanawjyny we maydalawjyny e * kopeldip alarys:

e _ —e " _ —x _
fe’x+1dx_ fe”‘+1dx_ Inle"+1|+c=
e'+1

=—In + c.

30. x*+3
o
Jogaby: %J(zx O %/(Zx — 5y %sz 5

3
4v2x — 5

+ C.

31. I:f (x* = 1)dx

(x* + 3x + 1)arctgx + 1

Coziilisi: Integrallaryii asagyndaky anlatmany 6zgerdeliii.
()
/ - B

[ Xt = ¢t calsyrma ulanyp;
(x+ 17+ 1)arctg<x+—) *
ony differensirldp, alarys. <1 — %)dx =dt.




Bu yerden f an dt yene bir ¢alsyrmany ulanyp, alarys;

1)arctgt
dt

£+1

32. 7= f4"azx4_xzdx.

arctgt = u; = du; fd” ln|u\+c—ln‘arctg(x+ )‘+c

Céoziilisi: Calsyrmany ulanyp alarys: x = —; dx = —=-.

/az—% '
—f<1—dt:—ftx/a2t2— 1dt, Jar —1 = z onun ii¢in
_tz
t4>

calsyrmany ulanyp alarys: 2a? tdt = 2z dz

2 2
1 zdz——312z+ (3a2x3)
33.1= T
f a’sin’x + b** x
COlell 1 1 . dX a
si: — “tox = t, calsyrmany ulana-
b t x4 1 cos’x b
b2 g
lyti onda, 1b I itt = al—barctgt +c.

34. [ = f3v1 + 3sinx cosxdx.

Coziilisi: 1 +3sinx =¢;, 3 cosx dx = dt,

L= L (far= L34y o = (L4 3sina)
3f@_3ft3dt_ g te= +c

3 4
35. M, Jogaby: —2+/ cosx + c.
f«/cosx gany



36.]=f( dx

arccosx) v'1 —x*

Coziilisi: arccosx = t; _dixz = dt,
1 —x

_(dt _ s 1 _ 1

f ft dt = 4t +c= 4arcsin4x+c'

x'+1 1/.3 2

dx. Jogaby: —(x’+3x+1)5 +¢
fo +3x+1 84 2( )
37.1= [-sin2x_ g,
1 + sin’x

Cozillisi: 1 + sin’x = ¢, 2sinxcosx = df, sin2x = dt
f%: In|7 |+ ¢ = In|1 + sin’x|+ ¢ = In(1 + sin’x) + c.

1+lnx
38. 1= f3+ Inx %

Coziilisi: 3 + x Inx = ¢, (1 + Inx)dx = df,

f%:ln|t|+c:ln\3+xlnx\+c.

39. [ i”;lnx dx.  Jogaby: 0,754/(1 + Inx) + c.

40. xlnx Jogaby: In[lnx| + c.
2
41. [ xdx Jogaby: Larcsin ¥ + c.
/ /3% 82 /3
X" L arcte XN
42. f e dx. Jogaby: poa arctg , e



44. f Smf dx. Jogaby: —2 cosv x + c.

1 \dx e
45, f(lnx—i— 1nx) < Jogaby: > In’x + In|Inx| + c.

46.fx“v1 — x dx.

Jogaby: — 4 710 (35— 40x + 142°)(1 — X)i +c.
In xdx 2 /
47. Jogaby: Z(Inx — 5)v'1 + Inx + c.
f xv1+Inx savy 3( )

48. cos’x+/ sin dx.

Jogaby: (; ~ 2 in’x + 2 §in’ x)v sin’x + c.

3 7 11
49, [Edx Jogaby: (8 + 48 + 3T -

3. Bolekleyin integrirleme
Bolekleyin integrirlemanin formulasy diyip,

fudv = uv—fvdu,

bu yerde u we v — x goré differensirlenyén funksiyalar.
50. 1 = farctg xdx.

Coziilisi:

u = arctgx; dv=dx; du = I f—xxz;

farctgxdx = x arctgx = f% = x arctg x — %ln(l +x)+c¢



51. 1= farcsinxdx. Jogaby: xarcsinx +v1 —x>+c.

52. 1= fxcosxdx.
Coziilisi: u = x; dv=cosxdx; u=dx; v=sinx.

= fxcosxdx = xsinx — fsinxdx = xsinx + cosx + c.

53. = fx3 Inxdx.

Coziilisi: u = Inx; dv = xX’dx; du = d—x; v = ix“;

I = fxlnxdx— “x*lnx — f sdx _ 1 xlnx 4fxdx—

Lx lnx—Lx + c.

4 16

54. 1= f(xz —2x + 5)e "dx.
Coziilisi: u = x> - 2x + 5; dv = e “dx;
du=2x—-2)dx; v=—e7

I= f(x2 —2x+5)edx=—e " (X’ —=2x+5) + Zf(x — 1)e "dx.

Sorira integraly yene bolekleyin integrirlalin.

x—1=u;, du=dx; 2v=e dx; [= f(x2 —2x+ 5)e"dx=

= 2f(x —1e*de=—2e"(x— 1)+ 2fe’xa’x =—2xe "+ c—
—e (X =2x+5)=—2x¢"+c=—e"(X’+5)+c

Bellik. f O(x)e™ integrallary hasaplananda, netijede Q(x)e™

funksiya alynyar, bu yerde Q(x) polinamyn derejesi P(x) polinamyi

derejesine den. Bu yagday integrallaryn gorkezilen gorniislerine na-
belli koeffisiyentler #» usulyny ulanmak miimkingiligi berilyar.



Niébelli koeffisiyentler usuly bilen tapyn.

55.1= f(3x3 —17)e™dx.

C&MML&z[@f—47k%m:(Aﬁ+Bﬂ+LM+Ek“+a
Cep we sag taraplaryny differensirlép, alarys:

(3x* — 17)e™ = 2(Ax’ + Bx* + Cx + D)e™ + (3Ax* + 2Bx + D)e™,
Denlemaénin iki tarapyny hem e* gysgaldyp alarys:
3x’ — 17 = 2Ax* + 2Bx* + 4+ 2Dx + 3E* + 3Ax* + 2Bx + D.

Bu tozdestwonyn ¢ep we sag taraplaryndaky x-ifi den derejesinint
koeffisiyentlerini deniesdirip alarys:

(A:%
3=24

B=-2
0=2B+3A 4
0=2D+28 |p=9
—17=2E+D 4

p__T1

© 778

diymek,

_ 3 wg. (3.5 9 2,9  T7\ x
I_f(3x 17)e dx—(zx R )e + c.

56. Integraly hasaplan. [ = f (x* + 1)cosxdx.

Coziilisi: u =x*+1; du=3x*dx; dv=cosxdx, v=sinx
I= f(x3 + 1)cosxdx = (x’ + 1)sinx = f3xzsinxdx =

I =— x"cosx + focosxdx =—x’cosx + 2L;

L= f xcosxdx integraly hem bolekleyin integrirlédp, alarys:



u=x;, du=dx; cosxdx=dv, v=sinx
L = xsinx — /sindx = xsinx + cosx + ¢
diymek, 7= (x*+ 1)sinx + 3x? cosx — 6x sinx — 6 cosx + ¢ =
= (x*+ 6x + 1) sinx + (3x*>— 6)cosx + c.

Bellik. f P(x)sinax, f P(x)cosax gorniisli integrallara nidbel-
li koeffisiyentler usulyny hem ulanmak bolar.

57.1= f(x2 + 3x + 5)cos 2xdx.
Coziilisi:
f(x2 + 3x + 5)cos 2xdx = (Ax + Ax + 4,)cos2x +
+ (B + Bx+ B)) sin2x,
bu tozdestwonyn iki tarapyny differensirldp, alarys:
(x> +3x + 5) cos 2x = - 2(4x* + A .x + A)) sin2x +(24 x + B )sin2x +

+2(Bx* + B x + B)cos2x + (2Bx + B)) sin2x = [2Bx* + (Bx + 24, )
X + (4, + 2B )]cos2x + [~ 24, x*+ (2B, — 24 )x + (B, — 24.)] sin2x

x-iit derejeleriniii hem-de cos2x we sin2x koeffisiyentlerini de-
nesdirip alarys:

-0 _ 1. _ 3. _ 3. _9
AO_O’ BO_E’ Bl—j, Az—z, BQ—Z
Seylelikde,
2 —(x .3 13, 0 4\
f(x +3x+5)0052xdx—<2 + 4>cos2x+<2x X+ 9>sm2x+c.
Integrallary hasaplan.
58. /ln(x—lr«/l + x?)dx.

Jogaby: xIn(x + V1 +x*) —v/1+x* +c.
59. fi/;(lnx)zdx. Jogaby: %ﬁﬁ[(lnx)z ~Snx+ %] + c.

2



60. f arcsmxdx Jogaby: 2+/1 + x arcsinx + 4v1 —x + c.

X cos xdx _
61°f—sin3x . Jogaby: —0, 5<

)+e.

3*(sinx + cosxIn3)
I +(In3)

62. f 3" cos xdx. Jogaby:

63. f(x3 — 2x> + 5)edx.

Jogaby: (%)ﬁ —x*+ %x + %)e“ +c.

64. /(1 + x%) cos xdx.
Jogaby: (x*— 10x*+ 21)sinx + x(4x> — 20)cosx + c.

65. f(x2 + 2x — 1)sin 3xdx.

9x* + 18x — 11 2x+ 2

Jogaby: 27 cos 3x + g sin 3x +c.
66. f(x2 — 2x + 3)Inxdx.
Jogab x|y =% 4+ X 3
ogaby: <?—x + x) nx—?+7— X+ C
x =1 _ X
67. f x*arctgxdx. Jogaby: X 1 ~———arctgx 1 5 + 1 +c.

3 2
68. f x*arccosxdx. Jogaby: x?arccosx — 2%«/ 1—x*+c.

4. Rasional funksiyalary integrirlemek

P(x)
Eger 0(x) dogry rasional drobuni O(x) maydalawjysy asakdaky

gornilisde yazylsa,
O(x) = (x —a)f (x — b)...(x2 + ox + By (¥ + jx + i),



bu anlatma giryén ii¢ agzalaryn hakyky kokleri yok,

P(x> _ A A, B, M, x + N,
0x) x—a (x—ay T a—ay t ¥+ ox+R
sz + N2 M4x + Nr + Rl.x + Ll
(X+ox+By 7 (X+0x+p) X+ x+i

Rox + L, + Rsx + Ls
(+jx+iy 7 (X+jx+i) 7

buyerde 4, 4,, ..., B, B,, ... M\, M, N, N,, ... R, L, R, L, kes-
gitlenyan kébir hakyky hemiselikler. Olary kesgitlemek ii¢in son-
ky tozdestwolaryn iki tarapyny hem bitin gorniisine geterilyir we
x — nédbellinin den derejelerindéki koeffisiyentleri denesdirilyér, bu
bolsa koeffisiyentlere gord ¢cyzykly sistema getiryér. (bu usula koef-

......

......

lyii kombinasiyasy koeffisiyentleri tapmaklygy ansatlagdyryar.
P(x)

PR 0
gini ayry yazmaly.

_ [ 15 —dx 8l
69.I_f(x_3x)(x+x4)(x_l)dx.

Eger,

nddogry drob bolsa, onda ilki bilen onui bitin bole-

Cozilisi:

15x* — 4x — 81 __A n B n D
(x=3)(x+4)(x—1) x—3 x+4 x-1’

15x* —4x = 81 = A(x + 4)(x = 1) + B(x = 3)(x — 1) + D(x = 3)(x + 4),
15x2 — 4x — 81 = A(x* + 3x —4) + B(x> — 4x + 3) + D(x> + x — 12),

A+D+B=15 A=3
3A—4B+D=-4 —-B=5
—4A +3B - 12D =—- 81 D=1.



Diymek,

_ dx dx dx  _ _
1=3[ Fos[ @ 47 [ P =3nix-3]+
+5Injx+ 4|+ 7Injx—1|+c.

Bellik. Yokardaky mysalda A4,B,D nibelli hemiselikleri kesgitle-
mek {li¢in hususy bahalar usulyny ulanalynl. Yokardaky tozdestwoda
x=3 alyp A4=3 alarys,x=—4, B=5, x=1alypD=7 alarys.

_ ‘d
70.1_f<2+;>(;g_1).

x 1
Jogaby: 5 2x + gln

x—1 .
(X-+— 1)2x2x2

4_ 2_ _
M= [% x3_xx_3’§x 2 dx.

Coziilisi: Integralyn asagyndaky ailatmanyn sanawjysynyn de-
rejesi maydalawjynyi derejesinden uly. Sonun {i¢in bu drobufi nddog-
ry bitin bolegini ¢ykaralyn:

x'—=3x"—3x—-2 x+2
= ]l 2T =
X —x"—2x X X —x"—2x
Diymek:
B (x+2)
I—f(x+l)dx—fx(x_2>(x+l)dx,
(x+2) _A_ B D

x(x=2)(x+1)  x x—=2 x+1°
x+2=Ax—-2)(x+ 1)+ Bx(x + 1) + Dx(x - 2).
Bu tozdestwolaryt iki tarapyny x = 0, x, =2, x,=— 1 (maydalaw-
jylaryn kokleri) goyup, alarys: 4 =-1; B = %; D = %
Seylelikde

I=f(x+1)dx+f%—% x‘i—xz—% x‘_ifl =x’+x+

+ In|x| — %ln|x - 2| :—%ln|x + 1| +c.




7. ] = de_
X —=2x+x

Caoziilisi: Bu yerde integralyn asagynda dogry rasional drob dur.
Onun maydalawjysynyn hakyky we kratny kokleri bar:

X =2 +x=x0*—2x+1) = (x—1)* onda,

2x3—3x+3_A+ B, D
(-1

X' =2x+x  x  (x—1)
26— 3x+3=A((x—1)*+Bx+Dx(x—1) =(A+ D)x* +
+(=2A—-D+ B)x + A,

A+D=2 A=3
—2A-D+B=-3-1D=-1
A=3 B =2.
Seylelikde:
_ (x+2)
I_f(x+1)dx_fx(x—2)(x+l)
x+2 _A B n C

x(x=2)(x+2) x x—=2 x+1°

x+2=Ax—-2)(x + 1)+ Bx(x + 1) + Dx(x —2).
Bu tozdestwony iki tarapyna x, =0, x,=2, x,=- 1 (maydalaw-
jynyn koklerini) goyup, alarys:

A=-1, B=2, D=

Seylelikde

_ _ (dx 2 dx 1 dx  _
I= [(x+ Ddx= x 3)x-2"2) x+1

=x2+x+ln|x\—%\x—2\—%ln|x+1\+c.



2x’ — 3x + 3

73. 1= :
T2 =x

Caoziilisi: Bu yerde integralyn asagynda dogry rasional drob dur.
Onun maydalawjysynyn hakyky we kratny kokleri bar:
X =2 +x=x(x*—2x+1) =x(x—1)"
Onda

2x°—=3x+3 _ A B D
x3—2x2+x_x+(x—l)2+9€—1’ (*)
2x° =3x+3=A(x—1)’+Bx+Dx(x—1)=(A+D)x" +

+(=2A—-D+ B)x + A,

Y A+D=2 A=3
{2A—D+B=—3=>{D=—l
A=3 B=2
Seylelikde:
1_3fdx+2f x_l fdx = 3In|x|— 1—
—Injx—1[+c.

Bellik. Eger (x) toZzdestwoda x, = 0, x, = 1 (maydalawjynyn
kokleri) we x, — islendik baha alsak, onda koeffisiyentleri kesgitle-
mek kabir ansatlyk doredyér. x =0 bolanda 3 =A4; x=1 bolanda 2= B;
x=2 bolanda 5=4+2B+2D; 5=3+4+2D; D=-1.

_ X+ 1
74.1_f( _1>dx

Jogaby: 2In|x — 1| —In|x|— (xfl)z + c.

_ d.
7. I_f(xz—f- 1)zcx2+4)'

Jogaby: %arctgx — %arctg% +c.



B (x+ 1)dx
76'1_—/(x2+x+2)(x2+4x+5)'

2 2+1 1

Jogaby: 37 arctg 77 3 arctg(x + 2) + c.

4 2
77 7= (X +4x+ 1lx +12x+8
f (*+2x =3y (x+ 1)

Jogaby: In|x + 1| 21201 3) 2\/7arctg\/7

+ c.

8. 5x° + 9x° _22x_8dx
X — 4x

Jogaby: 5x +Inx? (x + 2)* |x — 2 + c.

dx
79. f (x+ D(x+2)y(x+3)"

+ C.

16
9x* + 50x +68 1 |(x+1)(x+2)

Jogaby: iy ) (x+ 37 T 8 (x+3)

dx
80 | i)
1 A+x)y 1

Jogaby:—6(1+ )+€ [—xtr jarctgx—
1 2x — 1
- arct + c.
33 P 3
1. X +3
8 fx—|— 1)(x? —|—l)
Jooaby: —XF2 L 2arct nyx+1l o .
ogaby: 2(x+1)+ arctgx + nm+c

5. Kibir irrasional afilatmalary integrirlemek
Kabir irrasional aillatmalaryn integrirlemegi rasional funksiyala-
ryil integrirlemegine getirilyér.



1. Eger integralyn asagynda R(x,x"/,...,",) funksiya duran bol-
sa,onda x =", m—q,, q,,...,q, sanlaryf ifi ki¢i umumy kratnysy
ornuna goymagy ulanyp rasional funksiyalary integrirlemegine geti-
rilyér.

2. Eger integralyn asagynda

R<x ax+b\" ax+b%>
Nex+d) 7\ex+d )

ax +b

Funksiya bolsa, onda c = 1" ornuna goymak bilen rasional
funksiya getirilydr, bu yerde m-in manysy yokardaky yalydyr.

_ (x4 +Yx
82.1= [ T

Coziilisi: x = £, dx = 6£dt

_6 (z+t+t)zdz L+t P+r+1 _
f frebi el -
“(1+7) H(1+7) I+

t(t+1)+1_ 3 1 _ e _
—6f o] 6f<t+;2+1>dt_6 g tarctgt+o =
:%-t“+arctgt—i—c=%X%-i-6ar0'[g6 X +c.

33. f f+ f

Jogaby: 4 /E +6%x +24%x +241In|"Vx — 1] +c.

2x — 3):dx
84, 1= [Zx=3)dx
(2x -3y +1

Coziilisi: 2x—3)=#, 2dx=6rdl, dx=3Fdt

£-30dt _ M _ 3y _

e 31 ) +3(2x—3)

—(2x=3)" ++ arctg(Zx -3y +ec.

20. sargyt Ne 1573



_ d.
w ]_fx(z +3/(§— 1)/x)’

Vi—1-VP+i+1

Jogaby: — \/L arctg 21;/";1 +In

' _ ., /x—1
bu yerde t =3 Pt

86.[:[(23 )zz/ﬁdx
2—x _ . 2 —x _ 3.
Coziilisi: %\/r t; S = £

2—2r Ar' — 127
= ;o2 ; dx = dt.
1+7 1+7 %l (1+l‘3)2

e

Onda

5 *+¢C,

24y 120 3 rar 3
==/ 16¢°(1 + £ a==3)rar

SN

o [_f¢ 1)’(x—|—2)
Coziilisi:

VoD 2) = (e 1) +2) /22,




4 4 3
I:—f(t - D@ =1)2rdt __ 4 [dt _ 4

3301 (1 = 1) 3) 7 T3 6T
_4,/x-1
3V a2 7€
dx x+1
88. . Jogaby: | +—— + c.
f(l—x)«/l—xz SOV T —x

dx 3./1+x
89. ) Jogaby: =3 +c.
f3/(x+1)2(x—1)4 BV AN T X T

90.[(96—2) %tidx

Jogaby: (1 — %x)«/ 1 —x* — %arcsinx + c.

6. Eylerin ornuna goymalary
f R(x,v ax* + bx + ¢ )dx gorniisdiki integrallar asakdaky Eyle-
rin ii¢ ornuna goymalary bilen hasaplanyar:

1) Eger a > 0 bolsa, onda v ax’ + bx + ¢ = t+xva;
2) Eger ¢ > 0 bolsa, onda v'ax’ + bx + ¢ = t+xvc;

3)Egerax’*+ bx +c=a (x—a)(x— ) ya-da eger ax’*+bx +c
li¢ agza hakyky bolsa, onda v ax’> + bx + ¢ = (x — a)t.

91.1= [ dx .
l+vVx*+2x+2
Coziilisi: Bu yerde a = 1 > 0, onda

VX' +3x4+2 =1—x.

ornuna goymany ulanmaly. Bu denligin iki tarapyny kwadrata gote-
rip, alarys:

X2+ 2x +2=0F£-2tx +x%

2x + 2tx=1"-2;



r—=2 .
2(1 + 1)’

X =

_r+2t+2.
dx = 2(1 + ¢ty

Onda

I f2(1+t)t+2t+2)d f(r2+2z+2)dt
£+ 4r+4)1+1y 24ty (l+1)

Alnan dogry rasional droby yonekey droblara dargadalyn

F+2t+2) A . B . D

Q24+tPA+t) t+1  t+2  (241t)

P4+2t+2=AQ2+)°+BR+1(1+0H+Ct+1)

=—2 bolanda D=-2
r=-—1 bolanda A4A=1
r=0 bolanda 2=44+2B+D; 2=4+2B-2; B=0.

Diymek,

_ 2 _
[= t+1 /<2 ln|t+1\+t+2+c
=In(x+1+vVx'+2x+2)+ 2 +c

X+2+vVxi+2x+2
dx
92. ] = .
fx+/ﬁ—x+1

Coziilisi: c = 1> 0, onda Eylerii 2-nji ornuna goymasyny ulanalyi:
Vxi—x+1=mx—-1;
2t—x= (- 1)x%

2t—1
(—1)°

X =




(t—l)z
f( ) (z+1)dt
2
oyt —t+1 :A B D E
( )t(t—l)(t—|—1)2 l‘+(t—1)+(t+1)+t+1
Niébelli koeffisiyentler usuly bilen taparys:
— 9. __1. —_ 1. _3
A2,B_2,D 3,E2.
Onda
_ dar 1 (_dt _ dt 3 (_dt _
1_2ft 2/ 1-1 3f(t+1)2 2/ t+1
=2In|t|— = 1n\t—1y+%——ln\t+1|+c
bu yerde t= yxz—xx+1+1.
93. 1= dx .
f(1+x)v1+x—x2
J0gaby:—2arctg<*/ﬁ;xz+l>+c

94. [ = xdx
f(v7x— 10 — x?)

Coziilisi: Berlen integralda a < 0 we ¢ < 0. Bu yagdayda Eylerin
1-nji ya-da 2-nji usulyny ulanmak bolmayar. 7x — 10 — x> kwadrat ii¢
agzanyn @ =2, f =5 hakyky kokleri bar. Onda Eylerini 3-nji ornuna
goymasyny ulanalyii:

VIx =10 —x* = /(x = 2)(5—x) = (x = 2)t,

bu yerde
5—-x=x-2)7



54 2¢

1+7°
i ==
o= (a2 2=
Diymek,
27f5+2¢ dt = 2[( +2>dt —S(>+2)+c
buyerde = ”736(;_102)_ xz.

95./ dx .
xX—vVx +2x+4

2In|vV x>+ 2x+ 4 — x| — 3 —
Jogaby: 2(Wx*+2x+4 —x—1)

—%ln\vac2+2x+4—x—l|+c

dx
9. | —=———.
f«/l—xz—x
1+v

1+x

Jogaby: + 2arctg =

+ C.

dx x—1
97. | —£2—. Jogaby: —~——=—+ ¢
f‘/(2x—xz)3 sy V2x—x°

/7 2\I5
98. f x+V1+x) . Jogaby: (x+ l+x) +c
VI+x? 15

6. Binominal differensialyn integrirlenmegi

f x"(a + bx")"dx; m,n,p —rasional sanlary, asakdaky ti¢ yagday-
da hasaplamak bolyar:

1) p — bitin. Eger p > 0 bolsa, onda integralyn asagyndaky arlat-
ma Nyutonyn binomy formulasy boyunca hasaplanyar, eger-de p < 0



bolsa, onda x = # diyip (k — m we n sanlaryin umumy maydalawjysy)
integraly hasaplayarys.

2) mTH — bitin. Onda a + bx" =t“, bu yerde a — p drobuii may-
dalawjysy.
3) M m+l + p —bitin. @ + bx" = *x", bu yerde a — p drobuil may-

dalaWJysy.n

99, J = fzﬁ(z +Vx ) dx

Céoziilisi: Bu yerde p = 2 — bitin san. 1-nji yagdayy ulanalym:

I:fx-% x+4x%+4)dx=f(x%+4x%+4x%)dx=%x%+
ﬁlxﬁ +3x% + .

100. I = fx’%(l +x3) 'dx.  Jogaby: 3arctg¥x + c.

101. [ = f“+ dx.

Ciziilisi: 7= [ x3(1+ x5V dx.

2 1 L ome1 37! .
buyerdem:—g, nzg, pzj, P T = 1 — bitin san.
3
Ikinji yagdaya gabat gelyér. Onda 1 + X3 =1 %x 3dx = 2tdt.

Diymek, I = 6ft2dz =28 +c =20 +x%)% s

102. I = fxé’(Z + x%)%dx.

12(

5 2+x3) + c.

Jogaby: %(x + x%)g

103. 7 = f x* (1 + x*)5 dx.

Jogabys 5y (1+x = F1 2 4 (145 e



104. [ = fx’“(l + x*)7 dx.

Coziilisi: Bu yerde p = ~L_ drob san,

2
m+1_ —11+1_ __ 5 _
P 4 = =3 drob san,
m+1l 5 1 _ 3 i
p +p = > "5 = 3 — bitin san.
Goy, 1 +x*=x* bu yerden
(= 1)
__tdr
207 — 1)t

Bu anlatmalary integrala goyup, alarys:

__1 2 1\ r 7 tdt _ 1 2 AV g
r=-1fa 1>4<z2—1> T Ll —1yar=

4

5 3
:—lt—o+%—%+c:— L_ /0 +xy +-L /(0 +x -

10x" 3x°
—2LZ¢1 +x* +c.

105. [ 7“}5 dx.

Jogaby: %‘\/(l +4x) = 33\/(1 +4x) +ec.

dx Vx 3
106. [——9 _ Jooaby: 3In—YX 4 +e.
fx(l-ﬁ«/x) sy 1+¥Vx 1+¥x

107. fx3(1 +x*)edx.  Jogaby: (1 +x2)3(3xls_2) + c.

dx ; 2x° —1
108. | —=——. vl e
08 fx“ L Jogaby: v'1 + x e +c
109. ¥ x V1 +¥x*dx. Jogaby: %7 (I+Vx")* +ec.



110.
f 4/
Jogaby 5./ 1 + B /(1 + %)9 +c.

8. Trlgonometrlk we glperbolik funksiyalaryn integrirlenmesi
L.I= f sinx" cosx"dx gorniisdiki integrallar

= f t"(1 — )"z dt binomial diferensialdan integral almaklyga
getirilydr. Sonun {igin berlen integraly elementar funksiyalarda ii¢ yag-
dayda hasaplap bolyar:

1) n— tik (”gil — bitin),
2)m—téik(m;1 — bitin),
3)m+n—jﬁbﬁt<m;1 + ”51 — bitin).

Eger n — ték bolsa, onda sinx = ¢ ornuna goymak ulanylyar.

Eger m — ték bolsa, onda cosx = ¢. Eger m + n — jiibiit san bolsa,
onda tgx = ¢ (ya-da ctgx = 7).

Hususy yagdayda, sular yaly ornuna goyma f tg"xdx (ya-da
f ctg"xdx), (n —bitin polozitel san) integrallar tigin onayly bolyar. Son-
ky ornuna goyma m we n — polozitel san bolanda onayly dildir. Eger m

we n — otrisatel dél san bolsa, onda
cos’x = %(1 + cos 2x), sin’x = %(1 — cos 2x) sinxcosx = %sin 2x

trigonometrik formulalar arkaly derejesini peseldip bolyar.

SIn° x
111. 7 = fmdx

Coziilisi: Bu yerde m = 3 — tik san. Goy, cosx =¢ bolsun. Onda
—f(l —P)ridt =— 35 + %t% +c=3Y cosx(%coszx -

—1)+ec

112. 1= [Cosxy Jogaby: — 1 — 1 .
fsmx s ogavy 3sin’x SSin5x+C



113. 7 = fsin“ cos’xdx.

Caoziilisi: Bu yerde m = 4 we n = 6 iki san polozitel. Derejéni
peseltmek formulalary peydalanyarys:
_ 1 (o cosixdr = L [ sin’ _
I= 16f<2 sinx cosx)’ cos’xdx = D) fsm 2x(1 + cos 2x)dx
= 11 + ]2.
31—2 f sin*2x cos 2xdx = I, integral sin2x = ¢ ornuna goyma bi-
len hasaplanyar:

cos 2xdx = %l‘dt,

_ 1l (g r 1
12—64ftdt—320+c —320sm2x+c

I = 31—2 f sin*2x, derejesini peseltmek formulany ulanyarys:

I 128/ — cos 2x) dx=L<x—Lsin4x)+

128 2
_ 3 .1 1
256f(l+cos8x)dx 256x 256sm4x-i-2048 sin 8x + c.
Seylelikde,
I—ix—Lsm4x+ 1 sm8x+Lsm 2x + c.
256 256 2048 320

SN~ x
114. [ = fcosxdx

Coziilisi: Bu yerde m we n — bitin san, emma olaryn biri otrisatel.
Sonun ii¢in goy,

tgx =1
12 =1+
cos’x
dx
~— =dt.
cos’x



115. I = Cosxdx
snx

Caoziilisi: Bu yerde ctgx = ¢ almak bolyar. Emma integraly da-
gatma bilen hasaplamak ansat:

_aQl 2 2
]:<1_s$x)dx:f(_L—Z—I—sirfx)a’x:—ctgx—2x+L

sin’x sin’x 2
_ sin2x |, 3x
f(l cos 2x)dx = (ctgx Tty ) + c.
— dx . 1.5
116. I = st Jogaby: tgx + 3 tg'x + c.

dx
117.71= | ——& .
f3vSin‘1xcosx

Coziilisi: Bu yerde iki gorkeziji — 131 we —%; otrisatel sanlar
we olaryn jemi — 131 % = — 4 — bitin sandyr. Onda goy, tgx =
dx_ _ g
cos X
_ dx _ [1+7 _ - A
I_fcos4x3\/f<g’TX AR f(t + 1)t =
3 8 3.2
= —gt 3 — il‘ 3+ cC

_ ([ sinx ;. _
118. a)fthdx_fcosxdx_ In|cosx |+ c.

b) fctgxdx = f%dx = In|sinx |+ c.

119. [ = f te” xdx.

Coziilisi: tgx = £, x = arctgs; dx = 1:l'_ft2;
— 5 . t _I_G_[_4 I_2_
I= ft f(t —1 1+z>d[—6 4+2
1 1 1

ln\l+t |+C— tgx——tgx+—tgx—51n]cosx|+c

4 2

6



120. fctgéxdx. Jogaby: — ctgx + %ctg%c - %cthx —x+c.

121. ftg3xdx. Jogaby: %tgzx — %ln(l + tg’x) + ¢

II. | R(sinx,cosx)dx (R — sinx we cosx goré rasional funksiya)
gornligdaki integrallar rasional funksiyadan integrallara 6zgerdilyér,
ornuna goyma bilen

tqgjzt, f—r<x<m.

......

: 2t -
SInx = ; COSx = 5
1+7 1+7
2dt
x =2 atctgt; dx = ;
£ 147

Bu ornuna goyma, kdpleng, uly ¢ylsyrymly hasaplamalara getiryér.
Asakdaky bu integrallary yonekey ornuna goyma bilen hasaplamak
bolyandygyny gorkezilyar:

a) Eger R(— sinx, cosx) =— R(sinx, cosx) deiilik yerine yetse ya-da
R(sinx, — cosx) = — R(sinx, cosx) denlik yerine yetse, onda birinji yag-
dayda ¢ = cosx, ikinji yagdayda bolsa ¢ = sinx ornuna goymany ulan-
mak peydaly bolar.

b) Eger R(— sinx, — cosx) = R(sinx, cosx) denlik yerine yetse,
onda tgx = ¢ ya-da ctgx = ¢ ornuna goymany ulanmak peydaly bolar.
Sonky yagday f R(tgx)dx integraly hasaplamalarda ulanmak bol-
yar.

_ dx
122.1= f sinx(2 + cosx — 2sinx)’

Coziilisi: Goy, tg(l) =¢, onda

2
2dt ( 8
1+ 7 1+ #)dt
I = = .
jﬁ2m<2+1—f_lwt> /Kf—ﬁ+3)
1+7 147 1+7



Yonekey droblara dargadyp, alarys:

1+7 A L D
G=3)=1) " =3 T
I+2=A(t-3)t—1)+ Bt 1)+ Di(t - 3),
t=0 bolanda 1=34; A:%?
t=3 bolanda 10=06B,; B=%§

t=1 bolanda 2=-2D; D=-1.
Diymek,

_ 1 [at 5 dt dz _1 5 a2l
=5/ f $Inl i+ 3 Infr 3|

—Injt—1|+¢ =%ln‘tg<§>‘+%ln‘tg(%—3)‘—ln‘tg<%)— 1‘+c.

_ dx .
123. 1= f 5 + sinx + 3cosx

5 1+ 2tg%
Jogaby:ﬁarctg G +c.

dx
124. [ = .
f sinx(2 cos’x — 1)
e 1 y oy
Coziilisi: Eger x(2cosix — 1) anlatmada sinx-i ornuna,

— sinx goysak, onda aillatma 6z alamatyny garsy alamata liytgedyar.
Diymek, ¢ = cosx ornuna goymany ulanmaly. df = — sinx dx. Onda

_ d
I== | a=mer=1)

i _@-29)-(-20) _ 3 |
(1-=)2r-1) (1-=)2r-1) -2 1-1¢"




Onda

1+t«/ 1 1+t
fl—zt 1—z "2 [T re
1 1++v2cosx 1 1 + cosx
= In x|+ =In| T2 =
J2 1 =42 cos 2 l—cosx‘
1 1 ++v2cosx
= In + In|t + c.
V2 1 —+v2cosx ‘g( )‘

125. [ = fwdx

sinx + cosx
Caoziilisi: sinx we cosx funksiyalaryn alamatyny liytgetsei, in-
tegralyil asagyndaky anlatma alamatyny liytgetmeyidr. Onda tgx = t;
dx

cos’x

tg’xcos’x f £ dt
tex + 1 cos’x t+ 1)+ 1)y°

Yonekey droblara dargadyp, alarys:

2
t __A +Bt+D+ Et+F

t+1)(E+1y t+1  £+1  (F+1)
£ =A +1)*+ (Bt + D)(t + 1)@ + 1)+ (Et + F)(t + 1),

Diymek, = f

_ 1. p_ 1. p_1. p_1 5p__1
S_4’ B 4’D_4’E 2’ 2
Diymek,
L fdt A [t—1 N[ t—1 1, 1+t
=u)rv1 4 2/ s e g
Y 1 1
£ 1er +c—4ln|s1nx+cosx| 4cosx(s1nx+c:osx)+c
2tgx + 3
126. I =
fsin2x+20052x
Ztcgczcs;tf (2tgx+3) ccilsxzx
sziillisi: 7 = dr =
Coziilisi fsin2x+2coszx X f tg’x + 2

cos’x



dx

tgr =1, = dt;
Bh osx ’
— (2t + 3)dt _ 2 3 t _ 2
]_fW_ 1n(2+t)+ﬁarctgﬁ+c = In(tg’+ 2) +

3 tex
+ —arctg—— + ¢
/2 TR

_ sinx
127. 1= [ 30X dx
Caoziilisi: Bu integraly uniwersal ornuna goyma ¢ = tg<£> bilen
¢oziip bolardy. Emma integralyn asagyndaky anlatmany 6zgerdip aii-
sat ¢cozmek bolar:
 sinx sinx(1 — sinx) _ [sin(l —sinx)
1+smx f(l—|—smx(1—s1nx)dx_/ 1 — sin’x dx

sinx(l — sinx
:f ( i )dx:fsmx dx — fsmxd /‘smx dx —
COs’ X COS" X COs" X COS™ X

_ 2 _ [ sinx | _ 1
ftgxdx_/cosxd f(coszx 1>dx_cosx tgx +x + c.

3 1
128. 1 = f .

Caoziilisi: Bu yerde tgx = ¢, ulanyp bolyar, emma integralyn asa-
gyndaky anlatmany Ozgertsenl, integral afisat hasaplanyar. Sanawja
trigonometrik birligin kwadratyny girizip, alarys:

L) 2 2
in
]:f(s X+COSX)dx:fsmx+25mxcosx+cosxdx_

cos'xsin’x cos'xsin"x
= [SIOX gy g fg By 2t -
cos’x cos’x sin’x
s a2
—ctgx+c=fwdx+2 d’g fg
cos'x cos’x sin’x cos’x

+ 2tgx — ctgx + c.

III. Giperbolik funksiyalardan integrallar trigonometrik funksi-
yalardan integral alnysy yalydyr. Olar yaly hasaplamak {i¢in asakdaky

formulalary ulanylyar:



ch’x—sh’x=1; sh’x= %(ch2x — 1)

ch’x = %(ch2x +1); shxchx = %sth.

2
Eger th% = t bolsa, onda shx = 1 Ettz? chx = % t ;2;

x = 2artht — ln<1 +§

= >,(—1<t<1), dx = 24

1 -7
129. [ = fch2xdx.

Coziilisi: 1 = %(ch2x + 1)dx = %sth + %x + c.

130. I = fch3xdx
Coziilisi: chx tdk derejede, onda shx = ¢; chxdx = dt. Alarys:

_ 2 _ 2 _ i _ sh’x
I_fchxchxdx_f(1+t)dt_t+3 +c—shx+—3 + c.

131. a) fshzxchzxdx. Jogaby: —% + sl31§x + c.

2th + 1 )
dx .2 2
b)fshx+2chx' Jogaby: @arctg< 73 +c).

9. Trigonometrik we giperbolik funksiyalaryn ornuna
goyma bilen irrasional funksiyalaryn
integrirlenmegi

x we +vax’+ bx+ ¢ — rasional bagly funksiyalaryn integrir-
lenmegini asakdaky integrallaryn gorniislerine getirip bolyar:

L. fR(t,w/ Pt +qt)dt,
II. fR(l,«/ p’t—q’)dt,



1. f R(t,/q — p)dr;

Bu yerde t = x + 2%; ax + bx + ¢ = £ p*t* + ¢* (doly kwadraty
¢ykarmak)

I —III gorntigddki integrallar adaty ya-da giperbolik sinusa, kosi-
nusa gord rasional anilatmalardan integrallaryi hasaplamagyny getirip
bolyar:

q

L= %tgz va-da = —shz

It = Lsecz ya-da ¢ 4 ch,
p p
II. t=sinz ya-da = %thz.

_ dx
132. I_f(5+ 2x +x°)

Coziilisi: 5+2x + x> =4+ (x + 1)

Goy,x+ 1 =¢ bolsun. Onda

_ dx _ dx
= Gimry ‘f/m'

I gorniisli integral alyndy. Asakdaky ornuna goymany ulanalyn:

_ . dz 2 2 2
=2 = ; = = —=—. :
t =2tgz; dt s’z Ja+ £ =2/1+tgz oSt Alarys
1 1. 1 tgz
I=-—|coszdz=-—sinz+c=-"—==—+4¢=
4f 4 4 J1+1tg'z
t
1 2 x4+ 1
= ——=—+c= +c.
4 /1+t—2 4V5 + 2x + x°
4

dx
133. I = :
f(x+ Iy va®+2x +x°

Coziilisi: x> +2x+2=(c+ 1)+ 1.

21. sargyt Ne 1573



, dt
Goy,x+1=t,onda/= | —=——
Y f eve+1
yene-de / gorniisli integral alyndy. ¢ = shz ornuna goymany ulanalyii:

dt = chzdz; V£ + 1 = /1 + sh’z = chz.

Diymek,
= [chadz _ [ dz _ _ __V1+sh’z _
f sh’zchz sh’z cthe + ¢ shy €
__Yl+r VX +2x+2
t x+1

134.1=fx2¢x2—1dx.

Jogaby: —%ln(x+ VX' — 1)+%x(2x2 —Vx*=1)+c.

135. 1= [ Y14y
x
Jogaby: In(x +vx* + 1) — 7‘362;'1 + c.

136. [ = f./<x2 — 1Y dx.

Coziilisi: x = cht; dx = shtdt ornuna goymany ulanalyn. Diymek,
_ 2, 1) _ 4 _ ch2r—1V ,, _

l_f./(chz 1)shtdt_fsh tdt_f<72 )t =

_ 1 [ _1 1 -1 _
= 4fch 21dt 2fch2tdt+ gite 8f(ch4z+ 1)dt
_1 1 -1 _1 3
4sh2t—|— 4t+c 32sh4t 4sh2t+ 8t+c.
x tytgeyan ululyga gaydyp gelelin:
t=archx = In(x + Vx* = 1);
sh2¢ = 2shtcht = 2xv/ x> — 1 (2x° — 1);

shdt = 2sh2tch2t = 4xv x* — 1 (2x* — 1);



Diymek, [ = %x(2x2 —)Vx—=1- %xm + %ln(x +

+V/x—1) +e
137. 1= dx .
f (1=Vx)Vx—un
Coziilisi: x = sin’t; dx =2 sint cost dt ornuna goymany ulanyp
alarys:
_ f 2sinfcos tdt _ [ 2dt f 1 — smt 1—sint ;5 _
(1 + sint)v/'sin’t — sin‘t [+sint cos’t
2 2v/x 2 2(Vx —1)
—2gt— S +c= +ec="——"+c¢
7o T 1-x J1-x va—1

§ 2. Kesgitli integral

1. Kesgitli integral barada diisiinje
Goy, Y = f{x) funksiya [a,b] kesimde kesgitlenen bolsun

n—1
I" = Zf(él)Axla
i=0
buyerdea =x, <x<x,<..<x ,<x =b, Ax,=Ax  —Ax;
¢lx, x  1,i=0,1,..,n-1

------

......

M; = supf(x) [m, = inf iAx)|[FxE[x, xl.+ 1)]rnax]Axi\—>O bolanda integral
jemlerin predeline

nm"gf(&)m = f " f(x)dx.

......

bolsa, onda funksiya [a,b] kesimde 1ntegr1rlenyan diyilyér. Her bir

tizniiksiz funksiya integrirlenyandir.



138. [0,7] kesimi deni 3 we 6 bolege boliinende f sinxdx integ-
ral licin yokarky we asaky integral jemleri tapmaly.

Coziilisi: [0,7] kesimi

_ _ T _ 2z _
X—O, .X'o—g, xQ—T, X3—7l'

nokatlar bilen deit 3 boélege bolyiris. [O,E kesimde sinx funk-
siya monoton artyar, sonufl li¢in bu kesim Ugin m =sin 0=0,

M, = sm( ” ) ‘/§ [7[ 2z ] kesimde funksiyanyn i1l kici bahasy

m, = sin ‘F we i uly bahasy M, = sm( ) =1 [27[ ] ke-
2 37
simde sinx funks1ya monoton kemelyér, onda:
m, =sint =0, m,=sinT=0,M = sin<23—7[;7f) = \/25

Axy = k=1,2,3 bolany iicin

”<0+@+0) _ /3 L 0.907,

3 bl

2
S: = ;}mkAxk = 3 ) 6

_x _£<ﬁ xf3>_7f<5+1)~

Eger kesim deni 6 bolege boliinyédn bolsa , onda

x,=0, xlzg, XzZ%, xgzg, x4=23—7f, xsz%z, X =T
Diymek,
m, =0, M, = sin% = %
m = sin% % M, = sin% = 73
m, = sin% = ‘/25, M, = sin% =1.



m3:SinT:T, M3:Sin%:1.
ST _ 1 _gin2T _ V3
m4—sm6—2, M4—sm3—2.
ms=sinTt =0 Ms = sin(s—ﬂ> -1
9 6 2.

Onda:

56:%(mo+m1+...+ms)=%(1+*/§)x 1,43,

Se = %(M()"‘]Vl + ... +M5) = %(3 +\/§)z 2,48.

S35565f’éinxdxss65S3
0

139. Densizlikler yerine yetmeli (bu integralyn takyk bahasy
2-4 den).

r n—1
[sinxdxy_sin& 1< 0,001
0 i=0

gatnagykdan Ax, < ¢ defisizlikden yerine yeter yaly 0 > 0 nd¢d deii
bolmaly.

Coziilisi: s <1In < S yerine yetydr. Onda berlen detisizlik yerine
yeter yaly
0<S§ —s <0,001
bolmaly

n—1 b—1
Sn — S = Z(M - ml)A-xl < 52(% - mi)s
i=0 i=0

bu yerde M. we m, — sinx funksiyanyn [xi, x,, ](i = 0,1,..., n — 1) ke-
simlerde i uly we i1 kici bahalary.
Goy, bolme nokatlaryi biri bolup [0;1 alnan bolsun, sinx funk-
T

siyanyn [0;5] we [%;7?] kesimlerde monoton bolany ii¢in, alarys:

S (m—m)=2(sinZ ~sin0) = 2.

S

i=



Diymek, eger 20 < 0,001 ya-da 0 < 0,0005 bolsa meselédnin ser-
tinddki densizlik kanagatlanyar.

140. Kesgitli integralyn kesgitlemesini ulanyp, f X" dx integra-
ly hasaplamaly. ’

Coziilisi: Kesgitlemé gord

f 1xa’x = nié,-Axi, max Ax, — 0,
0 i—0

buyerde 0 <x,<x <x,<..<x =1,{€[x,x, ], Ax =x _  —x

i+1
1)[0,1] kesimi x; = L(i = 0,1,2,..,n) nokatlar bilen n den béle-
ge bolelin. "
Her bir kesimin bdleginiii uzynlygy Ax; = % deni, we n — o bo-
landa % - 0.

¢, nokatlar hokmiinde bolek kesimlerii sag tarapyny alalyn:

E=xottLl(i=01,.,n-1).

n
Integral jemi diizelin:
n—1 -«
_g =Sl 11 _nn+1)
1n_S,,_l_=0 P n2(1+2+.,.+n)_ S
n — oo, bolanda integral jemiii predeli m, ... /* ;1 1 _ % dendir.

1
., _1
Diymek, fo xdx = >
2) Yokarda seredilen mysalda integral jemifi bahasy ¢, nokatlaryn
saylamasyna bagly daldigini gorkezelii.
¢ nokatlarynt hokmiinde, mysal ligin, bolek kesimlerifi ortalaryny
alalyn:

&:@+%ym (i=0,1,..n-1)



Integral jemi diizelin:

S 2411 _ 1 _q1y=2n _ 1
ln_; 5 n_2n2[1+3+5+...+(2n 1)]_4n2_2.

bu yerden: lim,...In = %

141. Integralyn kesgitlemesine gora hasaplan.

fhx’”dx, (m#—1,0<a<b).

Coziilisi: Bu mysalda x, nokatlar hokmiinde x, = a, x, = a

Xo = a,x% =a b %, WXy = a(%) = b nokatlary almak amatly bolar.
Bu nokatlar bolSa maydalawjysy g = —) > 1 bolan geometrik prog-

ressiyany aladyar. i-nji bolek kemmmcﬁzynlygy Ax. =aq'"' —aq =
=aq' (g —1) dendir.

Sonun ti¢in bolek kesimlerin i uly uzynlygy

b\
(7)1

lim g = 1 bolany {i¢in » — o bolanda nola ymtylyar.

n—oo

¢, nokatlar hokmiinde bolek kesimlerifi sag tarapyny saylalyii:
$=x,,=aq "' (i=01,.,n-1).

dendir we

-1
maxAx;, —aq" (g —1) = a(Z " )

Integral jemi diizelini:

n—1
[n — z&m — Axl Zam (l+1)maqi(q_ 1>: am+1(q_ 1)[1 +qm+1+
i=0

(m+1)n—1

+o+ q(n—l)(m+l)] — a(m+l ( l)qm qqm+1 I (bm-H _ am+l)qm . q,"q+1__11 )

max Ax, — 0 bolanda integral jemif predelini hasaplalyn:

. _ m+1 _ m+1 q — m+1 _ m+1
lim In = (b )- limg" 7(] =(b )m T

, . b m 1 m+1 m+1
Seylelikde: fx dx = po— 1(b - ).



142. Kesgitleme boyunga integraly hasaplamaly f : de
1
Coziilisi: [1,2] kesimix, (i=0,1,2,...,n) nokatlar bilen n defi bole-
ge bolelen we ol nokatlar geometrik progressiyany emele getirmeli:
xn=1lx=¢q v=q¢ x=q,...x.=q" = 2. Buyerden ¢'v2.
i-nji bolek kesimin uzynlygy Ax, = ¢"'—¢' = q' (¢ — 1) dei.

n — oo ya-da ¢ — 1 bolanda maxAx,=¢" ' (g —1) — 0
¢, nokatlar hokmiinde bolek kesimlerifi sag tarapyny alaly:

q+1

Ei:le =dq

Integral jemi diizelin:

n— n—1
q_bzln_ZSAx’:Z ,1+1q —1):§(q—1):

i-0 q
Vi—1).
Indi integral jemin predelini tapmaly:
. _on(2Y, 1)
fim/, = lim == = In2.

Sebibi, n — oo bolanda (21, — 1) ~ %ln 2.

Seylelikde: [ 2% = In2.
1

143. Kesgitli integralyn geometriki manysyny ulanyp
5
[ = f v 25 — x* dx integralyi ululygyny tapyii.
0

Coziilisi: y = v/ 25 — x* ¢yzyk — tOweregin yokarky yarymto-
weregi. x,-dan 5-¢ ¢enli liytgénde yarymtoweregifi bolegi 1 garyekde
yatyar. Dlyrnek egri ¢yzykly trapesiyax=0,x=5,y=0, y = v25 — x*

cyzyklar bilen c¢dklendirilendir. Onuii meydany 2?1—” den. Diymek,

I:f5v25—x2dx:2§T7T.
0



144. Kesgitli integralyn geometriki manysyny ulanyp
5
[ = fl (4x — 1)dx integralyn bahasyny tapyn.
Jogaby:4-1-1=3 we 4-5-1=19 den we beyikligi

5 — 1 = 4-e den bolan trapesiyanyn meydanyna deni bolan trapesi-
yanyil meydany berlen integrala dendir:

3+19 4 _
5 4 = 44.

145. Integralyn geometriki manysyny ulanyp:
2, 3
dx = T,
a)ﬁ sin"xdx = 7
1 5 1 )
b Tdx =2 etdx;
) Il e “dx '/O‘ e “dx
T 2
¢) = f va —x*dx = %xx/az—xz +%arcsin%, (0<x<a)
0

denlikleri subut edin.

Subuty: a) y = sin’ x funksiyanyn grafigi ¢yzgyda sekillendirilen:

i 4

1-nji surat

S, we §, meydanlaryfi defiligini gorkezelifi.

Hakykatdan hem, goy, 7 <x <2z bolsun. Onda x = 7 + x,, bu yer-
de 0 <x; <7 we sin’x = sin’(+ x;) = — sin’x;. Sonun {ligin grafigin
ikinji yarymy birinji bdlegini x siiyslirip we x oka simmetrik edip
alynyar. Diymek, §, = - §,. Onda:

f " sin’xdx = 0.

0



¢) [ = foﬁ«/cf — x* dx integral S

A 0AMX

meydany anladyar.
S S ~+8 . OMX-igburg-

M _
Amx — Pomx 04AM?
luk, OAM — sektor.
y
. Xy _ X /2 2
a’ X -

¢
T X SOMX = 7 ) a — X
/ Soan = %azt, bu yerde sint = ¥.

. aZ . x
Diymek: Soas = 5-aresin- -

A

TN

2-nji surat

2
I = %v a—x* + %arcsing.

146. [- 2;3] kesimde f{x) = x* funksiya berlen. Ol kesimi den n
bolege boliip asaky S, we yokarky S integral jemleri tapmaly.

147. Kesgitli integrallaryn geometriki manysyny ulanyp, subut
etmeli:

a) '/:sin 2xdx = 0; b) fozn cos’xdx = 0;

¢ [(x+Dax=6 & [Vo-xrd=2
1 -3 2

2. Nyuton — Leybnisii formulasy bilen kesgitli integraly ha-
saplamak
Asakdaky formula Nyuton — Leybnisini formulasy diyilyar.
i " {x)dx = F(x)1% = F(b) — F(a),

bu yerde F(x) — fix) funksiya asyl fuksiyalaryn biri ya-da F'(x) = f'(x)
a<x<bh.



148. Integrallary hasaplan:

1) ff(@#ﬁ)dm

2 V54 4x—x°

Coziilisi:

1)/ 2x + % x )dx /7/ x2dx+/(;x%dx—<2‘§5 §+ix§>

= %x/gju%%/? = 33§

2)f0‘¢1+rdz;

3) [fse@xdx.
6

8

0

2) f01¢1+rdt=[01(1 FoFd(l+1) =20+ P12/ - 1),

-2 1

= arcsin ¥ |{arcsin= —

} dx } dx
3 = =
)f1~/5+4x—x2 f1/9(x—2)2 3 3
— arcsin(—i) =2 arcsinL ~ (0,6794

3 3

Vil
4 <
T

4) '/;j sec’xdx =
o

Integrallary hasaplai:

149. f 2 dx.

150. /.3(2963 + x* — 5)dx.

151. fz(xz + 4x)dx.

152. f o

153. / xx:l—xl

ctgt — ctg & ) —(1- \/§)=\/§—1.

7

Jogaby: o

Jogaby: 19 % :

Jogaby: 0.

V3

Jogaby: 1 — 3

Jogaby: %ln2.



154./ sin X cos 3X dx. Jogaby: — 1.

2 2
155, [ 4 Jogaby: =
o Va—x sy
. dx T
156.'[ e T Jogaby: 4
T T2
157. fo tg* xdx. Jogaby: 13
158. f * sin* 2xdx. Jogaby: .
0 4
T .1
159. 'é sin 2xdx. Jogaby: ok
b Y
160. fo e*dx. Jogaby: 2(e 1)
161, [ —dx Jogaby: In3.
fo VX' +9 s

V3-1 dx i
162._[ oy s Jogaby: ¢

3. Kesgitli integralda iiytgeyin ululygy calysmak

Eger f(x) funksiya [a,b] aralykda iizniiksiz we x = ¢(¢) funksiya
we onui onlimi x'= ¢'(f) [@; f] aralykda tizniiksiz, p(a@) = a, (f) = b
hem-de ¢ [@; f] aralykda iiytgdnde x = ¢(¢) funksiyanyn bahalary f{x)
funksiyanyn iizniiksizlik aralygyndan ¢ykmayan bolsa, onda

[ e = [ el (1)at
163. Integrallary hasaplan:
1) fog sin’xdx; 2) fomz Jer —1dx;
3) [:xzmdx; 4) flz‘/x;jdx.



Coziilisi:

1) Berlen integral f f(cosx)sinxdx integrala ansat getirmek bolyar.

cosx =1, sinx dx = — dt ornuna goymany ulanalyi. Integrirlemegin
tidze cédklerini kesgitlélin: eger x = 0 bolsa, onda cos 0 =¢, ¢ = 1; eger

T

> bolsa, onda cosZ = ¢, t=0. Diymek,

X = 2

T

s s 0 1
*sin’xdx = [ 7 (1 —cos’x)sinxdx =— | (1=£)dt= | (1 —=1¢)dt =
f sSin- xax f ( CoS x)smxx '/1‘( ) '/(;( )

0 0
() 1_2
‘(’ 3>

=1——=
NDt=ve —1,F=e—1,2dt = e dx, dx = t22t dt ornuna

\ 373"
+1

goymany peydalanalyii. Eger x = 0 bolsa, onda ¢ = 0; eger x = In2 bol-
sa,ondat=+e"—1=+v2—1 = 1. Diymek,

In2 . . 1 2[ . 1 . 1 . .
fo Je 1dx_f0 2 dr = 2/0 (1= g ) = 2 = arcign)

=2(1 —arctgl) = 2 —%.

1
0

3) x = a sint, dx = s costdt ornuna goymany peydalanalyn. Eger
s

2; eger x = a bolsa,

x =-—abolsa,onda—a =asint, sint=1, t =—
Z  Diymek,

onda a=asint, sint=1,t= 7

T

faxzx/a2 —x*dx = fiazsithv a’ — a’sin‘tacostdt =

T

2

T

E 2 a' E at (>
:a“fﬁsmtcosdtzzfrsmtdtzgf (1 —cos4t) =
2 7 -3

4

- -

Ed
2

|
45Tl g

4 Vx’—1 =t x*—1=2£,2xdx=2tdt ya-da xdx = tdt ornuna
goymany peydalanalyn. Eger x = 0 bolsa, onda ¢ = 0, eger x =2 bolsa,
onda r = v3 . Diymek,

2 2 /3 2
f2Vx _1dx:f2xvx2_1dx=/2 rde _
1 X 1 X 0

£+1




—f(

Ornuna goyma usuly peydalanyp asakdaky integrallary hasapla-
maly:

)dt (t — arctgt) - V3 - %

0

Jogaby: 2 — %

165. fs vx— 1ldx; Jogaby: 16

3
166. fo : cos’xdx; Jogaby: %
167. fl m; Jogaby: %
168. [: \/xiisdx; Jogaby: %

169. fvs xv x* + 4ddx; Jogaby: %
0

T dx _ b
170. '/(: T4 sin'x’ (tg x = ¢ ornuna goyma);

Jogaby: @ arctgv/2 .

171.'/‘337V1_Fxlmcdx (V14 Inx =1t); Jogaby: ( 22 —1).

172. f xdx ; Jogaby: 1.
0
173. [ —dx Jogaby: In2.
[2 Vxi+2x+9 84y



4. Bolekleyin integrirlemek.

Eger u(x),v(x) funksiyalar we olaryn u'(x),v'(x) ontimleri [a,b]
aralykda iizniiksiz bolsa, onda asakdaky bolekleyin integrirleme for-
mula yerliklidir:

fbudv = wl| - fbvdu.
174. Asakdaky integrallary hasaplamaly:
1 . . 2 . e 5
1) f xe“dx;  2) f x log,xdx; 3) f In’xdx.

Coziilisi: 1) Goy,u =x, dv=e * bolsun. Onda du =dx, v=—e*.
Diymek,

_/lxe"*dx:xe‘)cl —1-2
0 0 e
_ _ _ _dx _ X pig
2)u =logx, dv =xdx.Onda du = 2 V= Diymek,
2 _ 1. P xdx _ (1.2 S
flxlog”_ 7 ¥ logax| 21n2 ‘(2x log:x 4ln2>

— (oL y_(__1 \_ 3
_<2 1n2> ( 4ln2> 2- 41n2°
3) u = In%x, dv = dx. Onda du = llnxdx V=1

fe In’xdx = xIn*x
1

f— 2[Flnxdx.

f Inxdx integraly yene-de bolekleyin integrirleme formula ar-
kaly taparys:

u=Inx, dv=dx; duz%dx, V=2x,

flelnxdx = xlnx‘j—]fdx = xlnx[ —x[ = (xInx —x)/.

1

Diymek,

feln2xdx = (xlnx — 2xIlnx + 2x)r =e—2.
1 1



Bolekleyin integrirleme formulany ulanyp hasaplamaly:

175. fe x* Inxdx. Jogaby: 1+2e
! 9
176. [ arcsinxd Jogaby: T — 1
. '/(:arcstC X. ogaby: 5 —
Tx .ef+ 1
177. fo e sinxdx. Jogaby: 5

178. '/’lx/x2 + 2xdx.  Jogaby: V3 — %ln(Z +V3).
0

Integraly hasaplani:
7 o .x, 1
179._£ cos”xdXx. Jogaby: 4t
1
180, [ —Xdx Jogaby: 2 — 21n2.
fo L++vx 83
T 1
181'[0 cos 2xdx. Jogaby: X
’ 4
182. f VxInxdv.  Jogaby: 5:(81In3 = 26).
1
183. [ 9 Jogaby: .
[ Vdx — x* 83
5
184, [ 4 Linos
8 f2 pEa Y— Jogaby 1 In2,5
185. f”xz. Jogaby: — 2.
0
20 /a2 _ 42
186.fa %dx, Jogaby: 8\/2'
4,5
187. V2x—2 =1t).
[ 1+¥2x—1 2x — ¢ )

Jogaby: 1,5(0,5 + lnl,S).

% dx _ 8
188. [ — % (tgx=1). Jogaby: 4(3 —1).
'/ft vsin’x cos’x . (lex =1 ogaby: 4{ )



§ 3. Tekiz figuranyn meydany

Iki tizniiksiz y = fix) we
Y = ¢(x) (ix) = ¢(x)) funksiyalar
hem-de x = @, x = b gbni ¢yzyk-
lar bilen ¢dklenen figuranyn mey-
dany asakdaky formula bilen kes-

, gitlenyir:

§= [[fx) - p(x)lax

3-nji surat

189. Asakdaky c¢yzyklar bilen ¢éklenen figuranyn meydanyny
tapyn:

1) koordinata oklar, x = 3 goni ¢yzyk we y = x* + 1 parabola bilen;

2) ordinata oklar, y =—2, y = 3 goni ¢yzyklar, x = %xz parabola
bilen;

3)y =x* we x =)? parabola bilen;

4yy=x*+1, y= %xz we y =15 goni ¢yzyk bilen.

Coziilisi:
—x2 4+ A
) y—x*+1 y
A A Dl ¢ y=3
0 X
0 3 > 4 %\
B y=-
4-nji surat 5-nji surat

2)S:%fzy2dy:%332:£_(_§): 35

22. sargyt Ne 1573



3) Berlen egri ¢yzyklaryn kesisme nokatlaryny tapalyn:

{y=X2 x4_x=0’{X1:0 {xl:O

yzzx, X1:O, .X'2:1,
2 1
(NS _2x3_962>_1
S‘fo<f X>dx‘(3 3/, 73
Ay
x =)’
Y=
0 1, s
6-njy surat
3 3
4)S='£3(x2+1)dx=<x?+x> =9+3=12.
0

190. y* = 2x parabola we y = 4x — x* towerek bilen ¢iklenen fi-
guranyl meydanyny tapmaly.

AY

24 a2
Céziilisi: {y =4-X 4y 2 =2y, 2x—x=0; x(2-x)=0.

v = 2x

xi =0 y2=0 y1:0
A X = 2, y2:4’ Yos =% 2.

Berlen ¢yzyklar O(0; 0), A( 2; 2),
B( 2; —2) nokatlarda kesisyarler.

=== ==-

) S:Zfz( 4y — x* — v 2x)dx =
20 2
= fv4x—x2dx—«/§f Vxdx).
B 0 0
7-nji surat



Birinji integral tegelegin 1 bolegine dent. Onda D

Diymek, 4 4
S = 2( 2fxz|o> =2z - 8).

Strihlenmedik figuranyii meydany:

e RS —dr—2(r—8) = 8
S =R S =dr—2(x 3)_ 2(z + 3).
191. y? = x(x — 1)? egri ¢yzyk bilen ¢éklenen figuranyn meyda-
nyny tapmaly.

A
Coziilisi: > = x(x — 1)* funk- d

siya y liytgeyéne goré jiibiit, onda
bu ¢yzyk bilen ¢éklenen figura x ____|
oka gord simmetrikdir. Integrirle-
me aralygy tapalyn:
Goy,y=0,ondax =0,x,=1 8-nji surat
1 _ _ — ) _4
S ff(x l)dx = f(xz x7)dx = 5
«» alamat tapylan meydanly figura Ox okun asagynda yerles-
vandigini anladyar. Hakykatdan hem integral anlatma [0;1] segment-
de V4 (x —1)<0. Onda alnan netijani ters alamatly almaly ya-da
1 4 8
S —

5 15 Onda gozlenyén figuranyit meydany S = 16"

192.y=—-x>+6x—5 parabola we koordinata oklar bilen ¢ékle-
nen figuranyit meydanyny tapmaly.

Coziilisi: Eger figura Ox okun iki tarapynda hem yerlesen bolsa,
onda onun meydany:

S = '/; " f(x)dx + ‘ f ' f(x)dx‘ formula arkaly tapylyar.

S =

/01(—x2+6x—5)a’x‘+/1‘5(—x2+6x—5)dx =

= ‘(—3634- 3x* — 5x>

3 = 13.

1
+’<—x}+3xz—5x>5
0 3 1




>

jl

(V)] S
—
(9]

=V

9-njy surat 10-njy surat

193. Asakdaky c¢yzyklar bilen ¢éklenen figuranyn meydanyny
tapyn:

1) x* +y* = R* towerek bilen;  Jogaby: nR*

2) y = sin x sinusoidanyn yarymtolkun y we Ox ok bilen; Jogaby: 2.

3) xy = 7 giperbola we x = 2, x = 5, y = 0 goni ¢yzyklar bilen;
Jogaby: Tl n 2,5

4) y =Inx egri we x = e, y = 0, goni ¢yzyklar bilen; Jogaby:1
5) y =4 — x* parabola we abssissa oky bilen; Jogaby: 10%.

6) y*=x3 yarymkub parabola, ordinata ok we y = 2 gbni ¢yzyk
bilen;  Jogaby: 5 6:/4.

7y = —(ea +e j5) zynjyr ¢yzyk we x = a, x =—a goni ¢yzyk-
lar bilen; Jogaby @ (e 1).

8) y = x’ kub parabola, y =2 goni ¢yzyk we Oy oky bilen;

Jogaby: 3 ‘/7

9)y =e', y=e *egriler we y=4 goni¢yzyklar bilen;
Jogaby: 2(8 In2 — 3)

10) x— + [};2 =1; Jogaby: mab.

M.

2 75 ¢yzyklar bilen. Jogaby: 3

ll)yzxzweyzm



§ 4. Egrinin uzynlygy

Eger [a,b] aralykda egrinint dugasy y = f(x) defileme bilen berlen
we f(x) funksiya gorkezilen aralykda {izniiksiz 6niimi bar bolsa, onda
abssissalary x = a, x = b nokatlaryn arasyndaky egrininn dugasynyn
uzaklygy

I:fab./l+[f'(x)]2dx:fab./1+y'2dx (1)

formula arkaly kesgitlenyér.

Eger [c,d] aralykda egriniii dugasy x = ¢(y) denileme bilen berlen
we ¢(y) funksiya gorkezilen aralykda iizniiksiz 6niimi bar bolsa, onda
bu aralykda duganyn uzynlygy:

= [T+ Oy = [Vi+x"ay @

formula arkaly kesgitlenyar.
194. y? = 4x parabolanyn depesinden M(1;2) nokat aralykdaky
duganyn uzynlygyny tapmaly.

Coziilisi: (2) formulany ulanalyn. Parabolanyii defilemesinden
2

X = y—; x' = _y Meselédnin serti boyunca y 0-dan 2-4 ¢enli

: T2
iytgeyar, dlymezf(,

(e Yy =L 2
l—fo L+2-d _2]0./4+ydy,
fo2+adx=%«/x2+a+%ln\x+Vx2+a\
formuladan peydalanyp, alarys:

I=23Va+y + Smly+Vasn [ = T1/a+a+
0

+2In[2+vV8|-0+2In21=vV4 +1n[2+2V2|-1n2 =2 +
+In#:«/§+ln(l+\/§).

195. x? +)? = R? toweregin uzynlygyny tapmaly.

Caoziilisi: Berlen denlemini differensirldp, alarys:



dy X
+ = = ==
2xdx + 2ydy = 0, I Y

(1) formulany peydalanyp, 4B duga-
nyn uzynlygyny ya-da toweregiii L bgle-

y A
> 4
/ N ginin uzynlygyny tapalyn:
i Lo [ 1y Xy = VXY g
KJ ! /0 + fo S

= ﬂk%dx = R<arcsin%) - %WR;
—Xx

0

=V

11-nji surat

| = 4%7sz 27R.

196. Abssissalary x = V3 we x = V'8 nokatlaryf arasyndaky
vy = Inx egriniii dugasynyn uzynlygyny tapmaly.

Coziilisi: (1) formulany peydalanyp, egrinift defilemesinden
y = % taparys. Diymek,

_ [ 1 . (ax/x+1
1_[3 /1+x2dx_£3 S dx

vVx*+ 1 =t, x>+ 1 =t,xdx = tdt ornuna goymany ulanalyti. Eger
x=+8 bolsa, onda ¢ =3, eger x = V3 bolsa, onda # = 2. Diymek,

= [ [ [t

£t
:<t+;lnt;%> =(3+45In3)-(2+TIny)=1+2In3.

2 2 2
197. x3 + y5 = a° astroidanyfi uzynlygyny tapmaly.

2

Cogziilisi: (1) formulany ulanalyn.




Diymek,
AB duganyii ya-da i astroidanyil uzyn- .

y
A
a 0 B x
lygyny taparys. Anyk dédl funksiyanyn x gord
Ontlimini tapalyii:

12-nji surat

a

(S8

we [ =6a.

il = 'la./l +y'2dx'£aa%x%dx — a3 =

2

3a
2

0

198. y? = x* yarymkub parabolanyn koordinatalar baglangyjyn-
dan (5;5v'5) nokada ¢enli uzynlygyny tapmaly.

1240
Jogaby: 12 27

199. y = 4 — x? parabolanyn we Ox okunyn kesisme nokatlaryn
arasyndaky parabolanyn dugasynyn uzynlygyny tapmaly.

Jogaby: 2V17 + %ln(4 +V/17).

200. Abssissalary x = 0, x = a bolan nokatlaryn arasyndaky

y= %(ef + ¢7«) zynjyr egrinifi dugasynyh uzynlygyny tapyii.

Jogaby: %(e —e).

201. x =4 goni ¢yzygyn y* = (x + 1)* egriden kesip alyan duga-
nyn uzynlygyny tapmaly.

422

Jogaby: 2 57

202. y = 0-dan y = 1 ¢enli x = »? parabolanyn dugasynyn uzyn-
lygyny tapmaly.
Jogaby: 4[2v5 + In(2 +V5)].



203.x=0-danx =a <O <a< %) ¢enli y = Incosx egrinin du-
T+ 2a

gasynyn uzynlygyny tapmaly. Jogaby: Intg === 4

204. y* =9 — x we Ox oky bilen kesigyédn nokatlaryn arasynda yer-
lesyin egriniit uzynlygyny tapmaly. Jogaby: 3v 37 + %ln(6 +v37).

205. x* = 4 — y we Ox oky bilen kesisyan nokatlaryn arasynda
yerlesyén egrinini uzynlygyny tapmaly.

Jogaby: 2V17 + %ln(4 +V17).

§ 5. Aylanma jisimin gowriimi

X = a, x = b goni ¢gyzyklar, lizniiksiz y = f(x) egri we Ox okun
kesimi bilen ¢éklenen egri ¢yzykly trapesiyanyn Ox okun dasyndan
aylanma bilen emele gelen jisimin gowriimi

V:ﬁfabf(x)dx (D

formula arkaly tapylyar.

y = ¢,y = d goni ¢yzyklar, izniiksiz x = ¢(y) egri we Oy okun
kesimi bilen ¢éklenen egrigyzykly trapesiyanyn Oy okuii dasyndan
aylanma bilen emele gelen jisimini gowrimi

d
V= ﬂf @ (y)dy 2
formula arkaly tapylyar.

‘ky yﬂ

o /

«V

: |
~—o 0 U ’
a
13-nji surat 14-nji surat



206. Uly oky 2a, ki¢i oky 2b (a > b) bolan elips 1) Uly okun
dasyndan; 2) Ki¢i okunn dagyndan aylanyar. Aylanma elipsoidalaryn
gowriimlerini tapmaly. Hususy yagdayda saryn gt')wrl'imini tapmaly.

2

DA

Coziilisi: Ellipsin kanonik denlemesini yazalyn = + b

(1) formulany peydalanalyn. Ox okun
dasyndan aylananda elipsoidiii géwriimini
tapalyn. Ellipsifi defilemesinden taparys:

Meseldnin serti boyunca ellipsin yarym
oky a den. Onda integrirleme aralygy — a-dan

a ¢enli bolyar. 15-nji surat

=V

%V:ﬁfaaz a’ — bzdx—”bf(a x*)dx =
0
2 3 4

2 _ 2
?”ab onda, V = 3 wab

Ellipsinn Oy okun dasyndan aylananda ellipsoidit gdwrlimini ta-
palyn. (2) formuladan peydalanyp, Ellipsiii defilemesinden taparys:

X' = Z—z(lf —y).

a
| =
0

Meselénin serti boyunca ellipsin kici yarym oky b defi. Onda in-
tegrirleme ¢ékleri [— b;b] aralykdyr.

Ly 2 @ —vyay = T (" (b — )y = 2 7

Onda V = %ﬁazb, a = b bolanda aylanma ellipsoidin hususy yag-
dayynda sar bolyar. Seylelikde, sarynn gdwriimi V = %ﬁa‘*, bu yerde
a — saryn radiusy.

207. y = x> we x = )? parabolalar bilen ¢idklenen figuranyn Ox
okun dagyndan aylanmagyndan emele gelen jisimini meydanyny tap-

maly.



xi=0 x=0

2
bziilisi: y=Xx 4 =0
Coziilisi { xt—x w=0 x=0

y=x

Onda parabolalar O(0; 0) we B(1; 1) nokatlarda kesisyarler. Su-
ratdan gorniisi yaly, gozlenyén jisimin géwriimi OCBA we ODBA
trapesiyalaryin Ox okuil dagynda aylanma jisimlerii tapawudyna de.

-sth-))-

1

V=Vl—V2=ﬂflxdx—ﬁflx4dx:7r(x—3—x—5>
0 0

2 s
_3
=107"

0

208. xy =4 giperbola, y = 1, y =2 goni ¢yzyklar we Oy oky bilen
ciklenen figuranyn Oy okun dagyndan aylananda emele gelen jisimini
gowriimini tapmaly.

Cozliisi: (2) formulany ulanalyn. Giperbolanyn denilemesinden
tapalyn: x = 4 integralyn ¢dkleri meseldnin sertinden: ¢ =1, d = 2.

Diymek,
(-
y

d
V:n_[ ’ |

= 167{(1 — %) = 8.

= l6rl|

1

Asakdaky egriler bilen ¢éklenen figuranyn Ox ya-da Oy okun
dasyndan aylananda emele gelen figuranyii géwriimini tapmaly:

209. x =y, x=1, y=0; Ox we Oy okun dagyndan;

210.xy=4,x=1,x=2; Ox we Oy okun dasyndan; Jogaby: 8.
211.xy=-2,x=1,x=2,y=0; Ox okun dasyndan; Jogaby: 2.

212.y =x* x=2,y=0; Ox we Oy oklaryn dagyndan;

1287z 647T

Jogaby: 7 5



213.y?*=(x + 4)> we x = 0; Ox we Oy oklaryn dasyndan;

7Z_211
> 357

Jogaby: 64r;

214. y = sinx (yarym tolkun) y = 0; Ox okun dasyndan;

s

Jogaby: 5

215. y =sin’x (0 <x <x) y = 0; Ox okun dagyndan; Jogaby: 3722 .

216. Vx + \/; = a,,x=0,y=0; Oy okun dagyndan;

Jogaby: & 15 5
217. y =4x —x?, y = x; Ox okun dagsyndan; Jogaby: 21,67.

218.y = xe*, x =1,y = 0; Ox okun dasyndan; Jogaby: %(e2 —1).

219. x% + y% = a¥%; Ox okun dasyndan; Jogaby: %ﬂa

220.y = %(e% +y %), x =—a,x =a,y = 0; Ox okun dagyndan;

3
Jogaby: ”Ta(ez +4—e?).

§ 6. Hususy dil integrallar

Tiikeniksiz ¢dkli integrallara garalyn.
Goy, fix) funksiya [a, + ] aralykda {izniiksiz bolsun, onda

S e —tim [ flx)d (M)

bolar.



Eger (1) tiikenikli predel bar bolsa, onda hususy dil integral yyg-
nalyar diyip aydylyar, garsylykly yagdayda integral dargayar. Sumia
menzes:

/:: S(x)dx = %i@f;hf(x)dx we

[ : f(x)dx lim f | flx)dx + lim f " f(x)dx.

Céklenmedik funksiyalardan integrallara garalyn. Eger f(x)funk-
siya [a,b] kesimin ¢ nokadynyn islendik etrabynda ¢dklenmedik we x = ¢
nokatdan bagga bu aralykda iizniiksiz bolsa, onda

/ " f(x)dx = lim [ fxdx +1im [ " f(x)dx )

alynyar.

Eger (2) denligin sag tarapyndaky tlikenikli predeller bar bolsa,
onda hususy dél integral yygnanyar, garsylykly yagdayda dargayar.

c =a ya-da c = b bolanda alarys:

b—e

fabf(X)dx = l}g)lf:f(x)dx, fabf(x)dx = '/l;blgil’gl " fxy

221. Hususy dél integraly tapyn:

1) fo?"dx; 2) [:%,

Coziilisi: 1) Integralyn asakdaky funksiyasy [0; + o) aralykda {iz-
niiksiz, kesgitleme boyunca:

f?"dx = lim e dx — lim(=e™)16 = lim (—e”"+ 1) = L.
0 0 —+oo —=o

Berlen hususy dil integraly hasaplap biz f=e* funksiya, x=0we
Ox ok bilen ¢dklenen figuranynt meydanyny tapandygymyzy ailladyar.



2) Kesgitleme boyunca alarys:

AY AV

—-X

y=e
0 “x

16-njy surat 17-nji surat

Jorte =t i [ = fmareer ¢

+ limarctgx | = — arctg(—o0) + arctg(+o0) = —<—7) + 7 = T.

Berlen hususy dil yygnalyan integralyn asakdaky funksiyanyn
grafigi we onuil gorizontal asimptotasy bolan Ox oky bilen ¢dklenen
figuranynt meydanyny anladyar.

3) Integralyn asakdaky funksiya [1; — o] aralykda {izniiksiz, onda

+m@ B llmf dax _ %{mlnx‘b = %{m(lnb—lnl):+m.

b—+ oo,
Berlen integral dargayar.

+m@ = lim,_, . <—%> '

= lznm,,w(—lu): 1.

b

Integral yygnanyar we x = 1, y = 0 goni ¢yzyklar we y = 1/x?
funksiyanyn grafigi bilen ¢éklenen figuranyn meydanyny anladyar.

222. Hususy dél integraly tapyn:

DALY e



Coziilisi: 1) Integralyn asagyndaky funksiya x = 1 nokatda {iz-
niikli, [0;1] aralygyn galan nokatlarynda ol tizniiksiz. Onda kesgitle-
me boyung:a

1-¢
f = lim f arcsmxlé"s = lim[arcsin
Vv 1 —x’ e-0

(1- 6) — arcsin0] = arcsinl = %
Y A A Y
y = L 1
- T
0 X 0 %
18-nji surat 19-njy surat

2) /02 dx hmf dx _ = lim lnx‘ = lim(In2 — In¢) =

=1In2 + oo =+4o00. Integral dargayar.

3) [4d—x = lim [ x?dx = lim2/2 1" = lim2(/4 — /3) = 4.
0 \/} =0 e=0

e—~0 e

1 . ) .
Integral yygnalyar Y = Jx funksiyanyin grafigi x =4 goni ¢yzyk
we x = 0 asimptota bilen ¢dklenen figuranyn meydany 4-e den.

4) Integralyn asagyndaky funksiya x = 1 nokatdan basga [0;2]
aralykda tizniiksiz. Diymek, bu nokadyn etrabynda ¢éklenmedik:

2 dx _ dx 2 dx
£x2—4x+3_fo x2—4x+3+-[ —4x+3°

Eger bu deiiligiil sag tarapyndaky iki integral yygnalsa, onda ber-
len integral hem yygnalyar.




Cdy o dx ] 3 _
fox2—4x+3‘1355‘fo (x—2f—1 ISIH)IZInx—l =

1 2+¢ 1 2+¢€ _
2151£n<ln +ln3> lelfnln e -

bu yerden berlen integral dargayar.
Hususy dil integraly tapmaly:

223. / e dx. Jogaby: 1. 224. f +oclnTxa’x. Jogaby: dargayar.
o 1

1

Jogaby: 5

o
225. f “dx. Jogaby:2. 226. f (1 )
2217. f cosxdx. Jogaby: dargayar. 228. f Inxdx. Jogaby: — 1.

: dx . ,
229.,/1 m JOgaby dargayar.

o dx T
230. — =,
30 L Foax i 0By s

231. /: :ﬁ Jogaby: dargayar.

232.1) dx . Jogaby: L

§ 7. Kesgitli integrallary hasaplamagyn
takmyn usullary

Kébir hallarda asyl funksiyalary tapmaklyk kop hasaplamalary
talap edyér. Seyle yagdaylarda kesgitli integrallary hasaplamak ii¢in
takmyn usullary ulanmak amatly bolyar. Goy, kesgitli integral

I= fbf(x)dx

berlen bolsun.



1. Goniiburcluklar usuly

Kesgitli integraly hasaplamagyn iii yonekey usuly onun kes-
gitlemesi bilen bagly bolan takmyn usuldyr. Eger [a,b] kesimi
x.=a+ih,h=(b—a)/n (i = 1,n — 1) nokatlar arkaly defi n bdleklere
boliip, bolek [x, |, x] kesimde alynyan erkin nokady x, | def alsak,
onda [a,b] kesimde iizniiksiz f funksiya li¢cin diiziilen integral jeme
integralynl takmyn bahasy hokmiinde garamak bolar:

ff(x)dx ~ b ; a(yo ++ .. +yn71), Vi :f(Xk)<k =0,n— l)

Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly hasaplamaklyga gonti-
saplanylanda goyberllyan yalnyslyk (f(x) oniim [a,b] kesimde lizniik-
siz bolanda)

(b

R,|=< na)M M = max|f(x)|

deiisizlik boyunca bahalandyrylyar.

2. Trapesiyalar usuly

Eger egri ¢cyzykly trapesiyanynt meydanyny hasaplamak ii¢in ye-
ne-de [a,b] kesimi den n boleklere boliip, her bolekdiki egri ¢yzyk-
ly trapesiyany goniicyzykly trapesiya bilen calsyrsak, onda olaryn
meydanlarynyn jemine egri ¢yzykly trapesiyanyn takmyn meydany
hokmiinde garamak bolar, yagny:

b
ff(x)dx = bn;a[% +n+ ...+ yn_l], Ve = y(xk).

Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly hasaplamaklyga trape-
bilen hasaplanylanda (ikinji tertlph lizniiksiz 6nlimi bolan f funksiya
iicin) goyberilen yalilyslyk:

_b=af )M M = max| f"(x)|

’R’l 12 2




densizlik boyunca bahalandyrylyar. Bu formula kesgitli integral trape-
siyalar usuly bilen hasaplanylanda goyberilen yaliyslygyn goniiburc-
luklar usuly bilen hasaplanylandakydan azdygyny gorkezyér.

3. Parabolalar usuly

ff yo+yzn+4(y1+y3+ A V) +F 20+ Y+ .

+ .t yznfz)].

......

f funksiyanyn dordiinji tert1p11 tizniiksiz 6niimi bar halynda goyberll-
yan yalilyslyk

&= G, M= may| (o)

deiisizlik boyunga bahalandyrylyar.

1
233. f e dx integraly Simpson usuly bilen 0,001-¢ ¢enli ta-
kyklykda Hasaplamaly.

Coziilisi: Zerur bolan takyklykda integraly hasaplamak {igin
ilki bilen f"(x) = 4e™ (4x* — 12x* + 3) 6niimi tapalyii. [0,1] kesim-
de e <1 we |4x* — 12x* + 3| < 5 bolyandygy sebipli //(x) < 20.
Sonun iigin:

20 1
<
R1= Sg80n" < 1000

densizlik »*>1000/144 bolanda yerine yetyar. Onun {igin bolsa n = 2,
yagny 2n = 4 almak yeterlikdir. Indi [0,1] kesimi x, = 0, x, = 1/4,
x,= 1/2, x, = 3/4, x, = 1 nokatlar arkaly deni dort boleklere bolelin we
sol nokatlarda funksiyanyni bahalaryny hasaplalyni: y, = 1,0000;
v, = 0,9394; y, =0, 7788; y, = 0,5698; y, = 0,3679. Onda Simpson
formulasy esasynda:

1

[erax~ %[1.0000 +0,3679 + 20,7788 + 4(0,9394 +
0

+0,5698)] =~ 0,7469.

23. sargyt Ne 1573



Seylelikde, 0,001 takyklykda:

/Ie"“zdx ~0,747.

0
> dx T e
234. 1 = f £ = In2 mélimdir. n =10 bolanda goniibur¢luklar
we trapesi}'/alarlusﬁlary peydalanyp In2 bahasyny takmyn tapmaly.

Coziilisi: [1;2] aralygy den 10 bolege bolelin we sol nokatlarda
integralyn asagyndaky y = % funksiyanyn bahalaryny tapalyn:

%,=10,  y,=10000; x =16  y,=06250;
x =11  3,=09091; x=17  y=05882;
x,=12  5,=08333 x=18  y=0555:
x=13  3,=07692; x,=19;  y=0,5263;
x, =14 3,=07143;  x,=20; y,=0,5000
x=15 y=06667; h=b=d - 2ol oo

Gontiburgluklar formulasy boyunca alarys:
9

I~hYy= %(yo bty = %7, 1877 ~ 0,7188,
i=0

10
I=h)y = %(yl bt oY) = %6,6877 ~ 0,6688.
i=1

Berlen kesgitli integral bu usul bilen hasaplanylanda goyberilyéin
yalnyslyk
_ 2
|R10|S M 1 = 0,1 deﬁdir,
10
Trapesiyalar usuly boyunga:
o (Yt o o L(ﬂ ) _ 1. ~
I~ h< ! +;y,> = LD 4 6,1877) = L6037
~ 0,6938.



Berlen kesgitli integral bu usul bilen hasaplanylanda goyberilyin
yaliyslyk, [R, | asakdaky gorniisde hasaplanylyar:

Y =)= E ol=F=2

1y
(2 1>-2=Lzo,0017.

<\ = 7
| Ro| < 12-10? 600

Bradisin tablisalarynda berlen: In2 = 0,6931. Bu baha trapesiya-
lar formulasy arkaly tapylan baha yakyndyr.

Goniiburcluklaryn, trapesiyalaryit we parabolalar usullaryny pey-
dalanyp asakdaky integrallaryii takmynyny hasaplan we ol formulalar
boyunca hasaplamalarda yalilyslyklary hasaplan.

235. f(xz —2)dx, (n=6).
236. /4J§dx, (n=8).
237. le Y xXde,  (n=6).

238. f%«/ cosx dx, (n=10).

§ 8. Integralyn ykdysadyyetde ulanylysy

239. Predel girdeji R'(x) = 20 — 0,04x funksiya berlen. Girdeji
funksiyany we oniime isleg kanunyny tapmaly.

Coziilisi:

2
R(x) = [ (20— 0,04x)dx = 10x — 0,042 +c =
= 10x — 0,02x*> + ¢;



R(0)=0.0nda20-0-0,02-0*+c¢=0, c=0. Diymek,
R(x) =20x — 0,02x°.

Eger oniimin her birligi p baha boyunca satylyan bolsa, onda gir-
deji R = xp formula arkaly hasaplanyar. Onda p(x) R Diymek isleg
kanuny X

p(x)=20-0,02x.

Girdejinin dendlcegli dil paylamanyn Kkoeffisiyenti

Goy, x-in az girdejili ilat, y — olara degisli &hli girdejinin bolegi.
y = fix) funksiyany garalyi: mysal {i¢in, 1(0,8) = 0,6 anlatma il az
girdejili 80% ilaty dhli girdejiniit 60%-1 alyar. Bu yerde 0 < x < 1;
0 <y <1 we <x. Goy, ilatyn arasynda nol girdejili adam yok, ya-da
1(0) = 0, we dhli girdejini dhli ilatyn arasynda paylanyandyr ya-da
y(1)=1.

Suratda y = f{x) funksiyanyn mysaly gorkezilen. Bu funksiyanyn
bolanda ilatynn 10% girdejinin 10%, ilatyii 20% girdejinin 20% we s.m.
alardy.

l\y
1 Lorensin egrisi
B
1% A
; T x

20-nji surat

Onda girdejiniii paylama kanuny y = x goni ¢yzyk bolardy.
Girdejiniit hakyky paylanysygyn ideal paylanysygyn gysarmasy
renklenen meydanyn we OAB iicburclugyn meydanynyn L gatnagy-



gyna denl. 0 < L < 1 aydyndyr. L = 0 baha girdejinin kdmil paylany-
paylanysygyn koeffisiyenti diyilyar. Okatmagyn egrisi. Kébir gos-
magca onlimin ondiirilmegine nige wagt gerek boljaklygyna baha ber-
mek Ordn zerur bolyar. Sular yaly hasaplamalar ticin okatmagyn egrisi
ulanylyar. Goy, T = F(x) — adam/sagatda 6lcelinilyén 6nlimin birinji x
sanyny ondiirmek ti¢in zerur wagt. f(x) = F'(x) takmyn (x + 1) sanyny
ondiirmek tigin wagta deni. Kopleng, f(x) = ax’,a>0,— 1 <b <0 funk-
siya ulanylyar. Bu funksiyanyn grafigi 21-nji suratda sekillendirilen
we onla okatmagyn egrisi diyilyér. f{x) funksiya — kemelyédn funk-
siya, sebdbi kdbir operasiyany yerine yetirmek {i¢in zerur wagt gayta-
lamalaryn sany artmagy bilen kemelyar.

Oniimifi (n, + 1) sanyndan baslap n, sanyny 6ndiirmek iigin AT
wagt asakdaky formula arkaly kesgitlenyar:

AT = ff(x)dx. Ay

240. 100 sany mebeli
yygnamak ligin y = 15x %1
formula bilen wagtyn harclygy
berilydr. Yene-de 20 mebeli
yygnamak {i¢in nige wagt harg
ediler?

=V

Coziilisi: 21-nji surat

120

AT = fle‘“““dx -

100

15x°

20 1500 [1Hn08 {0086
86 | = (120" — 100°*) ~ 8,91.

o 86

Alyjylaryn we iipjlin edijileriii utusy. Goy, p = f{x) — kébir hary-
da islegini D egrisi, we, p = g(x) — S hodiirleménin egrisi; (x,; y,) — ba-
zar deflagramlyk nokady.

Kabir alyjylar haryt ligin p > p baha tolemek miimkindir. Goylan
p, bahadan alyjylaryf utusyny tapalyfi:



22-nji surat

d [0; x,] kesimi

0= Xoy XiyeoXi—1y Xiy «oey Xn = Xo

nokatlar bilen n bolege bolelin. Her bir interwalda x; € [x:_1,x:] no-
kady saylalyii. Bu kesimde alyjylaryii utusy (p(xi) — po) Ax;,
Ax; = x; — x,_, denidir. Ahli utuslary jemlip, alarys:

Zn;(p(xi”) — po)Ax;.

Eger isleg funksiya iizniiksiz we n—o0, hem-de maxAx,—0, onda
yokardaky integral jemin predeli bar we ol:

X0

[ (f(x) = po)x

0
deii. Seylelikde alyjylaryn utusy

C= ./a“f(X)dX — PoXo.

0

Suna menzes tipjilin edijilerin utugy tapylyar:

D = DoXo — fg(x)dx.
0



Alyjylaryn utusy isleg D egri we p = p, goni ¢yzyk bilen ¢ékle-
nen figuranyn meydanyna deni. Satyjylaryn utusy hodiirleme S egri
we p = p, gbni ¢yzyk bilen ¢iklenen figuranyfi meydanyna de.

241. Isleg we hodiirleme kanunlar berlen:

p=116—x%
p =2x+20
3 .

Eger bazar deflagramlygy belli bolsa, onda alyjylaryn utusyny,
tipjlin edijilerin utusyny tapmaly.
Coziilisi: Bazar denagramlyk nokady tapalyn:

116 — &% = %x+20;

3x2+ 5x — 288 = 0;

—5++v25 4 3456
6 5

X2 =

buyerdenx =9, x, = —%.

x,=9, p=116-92=35.
Py X,=35-9=315.

9
C= f 116 — x*dx) — 315 = (116—’;3)9— 315‘: 486.

S

S5.x —
=315 — ["(3x+20)dx =315 - <3 : +20x>0_ 315 +
+§~‘81 — 180 = 67,5.
Orta baha. [a,b] kesimde {lizniiksiz funksiyanyi orta bahasy
b
_ 1
fle) =g | Fxld

formula arkaly tapylyar.



Funksiyanyn orta bahasyny edaranyn eyegiliginddki emlédge sal-
gyt goymagy hasaplamada ulanylyar. Salgydyn ululygy:

N=kf(e)=k gL [ flx)dx

bu yerde k& — edaranyn gorniisine bagly koeffisiyent, f{c) — bir yylda
emlagin bahasynyn orta bahasy, [a,b] — bir yyla dent wagt aralygy.

Integral takmyny trapesiyalar formulany ulanyp bir yyla, yagny
12 aya boliip hasaplanyar:

N= %(M FAD) +A2) + . +f(12)>.

Bu yerde f(0)— emldgin bahasy 1-nji yanwara;

f(1)— emlédgin bahasy 1-nji fewrala;

A(11) — emlédgin bahasy 1 dekabra;

A(12) — emlédgin bahasy indiki yylyn 1-nji yanwaryna;

Maksimal girdeji almak meselesi. Kébir senagat pudaklarda
(mysal ii¢in nebit-gaz pudakda) kébir wagtyn pursadynda girdeji pese
diisyér. Bu yagdayda girdeji maksimal bahasyny alyan wagtynl pur-
sadyny tapmaly we belli wagtda 6nlim¢iligi duruzmaly.

242. Cykdajylaryn we girdejilerin wagt boyunca iiytgemesinin
tizlikleri asakdaky formula arkaly berilyar:
C=2+t
R(t)=17-2t.

Bu 6niimgiligifi girdejinifi maksimal bahasyny tapmaly. Oniimgi-
ligi hagan dofidurmaly?

Coziilisi: P()=R't)—C(6)=17t—-2t—-2—t=15-3¢t,eger t =5,
onda P'(¢) = 0.

P"(5)=-3 <0, diymek ¢ =5 — maksimal nokady.
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Kapitalyn iiytgemesi. Eger /(¢) — inwestisiyalaryn iiytgemesinin
tizligi we A(t) — kdrhananyn kapitaly bolsa, onda:

I(t) = Cfi/?

Inwestisiyanyn tiytgemesinin tizligi berlen bolsa, onda kapitalyn
liytgemesini:

AA = fhl(t)dt

formula arkaly tapyp bolyar.

243. Predel ¢ykdajylaryn funksiyasy
C(x)=50-0,02x

gorniisde berilyér.

a) Eger fiksirlenen ¢ykdajylar bir ayda 2500 manada den bolsa,
cykdajylar funksiyasyny tapmaly.

b) Bir ayda 250 sany dniimi 6ndiirmek ii¢in kdrhananyn ¢ykda-
jylaryny tapmaly.

¢) Harydyn biri 75 manatdan satylanda maksimal girdeji alar
yaly nédge sany haryt dndiirmeli we satmaly?

Jogaby: b) 15625; ¢) 1250.

244, Ké&bir kdrhananyn predel ¢ykdajylary

C'(x) = 60 — 0,04x + 0,003x>
gorniisde berlen.
a) Eger oniimin 100 birligini 6ndiirmek {icin 7 miin manat ¢ykda-
Jy edilse, onda ¢ykdajylar funksiyany tapmaly.
b) Fiksirlenen ¢ykdajylary tapmaly.
¢) Oniimif 250 sany birligine 6niimgiligifi ¢ykdajylaryny hasap-

lamaly.



d) Eger Onlimin birinin bahasy 65,5 manada den bolsa, onda
girdejinin maksimal bahasyny tapyn.
Jogaby: b) 200; ¢)29575; d)O0.

245. Predel ¢ykdajylar funksiya
C'(x) =60 + 0,04x

gorniisde berlen. Fiksirlenen ¢ykdajylar bir ayda 1800 manada den,
bir 6niimin bahasy 80 manada den.

a) Uytgeyin ¢ykdajylary tapmaly.
b) 150 sany Oniimin ¢ykdajylary ndma den?

¢) Eger onlimgiligin gowriimi 150-den 200 sany 6niime galan bol-
sa, girdejinin artdyrmasyny tapmaly.

Jogaby: b) 11250; ¢) 650.

246. Kébir kiarhananyn predel girdeji funksiyasy asakdaky gor-
niigde berlen:

a) R'(x)=20-0,02x;  b) R'(x) =45—0,04x — 0,003x%.

Girdeji funksiyasyny we islegin defilemesini tapmaly.

Jogaby: a) p =20 -0,01x; b) p =45-10,02x — 0,001x>.
247. Predel girdeji funksiya P'(x) =25 —0,004x gorniisde ber-

len. Eger kdrhana 2500 sany Onilimini satsa, onda girdeji 35,8 miini
manada den. Girdeji funksiyasyny tapmaly.

Jogaby: P =25x —0,002x* + 8680.
248. Kébir 6niimin predel ¢ykdajylar funksiyasy

C (x) = 30xe""

gornlisde berilyér. Eger fiksirlenen ¢ykdajylar 20 miinn manada den
bolsa, onda ¢ykdajylar funksiyasyny tapmaly.

Jogaby: C’ (x) = 15000xe™™™ + 5000.



249. Predel girdeji funksiya berlen:
a) R'(x) =25-0,4x — 0,06x%;

b) R(x) = ¢) R(x)=(5—x)e 5.

2
= U000
Girdeji funksiyasyny tapmaly. Oniime isleg kanuny tapmaly.
Jogaby: a) P=25—0,2x — 0,02x%;

b) P = 2/@ —20

. 9 p=5e.

250. Eger girdeji nol bolanda isleg 6 mlrd manada den bolan
pursatda we predel islegi asakdaky gorniisi alanda isleg funksiyasyny
tapmaly:

0,2 dcC 1
a S5+ —=; b)*==0,4+ —F—
) vy )dy V3y+4

¢) % =0,6 =¢ . Jogaby:a) C(y)= 0,5y + 0,4,y + 6;

b) C(y) = 0,4y + %\/3)7 +4 +%;

¢) C(y) = 0,6y + %6*” + 177

251. Eger girdeji nol bolanda isleg 4 mlrd manada den bolan
pursatda we predel yygnanma asakdaky gorniisi alanda isleg funksiya-
syny tapmaly:

a)%:om; b)%:OA— 1

«/2y+9;

Q) dc_03_e—l6y

Jogaby: a) C(y) = 0,63y +4; b)C(y)=0,6y+y2y+9 + 1;

¢) C(») = 0,7y + 0,625¢ - + 3,375.



252. Kabir dowletde girdejinin paylanylysy Lorensin egrisi bi-
len kesgitlenilyar:
_ 1l 1 90, 1
a)y= DY T 1% b)y = 0¥ t10*
Ilatyn il az iipjiin edilen 12% bolegi girdejinin néhili bolegini
alyar? Ahli girdejinifi denidlgegli dil paylanys koeffisiyentini hasaplati.

a) 0,0232; 11/36; b) 0,02496; 0,3.

253. Kébir yurtda girdejinin paylanylysy Lorensin egrisi bilen
kesgitlenilyar:
a)y=0,87x2+0,13x; b)y=0,96x*+ 0,04x.
Ilatyn in az lpjiin edilen 8% bolegi girdejinin ndhili bdlegini
alyar? Ahli girdejinin dendlgegli dil paylanys koeffisiyentini hasaplan.
Jogaby: a) 0,015968; 0,29; b) 0,01008; 0,32.

254. Awtobuslaryn ilkinji 30 refiklenenden, okatmagyn egrisi
v =20x *12 gbrniisini alyandygyny goripdirler.

Awtobuslaryni soniky 50-ni refiklemek iicin ndce wagt harg ediler?

Jogaby: 290,82.

255. Tlkinji 50 sany detaly (6niimin 1 birligini) yygnamak ii¢in
70 adam/sag gerek bolupdyr. Geljekde 6ntimin 1 birligini (50 detal)
yygnamak ti¢in f{x) = 70x %?* okatmagyn formulasy esasynda wagt
az harg edilipdir. Oniimifi 2 birligi yasalandan soi, dniimif 5 birligini
(250 sany detaly) tayyarlamak ii¢cin ndce wagt har¢ ediler?

Jogaby: 258,19.

256. Ilkinji 100 sany harydyn (6niimin 1 birliginin) 6ndiirmekli-
gine 30 sagat har¢ edilyédr. Sonda harydy ondiirmek ii¢in zerur wagt
f(x) =30x %! formula arkaly kemelyandigini kesgitlapdirler. 500 sany
haryt ondiirilenden soni 400 sany harydy ondiirmek ii¢in nice wagt
gerek bolar?

Jogaby: 91,59.



257. Kébir haryt ti¢in isleg deiilemesi P = 112 — x* gérniisini alyar.
Eger denagramly baha 90-a den bolsa, alyjylaryi utusyny kesgitlan.
Jogaby: 83,33.

150
2x+5
yar. Eger denagramly baha 10-a den bolsa, alyjylaryn utusyny kes-

gitlan.
Jogaby: 60,71.

258. Kabir haryt ii¢in isleg deillemesi P = gdrniigini al-

259. Kébir haryt ti¢in isleg we hodiirleme kanunlary asakdaky
gorniisde berilyar:

a)p =89 — x? 10x —7p +210=0;

b) 5p + 2x = 50; 5p— 6x = 10;

¢)p =44 —x7 p=x>+2x+20;
_ 120 . _ 35

d)p=-_5: p=3x+10.

Harydyn alyjylarynyn we satyjylarynyn girdejilerini tapyn.
Jogaby: a) 228; 67,35; b)5;15; ¢)18;27; d)51,83.

260. Kérhananyn harydy ondiirmek ti¢in dhli ¢ykdajylar funk-
siyasy we bu haryda isleg defilemesi asakda berilyir:

a) C(x) =900 + 40x + 5x2; p=280—4x 2%

b) C(x) = 400 + 30x + x%; p= —%xz — 3x + 50.

Kérhananyn i uly girdeji alyan nokadynda satyjylaryil utusyny
tapmaly.

Jogaby: a) 216,67, b) 0,67.

261. Kabir harydyn isleg deiilemesi p = 30 — 0,02x gorniisde ber-
len. Eger harydyn satylysy 80-den 150 birlige artyan bolsa, girdejinii
orta bahasyny tapyn.

Jogaby: 3041.



262. Kébir harydyn oniimine dhli ¢ykdajylaryn funksiyasy
C(x) = 1000 + 2x + 0,04x*
gorniisde berilydr. Harydyn ondiirilmesinin géwriimi 100-den 200
birlige ¢enli artmagynda ¢ykdajylaryii orta bahasyny tapmaly.
Jogaby: 2700.
263. Awtoulaglaryn refiklemekde okatmagynyn egrisi f(x) = 10x %312

gorniise berilyédr. Bu yerde f(x) — (x + 1) awtoulagyn renklemegine
zerur bolan adam/ sagadyn sany. Eger

a) ilkinji 100 awtoulag reiiklenen;

b) 401 — 500 nomerli awtoulaglar refiklenen bolsa, awtoulaglaryn
refiklemegine zerur bolan wagtyn orta bahasyny tapmaly.

Jogaby: a) 3,45; b) 1,49.

264. a) Eger k = 2% we kédrhananyn emldginin bahasy her ayyn
basyna tablisa bilen berilyar:

Ay 2 6 | 7 9
manat 2,8 6,1 3.8]2,6 7.4

Kéarhana 6z emlédgine nihili salgyt tolemeli?  Jogaby: 0,09.

b) Eger k = 1,5% we kdrhananyi emldginin bahasy her ¢iryegin
basyna jetwel bilen berilyér:

caryek I 11 111 v 1
mln manat 11,2 0,8 4.6 10,8 7,6

Kérhana 6z emligine nihili salgyt tolemeli? Jogaby: 0,13.

265. Kérhana peynir ondiiryér. Onun girdejisi
R(t) = 40e*, 0 <t <10
gorniisde berilyar. [0;10] aralykda girdejinin orta bahasyny tapmaly.
Jogaby: 194,92.



266. Eger ¢ykdajylaryn we girdejilerin tiytgemesinin tizligi agak-
daky gorniisi alyan bolsa, onda kérhana maksimal girdeji alyanca nige
vyl ¢ig maly gazyp ¢ykarmaly?

a) C'(t)=3 +2¢, R'(t)=28 - 31,
b) C'(f) =10 + 373, R(f)=46 — 13;
¢) C'(1) = 22 + 413, R'(t) =134 - 315;

Jogaby: a) 62,5; b) 388,8; ¢)1592,89.



VI bap
KOPGAT WE EGRICYZYKLY INTEGRALLAR ——

§ 1. Ikigat integrallar

Ikigat integrallaryn Kkesgitlenisi

Goy, f(x,y) funksiya kabir yapyk kwadratlanyan D oblastda kes-
gitlenen we cdkli bolsun. D oblasty dlgegi nol bolan egriler arkaly
umumy igki nokatlary bolmadyk D ,D,,...,D oblastlara bolelifi we
olaryii meydanlaryny degislikde, AS|,AS,,...,AS bilen belgildlifi. Her
bir bolek D, oblastda erkin (x,, y,) nokady alalyfi we f(x,y) funksiyanyfi
sol nokatdaky bahasyny D, bolek oblastyfi AS, meydanyna kopeldip,

o= kif(Xk,yk)ASk (1)

jemi diizelini. Ol jeme f{x,y) funksiyanyn D oblasty boyunca diiziilen
integral jemi diyilyér. D oblastynn D ,D,,...,D bdleklerinin kopliigine
dirli {D } boliinmelerine degisli boleklerde alynyan nokatlaryny tiyt-
getmek arkaly, f(x,y) funksiyanyn D oblast boyunca biri-birlerinden
tapawutly bolan tiikeniksiz kop integral jemini diizmek bolar. Sonui
iicin D oblastyn diirli boliimlerinden alynyan bolek oblastlaryn dia-
metrlerinin in ulusy bolan d sanyn nola ymtylandaky predeli diisiin-

jesini girizmek bolar.

Kesgitleme. Eger Ve > 0 li¢cin 6 > 0 san tapylyp, D oblastyn
Vv {D,} boliinmesi we V (xi, yi) € D; ligin d < J bolanda,

-0 <e (2)
densizlik yerine yetse, onda I sana (1) integral jemin d — 0 bolandaky
predeli diyilyar we ol yazgyda seyle anladylyar:

[= l}glg;f(xk,yk)ASk. 3)

Kesgitleme. Eger d — 0 bolanda (1) integral jemini D oblastyn
boliinmesine we bdleklerde alynyan nokatlaryna bagly bolmadyk tii-



kenikli (3) predeli bar bolsa, onda sol predele f(x,y) funksiyanyn D
oblasty boyunca ikigat integral diyilyar we

I= fff(x,y)dx ya-da [ = fff(x,y)dxdy

gorniisde belgilenyar. Sunlukda, f(x,y) funksiyanyn 6ziine D oblastda

Eger f(x,y) = 1 bolsa, onda (3) predel D oblastyii meydanyna
dendir. Sona gord kesgitleme esasynda D oblastyn meydanyny ikigat
integralyn komegi bilen tapmak iicin formulany alarys:

S = f f dxdy. (4)

Gat integrallaryn hésiyetleri

Gat integrallaryn &hlisinini kesgitli integralyika menizes hési-
yetlerinin barlygy sebdpli, olary ikigat integral {i¢in yazarys (olaryn
subuty hem kesgitli integralyfika menzesdir).

1) Cyzyklylyk. Eger f{x,y) we g(x,y) funksiyalar D oblastda integ-
rirlenyén bolsalar, onda Va,b € R sanlar ii¢in af(x,y) + bg(x,y) funk-
siya hem integrirlenydndir we

[ laftx.y) + be(xy)lds = [ fxy)ds +b [ [ g(x.)ds

denlik dogrudyr.

2) Eger f(x,y) funksiya D'we D" oblastlarda integrirlenyén bolsa,
onda ol funksiya olaryn birlesmesi bolan oblastda hem integrirlen-
yandir. Sunlukda, eger D' we D" yaylalaryn icki nokatlary yok bolsa,

onda
JJ Feyyds = [[ feey)ds + [[ fxy)ds
deiilik dogrudyr.

3) Eger D yaylada integrirlenyédn f{x,y) we g(x,y) funksiyalar
V(x,y) € D tigin flx,y) < g(x,y) densizligi kanagatlandyrsa, onda

Jf fxyyds < [f g(xy)as
24. sargyt Ne 1573



4) Eger f(x,y) funksiya D oblastda integrirlenyén bolsa, onda |[f(x,y)|
funksiya hem D oblastda integrirlenyéndir we

JJ FCe)ds < [ [ fxy)lds

5) Orta baha hakyndaky teorema. Eger f{x,y) funksiya D ob-
lastda integrirlenydn we m < flx,y) < M densizlikleri kanagatlandyr-
yan bolsa, onda

ms < fff(c,y)ds < MS.

Densizlikler dogrudyr, bu yerde S berlen D oblastyii meydany-
dyr. Orta baha baradaky bu deiisizligi basgaca:

fff(x,y)ds =uS (m<pu<M)

gorniisde hem yazmak bolar. Sunlukda,

U= %fff(x,y)ds,

------

Kébir gosmaca sertlerde orta baha hakyndaky teorema seyle
okalyar.

6) Eger f(x,y) funksiya bir baglanysykly D oblastda {izniiksiz bol-
sa, onda sol yaylada (x,y) € D nokat tapylyp,
] fx.y)ds = fle,y)s
D

densizlikler dogrudyr. Yokarda belleysimiz yaly, bu hisiyetlerii hem-
mesi liggat integrallar {icin hem yerine yetyandir, yone orta baha bilen
baglanysykly hésiyetlerde S meydanyn deregine V' gdwriim alynyar,
yagny olar seyle okalyar:

7) Eger f(x,y) funksiya G oblastda integrirlenydn we m <f(x,y,z) <M
densizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda

my < fff(x,)ds <MV

densizlikler dogrudyr.



8) Eger f(x,),z) funksiya bir baglanysykly G oblastda {izniiksiz
bolsa, onda sol oblastda (x,y,Z) € G nokat tapylyp,

] Rxyz)dv = fz5.2)V

densizlikler dogrudyr.
Ikigat integrallaryi gaytalanyan integrallara getirilisi
a) Gaytalanyan integral diisiinjesi. Goy, f(x,y)
G={(xy):a<x<b c<y<d}
goniiburglukda kesgitlenen funksiya bolsun.

Kesgitleme. Eger her bir x[a,b] licin f(x,y) funksiya y boyunca
[c,d] kesimde integrirlenyén bolsa, yagny Vx €[a,b] ti¢in:

Fo = [ fxna,

integral bar bolsa we F(x) funksiya [a,b] kesimde integrirlenyin bol-
sa, onda:

jﬂ@ﬂ:]%fﬂxwwyx ©)

......

[as [ Aty

gornilisde yazylyar. Edil sonun yaly, beyleki tertipdéki:

d

.[@fﬂ&ww, (7)

gaytalanyan integral kesgitlenyér.
Gaytalanyan integral diisiinjesini integralyn integrirleme cikle-
rinif funksiyalary bolan haly tigin hem gérkezmek bolar.
Kesgitleme. Goy, f(x,y) G={(x,y) :a<x<b,c <y <d}
goniiburglukda kesgitlenen, p(x) we g(x) funksiyalar bolsa [a,b] ke-

<>



simde tlizniiksiz bolup, bahalary [c,d] kesime degisli bolsun. Eger her
bir x&€[a,b] tigin:

4q(x)

Fx)= [ fx.y)dy

p(x)

integral bar bolsa we F(x) funksiya [a,b] kesimde integrirlenyin bol-

sa, onda:
b b )
fF(x)dx: f( ff(x,y)dy)dx

a p(x)

gaytalanyan integral diyilyar. Edil suna menzeslikde:
a(y)

f ( fd f(x,y)dx)dy

p(y)
gornlisdaki gaytalanyan integral kesgitlenyar. Ikigat integrallar gayta-
lanyan integrallara getirilip hasaplanylyar.

Integrirleme oblastyn goniiburcluk haly

Teorema. Eger f(x,y) G goniibur¢lukda integrirlenyén bolsa we
her x&[a,b] ligin:

F(x) = fdd(x,y)dy
integral bar bolsa, onda: C
be(x)dx = f(ff(x,y)dy)dx
gaytalanyan integraal bardyr we o
[ fx.y)dxdy = f dx f fx.y)dy ®)

denlik dogrudyr.

Teorema. Eger f(x,y) G goniibur¢lukda integrirlenyén bolsa we
her ye|c,d] tigin:

Fo) = [ fluy)ds



integral bar bolsa, onda

fF(y)dy = f(ff(x,y)dX)dy

gaytalanyan integral bardyr we

Jf fyyasay = [ as [ sty Q)

deillik dogrudyr.
1. (x*=y)dxdy G={-1<x<0,0<y<2}
i

integraly G goniibur¢luk boyunca hasaplan. Integralyn astyndaky
funksiya seredilydn goniibur¢lukda tizniiksizdir we sonun tigin (5)
formulany ulanmak bolar:

f/x—y)dxdy_ fdxf(x —y)dy = [(x é)d -

-1 -1

0

— 8\ (2¢ 8\ __
—f<2x2 3>dx—(§c 3x>1— 2.

-1

Integrirleme oblastyn egrigyzykly haly. Bu halda integrirleme D
yaylanyn bolup biljek gorniislerine ayratynlykda seredip gegelin.

a) Goy, D vyayla gapdallaryndan  y4
X = a we x = b goni ¢yzyklar bilen, ¥ =q(x)
asagyndan y = p(x) egri bilen, yokardan /Q\
v = q(x)(p(x) < q(x)) egri bilen ¢ékle- E—
nen yayla bolsun, bu yerde p(x) we ¢g(x)
funksiyalar [a,b] kesimde iizniiksizdir- ~ e

ler. Bu halda D kwadratlanyan yapyk \/{
yayladyr. Ona y gord yonekey yayla 0 a bl X
diyelin (1-nji surat). I-nji surat

Teorema. Eger f(x,y) funksiya y gord yonekey D yaylada integ-
rirlenyin bolsa we her bir x&[a,b] ligin:



q(x)

F(x)= [ fix.y)dy.

plx)

Integral bar bolsa, onda F(x) funksiya integrirlenyéndir we

[[ Axy)dxdy = f dx ﬁ‘(x,y)dy.
D a p(x)

2.y=8x,y= x—z, x =1, x = 3 egriler bilen ¢éklenen yapyk D
yayla boyunca (1-nji'surat). f(x,y) = x + 2y funksiyanyn ikigat integ-
ralyny hasaplamaly. Bu mysaldaky D yayla oka gord yonekey bolan
2-nji suratdaky yayladyr:

YA

o1 3 x
2-nji surat

ylk

-

TN /

2
:{(x,y):leS?), %SySSX}.

Sona gord-de D yayla boyunca ikigat integ-
raly sonky formulada ulanyp, hasaplamak bolar:

ff(x+2y dxdy—fdxf x+ 2y)dy =

f[xy +y ]xr dx = f<72x % — %x“)dx =

1 1

24x' — Lyt = LT = 602.1.
=| ¥ 20 ]

b) Goy, D yaylay = ¢ we y = d goni
¢yzyklar bilen, gapdallaryndan x = p(y) we

=o)X = q0PO) < q()) egri bilen ¢iklenen

yayla bolsun, bu yerde p(y) we g(y) funk-
siyalar [c,d] kesimde lzniiksizdirler. Bu
halda D kwadratlanyan yapyk yayladyr.
Ona Ox oka gord yonekey yayla diyeliii
(3-nji surat).

3-nji surat

Teorema. Eger f(x,y) funksiya Ox
oka gord yonekey D yaylada integrirlenyan
bolsa we her bir yE|c,d] {igin

=Y



q(y)
F)= [ flxy)dx
p(y)
integral bar bolsa, onda F(y) funksiya integrirlenyandir we

a(y)

F(y) = fdy ff(x y)dx

formula dogrudyr. Onda:
q(x) a(y)

Ja [ ftsyas = fa J fxi

plx)

sinx
3. 0/ dy f e dx.

Integraly hasaplamaly (integral astyndaky funksiyany x = 0 no-
katda bire den hasap etmeli)

fd fsmx dx = fdxf smxd (;[/SIEdeX = fsinxdx = 1.

Ikigat integrallarda funksiya L egri bilen ¢éklenen yapyk D
oblastda ya iizniiksiz ya-da c¢dkli we meydany nola deni bolan kop-
liikden bagga dhli yerde iizniiksiz bolsun. Eger D we D' oblastlaryn
arasynda 0zara birbahaly éwiirmeleri gurnayan

{x = x(u,v),
y=y(u,v)
sistema D' oblasty D oblasta birbahaly 6wiiryédn bolsa, onda

JJ P yydxdy = [[ flxta9)y(9) 1w 9) dudd), — (10)

bu yerde
dx  dx
(w,9) = du dv|
dy dy
du dv



Hususy yagdayda, polyar koordinatalar ii¢in:

%@) Bo_ B 20
2 Q(Q)
0 A [f sy -
B > (11)
0 = f f f(pcos@,psing)pdpdp.
)

r 0 p O p
4-nji surat
Eger D' polyar ok bilen ¢, = @, ¢, = f burglary emele getiryin
sohleler we p = p,(9), p = p,(9)(p,(p) < p,(p)) egriler bilen ¢idklenen
bolsa, onda:

p2(9)

8
fff(pcosqo,psingo)pdpdgo = quo ff(pcosgo,psingo)pdpdqo.
124 a pi(p)

Eger-de D' koordinata baslangyjyny 6ziinde saklayan bolsa, onda:

(@)

2
fff(pcosgDrsingD)pdpng = /d@ff(pcosgorsingo)pdpdqo. (12)
D 0

0

Mysallar
4. Hasaplan: A
f f p* cos’ pdodp,
D
; _o =" =T = .
bu yerde D — ¢ P=5 P 3 g ;

5-nji surat

cyzyklar bilen ¢iklenen tegelek sektor.

Coziilisi: (11) formulany peydalanyn. Bu halda @ = %; B

p,(p)=0;p,(p)=3.

2

9



3) Seredilyan tegelek sektor G sektoryn hususy yagdayy: 4, we
B nokatlar O nokat bilen gabat gelyar (7-nji surat). Belli hasaplama-

lary gecirip alarys:
ff p’cos’pdodp = ff p*(1 + cos2¢)dedp =

=5 fdgofp (1 + cos2¢)dp = = > f(l+cos2g0)d§0fp dp =

4

ISE]

[S1E]

7
_ 1 P’ 9
> f(l + cos 2g0) ‘ dp = f(l + cos2¢)dp =

4

T
= le+ysin2e) =35 -1)

l\)|\O

INB)

5. Polyar koordinatalara gecip, hasaplai.
ff(x2 + y*)dxdy.
D

buyerde D : x> +12=9; x> +? =25,y =x; y = v 3 x ¢yzyklar bilen
¢iaklenen oblast.

Coziilisi: x = pcosp, y = psing for-
mulalar arkaly polyar koordinatalara ge-
celin:

B X2 +y? = p*cos? ¢ + p’sin’p = p?;

yl
1
f 2 pi=09; pi=25
Q : peosp = psing; tgp =11 ¢ = -

=y

psing = V3 pecose; tgp = ﬁ;
s
$=3

T.p_ T. —7. —
6-njy surat a= Z’B =g p(@)=3;p,(p)=5
hasaba alyp, (11) formula boyunca alarys:



flz1e-

ff(x2+y2)dxdy = ffpz-pdcodp = fdwfp3dp =
G s 3
4

D

N
'\‘w|>i

62581 B e T _ 34r
=022 -51 fd(p = 13600 =136-/5 =3

N

)

f f dxdy
(x +y)
bu yerde G : A(1,3), B(2,6), C(6,2), D(3,1) depeli trapesiya.
Coziilisi: Trapesiyanyn taraplarynyn yatan goni ¢yzyklarynyn
detilemesini tapalyn:
3x—y=0(4B), x+y—-8=0(BC), x -3y =0 (CD),
xty—4=0(4D).

6. Hasaplan:

Téze liytgeyian ululyklary asakdaky formulalar arkaly girizelin:
x+ty=uy=vx (1)

Bu formulalardan taparys:

_ u _ o uv
_l—l-v’y_1+v'
dcx _ 1 .dx _  u .dy _ p . dy _ y

du = 1+0 do = (I+oy du 140 dv~ (1+0)

sebipli funksional kesgitleyji:

ox  Ox 1 u

[=|0u 9v|_|1+v . __uw _
dy dy v u (1+v)* (14 vy
ou 9v 1+v (1+v)y

_ . u

1+vy

(1) 6zgertme berlen Oyx tekizlikdéki trapesiyany O,, tekizlikdéki

u=4,u=8,v=%,v=3.



A'B' C' D' gbniiburgluga owiiryar.

B’ c
1 1 A, 1 D, »
0] 2 4 6 38 O

7-nji surat

(10) formula arkaly taparys:

dxd
G/f xﬁ-i /fu (1—|—v)2 ffu (1 dudv—
8 v=3
- fduf u< 1+V>dvz/#<_1-lw>
8
-3/ 441
Bellik. Berlen ikigat integraly Dekart goniiburcly koordinatalar-

da hem hasaplap bolyar, emma egricyzykly koordinatalarda bu integ-
raly afisat bolyar.

-k Db

7. Hasaplan:

2 2
bu yerde G:%+% =1, k2 5

Coziilisi: Berlen integraly hasaplamak ii¢in umumylasdyrylan
polyar koordinatalary girizelin:

X =ap cos ¢,y = bp sing.



Bu 6zgertménin yakobianyny tapalyn:

x _ O e OV g kdy
p a cos ¢; 20 ap sin g; - bsin ¢; 90 bp cos ¢.
u o |
1(,9) = du Jv|_|acosgp —apsing — abp.
dy 9y bsing bpcos @
ou dv

Integralyn astyndaky funksiya we G oblastyn serhedinini denile-
meleri asakdaky gorniisleri alar:

_ 1

[ /kz (cos’ §0+sm o) JK=p*

4*+2p®m¢+mn@ p, p*=1, p =k

2 2 2 2
Cor =1, N4l =, p=k op =k

Ka® kb’ a b
Onda, alarys:
dxdy abpdpdqo /‘ f _ pdp _
Xy /k2 _ p2
A/ b2
= 2mabv k2 —1.
Asakdaky ikigat integralda
[ fCxy)dxdy
D

gorkezilen D oblastlar {i¢in integrirleme ¢éklerini iki goérniisinde hem
yazyi:

8. D : 0(0,0), A(1;0), B(1;1) depeli iigburgluk.

Jogaby: fdxff(x,y)dy = fldyff(x,y)dx



9.D: 0(0,0), A(2;1), B( 2;1) depeli tigburcluk.

Jogaby: fdx ffxy)dy = fdy ff(xy

—2y

10. D : 0(0,0), A(1;0), B(1;2), C(0;1) depeli trapesiya.

x+1

Jogaby: fdxff(x y)dy = fdyff(x y)dx + fdx ff(x y)dy.

11. D : x* +)? < 1 tegelek.

1 V1-22 1 J1-y?
Jogaby: f dx f Ax,y)dy = f dy f Sx,y)dx.
1= —J1-y?

12.D: x? +y2 <y tegelek.

L ,Lz
+ X ny

Jogaby: fdx ffxy)dy = fdy ff(xy

L_ , 7\,vy

[S)

13. D—y=x>we y =1 ¢yzyklar bilen (;éiklenen parabolik segment.

Jogaby: fdx/fxy a’y—fdy ffxy)dx
4y

14. D : 1 <x*+yx* <4 tegelek halka.

Jogaby:

Vi-x? —V1-4? Va—x?

fldx xy)dy—l—fdx ffxydy—i— ff(xydy

—yvd—x? —V4-x?

fdx f (xy)dx

—V4-x?



Integrirlemegin tertibini tiytgedin:

15. fjdxfff(x,y)dy.

Jogaby: fzdy fyf(x,y)dx+ fdy ff(x,y)dx.
0 4 2 %

| fx.y)dy.
(%)~

1

2
16. | dx
/
241+ 11+

Jogaby: fdy ffxy)dx+fdy ffxy)dx

17. fdxff(x,y)dy. Jogaby: fdy ff(x,y)dx

18. fldx 7}(x,y)dy
- A

Jogaby: fody ﬁ(x,y)dx+fdy j_}(x,y)dx.
-1 —/1-y? 0 —J1-y

1+41— y

19. fzdx ??(x,y)dy. Jogaby: fdy ff(x y)dx.

V2ax

20. f dx f flx,y)dy (a>0).

Jogaby:fdy ff(x,y)dx—l— ff(x,y)dx +f2ady jaf(x,y)dx
6 2/ arda=y e

21. fdxjﬂxf(x,y)dy. Jogaby: /Idy ff(x,y)dx.



sinx

22. fdxff(x y)dy.

m—arcsiny 27 + arcsiny

Jogaby: fldy ff(xy Ydx — fdy ff(x,y)dx

arcsiny - T —arcsiny

Asakdaky integrallary hasaplan:

3

23. xy’dxdy, D —y*=2px, x = p/2 (p >0). Jogaby: v
i ;

dxd,
24. f f I (a > 0), merkezi (a;a) nokatda, radiusy a den

toweregm gysga dugasy we oklar bilen ¢dklenen.

Jogaby: (2\/7 — %)a«/g.

25. ff\xy\dxdy,

D — merkezi koordinatalarynn baslangyjynda we radiusy a den
tegelek.

4

Jogaby: %.

26.ff(x2+y2)dxdy, D:y=x,y=x+a, y=a we
D

v =3a (a > 0) taraply parallelogram.
Jogaby: 14a°.

27. ff y'dxdy, D : x = a(t—sinf), y = a(l — cost)

(0 <t < 2rx) sikloidanyn birinji arkasy

35zat .

Jogaby: B



f f Sx,y)dx dy ikigat integralda polyar koordinatalara ge¢in

we integrirleme ¢ikleri goyuni:
28. D : x* +)* < a* towerek.

27 a
Jogaby: f do f pf(pcosg,psing)dp.
0 0
29. D : x* +y? <ax(a > 0) towerek.

7
Jogaby: f do f pf(pcose,psing)dp.
z 0

2

30. D : a* <x*+ y* < b* halka.
27 [b]

Jogaby: fdgo fpf(pCOS(p,psian)dp.

0 la]

31.D:0<x<1;0<y<1-x

% /s’fcuxc((p + %)
Jogaby: f do f pf(pcosg,psing)dp.
0

0

32.D:a<x<a; x*lax’2a <y < a) — parabolik segment

¥ o>
Jogaby: fdgo fpf(p cos@,psing)dp.
0 0

x = pcosp, y = psing formulalar arkaly polyar koordinatalaryna
gecin we integrirleménin predellerini iki tertipde-de yazyi:

33. fdxflf(x,y)dy.



% /OS§0 ymw
Jogaby: fdgofpf(cosqo psing)dp + fdgafpf(pcosqo psing)dp =

IS

1 772 ar(unyp
—fpdpff(pcow psing)dy + fpdp ff(pcosw psing)de.

arccosl /p

1 V1-x

34. fdx ff(x,y)dy.

?‘ cos@
Jogaby: f do f pf(pcose,psing)dp =
0 /ﬁcosbc(¢+%)
7+arccos%‘z
fpdp ff pcos@,psing)de.

L _arccos ! 2

3

35. fdx] (v x2 + y*)dy.

X

Jogaby:

3 Yosg W2 4
[de [ pfp)dp =75 [ pAp)dp + | <§— arccos;)pf(p)dp-
T 0 0 272
4

36. '/‘ldxfxzf(x,y)dy.

Jogaby:

g4
4

[ de fpf(pcosco osing)do = fpdp ff(pcow psing)de +
0

sm<p/z.os 1]
V1+4p>—1
+ [ pdp [ fpcose, psing)de.
1 mcob%

25. sargyt Ne 1573



37. fff(x,y)dxdy,

bu yerde D : (x* +)?)* = a* (x> —)?) (x > 0 ) egri ¢yzyk bilen ¢éklenen.
Jogaby:

/
dr(.%lﬂ‘ltlipl

4
4 ay cos2¢

quo fpf(pcosco psing)dp = fpdp ff(pcosco psing)do.

.
4 —%arccosp—

r we ¢ — polyar koordinatalar diyip hasaplap, asakdaky integral-
larda integrirlemegin tertibini iiytgedin:

acos@

38. quoffgo, r)dr, (a>0).

—7l2

ﬂl‘CCOSE

Jogaby: f dp f Ae.p)de.

— EIJ'CCOSE
a

/2 aysin2g

39. fd(pff(go,r)dr, (a>0).

>
r_1 P
T—EQFCQIH—Z

Jogaby: f dp / fe.p)de.

1
—S-arcsin“—
2 az

40. fdgofwf(go,r)dr, (0<a<2m).

Jogaby: f dp f Ae.p)de.

Polyar koordinatalara gecip, ikigat integrallary birgat integrallar
gorniisinde yazyn:

ff fv x>+ y*dxdy. J0gaby:2ﬂfpf(p)dp

x2+yz<1



42. fff(\/ x’ +y' )dxdy, D= {<]x|<1}.
Jogaby: n()fpf(p)dp + 1/ (7r - 4arccos117>pf(p)dp.

43. f f f(%)dxdy.

x2+yz<l

%
Jogaby: % f f(tgp)cos*pdp.
2

Polyar koordinatalara ge¢ip, ikigat integrallary hasaplan:

44. ff siny x> + y*dxdy.  Jogaby: 27§a3 )

2
ﬂ25x2+y‘5a2

45. f f siny/ x* + y*dxdy.  Jogaby: 61°.

<4y’ <dr
x we y iiytgeydn ululyklaryn ornuna u we v tize tiytgeyén ululyk-
lary giriziii we asakdaky ikigat integrallarda integrirleme ¢ékleri kes-
gitlan:
b px
46. [ dx [ flx,y)dy. fiy) dy,(0<a<b;0<a<}p),
u=x, $=ylx.

b B
Jogaby: fuduff(u,uv)dv.

47. fzdx ]_}(x,y)dy, u=x, $3=x-y

Jogaby: %fzdu ];‘(” '5 v u 5 v)dv.
1 —u



48. fff(x,y)dxdy, bu yerde D:/x+Jy =Va,

x =0, y=0(a>0)egriler bilen ¢éklenen,

x=ucosy y=sing

T

7 .
Jogaby: fsin3vcos3vdvfuf(u cos'v, usin*v)du.
1 0

x we y iiytgeyéan ululyklary layyk bilen ¢alsyryp, ikigat integral-
lary birgat integral gérniisinde yazyn:

49. fff(x+y)dxdy. Jogaby: ff(u)du.

[x|+]y=1]

50. f f flax + by + ¢)dxdy, (a® + b*#0).

¥4y’ <1

1
Jogaby: f~/1 —u’ fluv a* + b* + ¢)du.
-1

D={xy=1, xy=2, y=x, y=4x(x>0,y>0)}.
2
Jogaby: In2 f Au)du.
1
Asakdaky ikigat integrallary hasaplan:

52. fo(x + y)dxdy, D= {x*+)*>=x+y}. Jogaby: %

53. ff(\x|+|y|)dxdy. Jogaby: %

[x[+]yl=1

388



2 T
ff(x + y*)dxdy. Jogaby: 7y

f+ﬁ51

56. ff(x+y)dxdy,D:x2=2x, x+y=4, x+y=12.

Jogaby: 543 }é

57. ffxydxdy,D xy=1,x+y=5/2. Jogaby: 113278 In2.

58. ff\ cos(x + y)|dxdy. Jogaby: 2.

0<x=<rm

0<y<rm
X+Yy

59. f'/):ﬂz<1 73 —x' =y

60. ff\/ — x| dxdy. Jogaby %

[x|=<1
0=y=2

Jogaby: %

Ikigat integraly hasaplan:

61. ff xdxdy, bu yerde S : xy =6, x +y—7=0 egriler bilen
caklenen ‘ﬁgura.

Jogaby: 20%.
62. f_/ xy’dxdy, bu yerde S : x> + 1> =4, x + y — 2 =0 egriler

bilen ¢dklenen figura.



63. /f x*ydxdy, bu yerde S: xy =1,y —x =0, x = 2 gyzyklar

bilen g:’aikfenen figura.
719

Jogaby: ik

2 ; . X _1<y< /X
64. [f(xy + 1)dxdy, buyerde S: 0 <x <2, 2 1<y< 2

densizlikler bilen ¢éklenen figura.

Jogaby: %

§ 2. Ucgat integrallar

Ucgat integrallaryii kesgitlenisi

Kwadratlanyan yapyk D yayla boyunca iki tiytgeyanli funksiya-
nyn ikigat integralynyn kesgitlenisi yaly, ticolcegli ginisliklerde kub-
lanyan yapyk yaylar boyunga degislilikde, ii¢ liytgeyénli funksiyala-
ryn licgat integrallary kesgitlenyar.

Goy, kublanyan ti¢olgegli yapyk G yaylada ¢ékli f(x,y,z) funksiya
kesgitlenen bolsun. G yaylany umumy igki nokatlary bolmadyk
G,, G, ...,G yaylalara bolelin we olaryfn gowrtimlerini degislilikde
AV, AV,,...,AV bilen belgildlin. Her bolek G, yaylada erkin (x,, y,, z,)
nokady alalyfi we f(x,),z) funksiyanyfi sol nokatdaky bahasyny G,
bolek yaylanyn AV, gowriimine kopeldip,

0= Zf(xk,yk’Zk)Avk (4)
k=1
jemi diizelini. Ol jeme f(x,y,z) funksiyanyn G yayla boyunga integral
jemi diyilyar.
Goy, G yaylanyi islendik {G,} boliinmesi ligin bolek G, yayla-
nyn diametrinin il ulusy d bolsun.

Kesgitleme. Eger d — 0 bolanda (4) integral jemiii G yaylanyn
boliinmesine we boleklerde alynyan nokatlaryna bagly bolmadyk
tiikenikli predeli bar bolsa, onda sol predele f{x,),z) funksiyanynn G
yayla boyunca ii¢gat integraly diyilyar we



[= ffff(x,y,z)dv

gorniisde belgilenyar. Sunlukda, f(x,y,z) funksiyanyn 6ziine G yaylada

------

Integral jemin kesgitlemesinden gorniisi yaly, eger f(x,y,z) = 1
bolsa, onda (4) integral jemin predeli bardyr we ol predel G yaylanyn
gowriimine dendir. Seylelikde soiiky kesgitleme boyunca G yaylanyn

géwriimini tapmak iigin:
V= dv
i
formulany alarys.

Ucgat integrallaryii gaytalanyan integrallara getirilisi

Integrirleme yaylanyn parallelepiped haly

Goy, fix,y,z) funksiya P= {(x,y,2) :a <x<b;c<y<d; h<z<r}
parallelepipetde kesgitlenen we ¢ékli bolsun. Onda parallelepipedin
xy tekizlige proyeksiyasy G = {(x,y) : a <x < b, c <y <d} goniiburg-
luk bolar.

Teorema. Eger f(x,),z) funksiyanyn

f./f S(x,y,2)dxdydz.

Ucgat integraly we her bir (x,y) € Giigin

flx,y) = f,‘f(x,y,Z)dz

integral bar bolsa, onda

ffF(x,y)dxdy = [fdxdyff(x,y,z)dz

gaytalanyan integral bardyr we

/ f [ f(x,y,2)dxdydz = f [ dxdy f Fx,y,2)dz



defilik dogrudyr.
ﬂf@ﬁﬂ@:fﬂfﬂ%w@
defiligin esasynd:: o
Qme@m@ﬁzjmf@fﬂw@ﬂ, 0

Bu formula tiggat integraly hasaplamagyn yzygiderli {i¢ sany
kesgitli integraly hasaplamaklyga getiryéndigini gorkezyar. Edil so-
nun yaly, basgaca sertlerde:

ffff(x,y,Z>dxdde = fldyfbdx/.f(x,y,z)dx. (2)

ffff(x,y,z)dxdydz = /dyfdxff(x,y,z)dx. (3)

Integrirleme yaylanyn egricyzykly haly

Goy, Q yayla asagyndan z = z (x,y) Ust bilen, yokarsyndan z =
z,(x,y)(z,(x,y) < z,(x,y)) Uist bilen we gapdallaryndan silindrik st bilen
¢iklenen bolsun, sunlukda z (x,y) we z, (x,y) funksiyalar Q yaylanyn
xy tekizlige proyeksiyasy bolan D yaylada kesgitlenendir. Ol yaylada
Oz oka gori silindrik yayla diyeris (8-nji surat).

Teorema. Eger f(x,y,z) funksiyanyn Oz oka gord silindrik QO

yaylada
f f f f(x,y,2)dxdydz
0

iicgat integraly we her bir (x,y)eD ii¢in:

2 (x.y)

g(x,y) = f fx,y,2)dz,

a(xy)



integral bar bolsa, onda

7 7[()6’)}) , ()
ffdxdy ff(x v,2)dx

a(xy)

gaytalanyan integral bardyr we

Zl/(x’y) ffff(x,y,z)dxdydz =
o]
2(x,y)

- ffdxdy ff(x,y,z)dz

a(x,y)

y=

. 0

formula dogrudyr.
Eger D yayla Oy oka gord yonekey
yayla bolsa we

8-nji surat.

2(x,y)

g(x,y) = f fx,y,2)dz

21(x.y)

funksiya ticin sol yaylada ikigat integral ii¢in teoremanyn sertleri ye-
rine yetse, onda:

q(x) 2(x,y)

ffff(x ¥:2)dxdydz = fdx fdy ff(x’y,z)dz
p(x)

a(x.y)

deilik dogrudyr.
Suna menzeslikde

2(x,y)

ff fxy,z)dxdydz-fdy fdxf x,y,2)dz

a(x,y)

formula subut edilyr.

65.xty+z=1, x=0, y=0, z=0 tekizlikler bilen ¢dklenen

0 yayla boyunga
f f f zdxdydz
9



iicgat integraly hasaplamaly (9-nji surat).

9-njy surat

Bu yerde
0= {(x,y,z):O <x<[;0<y< 1;}

0<z=<1l—-x-y
Oz oka gord silindrik yayladyr. Ondan basga-da xy tekizlikdiki
x+y=1,x=0,y=0 goni ¢gyzyklar bilen ¢éklenen
D={(xy):0<x<1,0<y<1-x},

yayla Oy oka gord yonekey yayladyr. Sona goridde yokardaky formu-
lalar esasynda

l—x—y

fffxdxdydz=fodxdy(/zdz=éff(l—x—y)dxdy:

1 l—x 1
_1 > 1 -
~ldx | (l=x—yydy=—,[[(1 —x—y)] "dx =
1
_1 I | _ _ 1
60 —x)dx = 24[(1 x)]o 2

2.1. Ucgat integrallarda iiytgeyinleri calsyrmak

1. Dekart koordinatalarynda iiytgeyinleri ¢calsyrmak

Goy, Oxyz dekart koordinatalarynyn kébir QO oblastynda diffe-
rensirlenyén:

u=ulxyz),v=vxyz)w=wx)yz) 4)



funksiyalar berlen bolup, olar birbahaly funksiyalary
x =x(u,vyw),y =y(u,vw), z = z(u,v,w) %)

kesgitleydn bolsun, bu yerde 6z iiytgeyanlerine gord kibir oblastda
differensirlenyén funksiyalar. (5) funksiyalar Q we oblastlary 6za-
ra-birbahaly owiirmekligi amala agyryar. Sunlukda, tiggat integralda
liytgeyanleri calsyrmagyn

ffff(x’y,z)dxdydx _
fff Hx@,v,w), y(u,v,w),z(u,v,w)|l | dudvdw (6)

formulasyny alarys, bu yerde

ox dx Ox
ou v ow
dy 9y 9y
ou v ow )
9z 0z 0z
ou v ow

......

I=Iu,v,w)=

wutly hasap edilyar.
2. Ucgat integrallar silindrik we sferik koordinatalarynda
Eger dekart koordinatalaryny x = pcos¢, y = psing, z = z formu-
lalar boyunga silindrik koordinatalary bilen ¢alsyrsak, ondau =p, v= ¢,
w =z alyp, (6) formuladan yakobiany taparys:

cosp —psing 0
[ =|sing pcose O |=P
0 0 0

Sonuii {igin hem bu halda formula (5) seyle gorniisi alar:
[[] fx.y,2)dxdydz = [[[ fpcose,psin)pdpdez. (8)
o 0
Eger-de dekart koordinatalaryny x = rsinfcos@, y = rsinf/sing,

z=rcosl (r>0,0<6 <rx 0<¢ <2r) formulalar boyunga sferik
koordinatalary bilen calsyrsak, onda u =7, v =0, w = ¢ alyp, (7)

formulany ulanyp, yakobiany taparys:



sinfcos rcosfcosp — rsinfsing
I =|sinfsinp rcosfsing rsinfcosp |=r’sinf.  (9)
cos —rsinf 01

Bu denligin esasynda (6) formula

ffff(x’y’z)dxdydz _

6 (10)
= f/f f(rsinfcos ¢, rsinf@sin@,rcos @) r’ sin OdrdOde.

gorniisde yazylar.

66. f f f V(x> +y* + 7°) dxdydz integraly hasaplamaly, bu yer-
0
de Q oblast x*+)?+2z2<R* sardyr.
Integraly hasaplamak ii¢in dekart koordinatalaryny sferik koordina-
talary bilen calgyrarys. Sonda Q oblast 0 < ¢ <m0 <p <R densizlikler

bilen kesgitlenyédn Q' oblasta 6zgerdiler. Sonui {i¢in (9) formulany
ulanyp alarys:

JJJ VG 4y + @) dxdyde = [[[ ppsinbdpdbdp =
0 o

2r 4 R
= Ofdgoofdﬁofﬂsmﬁdp.

2.2. Ucgat integrallaryii ulanylysy

Ucgat integrallaryni ulanylysyna biz eyyim dus geldik, yagny
Jisimin géwriimi we gowrim dykyzlygy p = p(x,y,z) funksiya bilen
afiladylan material jisimiil massasy degislilikde

V= fffdxdydz, m= fffp(x,y,z)dxdydz

iicgat integrallar arkaly hasaplanylyar. Ikigat integrallaryn ulanylysy
yaly liggat integraly gowriim dykyzlygy p = p(x,),z) funksiya bilen an-
ladylyan QO material jisimin agyrlyk merkezinin koordinatalary {i¢in:



T m

x. =1 fffxp(x,y,z)dxdydz,
0

X = 1 fffxp(x,y,z)dxdydz,
0

T m

T m

z= fffzp(x,y,z)dxdydz
o

formulalary alarys, bu yerde m seredilyian Q jisimint massasydyr we
ol yokarda gorkezilen formula boyunca tapylyar. Sonun yaly-da, O
material jisimiii Ox, Oy, Oz koordinatalar oklaryna we koordinatalar
baslangyjyna gord inersiya momentleri:

I, = fff(ﬁ + 2°)p(x,y,2)dxdydz,
9]

I, = fff(xz + ) p(x,y,2)dxdydz,
9]

I = fff(x2 + y)p(x,y,z)dxdydz,
0

I = fgff (¥ + ¥ + 2)p(x,y,z)dxdydz

formulalar boyunca tapylyar. Koordinatalar tekizliklerine goré inersi-
ya momentleri bolsa

I, = fff 7 p(x,y,z)dxdydz,
9]

I.= fff x*p(x,y,2)dxdydz,
(@]

Ixzsz v p(x,y,z)dxdydz
0

formulalar boyunca kesgitlenyaér.
Ucgat integraly hasaplari:

dxdyd
67 [ s




buyerde G—-x+y+z-1=0,x=0,y=0,z=0 tekizlikler bilen ¢ik-
lenen oblast.

Coziilisi: G oblast koordinata tekizlikler we x +y +z—1=10
tekizlik bilen ¢éklenen tigburcly piramidadyr.

<y

y X

10-njy surat 11-nji surat

]G:/_f (4x +d3);di_d§_ deleylfx(zlx +3y+2z-2)°%dz=

1 I-x _ —5 J—x—y
:fdxf (4x+3y+z-2) ]
0 0
1 -

—5
- %fdxf(3x+2y—1) v+ fan [y -2

/'
)

dy =

0

(dx + 3y — 2y 4=
—43 |

dx =

G+ 2y — 1)y =
42 Lo”+5f

1
5

(x+ 1 'dx— L [Gx—1)'dx— L [(x+ 1) 'dx+
wJ

L L
40 40 .

1 1
1 oy L (x+ 1) F
+&%/Mx o

0

1 Bx=1)7]

1(x+1)3‘+ 1 (dx+2)°) _1<1
60 -3 60 -3 o 120

+§%(é+1)+T§ﬂ%"'w_18&4(L+lﬁz‘li




68. Uggat integraly hasaplaii:

fof(x2 + y* + z)'dxdydz,

bu yerde G :z = x?+ )? aylama paraboloidinn z = ¢ tekizlik bilen
kesilen bolegi.

Coziilisi: Aylama paraboloid we
tekizlik x* +)? =c¢ towerek boyun-
ca kesigyérler, onunn Oxy koordinata
tekizlige proyeksiyanyn denlemesi
x? + y? = ¢ gbrniisini alar.

Berlen integraly hasaplamak ii¢in
silindrik koordinatalaryna gecelin.

X = pcosp, y =psing, z=z

z =x*+y? paraboloidin denlemesi

asakdaky gorniisi alar:

12-nji surat

z=p* sp=vz
Onda (8) formula arkaly alarys:

I 0632+ 2pasvie = [ 7+ e =

- fz”dgofdzf(p%rz)“pdp = j‘ﬁdqofdxf(pg+4p7z+6p512+
0 0 0 0 0 0
6,2 4_3

0 3
+4p’7 + Z'p)dp = fd(pf(lo 'z T ATp

8 6 2
+4zp>

fdgo(z +Z +7 +z+2)dz—

a3
10"

27
d@ / 311~06d¢: 31-27 o _
0

()
(o)}




69. Uggat integraly hasaplari:
fffﬁ/ (x* +y* + 2°) dxdydz,
G

buyerde G:x*+)*+z?<R* sar.

Coziilisi: Bu integraly hasaplamak li¢in x=psin 6 cosg,
y = p sin @ sing, z = p sin 6 sferik koordinatalaryna gecmeli. Bu 6zgert-
me Goblasty G'={0<¢ <7, 0<0<x, 0<p <R} geciryir. Integralyn
astyndaky funksiya: /(x* + y* + 2°) = /(p*) = p° we dzgertminiii
yakobiany / = p? sinf defi bolan {i¢in (9) formula arkaly alarys:

fff V(& + 3+ 2°) dudydz = f f p’p’sinOdedOdp =

= fdgofd@fp sinfdp = fdgofsmﬁ %L Od =

== 8 8
dp = R /dgo = IR
9=0

RS 27 )
| dpsinf0d = =
s/

70. Uggat integraly hasaplari:
fff<—+—+ )dxdydz,

bu yerde G: <— + % + > elipsoid bilen ¢éklenen oblast.

Céoziilisi: Bu integraly hasaplamak {i¢in:
x = apsinfcosp, y = bpsinfsing, z = cpsind (1)

formulalar arkaly umumylasdyrylan polyar koordinatalaryny girize-
lin. Onda:

X _ ox _ a_x:_ . .
= asin @ cos ¢, 0 ap cos 6 cos ¢, % apsin@sin @,



Y _ psinGsi N _ s
ap_bsmé’smgo, aﬁ—bpcosﬁsm@, = bpsinfcos ¢,

I
07 _ . 97 _ 9z _
- csind, 50 = cpcosb, % 0.

u=p,v=0,w=¢ hasap edip, (7) formula boyunca (10) 6zgert-
minin yakobiany tapalyn:

asinfcosp apcoscosgp —apsinfsing
I =|bsinfsing bpcosfsing  bpsinfcosg | = abcp’sind.
csinf cpcosl bpsin @ cos ¢

Integralyn astyndaky funksiya tdze koordinatalarda asakdaky gor-
niisi alar:

<_+%+ ) = (p*sin’fcos’ @ + p*sin’fsin*¢ + p’cos’f) =
=(p') =p".

Bu 6zgertme G oblasty G'={0<p <1,
geciryir. (6) formula arkaly alarys:

fff( T b2 )dXdde = fffp abcp® sin OdpdOde =
_ - d ! . _ 7 ”i p=1
= abcofd(pofdﬁg/‘pxsmé'dp abcofdgoof

0<fO<m 0<¢p<2rm}

9 p:Osm 0do =

2T T 2 2
1 ; _1 _ o=z 1 _ _
= 9abcofd§00fsmt9d0— 9abc0f( cos@)1y=idy = Oquo =
_2

) 47
9abc 27 = 9 =% abc.

71. Uggat integraly hasaplaii:

fG f f x—;dxdydz,

26. sargyt Ne 1573



buyerde G:y*=ax, > =bx (0 <a<b);x*=cy, x> =dy (0<c <d);
v?=pz, y* = qz (0 < p < q) parabolik silindrler bilen ¢iklenen oblast.

Coziilisi: Bu integraly hasaplamak ii¢in tize egricyzykly koordi-
natalary girizelii:
VP =ux, x> = vy, y* = wz, (1)
3/ 4 2
bu }'/erden: x =3 MVZ; y = 3/ vuz; 7= 2%

(1) 6zgertme G oblasty G'= {a <u <b;c <v <d; p <w <gq;} oblasta
geciryér. (7) formula arkaly alarys:

| Y 2 %W
=u V- =utv 0
S
[=| Zu "y S yhy s 0 =
3 3
%u%w“v% 23—4u%w‘1v—% —u 3wy

:—w’zu%v%< i): | 3\/W'

1 1
9 9

3w

Integralyn astyndaky funksiya tdze koordinatalarda asakdaky gor-
niisi alar:

xy _ Vwr Vvl _ uvw
z - 3 u4p2 - 3/u4V2 .

w

(6) formula arkaly alarys:
f(ff%dxdydz = '{;‘/f 3;{%%3Wdudvdw = lffdudvdw =

w

:%jduj%dw:%jdufuvlnwwzp

Ing — Inp d ! Ing — Inp PR
=250 [udu [ vav = 2L [

w=gq

dv =

v=d
du =

p=c

_ 1, 9d-c ’ _ 1.9, 2u72b
—3lnp 3 afudu—6lnp(d C)2

_ W =a)d ) nd

12

a




Uggat integrallary hasaplaii:

2.3 = =
72. fffxyzdxdydz,buyergeG z—xy,y x,x=1,z=0.

ustler bilen ¢éklenen oblast. Jogaby: —— 3 6 i

dxdydz
. . == + + = = = = .
" fcff(l+x+y+z)3 G=txty+z=1x=0y=0,2=0}

Jogaby: 1 _ 5.
gaby 2ln2 6

Rt 2] ) v () =
74. lffxyzdxdydz G {x +y +z l’x O’y 0,z 0}

1
48"

75. fff(+b2 Z2>a’xa’ydz G={§+b2+§2=1}.

Jogaby: gﬂabc.

Jogaby:

76.[//,/x2+y2dxdydz. G={x*+y*=z%z=1}.

.
Jogaby: G
Asakdaky licgat integrallarda integrirleméanin ¢éklerini diirli usullar
bilen goyui:

1—x x+y

77. fdxfdyff(x v,2)dz.

0

Jogaby: fdx{fdzf x,y,2)dy + fdz ff(x .2 a’y}

=X

- fldz{fzdy ]_yf(x’y’z)dx‘i' fdy]l:}(x,y,z)dx}.



V1-x*

78. fdx fdy ff(xyz

—V1-x? Vxt4y?

V-t

Jogaby: fdxfdz ffxy, fdzfdy ffxy, dz.

_‘«Z }

r+y

79. /dxfdy/f(x v,2)dz.

Jogaby: fdx{fdsz(xmtmz)dy + 7+CIZZ ff(x,y,z)dy} =

A Z—Xz

= fla’z{]zdy flf(x,y,z)dx—f- fdyflf(x,y,z)dx}+

+fdz fdy ff(x v,z)dx.

V-1

Sferiki koordmatalara gecip, asakdaky integrallary hasaplan:

80. [[[ /¥ +y+iddyds  G={ ez,
G

Jogaby: %

V1-x% 2-2-y’
81. fdxfdx [ 2dz. Jogaby: Z2v2-1).

0 SR
82. Sferiki koordinatalara gegip, integralyn ¢éklerini goyu:

f / S/ X+ y + 27 dxdydz,
G

G={z=x+),x=y,x=1,y=0,z=0}.

s arctg—— L — L
cosQ COSPCOSP

Jogaby: Ofdgo fcosqong frzf(e)dr.

0 sing

>
cos @



83. Layyk koordinatalara gegip, integraly hasaplan:

fff\/l——+——c—dxdydz G:{ +zz—§—z= 1}.

T abc abc

Jogaby:

84. Sferiki koordinatalara gegip integraly hasaplan:
fff(x2 + y*)dxdydz, G={x>+y*=2z,z=2.}.

Jogaby: 1677{

85. Integraly hasaplan:
ff dxdydz, G—1{z=a’ z=h?~ y>0 (0<a<bh),
G

z=ax,z=px), z=hh>0)}.

Jogaby: 227<13 — é) : («/15 — [19>h4 Vh.

86. Integraly hasaplan:

ff/xydedde’ G={x>0, y>0, z>0,
G

2 2 2 2
X+ X+
= y,Z: y’

m n

O0<a<b; 0<a<p, 0<m<n)}

Jogaby: 31—2<L — #)X(b8 — ag)[(ﬂz - a2)<l + azlﬁz > + 4ln%].



§ 3. Egricyzykly integrallar

Birinji gorniisli egri ¢yzykly integrallar kesgitli integrallara ge-
tirilip hasaplanyar. Eger ginislikddki egricyzyk L parametrik dei-
lemeler bilen:

x=x(0), y=x0), z=z()
berlen bolsa, onda

[ Ayl = [ fx(0)y(e), ()T +yT+2Td (1)

Eger egri L Oxy tekizlikde yatan bolsa, onda

[ feyydi = [ fx(0), ()7 + 7 dr. 2)

Hususy yagdayda (y = y(x), a <x < b) gorniisde berlen egriler ii¢in
8
[ fayydi = [ fay@)yT+y dx. 3)

Eger egri ¢yzyk p = p(p), @ <9 < polyar koordinatalarda
berlen bolsa, onda

B
ff(x,y)dl = ff(p cos @, psing)y p* + p' de. (4)

Ikinjii gorniisli egri ¢yzykly integrallar kesgitli integrallara getiri-
lip hasaplanyar. Eger ginislikddki egrigyzyk L parametrik denilemeler
bilen:

x=x0), y=y0), 2= a<t<p
berlen bolsa, onda:

fP(x,y,z)dx + 0(x,y,2) + R(x,y,2)dz = f{P[x(l),y(l),z(t)]x'(t) +

+0[x(2).y(1),2(1)]y' (1) + R[x(2),y(1).z(1)]z'(¢)}dt.  (5)
Eger egri L Oxy tekizlikde yatan bolsa, onda:

fp(x,)’)dx +0(x,y)dy = f{p[x(t),y(t)]x’(t) +
+0O[x(1),(1)]+y'(¢)}dt.

(6)



Hususy yagdayda (v = y(x), a <x <b) gorniisde berlen egriler ii¢in
8
J PGey)dx+Q(ey)dy = [{PLey(0)]+ Ol y(0ly (x)}rdx. (7)

Asakdaky birinji gorniisli egrigyzykly integrallary hasaplan:
87. fsinx«/l + sin*x dl,
L

T<y<

bu yerde L : y = ctgx; 4 SX=5 egrinin dugasy.

Coziilisi: y = ctg x egride y' =— sil

-— sonun ligin
n'x

=14y dx = /1+<.12>2dx, di = Ysinx+1
Sin-x sin’x

(3) formula arkaly alarys:
fsinx«/l + sin‘xdl = fml"'.iudx = f”’zd_x + fm sin’xdx =
L bid 7/

/4 sinx s4 SINX /4

=" xdx +f (1 — cos’x)sinxdx =
/4 H
2sm<2 )cos<2 )
=L dx + [Sinxdx + [ cosxd(cosx) = ln|tg |
2 Jan cos? <£>tg<£> /4 -
2 2 /4
3 /2
_(Cos,x)|;f1 Co; X B =1Ilnl— lntg% + @ — ég =
Sf —Intg% g

88. f,/ x>+ y2<arctgl>2dl
L X
bu yerde L : (x* +)?)* = 2a°xy egrinin 1-nji kwadrantda yatan bolegi.



4 Coziilisi: x = pcosp; y = psing
formulalar arkaly polyar koordinatala-
ra gecelin, onda:

Jxi+y' =p, arctg (v/x) = ¢

\4

=

p=aysin2¢, 0<¢<m/2

| — @cos2p bolany iicin:

P= Vsin2¢

, Cos’2¢ adg

=/p+ '2dg0=\/a/sm2g0+a Q= —F—.
pp sin2¢ J/sin2¢

(4) formula arkaly alarys:

J vy (arctgX Vai = [ pgp 999
fL x y( gx> fo pe Sin’ 29

89. Hasaplan:
2 2
'/L‘ / %yz + %xz dl.

buyerde L :x =acost,y =bsint, 0 <t < z/2 ellipsiii dugasy.

—asint, y, = bcost,

13-nji surat

X, =
= /x"? + y2dt = Va*sin’t + b*cos’t dt.

bolany iigin:

f\/Fdl f\/a' bQSmt—i-—a cos’tdl =
2

/2 7l
=f x/azsin2t+bQSinzt\/azsinzt+bzcosztdt:f a’sin’t +
0

2 2 2 (™ ] — cos2t 2 ™1 + cos2t 4, _
+bcosr)dr_af0 L=gosat a’t+bf0 1+ 082 gr =
_a(, sin2t\[" b Sin26\["* _ w2, g2
= S(=57) #5357 =L@+ b))

408



90. Hasaplan:
[V,
L

bu yerde L : x* +)* + z2 = R*> we y = z deillemeler bilen kesgitlenen
towerek.

Coziilisi: Berlen halda ¢yzyk iki iistin: x*+)? +z>=R* sfera-
nyn we y =z — koordinatalaryn baslangyjyndan gecydn tekizligin
kesismesi bilen berlen.

Berlen ¢yzygyil parametrik defilemesini yazalyii: Goy, z = ¢ bol-
sun. Onda y = t we x =+v R — 2¢* (bu defileme y = z = ¢ denligi
hasaba alyp x? +)? + z2 = R? denllemeden tapylan).

Cyzygy:

X=tvR =2 y=t z=t¢

parametrik denllemelerden taparys:

[ 2t r— r—
Y R TR AT
Onda

2
=mdz=\/R2‘ff2t2 + 14 1dr:T(Z_R2Zz dt

x =+v R*—2¢" denlemelerden ¢ ululygyn tiytgeyén ¢iklerini
kesgitldlin: Goy,x =0 ya-da R*-2#=0.Onda

. Lo R
2 T
-da

Berlen ¢yzykda x*+ 2z>=R? vya-
digini gz onlinde tutup alarys:

RIV2 \/7 RI¥2 d(ﬁ)
fm +272dl =2 R/ZR\/RiRdt fmﬁz

RIV2
= R*arcsin ‘/gt = 2R’ = 2R*[arcsin 1 — arcsin(—1)] = 27R°.
—RIV2

Vx*+27 =R den-




91. Ikinji gorniisli egrigyzykly integraly hasaplan:
f(x2 + y)dx + (x + y*)dy.
bu yerde L : A(— 1,1) nokatdan B(0,2) nokada ¢enli goni ¢yzygyn
kesimi.

Coziilisi: A(— 1,1) we B(0,2) nokatlardan gec¢ydn goni ¢yzygyn
denllemesi y = x + 2 denileme bilen kesgitlenyar. AB kesimde y = x + 2
we dy = dx. Onda (7) formula arkaly taparys:

fL(x2 +y)dx + (x +y*)dy = f(:[xz +(x+2)]dx +[x+ (x+ 2)]dx =

=f()[x2+x+2]dx+[x+x2+4x+4]dx+/0(2x2+6x+6)dx:
-1
0
=f°<2—"2+3x2+6x) =—(2+3-6)=1
-1\ 3 i

3 3
f(y3—x dx+(x —|—y)dy
L x? +y

dx =—Rsintdt, dy=Rcostdt, t =0, t,=mr/2.

1

92. Hasapla:

f’/2(y —x° dx+(x +y)dy
x? +y

bu yerde L : x = Rcost, y = Rsint, 0 < ¢ < 7/2 toweregin dugasy.
Couziilisi: dx = — a sinidt, dy = b costdt, t, = 0, ¢, = n/2 bolany
iicin (6) formula boyunca alarys:

[0 =y
0 X+ y2

B —/‘1(/2 (r’sin’t — R cos2t)( Rsin tdt) + (R’cos’t + R*sin’f) R cos tdt
—Jo R’cos’ + R’*sin’t

_ f”” R'cos’ + R’sin’tcost + R*cos’tsint — R*sin't ;. _
RZ

/2
= f (R*cos*t — R*sin’t + Rsin’tcost + Rcos’tsint)dt =
0



/2 /2 /2
= sz cos'tdt — sz sin*tdt + Rf sin’fd(sint) —
0 0

cos’t
-k b 3

/2 2
3 R.

—Rfm cos’dt(cost) =
0

3

Bellik. Bu yerde

/2 4 /2 3
fo cos'tdt = 7T f sin*tdt = 16

deilikler hasaba alnypdyr.
93. Ikinji gorniisli egrigyzykly integraly hasaplan:
fLyzdx + (& + 2)dy + (x + y + 2°)dz,
bu yerde L ginislikde 4(1,0,2) nokatdan B(3,1,4) nokada ¢enli goni
¢cyzygyn kesimi.

Caoziilisi: 4(1,0,2) we B(3,1,4) nokatlardan gecyédn goni ¢yzygyn
deiilemesini tapalyn:
x—1_y=0_2-2
3-1 1-0 4-2
Den gatnasyklary ¢ bilen belgildp, goni ¢yzygyil parametrik den-
lemesini alarys:

x=1+2t, y=t, z=2+2¢
bu yerden:
dx =2dt, dy=dt dz=2dt

Bu denillemelerden 4 nokatdan B nokada tarap siiysende ¢ para-
metr 0-dan 1-e ¢enli iiytgeyir. Onda (5) formulada integralyn c¢ikleri
t,=0;t,= 1. Diymek,

fyzdx + (X +z2)dy+(x+y+2)dz = f] £2dt + (1 + 2ty +

L 0

(2 4 20)]dE +[(1 + 20) + 1 + (2 + 20} ]2dr = fl [20+1 + 41 +
0

AP+ 2+ 26+ 2(1 + 26 + 8t + 4)]dt = f1(14t2 +28¢+ 13)dt =
0

(“éf + 148 + 13r>

0o 3



Asakdaky birinji gérniisli egrigyzykly integrallary hasapla:
94. [ yl,

bu yerde L : 4(0,0) nokatdan B(1,1) nokada cenli y = x goni ¢yzygyn
kesimi.  Jogaby: ‘/25
95. [ xd,
buyerde L : A(1,1) we /Bll %) nokatlaryn arasyndaky 2y = x* ¢yzygyn
dugasy. Jogaby: (2/2 —1)/3.
x*
96. fL i

buyerde L : A(1,1) we 5&%) nokatlaryil arasyndaky xy = 1 ¢yzy-

gyf dugasy.  Jogaby: 17./17 — 22 /6.
97. [V1+x"dl,
bu yerde L : 4(0,0) we B (1,%) nokatlaryn arasyndaky 4y =x*¢yzy-

gyn dugasy. Jogaby: 8/7.

98. fL yidi,

bu yerde L : A(0,1) we B(1,e) nokatlaryn arasyndaky x = Iny ¢yzygyn
dugasy.  Jogaby: [(1 + €*)”* — 24/2]/3.

2
99, [ leos'al
fo/l + cos’x

bu yerde L : y = sinx, 0 <x <= sinusoidanyn dugasy. Jogaby: %

100. Mdl,
fL«/l + cos’x

buyerde L:y=cosx, 0 < x < % kosinusoidanyn dugasy. Jogaby: 3/2



101. /«/1 + cos’xdl,

buyerde L:y =tgx, 0 <x < % tangensoidanyn dugasy.
Jogaby:(10 + x)/8.

102. fsin“x cosxdl,
L

bu yerde L : y = Insinx, % <x = % egriniil dugasy.  Jogaby: 5/64.

103. f sin’x cos’dl,
L

buyerde L:y=Incosx, 0 <x < % egrinin dugasy. Jogaby: 3%

104. / yidi,

bu yerde L : x* +y* = R% y > 0 yokarky yarym towerek.

Jogaby: f Vi +yrdl
L

105. fsinzxdx + y’dy,
L

buyerde L : p = a(l + cosp ) kardioidanyn yokarky yarymy.
Jogaby: 16a%/3.

Asakdaky ikinji gorniisli egricyzykly integrallary hasaplan:
106. fsinzxdx + y’dy,
L

bu yerde L : y = cosx, 0 <x <z ¢yzygyn dugasy.  Jogaby: % — %

2
107. fL,/ x4+ 3ydy + (x — y)dx,

bu yerde L : A(0,0); B(1,1) genli y = x* parabolanyn dugasy.

3

Jogaby: 5



dx + ydy
108, [ X4x T yay
08. [ 57 o
bu yerde L : A(1,1) — A(1,1) — dan B(2,2) ¢enli géni ¢yzygyn kesimi.
1

Jogaby: 5

109. f(x2 + y*)dx + xydy,

bu yerde L : 4(0,1)-dan B(1,e)-e ¢enli y = e* egrinin dugasy.

Se 1

Jogaby: 1 5

110. fsm xdx + c}l]y

bu yerde L : x = 0-dan x = %—e cenli y = ctgx egrinin dugasy.

Jogaby: 254 V3.

111. f(x2 +y+z)dx + Z22dy + (x + y*)dx,
bu yerde L : 4(2,1,0)-dan B(4,3,1)-e ¢enli goni ¢yzygyn kesimi.
Jogaby: 95/3.
112. fyzdx + 22 dy + (x — y)dx,
L

bu yerde L : A(1,0,2)-dan B(2,— 1,0) ¢enli goni ¢yzygyn kesimi.
Jogaby: — 17/3.

Grinin formulasy

Eger S yaylax = a, x = b goni ¢gyzyklaryn kesimlerinden we [a,b]
kesimde tizniiksiz y = ¢(x), y = P(x)(p(x) < P(x)) egrilerden diiziilen
L yapyk ¢yzyk bilen ¢éklenen, P = P(x,y), O = Q(x,y) funksiyalar we
olaryi birinji we ikinji tertipli hususy onlimleri L egri bilen ¢éklenen
vapyk S yaylada tizniiksiz bolsalar, onda

?(ny)derQ %,y dy—ff<———y> ®)



Egricyzykly integral:
[ P(x,y)dx + O(x,y)dy,
(L)
bu yerde L kontur biitinleyin S oblastda yatmaly, P = P(x,y), O = O(x,)
funksiyalar we olaryi birinji we ikinji tertipli hususy ontimleri tizniik-
siz bolanda, integrirlemegiil yoluna bagly bolmasa, onda:
oP _ 99
dy  ox ©)
Bu yagdayda integralyn asagyndaky anlatma kabir funksiyanyn
doly differensialyny ailadyar

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = dU(x,)
W¢E

[ P(x.y)dx +O(x,y)dy = Ulxsy:) = Ulxi = y), (10)
(L)

bu yerde M (x,,y,) we M,(x,,y,) — integrirlemegiii baglangy¢ we ahyrky
nokatlary. Hususy yagdayda, yapyk kontur boyunga integral nola dei:

%P(x,y)dx + O(x,y)dy = 0.
Egricyzykly integral:

I= [P(xy2)dx+0(x.y,2)dy + R(x.y,2)dx. (1)
(@)
bu yerde L kontur biitinleyin V" oblastda yatmaly, P = P(x,),y,z),
0 = 0(x,5,2), R(x,y,z)funksiyalar we olaryil birinji we ikinji tertipli
hususy oniimleri iizniliksiz bolanda, integrirlemegin yoluna bagly bol-
masa, onda:

20 _ 9P R _30 9P _ R (12)
ox 9y’ dy 9z 9z Oox’
Bu yagdayda integralyn asagyndaky anlatma kabir funksiyanyn
doly differensialyny anladyar.
P(x,y,z)dx + OQ(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz = dU(x,),z)
we

(x2y222)

fpdx +Qdy + Rdz = Y(x0,y,2) — Ulxi,ynz).  (13)

(xiy1z1)



Hususy yagdayda, yapyk kontur boyunca integral nola de:
9§de +Qdy + Rdz = 0.

113. Ikinji gorniisli egricyzykly integraly asakdaky hallaryn her
birinde hasaplan:

f(x3 + 3x*y*)dx + (¥’ + 2x°y)dy.
(@)

ry B L — 0(0,0) nokatdan B(1,1) noka-
e da ¢enli goni ¢yzygyi kesimi;
yEXx L — OA4B dowiik ¢yzyk, bu yerde
y 0(0,0), A(1,0), B(1,1);
L — y* = x parabolanyn O(0,0) no-
katdan B(1,1) nokada ¢enli dugasy;
L : y = x* parabolanyn O(0,0) no-
14-nji surat katdan B(1,1) nokada ¢enli dugasy;

=)
by
\

Caoziilisi: 1) 0(0,0) we B(1,1) nokatlardan gec¢yédn goni ¢yzygyn
denillemesi y = x, onda birinji halda y =x, dy =dx yagny
1

L= [(x+30))dx+ (3 +220y)dy = [ (" + 3x")dx +

L 0

! 4 1
+(x* + 2x*)dx = f(2x3 + 5x*)dx = (’; + xs)

0

=1,5.

0

2) Ikinji halda berlen integral iki integralyn jemine denl. Birinji

integral OA4 kesim boyunca, ikinji integral bolsa 4B kesim boyunca

tapylyar: OA4 kesimde y = 0 we dy = 0; AB kesimde bolsa x = 1; dx =0,
onda:

1

f(x3 + 3x°y*)dx + (y* + 2x’y)dy = fx3dx = %4 l
0

OA 0

4 5

=1

f(x + 3x7y dx+(y+2xy)dy—f(y +2y)dy = (44"'3’2)1

0

1
4,



L= f(x* + 3x*y*)dx + (y’ + 2x°y)dy = f(x3 + 3x*y*)dx +

L OA
(y* + 2x°y)dy + f(x3 + 3%’y )dx + (y* + 2x’y)dy = % - 1% =1,5.
3) Ugiinji yagdayda y* = x we dx = 2ydy, onda
L= f(x* + 3x*y*)dx + (y* + 2x°y)dy = f(y6 + 3y*'y*)2ydy +
L 0
1 4\l
3 6 _ 7 3 (5, ) _ 5,1 _
+( +2yy)a’y—0/(10y +y)a’y—<4y + 4)0 >+ =15
4) Dordiinji halda y = x*; dy = 3x? dx, diymek:
I = f(x3 +3x°y)dx + (¥' + 2x°y)dy = f(x2 + 3x°x%)dx +
L 0
+(x” + 2x°x%)3x*dx = f(ac3 + 9x° + 3x'")dx = <%4 +x + %) - 1,5.

0

Bellik. Seredilen dort halda hem berlen egricyzykly integralyn
bahasy 1,5-¢ den. Bu netije totdnleyin bolmayar. Hakykatdan hem,
berlen mysalda

P(x,y) =x*+3x%2  QO(xy) =) +2x%,

AP _ g2y 99
dy = 6x, ox

= 6x’y

ya-da (9) sert yerine yetyar we egrigyzykly integralyn bahasy integ-
rirlemegin yoluna bagly déldir.

114. Ikinji gorniisli egrigyzykly integraly asakdaky hallaryn her
birinde hasaplan:

[= f(x + 2x°y* — y)dx + (y* — 3x%y’ + 4xy)dy.

L

27. sargyt Ne 1573



L : 0(0,0) nokatdan B(1,1) nokada ¢enli goni ¢yzygyi kesimi;

L : OAB dowiik ¢yzyk, bu yerde 0(0,0), A(1,0), B(1,1);

L : y = x* parabolanyn O(0,0) nokatdan B(1,1) nokada g¢enli
dugasy;

Coziilisi: 1) y = x, dy = dx, onda:

1
L = f(x + 2x° — x")dx + (x* — 3x° + 4x°)dx =
0

1

_ 2 sy (x5 s x X\ _1_,5_
—Of(x—Ier X x)dx—<2+3x s 6)0_2+3
1 _1_9
5 6 5°
1 1
)L = f+ fzfxdx+/(y—3y3+4y)dy:
OA AB 0 0
_ x| (y_3_3_y“ z)l_ﬁ
=L\ ) T

) L= f(x + 2x°x" — x*)dx + (x* — 3x°x° + dxx®) 2xdx =

L
1 27 8 25 69 84d X2 x8 X9 x6
—Of(x+ X — x4 20 — 6x” + x)x-<7+z—?+?—

' _ 71

5 T5), 736

3x 8965)
575

Bellik. Bu integral integrirleme yoluna bagly, sebébi (9) sert ye-
rine yetmeyar:

9P _ 4y — 4y’

0

9P _, 90
ox 7

PN 9P
= 6xy + 4y, y 7 ox’
115. Tkinji gérniisli egrigyzykly integraly yapyk kontur boyunga
hasaplan:
9§ xdy + ydx.

L



bu yerde L — astroida
X =acos’t, y=asin’t,
0<t<2m
Coziilisi:
dx = — 3a cos’tsintdt,

dy = 3a sin’*tcostdt
15-nji surat Onda:

27
fxdy + ydx = fa cos’t- 3asin’t + asin’t(—3a cos’tsintdt)
L 0

2T 2T
= 3a’ f(cos“tsinzt — cos’tsin’t)dt = 3a’ fcosztsin2t(coszt —
0 0

27

_sin’f)dr = 3T“2 f sin2¢ cos 2¢dt = 0.

0
Bellik. Bu yerde (9) sert yerine yetyar:

P _ 1 99 _
dy =1L ox =1

u=xy =xy, d(xy) = xdy + ydx

fxdy + ydx = [(x0y0) — (x0y0)] = 0,

L

bu yerde M (x,, y,) — astroidanyi islendik nokady.

116. Grinin formulasy arkaly hasaplan:
f 2xdy — ydx,
L
bu yerde L yapyk y = x*(0 < x < 1) parabola we 0O(0,0) we B(1,1)

nokatlardan ge¢yén y = x goni ¢yzygyn OB kesimi bilen cdklenen
kontur.



Coziilisi: Berlen mysalda

. oy 9P _ 4 990 _, 99 9P _
P(‘x’y) b Q(x’y) 2x7 ay - 1’ ay - 23 ax ay - 3

(8) formula arkaly taparys:
1 X 1
fzxdy—ydxzsffwxdy: 3Ofdxxzfdy= 3Ofy

_ Y
—30f(x x*)dx 3<x 3>

X
dx =
XZ

1
=0,5.
0

117. Tkinji gorniisli egrigyzykly integral

f(ley + 4xz°)dx + (6x* — 5y*z)dy + (8xz — 5y")dx.

L

Integralyn bahasy baslangyjy 0(0,0,0) nokatda we ahyry B(1,1,1)
nokatda bolan integrirleme yoluna bagly dildigini gorkezin, integ-
ralyn asagyndaky aflatma haysy u = u(x,y,z) funksiyanyn doly diffe-
rensialy bolar, berlen integralyn bahasyny tapyii.

Coziilisi:
P=12xy +4z2, Q=6x*—157z, R=28xz-5)°
deii bolan (11) gorniisli integraldyr.
O _1px, X o,

ay T Ox

OR _g, _OR __ 152 OR __ 5p

P _ IR
82 o 3z Yo 9y T

= 5%,
0z

2,

bolany tigin
oP _ 90 9P _9oR 90 _ oR

dy  ox 9z ox’ dz Iy’
(12) sert yerine yetydr. Diymek berlen integral integrirleme yo-
luna bagly déldigini gorkezyér. Onda integralynl asagyndaky anlatma
kébir u = u (x,),z) funksiyanyn doly differensialy bolyar.



du = (x,y,z) = (12xy + 4z%)dx + (6x* — 15y*2)dy + (8xz — 5)°)dz,

du(x,y,z) = Uy 4 U 9L dy + a—udz,

ox ay oz
ou _ > U _ 2 2 ou — -
o 12xy + 4x7, y 6x" — 15y°x, 3z 8xz — 5y’.

Birinji denlikden y we z hemiselik diyip hasaplap, alarys:
u=6xy+4z2x +c.
Integrirleménin hemiseligi x gérd hemiselik, emma ol y we z bag-
ly bolmagy miimkin ya-da ¢ = ¢(y,z). Seylelikde:
u=6xy+47x+ (y,2).

ou

Bu deiilikden g” tapyp we ony bar bolan dy

nesdirip, alarys:

bahasy bilen de-

6x* + ¢,(y,z) = 6x> — 15y°z.
Bu yerden:
@/ (y.2) == 15"z, @(y,2) == 5y’z + ¥(x).

Onda:
u(x,y,z) = 6x°y + 4z2°x — 5y°z + (2).

Sonky denlikden gu tapyp we ony bar bolan E)u bahasy bilen
detniesdirip, alarys: ¢

ou _ 5y o ou _ — §y?
8Z—8xz 5y+1ﬁ()weaZ 8xz — 5y,

w'(z) =0, wiz)=c
Onda:
u(x,y,z) = 6x°y + 4xz" — 5y°z + c.

(13) formula arkaly taparys:
f(lzxy +42)dx + P(6x> — 15y°2)dy + (8xz — 5y*)dz = u(1,1,1) —

L
—u(0,0,0) = 5.



Bellik. Bu integraly basga usul bilen hem hasaplap bolyar. Bu integ-
ral integrirleme yoluna bagly dil sebébi ony O nokatdan B nokada ¢enli
goni ¢yzygyn kesimi boyunga integrirlilin. O we B nokatlardan ge¢yin
goni ¢yzygyn parametrik denllemesi asakdaky gorniisde yazylyar :

xX=t y=1t z=1
Onda dx = dt, dy = dt, dz = dt. OB kesimde 0 <¢< 1, onda:

f(ley + 42%)dx + (6x* — 15y*z)dy + (8xz — 5°)dz =

L
1

1
- f(12z2 + A7 + 61 — 150 + 8¢ — 5¢£)dt = f(:so# —208)dt =
0

0
= (10F =5t =5

Egricyzykly integralyn bahasynyn integrirleme yoluna baglydy-
gyny ya-da bagly dildigini barlan:

118. f 2xe 7 dx + 3y*e”'dy.  Jogaby: bagly.
L

119. f8x sin(4x® — 5y*)dx — 10ysin(4x’ — 5y°)dy.
L

Jogaby: bagly dil.

120. f\/ x’+y = ldx + In(x*+ y* + 1)dy. Jogaby: bagly.
L

121. f(4x3 — 12x’y)dx + (5y* — 4y*)dy. Jogaby: bagly dil.
L

122. f(xy2 +x° = 2y*)dx + (y° — 3x°y* + x')dy. Jogaby: bagly.
L

123. Egrigyzykly integraly berlen hallarda hasaplan:

f(y + 2)dx + (x + 2)dy + (x + y)dz,



bu yerde:

1) L — A4(0, 0 ,0) nokatdan B(1 ,1 ,1) nokada ¢enli goni ¢yzygyn
kesimi;

2D)L—x=t,y=~Fz=17F(0<t<1)egrinin dugasy;

) L-x=t,y=~F,z=7(0<t<1) egrinin dugasy.

Jogaby: Ahli yagdayda 3.

124. Egrigyzykly integraly berlen hallarda hasaplan:

fxzdx + (x + z)dy + xydz,
L
bu yerde:
1) L —A4(0,0,0) nokatdan B(1, 1, 1) nokada ¢enli goni ¢yzygyn
kesimi;
Q)L —x=ty="~z=0(0<t<1)egrinin dugasy;
3) L — x = sint, y = sin’t, z = sin’t (0 < t < 7/2) egrinin dugasy.
Jogaby: 1) 5/3;2)1,9;3) 1,9.
Integralyn asagyndaky afnlatma haysy u = u (x,),z) funksiyanyn
doly differensialy bolar, berlen integralyn bahasyny tapyii.

125. f(3x2y) — dxy’dx + (x* — 4x%y + 3y*)dy,
AB
bu yerde A(— 1,—1); B(1,1). Jogaby:2; u = x’y + 2x’y* + y’ +c.

126. f(3y2 + 4y)dx + (6xy + 4x — 4y)dy,
AB
bu yerde 4(0,1), B(1,2). Jogaby: 14; u = 3x’y + 4xy — 2y° +c.

(1,3)
127. f (4xy — 15x°y)dx + (2x* — 5x° + 7)dy.

(0.2)

Jogaby: —2; u = 2x’y — 5x’y + Ty +c.

Integralyn asagyndaky anlatmanyn bir funksiyanyn doly diffe-
rensialy bolyandygyny barlap, egricyzykly integraly hasaplan:



(1,1,1)
128. f 2xy’Zdx + 2x°yz'dy + 3x°y’7’dz.  Jogaby: 1.

(0,0,0)

(1,1
129. f(2xy + v+ yz')dx + (X* + 2xy + x2°)dy = 2xyzdz.

(0,0,0)
Jogaby: 3.

(1,1,1)
130. fx(y2 + 2)dx + y(x* + 2)dy + z(x* + y*) 2xyzdz.

(0,0,0)

Jogaby: 3/2.

(1,0,~1)
131. f(4xy + 12x°z)dx + (2x* — 32°)dy + (4x* — 9yz’)dz.

(-1,1,2)
Jogaby: 26.
Grinin formulasyny ulanyp, integraly hasaplan:

132- %(1 — xz)ydx + .X(l =+ yz)dy’ bu yerde L _x2 +y2 — Rz.

Jogaby: nR*/2.

2

133. f(x + y)dx — (x — y)dy, bu yerde L:z—z + % = 1.

Jogaby: — 2mab.
134. %eyz,xz (COS 2xydx + sin 2xydy), bu }’]erde L x2 +y2 — R2,
Jogaby: 0.

135. f(xy +x + y)dx + (xy + x — y)dy, bu yerde
L

2

2
L:% + % = 1. Jogaby: 0.



V11 bap
DIFFERENSIAL DENLEMELER

§ 1. Differensial defilemeler barada esasy diisiinjeler

1. Differensial defileménin kesgitlenisi we onun ¢oziiwi

Eger denlemede gozlenydn funksiya we onun diirli tertipdéki
onlimleri saklanyan bolsa, onda bu denilemi differensial defileme
diyilydr. Deiilemediki gozlenyédn funksiyanyn onliminin yokary terti-

......
......

n-nji tertipli umumy ady differensial deiileme

Feyyy'y".. ") =0 (1)
gorniisde yazylyar, bu yerde x bagly dil liytgeyédn ululyk, y = y(x)

1,

gozlenyan funksiya, y,y',y",.. " gozlenyén funksiyanyn oniimleri,
F(x,y,y'y",...y™) bolsa berlen funksiya.
Eger (1) denleme y™-e goré ¢oziilen bolsa, onda ol denleméni
YO =Fayyyy". o) 2)
gorniisde yazmak bolar.

Eger (a,b) interwalda kesgitlenen we n gezek differensirlenyédn
¥y = @(x) funksiya Vx € (a,b) tigin (1) defileméni:

Fx,p(x), ¢ (x), ¢ "(x),..., (x)) =0

tozdestwa Owiirydn bolsa, onda y = ¢ (x) funksiya sol detileménin (a,b)
interwalda kesgitlenen ¢oziiwi diyilyar. (1) defileménin

Y =y ¥ = yo 3D () = yi ! (3)
baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan ¢dziiwini tapmaklyga sol deiile-

......

(1) defileméni kanagatlandyryan y = ¢(x,C,C,,...,C ) funksiya

sol denleménin umumy ¢oziiwi diyilyar.



(1) denleménin umumy ¢oziiwinden erkin hemiseliklerin berlen
bahasyndan alnan ¢6ziiwine, yagny y = ¢(x,C?,C3,...,Cy) ¢dziiwe
berlen defileménin hususy ¢oziiwi diyilyar.

Eger (1) differensial defileméniin umumy ¢oztiiwi anyk dél gor-
niisde:

G(xyC,...C)=0

denilemeden kesgitlenydn bolsa, onda ona sol defileméniii umumy in-

......

1.y = Cx + C* funksiya (y')* + xy'— y = 0 differensial defileménin
coziiwidigini gorkezii.
Caoziilisi: Berlen funksiyanyn oniimini tapalyn:
y'=(Cx+C»"=C.
Funksiyany we onuil 6niimini berlen deiilemé goyup alarys:
Ct+xC-Cx—-C*=0; 0=0.
Diymek berlen funksiya berlen defileméni kanagatlandyryar we ol ber-

len differensial denleménin ¢oziwidir.
Berlen funksiyalar berlen differensial denilemelerin ¢oziiwimi?

X

2. y = (Cl +C2X)€kx+ (ki 1)2; y”—2ky’+k2y=e‘.
By=CeaC=C 0=y -xy +y=0.

4. y=sinx—1+C—e™ y'+ycosx:%__

S. arcsin% =c—x; XY = y+x/8 =y

6 x—l_y — . 2,0 2
.y—arccth_C, x+y)’y =a.
7.y=Ce"+ Ce* + 1219641 7, y' =Ty + 12y = «x.

2
8-)’=<C1+sz+x7>e’“+(?3; y' =2y +y =e".



9.y =Cuxex; 2y —(xy —y) = 0.

10. (x—D)(Bx+2y—1)=C funksiya (3x+y—2)dx+(x—1)dy=0
differensial defileméniii umumy ¢6ziiwidigini gérkezin. Abssissasy
2-d den bolan nokatdan ge¢yidn we eger bu nokatda galtagyan ¢yzyk
Ox okuna parallel bolsa, onda integral egrini tapyi.

Coziilisi: Berlen funksiyany x boyunca differensirlélin. Alarys:

dx
Bx+ 2y — 1)dx + (x — 1)(3dx + 2dy) = 0,
Bx+y—2)dx+ (x—1)dy = 0.

(3x+2y—1)+(x—1)<3+2ﬂ>=0,

Onda berlen funksiya berlen defilleménin umumy ¢oziiwidir.
Eger x =2 we Z—i) = 0 sertleri kanagatlandyryan C hemiseligin
bahasy tapylsa, onda gozlenyén integral egrini taparys. Berlen sertleri

umumy ¢oziiwine we differensirlenen denilige goyulsa, onda denle-
meler sistemasyny alarys:

(2-1)6+2y—1)=0
{(6+2y—1)+(2—1)(3+2-O)=O,

2y+5=C |[2y+5=C {y:—4
2y+8=0, |y=-4, C=-3.
C =— 3 umumy ¢6ziiwine goyup gozlenyén integral egrini alarys:
x—1DBx+2y—1)+3=0.
11. y = Csinx - e* funksiya y"'—2y’'+2y=0 differensial derle-
minin ¢oziiwidigini subut edin. Bu ¢6ziiw umumy ya-da hususy?
Coziilisi: y = Csinx - e y' = Ccosx - e* + Csinx - €%
y"=—Csinx - e+ Ccosx- e + Ccosx - e* + Csinx - e* =2Ccosx - €.

Berlen funksiyany we onui tapylan 6nlimlerini defileméa goyup,

alarys:



2Ccosx* e —2Ccosx* e — 2Csinx - ¢*+ 2Csinx - e¢=0; 0=0.

Diymek, berlen funksiya berlen defileménin ¢oziiwidir. Ol hu-
susy ¢oziiw, sebébi differensial defileme ikinji tertipli, emma bu ¢6-
ziiwe bir hemiselik giryér.

12. y = Cix + 2Cx + C; funksiya y"’ + y"”=0 differensial den-
leménin ¢ozliwidigini subut ediil. Bu ¢6ziiw umumy ya-da hususy?

Couziilisi: y' = C, + 2C,, y" = 0, " = 0. Onda berlen funksiya
berlen defileméni kanagatlandyryar, emma ol umumy ¢6ziiwi dil, se-
babi tigiinji tertipli defilema bir-birine bagly dil ii¢ hemiselik girmeli.
Buyerde Cx+2Cx=(C, +2C)x, onda C, we C, ¢yzykly bagly. Diy-
mek berlen funksiya berlen defileminin hususy ¢oziiwidir.

13. y = Cé* funksiya y' = ky differensial defileménifi umumy
¢oziiwidigini subut ediil.

14.y=Cx+ Cwe y= —XZZ funksiyalar y = xy’ + (y)* diffe-
rensial defileminin ¢éziiwleridigini subut edinn. Coziiwlerin arasynda
hususy ¢6ziiwi barmy?

Jogaby: Birinji funksiya defilemaniii umumy ¢6ziiwi. Ikinji funk-
siya hususy ¢oziiwi dél, sebdbi ol umumy ¢6ziiwden alyp bolmayar.
Ikinji ¢oziiw x ululygy ikinji derejede saklayar, emma umumy ¢oziiw-

......

15.y = C,e*+ C, e * funksiya y" — y = 0 differensial defilemanin
umumy ¢6ziiwidigini subut edin. Bu integral egrilerin arasyndan
A(0,2) nokatdan gegydn we sol nokatda ol egrd galtasyan ¢yzyk Ox
okuna parallel bolan integral egrini tapyn.

Jogaby: Berlen funksiya we onunl 6niimine x =0,y =2,)'=0
sertleri goyup we C, we C, ululyklara gord sistemany ¢oziip hem-de
olaryil bahalaryny berlen funksiya goyup, alarys:

y=e te

16. x* + y* — Cx = 0 funksiya y* — 2xyy’ = 0 differensial defi-
leménin umumy ¢oziiwidigini subut edin.



17.y = C, + C, sin(x + C,) funksiya y"" + y’ = 0 differensial
deiilleméniin umumy ¢éztiiwidigini subut edin.

18. Differensial denleménin umumy ¢oziiwi boyunga defileméni
tapmaly.
y—2Cx =0
Caoziilisi: Ony differensirlép taparys:
yw'—C=0.
Bu iki gatnagykdan C hemiseligi yok edip, differensial defileméni
alarys:
w=C, y=2xy'=0.

19. Differensial deiileméanin umumy ¢dziiwi boyunga denleméni
tapmaly.

(x—a)y+@y->b?’=r,
a,b,r parametrler bolup hyzmat edyérler .
Céziilisi: Ug gezek differensirlip alarys.

x—at(y-by'=0 (A)

L+(y—by"+y?=0 (B)

G =bpy"+3yy'=0 (W)
a we r parametrler differensirlenilende yok boldular, b parametr-
leri sonky iki defllemeden yok etmek galyar.(B) we (W) denliklerden
(y — b) yok edip, asakdaky denleméni alarys:

(L+y2p"=3yy™ =0.
20. Umumy ¢dziiwi y = C, e* + C, e + C, bolan differensial
deiilemédni tapmaly.

Coziilisi: Berlen umumy ¢oziiwde 3 sany hemiselik bar, sonui
ticin ona li¢ilinji tertipli differensial denileme degisli bolmaly. Berlen
funksiyany ti¢ gezek differensirldp alarys:

y=Ce-Ce™ y'=Ce +C e,



y'"=Ce—-Ce-x
Birinji we ikinji ntimleri gosup, C, hemiseligi yoklamaly:
y'+y' =2Ce"
Ugtinji we ikinji ontimleri gosup, C, hemiseligi yoklamaly:
y'+y"=2Ce"

Soriky iki defilemeden C, hemiseligi yoklamaly: ikinji dele-
meden birinji defilleméni ayryp, alarys: """ —y'= 0.

21. Umumy ¢oziiwi y = C e + C,e** bolan differensial def-
leméni tapmaly.

Coziilisi: Berlen umumy ¢oziiwde 2 sany hemiselik bar, sonuil
licin ona ikinji tertipli differensial defileme degisli bolmaly. Berlen
funksiyany iki gezek differensirldp alarys:

y'=2Cex +3Cex; y"'=4Ce’x +9Ce'x.
Birinji 6niimi 3-¢ kopeldip ikinji 6niimden ayryp, C, hemiseligi
yoklamaly:
y'=3y'=-2Ce* ()
Berlen funksiyany 3-e kopeldip birinji 6niimden ayryp, C, hemi-
seligi yoklamaly:

y'=3y—Ceéx. (1)
(IT) denleméni ika kopeldip (I) denilemeden ayryp, alarys:
y'=5y'+6y=0

22. Umumy ¢oziiwi y = Cie* + C,e’x bolan differensial den-
leméni tapmaly.

Jogaby: y" —3y"+2y=0.

23. Umumy ¢6ziiwi y = Cix + €1 bolan differensial defileméni
tapmaly. X

Jogaby: x*y" —xy'—y=0.



24. Umumy ¢6ziiwi y = C, sinx + C, cosx bolan differensial den-
leméni tapmaly.

Jogaby:y" +y = 0.
25. Umumy ¢oziiwi y = C, + C, Inx +Cx* bolan differensial den-
leméni tapmaly.

Jogaby: x*y"" + 6x*y" + 4xy' — 4y = 0.

26. Coziiwi y = C,e**“ bolan differensial defileméni tapmaly.

Coziilisi: Berlen ¢oziiwde 2 sany hemiselik bar, sonun ii¢in ona
ikinji tertipli differensial denleme degisli bolmaly. Berlen funksiyany
iki gezek differensirlédp alarys:

y= Clex+cz;(l) yl =Ce"” (2)5 y” =Ce' .
Eger (1) we (2) deiilikleri bir-birine bdlsek, onda iki hemigelik
hem yoklanylyar:
= =1 vyada y'-y=0.

Alnan differensial defileme birinji tertiplidir. Onda C, we C,
¢yzykly baglydyr. Hakykatdan hem, y = Ce**® = (C, - ¢) - e* = Ce".
Diymek, berlen funksiyada bir hemiselik bar we ona birinji tertipli
differensial denleme degislidir.

§ 2. Birinji tertipli differensial defllemelerin
gorniisleri

1. Uytgeyinleri ayyl-sayyl edilyin defilemeler
Fx)ey)dx + £,(x)@,p(v)dy = 0 (1

rrrrrr

J,(x)¢(y) # 0 bolanda (1) defileméni f (x)@(y) boliip alarys:

fx) o ey) o
BT o) Y=o 2)



Bu denilema iiytgeyanleri ayyl-sayyl edilen (ya-da liytgeyanleri
boleklenen) detileme diyilyar. Ol denlemede dx-in yanynda dinie x — e,
dy-in yanynda difie y-e bagly funksiya bardyr. (2) deiileméni integrir-
lap, ol defllemédnin

fﬂ)w+ ;@:a

umumy integralyny taparys.

27. sinxdx + dy =0.

Iy

Coziilisi: Integrirleyéris:
fsinxdx+fj2 =(C yada —cosx+ 2/y=C
y

(cosx + CY

buyerden y = 4

. Bu berlen denilleménin umumy ¢oziiwidir.
28. x(p* — )dx + y(x>— 1)dy = 0.
Uytgeyin ululyklary ayyryarys, sol maksat bilen defileménii iki
boleginide () — 1)(x* — 1) bolyiris.

xdx n ydy

xX—=1 y -1

= 0 alarys.

Bu denligi integrirlép,
Injx? — 1|+ In|y> — 1| = In|C|,

alarys ya-da potensirldp, (x> — 1)(3* — 1) = C umumy integraly taparys.
(biz amatlylyk {i¢in integrirlemegiil In|C| gorniisde aldyk).

29. ¢ xydx + x*dy = 0. Jogaby: s + Iny = C.

30. 2x(1 + ¢")dx = €’ (1 + x*)dy. Jogaby:1 + ¢ = C(1 +x?).



y—xy' = + xM)y. : X .
3l.y—xy'=a(l +x*)y. Jogaby 1n(1+ax)(y—a)lnc

32. x(1 +e)dx—e dy=0. Jogaby: x’ —2In(1 +¢’) = C.

33. (1 +x)y'dx + (1 —y)x* dy=0.

Jogaby: % + # = ZIn% + C.

34.(1-y)+y(l—x")=0.
Jogaby: (x+ )(y+1)=Cx—1)(y—1).
5. - 1D —y+ Ddx —(+ D> +x+ 1)dy.

1, x"+x+1 2x + 1 2y —1
Jogab :—ln——v3<arct =2 L = + arct )z C.
8y oy NEY e

36. (1 +y*)(e*xdx — e’dy) — (1 + y)dy = 0.

Jogaby: %ezx —e&—Ln/1+y —y=C.

37. e y'=1;x,= 1 bolanda y, = 1 serte kanagatlandyryan hu-
susy ¢oziiwini tapmaly. Jogaby: y = x.

38. (1 +¢e)yy" = e’;x,=0bolanda y, = 0 serte kanagatlandyryan

hususy ¢oziiwini tapmaly. Jogaby: (1 +y)e™ = ln% +1—x

39. xy1 —y*dx +yv'1 —x*dy = 0; x,= 0 bolanda y, = 1 serte
kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.

Jogaby: V1 —x* + /1 -y = 1;y=1.

28. sargyt Ne 1573



40. dy = sin(x — y)dx.

Coziilisi: Berlen denlemede iiytgeyan ululyklary bolekldp bol-
mayar. Eger x —y = u diyip alsak, onda dx — dy = du; dy = dx — du.
Berlen deilemede x — y tapawudy we dy ululyklary ¢alsyrsak, onda
alarys:

dx — du = sinudx; vya-da (1 —sinu)dx —du = 0.

Soniky denlemede iiytgeydn ululyklary boleklép, alarys:

___du . _ du . 1+s1nu)du
dx = (1 —sinu)’ fdx_f(l “sinu) f

cos’u
X = tgu+L+ G,
cosu

u ululygyn bahasyny goyup, alarys:

J— —_— —_ 71 =
x—tg(x—y) cos(x =) C.
41. dy = [(x — y)* + 1]dx. Gorkezme. x —y = u.
Jogaby: y = x — leLC"
2
2.y =—2 _. Gork Xty =u
y 4] orkezme.x +y =u

Jogaby: x +y = arg(C + %)

43. y = (ax + by + ¢)*. Gorkezme. ax + by + ¢ = u.

Jogaby: ax + by + ¢ = /%tg(x«/ ab + C).

44. y =3x — 2y + 5. Gorkezme. 3x — 2y + 5 = u.

3 02

Jogaby: 3x — 2y + 5 = 26



45.y =2/ ylnx, ye)=1.
Jogaby: Jy=xlnx—x+C, J/y =xlnx —x + 1

46. (1 +x%)y +yvV1+x* =xy, y(0)=1.

/ 2 / 2
Jogaby: y = C}"'Xz,y: {/+x =.
x+v1+x x+v1+x

2. Birjynsly differensial defilemeler

Eger F(x,y) funksiya ti¢in
F(ix,ty) = t'F(x,y) (1
tozdestwo yerine yetydn bolsa, onda F(x,)) funksiya n 6l¢egli birjyns-
ly funksiya diyilyér.
Mysal tigin:

E(x,y) = x;y

funksiyalar degislilikde bir, iki we nol 6lgegli birjynsly funksiya-
lardyr. Hakykatdan-da,

Fi(tx,ty) = 4tx + 3ty = t(4x + 3y) = tF(x,y);
F(tx,ty) = (tx) cos% + (tx)(ty) = tz(x2 cos% - xy) = FE(x,y);

_y 0
=trE(x,y).
y (x,y)

Eger P(x,y) we Q(x,y) sol bir n 6l¢egli birjynsly funksiyalar bol-
salar:
P(tx,ty) = t'P(x,y), Q(x,ty) = 1"Q(x,y),

onda:
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (1)



deiilema birjynsly differensial denleme diyilyar. Eger bu yerde ¢ = 1

(x #0) alsak, onda X
P(l,%)— LP(xy). of1, )

denlikler alnar. Seylelikde, bu halda

x,Y),

- X" Y S Y
P(X’y)_'xp(lax>’ Q(X,y)—x Q(lax)
bolar. Ol funksiyalary (1) denlemede ornuna goyup,

x”p(l y)dx + x" Q< )dy =0
ya-da
p(l%)dx + Q(l,%)dy = 0. 2)

denillemaéni alarys. Eger bu deiilemede u = % ya-da y = ux belgileme
girizsek, onda ol seyle gorniisi alar:
P(1,u)dx + O(1,u)(udx + xdu) =0 ya-da
(P(1u) + uQ(l,u))dx + xO(1,u)du =0
Alnan denilleme tiytgeyinleri ayyl-sayyl edilyédn deiilemedir. Eger
bu differensial defileménin umumy integraly ¢(x,u,C) = 0 bolsa, onda
(1) birjynsly differensial defileménin umumy integraly go(x, %, C) =0
bolar.
47. (x* — y*)dx + 2xydy = 0.
Coziilisi: M(x,y)= x* —y*> we N(x,y) = 2xy funksiyalaryn ikisi-de
ikinji 6lcegli birjynsly funksiyadyr, sebébi
M(tx,ty) = (x)* = (ty)* = £ (x" — y*) = ' M(x,y),
N(tx,ty) = 2(tx)(ty) = £*2xy = ' N(x,y),
diymek, berlen deiileme birjynslydyr.



Uytgeyan ululygy y = ux; y' = u’x + u bilen ¢alsyryp, iiytgeyin
ululyklary ayyryarys:
dx n 2udu  _

x o 1+
Integrirldp alarys: Inx + In(1 + z°) = InC,
Potensirleyéris: x(1 + u*) = C we u ululygy 2 bilen calgyr-
yarys: X
x* +y? = Cx.

In sonikkyda owiirmeleri gegiryéris:
_Cy 2 (CY
(x=2)+r=(3):

48. xy' = /x*—y* +y.

Coziilisi: Berlen denlleméni x (x # 0) boliip, ony

" (XY L2

y =./1 <x> + e

gorniisde yazalyil. Onun birjynsly differensial denlemedigi aydyndyr.
Belgileméni ulanyp, «'x + u = v'1 —u* + u ya-da

xﬂ

dx: 1—u.

deiileméini alarys. Bu deiilemeden iiytgeyénlerini ayyl-sayyl edip,
du AX w1 . . .
—_— = — m = =+
- x defileméni we ony integrirlap, arcsinu = In|n| + InC,

(C, > 0) (ya-da arcsinu = InClx| detiligi alarys. bolyanlygy l¢in
+ ¢, = c belgileméni ulanyp, arcsinu = InCx deiiligi alarys, bu yer-

de [InCx | =< % u= % deniligi goz oniinde tutup, berlen denlemanin
umumy ¢6ziiwini taparys:

arcsin% =InCx ya-da y = xsinlnCx.

Deilleménin iiytgeyénlerini ayyl-sayyl edenimizde, denleménin
iki bolegini hem x+v'1 —u”* boliipdik. Sonun ii¢in kibir ¢oziiwleri



yitirmegimiz miimkin. Goy, x = 0 we v'1 —u*> = 0 bolsun. Yéne

2
u=-=> calsyrmany ulanyanymyz ii¢in x # 0. Ikinjisinden 1 — y—z =

ya-da y = + x alarys. Deillemede ornunda goyup, y = x weacz =X
funksiyalaryii hem berlen deiileménin ¢oztiwidigini alarys.

49. (2v/'x =/ y)/ydx + xdy = 0.  Jogaby: Inx + /% =C.
50. (8y + 10x)dx + (5y + Tx)dy = 0.

Jogaby: (x +y)’2x +y)’ = C.

51.xy' —y=Jx*+y*. Jogaby: c’x* — 2yC = 1.

52. xdy — ydx = x> + ¥y’ dx. Jogaby: ¢’x* = 1 + 2yC.

53. xdy — ydx = yln(%)dx. Jogaby: ln% = Cx.

54. ydx + (2y/xy —x)dy = 0. Jogaby: /% +Iny=C.

55. (& —xy + y)dx + x(y — 2x)dy = 0, y(1)=0.

Jogaby: x(x —2)’ = (x — y)*.

56. ydx = (x + /x> —y*)dy. Jogaby: y’ = C(2x — C).
57. xyevdx —[x*e> + (x + yYldy = 0.

Jogaby: yev = (x + y)In(Cy)

3. Birjynsly denlemelere getirily:in differensial derfilemeler

dy _ a1x+b1y+c1>
dx ax+by+c /)

differensial defilemé garalyn (bu yerde a, b, ¢, a,, b,, ¢, — hemiselik

sanlar). Bu gorniisdaki denilemeleri ¢6zmek {i¢in iki hala seredelii.



a b]

[25) bz

1-nji hal. Kesgitleyji #0.

Bu halda berlen deiileme x =u +h, y=v +k ornuna goyma
bilen birjynsly denlemi getirilydr. 7 we k asakdaky denlemeler siste-
manyn ¢oziiwi bolmaly:

ah+bk+c =0
ah + bk + ¢, = 0.

X, y, dx, dy ululyklaryn ornuna olaryn bahalaryny goyup, u we v
gord birjynsly defileme alarys. Alnan differensial defileméni u we v gord
integrirldp, u we v ululyklary u =x—h we v =y —k bilen ¢alysmaly.
a b

[25) bz

2-nji hal. Kesgitleyji = 0.

Bu halda berlen detileme u = a;x + b,y ornuna goyma bilen x we
u (ya-da y we u) gord tiytgeyanleri ayyl-sayyl edilydn denlemelere ge-
tirilyér. Sonky denilemini ¢oziip, ¢oziilisinde u = aix + by goyulyar.

58, Y _x=y+1

dx« x+y—-3"
Cézilisi: |4 ¥ :‘1 “Hot41=220
a b I 1
h—k+1=0
h+k—3-— 0}
denilemeler sistemasyny ¢0ziip, taparys:
h=1, k=2
x=u+1, y=v+2 diyip giiman edip, asakdaky denleméni alarys:
dv _u—v
du u+v’

Uytgeyin ululyklary z = 5 ya-da v = zu bilen calsyrmak iiyt-
geyén ululyklary ayrylan defilemé getiryér:

g4z _1—z. (I+z2)dz _ qu.

- 9

du 147 1-2z7—x° u

Z+



Ll = 2y — 2| = _lne
2ln|1 2x — 72| = In|u| 2lnC,
(1-2z—-z%u*=C,
w—=2uv—v'=Cx —2xy—y +2x+ 6y =C.

(x+y—-1)¢ _

dy [ x—=2y+5 _ .
59. T ooy 4 0. Jogaby: Y —y13 -

2x—y+4

60. 2y+x—Ddx+ (y—2x—1)dy = 0.

Jogaby: (x + %)2 + <y _ %)2 _ Cplrnit

61. 2x + 3y +2)dx + (4x + 6y + 3)dy = 0.
Coziilisi: Bu yerde
ax+tbytc =2x+3y+2; ax+by+c,=4x+6y+3.

a b1

a bz

=‘2 d=12-12=0.

4 6

Onda denilleme 2-nji hala degislidir.
Goy, u =2x + 3y, onda du = 2dx + 3dy; 4x + 6y =2u;

dy = %(du — 2dx). Bu denilemede ¢algyrmany yerine yetirip, u
we v gord taze differensial denleme alarys:

(u+ 2)dx + (2u + 3)%(du —2dx) =0
ya-da

_1 1 —
3 udx + 3 (2u + 3)du = 0.

Bu deiilemede liytgeyan ululyklary ayryp, alarys:

de=24*3. e 2du—3au=0,
u u

x—2u-3lnu+C=0; x+ C=2u+ 3lnu



u-nyn ornuna 2x + 3y goyup, alarys:
x+ C=22x +3y) +3In(2x + 3y), 3x + 6y + 3In(2x + 3y) = C,
x + 2y +In2x + 3y) = C.

62. B3x +3y—1)dx + (x +y + 1)dy = 0.

3x+y
2

Jogaby: +In(x+y—-1)=C.

63. 2x—y + Ddx + 2y —x—1)dy=0.
Jogaby: x*—xy +y* +x—y =C.

64. (x +y—2)dx+(x—y+4)dy=0.
Jogaby: x> —y* +2xy —4x + 8y = C.

65. (x — 5y + 7)dx +2(2x —y + 5)dy = 0.
Jogaby: (x + y+1)>=C(x—2y +4).
66. (x +y+ 1dx+ (2x+2y—1)dy=0.
Jogaby: x -2y +3In(2-x—-y)=C.
67.2x +2y—)dx + (x + y—2)dy=0.
Jogaby: x +y+1 = Ce™5™.

68. (x +y—Ddx+(2x+2y—3)dy =0.
Jogaby: x + 2y +In(x +y—2)=C.

4. Birinji tertipli cyzykly derlemeler
Nabelli funksiya we onunl oniimine gord ¢yzykly bolan deiilema

......

gorniisi bar:

D plx)y = O(x). (1)

dx



Mundan beyldk P(x) we Q(x) funksiyalary, (1) defileméni integ-
rirlemek talap edilyén yaylasynda, lizniiksiz funksiyalar diyip hasap
ederis: Eger O(x) = 0 bolsa, onda (1) defilemi ¢yzykly birjynsly den-

......

dy _ ' ay __
g T P(x)y = 0, bu yerden = P(x)dx.

Integrirlédp alarys:

Inlyl= [—P()dx+InC, C>0, )

y=Ce" " C#0.

Bu umumy ¢oziiwidir. y-e bélenimizde, y = 0 ¢6zliwi biz yitirdik.
Eger C san 0 baha alyp bilyér diysek, onda sol yitirilen ¢oziiw tapylan
(2) ¢oztiwlerin masgalasyna girizilip bilner.

Birjynsly dil ¢yzykly denllemini

Dy Px)y = 0(x) ()

integrirlemek {i¢in «hemiseligin wariasiyasy» diyip atlandyrylyan usu-
ly ulanalyn. Birjynsly dél ¢yzykly denlemédni (2) gorniisddki ¢oziiw
bilen kanagatlandyrmaga calsarys, yagny sol formulada C hemiselik
dal diyip hasap ederis:

y — CeJ—P(x)dx, (3)

bu yerde C(x) — tdze nébelli funksiyadyr. Su gliman edilisde (3) sag
bolegini birjynsly dél ¢yzykly defilemede ornuna goyup, alarys:

dc;‘(x.X) _ e—fl’(x)dx _ C(x)P(x)g_'rP(”dx —+ P(X)C(X)e_fp(ﬂdx = Q(x)

ya-da

dC(x
dx

dC(x)

_ — JP(x)dx
i = QO(x)e )

e—.i'P(x)dx — Q(X),

Bu yerden integrirlép, taparys:
C(x) = JO(x)e ™™ dx + C (x — erkin hemiselik).



C(x) bahasynda (3) ornuna goyup, birjynsly dil ¢yzykly detile-
méanin umumy ¢oziiwini alarys:

y — e—fP(x)dx(cl + fQ(X)e_IP(X)wC). (4)

Seylelikde, birjynsly ddl ¢yzykly denileminini umumy ¢ozii-
wi degisli birjynsly defilemaniii Cie™""* umumy ¢oziiwi bilen bir-
jynsly dél ¢yzykly defileménifi C, = 0 bolanda (4) formuladan alynyan
(e7""M*. fQ(x)e”"™*) hususy ¢oziiwiniii jemine defdir.

Birjynsly dél ¢yzykly deiileme basga usul (Bernullinini usuly)
bilen-de ¢dziilip bilner:

% + P(x)y = O(x) delemede y = u(x) v(x). (5
Ornuna goymany ulanyp, alarys:
u% + (Pu+ ZV) ~ 0. (6)
v-in koeffisiyenti nola dwriiler yaly edip, u-ny kesgitleyéris:
fl” +Pu=0 ya-da u=e"", (7)
bu yerde C = 1. Onda (6) denleme asakdaky gorniisi alar:
ud = Q. ®)

(8) denlemeden v-ny tapmak {i¢in, ona u-yn (7) denlemedéki ba-
hasyny ornuna goyalyn we integrirlélin:

oI Zv 0, dv=0e"dx, v=1/,0e"dx+C. 9)

Tapylan (7), (9) funksiyalary (5) ornuna goyup, birjynsly dél ¢y-
zykly defilleméniii umumy ¢ézliwini alarys:

y = e "*(C + JO(x)e™dx). ((4) bilen denesdirelin).



Céziilisi: Bu yerde P(x) = — -, O(x) = x2. Degisli birjynsly ¢y-
zykly deiileméni integrirleyaris: X

DY g, D_dx 4,

dx« x 7 dx  x’
y = Cx birjynsly ¢yzykly defileméniit umumy ¢oziiwi. C-ni x-ii
funksiyasy hasap edyaris, onda y = C(x) - x, % = %ﬁcx)x + Cx.

Indi ilki basdaky denileméni ornuna goyup, yonekeylesdirilenden son
alarys:

dCdECx) =x’, C(x)= % + C,.

C — erkin hemiselikdir.
Diymek, blrjynsly dél ¢cyzykly deilleménin umumy ¢oziiwi:

y=0Cx+ 7 bolar.

dy _ .
70. i yctgx = 2xsinx.

Coziilisi: Denlemede gozlenilydn funksiyany y =u - v bilen
calsyryarys, onda:

Z; + u% uvctgx = 2xsinx,
Z)\; " (u% —u Ctgx)v = 2xsinx,
Z—Z = uctgx, % = %dx' f% - f%dx,
Inu = Insinx, u = sinx.
sofira u EZ = 2xsinx, alarys: sinx Z; = 2xsinx, % = 2x,

v =x* + C,. Birjynsly dél ¢yzykly defilleméanifi umumy ¢oziwi:
y = (x*+ C)sinx bolar.

1,2 + Cx’.

71. 2xy" — 6y + x* = 0. Jogaby: y = >



72. y*(dx — dy) = (2y — 1)xdy.
Coziilisi: y’dx — y*dy — 2xydy + xdy = 0;
2 dx _ 2y —1x =y,

Bu deiileméni Bernullinini usuly bilen ¢ozeliit: x = uv,

dx _ du dv
dy = dyv+udy' Onda

e

uyzg—; - v[yzz,;‘—@y — Dul|=y".

2y — 1

yz dy;

cdi 5y vy — 0. did _
Yy (2y = 1)u = 0; .

Inu=2lIny +%; u=y'e.
1 d 1
yzelyg,l—; =1; yer Z; =1; dv= e;—Qy; v=cey+ C;
x =y + Cy'er

2

Y LY TX
73. y Mt Jogaby: e C.

74. (1 +x1)y —2xy = (1 +x°)°. Jogaby:y =(x + C) - (1 +x?).
75.(1+”)—(xy +y +1*)'=0. Jogaby: x = 1 +y* + Cy1 +y".

76. y' — 27}) =x'. Jogaby: X’y = %x6 +C.

TT.x(1 +x)y'— (1 +2x)y=1+2x. Jogaby:y = Cx(1 +x)—1.

2

78. xy —y 4+ —X =0. Jogaby: y = —*— + Cx.

(x—1y x—1




79. 2ydx + (y* — 6x)dy = 0. Jogaby: y* —2x = Cy*.

80. (1 + y*)dx = (y/1 + y*siny — xy)dy, y(5) = 0.
Jogaby: x/1 +y* + cosy = 0.

Cyzykly differensial defilemi getirilyéin defiemeler
ap TPy =0(x)y (D

gorniisi bolan defilemé Bernullinin denilemesi diyilyar. Bu yerde P we
0,x-a bagly bolan berlen iizniiksiz funksiyalardyr, » — kdbir hemiselik
sandyr. n = 0 bolanda birjynsly dél ¢yzykly deiileme alynyar, n = 1
bolanda bolsa birjynsly ¢yzykly

dy _
e TE=Qy=0

denileme alynyar.
Seylelikde, Bernullininn defilemesinde n # 0, n # 1. Bernullinin
denlemesinin iki boleginide y”-e boliip alarys:

_,dy

Yt Py "' = Q.
Tédze z=y(—n+1) funksiyany girizyéris, onda:
dz _(_ o dy
I =(—n+1)y i alarys.

Bernullinifi defilemesinin iki boleginide (— z + 1) kdpeldip we z-e
gord birjynsly dil ¢yzykly defileméni alarys:

dz | (_ 7= (=
o +(—n+1)P-z=(—n+1)Q.

Su birjynsly dil ¢yzykly deflleménin umumy ¢oziiwini tapany-
myzdan sonra z-iil yerine y " *! goyarys we Bernullinin denilemesinin
umumy integralyny alarys, ol y-e gord ansat ¢oziilyér. n > 0 bolanda
yene-de bir y = 0 ¢oziiwi alarys.

Bellik. Birjynsly dil ¢yzykly defileme ti¢in edilisi yaly Bernullinin
denillemesini gozlenilyédn funksiyany y = u - v bilen ¢algyrmak arkaly



g0s-goni integrirlemek miimkindir. » = 1 bolanda su usul ulanylmayar,
su halda Bernullinin denlemesi birjynsly ¢yzykly denlema owriilyar
we iytgeyan ululyklary ayyrmak arkaly ¢oziilyar.

81. xy' +y =)Inx.
Coziilisi: Denlemanin iki tarapyny hem y -2 kopeldip, alarys
yixy +y ' = Inx.
Goy, y'=zbolsun, onda —y — 2 y' = z', deiilema goyup alarys:
—xz'+z = Inx. (*)

Alnan denleme z gord ¢yzykly denileme. Bu denleméni hemise-
ligin wariasiyasy usuly bilen ¢ozmeli:

—xz'+z=0; %:d%; Inz =Inx + InC; z=Cx (*%)

z'=Cx+C;
z we z' bahalaryny (*) defilemd goyalyn:

_,2dC _ — o __ Inxdx. _ [ Inxdx.
x G —xC4aC = Inx, dC=— 10N [dC = [ IR

lnx fdx _ lnx + s

Indi tapylan C-nini bahasyny (*#) goyup, alarys:
p=(2 4 Loy G)y yada z=nx+1+Cx
X X

1

,1: 7]: + + . —
y'=z onday '=lnx+1+Cpx; vy Txtl+Cx

82.y'+2y =)y~

Bernullinii defilemesini bellikde gorkezilen usul bilen integrir-
1alin.

v = u giiman edip taparys:



v + udu +2uv = uv’.

u dx dx

Bu deiileme iki defilemi dargayar:

Ay o 0we DY =y
dx+2v—0we il AA
Birinji defilemeden taparys: v = e ~ >~
Sondan sofira ikinji deiileme asakdaky gorniisi alar:

d—lf = e *dx, bu yerden

-2 1 —4x O

_ 1 ja-da L _1+Ce"
u-=3e"3 ya-da " o

Yenil 6wiirmelerden soi alarys:

V2e* .y 2
=Tr— d k = . = —_— .
u e iymek y=u-v=_/ [T o™

Su punktyn ahyrynda Rikkati defilemesi diyip atlandyrylyan den-
leménin iistiinde gysgaga durup gecelin.

_|_

D= Py + 0y +R(x). (D)

Bu yerde P,Q,R funksiyalar(— oo, + c0) interwalda x-dan iizniiksiz
funksiyalardyr. P = 0 bolanda Rikkati deiilemesinden ¢yzykly dei-
leme, R = 0 bolanda Bernullinin defilemesini alyarys.

Ozalky garalan gorniislerinin tersine, Liuwillinn gorkezisi yaly,
Rikkati denlemesinin ¢6zliwi umuman kwadraturalarda anladylyp bi-
linmeyir. Sonia garamazdan, biz su denleméanin ¢oziiwleri bar hok-
miinde giirriin ederis. Eger Rikkati defilemesinifi bir y (x) hususy ¢o-
zliwi belli bolsa, onda iiytgeyén ululygy calsyrmak arkaly ony Bernulli
denlemesine dwiirmek miimkindir. Hakykatdanda y =y + z diyip gii-
man etsek, alarys:

Y+7Z =Px)y+2 +00(Qy+2 +Rx).
Indi

448



y =Py + 0y +Rx).
Tozdestwo gord alarys:
7 —QPx)y+Q0x)z=Px)Z.

83.y +y'=x —2x

Coziilisi: Hususy ¢oziiwini y = ax + b gorniisde gozlalin:
y =ax + b;y' = a.y we y'bahalaryny deiilema goyup alarys:

a+ (ax+b)=x —2x; a+a’x’+2abx +b* = x* — 2x.

Sonky denligin iki tarapynyn x-in menzes derejelerindiki koeffi-

siyentleri defiesdirelin:

a=b* a*=1; 2ab=-2.
Sorky sistemadan a =—1; b = 1. Diymek, y, =—x + .
Indiy =y, +z=1-x+zornuna goyma bilen berlen Rikkatinifi

denlemesini Bernulliniii defilemesine getireliii:

Y4y =x'-2x; (1—-x+2+(1—-x+27"=x"—2x;
1+ 4+ =% +2(1—-x)z2+7 =x> = 2x;
1+ +x—2x+1—-2xz+2z+7 =x"— 2x;

7 —2xz+ 22+ 7 = 0;

7421 —-x)z=—-72.

84. y + 2y’ = %

Gorkezme. Hususy ¢oziiwini y = < gorniisde gozlemeli.
Asakdaky differensial denlemeleri gbel"lflI

85.2yy'—y*=x. Jogaby: x +)*+1=_Ce"

86.y'+2xy =2x%". Jogaby: ;2 = Ce™ +x* + %

29. sargyt Ne 1573



87.y" +xy=x y(0) = % Jogaby: y*(3e* + 1) = 1.

88,y 4 2 = 24y

<C + Incosx
X cos’x X

Jogaby: y = + tg,x)z.

89.3y2=x+y*+1. Jogaby:x +y*+2=_Ce"

90. xy’dx = x*ydy. Jogaby: x* = 1 — % + Cex.
2 4 2
91. =4. Jogab =54+ y==.
X’y 4+ xy + 2%y ogaby:y = Cx e Y P
92.3y +y' + 2 =0. Jogaby:y=-++4+—1 y=1
}’+}’+x2 ogaby: y X+Cx%—xy X
r_ 2 a2 C oy — X
93. xy —(2x+ 1)y +y x*.  Jogaby:y x+C+x
6. Doly differensially deflemeler
Eger
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (1

deiileméninl ¢ep bolegi kdbir /' = F(x,y) funksiyanyn doly differen-

sialy, yagny dF P(x,y)dx + O(x,y)dy bolsa, onda (1) detilemi doly
Bu yagdayda (1) denlemam dF(x,y) = 0 gorniisde yazyp, ol deni-

leménin umumy integralyny taparys. F' = F(x,y) funksiya {igin:

_ oF oF o _
dF =S ~dx + 5 dy = P(x,y)dx + Q(x,y)dy.

Deiilik esasynda seyle denlikleri alarys:

oF _ OF _

Asakdaky tassyklama dogrudyr.

(1) denileminin doly differensially denleme bolmagy ti¢in, P(x,y)
P(x,y) . 90(x.y)

we Q(x,y) funksiyalaryn kesgitlenen D yaylada ay I

lizniiksiz 6niimleri bar bolup,




oP(x,y) _ 9Q(x,y)
ay  ox 2)

sertin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. Eger (2) sert yerine yetydn
bolsa, onda (1) defilemininn umumy integraly asakdaky usullar bilen
tapylyar:

1-nji usul. 1) | P(x,y)dx integraly hasaplamaly we hemiselik
sanyf ornuna ¢(y) funksiyany almaly;

2) f P(x,y)dx + ¢(y) (*) funksiyany y tiytgeyan ululyk boyun-
ca differensirlemeli we alnan netijani QO(x,y) funksiya denillemeli ya-da

L Pey)de+e(3)f = 0(xy).

Sonky denlikden integrirlemegin hemiseligini girizmén ¢(y) funk-
siyany kesgitlemeli;
(*) jemi hemiselige denldp, umumy ¢oziiwini tapmaly ya-da

fP(x,y)dx +o(y)=C

2-nji usul. 1) f P(x,y)dx integraly hasaplamaly we hemiselik

sanyf ornuna ¢(y) funksiyany almaly;

2) f O(x,y)dx + ¢(x) = C. (*x*) funksiyany x tiytgeyan ululyk
boyunca differensirlemeli we alnan netijdni P(x,y) funksiya denlemeli
ya-da

aa—ny(x,y)dx = 0(x,y).

Soiiky denlikden integrirlemegin hemiseligini girizméan ¢(x) funk-
siyany kesgitlemeli; (**) jemi hemigelige denldp, umumy ¢oziiwini
tapmaly ya-da

f O(x,y)dx = C.
Hususy yagday 1) Eger

a%fP(m)dx = 0(x,y),



onda umumy integral

fP(x,y)dx =C

gorniisde alynyar.

04, xdx+ydy xdx — ydy
/7+y x?

Coziilisi: Denleménin ¢ep tarapynda birinji agza dx ikinji agza
bolsa dine dy saklar yaly 6zgertme gecirelin:

= 0 denlleminin umumy ¢ozliwini
tapmaly.

X Yy Yy 1 > —
———— - |dx+(——=—=——)dy = 0.
<\/xz+y2 XZ) (w/x2+y2 x )
Buyagdayda P(x,y)= % - lz;
X +y X
Yy 1
X,y) = ——0—— — —;
P xy 1. 09 _  xy 1
ay (XZ +y2>3/2 XZ’ ax (XQ +y2)% XZ’
?)]; %Q yerine yetydr. Diymek, deiileméninl ¢ep tarapy doly
differensial.
Integraly hasaplalyi:

[ Plx.y)dx = f(ﬁ_%yx =2+ Y+ 24 0().

Hususy Oniimi hasaplalyn:

1
X4y =+ o(y) + o)
Dy Lo 2
a%(w oy + % + §D(y)) = Q(x,y) bolan iigin defileméani
umumy ¢6ziiwi hususy yagdaydaky formula arkaly alynyar:
y 1 _
x’+y Tx



95. (3x* + 6xy*)dx + (6x°y + 4y’ )dy = 0.
Coziilisi: Bu yagdayda P(x,y) = 3x” + 6xy’;
O(x,y) = 6x°y + 4y,

oP _ .90 _

F 12xy; o 12xy.
oP _ 99 | rine yetyar. Diymek, denleménin tarapy doly dif-
ay_axye e yetyar. Diymek, denle ¢ep tarapy doly dif-

ferensial. 2-nji usuly ulanyp, integraly hasaplalyii:
fQ(x,y)dy = f(6x2y +4y")dy = 3x°y" + y* + o(x).
Hususy 6niimi hasaplalyii:
%(Wyz +y' + @(x)) = 6xy” + ¢ (x).
Alnan 6niimi P(x,y) funksiya denesdirip, ¢(x) funksiyany tapalyi:
6xy* + (x) = 3x" + 6xy%; ¢ (x) = 3x%; (x) = x°.

2-nji usul boyunca berlen denleménin umumy integraly diyip
alarys:
3y +y'+xt = C.

yvdx — xdy

96. xdx + ydy = prpgs.

Céoziilisi: Denleméni 6zgerdip, asakdaky gorniisde yazalyn:

__ Y X _
(x x2+y2>dx+(y+ x2+y2)dy 0.

O(x,y)=y+—5%—

Bu yagdayda p(x,y) = x — —2>—;
u yagdayda p(x,y) = x pEa prp

ai: yZ_xZ. QZ yZ_xZ
Iy (F+y) ()



oP _ 99
dy ax
differensial. 1-nji usuly ulanyp integraly hasaplalyn:

2
fP(x,y)dx = f(x — ﬁ)dx = x? - arctg% + ¢(x).

yerine yetyir. Diymek, defilemédninl ¢ep tarapy doly

Hususy 6niimi hasaplalyii:

(X et X X Ly
Alnan 6niimi QO(x,y) funksiya denesdirip, ¢(y) funksiyany tapalyn:
2
SIS =yt T P )=y P ()=

X +Yy X +Yy

1-nji usul boyunca berlen defileméiniti umumy integralyny, alarys:

X arcteX 4+ Y
> arctg y + > = C.

Eger (2) sert yerine yetmese, onda (1) denleme doly differen-
sially deileme déldir. Kébir hallarda bu deiileméini integrirleyji kopel-
diji atlandyrylyan z# = u(x,y) funksiya kopeldip, doly differensially
deiilemi getirmek bolar.

1-nji hal. Eger
oP _ 90

dy  ox
s 007" = qD X
0 (x)
bolsa, yagny gatnasyk difie x-e bagly funksiya bolsa, onda integrir-
leyji kopeldiji seyle kesgitlenyar:

p= e, 3)
2-nji hal. Eger
oP _ 99

B9y ox
—5 = ¢(y)



bolsa, yagny gatnasyk difie y-e bagly funksiya bolsa, onda integrir-
leyji kopeldiji

1= e “4)
formuladan tapylyar.
3-nji hal. Eger
oP _ 0
ayQ_;)x = p(x+y)

bolsa, yagny gatnasyk diiie x-e bagly funksiya bolsa, onda integrir-
leyji kopeldiji seyle kesgitlenyér:

u=e"9% z=x+y. 5
4-nji hal. Eger
oP _ Q9
dy  ox
e =D = o(x
30— P(xy)

bolsa, yagny gatnagyk dine x-e bagly funksiya bolsa, onda integrirley-
ji kopeldiji seyle kesgitlenyér:

u=e"9% z=xy. 6)
5-nji hal. Eger
w(22-20)
ay ox _ (ﬁ)
yQ —xp y

bolsa, yagny gatnasyk dine x-e bagly funksiya bolsa, onda integrirley-
ji kopeldiji seyle kesgitlenyar:

p o= o= % (7)
6-njy hal. Eger
(%%
0w = e EY)



bolsa, yagny gatnasyk diiie x-e bagly funksiya bolsa, onda integrir-
leyji kopeldiji seyle kesgitlenyar:

1= e z=x2+ )2 (8)
97. (> +y* +x)dx + ydy = 0

Coziilisi: P(x,y) = x"+y* +x; O(xy) =y;

AP _ 5, 90 _
ay—Zy, 9 = 0.
9P _ 90
dy Ix 2y—0
2 =2 = ¢(x),
Q-p y )
Ondaﬂzew(x)dzzefm:ezx.

Berlen denleménin iki tarapyny e**-a kopeldip, alarys:
(o + y* + x)e’xdx + ye’xdy = 0.
Bu denilemede (x,y) = (x> + y* + x)e’x; Q(x,y) = ye'x;

P _ oo D _ o

ay = 2ye™; I = 2ye™.

P _ 99

ady ox
differensial. 2-nji usuly ulanyp, integraly hasaplalyn:

[O(xy)dy = [ yerdy = %y%” +(x).

yerine yetydr. Diymek, denleménin ¢ep tarapy doly

Hususy Oniimi hasaplalyn:

%(%yze” + qo(x)) =ye” + ¢'(x).

Alnan 6niimi P(x,y) funksiya deniesdirip, p(x) funksiyany tapalyn:
yex+ (x) = +y +x)e’x (x) = (X +x)e'x;

o(x) = %xzez".



2-nji usul boyunca berlen deilleménin umumy integraly diyip,
alarys:

%yZez" + %xze”‘ = %ec ya-da (x*+)?)e> = ¢,

In[(x* + y)e’x] = Ine“; In(x* +y>) + 2x = C.

98. (3xy — 2y’ + 4y)dx + (2x — 3xy + 4x)dy = 0.

Coziilisi: Bu doly differensiallardaky denileme daldir.

AP _ 3. _ .00 4
y 3x — 4y + 4; - 4x — 3y + 4.
Integrirleyji kopeldijini tapalyn:
9P _ 90
dy Oox _ 3x—4y+4—4x+3y—4 _
yO —xP  y(2x* — 3xy + 4x) — x(3xy — 2y + 4y)
2%y — 3xy’ + 4dxy — 3x°y + 2xy’ — dxy  —x'y —xy’
_ x4y 1.
xy(x+y)  xy’
i"= oI — e%dz =z = xy.

Eger berlen denilemini u(x,y) = xy kopeltsek, onda doly differen-
sially deiileme alarys:

xy(Bxy + 2y* + 4y)dx + xy(2x — 3xy + 4x)dy = 0.
Denleméni ¢6ziip, onuit umumy integralyny taparys:
xX*y? +x*? + 2x32 = C.
Doly differensial denilemeleri ¢oziin:

99. 2xydx +(x* —y*)dy = 0. Jogaby: 3x*y —y* = C.

100. 2—902)xdx + (4?—6x3)ydy=0. Jogaby:x*—3x**+y*=C.



101. evdx — (2y +xe)dy=0.  Jogaby: xe” —y* = C.

102. %dx +(y* + Inx)dy = 0. Jogaby: 4ylnx + y* = C.

2 2 3
103, 35 EY g 2 FV 4,

Jogaby: x+y—+i C.

y

104. 2x(1 + /x> — y)dx — /x> —ydy = 0.

Jogaby: x* + %(x2 -y =C.

Differensial denlemeleri ¢ozln.

105. (x* +y*+ x)dx —xdy =0. Jogaby: x + arctg% =C.

106. ydx = (xdy + ydx)y'1 +y*. Jogaby: y1+y* = xy+ C.
107. x)*(xy' + y) = 1.
108. y2dx — (xy + x*)dy = 0. Jogaby: 2x°xy® — 3x* = C.

109 (y - Lax)+ @D

=0. Jogaby: y* =x*(C—-2y); x=0.
110. (x* + 3lny)ydx = xdy. Jogaby: (x> — C)y=2x;x=0.

111. y2dx + (xy + tgxy)dy = 0.  Jogaby: ysinxy = C.

112. y(x + y)dx + (xy + 1)dy = 0.

2
Jogaby: x?+xy+ln|y|= C; y=0.



113. 302 + Ddx + x(0? —x + 1)dy = 0.

Jogaby: —x + 1 =xy(arctgy + C); y=0.

7. Birinji tertipli we oniimine gora derejesi birden uly diffe-
rensial defilemeler
a) onlime goré algebraik denleme
Goy, y' 6nlime gord algebraik defileme berlen bolsun:
A" +AG) T +AY) T+ + ALY +A =0, (1)

buyerde 4, 4,4, A, |, A, —x wey gord funksiyalar. Eger (1) defi-
leménin »n sany hakyky koki bar bolsa, onda onlime gord »n sany deii-
leme alarys:

Y = Fy),y =AY,y = £y,
Goy, bu denilemeleriit umumy ¢oziiwleri tapylan bolsun:

o (x,y,C) = 0,,(x,y,C) = 0...,.,(x,y,C) = 0. 2)

114. y” — (x +y)y +xy* = 0 denleminiit umumy ¢6ziiwini
tapmaly.

Céziilisi: Oniime gori ikinji derejeli defileme berlen. Ony ¢oziip
onlimin iki bahasyny alarys:

;L x+ v £ /(x4 y Y — dxy? x4y t(x—y).

y - 2 - 2 s
y'=x y =)
Soniky iki denleméniit umumy ¢6ziiwini tapalyii:
I = Q —_ — _ L 2
V=X o= dy =xdx, y= 7 X + C.
P dy _oody 1 _ 1
y =Yy, dx_y’ y2_dx’ y_'x C y_c_x

Onda (2) esasynda berlen denleméniii umumy ¢6ziiwi

(r=g¥=C)p-¢gly) =0




115. y*=7y'+6=0.
Céziilisi: Oniime gori iigiinji derejeli defileme berlen:
yi—y'—6y'+6=0,
yor-D-6('-1)=0 ('-DHO +1)-6],
0'=-DO+y'=6)=0, ('-DO'+3)('-2)=0.
Sonky denleme ii¢ differensial denlema ekwiwalentdir:
y'=1, y'=-3, y'=2
Bu denlemelerin her birinin ¢6ziiwini tapalyii:
y=x+C, y=-3x+C, y=-2x+C.
Onda (2) esasynda berlen defileméniii umumy ¢oziiwi
G-x-O@ +3x-O@y-2x-0C =0,
(-0 —0((y-0) +3x)((y - O)—2x) =0,
y-CyP—-7x*(y—C) + 6x* = 0.
Asakdaky denlemeleri ¢oziin.

116. y2? +yy'—x* —xy=0.

Jogaby: (y —%2 + C)(x+y —1+Ce)=0.

2
17, y2 4 2y 4 2

118. xyy”? — (> —y*)y' +xy=0. Jogaby: (y— Cx)(*—x*—C)=0.

=0. Jogaby: (xy — C)(x*>y — C)=0.

119.y*y® —a*=0. Jogaby: (y* + 2ax — C)()* —2ax— C) = 0.
120. y®* + (x +y + a)y” +(ax + ay + xy)y'—axy = 0.

Jogaby: (y — ax — C)(y — x?z - C)(y — Ce").



b) argumentine gora ¢oziilen denilemeler.

x =fyy). (1
y' = p alyp, tize iiytgeyin ululygy girizelinn. Onda
x =fp). (2)
Bu denligin iki tarapyny hem y boyunga differensirlédp, alarys:
dx _ O | fdp,
dy 9y  dpdy’
de _ 1 _ 1 of  of dp
=— bolany iicin — + -~ ya-da
dy —dy ~p v i 19 oy Topdy Y
dx
19
dp _ poy _
ap

Eger (3) delleménin umumy ¢oziiwini: p = ¢(y,C) tapyp bolsa,
onda ony (2) denilige goyup berlen denileménin ¢oziiwini taparys:

x =fly.(p( )] ya-dax = &(3,C). “4)

Eger (3) denleménin umumy ¢ozliwini p gord anyk gorniisinde

yazyp bolmasa we (2), (4) deiilemelerden p-ni yoklap bolmasa, ony
y = g(p,C) gorniisde alyp bolsa, onda berlen defilemdnin umumy

¢Ozliwini parametrik gorniisde alyp bolar.

121. x = y/1 +y”° —
Coziilisi: Goy, y' = p onda

x=y/1+p*—yp. *)

Sonky denileméni y boyunga differensirldp, alarys:

_ / 2 d dp

va-da (cinki “* = —):
y (¢ »

dy



dp
=1+
Py %dy Py

p dp ;1
— £ [V E i l+pPP -2 —p=0.
y(,/1+p2 )dy P=p=F

Sonky deilemede liytgeyan ululyklary boleklalin:

p(p—+1+p’)dp +dy 0.
JI+p /1 +p(p—y14+p°)

Bu yerden:
l+p y
ﬂ‘l'l;ij";y:o; —%ln(l+p2)+ln(]=ln)’;
2
In(1+p*) —2InC =~ 2lIny, 1+P2:(§>2’ P= gz_

p-niil bahasyny (*) defilemd goyup, berlen defileminiii umumy

¢cOziiwini alarys:

2
x:yg—y (G ya-da x=C—/C*—y’1.

y 2

122, xy”=1+y".

Caoziilisi: Deiilemeden x tapalyn: x = —;
Goy, y' = p onda:

x=1tP ()

Soniky denileméni y boyunga differensirlédp, alarys:

dx _p =3p°(0+p)dpdp 1 _ —2p'—3p’dp
dy P’ dy’ p 2 dy




dy = (—% - %)dp-
pp

Denleméni integrirldp alarys:

2.3
——= 42 4C
y==t

Berlen denileminiii parametrik gérniisde umumy ¢oziiwini gu-
ralyi:

1+p 4p + 3
X p2 , Y 2[?2 +
123. xy'=1 + y"”. Jogaby: y+ C=In(x+vx’+1).

124. x = ay’ + by”.

Jogaby: x = ap + bp’, y=C+ %ap2 - %bﬁ.

125. x = (')’ + 1. Jogaby: (x — 1) = 27 (y Cy.
126. (1 —x)y? +2y'(x—1)—x=0.
Jogaby: (y —x + C)* =4(1 —x).

127. x(1 +y*) =1, y(0)=-2.
Jogaby: y — 2 = V' x — x> = arcsin v x.

7. Funksiya gori c¢oziilen defilemeler

y =fxy). (1
Goy, y' = p onda
y =fx.p). 2
Soinky denileméni x boyunga differensirlédp, alarys:
9

dy _of ofdp . . dp Py
" Tapde VR Ty o
ap




ch F(x,p). 3)

Eger (3) denleménin umumy ¢oziiwini:

p = ¢, 0).

Gorniisde tapyp bolsa, onda ¢(x,C) p-nin ornuna (20) denlige
goyup (1) denileménin umumy ¢6ziiwini tapyp bolar:

y =fMx 0 C)].

Eger (3) denilleméniil ¢ozliwini x = y(p, C) gorniisde tapyp bolsa,
onda (1) denileménint umumy ¢oziiwi parametrik gérniisde alynyar:

x =y(p,C); y=flyp,O),pl

128. y = ('Y + (')
Coziilisi: Goy, y' = p, onda y = p* + (2p)’,

dy _ ., dp 2dp. ., dp 2 dp _ 2
i Zpdx+6p s p= 2pd +6pd, x=2p+3p +C.

Onda berlen denleminiit umumy ¢oziiwi parametrik gorniisinde
yazylyar:
x=2p+3p*+C y=p*+(2p).

Bu defilemé x = 0 hem kanagatlandyryar. x = 0 — defileméanin ay-
ratyn ¢Oziwi.

9. Lagranzyn denlemesi

Y =x0(") + w(). (D
Goy,
y'=p,y=xp(p) + y(p). (2

(2) denlemaéni x boyunca differensirldp, alarys:

Z— = o(p) + x¢’ (p) L (p)dp



, , d, , d
ya-da p = @(p)+xe (p)—p + (p)d—i;

’

d . ) )
x o) =7 0. (3)

o(p)—p
Goy, x = f(p,C) funksiya (3) ¢cyzykly denilemaninn umumy ¢oziiwi
bolsun. (20) denlige x-in ornuna f{p,C) funksiyany goyup, alarys:

x=fp.C) ~xp(p) + y(p); ya-da y = P(p,C).
Seylelikde, x we y iiytgeyanler p-nin {isti bilen tapyldy. Diymek
Lagranzyn differensial denlemesininn parametrik gorniisinde umumy
¢Oziliwi tapyldy:
x=fp,C);y = P(p,C).

Bu iki defillemeden p parametri yoklap, defileménin umumy ¢o-
ziwini taparys:
Fx,y,C) =0.

129. y=2xy'+ (v")’. (D

Céoziilisi: Berlen denilleme Lagranzyn denlemesidir. Goy, y' = p
onda

y=2xp +p’. 2)
(2) denileméni x boyunca differensirldp, alarys:
dy _ dp 5 .dp. »dp
e 2p+2xd +3pd p—2p+(2x+3p)dx
ya-da
P+ 2x 3" = 0, 3)

(3) ¢yzykly deiilemanin umumy ¢oziiwi

_C _ 3.,
X = pz 4 . (4)
(2) denillemé x-in bahasyny goyup, alarys:
C 32\ p
y—2p<p 4p>p +p )

30. sargyt Ne 1573



(4) we (5) deilikler (1) defileménin parametrik gérniisde umumy
¢coziiwini kesgitleyér:

_C 3, ,_2C_ 1.
10. Kleronyn deflemesi
y ="+ y().
Goy, y' = p onda:
y =xp +y(p).
Sonky deilleméni x boyunca differensirlép, alarys:

Zy p+x—+1ﬁ(p) o P = p+ [X+1ﬁ(p)]

dp ()] =
a[x +9'(p)]=
Kopeldijilerin her birini nola denlép, iki defileme alarys:
dp _ . (1) =
Do =0 Da+P(p)=0.

1) Birinji deiilemeden alarys: p = C. Berlen defilemdniii umumy
coziiwini alar yaly y = px + y(p) denlikde p-nin ornuna C goymaly:
y =xC+y(C).

2) Ikinji defilemeden: x = — y/'(p).

x =—vy'(p) we y =xp + w(p) denlemelerden p-ni yoklap, alarys:

PD(x,y) = 0. 3)

Bu coziiwe hemiselik girmeyir. (3) ¢oziiw — Kleronyn denle-
mesinin ayratyn ¢oziiwi. Denleménin ayratyn ¢oziiwini almak {i¢in
umumy ¢6ziiwi C boyunca differensirlemeli we

y=C+y(0), 0=x+yl0),
dentllemelerden C-ny yoklamaly.

130. y = xy/ 21y,. (1)

Coziilisi: y"-it ornuna C goyup, deiileméniil umumy ¢oziiwini
alarys:



y=xc— b )

(2) denligi C boyunca differensirldp, alarys:

02x_21c2' 3)

(2) deniligin iki tarapyny hem kwadrata goterelin:

2: 2C2 1 4
y=xCtat 4

(3) detilikden: C* = 1 Onda (4) denlikden :

2x
YV =xC+x+ 11,
4~5
21 1
y =X +x+2x,

y* = 2x berlen denleménin ayratyn ¢oziiwi.

Asakdaky denlemeleri integrirlan:

131.y =x(1 +y)+y?%  Jogaby: {x =2(1-p)+Ce”,
y=2-p*+Ce" (1 +p).

132. y =xy? +y”. Jogaby: y = (Vx+1+C).
133.y=xy' +y' -y~

Jogaby:y =Cx + C—-C* x*+4y=0.

134. y =xy —ay1 +y”.

Jogaby: y = Cx —av1+ C*;, x*+)y*=d’
xzi(lnp+C)

135. y = 2xy" + % Jogaby: g
E(

Inp+C)+ —.
p )p



§ 3. Yokary tertipli differensial deiilemeler.
Kibir n-nji tertipli integrirlenyiin differensial
denlemelerin gorniisleri.

Tertibi peseldilyin defilemeler

1. y™ = f{x) gorniisdiki detileme. Uzniiksiz f{x) funksiya ii¢in bu
deiileménint umumy ¢6ziiwini n gezek integrirldp talarys:

o = ff(x)dx+ C.,
- 2>fff Ydxdx + Cix + C,,

y= fff(x)dx dX—Cl( 1)+ .+ Coi+ G

Alnan funksiya berlen deiileméniit umumy ¢oziiwidir. Bu ¢oziiw-
de kesgitsiz integrallary yokarky ¢égi tiytgeyanli kesgitli integrallar bi-
len ¢algyrmak bolar, yagny ony:

y_f ff(x)dx dx_cl( 1) + ot Coi+C,

gorniisde yazmak bolar. Kosinin,

formulasyny peydalanyp, umumy ¢6ziiwi:

n—2

= # _ n—1 X X"t
Y= e O+ G GGkt
+Cn—l + Cn

gornligde yazarys. Eger berlen defileménifi
yo) = yo ¥(x0) =y ) =yt (D)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edil-
yéan bolsa, onda berlen denleméni yzygiderli n gezekden x-e ¢enli in-
tegrirldp, bu meselédnin ¢oziiwini taparys:

468



(n

y:(n—lil)!f,m( — )" 1f([)dl+( 1);(X—xo"_'+...—|—
+}’5(X—xo)+y0

ya-da

* ne1 (i) .
T Ty S L)

136. y""=sinx + cosx, ¥(0)=2, »'(0)=1, »"(0)=0.
Céziilisi: Ug gezek yzygiderli integrirlép, alarys:

y"=—cosx +sinx + C,

L.
y'=—sinx—cosx + Cx + C,

2
y = cosx — sinx + Cl% + Cox + G,
Indi berlen denleménin y(0) = 2, »(0) = 1, »"(0) = 0 sertleri
kanagatlandyryan ¢oziiwini tapalyn. Bu sertleri ulanyp, nédbelli he-
miselikleri tapmak ti¢in defilemeler sistemasyny alarys:

2=1+C
1:—1+C2,:>C1:1, C2:2, C3:1
0=—1+C.

Seylelikde, denleménin berlen sertleri kanagatlandyryan hususy
¢Ozliwi:
1

2x2+2x+1.

y = cosx — sinx +

F(/D), y) gorniisddki denileme. yV = z ¢alsyrmany ulanyp, bu
deiileméni F(z,z) = 0 gérniisde yazarys. Eger alnan defileméninn umumy
¢Oziiwi: z = ¢(x,C\) bolsa, onda ¢alsyrmanyi esasynda 1-nji gor-
niisdiki: yV = ¢(x, C\) differensial defilemini alarys.

137. 7" = /1 +(y") defileminifi umumy ¢oziiwini tapmaly.



Cﬁziilisi y" = z ¢alsyrmany ulanyp, birinji tertipli 2’ = v'1 + 2

va- da 92 =1+ 7* defilemini alarys. Uytgeyinleri ayyl-sayyl ede-

d
lin we alnan defilleméni integrirlalin:

dz dz
= dx, =x+C. 2
v1+7 f¢1+z2 @)

z = sht, dz = chtdt ¢alsyrmany ulanyp alarys:

chtdt ~ _ o dz _
fﬁJrshzt_JH—Cyadaxdx Z

Diymek, z = sh(x + C|). Ony y" = z defilemede ornunda goyup,
alnan y" = sh(x + C)) defillemini iki gezek yzygiderli integrirlélif:

y'=ch(x+C) +C,
y =shx+ C) + Cx + Cs.

3. F(x,yh, yk=b | y0) =0 gorniisddki denleme. Eger y® = z
calsyrmany ulansak, onda

(k+ D=z y(k+ D=z" y(n) = 7=k (3)

bolar we sonuf {i¢in berlen denileme F(x,z,z’,...,z"~P) = 0 gérniisi alar.
Eger alnan n — £ tertipli bu defileménin umumy ¢oziiwi:

z =9, C,C,.,C ) bolsa, onda y¥ = z ¢alsyrma boyun-
¢a l-nji gorniisdaki: y¥ = ¢(x, C,, C,,...,C, ) defilemini alarys. Bu
dentlleméni k gezek yzygiderli integrirldp, berlen defileménin umumy
¢ozliwini taparys.

138. xy" — y" = 0 denlemanin umumy ¢6ziiwini tapyn.

Coziilisi: y" = z calsyrmany girizelin, onda y” — z' bolar we ber-
dz
P dx
; defileméni alarys.

len denleme xz'—z = 0 gorniisi alar. Bu denleméni x—=*
dz

= z gorniisde

yazyp we iiytgeyanlerini ayyl-sayyl edip,
Ony integrirlép,

In|Z] = In|x| + In|C| ya-da z = C x,



deriligi alarys. Belgilemdni goz 6niinde tutup, y"” = Cx defileméni
alarys. Ony dort gezek yzygiderli integrirlalin:

4! 2
X’ X X’
y = C1§+C2?+C37+C4X+Cs
ya-da - B B
y=Cx"+ Cx’ + Cx’ + Cix + Cs,
buyerde: ¢ = &, 6. =&, =&

517 3 T

4. Fy', y",..., y") = 0 gorniisdéki deilleme. y' = z ¢alsyrma ula-
nylyp, berlen defileménin tertibi bir birlik kemeldilyér. Bu yerde téze
girizilen z liytgeydn y-e gord funksiyadyr: z = z(y). y' = z(y) deiiligi
differensirldp alarys:

”_dz_dzdy dz

dx  dydx ZE’

- )= B = 4] <5

dx  dx\"dy dy\ " dy ) dx dy dy’
_ (dz 2 d’z
B Z( dy) Ty

we suna menzeslikde beyleki yokary tertipli oniimleri taparys. Olary
berlen denllemede ornunda goyup, (n — 1) tertipli defileméini alarys.

139. y" + (y')* = 2e” defileméniit umumy ¢oziiwini tapmaly.

Cozillisi: y' = z(y) y" = Z% calsyrmalary ulanyp, z liytgeyéne

gord birinji tertipli zﬂ + z* = 2e™’ deiileme alarys. z> = u ¢alsyrmany

dy



1 du _ e
2 dy +u = 2e” ya- -da 41 dy + 2u = 4e™’ ¢yzykly denlemini

alarys. Bu denlemanln umumy ¢Oziiwini taparys:

U= e’“"y féle”e”dy + Cl) = e’2y<4fe’yezydy + C1> =e?(4e +
+C1) = 4e_y + C]y_Qy.

ulanyp,

Ony ulanyp,
(YY=y=4de’'+Ce”yaday =+v/4de’' +Ce?”.

Birinji tertipli defileméni alarys. Ol tliytgeyéanleri ayyl-sayyl edil-
yan denlemedir. Onun iiytgeyénlerini ayyl-sayyl edip we alnan den-
leméni integrirldp, onuil umumy ¢6ziwini taparys:

dy _ vae'+ G ifie b _xic

a« & vde' + C
1 d(eyC1> = =
+ [ 2= — x4+ +ve'+Ci =x+ —
+ 2[ il x+C, /e +Ci=x+C, (C—Cl4)
ya-da

e+ C=(x|+GC), y=Inlx+C)*=Cl.

140. y”':%, y)y=1, y(1)=2, y"(1)=—2.

2
Jogaby: y = lenx — %xz — %

141. y" = sinx, y(%) =1, y'(% =2, y”(%) = y”’(%) - 0.
Jogaby: y = sinx —I—%
142.y" =¢e* y(0) =0, y(0)=2, y"0)=-2, »"(0)=-1,

»(0) =2
cy = L 1 e 5,5 23> 33 1
Jogaby: y = zy €+ (e X' = Spx = N = TN~ 5y



143. y" = 2€08x Jogaby:y = Insinx + C, + Cox + Csx’.

Sin-x

144. V1 +x*y" —1=0.
Jogaby: y = xIn(x + V1 +x*) = V1 +x* + C + Cox.

145. y"' = arcsinx.

Jogaby: y = %xQ arcsinx + %x«/ 1—x* + %arcsinx + G + Cix.

146. (1 —x*) y"—x y'=2.

Jogaby: y = arcsin’x + C| arcsinx + C,.

147.y"=ay'.  Jogaby:y = Cie‘x + C..

148. y’ =1+—x(1y__x2x), »0)=1, y'(1)=%-

Gorkezme: y' = p(x) ornuna goymanyil komegi bilen berlen

v - v . RI d_p _ X 1= 2x?
denleméni ¢yzykly denlema getirelini: g P="" el
Jogaby: y = %xz + Ciarcsinx + C,, y = %xz arcsinx + 1.

149. y"—2x(x*—y")=0. Jogaby: y = %x“ + C fe”‘zdx + G,

150. y'y" — /1 +y? = 0.

Jogaby: y = X_Tcl (x—Cy—-1- %ln[(x -C)+

+ (X—C1)2—1]+C2

151.y"? =y".  Jogaby:y = %(x —C)+0C.



Y | | Y2 +C -G
152.y" =ae’. Jogaby: x + C, = 1
g gaby: x+ o= e 4 G A VG

153.y"”+2yy"=0, (1,1) koordinataly nokatdan ge¢yédn we birinji
koordinata burcunyn bissektrisasyna galtagyan integral egrini tapyn.

Jogaby: y = ﬁ(?)x —1).

154. y" =

Jogaby: x + =2 («/7 —2C)/y + C..

a\~

1555 = L1y, w0 =y =0,

Jogaby: y = — alncos% ya-da e%cos% = L.

156. yy" =y?.  Jogaby: y = C,e“*, bu yerde ¢ = C,.
157. yy" = 2yy'Iny = y”. Jogaby: y = ¢y = C,
159. y3y"=—1.

Jogaby: y1 + Ciy’ = C + Cx, buyerde C, = CC,.

160. y’ = 1

3y3/7 '
Jogaby: —(Cl — 21+ Gy =£(x+C).

161.y""—y'=0, Jogaby:y = C + C.e* + Cse™™.

162. y"' — a’y"=0. Jogaby:y = Ci + Cox + Cie“x ++ Cse™™



§ 4. n-nji tertipli ¢cyzykly differensial defilemeler

1. Hemiselik koeffisiyentli birjynsly denlemeler we olaryn
coziilisi
Y +ay" "+a,y +ay=0 (1)

deiilemi n-nji tertipli hemiselik koeffisiyentli birjynsly ¢yzykly den-

(1) denileménin ¢oziiwini
y = ex(k = const) 2)
gornilisde gozlilin.Bu funksiyany we onun
y =ké'x,y = k'e'x,....,y" = k"e'x
ontimlerini (1) defilemede ornuna goyup, alarys:

ke +ak''e'x+ -+ a, ke'x + a,ex =0

ya-da e‘x(k"+ ak"' + - +a,.k+a) = 0.
(2) funksiyanyn (1) defileménin ¢oziiwi bolmagy ti¢in
kn+alkn_1+"'+an—lk+an:O (3)

deiiligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

------

Bu n-nji derejeli algebraik denileminiii n sany koki bardyr, olaryn
icinde gabat gelyanide, kompleks san bolyanyda bolmagy miimkin.

Haésiyetlendiriji denleménin » sany diirli hakyky kokleri bar. Bu
kokleri ki, k, ... k. (ki # k;,i # J) bilen belgildlin. Bu koklere degisli
(1) denileménin ¢oziiwleri:

kix kaox knx

y=e" ym=e" . ym=e" 4)

funksiyalar bolar. Bu funksiyalar [a,b] kesimde ¢yzykly bagly daldir.
(1) denileménin umumy ¢oziiwi

y = ce'kx) + c.e'k.x) ++ coe(k.x) ®)

formula boyunca kesgitlenydér.



163. y""—2y"” —3y'= 0 denleménin umumy ¢ozliwini tapmaly.
Coziilisi: Bu denleminin hisiyetlendiriji defilemesini yazalyn:
=2k -3k=0.

Onun kokleri k, = 0, k, = — 1, k, = 3 bolar. Sofia gord berlen
denileménin umumy ¢oziiwi

y=c+ e+ celx.

Goy, hisiyetlendiriji denleménin kokleri hakyky sanlar bolup,
olaryn m sanysy 6zara den, beylekileri diirli bolsun:

kl - k2 = = km, km+1, km+2,...,kn.

Berlen denleménin olara degisli ¢oziiwleri:

km+1x

_ X . kix —  hix _ _cknx
y=e, =€ ,.y ¢,y ., =€ P

bolar. Bu ¢oziiwler ¢yzykly baglydyr, sebidbi m sany ¢oziiw gabat gel-
yar. m sany gabat gelydn ¢ozliwlere m sany ¢yzykly bagly dal
yl — ekyxx’yz — Xeklx’ .. ~,ym — xm—le/qxx
coziiwleri degisli edip bolar, seylelikde
yo= ey = xe", .y, = x" e

km + 1x knx

ym+1 =€ ,'--,yn:e”;
yl — elax,y2 — xeklx’ “.,ym — Xm—leklx,ym+l — ekaX’ ---,yn — eknx
coziiwler ¢yzykly bagly déldir. Berlen deiileméniii umumy ¢oziiwi:
_ kix kix m—1 _kix kmy1x knx
y=ce"+oxe" + .+ X" e e+ Ll
ya-da
y=(c+ x4+ +cax" e+ e+ et

funksiya bolar.

164. y"" —2y" + y'= 0 denilemédnin umumy ¢6ziiwini tapmaly.



Coziilisi: Hasiyetlendiriji defilemesi: &* — 2k + k= 0. Bu den-
leménin ¢oziiwleri ki = k» = 1, ks = 0 bolar. Umumy ¢o6ziiwi yazalyi:

y=(c+ cx)e’ + Cs.

Goy, hiésiyetlendiriji denleménin koklerinii arasynda komp-
leks sanlar hem bar bolsun: ki = @ — if8, k» = @ + if. Olara degisli
¢oziiwler:

ki

yl — x e(a—i[s’)x

= ¢“(cos Bx — isinfx),
y, = € = “"P" = ¢™(cos fx + isinpx).

Onda y, = e¢“cosfx, y, = e“*sinffx funksiyalar berlen defilemé-
nin ¢oziiwleridir.

Goy, hdsiyetlendiriji denlemanin galan ks, ks, ...k, kokleri diirli
we hakyky sanlar bolsun, onda berlen defillemdniii umumy ¢oéztiwi

y = (cicosfx + c:sinfix)e™ + c;e + ... + c.e™.

165. y"" +4y" + 13y’ = 0 denleménin umumy ¢6ziiwini tapmaly.
Caoziilisi: Bu denleménin hésiyetlendiriji defilemesi
kK’ + 4k* + 13k = 0, onun kokleri A, =—2 — 3i, A, =— 2 + 3i,
As = 0 bolar. Ol kokleri ulanyp, defileménifi umumy ¢oziiwini ya-
zalyn:
y = (cicos3x + ¢:sin3x)e™ + ¢s.

2. Birjynsly dil hemiselik koeffisiyentli ¢cyzykly deiillemelerin
hususy we umumy céziiwlerinin tapylysy
Hemiselik koeffisiyentli birjynsly dil

Y+ ay" V4 a Yy +ay = f(x) (6)

defilemi garalyt, bu yerde a.(k = 1,n) hakyky sanlar, f{x) bolsa [a,b]
kesimde tizniiksiz funksiya. (6) defilemd degisli bolan birjynsly den-
leméni yazalyn:

(n) (n—1)

YW+ay" "+ +a,—ly +ay=0. (7)

Eger (7) defileméniii umumy y, ¢6ziiwi we (6) defileméniii haysy-
da bolsa bir y, hususy ¢oziiwi belli bolsa, onda y, + y, funksiya (6)



denillemanin umumy ¢oziwidir. (7) defilleménii umumy ¢ozliwinin ta-
pylysyna (1)-de seredipdik. (6) denileménii hususy ¢oziiwi funksiya-
nyn diirli gérniisleri ticin ndbelli koeffisiyentler usuly bilen tapylyar.

1) f(x) = e“P.(x), buyerde P,(x) n derejeli kopagza.

Eger a san degisli hésiyetlendiriji deiileménin koki dil bolsa,
onda y, = ¢ (0.(x) bolar, bu yerde n derejeli Q. (x) kdpagzanyn koef-
fisiyentlerini kesgitlemeli.

166. y"" —y" + y'— y = x*> + x denlemédnin umumy ¢oziiwlerini
tapmaly.

Coziilisi: Ilki bilen bu denileméanin birjynslysynyn umumy ¢ozii-
wini tapalyn. Onun {¢in ilki hésiyetlendiriji defilemesinii koklerini
tapalyn.

E-kE+k—-1=0=2k=1, h=—1i, k=1,

diymek:
Yo = Cie" + ¢2CoSX + ¢;SinX.

Hususy ¢oziiwi
y=ax’+bx+c

gdrniisde gozlilin. Oniimlerini tapyp, berlen defilemede ornunda goyup,
yi=2ax+b, y'=2a, y =0,
0—-2a+2ax+b—ax*—bx—c=x"+x,
—ax’+Ra—-b)x—2a+b—c=x"+x

denligi alarys. Bu denlikden x-iii deni derejelerinii koeffisiyentlerini
denlép, a ,b, c sanlary tapmak {i¢in defilemeler sistemasyny alarys:

—a=1,
2a —b =1, ,a=—1,b=—3, c=—1.
—2a+b—-c=0.



Olary ornunda goyup, hususy ¢6ziiwi taparys:
y=—x"—3x—1.
Sonun ii¢in berlen denileménin umumy ¢oziiwi:
y=y+y=Cex+ Cycosx + Cssinx — x> — 3x — 1.

Eger a san hisiyetlendiriji denileméanin m kratny koki bolsa, onda
hususy ¢oziiw: y; = x"e“Q,(x) gorniisde bolar.

167. y" + 7y’ = e — 1x defllemanifi umumy ¢6ziiwini tapmaly.

Coziilisi: Bu denlemé degisli birjynsly denleméanin umumy ¢o-
ziiwini tapmak ii¢in onun hésiyetlediriji denlemesinin koklerini ta-
palyn:

K+7Tk=0=k=-—"7k =0.

Sonun ii¢in birjynsly defileménin umumy ¢oziiwi:
Yo = C1€_7x =+ Cz.

@ =— 7 sanyn hésiyetlendiriji defilemesinii bir koki bilen gabat
geleni ti¢in berlen defileménifi hususy ¢oziiwi yi = axe ™ gorniisde
bolar. Bu funksiyanyn 6niimlerini tapyp, berlen deiilemede ornunda
goyalyi:

v =ae " —Taxe ™"

Tx

, v =— l4ae™™ + 49axe ",
14ae ™ + 49axe™™ + Tae™™ — 49axe ™ = e ™.

Bu yerden a sany taparys: —7a=1,a = — % Onda hususy ¢oziiw

Vi = —%xe‘”. Seylelikde, deiileméniii umumy ¢oziiwi
y=y+n=0Ce "+ C,— %xe’“.

2) f(x)e”(P.(x)cosfS + R, (x)sinpx).

Eger a + iff kompleks san hisiyetlendiriji denlemanin kokleri
bolmasa, onda hususy ¢oziiw: y, = ¢“ (O (x)cosS + Si(x)sinfx).

gorniisde bolar, bu yerde k = max{n,m}.



168. y"+ 25y = cosx denileménin umumy ¢oziiwini tapmaly.
Couziilisi: k£, +25=0, k, = 5i, k, = — 5i . Sonuf tigin
Yo = Cicos 5x + C;sin 5x

funksiya birjynsly deflleméniit umumy ¢oziiwi bolar. Onuil hususy
¢Oziiwi: y, = acosx + bsinx gorniisde bolar. Ol funksiyany we onufi

y'=—asinx + bcosx, y'=-—acosx— bsinx

onlimlerini berlen deiilemede orunlaryna goyup, nédbelli a we b
hemigelikleri taparys:

—acosx — bsinx + 25acosx + 25bsinx = cosx

24acosx + 24bsinx = cosx, a = 21—4, b=0,

Seylelikde, hususy we umumy ¢oziiwler seyle bolar:

Y= 21—4005x, y = Cicos S5x + C,sin 5x + Lcosx.

24

Eger a + if kompleks san hédsiyetlendiriji denleménin » kratny
koki bolsa, onda denileménin hususy ¢oziiwi seyle gorniisde bolar:

yi = x"e"(Qu(x) cosx + Si(x)sinx).

169. y" +y = sinx — cosx defileménifi umumy ¢dzliwini tap-
maly.
Coziilisi: Hisiyetlendiriji deflleméni diiziip, onunl koklerini ta-

palyii:
kK+1=0=k =—1ik =i, sonui lgin birjynsly defileméniti
umumy ¢Oziiwi:

yo = Cicosx + Cssinx.

Berlen deflleménin hususy ¢oziiwi y, = x(acosx + bsinx) gor-
niisde bolar. Defllemédni we onun 6nlimlerini berlen defilemede ornu-
na goyup, ndbelli hemiselikleri taparys:

yiacosx + bsinx + x(—asinx + bcosx),
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yi =— 2asinx + 2bcosx + x(—acosx — bsinx),

—2asinx + 2bcosx — x(acosx + bsinx) + x(acosx + bsinx) =

= sinx + cosx,

—2asinx + 2bcosx = sinx — COSX,

—2a=1, 2b=—1lma=—L p=—

1 1
2’ 2"
Seylelikde,

= —%x(cosx + sinx),

y=yo+y = Ccosx+ C,sin — %x(cosx + sinx).

3. Cyzykly differensial denleméni ¢6zmek iicin Lagranzyn
usuly
Eger

y(n) + Pl(x)y(”*l) +--+P)y=0 (8)

defilemanin y,(x) hususy ¢oziiwi belli bolsa, onda y =y z belgileméni
girizip, defileménin tertibini bir birlik kemeldip bolyar, alnan defileme
hem ¢yzykly denilemedir. Eger (8) defileménin k sany hususy ¢oziiwi
belli bolsa, onda bu defileméanin tertibini & birlik kemeldip bolar.

Eger (8) denlemidnin umumy ¢oziiwi belli bolsa, onda onun ko-
megi bilen:

Y+ P(x)y" o+ Pox)y = f(x) )

------

Goy, y = Ciyi + Goy, + -+ + C,y, funksiya (8) defilemédnin umu-
my ¢6ziiwi bolsun. (9) defileménin ¢éziiwini:

y=C@y+ )y, ++ C(x)y, (10)

gorniisde gozlenilyér, bu yerde C,(x) C,(x)...., C (x) funksiyalar hézir-
likge ndbellidir. Olary tapmak iicin ilki bilen
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2O+ G+ .+ y,C =0,
y1,C1,+ yz’CZ,: .= yn'Cn': 0

(n 1>C n 1)C2,+ e +yn(nil)cn’:f(‘x)'

sistemadan olaryii C,(x)(k = 1,n) éniimlerini kesgitl4lin:

dCy _ _
= ou(x),i = 1,n

sofira olary integrirldp, funksiyalarynl 6zlerini taparys:
Colx) = f@(x)dx +Ci-(k=1,n),

bu yerde C. = (k= 1,n) erkin hemiselikler. Tapylan C. = C.(x)
(k = 1,n) funksiyalaryi bahalaryny (10) defilemede ornunda goyup,
(9) denileménin umumy ¢ozliwini taparys.

170. Hususy ¢6ziiwi y, = % bolan

xy" +2y+xy=0
dentllemanii umumy ¢ézliwini tapmaly.

Coziilisi: y = % licin y = Sl;lx z calsyrmany girizelin, bu

yerde z — tdze gozlenydn funksiya. Funksiyany we onun 6niimlerini:
y=yz Y =yz+yz, Y =yz+207 +ynz
berlen deiilemede ornunda goyup, alarys:
(", + 2y +xy)z +xy 2"+ 20y, "+ )2 = 0
y,-ifi berlen denlleménin ¢dziiwi bolany Ugin, xy" + 2y, "+ xy, = 0 bolar
we deilleme seyle gorniisi alar:
xyz"+2xy, " +y)z' =0
n= % bolany tigin bu yerden z"sinx + 2z'cosx = 0 denle-

+ 2 LO08X COS X

sinx = = (0 gornilisde yazyp we

mini alarys. Alnan defilemini <~
sofira integrirldp taparys:



In|z] + 2In|sinx[InC| ya-da z'sin2x = C,.
Denleménin tiytgeyénlerini ayyl-sayyl edip, ony integrirlélin:
x=—Cctgx + C, ya-da z = Cictgx + Co(C, =—C).

Tapylan z-1 ornunda goyup, berlen denleménin ¢oziiwini taparys:

y = C COS X +C, Sinx )
X X

171. y" +y = colm defileménin umumy ¢oziiwini tapmaly.

Coziilisi: Ilki bilen y"” + y = 0 denleminin umumy ¢oziiwi-
ni tapalyn. Onun ii¢in bu denleménin hasiyetlendiriji defilemesinii
kokiini tapalyii:

K+1=0=sk=—1i k=IL

Sonun iigin y, = Cicosx + C,sinx. Indi berlen denileménin umumy
¢ozliwini tapalyn. Onun tigin C, = C;(x), C, = C.(x) hasap edip, ony

y = Cicosx + C,sin (11)
gorniisde gozlélin we Ci(x), C>(x) ndbelli funksiyalary

cosxC/'(x) +sinCG/(x) = 0

—sinC/'(x) + cosxCy'(x) = 1

COS X

sistemadan tapalyn:
C/'(x) =—tgx, C)(x)=1.
Integrirlédp alarys:
Ci(x) = Inlcosx |+ C,C(x) = x + C..

Tapylan funksiyalary (11) defilemede ornunda goyup, berlen denilemé-
nin umumy ¢oziiwini taparys:

y = Cicosx + Casinx + cosxIn|cosx |+ xsinx.



172.y"—y=0. Jogaby: y = Cie* + Cre™™.
173.y"—6y'+9y=0. Jogaby: y = &*(C + C.x).

174. y"+4y"+ 13y =0. Jogaby:y = ¢ *(C cos 3x + C,sin 3x).
175.y" = 13y'— 12y =0. Jogaby: y = Cie'x + Ce™ + Cse ™.

176. % + 7 + 14" — 28y + 8y’ + 32y = 0.
Jogaby: y = (C + Coxi + Csx?)e ™ + Cye* + Cse™.

177,y =2y"+2y"—2y"+ y=0.
Jogaby: y = (Ci + Chxi)e* + Cssinx + C,cosx.

178.y" -6y + 16"+ 48y'— 32y = 0.
Jogaby: y = Cicos2x + C,sin2x(Cs + Cix + Csx’)e™.

179.y"=Ty'+6y=0, »(0)=2, y(0)=8, »"(0)=0.

3x

Jogaby: y = e + 2¢’x — e .
180.y" —y = 0. Jogaby:y = Cie* + Ce ™ + Cscosx + C,sinx.

181. " +y=0.
Jogaby: y = e*(Cicosx + C,sinx) + e “(Cscosx + Cysinx).

182. "+ 64y =0.
Jogaby: y = ¢"’(Cicosx + C,sinx) + C;cos 2x + Cysin 2x +

+e (Cscosx + Cssinx).

183.-3y"+3y'—y =0, »(0)=1, y'(0)=2, y"(0)=3.

184. y" + 6" + 11y'+ 6y = 0.

—2x 3x

Jogaby: y = cie” 4+ c.e” " + e
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185. 91+ 2% + 7 =0,
Jogaby: y = ¢+ C:x + X7 + ¢ix’ + e (¢s + €6X).

186. y" —4y'+ 4y = x%.

Jogaby:y = ey = ¢ (C + Cox) + %xz + %x + %
187.y"—y"=x+1. Jogaby:y = C, + Cx + Cse* — %pf — X
188.y"-7y'+12y=x. Jogaby:y = Cie™ + C,e™ + ﬁ(ux + 7).
189.y" +y=¢". Jogaby:y = Cicosx + C,sinx + %e’(.
190. " +y"+y' +y=x"43x" + 6x + 6.
Jogaby: y = Cie™* + C,cosx + Cssinx + x°.
191.y"-5y"+6y=(12x—-T7) e~
Jogaby: y = Cié’x + C.e’x + xe ™.
192.y" +y" =x.
Jogaby: ¥y = Ci+ CGx + Cie " + er <C4 cos@x +

+Cs sin‘?x) + %2
193. y" — 4y =x.
Jogaby: y = Ci+ Cox + Cie " + Cie™ + Cse ™ — %

194. y/" — 4y" + 8y" — 16y' + 16y = 96xe™.
Jogaby: y = Cicos2x + C>sin2x + (Cs + Cux — 3x + 2x°) e™".



195. "~ 3p'+ 2y = (9x + 1)e* + 9e .

Jogaby: y = (Cl + Cox — %xz + %X‘%)e* +(Cs + x)e ™.
196.y" +y'— 2y = x*e*x + 2e".

Jogaby: y = Cie* + C.e™™ + %e“"(x2 —x+ %) + %xe’“.
197.y"+4y'+3y = x + €.

Jogaby: y = Cle ™" + Coe ™ + %x - % + %e”.

198.y" —6y"+ 11y'— 6y = 12x’e* — **.
Jogaby: y = Cie' + (G, + x)e™* + (Cs + 21x — 9x° + 2x7) ™.

199. y" —7y"+ 6y = sinx.

Coziilisi: y"— 7y’ + 6y = 0 defilleménin umumy ¢6ziiwini tapalyn:
K—Tk+6=0;, k=6, kh=1; Y= Ce" + Coe™.

Hususy coziiwi asakdaky gorniisde gozlenilyar: y, = acosx + bsinx.

! "

y', = —asinx + bcosx;  y" = —acosx — bsinx

y,»¥',y", bahalaryny berlen defilemé goyup alarys:
—acosx — bsinx + 7asinx — 7bcosx + 6acosx + 6bsinx = sinx
ya-da
(5a — 7b)cosx + (7a + 5b)sinx = sinx.

Bu deriligin cosx we sinx koeffisiyentlerini den diyip alalyi:

S5a—Th =0 _ 17 _ 5
a=q95 =gy
Ta + 5b =1,
Diymek, y, = 7L4cosx + 75—4sinx. Berlen denleméniii umumy ¢6-
ZUwi:
- — Ce* oy T S g
y=Y+y =Ce + Ce”+ 74 cosx + 74 Sinx.
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200. y" + y = x*sinx.

Jogaby: y = Cicosx + Cysinx + x[(i — %x2>cosx + %x sinx].

201. y" + y = xsin’x.

Jogaby: y = Cicos2x + C,sin2x + Ly 1 ycos2x— L xsinox.

8 32 16

202.y" + 8y" + 16y = cosx.

Jogaby: y = (C + Cox)cos 2x + (Cs + Cix)sin 2x + £BX

9

203.y"—2y"+y = 8(e" + ¢*) + 4(sinx + cosx).

Jogaby: y = (Ci + Cox + x)e* + (Cs + Cax + x*)e ™ + sinx +

+ cosx.
204. y"+y = 2cos’x(sec’x — 1).

Jogaby: y = Cicosx + C,sinx + —(4x sinx + cos 3x).
Asakdaky denlemeleri Lagranzyn usuly bilen ¢oziin.
205. y"+4y'+4y = e *Inx.

2
Jogaby: y = <x£nx 32 +C+ sz)

206. y" +y = cols.3x'

1
2cosx

Jogaby: y = C;sinx + C,cosx +

207. y" +y = sirlfx'

Jogaby: y = (C, — In|sinx|)cos 2x + <C2 —x - %ctgx)sin 2x.



X

208,y —2y +y=-—-¢

V4 —xt
Jogaby: y = (G +vV4—x*+ xarcsin% + CzX)@X.

X

209. y" =2y +y = %. Jogaby: y = ¢*(xIn|x |+ Cix + C,).

§ 5. Ykdysadyyetde differensial dernilemelerin
ulanylysy

Ykdysady dinamikada differensial defilemeler ginden ulanylyar.
Olarda iiytgeyén ululyklar difie wagta bagly bolman, olar hem 6zara
wagta gord baglydyr. Kébir yonekey meselelere garalyn.

210. Goy, y(¢) — kdbir onlimgilik pudagyn ¢ wagtyn pursadynda
satylan oniimini gdwriimi bolsun. Goy, dhli pudakda 6ndiirilyén 6niim
kébir bellibir bahadan satylyar we bazar haryt bilen doly iipjiin edil-
mindir diyelifi. Onda ¢ wagtda girdeji Y(¢) = py(f) dendir. Oniimgiligi
gineltmek tlicin maya goyumlary G(7) bilen belgilélin. Tebigy 6smek
modelde dnlimin 6ndiirme tizligi (akselerasiya) maya goyumlaryn ba-
hasyna goni proporsionaldyr ya-da

Y0 =1G(). (D
Bu yerde 6niimin 6ndiirilen we onun satylan wagt aralygy hasap
edilmeyar. G(f) maya goyumlaryni bahasy girdejinin fiksirlenen bole-
gini tutyandygyny g6z oilinde tutup, alarys:

G(1) = mY(1r) = mpy(2), )

bu yerde m — proporsionallyk koeffisiyenti (maya goyumlaryn nor-
masy diyip atlandyrylyar) we hemiselik san. (2) deiiligi (1) denlige
goyup, asakdaky differensial defilemé gelyaris:

y'(@) = k@), (3)
bu yerde k = mpl.
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Alnan differensial defileme — tiytgeyén ululyklary boliinyan den-
leme. Ony ¢oziip, asakdaky funksiyany alarys:

k(t—to)

(&) = v, yo = y(l).

Bellik. (3) denileme ilatynn artmagyny (demografik proses), he-
miselik inflyasiyada bahalaryil 6smeginiii dinamikasyny, radioaktiw
elementlerin dargayys prosesini we basgalary anladyp bilyér.

Tejribede bazaryn haryt bilen dolulygyny dinie kigi wagt interwal
ticin alyp bolyar. Umumy yagdayda islegin egrisi (satylan nlimin p
bahasy onun y gowriimine baglylyga) kemelyén p = p(y) funksiya
bolsun. Sol sebdpli bisdes bazar sertinde 6smegiit modeli asakdaky
gorniisi alyar:

y'(®) = mip(y) - (0). 4)

Bu denleme hem {iytgeyénleri boleklenyin deiilemesidir. (4) den-
leméanin sag tarapyndaky kopeldijilerin her biri polozitel bolany ii¢in
y'> 0 bolyar we bu denileme artyan y(¢) funksiyany anladyar. y(z)
funksiya giibercekligine deriielende funksiyanyin c¢eyelikligi diisiinjéni
peydalanyarlar. Hakykatdan hem, (4) denlemeden alarys:

rioN g dp >
Y'(t)=mly (—dyyﬂ? :
Baha gora islegin ¢eyeligi:
_ pdy

formula arkaly kesgitlenydr. Onda y" {i¢in aillatmany:

» : 1
(= mp( gy 1)
gorniisde yazmak bolyar we y"(f) = 0 sert E,(y) =— 1 deilige den-
giiyclidir. Seylelikde, eger isleg ¢eyelikli |Ep(y)] > 1 ya-da |Ep(y)] <-1
bolsa, onda y"(¢) > 0 we y(¢) glibercek asak bolyar; eger-de isleg ¢ceye-
likli dél ya-da |E,(y) 1< 1, —1 < E,(y) <0 bolsa, onda y"(f) < 0 we
¥(f) glibercek yokary bolyar.
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211. Eger islegin egrisi p(y) = 2 — y, akselerasiyanyn normasy
m = 0,5, »(0) = 0,5 bolsa, satylan 6niimin géwriimi {i¢in anlatmasyny
y = W(t) gdriisde tapmaly.

Coziilisi: Bu yagdayda (4) denilleme

, dy
'=(2- a-da ————=dt
V=Q-yy vy 2= )y
gorniisi alyar.
Agzama-agza integrirldlin:
n2=2=—2+c
y

ya-da

y— 2 -2t

— = Ce 5

y )

bu yerde C = +e.
¥(0) = 0,5 serti hasaba alyp taparys: C =— 3. Onda (5) denlik

2

Y

gorniisi alyar.
Tapylan funksiyanyn grafiginiii sudury 1-nji suratda sekildirilendir.

y A girdeji

2
ceyeliksiz isleg
1
V
2| geyelikli isleg
> !
0 Ly wagt
1-nji surat



y—2

Bu yagdayda islegin ¢eyeligi E,(y) = funksiya bilen be-
pdy _y—2

rilydr we egrinifi epin nokadyny kesgitleyén E,(y) = ydp ~ y

sert y = 1 beryir.

Suratdaky sekilendirilen egrini logistik diyip atlandyrylyar. Solar
yaly egriler informasiyanyn dinamikasyny, ¢éklenen yerde bakteriya-
laryn kdpelmegini anlladyp biler.

212. Kébir pudagyn ¢ wagtda alan Y(¢) girdejisi G(f) maya go-
yumlaryn we islegin C(¢) ululygynyii jemine denl ya-da

Y1) = G@) + () (6)

On guman edisimiz yaly tebigy 6siis modelde girdejinifi dsiis tiz-
ligini maya goyumlara goni proporsional diyip hasaplalyn ya-da

bY(1) = G(1), (7

bu yerde b — girdejininl artdyrmasynda maya goyumlaryn géwriiminiii
(xarmmTanoémkoctb) koeffisiyenti (bu 6niimin p hemiselik bahasynda
1

pb

C(¢) funksiya baglylykda Y(¢) girdeji funksiyanyn iiytgemesine
garalyn. Goy, C(f) — girdejinin fiksirlenen bolegi: C(¢) = (1 — m)¥(¢)
bolsun, bu yerde m — maya goyumlaryn normasy (/-nji meseld seret).
Onda (6) we (7) deiiliklerden alarys:

we l = bolanda (1) denlige dengiiy¢lidir).

r_m
v ="y, (8)

bu bolsa p — hemigelik bolanda (3) dendlgeglidir.
Kabir hallarda gosmaga maglumatlardan isleg funksiya C() belli
bolyar.

213. Eger isleg funksiya C(¢f) = 2¢, b = %, ¥(0) =2 bolsa y = y(?)
girdeji funksiyany tapmaly.

Cozliisi: (6) we (7) gatnasyklardan asakdaky denilemaéni alarys:

y(1) = Ty (1) + 2



ya-da girdeji funksiya 1-nji tertipli ¢yzykly birjynsly dél differensial
deiileméni kanagatlandyryar. Onun ¢oziiwini y(¢) = u(¢)v(¢) gorniisde
gozlap taparys:
u(t) =2te’t+ e+ C, wi)=e*
C — hemiseligi y(0) = 2 sertden taparys: C = 1, diymek
y(t) = 2t +e’t + 1.
Ceyelik we isleg funksiya. Eger kébir harydyn isleginin ¢eyeligi

berlen bolsa, onda isleg funksiyany tapmak miimkingiligi doreyar.

214. Islendik p-in bahalary tigin ¢eyeligi

E,(y)= —%. Isleg funksiyasyny tapyi.

Coziilisi: Ceyeligin kesgitlemesini

EP( )_p'dy

Sy dp
peydalanyp, tiyetgeyan ululyklaryny boleklép bolyan differensial den-

leméni alarys:
dy _ rdp
3/ v / p’

3Inlxl=—Inlpl+ InC,
px’ = C.
Bellik. C-ni kesgitlemek iicin gosmaga maglumat zerurdyr.
Teklip denlemesi
% py(m —y), buyerde p we m hemiselik sanlar gorniigdéki den-

lemé teklip ya-da logistik denllemesi diyilyédr. Bu deiilleme iiytgeyédn
ululyklary boliinyédn deileme:

dy
L A——y
ym—y) P
I T
Y —my



Denligin ¢ep tarapynyin maydalawjysynda doly kwadraty ayralyn
we integrirlalin:
—f—dy > = pdt, Lln’y_mlz—pt—c,
( y — ﬂ)z m- m y
2/ 4

Soniky denlikden y-i tapalyn:
_ m
Y e e
Eger k = mp, A = e © belgileri girizsek, onda teklip (logistik)
funksiyany alarys:

__m
1+ A"’

bu yerde 4 baslangyc sertden kesgitlenyér. Teklip denilemesi ilatyn

y

cikli Oslisini modelirlemek ti¢in ulanylyar. y = m bolanda % =0

alynyar we oniim «+» alamatdan «—» alamata eye bolyar. Seylelikde
y = m — maksimal bahasy.
Eger y<m bolsa, onda

dy _ _
s pmy = ky.

b _ ky denileménin ¢owiiwi y = €" funksiya we ol ilatyn gaksiz
eksponensial dsiisini beyan edyar.

215. Gapdaky bakteriyalaryn sanynyn Osiisi £k = pm = 0,2 he-
miselikli logistik deilemd kanagatlandyryar. Goy, wagtyn baslangy¢
pursadynda bakterialaryn sany it kop miimkin bolan m sanyn 1%-ne
den bolsun. Nice wagtda bakterialaryii sany maksimal sanyin 80%-ne
den bolar?

Coazliisi:
by = OV mdy



m-y

Integrirlédp we y < m serti ulanyp, alarys In =—0,2t-C.

y(o) = 0,01m baslangyc¢ serti peydalanyp, C-nift bahasyny tapa-
lynt we ony ¢oziiwine goyalyn:

0,99 _ . m_y__ m_y_ —0,2¢
In 0.0l — ; lniggy =—0,21, 799}1 =e 7.
y=—"____ _meselinii ¢oziilisi.
1 +99¢

Indi y = 0,8m bolanda, #-nifi bahasyny tapalyn:

_ 1 . —0,2t __ 1 . _— .
0.8 = fgomt €= get —0.2=—In396;

t =5In396 = 29.91.

Isleg we teklip funksiyalar. Yonekey yagdaylarda bazarda isleg
we teklip harydyn dine bahasyna bagly diyip hasaplanylyar. Cyl-
syrymly modellerde olar bahasynyi iiytgemesine (6niime) bagly di-
yip hasaplanylyar. Bu yagdayda deniagramly bahany kesgitlemek ii¢in
differensial defileméni ulanylyar.

216. Kabir harydyn isleg we teklip funksiyalary asakdaky gor-
niisi alyar:
dp

_ g dp
y=28-2p+3%.

Eger wagtyi baslangy¢ pursadynda harydyn bahasy p =20 bolsa,
denagramly bahanyn ¢ wagtda baglylygyny tapyn.

ap _ Hg dp. dp _ g _ 4,
COZUll$1-19+P+4dt—28 2p+3dt’ dt_9 3p;

9 + e—2x73C

—%ln|9—2p\=t+C; 9-3p=e p G



Baslangyg serti ulanyp, C-iii bahasyny tapalyn:

20 = 9—673C; 6—312_51; p= 9+51€73[ =34+ 176—3t_me_

3 3
seldnin ¢oziilisi (2-nji surat).
A
p
20
R 7 I R
0 t
2-nji surat
limp = 3

t—oo

bolany {i¢in, durnuklylyk bar. Eger ltl_m p = oo bolsa, onda denagram-
ly baha artyar we ol inflyasiya getiryar.



VII bap
HATARLAR

§ 1. San hatary

Goy, {a;a;...;a,; ...} tirkeniksiz san yzygiderligi berlen bol-
sun. Yzygiderligin agzalaryndan asakdaky anlatmany diizeliii:

G+ @G+ F Q.= (1)
n=1

anlatma san hatary, a;;a;...;a,; ... sanlara bolsa san hatarynyn agza-
lary diyilyar.
(1) hatary ilkinji n sany agzalarynyn jemini S, diyip bellalifi:
Ss=a+a+ - +a, (2)

Bu jeme (1) san hataryn n-nji hususy jemi diyilyér. (2) denlikde
n € N sana yzygider 1,2,3, ... bahalary berip, (1) hataryn asakdaky
yaly hususy jemlerinin yzygiderligini alarys:

S = Cl1,Sz = q +a2,53 =a+a+a,...

Kesgitleme. Eger (1) hataryfi {S,,n > 1} hususy jemlerinifi yzy-
giderligi kabir S sana yygnalyan bolsa, onda (1) hatara yygnalyan ha-
tar, S sana bolsa hataryn jemi diyilyar we ony bu halatda

S = ian
n=1

yaly yazyarlar.

Eger-de {S,,n > 1} yzygiderlik tiikenikli predele eye bolmasa,
onda (1) hatara dargayan hatar diyilyir. Bu yerden gorniisi yaly gosmak
we predele gegcmek amallaryni netijesinde hataryn jemi alynyan eken.

1.

mlym24 i n 37 4 4 n-(3n—2)

477 T 0 T —1)-Gn+1)

+.. (n=2)

hatara seredelin.



Bu hataryn hususy jemlerini diizelin we hasaplalyn:

—al 1 2-4 1 . 2-4 _ ;
S1—1n4, S, = ln4+ln17 ln4 7= 7
3.

Se=S+a = Ingg+Inz3 10 3-13

_ 2 3-7 2 37
S3—Sz+a3—1 7+ln2 10 lIl7 —2 10 =In 10°
3 410 _ . 3 4-10 _, 4.
=In =In 3
n

Matematiki induksiya usulyndan peydalanyp, S, = I+ 1
yandygyny ansatlyk bilen subut edip bolyar.
Ona gora-de

_ 1 1 n e .y
S = 1limS, = limln el In 3 diymek,

n—oo n—oo

1, .24 3.7 n-(3n-2) _inl
ln4 +ln1'7 +ln2.10 +"'+ln(n—1)‘(3n+1) +...—ln3.
2. a,aq,aq’,...,aq""", ... geometriki progressiyanyh agzalarynyi

jeminden diiziilen

at+aq+aq’ +...+aq"'+--(a#0) 3)

rrrrrr

(3) hataryn n-nji hususy Jemlm diiziip, alarys:

_ > 1 a—aq" _ a g
Ss=a+ag+aqg +..+aq"” = =g ~1-¢ al_q.
Eger |g| <1 bolsa, onda
limg" =0
ona gori-de
TN a _ 49 \__a __a
s =lims. = lim( 4 —aplo)= 4o ~s5= 4.

Diymek, |g| < 1 bolanda (3) hatar yygnalyan eken. Eger-de |g| > 1
bolsa, onda limP" = oo, ofia goré-de limS, = oo, bolyar. g =/ bolsa

S =na bolup,
limS, = o

n—oo

32. sargyt Ne 1573



bolyar. Diymek, |g| > 1 bolanda (3) hatar dargayar.
San hataryn yygnalmagynyn zerur serti.

Teorema. Eger,

a+at (1)

hatar yygnalyan bolsa, onda n — oo ymtylmagynda bu hataryn umu-
my agzasy nola ymtylyar, yagny:

lima, = 0. (4)
1,2,3 n '
Meselem, =~ + 5+ =+ .. + + ... hatar dargayan hatar-
. 1 2 3 4 n+1
dyr, ¢iinki:
. R n _
hma, =lm, J =170

(4) sertin yerine yetmegi (1) hataryn yygnalyandygyny asla an-
latmayar. Munun seyledigini, garmoniki hatar diyip atlandyrylyan
asakdaky hataryil mysalynda subut edelini

1.1 1
R i R R )

garmoniki hatar lima, = 0 bolyandygyna seretmezden dargayar.
Bu hatar t¢in, lima, = ltm% = 0, yagny zerur sert yerine yet-
yar, yone ol dargayar. Hakykatdan-da, eger tersine, ol yygnanyar di-
yip giiman etsek, onda onuil S jemi {igin:
limS, = S, limS,, = S, ki_m(Sz,l -S)=5-5=0.

Ol bolsa,

| 1 1o, 1 _1
SZn Sn—n+1+n+2++2n>n 2n—2

densizlige garsy gelyar. Seylelikde, garmoniki hatar dargayar.

3. i % hataryn yygnanmagyny deriiemeli.
el . - . o 2n+1 ;
Bu hatar ti¢in, lima, = lim 153

yetmeydr we sonuil ligin netije boyunga hatar dargayar.

yagny (4) sert yerine
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Kosininn Kkriterisi. Ve >0 {li¢gin N> n, tapylyp Vn>n, we
Vp € N figin:

n+p

da<e

k=n+1

()

deiisizligiin yerine yetmegi (1) hataryn yygnanmagy ii¢in zerur we
yeterlikdir.

Agzalary otrisatel dil hatarlar
Denesdirme nysanlary

>a., (1)
=1
i b, 6)
hatarlara garalyn.
Teorema 1. Goy, (1) we (6) hatarlaryn agzalary iicin
0<a,<b, (7)

densizlikleri kanagatlandyryan bolsun. Onda (6) hataryn yygnanma-
gyndan (1) hatarynnl yygnanmagy, (1) hataryil dargamagyndan bolsa
(6) hataryn dargamagy gelip ¢ykyar.

[eS)

Z:l (n+ 1)3”

hataryil yygnanmagyny deriiemeli.

Ciiziiliii: Bu hataryn umumy agzasy {i¢in a, = (n-l—nw < %,
yagny g = - Ugin a =g, defisizlik yerine yetydr. Sona gora-de, 1-nji

netije esasynda garalyan hatar yygnanyar.

Teorema 2. Eger agzalary polozitel bolan (1) we (6)
hatarlar ti¢in

=k (0<k<+ o) (8)

noo b
predel bar bolsa, onda (1) we (6) hatarlaryn ikisi hem birwagtda yyg-

nanyar ya-da dargayar.



Kosinin nysany. Eger agzalary otrisatel dél (1) hatar ligin:
limVa, = r, (10)

n—oo

predel bar bolsa, onda ol hatar » < 1 bolanda yygnanyar, » > 1 bolanda
bolsa dargayar.
Dalamberin nysany. Eger agzalary polozitel (1) hatar {i¢in:

lli_m% =r (11)

predel bar bolsa, onda ol hatar » < 1 bolanda yygnanyar, > 1 bolanda
bolsa dargayar.

5. i < 3n2—’|1- i )” hataryn yygnanmagyny derfiemeli.

n=1

Cogziilisi: Bu hatar {i¢in:

!1152\/;"_!11{2\/<3n+1> BRI il T

Sona gori-de Kosinin nysany boyunga hatar yygnanyar.

3
n

6. Z Znn! hataryil yygnanmagyny deriiemeli.

R _ (n+1)
Coziilisi: a, = il Apiy = m,
@ _ (n+1) p_ 2nl(n+1) 1 n+1>2L
a 2" (n+1)!"2'n0 2 (n+ )0’ 2< n ) on

denliklerin esasynda
lim @<L = Ljim (25 LY iim L = 0 <1
n n
bolyandygy ticin Dalamberini nysany boyuncga hatar yygnanyar.

Kosinin integral nysany. Eger f funksiya [1, + ] aralykda {iz-
niiksiz, otrisatel didl we artmayan bolsa, onda

§f<k), (12)



hatar we
[ flx)ax (13)

hususy dal integral birwagtda yygnanyar ya-da dargayar.
7. Z 1 hataryn, p parametrin haysy bahalarynda yygnanyandy-
gyny we dargayandygyny anyklamaly.

Coziilisi: Bu hataryn agzalary bolan f(n) = # tigin f(x) = %
funksiya x=1 bolanda polozitel we p > 0 ii¢in artmayar, yagny bu
halda 9-njy teoremanyi sertleri yerine yetyar. Sonun {i¢in sol teorema
esasynda hatar p > 1 bolanda yygnanyar, 0 < p < 1 bolanda bolsa dar-
gayar, ¢iinki bu halda (24) hususy dél integral:

1f x"ldx

gorniisi alar we ol integralynl p > 1 bolanda yygnanyandygy, 0 <p < 1
bolanda bolsa dargayandygy ozaldan mélimdir. Eger-de p < 0 bolsa,

Lim ’i,, # 0 we sonun {igin hatar dargayar. Seylelikde, hatar p > 1
bolanda yygnanyar we p<1 bolanda bolsa dargayar.

Agzalarynyn alamatlary gezeklesyéin hatarlar
i(—l "o, =a—at+as—ai+ .+ (=1)y"a+ .. (14)
n=1
gorniisde yazylyar, bu yerde Vn € N iigin a, > 0.
Leybnisin nysany. Eger (14) hataryn agzalary {igin

1. lima, =0

n—oo
>
2.aza_,

sertler yerine yetse, onda (14) hatar yygnanyar we

S, <S<S, ., (15)
rl=1S=S,|=qa, (16)

bu yerde S we S degislilikde (14) hataryn jemi we bolekleyin jemi.



8. i (— 1)y #( p > 0) hataryil yygnanmagyny deriiemeli.
n=1
Coziilisi: Agzalarynyn alamatlary gezeklesyan bu hatar ti¢in p > 0
bolanda, Leybnisiii nysanynyn sertleri yerine yetydr. Sonia gord hatar
sol nysan esasynda yygnanyar.
Bu hataryii hususy haly bolan p = 1 bolanda alynyan

N _ 71+ 1 L _ _ L L _ L _ 71+ 1

;( 1) il Bl s 4+...+( 1y + ..
hatar hem yygnanyar we onuil S jemi ti¢in (15) esasynda n = 1 bolan-
da 1/2 < S < 5/6 densizlikler yerine yetyér.

Absolyut yygnanyan hatarlar. (1) hatar bilen bilelikde onun
agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen

> lan (17)
n=1
hatara garalyn.
Eger (1) hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen
(17) hatar yygnanyan bolsa, onda (1) hatara absolyut yygnanyan hatar

------

Teorema 3. Her bir absolyut yygnanyan hatar yygnanyandyr.

Bellik. (1) hataryil yygnanmagyndan (17) hataryn yygnanmagy
gelip cykmayar. Ona 8-nji mysaldaky hatardan bolanda alynyan
we yygnanyan

[eS)

> (=1L, (18)

n=1

hatar mysal bolup biler, ¢iinki bu hataryn agzalarynyn absolyut ululyk-
larynyndan diiziilen hatar dargayan garmoniki hatardyr.

Eger (1) hatar yygnanyan bolup, (17) hatar dargayan bolsa, onda
bu halda (1) hatara sertli (absolyut dél) yygnanyan hatar diyilyar.
Seyle hatara (18) hatar mysal bolup biler.

9. i (= 1y %, (p > 1) hataryi absolyut yygnanmagyny der-

nemeli.



Coziilisi: Bu hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan dii-
ziilen:

v L

Hatar 7-nji mysal esasynda p > 1 bolanda yygnanyar we sonui
icin berlen hatar absolyut yygnanyar, teorema 3 esasynda bolsa ol
yone yygnanyar.

Hatarlaryil jemlerini tapmaly:

1. 1+§+3+28—7+ Jogaby: 3.
Sylgtagtygt +n(n1+l) Jogaby: 1
3.1- % + % - % + .= (_21)’11 Jogaby: %
4.1—%+21—5 %+ Jogaby: %

5. ZZ (2n = 1)1(2n+ 0’ Jogaby: 1/2.

6. i:: G )1(3n 1) Jogaby: 1/3.

7. Z.:: (4n - 3)1(4n 1) Jogaby: 1/4.

8. i (¥ 1 Y+ 2) Jogaby: 3/4.

9.1+ 1 +%+61—4 Jogaby: %
10.1-3+2 27, Jogaby: 417.

4 16 84



N 2
1.y ——= by: 1.
Z:‘J 4n* +8n + 3 Jogaby

S 1 .1
12';n(n+1)(n+2)' Jogaby: i

Asakdaky hatarlaryn dargayandygyny subut edii:

13.1 -1 4+1—-14+1-1+...

Ln— ti
Girkezme. S, = 1" Fak Diymek bolek jemlerin predeli yok.
0,n —jiibiit

1 1 1 1
14. 1 + + + + .+ —+ ..
V2 V3 V4 vn

Gorkezme. Kosinin kriteriyasyny ulanmaly:

1
‘an + Anvi + an+2 + Loy | =

1 1 1
= |-+ + +
Sl W s sl

1, 1 1 _ n _ /n

+ = = :
v2n v2n 2

1 | S 1

Ji2 23 za T n(n+1) "

1,3,5 2n—1
16. -+ +2+. +55 —+

Gorkezme. Yygnanmagyi zerur sertini ulanya.

Deniesdirme nysanlaryny ulanyp, hatarlaryin yygnanmagyny der-
nemeli:

1,1, 1 3 ,
17.1 + it pegt Jogaby: yygnanyar.

Gorkezme. Ikinji defiesdirme nysany ulanyp,

Zl’l(l’l-l-l)



(goniikme 2.) hatar bilen denesdirmeli.

18.1 + 21 31 + ..+ ’1 + .. (@=2). Jogaby: yygnanyar.

Gorkezme. Denesdirmek iigin.

19.1 + Jogaby: dargayar.

1 1 1
+ + .+ +
V2 s T

Gorkezme. Denesdirmek ii¢in

iL
“~n
garmoniki hatary ulanmaly.
1 1 1
20. 1 <1).
2¢ 3¢ n' (@<1)
21. nZ: I _Sn =R Jogaby: yygnanyar.
22. ,,2 7z —|1- el Jogaby: yygnanyar.
23. 2 11(212-1—1) Jogaby: dargayar.
- 1 , ,
24, ) ———. Jogaby: yygnanyar.
;nrzﬂ gaby: yygnany
N 1 , ,
25. ) Jogaby: yygnanyar.
Zm geby: Jygnany
26. Z n=vn, Jogaby: dargayar.
n=2 n —n

Kosinin integral nysanyny ulanyp, hatarlarynn yygnanmagyny
derniemeli:



271+ 4+ Ly oyl

2 2¢ n‘
Coziilisi: Hususy dél integraly garalyn:
. xl—a b . bl—a B 1
f 1adX:1imhﬂm 1_a1’ al#l: %{rgl_a 1_0{’&:/&1:
o Inx, a=1 |limnb, a =
ﬁ, a>1
=14+, ax<l
400, a=1.

Seylelikde, f N xl—ozdx integral a > 1 bolanda yygnanyar we a < 1
1

bolanda dargayar. Diymek berlen hatar a > 1 bolanda yygnanyar we

a < 1 bolanda dargayar.

1 1 1 ) ’
212 "33 T T e ogaby: yygnanyar

V2 V3 V4 Vn
29, ¢4+ 6 4+ € 4+ € 4+ € 4 . Jogaby: dargayar
273 Va7 gaby ey

N 1 . ,
30. ; Grn—6)In(n—2)" Jogaby: dargayar

31. i(n +4/3)37" Jogaby: yygnanyar
n=1

| , ,
32. . Jogaby: yygnanyar.

2 gaby: yygnany
33. i e —1|- pex Jogaby: yygnanyar.

N | ) ,
34. ; o Jogaby: dargayar.

Dalamberin we Kosinin nysanyny ulanyp, hatarlaryn yygnanma-
gyny deriiemeli:



2 2 2
20 2 2

Coziilisi: Dalamberin nysany boyunca
2n 2
an+1_hm(n+1)2 11 (}’l+1> _L<1‘

lim =
n—oo an n—oo 2n+1n2 2 n—oo nZ 2

Diymek, hatar yygnanyar.

32 ‘ 3"
36. 3+?+?+?+ R e

Coziilisi: Kosiniil nysany boyung:a

hm\/aj_hmn/ —lim;:0<1.

n—oo n—oo n—o N

Diymek, hatar dargayar.

100 , 100° , 100’ , 100*
STt T T

Jogaby: yygnanyar

4.4 1000,
n!

20 31 4!
38.
223 4t

Jogaby: yygnanyar

39. 3 Z'n!

Jogaby: yygnanyar.

40. i 3'nl Jogaby: dargayar.

41. i 3'nl Jogaby: dargayar.

42. i n. Jogaby: yygnanyar.

43. i 3 2n 1y Jogaby: yygnanyar.



N
>
M
w3

FERNS

3
]

Jogaby: yygnanyar.

45. 2 ( ZZ ; é ) Jogaby: yygnanyar.
46. Z ( gz —I_— % )n Jogaby: dargayar.

47. 2 (23’;)12 Jogaby: yygnanyar.
48. Z il/r;;; Jogaby: yygnanyar.

Agzalarynyn alamatlary iiytgeyén hatarlarynn yygnanmagyny der-
nemeli:

49, i (—1y! # Jogaby: yygnanyar.
n=1
N 11— 1 . Y z
50. ; (—1)y"! o Jogaby: yygnanyar.

- (=3 . ,
51. Z::l EaEsy Jogaby: yygnanyar.

52. Z.O: (—1y! ﬁ Jogaby: dargayar.
n=1

53. i co;an ) Jogaby: yygnanyar.
n=1

oo _ n—1
54. > (=1) . Jogaby: yygnanyar.
n=1 I”l\/%



Hatarlaryn absolyut ya-da sertli yygnanmagyny derniemeli:

1 1 1 (1y-
55.1— + — +o 1
V3 V5 V7 2n —13

Jogaby: Sertli yygnanyar

D U U (1)
56. 1 32+52 72+ +(2n_1)2
Jogaby: Absolyut yygnanyar

11 1 1y
o2 " 2m2 T ama -t amae b

Jogaby: Sertli yygnanyar

3 y-! : Jogaby: sertli yygnanyar.
58. 2. (-1 /; gaby: sertli yygnany
59 EL Jogaby: absolyut yygnanyar.
"~ 3n(3n+1)° ’ '
= (—1)! o ,
60. > T Jogaby: absolyut yygnanyar.
n=1

- oy . , o ,
61. Z::( ) P Jogaby: absolyut yygnanyar.

62. i (= 1y % Jogaby: absolyut yygnanyar.

=)

63. ;(— Ly % Jogaby: sertli yygnanyar.

§ 2. Funksional hatarlar

Agzalary kébir X kopliikde kesgitlenen
u,(x), u,(x),...,u (x),... funksiyalar bolan

ZM,,(x = (x)+ () + oo + U (x) + ... (1)



hatara funksional hatar diyilyér.
Ol hatardan x = a€ X bolanda alynyan:

iun(a) =w(a)+w(a)+..+u.(a)+ .. ()

n=1

hatar san hatarydyr. Eger bu hatar yygnanyan bolsa, onda (1) hatara
a nokatda yygnanyan hatar, a nokada bolsa onuni yygnanma nokady

------

Funksional yzygiderligin denolgegli yygnanmagy. Eger Ve > 0
licin N € n, = n, (&) tapylyp, Vn > n, we Vx € X iigin

) —fx)l < e ®)
defisizlik yerine yetse, onda {f (x)} yzygiderlige X kopliikde f(x) funk-

zylyar:
fi(x)f(x), xeX yada f-f,
X

bu kesgitlemede 7, = ny () yazylmagynyi sebébi n, belginiii difie &
sana bagly bolup, yone x ululyga bagly déldigini gorkezyar.

Bu kesgitlemeden gomiisi yaly (1) yzygiderligin X kopliikde f(x)
funksiya dendlgegli yygnanmagyndan

P = supl|fix)—f (x)| Ugin:

limo, = 0 3)

deilik gelip ¢ykyar.

Sonun iicin (1) yzygiderligin X kopliikde f{(x) funksiya dendlgegli
yygnanyandygyny gorkezmek iicin (3) denligiil yerine yetyandigini
gorkezmek yeterlikdir.

64. {x"} yzygiderligit 1) X =[0,1]; 2) X =[0,b] (b < 1) kopliik-
lerde yygnanmagyny deriiemeli.

Coziilisi: 1) 0 = x < 1 bolanda limx, = 0 we x = 1 bolanda onun
predelinifi bire defiligi sebépli, {x"} yzygiderligin predeli:
f(x) = 0, 0 < x < lbolanda
I, x=1 bolanda



bolar. Sona goré f (x) = x" ligin p, = sup |f(x) fi(x)|=1 we bu
halda (3) Yerine yetmeyir, sona gori yzygiderlik dendlgegsiz yyg-
nanyar.

2) x €[0,b] (b> 1) bolanda limb, = 0 bolyandygy sebiipli,
limo, = lim sup| f(x) — f,(x| = lim sup|x"|= limb" = 0.
= =% xe[0,1] =2 xel0,1] =

Sonun ii¢in bu halda yzygiderlik deiidlgegli yygnanyar.

Funksional hataryn dendlgegli yygnanmagy. Eger (3) funk-
sional hataryi bolekleyin jeminin {s,(x)} yzygiderligi X kopliikde
dendlgegli yygnanyan bolsa, onda ol hatara X koplitkde dendlgegli
yygnanyan hatar diyilyar.

Eger limS,(x)=S(x) we r(x)= S(x)—S.(x) bolsa, onda
(1) hataryrUwa koplikde dendlgegli yygnanmagy Ve >0 iicin
N 3 n, = ny(e) tapylyp, Vn > n, we Vx € X ligin

|S(x) = S.(x)|< e ya-da|n(x) < g, 4)
densizligin yerine yetmegini anladyar.

Seylelikde, funksonal yzygiderligin dendl¢egli yygnanma kri-
terisi esasynda (1) hataryn X kopliikde dendlgegli yygnanmagy iigin
On = sup\ 1. (x) [igin limp, = 0 defiligin yerine yetmegi zerur we ye-
terlikdir.

65. 2 (&' =" hataryi:
n=1
1) X=1[0,1]; 2) X =[0,b] (b < 1) kopliiklerde yygnanmagyny
derniemeli.
Coziilisi: Bu hataryn bolekleyin jemi tigin:
s =A-x)+..+x '-x)=1-x"
deiligin esasynda 1) x €[0, 1] bolanda
0, x=1 e 0,x=1
bolar. Sonufi iigin bu halda o, = sup| r(x)| =1 we sonha gord hatar
[

denidlgegsiz yygnanyar.
2) x €[0,b] (b < 1) bolanda,



0. = SUup| 1, = b" we limp, = 0.
[U,b] n— oo
Sonun ii¢in bu halda hatar denidlgegli yygnanyar.
Dendlcegli yygnanmagyn Kosinin kriterisi. (1) hataryn X kop-
likde denodlgegli yygnanmagy tigin Ve > 0 tigin N > ny = no (&) tapy-
lyp, Vn > nyAVp € N we Vx € X ligin:

n+p

ZMk(x)

k=n+1

<€ 9)

denisizligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Hataryn denodlcegli yygnanma nysany (Weyerstrasyn nysa-
ny). Eger Vi > n, > 1 we Vx € X ii¢in

(10)
densizlik yerine yetip, i a, san hatar yygnanyan bolsa, onda (1) ha-

u, (x)a,

n=1
tar X kopliikde dendlcegli yygnanyar.

66. i x_z hataryn [— 1, 1] kesimde dendlgegli yygnanyandygy-
n=1

ny derfiemeli.

Céziilisi: vx €[—1,1] iicin ’xz

hatar yyg-

1 00
<=5 we

n’ ,;
nanyar. Sona gord Weyerstrasyn nysany esasynda [—
simde dendlcegli yygnanyar.

S

1
n’
1,1 ] hatar ke-

Eger Zm: b, san hatary absolyut yygnanyan bolsa, onda
n=1
i b.sinnx, i b, cosnx.
n=1 n=1
hatarlar islendik aralykda dendlcegli yygnanyarlar.

67. z sin "X hataryn R kopliikde dendlgegli yygnanyandygyny

gorkezmeh
Coziilisi: b, = ’1 > 0 bolany {igin Z b, san hatary absolyut yyg-

nanyar. Sonuil iigin hem garalyan hatar netlje esasynda R-de dendl-
cegli yygnanyar.



Denolcegli yygnanyan funksional
hatarlaryn hésiyetleri

1. Eger agzalary X aralykda tizniiksiz bolan (1) hatar sol aralyk-
da dendlgegli yygnanyan bolsa, onda ol hataryn S(x) jemi X aralykda
tizniiksizdir.

Bellik. Teoremanyn tassyklamasy esasynda:

lifniun(x) = limS(x) = S(a) = iun(a) = i limu, (x),
n=1 n=1 n=1
deiilik yerine yetyir we ol denlik teoremanyi sertlerinde hatarda ag-
zalayyn predele gecip bolyandygyny gorkezyar.

Netije. Eger dhli agzalary X aralykda {izniiksiz bolan hataryn
jemi iizniiksiz funksiya bolmasa, onda ol hatar sol aralykda deiidlgegli
yygnanyan daldir.

68. S(x)= i 1nnx funksiyanyn san okunda iizniiksizdigini

gorkezmeli. -
Coziilisi: Hataryn dhli agzalary san okunda iizniiksiz we hatar
4-nji mysal esasynda denodlgegli yygnanyar. Sonuil {i¢in teorema
boyunca onuii jemi bolan S(x) funksiya sol kdpliikde tizniiksizdir.
2. Eger d@hli agzalary [a,b] kesimde tizniiksiz (1) hatar sol kesim-
de S(x) jeme dendlgegli yygnanyan bolsa, onda S(x) funksiya [a,b]
kesimde integrirlenyir, a < ¢ < x < b lgin:

[st)de =3 [u(oydr (5)

deiilik dogrudyr we bu deiligiii sag bolegindéki hatar [a,b] kesimde
dendlgegli yygnanyar.

3. Eger dhli agzalary [a,b] kesimde iizniiksiz differensirlenyin
(3) hatar yygnanyan bolsa we

> (x) (6)

33. sargyt Ne 1573



hatar [a,b] kesimde dendlgegli yygnanyan bolsa, onda (1) hatar hem
[a,b] kesimde dendlcegli yygnanyar, onuil S(x) jemi sol kesimde {iz-
niiksiz differensirlenyar we

S'(x) = iu‘n(x). (7)
Eger (7) denligi

(2 Uy (x))' = gu(x)

gorniisde yazsak, onda ol denlik teoremanyi sertlerinde hatary agza-
layyn differensirldp bolyandygyny gorkezyar.

69. > SH’;# hataryil jeminiii 6niimini tapmaly.

n=1

Coziilisi: \ sinnx

‘ <1 - densizligiil we Z — san hataryn yyg-

nanyandygy sebaph Weyerstrasyn nysany boyunga garalyan hatar
dendlcegli yygnanyandyr. Goy, S(x) onun jemi bolsun. Edil yokarda-
ky yaly, Weyerstrasyn nysany boyunca:

Z”: COS nx
2
n=1 n

hatar hem dendlgegli yygnanyar. Sonuni esasynda hatar ligin  soniky
teoremanyn dhli sertleri yerine yetyir we sol teorema boyunca garal-
yan hatary agzalayyn differensirldp bolyar, yagny:

S'(x):(i%) Z(smnx) Zcosnx

n=1

70. |x| < 1 bolanda
I+x+x"++x"+...

hataryn jemini tapynl we onun
1) [0,r] kesimde, 0 <7 <1; 2) (- 1,1) interwalda dendlcegli yyg-
nanmagyny deriiemeli.

Caoziilisi: Tikeniksiz geometriki progresiyanyil jeminiii formu-



lasyny ulanyp (|x| < 1), alarys: S(x) = 1+ Onda,
_ 1 1=x"|_
[5(x) S"(x)‘_‘l—x l—x ‘

7

< x" < _Tr
1) |x| <7 <1 bolanda T e

0 <r <1 bolan ii¢in limnw% = 0. Onda ahli » > N we &hli
x€[0,7], 0 <r <1 lgin: [S(x) - S (x)| <. Diymek [0,r] kesimde, 0 <r <1
hatar denol¢egli yygnanyar.

2) (- 1,1) interwal x = 1 nokada yakyn nokatlary saklayar. x — 1
bolanda:

[5(x) = 5,00 = |12

nokatlarynda n > N bolanda, IS(x) — S.(x) I< € yerine yetmeyir. So-
nui ligin berlen hatar (— 1,1) interwalda dendlgegli yygnanmayar.
Funksional hatarlarynn yygnanma yaylalaryny tapmaly:

o 1 (2% — . o ,
Zl l ( 4x + 5 ) Jogaby: dhli x sanlar {i¢in yygnanyar.

1
2n— 1

J
et
I MS

Jogaby: (_ 0, — 1)3 (17 + OO)
73,347 (3x + 2. Jogaby: (- 3/4, - 1/12).

74. i (1 + %YZ’”. Jogaby: (— =, 0).

75. i X’ ey Jogaby: dhli x #+ 1ii¢in yygnanyar.

76. §(5 sz ) Jogaby: (— 3, 1), (1,3).



Funksional hatarlaryn dendl¢egli yygnanmagyny deriiemeli:

77. Zoo:(l —x)x", 0<x<1.  Jogaby: dendlgegli yygnanyar
n=0

78. 2 I’;—;, 0 <x<oo. Jogaby: yygnanyar, yone dendlcegli dil

79. Z: Z: , 0<x<1. Jogaby: dendlgegli yygnanyar

80.5: e _1|_ o T << + . Jogaby: dendlgegli yygnanyar

81. S 1 -, —2<x<+o. Jogaby: dendlgegli yygnanyar
n=0 X+ 2

(x +x7"), 5<\x|<2.

Z

Jogaby: deflt')l(;egh yygnanyar

33. z cos nx’ —o0<x<+oo. Jogaby:dendlgegli yygnanyar

n=0

84. i Lﬂxﬁ o <x<+oo. Jogaby: dendlcegli yygnanyar

V't +x

1

2

8s.

[Me

=
+

3 Jogaby: dhli x san ii¢in dendl¢egli yygnanyar.

n=1

86. 2 e —1|- g Jogaby: &hli x san ti¢in dendlcegli yygnanyar.

87 - sinnx

. s Jogaby: ahli x san li¢in dendlgegli yygnanyar.
n=1 I’l\/g

88 " COS X

’ n=1 l’l3x/g ‘

Jogaby: &hli x san li¢in dendl¢egli yygnanyar.



© n—1 2
z ((1 1+) . Jogaby: dhli x san ligin dendlgegli yygnanyar.

S 2 .
90. > (1—?—6798)” Jogaby: Ahli x san li¢in yygnanyar, yone de-
=1

Olcegli dal.

§ 3. Derejeli hatarlar

1. Derejeli hataryn kesgitlenisi we yygnanmagy. Funksional
hatarlaryn i¢inde 6wrenmekde has yonekeyi we sonun bilen birlikde
amalyyetde kop ulanylyany

iocwx —ay, (1)

gémﬁsdéiki hatara derejeli hatar di}'/il}’/éir sanlara bolsa onui koeffisi-

......

3 e 2)
n=0
hatar hem derejeli hatardyr.

Teorema 10. (Abel). Eger (2) derejeli hatar x, # 0 nokatda yyg-
nanyan bolsa, onda ol hatar | x | > | x, | serti kanagatlandyryan Vx ti¢in
hem yygnanyar, yagny absolyut yygnanyar.

Netije. Eger (2) hatar x, nokatda dargayan bolsa, onda ol hatar
serti kanagatlandyryan |x|> x| ﬁgin hem dargayar.

nokatda yygnanyan bolsa, onda (—\ Xo |y| o |) interwalyn dhli nokat-
larynda ol hatar absolyut yygnanyar, eger-de x, nokatda dargayan
bolsa, onda (—|x: |,| x: |) interwalyfi dagynda yerlesyan ahli nokatlarda
ol hatar dargayar.

2. Derejeli hataryit yygnanma radiusy we interwaly. Eger (2)
hatar |x| < R bolanda yygnanyan bolup, |x| > R bolanda dargayan bol-
sa, onda R sana ol hataryn yygnanma radiusy, (— R, R) interwala bolsa
yygnanma interwaly diyilyar.



91. Derejeli hatarlaryn yygnanmagyny derfiemeli:

a) Z:;)z—:, b) Z:;)x”; ¢) > nlx".

n=0
Coziilisi: Vx {ligin:

n+l..) .
(b’;ﬁ:\xﬂlm L o

Ll = lim
n— 4 1

n—oo

yagny hatar Dalamberini nysany boyunga san okunda yygnanyar;

n+1

X

xi’l

b) nm\M = lim = | x|,
n—o0 un

n—oo

yagny hatar Dalamberini nysany boyunca |x| < 1 bolanda yygnanyar,

Ix| > 1 bolanda bolsa dargayar;

(n+ 1)
nlx"

1‘ Un+i — 1
¢) lim o im

n—oo

= [x[lim(n + 1) = oo,

n—oo

n

sonia gord hatar Dalamberin nysany boyunca dargayar. Diymek, hatar
difie bir x = 0 nokatda yygnanyar.

Eger (2) derejeli hatar dine bir nokatda yygnanyan bolsa, onda
R =0, eger-de ol hatar &hli x ii¢in yygnanyan bolsa, onda R = oo ha-
sap edilyar.

Beyleki hallarda (2) hataryn yygnanma radius formula arkaly ta-
pylyar:

Cn

ol

R = lim

n—oo

€)

Bellik. (1) derejeli hataryn hem yygnanma radiusy (22) formula
boyunca tapylyar, yone ol hatarynn yygnanma interwaly |[x — a| < R
densizlikden kesgitlenyir, (a — R, a + R) yagny interwaldyr.

Derejeli hatarlaryn hisiyetleri

1. Eger san (2) hataryn yygnanma radiusy bolsa, onda serti kana-
gatlandyryan Vr ti¢in ol hatar [—r,7] kesimde dendlgegli yygnanyar.

1-nji netije. Oziinifi yygnanma interwalynda tutuslygyna yerles-
yén islendik kesimde derejeli hataryii S(x) jemi lizniiksiz funksiyadyr.



2-nji netije. Derejeli hatary 6ziinifi yygnanma interwalynda tutug-
lygyna yerlesyén islendik kesimde agzalayyn integrirlemek bolar.

Bellik. Eger R > 0 san (1) hataryn yygnanma radiusy bolsa, onda
0 < r < R serti kanagatlandyryan Vr ig¢in ol hatar [a — r, a + r] ke-
simde dendlcegli yygnanyar.

3-nji netije. (1) derejeli S(x) hataryn jemi 6ziiniii yygnanma in-
terwalynda tutuslygyna yerlesyén islendik kesimde lizniiksiz, integrir-
lenyédr we yygnanma interwalyna degisli bolan Vx {igin:

fS(t)dt:ifxcn(t—a)"dt:icnw. 4)

= n+1

Derejeli hataryn jeminin differensirlenmegi
Eger R > 0 san (2) hataryn yygnanma radiusy we S(x) ol hataryn
jemi bolsa, onda ol hatardan agzalayyn differensirlenip alynyan:

i ne.x""', (5)
n=1

hataryn hem yygnanma radiusy R bolar we Vx € (—R,R) ligin:
S'(x) = incnx”‘l. (6)
Bellik. Eger (6) denligi
(icm")' = Zm:ncnx"‘l
n=0 n=1

gorniisde yazsak, onda ol denlik teoremanyn sertlerinde hatary yyg-
nanma interwalynyn islendik i¢ki nokadynda agzalayyn differensir-
lap bolyandygyny we differensirlenip alnan hatarynn hem yygnanma
radiusynyn R bolyandygyny gorkezydr.

Netije. Derejeli hatary yygnanma interwalynda islendik gezek
agzalayyn differensirlemek bolar.

Derejeli hataryn yygnanma interwalyny tapyn we ol interwalyn
gyraky nokatlarynda hatary dernan:



3 n

X _ X
92.14+x+2 > - =ty p>0.
Coziilisi:
V4
r = lim| %L hmw =1
n—oo an n—oo n

Seylelikde |x| < 1 bolanda hatar yygnanyar, |x| > 1 bolanda hatar
dargayar.
Yygnanma interwaly#i gyraky nokatlarynda hatary derniilin. Goy,
x =— 1 bolsun, onda hatar asakdaky gorniisi alyar:
—1y
11 )

-1 1,
toy Tyt pr

+ ..

Bu agzalarynyn alamatlary gezeklesyén hatar p > 1 bolanda ab-
solyut yygnanyar we 0 < p < 1 bolanda sertli yygnanyar.
x =1 bolanda

1+1+4 L4 +L+

273
hatar p > 1 bolanda yygnanyar we 0 < p < 1, dargayar.

2 3 n
X X X b
9.1+ 575+ tagt +3"-(b+1)+

2x 4x* 8x’ I 2"x" +
33 sz R (2n + 1)3/3"

V3 V3
2 =X< 5

95.5:96 . Jogaby: — 1 <x<1.

96. z( 1)n Jogaby: —1 <x < 1.



97. i 56; : Jogaby: R =4, (—4.,4).
n=0

98. 3 (—1)3"x". Jogaby: R 1/9, (~1/9, 1/9)
(x+ 17  (x+1) (x+1)"

Gorkezme. ¢ = x + 1 calsyrmany ulanmaly.
Jogaby: —5<x<3

00. 3 (= 1yn2x".  Jogaby: R 1/4, (~1/4, 1/4).
n=0

101. ni; i' ( Jogaby: R =10

102. Z 31' ( Jogaby: R =

103. i( —) x—e). Jogaby: R 1/e, (1/e, 1/e).
104. z Jogaby: —oo < x < 4 oo.

105. z 1y(2n+ 1yx" Jogaby: x =0

=1

(2x =5y  (2x—=5)

106, (29(c —1?) —(2 35) +s -+
n—1 x 2n
n—1 +
( l)k(f)zk 1
107. Z—m .



Coziilisi: Hatarynl yygnanma radiusyny tapmak formulany bu
yerde ulanmak bolmayar, sebébi &hli ¢; # 0. Berlen hatarda £ > 0
bolanda ¢,k = 0. x her bir bahasynda Dalamberiii nysany boyunca
absolyut yygnanma derndliii:

2k+1

X
lim %+ — lim S"'WEk+2 | _ LxQ
i) oo e — 57
5Vk+1

Onda berlen hatar x?z < 1 bolanda yygnanyar we X?z > 1 bolanda

dargayar (Yyygnanmagyn zerur serti yerine yetmeyar). Seylelikde, ber-
len derejeli hatar x € (— /'5,v'5) bolanda yygnanyar. Interwaly1 ser-
het nokatlarynda hataryi yygnanmasyny kesgitlili. Goy, x = +v/'5
bolsun. Onda

(- 1>k<f>2“_ = (=15 & (=1)5t
Z 5k _stWH 5 Z S(k+1)
o (\/*)21( ! (_1)1(715/( - )k 15k

> =y

= 5/k+1 A2k 1/5

-3 &

k+1)

Bu iki hatar sertli yygnanyar.

2 4 1)k 2%
108.1— —* 4+ X ___ | (= +
3272 "33 (k+1)Wk+1

Jogaby: —V/3<x</3.

109. Z 2 _1) Jogaby: —oo < x < + co.

110. 3 (- 1)2}92*_1 Jogaby: —1<x < 1.
n=1



§ 4. Teyloryn we Maklorenin hatarlary we
onun ulanylysy

f(x):f(a)+fl(!a)(x—a>+f”2(!a)(x—a>2+...+j(kl)((!a) (1)

(x—a)+ ...

Bu denligin sagyndaky hatara Teyloryn hatary diyilyar. Ondan
a = 0 bolanda alynyan

, » 0
flx)=f0)+ fl('())x+ fz(,o)x2 + . +—f k('o)x"+ (2)
hatara Maklorenin hatary diyilyar.

Funksiyany Teyloryn derejeli hatary gorniisinde anlatmagyn ze-
rur we yeterlik sertini gérkezmek ii¢cin Teyloryn formulasyna garalyn.
Eger § (x)Teyloryn hatarynyn bolekleyin jemi bolsa, onda Teyloryn
formulasyny:

Sfe=S§,00)+r,(x) 3)
gorniisde yazmak bolar, bu yerde r (x) Teyloryn formulasynyn galyn-
dy agzasy:

’%(X)ZM(X—CI)"H, ce(a—R,a+R). 4)

(3) denlikden gorniisi yaly Teyloryn hatarynyn f{x) funksiya yyg-
nanmagy li¢in:

limz, (x) = 0 (5)

deiiliginl yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Funksiyanyn Teyloryn hatary boyunca ailladylmagynyn amaly-
yetde ulanmak {i¢in amatly bolan yeterlik serti asakdaky teoremada
beyan edilyar.

Teorema. Eger |x — a| < R serti kanagatlandyryan &hli x {i¢in
f(x) funksiyanyii 6niimleriniin hemmesi sol bir K > 0 san bilen ¢ékle-
nen bolsa, yagny

7 (x)|<SK, (n=12,.) (6)



bolsa, onda ol funksiya ti¢in Teyloryn hatary (a — R, a + R) interwal-
da yygnanyar we onuil jemi f{x) funksiya dendir.

Kibir elementar funksiyalaryn Maklorenini hataryna dagadyly-
synyn mysallaryny gorkezelin.

1)(1+x)”:1+£x+p(p_l)x2+ p(p—1)..(p _n+1)xn (7)

1 2! ' n!
Mysal ti¢in, p =— 1 bolanda (37) formuladan f(x) = i j_ funk-
siyanyn hatara dagadylysyny alarys: X
1 _ _ 2 _ n—1.n—1
71+x_1 X+x"+ L+ (=1 %"+ L (< D) (8)
Eger bu formulada x-i (— x) bilen ¢algyrsak, onda f(x) = s
funksiyanyn derejeli hatara dagadylysyny alarys:
ﬁ:l+x+x2+...+x"“+... (] < 1). 9)
(8) we (9) deiilikleri 0-dan x-a ¢enli integrirldp, degislilikde
_ X !
In(l4+x)=x= >t +(=1)X k+1 - (Jx[<1), (10)
2 k
ln(l—x)z—x—x?—...—%—... (Jx| < 1), (11)

formulalary alarys.
2) fix) = e* funksiyanyn islendik 6niimi ii¢in (— 7, ») interwalda
Ix"(x)| = x < e” densizligin yerine yetydndigi sebapli, ol funksiya ligin
. _ x o x_x X"
€—1+ﬁ+f_§+"'+(_l)ﬁ+'" (12)
formulany alarys. Bu deiiligin esasynda
. _ x . x X"
e—l+1—'+2—!+...+(—1)ﬁ+... (13)

formulany, olardan bolsa chx = 3 ; eix, shx = € _zeix deilikler
esasynda




chx =YX shr=) X (14)

formulalary alarys.
3) flxx) = sinx we f{x) = cosx funksiyalaryf ikisi iigin hem | £ (x)| < 1
bolyandygy sebépli, olaryi ikisi hem Teyloryn hataryna dagadylyar:

2n+1

smx—Z( 1y (2n+1)' (15)

cosx—Z( 1y (2’1)‘ (16)

n=0

(12), (16) hatarlaryii hemmesi san okunda yygnanyar.

Teyloryn hatarynyn ulanylysy. Hatarlar diirli takmyn hasap-
lamalarda, hususan-da, trigonometrik we gorkezijili funksiyalaryn
bahalaryny, sanlaryn logarifmlerini we kokleri, kesgitli integralla-
ry hasaplamakda ginden ulanylyar. Logarifm we gorkezijili funk-
siyalaryn bahalaryny hasaplamakda (40), (41) we (42), (43), sinusyn
we kosinusyil bahalaryny hasaplamakda (45) we (46), kokleri ha-
saplamakda (37) formulalary ulanmak bolar. Integraly takmyn hasap-
lamak iicin ilki integral astyndaky funksiya hatara dagadylyar we
sonra ol hatar agzalayyn integrirlenilydr. Olary myssallarda gorke-
zelin.

111. cosl sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.
Coziilisi: x = 1 bolanda (46) formuladan alarys:

1 1 1 1
cos 1 ‘1_7+I_E+§
1

110320

—..=1-

Bu hatar alamatlary gezeklesyan hatapdyr we onuii ligin Leybni-
sift nysanynyn sertleri yerine yetyér. Seyle hataryil jemi onui ilkinji
n agzalarynyn jemi bilen ¢alsyrylanda alnan hatanyi ilkinji taslanan
agzanyh modulyndan uly déldigi we 45355 < 100000 = 0,0001




bolyandygy iicin, berlen takyklykda hasaplamak ti¢in hataryn ilkinji
dort agzalarynyn jemini almak yeterlikdir. Seylelikde,

~1_1, 1 1 _ 38 _
cosl =1 2+24 750 = 720 0,5403.

112. v 26 sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.

Caoziilisi: (37) formulany ulanmak {i¢in, ilki ony 6zgerdelin:

V26 =25+ 1 = /25(1 + 1/25) = 5(1 + 1/25)".

x =1/25 we p = 1/2 li¢in (37) formulany ulanyp alarys:

<1+L>%=1+1 1 M<1)2+2<2_1><é_ ><1>3+

25 225t 12 \as 123 25
Hh -3,
+22 1~22-3~4 : (21_5>+
1\ _ 1 1 1 5
<1+f)2—1+2.25_23.252+24.254_27.254+""

Bu hatar ikinjiden baslap agzalarynyn alamatlary gezeklesyin
hatar we onun ii¢in Leybnisiii nysanynyn sertleri yerine yetyar. Sona
g0rd = = 550000 < 0,0001 bolyandygy li¢in hataryn ilkinji

lic agzalaryny almak yeterlikdir. Seylelikde,

Iy q. 1 1 509
(1+55)= 1+ 55 ~ 57625 = 3000

" . 55099 _
Sonui esasynda v 26 = 5—5000 5,099.

1 .
113. f Sm(xXM)dx integraly 0,0001 takyklykda hasaplamaly.
0

Coziilisi: I1ki bilen (45) formuladan peydalanyp, integral astyn-
daky anlatmany 6zgerdelin:



inx  ox_Lxy 1xy 1 xy
SNy _ 4 srla) Hsrla) —3nla) + _1 1
X 4 314
L x* 1 x°
HE TR
Alnan hatary agzalayyn integrirldp alarys:
1 .
Sll’l(.X/4) X x3 xs x7 !
d A — =
Of X x<4 3314 5504 7-7!-47>0
_1_ 1 1 _ 1
473314 Tssna 7o
Bu hatar iigin hem Leybmsm nysanynyn sertleri yerine yetyandigi
1 _ 1 -
We o o 45 = 614400 10000 bolyandygy ticin, hataryn iki ag
zasyny almak yeterlikdir. Seylelikde,
1 .
sin(x/4) , 1 1 _ B _
fix dx = ST 0,25000 — 0,00086 = 0,2491.

0

Funksiyalary Makloreniii hataryna dagatmaly:

114. f(x) = sh3x.

115. fix) =

Jogaby: Y 32’1(2_’1 ller; !_ L

n=1

In(x + 5).

0 _ n—1
Jogaby: In5 + Z%(%)", (=5 <x<5).
n=1

116. f(x) = cos2x.

117. f(x)

x+ 8

118. f(x)

119. f(x) 1

3x+4°

2x

Jogaby: 1+Z( 1) (2n)

Jogaby: 1+ (- 1)”%, (|x]<8).

1y3"x"
Jogaby: Z%, (|x|<%)

n=1

)

5 (1xl<3)
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