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Okuw kitabynda ykdysady prosesleri derfiemekde ulanyl-
yan esasy matematiki modellerin gérniisleri, seyle hem diirli
Vvkdysady meselelerin goylusynyn we olaryn ¢oziiliginin al-
goritmi berlendir.

Ykdysady meselelerin kesgitsizlikddki meyilnamalary
matematiki modellerin diiziilisinde, yasama usullaryny peyda-
lanyp seredilydin meselelerin derneliginde ulanylyar.

Okuw kitabynda ykdysadyyetde matematiki usullara we
modellere degisli gin matematiki meselelere seredilydr. Seyle
hem, ¢yzykly we ¢yzykly dil programmirleme meseleleri, op-
timal dolandyrma meseleleri, optimallagdyrma meselelerinin
san usullary bilen ¢oziiligini amala agyrmak iigin degigli
algoritmlerin diiziilisinin gurlusyna ayratyn iins berilydr.

Okuw kitaby matematiki derniewin we ¢yzykly algebranyrn
esaslary bilen tanys bolan yokary okuw mekdeplerinini maliye,
vkdysadyyet, amaly matematika, informatika we ykdysady-
-tehniki hiindrleri boyunga bilim alyan talyplara niyetlenilip,
ondan ykdysadyyetde matematiki modelleri ulanyan we i¢-
gin gyzyklanyan, ona degisli dernewleri gecirydn ylym-bilim
isgdrleri hem peydalanyp bilerler.
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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban saia, erkana yurdum,
Mert pederleni ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garagsyz topragyn nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén 6niinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizi ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymy?z.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



SOZBASY

Yurdumyzy# ykdysadyyetiniii hil taydan 6zgerdilmegi tigin Tiirk-
menistanyn Prezidenti Gurbanguly Berdimuhamedowyn belleysi yaly,
ykdysady 6siisi ylmy taydan {ipjlin etmegi, yagny onun strategik ugur-
laryny ylmy taydan esaslandyrmak we bazar ykdysadyyetinin iiytge-
melerini oniinden kesgitldp dolandyrmakda ylma esaslanan taktiki
usullary saylap almagy tipjiin etmek zerurdyr. Bu jogapkérli is gel-
jekki hiindrmenlere diiypli ykdysady bilim bermeklige esaslanyar.
Diiypli ykdysady bilim almak bolsa geljekki ykdysat¢y hiindrmende
hemmetaraplayyn tayyarlygyn, sol sanda jemgyyetinl Osiis ayratynlyk-
laryna akyl yetirmek, onun esasynda ykdysadyyetiii dsiisiniit umumy
kanunalayyklyklarynynn bizin yurdumyzdaky milli ayratynlyklaryna
baglylykdaky ykdysady gorkezijilerin Osilisine an yetirip, zerur ha-
latynda ¢alt ¢6zgiit kabul etme ukybynyn terbiyelenmegini goz oniinde
tutyar. Hiindirmenit umumy diinydgaraysynyn terbiyelenmegi, onui
pikir yoretme ukybynyil we zerur halatynda diirli sertlere bagly yag-
daylarda in gowy ¢ozgiidi kabul edip alma ukybynyn 6smegi kop dere-
jede ona berlen diiypli matematiki bilime baglydyr.

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly Berdimuhamedowyn sa-
yasynda Berkarar dowletin bagtyyarlyk dowriinde yurdumyzyn dur-
mus-ykdysady Osiisinii dhli ugurlarynyn sazlagykly dsmegini {ipjiin
etmége goniikdirilen ifndn oylanysykly, oidengoriijilikli, ynsan-
perwer syyasat durmusa gegirilydr. Munuil 6zi bizini gazanyan &hli
istlinliklerimizii girewi bolup hyzmat edyér. Tilirkmenistanda isjenl
alnyp barylyan maya goyum syyasatynyin yurdumyzy durmus-ykdy-
sady taydan Osdiirmige goniikdirilen maksatnamalary tistiinlikli dur-
musa gecirmek ti¢cin uly miimkingilikleri doredyar.

Yurdumyzda ylmy-tehniki progresin tstiinlikli amala asyrylysy,
adamyn isinin diirli meselelerinin ¢oziilisi innowasion tehniki
serigdeleriit we matematiki usullary ulanylysy bilen baglydyr.



Okuw kitabynda ykdysady proseslerin derfielydn yagdayynda
ulanylyan matematiki modelleriit esasy gorniisleri we meselelerin
goyluslary getirilendir. Ayratyn baplarda kesgitsizlik sertlerinde meyil-
namalasdyrma we ykdysady meseleleri seljermekde yasama usullaryi
ulanylysy berlendir.

Belli bolsy yaly, matematikada, modelde, ykdysadyyetde we bey-
leki kop sanly ugurlarda matematiki ylym-bilim barlaglarynyi
doly sekilini, yagny analitiki hasaplamalary we 6zgertmeleri amala
asyrmak, matematiki hasaplamalary gecirmek, alnan netijeleri gay-
tadan islemek we s.m. hereketleri yerine yetirmek ii¢in diirli mak-
satnamalar, integrirlenen ulgamlar islenip diiziilendir, olara mysal
hokmiinde Mat Lab 6.5, Excel, QSB we s. m. gorkezmek bolar.

Kitap 12 bapdan ybarat bolup, kitabynn basynda modeller we
modelirlemek diisiinjeleri, modellerin toparlara boliinisi, modelleri
gurmagyin yorelgeleri, modelirlemeginl esasy tapgyrlary hem-de mo-
dellerde baslangy¢ meseleler getirilyar.

I bapda ¢yzykly programmirlemegiin we ikileyin meselénin dii-
stinjeleri, meselelerin goylusy, cyzykly programmirlemegii iki nébel-
lili meselesini ¢cozmekligin grafiki usuly, ¢yzykly programmirlemegiii
umumy meselesini ¢ozmegin simpleks usuly, bu usuly beyan etmegin
diirli gorniisleri, bazis ¢oziiwler, baslangy¢ bazis meyilnamasyny gur-
mak we s. m. getirilyar.

II bapda ulag meselesiniil goylusy, meseldnin matematiki modeli,
ulag meselesinin ayratynlyklary, ulag meselesinde getirilyin umumy
meseleler, ulag meselesininn dayang ¢oziiwini Demirgazyk-Gilinbatar
usuly bilen tapmak, ulag meselesiniii modellerini kébir ykdysady me-
seleleri ¢ozmekde hem derfiemekde ulanmak we s.m. barada maglu-
matlar berilyér.

IIT bapda dinamiki programmirleme meseleleri,yagny i gysga
yol meselesi, dinamiki programmirlemegiii usullary bilen ¢6ziilydn
kibir ykdysady meseleler owrenilyar we meselelerin ¢oziilisinin
kompyuter programmasynda gorkezilisi getirilyar.

IV bapda bitin sanly ¢yzykly programmirlemegin diskret, pa-
rametriki we iligli ¢yzykly programmirleme meseleleri 6wrenilyar,



onda bitin sanly programmirleme meselesini ¢c6zmegiii kommiwoya-
zerin meselesi hem dwrenilydr we bu meselelerin ¢oziilisi kompyuter
programmasynda gorkezilyér.

V bap ¢yzykly dél programmirleme meselelerini 6wrenmige
degisli bolup, onda bu gorniisli meseleleri ¢ézmegin grafiki usuly,
Lagranzyn kopeldijiler usuly, gradiyentler usuly boyunca ¢ézmegin
algoritmi getirilyar.

VI bapda ykdysady stohastiki programmirleme meselesinini goy-
lusy, stohastiki meseldnin iki tapgyrda ¢oziilisi, stohastiki meseldnin
diizetmesiz ¢oziilisi we stohastiki meselédnin umumylasdyrylan gra-
diyentler usuly bilen ¢oziilisi getirilyér.

VII bapda yonekey ykdysady modellere, yonekey agregirlenen
ykdysady oniimgilik funksiyalaryna, kop gabat gelydn ontimgilik funk-
siyalaryna, ydysady modelleriii yonekey gorniisleriniii dernielisine we
tehniki progresiit modelirlenilisine seredilyar.

VIII bapda onlimgilik funksiyasynyn birnd¢e umumy hisiyetle-
ri, birndge serisdeli sol bir gorniisli 6niimgilik funksiyalary, 6niinden
caklamanyn modelinde 6ntimgilik funksiyasynyn peydalanylysy, ho-
jalyk birlesmesiniii ykdysady metriki modeli berilyér.

IX bapda halk hojalyk ulgamyny meyilnamalasdyrmak pudagara
modellere, statistiki we dinamiki pudagara modellere seredilyar.

Xbapdaykdysady obyektleriit hereketlerini meyilnamalasdyrmak
meselesinde matematiki dernew, yiikleri dasamanyin meyilnamasy,
ontimgiligin tizlesdirilen gérniisddki meyilnamalagsdyrmasynyn kébir
modelleri we pudaklary dsdiirmek meyilnamasynyn modeli getiril-
di. Bu bapda basga-da torlayyn modeller éwrenilyér, onda torlayyn
modeller barada esasy diisiinjeler getirilydr we torlayyn modellere
degisli meseld seredilyér.

XI bapda ykdysady modellerde kesgitsizlige, kesgitsiz faktorla-
ryi esasy iki gorniisine we serisdeleri dolandyrmakda totdn faktorly
modellere seredilydr. Bulardan basga-da kopciilikleyin hyzmat edis
ulgamlary barada maglumatlar, bu ulgamlaryn tiikeniksiz garagmalar,
garagsmak we nobatyil ¢ékli uzynlygy bolan gorniisleri dwrenilyar. Bu
bapda kopgiilikleyin hyzmat edis ulgamlarynda awtoulaglary yangyc



bilen iipjlin edis stansiyada nobatyii bolmazlygyny kesgitlemek yaly
meseld seredilyar.

XII bapda ykdysady modellerde yasama usulynynl seljermeleri
barada maglumatlar we meseleler getirilyér.

Bu ders matematiki ugrundan 6wrenilyin «Yokary matematikay,
«Matematiki programmirlemek», «Matematiki modelirlemek», «Op-
timizirlemek usullary», «Optimal dolandyrys», «Kopgiilikleyin hyz-
mat edis ulgamlary» we s. m. birnége ugurlar boyunga maglumatlary
Oziinde birikdiryar. Kitap yokary okuw mekdeplerinii talyplary iigin
niyetlenip, ondaky maglumatlar «Matematiki modelirlemek», «Op-
timallasdyrma usullary», «Matematiki programmirlemek», «Ha-
saplayys matematika» we s.m. derslerde hem ulanylyp bilner. Olardan
basga-da bu maglumatlara gyzyklanma bildiryan diirli dwrenijiler, sol
sanda mugallymlar, alymlar, orta we hiindrment okuw mekdeplerinii
okuwgylary, diirli okuw merkezlerininn 6wrenijileri hem peydalanyp
bilerler.



GIRIS

Yurdumyzda hormatly Prezidentimiziii taysyz tagallasy bilen
bilim ulgamynda diiypli dsiisler baslandy. Hormatly Prezidentimizin
onden gorijilikli, adalatly syyasatynyn esasynda Watanymyzyi
ykdysadyyetinde osiisler gazanylyar. Ykdysadyyetin Osiiginiii esasy
yollarynyn biri hem onun geljekde optimal meyilnamalagdyrylmagy
hem-de dolandyrylmagy esasynda bolyar. Islendik ykdysady mesela-
ni optimal ¢dzmek tigin ol meselédnin matematiki modeli diiziilmelidir
we degisli programmalar peydalanylmalydyr.

Okuw kitabynda ykdysady matematiki meselelerii deriiewlerinde
ginden yayran ¢emelesmelere degisli bolan meyillesdirme we do-
landyrma meselelerini birndge usullar bilen dernemekdiki soraglara
seredilyar.

Islendik taslamanyn derfiewi ii¢ tapgyrda amala asyrylyar:

1. Taslama ayratyn boleklere boliinydr we olardan logiki yzygi-
derlik diiziilyar. Gegirilyan is diylip, ofiyn yerine yetirilmegine sarp
edilydn wagty ya-da beyleki serigdeleri talap edyédn hadysa aydylyar.

2. Her isin yerine yetirilis dowamlylygyny bahalandyrmak; tas-
lamanyn yerine yetirilmegi ii¢in kalendar meyilnamany diizmek we
taslamanyi tutuslygyna yerine yetirilmeginin tamamlanandygyny
kesgitleyén isleri ayyrmak.

3. Her isinl serisdelere bolan talabyny bahalandyrmak; meyilna-
many gowulandyryan pul we beyleki serigsdeler bilen iipjiin etmekligi
g0z oniinde tutmak bilen isleri yerine yetirilmekligiit meyilnamasyny
gaytadan seljermek.

Esasy is amaly ykdysady meseleleri deriiemeklige, ol meselelerin
matematiki modelini ulanmaklyga degisli bolan «model» diyilyén
adalgany kesgitlemekden baslanyar.



Deterministik dil, yagny kesgitsiz faktorlar agakdaky iki gérniise
boliinyérler.

I. Paylanys kanuny belli {t6tdnleyin faktor}.

Bu gorniisli faktor, adatga, gaytalanyp duryan hadysalar 6wreni-
lende yiize ¢ykyar.

Mysal hokmiinde telefon ulgamyny modelirlemek meseldni
getirmek bolar. Biz berlen wagt birliginde nice sany telefon jaiiynyil
boljakdygyny kesgitli aydyp bilmeyiris, emma janlaryn sanynyn
paylanys funksiyasyny yeterlik dowamly wagtyn i¢inde gelen jaiilaryn
sanyny bellige almak bilen hasaplamak bolyar.

II. Kesgitsiz faktor, yagny faktor baradaky informasiya difie onuii
haysy hem bolsa bir Y kopliige degisliligi bilen ¢iklenyér: y < Y.

Kesgitsiz faktorlar asakdaky yagdaylarda yiize ¢ykyp biler.

1. Dernielyin ykdysady modelde derfiewgi bilen bir hatarda onun
bilen deii bahbitleri aramayan dasgary gatnagyjylar hem bolanda, me-
selem, dasary yurtlar bilen ediljek sowda maksatnamalasdyrylanda
dasary yurtlaryn etjek hereketlerini goz o6niine tutmak zerurdyr; kop
yagdaylarda seyle hereketlerinn nihili boljakdygyny oniinden kesgit-
lemek miimkin dal.

2. Kesgitsiz faktorlar hadysanyn ya-da kébir ululyklaryn yeterlik
derejede 6wrenilméndigi sebépli hem yiize ¢ykyp biler. Muna howa
sertini mysal getirmek bolar. Seyle kesgitsizlige tebigy kesgitsizlik

3. Kesgitsiz faktorlar parametrler yeterlik derejede mélim bol-
madyk yagdayynda girdejinin dl¢egi bolan C(x,y) funksiyanyn para-
metrleri bilen hem baglanysykly bolup biler.

Okuw kitabynda serediljek kébir meselelerde ulgamy hésiyet-
lendiryén faktorlar totdnleyin diyip hasap edilyir. Seyle meselelere

Yokarda bellép gecisimiz yaly, adatca, stohastik parametrli me-
seleler gaytalanyp duryan hadysalary deriiemekde ulanylyar. Sonui
iicin hem seyle meseleler dernelip netije ¢ykarylanda, adatga, kop
gaytalananda ortaca optimal bolan ¢oziilisi teklip edilyar.

Stohastik parametrli meselede paylanys funksiyasy belli bolan y
ululyk faktoryn totdn ululygy diyip kabul edilyér. Sonun bilen birlik-
de girdejinin 6lgegi bolan C(x,y) hem tétanleyin ululykdyr we onuil



paylanys kanuny x dolandyryjy ululyga baglydyr. Seylelikde, stohas-
tik ulgamy optimallasdyrmak meselesini asakdaky gorniisde goymak
bolar (yonekeylik ii¢in, goy, X kopliik y parametre bagly dil bolsun):
xeX nokatlaryn ig¢inden:

E[C(x*, y)] = max E [C(x,y)]
xeX

denlik yerine yeter yaly
max £ [C(x,y)]
xeX

bahany beryin x* nokady tapmaly.

Bu yerde E matematiki garagsmany anladyar.

Her bir adam wagtal-wagtal durmusda gabat gelyan diirli mese-
leleri ¢cdzmeli bolyar. Ol meseleler yeke-tik netijeli yol ya-da usul bi-
len ¢6ziilmeyéan bolmagy miimkin. Bu yagdaylarda meseldnin i1l onat
we amatly coziilis usulyny gozlip tapmaly bolyar. Yéne diirli yag-
daylarda il onat ¢ozliwlerin biri-birinden tapawutly bolmagy miim-
kin. Meselem, okuw¢y mekdepden uzakda yasayan bolsa we mek-
debe yordp 30 minutda ya-da bu yoluil bir bolegini awtobusly, galan
bdlegini bolsa, trolleybus bilen 20 minutda ge¢yén bolsun. Eger iki
¢oziiwi denesdirsek, okuwegy mekdebe i az wagtda barmaly bolsa,
yagny onuf kriteriyasy minimum wagta gord onat bolsa, onda ikin-
ji ¢coziiwin amatlylygy (onatlygy) aydyn goriinyér. Basga kriteriya
gord (meselem, minimal baha ya-da harajat, minimal diirli gérniisli
ulaglar) birinji ¢oziiw i amatly bolyar. Durmusda bolsa, kdpleng
yagdaylarda i1 onat diyen diisiinje san taydan kriteriyasy, yagny mi-
nimum ¢ykdajy, normadan minimum gysarma, maksimum tizlik, gir-
deji we s.m. diislinje bilen anladylyp bilner. Sofla goérd matematiki
meseldnin (optimumyn onat ya-da amatly) optimal netijesini tapmak
icin meseldni goymak bolyar. Sebibi i1 kici ya-da i uly bahasyny
tapmakda ayratyn tapawut yok. Meseldnin optimal ¢oziiwini tapmak
meselesine optimallagsdyrma meselesi diyilyar.

Optimal netije, diizgiin boyunca yiiziinii ugruna birden tapyl-
mayar, ol prosesin netijesinde tapylyar, ona optimallagdyrma prosesi
berilyir. Yonekey yagdaylarda meselnini serti matematiki dile gegiril-
yir we meselanifi matematiki sekillendirilisi alynyar. Yéne amalyyet-



de bolsa meseldnin matematiki sekillendiris prosesi yeterlik derejede
¢ylsyrymly bolup duryar.

Optimallasdyrma usullary ykdysady matematiki ders bolup, eks-
tremal meselelerini 6wrenmek we olaryn ¢oziilis usullaryny islép diiz-
mek bilen mesgul bolyar.

Umumy yagdayda ekstremal meselédniii matematiki goylusy:
g(x, x, x)<b (i=1,2, .. m)serti yerine yetirende f(x, x,, ..., x,)
-maksat funksiyanyn il uly ya-da in kic¢i bahasyny kesgitlemekden
duryar, bu yerde f, g, — berlen funksiyalar, b~ haysy hem bolsa bir
hakyky sanlar.

S we g funksiyalaryfi hasiyetine baglylykda optimallasdyrma
usullaryny ayratyn 6zbasdak ders hokmiinde seretmek, ol kesgitli me-
seleler synpyny 6wrenmek we olaryn ¢oziilis usullaryny isldp diizmek
bolar. Seyle hem ol ¢yzykly we ¢yzykly dél programmirleme mesele-
lerine boliinyar. Eger f'we g, ¢yzykly funksiya bolsalar, onda degisli
mesele ¢yzykly programmirlemegin meselesidir. Eger haysy hem
bolsa funksiyalaryni biri ¢yzykly dél bolsa, onda mesele ¢yzykly dal
programmirlemegiit meselesi bolyar. Optimallasdyrma usullarynda
in kop 6wrenilen boliim bolup, ¢yzykly programmirlemegin meselesi
bolup duryar. Cyzykly programmirlemeginn meselesini ¢6zmek {iigin
birgiden usullar, algoritmler we programmalar iglenip diiziilen.

Cyzykly didl programmirleme meselesinde has ginisleyin dwre-
nilen gilibercek programmirleme meselesidir. Bu meselelerde ber-
len funksiyalar giiber¢ek yapyk kopliikde kesgitlenydrler we olaryn
coziiwleri minimum giibercek (ya-da maksimum oyuk) netijdni
beryirler. Oz gezeginde giibercek programmirlemegiii meselesinifi
arasynda ginden yzygiderli kwadrat programmirleménin meselesi
dernelyindir. Seyle meselelerin umumy yagdayda ¢oziilisiniii neti-
jesinde maksimum (ya-da minimum) kwadrat funksiyalary tapmak
talap edilyédr. Eger-de onun nébellileri haysy hem bolsa bir ¢yzyk-
ly densizlikler ya-da denlemeler sistemasyny ya-da cyzykly dal
denilemeler we ¢yzykly densizlikler sistemasyny bilelikde 6ziinde
saklayan sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda ol matematiki prog-
rammirleméniil ayratyn meseleler synpyna bitinsanly, parametrik
we lliisli ¢yzykly programmirleménin meseleleri degislidir

Bitinsanly programmirleme meselesinde ndbelliler diiie bitin-
-sanly bahalary kabul edip biler. Parametrik programmirleme meselesi



maksat funksiya ya-da funksiyalar liytgeyédn ululyklaryn kesgitlenis
yaylasyndan alnan funksiyalar, ya-da olaryn ikisi hem sol wagt-
da haysam bolsa bir parametrlere bagty bolanda seredilyir. Uliisli-
-¢yzykly programmirleme meselesinde maksat funksiyasy iki sany
cyzykly funksiyalaryn gatnasygy gorniisinde berilydr we iiytgeyédn
ululyklaryn kesgitlenis yaylasyny bu yagdayda kesgitlenydn funk-
siyalar hem ¢yzyklydyrlar.

Stohastik we dinamiki programmirleme meseleleri ayratyn synpa
degislidirler.

Eger maksat funksiyalarda ya-da T{ytgeydn ululyklaryn
kesgitlenis yaylasyny kesgitlenyin funksiyalarda totén ululyklar bar
bolsa, onda olar yaly mesele stohastik programmirleménin meselesi-
ne degislidirler. Eger meselédnin ¢éziiwini tapmak prosesi, kop tapgyrly
bolsa, onda olar yaly mesele dinamiki programmirlemegin meselesine
degislidir.

Matematiki usullaryn ykdysadyyetde ulanylysy. Minimum
wagt, minimum ¢ykdajy (optimum il onat ya-da i amatly), maksi-

------
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Yonekey yagdaylarda seredilyin meseléniii sertini anisatlyk bilen ma-
tematiki dile gegirip onuil matematiki modelini diizyiris.

Optimallagdyrmada matematiki modelirleme.

Optimallagdyrma — bu if onat (i amatly) ¢oziiwi saylamakdyr.
Matematikada optimallagdyrma usullary, bu diiypli netijeleri we
san usullary, 6zlinde saklamak bilen 6zara defiesdirmezden we doly
saylamazdan birnége, yagny ordn kop miimkin bolan alternatiw wari-
antlardan iil onadyny saylamaga miimkingilik beryar. Onun ii¢in bol-
sa seredilydn meseldni matematiki dilde yazmak hokmandyr, yagny
Owrenilydn optimallasdyrmaly obyektiii matematiki modelini diiz-
mekdir.

Optimallagdyrmanyn matematiki modeli — bu azdan ya-da kéin-
den emele gelyin prosesinn ya-da meseldnin doly matematiki yaz-
gysyny deriemekden duryandyr.

Optimallagdyrmanyn matematiki modeli diiziilende hokmany
suratda 6wrenilydn meseldnin esasy wajyp taraplaryny goz omiine
tutmaly, onun ¢oziilisi seredilydn meseldni kanagatlandyrar yaly bol-



maly. Umuman aydanyiida optimallasdyrmanynt matematiki modelini
diizmegin bellibir diizgilini yok hem bolsa, meseldni matematiki mo-
deli diizmeklige sertli gérniisde asakdaky tapgyrlara bolmek bolyar:

1. Obyektin optimallasdyrma c¢égininn Kesgitlenilisi. Bu
tapgyryn hokmanlygy kopleng yagdayda hakyky sistemanyn hemme
tarapyny goz Omiine tutmak we doly suratlandyrmak miimkin hem
dil. Yone onda esasy nibellileri, parametrleri we ayry ¢dklendirme-
leri ayratynlasdyryp, diiziilen sistemanyn takmynan gorniisinin icki
gurlusyny yonekeylesdirip, hakyky tiziie bolegini diiziilen sistemada
sekillendirmelidir.

Meselem, kdrhananyn haysy hem bolsa bir sehinini isiniii opti-
mallagdyrmasy birnice yagdaylarda onun beyleki sehlerinini isleysine
bagly bolman hem biler. Sehin isleysini yagny serisdeler bilen iip-
jiin edilisini we Ondiirilen onlimlerin yerlesdirilisini, beyleki kérha-
nalar bilen aragatnasygyny we beyleki faktorlary sistemanyn iiziie
bolegi diyip hasap etmek bolar. Onda onuni dasary aragatnasyklaryny
fiksirlenen ya-da goz oniine tutulmayan diymek bolyar. Sona gora
obyektin ¢idgine baslangy¢ yagdayda optimallyga nddogry saylanan
diymek bolyar, onda bu yagdayda sistemanyn ¢égini gineltmek, basga
bir yagdayda gysmak bolar. Ona seredilyén sehin isi mysal bolup bi-
ler. Umuman aydylanda,eger ol ahyrky netiji tésir edip bilyédn bolsa,
tehnikanyn tejribeliginde seredilyin ¢ylsyrymly sistemany boldugyca
yonekeylesdirmek gerek.

2. Dolandyryjy nébellilerin saylanysy. Bu tapgyrda matematiki
modele girydn biri beylekisinden tapawutly ululyklaryn, alyp biljek
bahalarynyn diirli gérniislerinden in oflat netijdni beryénlerini sayla-
mak gerek (dolandyryjy nébelliler), yagny birnédge ululyklar fiksirle-
nilyér ya-da dagky faktorlar bilen kesgitlenilyér. Dolandyryjy ndbelli-
leri kesgitlenyin bahalaryn icinde ifi onadyna degislileri optimaldyr.
Sol bir ululyklar optimallasdyrma sistemasynyn saylanan ¢égine we
sekillendirilisi derejesine baglylykda dolandyryjy nébellilerini bolma-
gy ya-da bolmazlygy miimkin. Meselem: yokarda seredilen yagdayda
sehin optimal islemegi licin dolandyryjy nébelliler: haysy hem bolsa
bir ¢ig malyn gowriimi, basga bir sehden iipjiin edilmegi, bir yag-
dayda fiksirlenen ya-da bizinl saylamagymyza bagly dil, ya-da kadaly
yagdayda isleyir we s.m.



3. Dolandyryjy nébellilerin céklerinin kesgitlenilisi. Hakyky
sertlerde dolandyryjy nibellilerit bahasyny saylamak iicin diizgiin
boyunca ¢éklendirmeler goyulyar, olar bar bolan serisdeler, gliycler we
basga miimkingilikler bilen baglanysykly bolyar. Matematiki model
diiziilende bu ¢iklendirmeler, adaty, denlemeler we defisizlikler ya-da
seyle bir kopliikler gorniisinde, yagny dolandyryjy ndbellilerin baha-
lary gorkezilyar. Dolandyryjy nébellilerii bahalaryny kesgitlemige
degisli bolan hemme céklendirmeler toplumyna optimallagdyrma

Meselem: sehinl bir yyldaky 6ndiiryan 6onlimininn mocberi haysy
hem bolsa bir 6nliim boyunga dolandyryjy nibelliler bolup, onui ba-
hasy birinjiden, otrisatel bolup bilmeyar, ikinjiden, yokardan ¢édklen-
dirilen bolup, sehin enjamlarynyn ondiirijiligi maksimumdyr.

4. Optimallasdyrmanyin san Kriteriyasynyn saylanylysy.
Optimallasdyrylyan obyektin matematiki modelinifi esasy boleginii san
kriteriyasy, hokman maksimum ya-da minimum bahalara eye bolup, ol
dernielyédn obyektiil 6ziini alyp barsyna degislilikde ifi ofiat wariantyna
eyedir. Bu kriteriyanyn ululygy saylanan dolandyryjy nabellileriii baha-
lary bilen doly kesgitlenilyar, yagny bu nébellilerinn funksiyasy maksat
funksiya diylip atlandyrylyar. Ykdysady tehniki meselelerde, tejribelik-
de optimallagdyrma kriteriyasynyn gitieldilen spektory ulanylyar.

Meselem: ykdysadyyetde bu kriteriyalar gymmat (6niimii) girdeji
diiypli maya goyum we s.m. tehniki ya-da fiziki ulgamlaryn parametri-
-tehnologiki prosesii dowamlylygy, ulanylyan energiya, maksimum
mehaniki yiikler, hereketinn tizligi we s.m. Seyle hem birndge yag-
daylarda kriteriyany saylamak yeke-tik we aydyn déldir. K& halatlarda
ony kesgitlemek 6rdn kyndyr.

Meselem: bir wagtyn 6zlinde maksimumy hem-de minimumy
kesgitlemek meselesi harajat maksimum ygtybarlylyk, minimum ener-
giyany har¢ etmek we s.m. Bu yagdaydan c¢ykalga diyip biz her bir
ayratyn yagdayda maksat funksiyanyn kriteriyasyny kesgitldris, yagny
birndge kriteriyalardan birisini esasy diyip saylarys galanlaryny bolsa,
ikinji derejeli we s.m.

5. Matematiki meseliniii optimallygynyn sekillendirilisi.
Yokarda bellenilen tapgyrlary birlesdirip, bir meseldnii matema-
tiki modeli edil matematiki mesele yaly edip, matematiki meseldni
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optimallagdyrarys, yagny onuni maksat funksiyasy, ¢cédklendirmeler ul-
gamy, dolandyryjy ndbellilerin iisti bilen yeterlik derejede asakdaky
umumy gornilisde sekillendirilydr. Minimumlasdyrma (maksimum-
lagdyrma) diyip n nabellili f{x) = f(x,, x,, ..., x ) maksat funksiyanyn
berlen U — kopliikde n — dlgegli £ wektor gifiisliginii U kdpliigin-
de in bolmanda bir nokatda minimuma (maksimuma) yetyar diyip
diisiinilydr, edil sonun yaly eger zerur bolsa, minimuma (maksimu-
ma) U kdpliiginde f(x) funksiyanyii bahasy kesgitlenilyér.

Optimallasdyrma meselesinitt umumy matematiki sekillendirilisi
asakdaky yaly gorkezilyér:

f(x) — min(max),
xeU,

bu yerde flx) maksat funksiya, U-dolandyryjy nibellilerin berlen
ciklendirmelerde rugsat edilen kopliigi.

6. Matematiki modelinin maglumatlar bilen iipjiinciligi.
Dogry hakyky obyekt we onunl yeterlik derejede hisiyetlerini doly
sekillendirydn matematiki model tejribelikde peydalanmak ti¢in pey-
dasyz bolmagy miimkin, hagan hokmany suratda gerek bolan infor-
masiya, yagny onuf ululyklary, nébellileri, parametrleri, umuman ay-
danda, matematiki modele giryin informasiyalar yok bolsa.

Meselem: sehinl igleysinin optimallagdyrmasynynl matematiki
modeli ¢ig malyn goylusynyn géwrilimi, yagny beyleki sehlerden alnan
onlimlerifl satylman galan 6niimlerini saklamak ti¢in edilen harajatlary
we maksatnamalaryn goérkezmelerinin bozulmagy 6niimgilikde, seyle
hem enjamlary1 islemezligi we olary isci giiyji bilen {ipjiin etmek we
s.m. birndce yagdaylarda optimallasdyrma {i¢in diiziilen matematiki
model tejribelikde ulanmak ii¢in gerek bolyan informasiya bilen {ip-
jun edilmeli, hakykatda bolsa, onunt miimkin déldigi gelip ¢ykyar. Bu
yagdayda matematiki modeli tdzeden diizmeli bolyar, yagny ondaky
sertleri yerine yetirmeyédn parametrler getirilmeyar. Seylelikde, mate-
matiki modeli diizmek prosesinde optimallagdyrylyan obyektiii mo-
deline girydn ululyklaryii hemmesi 6lgenilydn bolmalydygyny iipjiin
etmeli, matematiki modeli hemmetaraplayyn dwrenmeli.



YKDYSADYYETDE MATEMATIKI MODEL
WE CYZYKLY PROGRAMMIRLEME

§1. Model we modelirleme.
Ykdysady hadysalarda matematiki
modelirleménin ayratynlyklary

Bizin kitabymyz amaly ykdysady meseleleri deriiemekde mate-
matiki modelleriii ulanylysyna degisli, sonui ii¢in ilki bilen biz «mo-
del» adalgany kesgitlalin.

Model adalgasy, ylmy we umumy taydan ulanylysy gifiden
yayrandyr, ol diirli yagdaylarda diirli manylarda ulanylyar.

Model s6zi modulus diyen latyn sozlinden gelip ¢ykyar we 6l/-
ceg, olceme, gérkezme, norma diyen manyny beryér. Model soziinini
manysyna mysal edip, globus Yer sarynyii modeli ya-da suratgy port-
reti cekydn adamynyin modeli diyip atlandyryar, awtoulaglar sergisine
cykarylan awtoulag hem sol gorniisdéki ondiiriljek ulaglaryn modeli
bolup hyzmat eder.

Matematikada modeller nazaryyetinde model h6kmiinde berlen
hésiyetleri we gatnasyklary 6zlinde saklayan toplumlaryn erkin kop-
likklerine seredilydr. Seylelikde, matematika bilen baglanysykly mo-
del diisiinjesine umumy kesgitleme berip bolmayar.

Bu yagdayda model adalgasy, gifiden peydalanylyan modelirle-
me usulynda peydalanylysy bilen ¢dklendirsek, onda ol ¢ykalga bol-
magy miimkin.

Modelirleme diymek, obyektleri 6wrenmek {i¢in, olaryn gos-
-goni 6ziini 6wrenmek dil-de, sofia menzesini, yagny basga kabir ko-
mekei obyektleri dwrenip, derndp, netije ¢cykarmaga aydylyar. Seyle
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Modelinn seyle kesgitlemesi tebigy ylymlarda we ykdysady
dernewlerde hemmeler tarapyndan kabul edilen yagdaydyr.

Bize belli bolsy yaly, modelirleme usuly iki sany uly toparlar-
dan duryar: materialistik (predmet) we ideal modelirlemelerden.
Eger owrenilydn obyektit geometrik, fiziki, dinamiki we funksio-
nal hésiyetlerine gord doredilen modelin esasynda seredilyidn mese-
le derfielyén bolsa, onda ona materialistik (predmet) modelirlemesi
mefizes we s.m. bolup biler. Seylelik bilen, predmet ya-da material
modelirleme, 6z tebigy hisiyetlerine gord (eksperimental) barlag
esasynda bolup duryar. Predmet modelirlemeden, ideal modelirleme
(prinsipial) diiypgdter tapawutlanyar, modelirlenilydn obyektin esasy
bolup material birmenizesligiit modeli, kibir menizes ideal, pikirli bo-
lup duryar. Ykdysady deriiewlerde ideal modelirleme ulanylyar. Oz
gezeginde ideal modelirleméni hem iki sany synpa bdlmek bolyar:
alamatly we intuitiw (pikirlenip bilmek) modelirleme. Sona gori,
ideal modelirleménin dernewininl esasynda, ideal modelin nazary hé-
siyetlere esaslanyandygy dogrudyr.

Matematikanynl yeten iistiinliklerinin netijeleri gumanitar ylym-
lardada giiiden ulanylyp baslandy. XX asyryn 6z baslangyc¢laryny
ynsanperwer ylymlaryil meselelerinden alyan sonia degisli bolim-
ler emele geldi. 300 yylynn dowamynda fiziklerin we matematiklerii
bilelikdédki isleriniii netijesinde, fiziki prosesler ilicin matematiki
modellerin ulgamyny gurmak basartdy. Sol sebdpden, fizikadaky ma-
tematiki modelirleménin tejribelerini ykdysady derfiewlerde-de ulan-
mak amatly bolar.

Mundan bagga-da, matematikanyn 0siisi, kdpleng dernelyan fizi-
ki modeller bilen baglanysyklydyr. Hazirki zaman matematikasynyn,
differensial denlemeler, toparlar nazaryyeti, topologiya we funksio-
nal deriiew yaly ugurlar, synpyn ya-da kwant mehanikasyndaky ter-
modinamika synpynl we s.m emele gelen meseleler bilen 6rdn jebis
aragatnasykdadyr.

Model diyip, 6zara esaslanan birmeiizesligi bar bolup, hili
boyunga bolsa diirli bolan, iki obyekte aydylyar. Bu obyektlerin birine

Modelirleme ¢ylgyrymly ulgamlary 6wrenmek, deriiemek {i¢in
ulanylyan usuldyr. Modelirleme hili boyunca diirli: fiziki, geometrik,
biologik, matematiki we s.m. ulgamlarda ulanylyp bilner. Cylsyrymly



ulgamlary cuniilur deriemek we dwrenmek iicin matematiki modelir-
leme ulanylyar.

Matematiki model ykdysady meseleleri deriiemekde hem giniden
ulanylyar. Onuil esasy sebdbi ykdysady ulgamlary hésiyetlendir-
mek, kopsanly ¢ylsyrymly arabaglanysyklara bagly bolup duryar. Ol
bolsa 6z gezeginde birnd¢e nibellileri 6zara baglylykda matematiki
tarapdan denilemeler we densizlikler gorniisinde onat afllatmak bol-
yandygyndandyr. San taydan arabaglanysykly bolan deiilemeler we
densizlikler ulgamyny deriiemek ykdysady ulgamyny derfiemége
miimkingilik berydr. Diymek, ykdysady-matematiki model diylip,
san taydan arabaglanysygy anladyan we ykdysady ulgamyn arabag-
lanysygynyn matematiki gorniisidir. Optimallasdyrma modelleri ma-
tematiki programmirlemd esaslanyar we matematikanyn bir bolegi
bolup duryar. Ol ekstremal meseleleriil funksiyalaryny 6wrenmek we
¢ozmek ticin gerek bolan usullaryn optimal wariantlaryny saylamak-
dan duryar. Optimallagdyrma — bu modelint matematiki denilemelerinii
we deiisizliklerinin modelini we haysy hem bolsa bir maksat funk-
siyasyna baglylykda, ykdysady meseldnin il onat (optimal) ¢oziiwini
kesgitlemekden duryar.

Esasy kyng¢ylyk meseldniii ¢oziilisinin birndcelerinden (wari-
antlaryndan) saylap, il onat ya-da in peydaly yagdayda serisdeleri
yerlesdirmek bolup duryar. Bu il onat wariant bolsa, optimal wariant
diylip atlandyrylyar. Meseldnin optimal ¢oziilisini gézleydn meseld

rrrrrr
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Islendik meseldnin ¢oziilis yzygiderligi asakdaky tapgyrlardan
duryar:

1. Seredilydn obyekti dwrenmekden, yagny gerek bolan para-
metrleri kesgitlemekden.

2. Hasiyetlendirme modelinden, yagny optimallasdyrmanyn
esaslaryny (kriteriyasyny) kesgitlemekden.

3. Matematiki modelirlemekden, yagny meseldni hisiyetlendir-
mekden, matematiki gorniisde (dilde) yazmakdan.

4. Meselanin ¢ozilis usulyny saylamakdan. Mesele matematiki
gbrniisde yazylyp, ony ¢cozmek ticin 6nden belli bolan usuly ya-da
tédze usuly ulanmakdan.



5. Kompyuterlerde meseldni ¢6zmek iicin programmany sayla-
makdan ya-da yazmakdan.

6. Meseldni kompyuterde ¢ozmekden.

7. Meselanin ¢oziilisini dernemekden.

Derniemek esasan iki usulda:

1) adaty matematiki taydan

2) diiypli ykdysady taydan
yerine yetirilydr. Derfiewinl netijesinde, modele iiytgetmeler ya-da
takyklyklar girizilyar, sofira dhli tapgyrlar tizeden gaytalanyar.

Ulgamyn optimal dolandyrmagyny matematiki dile gegirilende
yiize ¢ykyan optimallasdyrmak meselesine asakdaky gorniisde goymak
bolar: X(y) kopliige degisli bolan x nokatlaryn i¢inden girdejinin dlgegi
bolan C(x, y) funksiya in uly baha beryén x* nokady saylap almaly. Bu
yerde y ulgamy hasiyetlendirydn parametr (faktor). Determirlenen me-
selede ulgamyn parametri kesgitli baha eye bolan diyip hasap edilyir,
yagny y = y,. Gysgaldylan gornligde asakdaly yaly yazylyar

maxC(x,y); ¥y =Y,
xeX ()

y parametrin bahasy kesgitsiz, yagny determirlenmedik bolanda, me-
seldni beyle gorniisde goymak bolmayar.

§2. Ykdysady proseslerde
oniimcilik-tehniki derejéinin
esasy prinsiplerinin gorkezilisi

Owrenilyin ykdysady ulgam, yagny biitin halk hojalygymy, ykdy-
sady pudakmy, ayratyn kédrhana ya-da ayratyn oniimgilik bolsa hem
ol birndce sanly yonekey (elementar) ykdysady birliklerinn toplumy
gorniisinde modelirlenydr, 6zem her birlik funksiya hokmiinde ha-
siyetlenilydr. Olar oniimgilik prosesinde we Ontimin ¢ykarylysynda
serigdeleriil haysy biri hem bolsa, 6zaralarynda ¢ykdajylaryn baglany-
syklaryndan duryarlar.

Yokarda gérkezilen haysy hem bolsa, ykdysady birlikde 6niim
cykarylysyna seredelin. Ol funksiyalar 6nlimgilikde (prosesinde) ha-
rajat edilydn resurslar bilen onun ¢ykarylysyna edilydn resurslaryn



arabaglanysygyny gorkezyirler. Bu funksiyalara onlimgilik funk-
karylysyna seredelifi. Goy, m gorniisddki oniimgilik bolsun. y, bilen
i-gorniisdiki oniimi belgildlin (i = 1,m). Ahli ¢ykarylyan oniimlerif
toplumy y wektor bolsun, yagny

YV=0pYy sV o V,):

y wektordaky her bir 6niimin mogberi, manatda ya-da tebigy
gorkeziji (tonna, kilowat sagatda we s.m). Kdwagtda, y wektor, difie
bir elementden hem durup biler, yagny skalyar ululyga dwrilip bi-
ler. Seredilydn 6niimgilikde is¢i giliyjiini, esasy we aylama gaznany,
tebigy serisdeleri, ¢ig mal ulanmak zerur. Bu ululyklar (resurslar)
serisdeler diylip atlandyrylyar. Eger X, bilen j-nji serigdédnin muk-
daryny bellesek, onda dhli n serisdeleri x — wektor bilen aiiladylar,
yagny:

x=(x, ..., X eons X )

Oniimgilik funksiyasy (gitt manyda) diylip, ulanylyan serisdeler
bilen onilimin ¢ykarylysynyn arasyndaky gatnasyga aydylyar:

F(y, x, a) =0, (1)
bu yerde a — p sany parametrlerden (sanlardan) duryan wektor:
a=(a, ..,a, .., ap).

(1) gatnasygyn wektor bolmagy hem miimkin, ol birndce denllemelerden
duryar diyip giiman edilyéar. F(x, y, a) — funksiyanyn gorniisi we onuil
parametrleri adaty umumy ykdysady ya-da tehnologik pikirler bilen
kesgitlenilyér, seyle hem statistiki informasiyalary tizeden derfieme
yoly bilen 6nlimgilik funksiyasynyn (1) umumy gorniiginini yerine,
kopleng yagdaylarda onun hususy hallary ulanylyar:

1) oniim Ondiirilis funksiyada, iiytgeyan ululyklar-serisdelerii
harajaty, funksiya bolsa onun ondiirilisi:

y =flx, a). 2

2) harajatyn funksiyasy, bagly dél iiytgeyan ululyklar-6niimin
ondiirilisi, funksiya bolsa harajatlar:

x = h(y, a). (3)



Bu yerde x, y we a ululyklar kop komponentli, wektorlar bolma-
gy miimkin. Diymek (2) we (3) denillemeler degislilikde 6nlimgilik we
harajat funksiyasyny anladyar.

Kop gabat gelydn oniimgilik funksiyalarynyn birine seredelin,
yagny derejeli dniimgilik funksiya, bir 6nlimli we iki sany 6niimgilik
resursly: y = ax“ x,%, a>0, a, >0 a,>0

(2) formula, kdpleng, basga gorniisde yazylyar:

y < fix, a). 4)

0 >
xl
1-nji surat

Bu densizlik ulanylyan serigdeleriii birndge sanlarynda, kesgitli
sanda 6niimi ¢ykarmak bolyandygyny gorkezyir. Seyle hem az sanda
oniim ¢ykaryp bolyandygyny goriip bolyar. Bir serisdelerin we bir
onlim ¢ykarylan yagdayynda, derejeli onlimgilik funksiyasy

y=ax’, 0<a<l, a>0
gorniisde yazylar.
VA

2-nji surat



Seyle hem:
x=ay’, p>0, a>0

=V

3-nji surat

§3. Matematiki modelirleménin
komegi bilen ykdysady
prosesleri dernemiinin esasy tapgyrlary

Ykdysady obyektleri ya-da hadysalary modelirlemede bellibir
tapgyrlary gegmeli bolyar.

Tapgyr bu matematiki model diiziilenden son, diiziilen modeli
dernemekdir. Modeli deriemegin usullaryny hokman 6niinden sayla-
maly we meselidni ¢ozmegin yollaryny kesgitlemeli.

Birinji tapgyr meselédnin goylusyna bagyslanyar. Kop gorniisli
ylmy barlaglary (model we model dil) sertleyin iki esasy topar-
lara boliip bolar: amaly meseleleri ¢6zmek {icin niyetlenen we
arassa Owrenis maksatly diiypli dernewler. Sular yaly boliinme
yeterlik derejede sertleyin hem bolsa, ol peydaly her hili diiypli
barlaglar das-toweregimizdidki gursaw barada bilimi yiteldyér,
anyklasdyryar hem-de amaly dhmiyetli islerin gegirilmegi {i¢in
esas doredyir. Sona gord-de derfiew gecirijinin 6nilinde duryan
esasy meseldni nygtayar.



Modelirleménin esasy kyngylygy gerekli modelleri saylamakdan
duryar. Diiypli barlagda fundamenti ginieltme, c¢uiilasdyrma we mo-
deller 6yiinin iistiinden gurma bolup gegyar.

Bu okuw kitaby, esasan, amaly dhmiyetli dernewlere bagyslanan.
Sonun tigin bu paragrafda dine amaly dhmiyetli barlagyn gegiriliginiii
usulyyetine serederis.

Amaly dhmiyetli derfiewlerinni esasy ayratynlyklarynyn biri bu
ise edaralaryn ya-da sahslaryin gatnagsmagy, olar barlag gecirijilerin
onilinde meseldni goyarlar, barlaglaryn netijelerinden peydalanylyar,
kopleng yagdayda barlagy maliye taydan iipjiin edyérler. Sular yaly
sahsy ya-da edara taraplar miisderiler diylip atlandyrylyar, Cozgii-
di Kabul Edydn Sahs (CKES) diyen at hem ulanylyar. Bu at adatca
misderini gyzyklandyryan hodiirlemelerden dogry c¢ozgiitleri sayla-
mak bilen baglydyr.

Adatga, miisderinil 6niinde kopsanly diirli-diirli meseleler dur-
yar. Olar yeterlik derejede umumy kesgitlenyérler. Birinji tapgyryn
maksady miisderini gyzyklandyryan meselelerinn arasynda ¢oziilisi
hizirki zaman Osiis derejesini ykdysady matematiki usullaryndan
peydalanyp bolyanlaryny tapmak.

Barlaglarda ulanylyan, her hili modellere gord, yygy-yygydan jik-
me-jiklik derejesi bilen tapawutlanyarlar. Miisderini gyzyklandyryan,
meselelerden il bolmanda kébirlerini seljermage miimkingilik beryan
has yonekey modellerin esasynda barlaga baslamak géwnejay. Sofira
yonekey modellerden alnan netijeleri takyklamaga we has kyn me-
seleleri seljermége ygtyyar beryin, has kyn modellere gecsek bolar.

Meyilnamalasdyrma meselelerinde dwrenilydn obyektiii mate-
matiki modellerininn barlaglarynyn maksady has amatly ¢ozgiitlerin
gorniislerini saylamak bolup duryar (meselem, resurslary paylama,
ykdysady birliklerin arasynda yumuslar we tabsyryklar). Meselelerini
kesgitlenydn yagdayynda, miisderinii «has amatly» ¢ozgiit diyip
ndméni goz oniinde tutyandygyny diistinmek wajypdyr. Eger biz
miisderinin gyzyklanmalaryna we maksatlaryna niddogry disiinsek,
onda ¢ylsyrymly yaliyslyklara getireris. Kop yagdaylarda miisderin
bahbidini «ulgamyn isleysinin hil gorkezijisi» diyip atlandyryan
ululyk bilen gorkezip bolyar (kriteriya, maksat funksiya). Hil gorke-



zijisi — dwrenilyédn ulgamyi Osiisinde her bir Osiis wariantlary san tay-
dan bahalandyryan kabir funksiyadyr. Hil gorkezijisi kesgitlenenden
son deriielydn modelint wariantlarynyn i¢inden dolandyrmanyi hilinii
maksimal gorkeziji getirydnini tapmak. Gynansak-da, hil gorkezijisi-
ni hemise gurup bolmayar. Kédwagt birnice gorkezijiler bar, olaryn
hersi 6zbasyna wajyp we olary bir kriteriya birlesdirip bolmayar. Bu-
lar yaly yagdayda miisderd ykdysady ulgamlaryn seljermesinifi ne-
tijelerini meyilnamalasdyrma meselesinin ¢ozgiitlerinden i gowy
(optimal) gorniisde dil-de, beyleki usullar bilen gorkezmeli bolyar.

Miisderi bilen bilelikde, barlag ge¢irijiniii 6niiinde duran mesele
kesgitlenenden soi, barlagyn ikinji tapgyryna baslasak bolar: dwre-
nilydn ykdysady obyektin matematiki modelini diizmek we ony
identifisirlemek. Bu tapgyr ykdysady modelleriii binasyndan amat-
ly modelleri saylamakdan we Owrenilydn obyektimize layyklyk-
da, parametrleri saylanmakdan duryar. Modelleriii parametrlerinii
dhmiyetini saylamak prosesine modelin indentifikasiyasy diyilyar.
Ykdysady proseslerii matematiki modelleriit 6nlimgilik-tehnolo-
gik derejesini gurma yorelgeleri seljerilen yagdayynda, oniimgilik
funksiyalarynyn parametrlerini tehnologik maglumatlarynyn we sta-
tistik ykdysady gorkezijileri seljermegin esasynda saylanyandygyny
biz eyydm aytdyk. Bu aydylanlar modelleriii beyleki parametrlerine
hem degislidir.

Matematiki model gurlanda hakyky obyektlerin &hli arabag-
lanysygy nazara alynmayar, bu bolsa is yiiziinde amala asyryp bol-
mayan cozgiitleri saylanmagyna getirip bilydr. Bu yagday bolmaz
valy, modelde lytgeyénlere kidbir gosmaga ¢éklendirmeler girizilen
bolmaly. Ol ¢dklendirmeler gurlanda miisderiniii bilimini we tejribe-
sini dolulygyna ulanmak wajypdyr.

Modeli gurmakda indiki tapgyr gurlan modeli derfiemek.
Oniinden barlaglaryi birinji tapgyrynda kesgitlenen we miisderi
ticin ykdysady ulgamy dolandyrmagyn gorniislerinini has amatlysyny
saylamakda, oniimgilik-tehnologik prosesleriii seljerilmeginden yba-
rat bolan, meselelerinn ¢ozgiitleri ticin modeli seljermeginn usulyny
saylamak wajypdyr.



Ykdysady modeli deriiemekde birndce esasy usullar bardyr. Biz
bu usullary, meselénin {isti bilen, kibernetik ulgamlaryn bir synpy ar-
kaly gorkezelin, olar tiikenikli 6l¢egli x wektoryn iisti bilen, yeke-tik
suratlandyrylyar we hisiyetlendirilyér, onun yagdaylarynyn iiytge-
megi bolsa differensial deillemeler ulgamy bilen gorkezilyar.

x :f(x9 u) é{’ ;79 [)3 (5)

bu yerde ¢ — wagt, u, £, n — ulgama dasky tésir edijiler, # — do-
landyryjylar wektory, yagny dasyndan edilyin tisirler Cozgiitle-
ri Kabul Edija (CKE) baglydyr; haysy hem bolsa bir dolandyrysy
saylap almak ulgamyny Osdiirmekde bellibir netijelere getirip & —
totdnleyin tdsirlerin wektory diyip diisinmek bolar, yagny CKE
bagly dél, (barlanmayan (seredilmeyédn)) birndge gOrniisli sta-
tistik héasiyetler gorniisinde. # — diyip kesgitlenmeydn tasirlerin,
yagny dasky tdsirlerin wektory, onuil bahasy barada bolup bildyjek
bahalarynyn aragéginden basga biz 6niinden hi¢ bir kesgitli zat bi-
lemzok. Eger ulgamyn baslangy¢ yagdayyny

x(0) = x, (6)

diyip alsak we dasky tésirleri u(?), & (¢), n (f) wagtyn [0,T] kesimin-
de berlen wagta bagly bolan funksiyalar bolsa, onda [0,T] kesimde
wagtyn islendik pursadynda ulgamyn yagdayyny anyk kesgitldp
bolyar.

Ykdysady meselelerde dolandyryjy wektora her bir wagt pur-
sadynda, kop halatlarda ulgamyn yagdayyna we wagta bagly bolan
ciklendirmeler goyulyar:

u(t) € U(x,t). (7)

Toténleyin tisir ediji £ wektor, haysy hem bolsa bir statiki ululyk
bilen berilyir. Aydalyn, kesgitsiz tdsir ediji wektoryn paylasdyrma
funksiyasy haysy hem bolsa bir kdpliige degislilikde berilydr, miim-
kin, ol wagta ya-da ulgamyn yagdayyna baglylykda bolup biler:

n(?) € G (x, ). (8)



u(t), &), n(t) dasky tasirler arkaly ulgamyn yagdaylarynyn,
basgaca aydylanda x(7) trayektoriyasynyn dinamiki iiytgemeginin
diirli wariantlarda amala agyrylmagy 6rdn wajyp faktdyr.

Dasarky tésirlerin her bir tdze warianty, ulgamyn téze trayek-
toriyasyna getiryir, sona gord-de (5) — (8) gatnasyklary kanagat-
landyryan tiikeniksiz kop trayektoriyalar bardyr. Eger biz (5) — (8)
ulgamyn totdn we kesgitsiz tisirleri yok we ulgamyn gatnasyklary
wagta bagly dil diyen hususy hallaryna seretsek, onda

X = fix, u); (€))
u € Ux); (10)
x(0) =x, (11)

ulgamda, dolandyryjy wektoryn yeke déldigi bu ulgamyn hem tiike-
niksiz kop trayektoriyasynyn bardygy gelip ¢ykyar. Ykdysady mate-
matiki modelleriii derfiew usullarynyil esasy gorniislerini ilki bilen
(9) — (11) ulgamda gorkezelin. Olaryn birinjisi, modelin hil taydan
dernewinden, yagny onunl birndce hdsiyetlerini aydynlagdyrmakdan
duryandyr.

Mysal ii¢in, hagan-da u(f) = u = const bolanda f{x* (u), u) =0
sertler yerine yetse, yagny x = 0, we x(0) = x* bolar yaly (ulgamyn
bu yagdayda uzak wagtlayyn bolmagy), x*(u) nokatlary tapmak.
Bu yagdaylar denagramlyly (stasionar) diylip atlandyrylyar. Kop-
leng yagdaylarda, haysy dolandyryslarda x(z) wektory diiziijjileriniii
proporsional osyandigini kesgitlejek bolyarlar, yagny x(¢) = xg(¢)

------

Goy, ulgamyn 6siis kriteriyasy asakdaky gorniisde bolsun

f Clx(0), u@®)dt, (12)

bu yerde 7'— wagt pursady, ona kop halatda meyilnamalasdyrmanyn

rrrrrr

(12) bahasy nice kop boldugyca songa-da ulgamyn Osmeginiii
warianty CKE-ni has kanagatlandyryar.



Kriteriy kesgitlenenson optimallagdyrmak meselesi su asakdaky
matematiki meseld getirilyar:
(12) kriteriy in maksimal bahany alar yaly

@), x(@)), 0<t<T

jubiitlerin iginden (9) — (11) gatnasyklary kanagatlandyryan {u*(¢), x*(¢) }
juibiitlerin maksimum bahasyny tapmak.




I bap
Cyzykly programmirleme meselesi

§1. Cyzykly programmirleme
meselesine gelyin amaly
meseleler

1. Oniimgiligi meyilnamalasdyrma meselesi
Goy, kdrhana n-gorniisli 6niimleri ondiiryén bolsun, ol 6niimleri
ondiirmek ti¢in kdrhanada m gorniisli serisdeleri peydalanyan bolsun,

yagny
b,byysby.b

1”72 m

Oniimlerifi her bir gorniisinden gelyéin ykdysady peyda (her bir
onlim birliginde, arassa girdeji gorniisinde):

Cp» €y weis €y woes €

Her bir 6niim birligi {i¢in har¢ edilydn zerur bolan serigde birli-
ginin mukdary belli diyip alsak, onda

a, ., a ..., .., d

110 %120 om0 B s Sy

bu yerde a birinji 6niim birligini éndiirmek tigin, birinji serisdeden
nége birlik almaklygyn sanyny gorkezyir we s.m umumy yagdayda
a,— san, serigde birligin sanyny i (i = 1, m) nomer li¢in gorkezydr,
bir 6nlimi 6ndiirmek ii¢in gerek bolan 6nlim birligini j nomer bilen
(J = (1, 7) bellali.

Bu sanlara arassa tehniki koeffisiyentler diyilyér, olarynl sany (m, n)
dendir. Goy, Onlimg¢ilik x meyilnamasyny diizmeklik talap edilsin
(Yagny, x,, X,, ..., x_Ontimlerifi her bir gorniisinden nége birlik almaly-
dygyny kesgitlemeli). Netijede, girdejiniii jemini iipjiin etmek ii¢in
girdejini maksat funksiyadaky gozlenydn ululyklaryn isti bilen afla-
dalyn. Birinji gorniisli 6niimi birligi ¢, girdeji birligini beryér. Meyilna-



ma boyunca birinji gorniisli oniimden x, san birligi ondiirilip, girdejini
(c, x,) jeminde beryir. Edil sonuit yaly meyilnamalasdyrylan ikinji
gorniisli onlimin ondiirilmegi x, san birliginde bolup, (c, x, ) girdeji bi-
len iipjlin edyér we s.m. Umumy girdeji (ony z bilen belldlinl) asakdaky
gorniisde diiziilyar.

Z=cx tex, +tex.

Bu anlatma meselédnifi maksat funksiyasy bolyar. Bular yaly jemler
gysgaga Y alamatynyn iisti bilen yazylyar. Yokardaky defileméniii sag
tarapyndaky baglanysyk birjynsly bdlekleriii jeminden duryar, olaryn
biri-birinden tapawudy difie indeks bolup duryar. Seylelikde, yokardaky
maksat funksiya agakdaky gorniisde yazylyp bilner:

Z= icj'x.,‘.
j=1

Indi bolsa ¢édklendirmeler sistemasyny diizeliii, yagny x meyil-
namanyn komponentleri bolan X, kanagatlanar yaly sertleri geti-
rip sekillendirelin. Onui iicin 6nlim Ondiirilende sarp (harg) edilen
serigdelerinl her bir gorniisinifi sanyny kesgitldlin. x, 6niimi ondiirmek
ligin (birinji gorniisli oniim birligini) birinji serisdeden a,, x, birlik
harg edilmeli; x, 6niimi 6ndiirmek tigin (ikinji goérniisli oniim birligini)
birinji serisdeden a , x, birlik har¢ edilmeli we s.m. Birinji serisdénifi
umumy harajaty:

a,x, + a,x, +...+ aljxj +..+a x

nn?
gorstimiz yaly, bu anlatmada koeffisiyentlerii birinji indeksi iiytge-
meyir, ikinjisi bolsa iiytgeyar. Yone serisddniii umumy harajaty onuii
mogberinden kdp bolmaly dildir, sonui {igin seredilydn anlatma dine
ki¢i ya-da ifi bolmanda b, birinji serigdd det bolmalydyr:

<
ax tax, +.. + ax +..ta x < bl.

Edil sular yaly sertde beyleki serisdeler {i¢in hem deisizlikleri
diizmek bolyar. Yokarda gorkezilen belligifi esasynda (indekslere
degisli) yazmak bolar:



anXi + dnX, + ... + AiX; + ... + A2Xs < bz,

Am X1 + QmXo + oo + AuiX; F oo + QunXn < by .

Seredilyédn meyilnamanyn hakykatdan hem dogry bolmagy {i¢in
X, komponentler yokardaky defisizlikleri kanagatlandyrmalydyr. Yo-
ne gozlenydn nibellilere yene-de bir sertin goyulmagy meselédnin
ykdysady-tehniki manysynyn bardygyny anladyar, yagny olar otri-
satel sanlar bolup bilmeyérler. Sol bir wagtda X, ndbellilerin haysy
hem bolsa biri nola den bolup biler. Bu bolsa ondurllyan Oniimin bu
gorniisinin ykdysady tarapdan peydaly dél ya-da girdejisizdigini aii-
ladyar. Diymek, yokarda alnan densizliklerddki nébellilere otrisatel
dallik sertini girizmeli:

x20,x,20, .., x>0, ..,x >0

Netijede, alnan densizlikleriit we maksat funksiyanyn bilelikdéki
meselesini alarys, yagny olary asakdaky gorniisde yazmak bolyar:

= ZC]'X/',
=1

n

Zainiji, (l = 1,m),

=1

Bu meseldni agsakdaky gorniisde sekillendirmek bolar. x meyil-
namanyn x, komponentlerini seyle bir kesgitlemeli, netijede hemme
dens1zl1k1er1 kanagatlandyrmaly we maksat funksiya i uly max in
ki¢i min bahalara eye bolar yaly seredilyin ¢éklendirmeler sistemasy
we maksat funksiya seredilyin nébellilere gord ¢yzykly bolyanlygy
sebipli, biz ¢yzykly programmirleméanin meselesini alyarys.

2. Iymitiin rasionynyn meselesi

Hojalykda iymlerin » gorniisleri bar bolsun, olaryn her birin-
de yokumly maddalaryin m diirli gorniisleri bar. Birinji iymin bir
birligi birinji yokumly maddalaryfi a,, birliklerini, ikinji yokumly
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maddalaryfi a,, birliklerini, lGgiinjiniiki — @, we s.m. dizyéndikle-
ri; ikinji iymifi bir birligi birinji yokumly maddalaryii a, birlikleri-
ni, ikinjininki — a,,, i¢lnjiniiki — a,, we s.m. dizyédndikleri malim.
Umumy yagdayda j — nomer bilen iymin bir birliginde i — nomer bilen
yokumly maddalaryn a, birlikler dizyérler (diymek, koeffisiyentin
birinji indeksi yokumly maddalaryni nomeri, ikinji bolsa — iymin no-
meri bolyar). Gorkezilen tehniki koeffisiyentlerini iymlerin himiki we
beyleki seljermeleri esasynda kesgitleyarler.

b(i=1,2, ..., m)bilen her yokumly maddalaryfi birliklerinifi
kopliigini belgildris, sony mallaryn yasaysa ukyplylygyny iipjiin et-
mek iicin hokmany tertipde rasiona girizmek gerek. Basgaca ayda-
nymyzda, b,—bu malyit hékmany almaly, i-nji yokumly maddalarynyti
minimal mukdary. Bu koeffisiyentler mallaryin mal tehnigi tarapyn-
dan diiziilyar.

Jj-nji iymii bir birliginiii bahasyny cj(]' =1, 2, ..., n) bilen belgi-
laris. c ululyklar belli hasaplanyar.

Ahli talaplary kanagatlandyryan we ifi pes baha bolan, sular yaly
X rasiony (iym berménin meyilnama) diizmek talap edilyér. Basgacga
aydanymyzda, berlen talaplara d6z gelmek iicin rasionda her iymii
ndge birlikleri (x,, x,, ..., x, ..., x,) girizmek zerurlygyny kesgitlemek
gerek.

Meseldnin matematiki gorniisini kesgitlalin.

Gozlenilyan x, ululyklardan z rasionyn bahasy asakdaky gor-
niigde anladylyar:

z=cx tex, T tex e tex = Z”:c,x,-,.
j=1

Bu anllatma meselédnin bitin funksiyasy bolar.

Naébellilere goyulyan sertler asakdakylar yaly bolmaly. Birinji
yokumly maddany alalyn. [ym berménin meyilnamasynda ona

a, X + a X, Tt a,x; Tt a,x,

birlikler girer we bu mukdar talabyii minimumyndan b -den pes bol-
maly dél:

>
all'xl + a12x2 + + aljxj + + alnxn - bl'



Menzes sertler dhli galan yokumly maddalar boyunc¢a hem ya-
zylyarlar:
X + dnX: + ... + AyX; + ... + AuX, > bz,

AmXi + A Xo + oo + AiX; + . + A Xn = b

Meselénin fiziki esasy yene iiytgeyanlerin otrisatellik dél sertini
talap edyar (rasiondaky iymin mukdary otrisatel bolup bilmeyar):

x, 20,

Bu densizliklerini dhlisinin jeminde ¢idklendirmeler ulgamy eme-
le gelyar.

Meseldnin matematiki modeli sular yaly kesgitlenyar: ¢dklendir-
meler ulgamyny kanagatlandyryan we funksionalyn ini pes bahalaryna
eye bolan (funksiyany bitinleyin minimuma 6wiiryan), x. nébellileriii
sular yaly bahasyny tapmaly. Sebdbi emele gelen funksional we ¢ak-
lendirmeler ulgamy ¢yzykly bolup duryar, bu bolsa meseldnin — ¢y-
zykly programmirleménin meselesine gelyandigini gorkezyar.

3. Ulag meselesi

Goy, 4, we A4, iki punktda birjynsly ytikler yerlesen bolsun, olaryi
sany degislilikde a, we a,, 4, we A, punktlary ugradylyan punktlar diyip
atlandyralyn. Gorkezilen yiikleri bellenen B, B,, B, punktlara eltmeli,
degislilikde olaryfi sany b , b,, b,. Bu yagdayda yiiklerin serigdeleri we
olara bolan isleglere den diyip hasap etsek, yagny

a, *a,=b +b,+b,
her bir yiik birliginini bir ugradylyan punktdan bellenilen punkta eltil-
meginint bahasy belli, ony degislilikde ¢, ,c €y bilen belgildlin

11°

120"



(basgaca c, san tarif diylip atlandyrylyar). Berlenleri I-nji tablisa
girizelin, olar tarifleriii matrisasy ya-da bahalaryi matrisasy diyen

ady goteryar.
1-nji tablisa
Eltilmeli
punkt
Atiyislyk
B B B
! 2 3 serigdeleri
Ugradylyan
punkt
Al Cll Cl2 cl3 al
xll x12 x13
A c21 CZ2 cZ3 a
? x21 X22 x23 ?
Yiiklere bolan - S
b b b a =)y b;
islegler ! 2 } ; ,Z; '

Yiikleri eltmegin meyilnamasyny diizmek talap edilyér. Her bir
ugradylmaly punktdan her bir bellenen eltilmeli punkta, nice yiik
birligini eltmek gerek. Bu meyilnama seredilyédn meselede alty sany
sandan duryar:

(xll’x12’xl3’ 21° 22’ 23)

Bu sanlary degisli ¢yjiiklerde yerlesdirip, yagny gatnawlar bo-
yunca eltmegiil matrisasyny alarys. Biziii meseldmizde bu iki matri-
salar (tarifler we eltilmeler) birlesdirilen we bir matrisa gorniisinde
1-nji tablisa getirilen.

Meyilnamalaryn sany asakdaky sertleri yerine yetirmeli:

1. Bellenilen punktlara eltilmeli zerur bolan yiiklerin sanynyi
serti (her bir eltimeli punktyn islegini kanagatlandyrmaly):

X1+ X = b,

X2 + X2 = by,
x13+x22: b3'



2. Her bir punktdan ugradylmaly yiiklerin serti (punktda bar bo-
lan yiiklerin mukdary):

{Xu + X2 + X3 = ay,
Xo1 + X2 + X3 = .

3. Otrisatel déllik serti: x, > 0 (yiikiin mukdary otrisatel bolup
bilmeydr).

Meseldnin sertinden gorniisi yaly, hemme gatnawlaryin umumy ba-
hasy:

2 3
F = cuxi + coXxi + CisXis + CuXor + CoXox + Co3Xoz = chij-xij,
i=1j=1
ol hem minimum bolmalydyr.
Eger nébelliler otrisatel baha eye bolsalar, onda eltilmeli yiikleri
tersine, yagny yzyna eltmeli bolyar, bu bolsa bolmaly dil sert.
Mesele. Dort sany kédrhana bar bolan ykdysady etrapda 3
gorniisli ¢ig mal peydalanylyp 6niim Ondiirilyar. Her bir kdrhananyn
¢ig mallara bolan talaplary, degislilikde 120, 50, 190 we 110 birlik ¢ig
mallar biri-birinden ayratyn {i¢ sany yerde yerlesdirilen. Ol yerlerde
serigdelerii mukdary degislilikde 160, 140, 170 birlik yerlesdirilen.
Her bir kidrhana bar bolan ¢ig mallar islendik punktlarda serisdeleri
getirip bilyir. Sol punktlara degisli kirhanalara getirménin tarif baha-
lary belli we asakdaky matrisa gorniisde berlen:

7812
C=(45098
9236

Ulag bilen eltilméniii harajaty minimum bolar yaly, serisdeleri
kdrhanalara eltmeginin maksatnamasyny diizmeli.

Coziilisi: Goy, x, ¢ig mal birliginini i-nji punktdan j-nji punk-
ta eltilmesiniin mukdary bolsun. Onda ulag meselesiniii matematiki
modeline gord ¢ig mallaryn kdrhanalara eltilmeginin we olary zerur
serigdeler bilen iipjlin etmegin serti asakdaky denllemelerin esasynda
yazylyp bilner:



X+ X+ x5 + x4 = 160,
Ao + Xoo + Xos + X24 = 140,
Xz + X3+ X3 + X3 = 170,
X+ X+ x = 120,

X2 + X2 + X3 = 50,

X3 + X3 + X3 = 190,

Xia + X21 + X3 = 110.

Yiiklerii eltilmeginiii bahasy asakdaky gorniisde yazylyp bilner:
F="x +8x,+x,+2x,6+4x, +5x,+ 9%, +

+ 8x24 + 9)631 + 2x32 + 3x33 + 6x34.

Seylelikde, bu ulag meselesinin matematiki goylusy yokardaky cy-
zykly denlemeler sistemasynyn otrisatel dillik sertine goréd ¢oziilisini
tapmakdan (xii > 0), seyle hem, F" maksat funksiyanyn minimum ba-
halaryny kesgitlemekden duryar.

4. Serisdeleri peydalanmak barada mesele

Goy, iki gomisli P, we P, 6niimleri 6ndiirmek tigin dort gornisli
serigdeleri S, S, S,, S, peydalanmak gerek bolsun. Diirli gérniisli serisde-
lerini dtiyaclygy (zapasy) ¢éklendirilen we degislilikde b, b,, b,, b, sertli
birliklerden duryan bolsun. Serisdelerini san birligi, diirli gérniisli 6ntimleri
ondiirmek ti¢in onun zerurlyklary belli we tablisa gorniisinde berlen.

2-nji tablisa 3-nji tablisa
Serisdelerifi | Atiyag | Oniimlerin Serisdeleriti | Atiya¢ | Oniimlerin
gorniisleri | serisde gorniisleri gorniisleri | serisde | gorniisleri
P, | P P | P
S, b, a, a, S, 19 2 3
S, b, a,, a,, S, 13 2 1
S, b, a, a,, S, 15 0 3
S, b, a, a,, S, 18 3 0
Girdeji - c, c, Girdeji - 7 5




Ondiirilyén P, we P, oniimleriit hemmesi yerlesdirilenden sofira,
alnan girdeji kdrhana ticin maksimum bolar yaly meyilnama diizmeli
(2-nji tablisa). Goylan meseldniii matematiki gdrniisi asakdaky san-
ly meselede seredelin. Goy, kdrhana P, gorniisli 6nlimin x birligi-
ni we P, gorniigli 6ntimifi x, birligini 6ndiirydn bolsun. Onufl {i¢in
(2x, + 3x,) birlik S, serisde gerek bolsun (3-nji tablisa). Yone S,
serisde bary-yogy 19 birlikden duryar, onda asakdaky densizlik ye-
rine yetmeli (2x, + 3x,) < 19. Defisizligin emele gelmegi, kidrhananyn
maksimum girdejini almagy bilen S, serigddnini étiyaclygyny doly gor-
niisde paylanmayandygy bilen baglydyr.

Edil sonun bilen menzeslikde galan serisdelerinn gérniisine hem
degisli densizlikleri yazmak bolyar:

2x, +x, <13 (S, serisde),
3x, < 15 (S, serisde),
3x, < 18 (S8, serisde).

Bu sertlerde F' girdeji kirhana tarapyndan F'=7x, + 5x, gorniisinde
alynyar. Seylelikde, bu meseldninn matematiki modeli asakdaky yaly

bolyar:
2x + 3x, < 19,
30+ x, < 13,
3x, < 15,
3x < 18.

Bu sistema dort sany ¢yzykly densizlikden we asakdaky ¢cyzykly
deiillemeden duryar:

F = 7)cl + 5x2—> max

x,20, x,>0.




§2. Deiillemeler ulgamynyn
Zordan usuly bilen coziilisi
1. Yonekey Zordan usuly. Goy, bize " Yewklidiii ginisliginde

n nébellili, m ¢yzykly denlemeler ulgamy berlen bolsun.

Y= anXi + apX: + ..+ QX + .+ X,

Yo = AuXi + AnX: + ...+ QosXs + ... + A2 X,

(M

ym = dmX + A2 X2 + + s Xs + + amnxny

bu yerde al.j—belli sanlar (i=1,2,3,...,r,....,m; j=1,2,...s, ..., n).
Sistemany asakdaky tablisa gorniisinde yazalyn we ony geljekde
Zordanyi tablisasy diyip atlandyralyi.
Eger n < m bolsa, onda (1)-nji ulgam {i¢in asakdaky tablisany

yazyarys.
4-nji tablisa

xl x2 xx-l xx xv +1 xn
V= a, a, a a, a4 a,
V= a,, a,, e a0 a,, Ay a,,
yL: atl a[2 al s-1 aix ai,sH am
yr: arl arZ al s-1 ars ar,5+1 arn
ym: aml amZ b am,s-l ams am,_v+1 amn




Bu tablisany (1)sistemanyn koeffisiyentlerinin matrisasy diyip
kabul etmek bolar we ony (1) sistemanyn 6zi diyip hasap edilyér.
Yagny sistemanyii ¢ep bas siitiininde yerlesen nibellini sistemanyi
birinji setirinifl birinji koeffisiyentinin birinji nébellisine kopeldilme-
gine gosmak yokarky bas setirinl ikinji koeffisiyentinin ikinji nibel-
lisine kopeldilmegine dendir we s.m. Indi biz «bir ddim yonekey
Zordan yok etmek» diylip atlandyrylyan 6zgertmi seredelin.

(1) sistemadan r-nji defilemi seredelii:

yr ar1x1+ax+ +ax+ -4+a x,

mon

x_koeffisiyenti @, # 0 nola defi bolmaly dél, onda alarys:
X —a x). (2)

ar,s+l s+ m”’n

1
xs_a_ (_arl xl_ar2x2_ _ai;s—lxs—l +yr_

Geljekde Ozgertmelere amatly bolar yaly x-nébellinifi yerine
v -nébelli goylan. Indi bolsa galan (m-1) denlemelerm hemmesinde x -
nébellinin bahasyny goyalyi. Sonun tigin (1) sistemadan 7 indeksli blr
defileméni alyp, onda (2) defilemeden x -ndbellinifi bahasyny goyalyn.

. 1
Vi = QX+ apXy + oo+ o X+ a e (= a1 —

—dppXy — .o — ar,s—lxs—l +yr - ar,s+1xs+1 -
—Clm xn)] + ai,s+ lxs+ | + ainxn

Yaylary agyp, X, ndbelld gord birmenzes agzalary getirip alarys:

a;, d,
L > x:—l +

a.a,
x + (a,-z 2 >
Ts

Ts

Ais Ay,
X+ ..+ (a,-,‘x,, - "7)

Ts

yi = (Cln

€)

a; aixar s— ai;d
= yr (ai\+1 - 7¥1>x5+1 + ...+ <ai,, - M)-Xn-

s a a,

(3) anlatma ozal bizil peydalanan » nomerli defilemémizden basga
(1) sistemanyi islendik detilemesi ti¢in dogrudyr. Sona gori (3) sistema-
daiindeksislendiki=1,2,...,r— 1,7+ 1, ..., m bahalary alyp bilyir.

(3) anlatmada X, ndbelld degisli koeffisiyentlerin hemmesinin
gurlusynyin kanuny sol bir menzeslikdedir. Bu kanunyn esasynda



i-nji defileménin j-nji nabellisi x-ifi koeffisiyentini b, bilen bellap, bu
koeffisiyent iicin agakdaky formulany alarys: ‘

b[j — alj Ay — ar] Ais . (4)

Bu yerde i # r (bu denileme sistemadan ¢ykaryldy) we j # s
(x, ndbelld baglanysykly nabellilerint sanyndan hem ¢ykaryldy, x na-
bellini galsan y nébellinin koeffisiyenti bolsa bagga diizgiin boyunga
kesgitlenilyar).

(2) we (3) birlesdirip, (4) belgileméni goz oniinde tutup asakdaky
sistemany alarys:

a
— _ 1s
_b11x1+b12x2+"‘+b1 s1%s1 a, Yt

+b, x.  +. +bx

Ls+17"s+1

a.
— is
y,=bx tbx +..+ bi stV +
rs
+ bl +1‘x +1 Tt bmxn’
a
= —l,s
Y br—l,l X T br—l Pa) Tt br—l 1%t ra =Y, T
rs
+br1 +1x+1+ +br1n n’ 4 (5)
X =- 4, _ 4, _ ar,Fl + 1
s a. x a X,— — ars X ars y_
rso T [CERA s—1 r
_a
Lot -xH—l T e arn -xn,
rs rs

ar 1,5
Ves1 = brsiaXi + DrvioXo + oo+ bri i1 X1 + c; yr+

br+ 1,s+ lx.\'+1 + br+ ln,-xn,

=budi + buXo+ ... + b X + Oons

bm,\ﬂxs-v-l + ...+ bmnxn



(5) sistema ii¢in Zordany tablisasyny diizelifi (5-nji tablisa).
Seylelikde (1) sistemadan (5) sistema ge¢mek diymek, 4-nji
tablisadan 5-nji tablisa gecmek diymekdir (ekwiwalentdir). Berlen

......

......

a_- elemente bolsa rugsat edyén element diyilyar.
4-nji tablisadan 5-nji tablisa gegmegin diizgiini gutarnykly gor-
nlisde asakdaky yaly sekillendirilyar.

5-nji tablisa

xl x2 Xs_l yr XSH Xn
= b, b, by, s b || b
Ays
yl - btl bi2 bz s-1 dis is+1 bin
Ays
Y = br—l,l br—1,2 br—l,s-l Ar—1s b,,_ljm br—l,n
Ays
x = _ ar1 _ [ _ ar,s—l 1 _ ar,s+1 _ Arn
s Ars Ars Ars Ay Ars Ars
V™ brﬂal br+1,2 brﬂ,S—l Ar+1.s br+l,s+1 br+l,n
Ars
ym = bml me bm,s-l Ams bm,3+1 bmn
Ays

Tablisada yonekeylesdirip, rugsat ediji elemente degisli dil setir-
de ya-da siitiinde, elementi tapmak diizgiinine, géniibur¢luk diizgiini
diyilydr. Ony umumy gorniisde sekillendirelin:

1) Goy, a, rugsat ediji element we ol a_ element bilen
hasaplanylyan bolsun . Onda a,wea, elementler bir diagonaly eme-
le getiryirler:



@n  Oa, Oa, (D@
a, (:) ()a,, a,
O&JH  Oa, Oa,  Ha]e)

> >
ais ais
(a)0)  (9a,
>
a, O]

ais Ay

b,"j = a; —
s

2) Rugsat ediji element ters ululyk bilen calsyrylyar.

3) Rugsat ediji siitiiniii galan elementleri rugsat ediji elemente
boliinyar.

4) Rugsat ediji setirin galan elementleri rugsat ediji elemente
boliinydr we olaryn alamatlary ¢algyrylyp yazylyar.

5) Galan elementler asakdaky formula bilen hasaplanylyar:
Ais arj aijars — dis arj

b," = a; — =
! s s ’

i #1,j#s (goniiburcluk diizgiini boyunca).
Mysal. Asakdaky denlemeler ulgamyny alalyn.
y,=x, +3x,-2x,
y,=4x —2x,+ 3x,,

yy="1x,— x,.
6-njy tablisa
'xl x2 x}
v, = 1 3
y,= 4 -2 3
V= 0 7 -1




7-nji tablisa

xl x2 yl
_ 1 3 _1
X3~ 2 2 2
_ 11 5 _3
= 2 2 2
_ _1 11 1
s 2 2 2

.
2=

bolyar.

Tablisadan gorsiimiz yaly, biz 1-d4dim Zordan usulyny ulanyp
alan tablisamyzda y, bilen x -ifi yerini ¢alysdyk. Edil sonufi yaly edip
degislilikde hemme nébellilerin yerini calsyp, meseldnin ¢éziiwini
kesgitldp bilyéris.

Netije. Bu usulyn esasynda biz berlen ulgamyn nébellilerini
tablisa gori kesgitlip bilyéris. Yone Zordan usulynyi ulanylmasynyii
sany ulgamyn elementlerinden diiziilen matrisanyfl rangynyi sanyna
den bolmalydyr.

2. Modifisirlenen Zordan usuly. Goy, bize yokardaky yaly ul-
gam berlen bolsun, yagny

Vi = anX + anX: + ... + auXs + .o+ QiaXa,

Yo = AuXi + Xy + ...+ QosXs + .+ A2nXa,

ym == amlxl + am2x2 + + amsxs + + amnxna

(1)-nji sistemany basga gorniisde yazalyn, yagny
yi = (—ain)(—x1) + (—an)(—x2) + ... + (—ais)(—xs5) +

. (6)
ot (—an)(=x), (i=1,2,..,m).
Amatlylyk ticin agakdaky belgileméni girizelin:
—a =a, (=1,2,...,m; j=1,2,..,n). (7)

y g



Onda (2) - (3) we (4) — (5) anllatmalary goz oiilinde tutup, (1) sis-
tema dengiiy¢li bolan (7) sistemany emele getireris we sol bir yzygi-
derlikde yonekey Zordan usulyndaky &zgertmelerifi esasynda 8-nji

tablisany alarys.
8-nji tablisa
B xl - x2 o xv -xn
V= a, a, a, a,
Y= ay Ay Ay Dy
yr: arl arZ ars arn
ym = aml amZ o ams o amn

Eger biz yokarda sereden Zordan usulymyz yaly, yzygiderlik-
de gorkezilen 4 punkt boyunca 8-nji tablisadan 9-njy tablisa gecsek,
onda biz ony asakdaky gorniisde yazyp bileris. Goy, Zordan element

diyip a # 0 alalyf.
Goya #0 bolsun, onda
9-njy tablisa
- xl - x2 - yr - xn
Y= b, b, a,. b,
a
rs
y, = b,, b,, a, b,,
a
rs
x = " Y 1 a,
a
ars ars s ars
ym = bml m2 o ams e mn
a
rs




Eger biz yokarda sereden Zordan usulymyz yaly, yzygiderlikde
gorkezilen 4 punkt boyunga 9-njy tablisadan 10-njy tablisa gegsek,
onda biz ony asakdaky gorniisde yazyp bileris.

9-njy tablisadan gorniisi yaly, biz y_bilen x -ifi yerini ¢alysdyk
we asakdaky amallary yerine yetirdik:

1) -a, elementi Zordan element diyip sayladyk we 10-njy tabli-

) digip yazdyk.

sada ony < ;

2) Sol elementifi yerlesen setirine Zordan setir diyip, onufi hem-
me elementlerini a_ elemente boldik.

3) Sol elementin yerlesen siitiininde bar bolan elementlerin hem-
mesini sol elemente boldiik, alamatlaryny bolsa tersine dwriip aldyk.

4) Galan hemme elementleri Zordan usulyndaky yaly

[P arj _ aij s — Ais arj

by=a—=o a,

formula bilen tapdyk. Biz 10-njy tablisada Zordan usuly bilen 1-nji
ulgamy ¢6zmeklik {i¢in bir #dim Zordan usulyny ulandyk. Eger-de
biz yzygiderlikde sol usuly ulansak, onda yokardaky gorkezilen 3-nji
gornilise gord takyk netije alarys.

Steynisiii teoremasy. Eger Zordan tablisasynda m < n ¢yzykly
baglanysyksyz setirler bar bolsa, m ddimden soiira hemme y -ler
(i =1,2, ..., m)yokary ge¢yir, x-ler asak gegydr, artykmajy bolsa
x-ler bolyar.

Subudy. Onda biz asakdaky tablisany alyarys.

10-njy tablisa

yl y2 yr er x”
xl bll b12 blr b]’r+1 bln
xZ bZl b22 o bZr b2,r+l o bZn
xr brl br2 o brr br,r+1 o brn
Yyt Cr+1,1 Cr+1,2 Cr+1,r 0 0
yr+2 cr+2,1 Cr+2,2 cr+2,r 0 0
y n le m2 o Cmr 0 0




Eger m < n bolup, bu ulgamyn matrisasynyn rangy r-e deti bolsa,
onda sag tarapdaky tablisada yerlesen elementler olara den bolyarlar.

Onda galan y-ler 6z aralarynda ¢yzykly baglanysyklydyrlar. Ony
seyle yazmak bolyar:

Vrs1 =+ CroraVt + Crp12Y2 + oo + Crirryr

ym = + le}’l + Cm2y2 + + Cmryr
bu bolsa Steynisiil teoremasyny doly subut edyér.
Mysal. Asakdaky denilemeler ulgamyny alalyn.
Yy, =x, —4x, + 3x,,
y,=-35x t+x,

y,=2x,—3x,—4x,.

11-nji tablisa 12-nji tablisa
- ) R X PE R
Y= -1 4 -3 Y= 5 _4 | _25
y2: 5 '1 0 3 3 3
V5= -2 4 Y= 13 1 4
3 3 3
"= _2 | L 4
3 3 3
= %Xl + %}% + 23—5)63,
-_ 13, 1, 4
Y 3 X 3 ys 3 X3,
X2 = %Xl — %_)& %xs




§3.Cyzykly programmirleménin
umumy meselesi

1. Meselesiniii goylusy we onuii hésiyetleri
Cyzykly z funksiya berlen:

z=pXx, tpx,t..+tpx, (8)
bu yerde p— belli bolan koeffisiyentler (olar diirli hakyky sanlar bo-
lup bllerler)

p; koeffisiyentler n 6lcegli Yewklid ginisliginde P (pi,p,,...p.)
baha wektoryny, X, ndbelliler bolsa X (X1, X0, ey X) wektory beryérler. z
funksiyany P we gozlenyan x wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly
gorniisinde yazmak bolar:

=P .x

Caklendirmeler ulgamy berlen.

anXx: + anXx, + ... + aunX, S a,

A Xy + Ao + oo + Qu Xy < o,

)

A X1 + Qo Xo + oo + QX < Ay
x.>0.
j

z funksionalyn in uly ya-da i1 kigi baha eye bolmagyny iipjiin
edyidn we (9)-y kanagatlandyryan )?(xl, X, > X,) wektory (nokady,

nébelliler toplumyny) tapmaly. Yokarda bellenilisi yaly, (9) ulgam n
olcegli Yewklid ginisliginde giiber¢ek kopburglugy kesgitleyir. Eger
bu kdpburgluk bos bolsa (nokatlaryn hi¢ birini 6ziinde saklamayar),
onda meselédnin ¢oziiwi yok diyip hasap edilyér.

Eger bu kopburcluk bos dédl we difie bir nokada getirilmeyin
bolsa, onda tiikkeniksiz nokatlar kopliigi bar bolup, bu nokatlaryn her
biri z funksionalyn bellibir takyk baha eye bolmagyny {ipjiin edyéarler
we (9)-y kanagatlandyryarlar. Bu nokatlaryf i¢inde z ululygyn mak-
simuma ya-da minimuma eye bolyan nokadyny tapmaly. Bu nokady
onlim arkaly tapmak usuly yerlikli bolmayar, sebdbi max z ya-da
min z kesgitlenis yaylanyn i¢inde dél-de, gyrada yerlesyér.

4. Sargyt Ne 2592




1-nji teorema. z funksional maksimuma (maximuma) (9) den-
sizlikler bilen kesgitlenydn Q) kopbur¢lugyn gyra nokadynda eye bolyar.

Subudy. Q kdpburgluk gyra nokatlaryn tiikenikli sanyna eye-
dir. Goy, gyra nokatlar asakdakylar bolsun:

xO) X x?,
Onda VxeQ nokat gyra nokatlaryn giiber¢cek kombinasiyasy bo-

lup duryar:
X = Zﬂix“),
i=1

bu yerde
/11' Z O, Z/L = 1
i=1

Goy, z funksiya kébir x, nokatda maksimuma eye bolyar diyelin:

Zmax = F : -x_O (Xo GQ) .

x,€€Q bolyanlygy ti¢in bu nokat gyra nokatlaryn giibergek kombi-
nasiyasy bolup duryar. Diymek, kibir k? bar bolsa, asakdakyny alarys:

Zow = PO A" = AP-x" + P xP + .+ AP-x".
i=1

Her bir P-x", P-x",..,P-x"", skalyar kopeltmek hasyly san
ululykdyr. Bu sanlardan ifi ulusyny saylalyi; goy, bu san P-x"
bolsun. x" gyra nokatlar kopliiginii biri bolup duryar; P-x" bolsa,
funksionalyni sol nokatda eye bolyan bahasy.

P x" hemme P-x'"’ skalyar kopeltmek hasyllaryii yerine olaryi
it ulusyny P-x®-ny goyalyi; defiligifi yerine densizlik alarys:

e S AP XY+ P x4+ AP xY
(eger hemme P - x"”,-ler bir-birine deii bolanda, onda defilik alamaty

goylardy, sonui ligin densizlige denlik hem gosulyar). P-x", -ijemin
dasyna ¢ykaryp we Z Al = 1 bolyandygyny goz ofitinde tutup alarys:
i=1

.
<P XIS =P
z <P-x Zﬂ,—Px.

m
i=1



Seylelik bilen,
z <P-x"

Buyerde Z_alnan kopliikde funksionalyf ifi uly bahasy; P-x",
funksionalyn kébir gyra nokatda eye bolyan bahasy. Emma i uly
baha miimkin bolan bahalardan kigi bolup bilmeyir, sonuin difie «=»
alamaty galyar:

2 =P,

Diymek, z uly baha dine gyra nokatda eye bolyar.
2-nji teorema. Eger z funksional maksimuma (maximuma)
birndge gyra nokatlarda eye bolyan bolsa:

T A T 2 T (k
Zm=P-x"=P-x"=._.=P-x", k<r

(r — gyra nokatlaryii umumy sany), onda z sol bir baha agzalan
k nokatlaryn giibercek gabygynyn her bir nokadynda eye bolyar.

Subudy. xV, x@, ..., x® nokatlar bilen emele gelen giibergek
kopliigin islendik x nokadyndaky z funksionalyii bahasyna seredelin:

x:Zk:/Lx“), A,‘ZO, iﬂi:h
i=1 i=1

K . . . I I
Ax)=P- Y Ax"=P-x"=AP-x"+ LP-x"+ .+ AP -x" =
i=1
= /‘IlZmux + /‘12Zmax + + ;lkZmax =

k
= Zmux()ll + AZ + ...+ Ak) = Zmaxzﬂi = Zmax * 1 = Zmax.

i=1

Diymek, giiber¢ek gabygynyn islendik nokadynda z(x)-in bahasy:

zx) =z .

Geometriki manyda, eger max z iki nokatda yerine yetydn bolsa,
onda ol biitin kesimde yerine yetyir; eger lic nokatda yerine yetyin
bolsa, onda biitin ticbur¢lukda we s.m. Eger max z hemme gyra no-
katlarda yerine yetyén bolsa, onda ¢ozliwler yaylasynda funksional
tiytgemeyar. Subut edilen teoremalar meselelerin ¢éziiw usullarynyn
esasyny diizyarler.

2. Meseldnin geometriki sekillendirilisi. Goy, E"-yewklidin
ginisliginde maksat funksiya berlen bolsun:

2(x) = D pixi.
i=1



n
20[,,-961- < bj,
i=1

x>0, i =1,n.

Bu meselinin geometriki ¢oziilisi maksat funksiyanyn

z=0

serti bilen kesgitlenilyér. Eger biz x'(x’,, x,, ..., x ) erkin nokady al-
sak, onda ol nokada gord maksat funksiya seyle gorniisde yazylyar:

2 (x') = z P (10)

Bu bolsa yokary tekizlikden daslasyan nokady gorkez-
yar. Onda biz 10-njy serte gord, yokary tekizligi koordinatalar
baslangyjyndan gegirip, x' nokada gord ona parallel bolan tekizli-
gi kesgitlemeli bolyarys. Meselédni aydyilasdyrmak ii¢cin biz ony
yonekeylesdirip, tekizlikde x, hem-de x, nokat arkaly hususy hala
Yewklidii E? 2-nji ginisliginde seredelifi. Onda biz asakdaky hu-
susy hallary alyarys.

2 2
N
> R
s
7 x
<
s
=)
\\0 S Zmax
min
O Zmin .X] 0 é\\ xl
<
s
z ..
.. X 2-nji sur
1-nji surat Ji surat
O
AN
o
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X4 X, A

‘\
‘\
‘\
.
A\
‘\
\ o ‘\‘
N N Z
(maX) \\ Zmin b max
\
INCY
0 X, (min) | X
z=0 z=0

3-nji surat 4-nji surat

\ 4
4

X

7

5-nji surat

Gorstimiz yaly, ¢yzgylaryn her birinde diirli gérniisler gorkezilen.
Q — kdpburclugyn ¢iklendirilen yapyk gorniisinde maksimum hem mi-
nimum kesgitlenilydr. Haysy hem bolsa bir tarapy ¢aklendirilmedik gor-
niisinde ya maksimum kesgitlenilyér, onda minimum kesgitlenilmeyér.
Tersine, minimum kesgitlenilyar, onda maksimum kesgitlenilmeyir.

3. Meselinin grafiki usul bilen ¢6ziilisi. Cyzykly programmir-
leme meselesini yokarda seredilen meseld gord grafiki usul bilen ¢oz-
meklik we z = 0 sertini maksat funksiya gord goyup aydynlasdyrmak
ticin tekizlikde £? Q-kopburgluga seredip, onun depelerini kesgitlélin
hem-de maksimum we minimum bahalaryny tapalyn. Goy, asakdaky
gorniisde mesele berlen bolsun.



(I) x+x=<5,
(1) — xi + x: < 3,
() x <4l
(V) x =0,
(V) x >0

V)
*

6-njy surat

Egerbizz =p, x, + p, x, deillemé gord z = p, - p, diyip alsak we
p1p2:p1 ‘xl +p2X2
ululyga bolsek
DX + P2X> _ Dip:
Dip:2 Dip:2 Dip:2 ’

¢
D p

X X _
5 75 =1

S S
3+3 I.



Bu yerden,
x,=4,x=1
Seylelikde,
z =1-1+3-4=13.

max

§4. Cyzykly programmirleme
meselesinin ¢oziilis usullary

Meseléinin simpleks usuly bilen ¢oziilis ideyasy. Goy, bize bas-
langy¢ mesele ya-da ¢yzykly z funksiya

z=px, tpx, t..+tpx, (11)
we ona degisli cidklendirmeler ulgamy:

anXi + anXxs + ... + anX, < a,

Ao X1 + A0Xo + ... + AoXs < as, (12)

AmXi + A2 Xy + oo + QnXn = A

berlen bolsun.

Bu yerde x,x,, ..., x — onimlerin gornisleri; p,, p,, ..., p, belli
hakyky sanlar (bahalar) — dniimleriii bir birligini yerlesdirmegii ba-
halary. p -koeffisiyentler, n 6l¢egli Yewklid ginisliginde P, p,)
baha wektoryny, X~ tytgeyanler X(x,, ..., X ) wektory kesgitleyindigi
ticin, z funksiya p p baha wektory bilen gozlenyin wektoryn skalyar
kopeltmek hasyly yagny

z=P-x

gorniisinde hem anladylyp bilner. Bu funksiya maksatlayyn ya-da
baha funksiyasy — meselédnin funksionaly diyip atlandyrylyar. Ulgam-
daky a, a,, ..., a — sanlar resurslaryfi gorniislerini afiladyarlar; a-
ykdysady-tehnologik koeffisiyent bolup, j 6niimi dndiirmekde sarp
edilydn i gérniisli resursy kesgitleyér. Cyzykly maksatnamalasdyrma

umumy goylusda a, a,, ..., a, ¢éklendirmeler bilen alynyar. Emma
ykdysady meseleler ¢oziilende tiytgeyanlere
x>0 (13)



sert goyulyar. Seyle hem bolsa meseleler ¢oziilende iiytgeyanler
otrisatel bahany hem alyp bilerler. (11), (12), (13) sertler bilen kes-
gitlenydn meseld ¢yzykly maksatnamalasdyrmanyin meselesi, for-
miz funksionala minimum ya-da maksimum baha beryin we (12)
defsizlikleri yerine yetirydn x(x,, ..., x,) wektory kesgitlemekden
ybaratdyr. Densizliklerin (12) ulgamy E"giflisliginde Q giibercek
kopgranlygy kesgitleydr we ol kopgranlygyn bir depesinde z funk-
sional minimum ya-da maksimum baha eye bolyar. Eger-de bu kop-
granlyk bos bolsa, yagny bir nokady hem 6ziinde saklamasa, onda
meseldnin ¢ozliwi yok.

Eger-de bu kopgranlyk bos bolmasa we dinie bir nokatdan dur-
mayan bolsa, onda bu kopliik (12) serti kanagatlandyryar we z funk-
sionaly belli bir baha eye edyédn nokatlaryii tilkeniksiz sanyny 6ziinde
saklayar. Olaryn i¢inden z funksionalyil minimum ya-da maksimum
bahasyny kesgitleyan nokadyny tapmaly (z funksionalyih minimum we
maksimum bahalarynyni bu kopliigiii aracédklerinde kesgitlenyanligi
icin Oniimleri ulanyp bolmayar). Bu yagday hem bize kopgranlygyn
hemme nokatlaryny optimallyga deriiemén, eysem diiie onuil depele-
rinde bu isi yerine yetirmége miimkingilik beryar.

Optimal

/ depe

;

\ Baslangy¢

depe
7-nji surat

Seylelikde, simpleks usuly bilen meseldni ¢ozmekligin esasy
ideyasy asakdakydan ybaratdyr. Kopgranlygyn haysy hem bolsa bir
depesini alyp, ondan bize gerek bolan depd ¢enli gidyéris. Bu ideyany
amala agyrmak ti¢in baslangy¢ depéni almaklygy 6wrenmeli, sofira on-
dan baglap depeden-depi gecip, her gezek optimuma yakynlagsmagyn
usulyyetini tapmaly. Ilki bilen (12) ulgamdaky her bir densizligi (-1)
sana kopeldip, olaryn garsylykly alamatyny alarys. Azat agzalary
defisizligin gep bdlegine gecirip, olary y bilen belgildli:
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13-nji tablisa

— xl - x2 — xn 1

= a, 12 In a,
= a, a a,, a,
m = aml m2 amn am
z= —P ~ P -D, 0

Bu tablisada baslangy¢ c¢yzykly maksatnamalasdyrma mese-
lesinin hemme sertleri yerlesdirilendir. Eger x. liytgeyénlere x.2 0
sertler goylan bolsa, onda sofiraky isleri 13-nji tablisa bilen bas-
lamaly. Eger xjululyklara otrisatel dillik sert goyulmadyk bolsa, onda
14—15-nji tablisa 6zgerdilyér.

Goy, xj-ler ticin x> 0 sert goyulmadyk bolsun we (12) ulgamda
m > n hem-de (@) matrisasynyn rangy n bolsun. Onda n — yzygi-
derlikli &dimin komegi bilen 15-nji tablisa 6zgerdiler (yokarky setire
n sany y -leri gegireris).

14-nji tablisa

-V -V VY,
X = b11 b12 bln bl
xn =~ bnl an b)m bn
Vo1 = bn+1,1 bn+l,2 bn+l,n it
ym = bml me bmn bm
z= q, q, q, 0

Bu tablisada ¢epde n sany x-ler, (m-n) sany y-ler, yokarda bolsa
n sany y-ler yerleser. z setir hem Ozgerer: tize ¢ koeffisiyentler we
0 azat agza emele geler.

14-nji tablisada yokarda n setiri alyp, y-lerin Gisti bilen anladarys:

X =— bllyl — b12y2 — .. — blnyn + bla
X2 == buyi = buy: — .. = buy, + by, (14)

bnnyn + bn-

Xp =— buyr — by, — ... —



Eger y-lerin bahasyny hasaplap, olary (14) ulgamda ornuna
goysak, onda x-lerin gozlenyin bahalaryny alarys. Sonuil iigin hem
tablisanyil bu bdlegi meseldnin ¢dziiwininn soflunda peydalanylyar.
Yokardaky # setiri 14-nji tablisadan ayyrsak, 15-nji tablisany alarys.

15-nji tablisa

_yl _y] _ys _yn 1
yn+l: bn+l,l bn+l,j n+l,s n+l,n bn+l
yi: b:l bll bi: bin b:
y=— | b, : b b b,
V.= b, i - - b,
z= q, g, q, q, 0

Bu tablisada ¢yzykly maksatnamalasdyrma meselesi tidze gor-
niigde alynyar:

=74, ~ 4y, =4y, + O, (15)
funksiya we ¢éklendirmeler ulgamyndan 6zgerdilip alnan densizlikler
ulgamy alynyar:

Yi=—bay —bpy, — ... — by, + b= 0 (16)
(i=n+1,n+2,.,m)

»,20, y,20, .., y =0.

Seylelikde, (16) sertleri kanagatlandyryan we (15) funksiya
minimum (ya-da maksimum) bahany beryén y-lerin (y,, y,, ..., »,)
toplumyny tapmak talap edilyédr. Ahli m-lerden n sany y-leri kes-
gitlemek gerek bolyar, galan m-n sany y-ler onkiileri yaly ¢cyzykly
baglydyrlar.

Meselédnin bu téze gdrniise getirilisiniil sebébi, tiytgeyénler li¢in
otrisatel bolmazlyk sertinint alynmagydyr, baslangy¢ y-ler iicin bolsa
bu sert aydylmadykdyr.



2. Dayan¢ meyilnamany tapmagyn algoritmi. Azat agza siitii-
nine seredyéris. Eger olarynn hemmesi polozitel bolsa, onda dayang
meyilnama tapylan:

ylz 09 y2: 0: ceey yn: 0’ yn+1: bn-H’ yn+2 = bn+2’ cc0 ym: bm

Goy, azat agzalaryi i¢inde otrisatel san bar bolsun: b <0.
1. ¥ —nomerli setire seredyaris. Eger bu setirde hemme element-
ler otrisatel dil bolsa, yagny

b >0,
1

onda ¢dklendirilen ulgam bos kopgranlygy kesgitleyir, densizlikler
bilelikde dél, meseldnin ¢oziiwi yok.
Goy, r —setirde b, koeffisiyent otrisatel bolsun:

b <0.

Bular yaly koeffisiyentlerini sany birnd¢e bolmagy miimkin.
2. s belgili siitiinin koeffisiyentlerine seredelin we azat agza sii-
tiinin elementleri bilen jiibiitleyin denesdirelini (bir setirde). Haysy

jibiitlerin elementleriniii alamatlary birmenzes bolsa, olary fiksir-
leyéris. Bu jlibiitlerde azat agzalary s siitiindéki koeffisiyentlere yagny

b bolyéris we simpleks gatnagygy alyarys, ol bolsa polozitel bolar.

P 3 i kigi simpleks gatnasygy taparys:
minl )= 5

Rugsat ediji element hokmiinde s siitiinin bl,os elementini alyarys,
ol bolsa minimal simpleks gatnasyk setirinde yerlesendir. Bu element
bilen bir d4dim simpleks yok etmek amalyny yerine yetiryéris.

4. Seylelikde, biz hemme beyleki otrisatel azat agzalary yone-
keylesdireris. Sofira tiikenikli ddimlerin sanyndan son dayang meyil-
namany alyarys, ya-da meselanin ¢oziiwiniin yokdugyny goryéris.

3. Meselinin goniiburcluk diizgiini bilen ¢oziilisi. Goy, bize
deiilemeler ulgamy berlen bolsun:



3.X'1 + 2X2 — Txs = — 17,
—4x + 3Xz + 5X3 = 4,
Sxy — 4x, — 3x; = 5.
Coziilisi: Berlen ulgamy tablisa gorniisde yazyp, bu ulgamy
nébellileri yzygiderli yok etmek usuly bilen ¢ozelin:

16-njy tablisa

X, X, X, Azat agzalar
-7 -17
-4 3 5 4
5 -4 -3 5

Coziiwi rugsat ediji element hokmiinde, birinji denleméanin
x, elementini ikinji stitinden alalyfi we 17-nji tablisa gegelin:

17-nji tablisa

X, x, X, Azat agzalar
3 I -7 —17
2 2 2
—17 0 31 59
2 2 2
11 0 -17 -29

Tablisany yonekeylesdirip, elementleri kesgitleyén diizgiini tapa-
lyfi. Onun ligin 17-nji tablisanyii elementlerini emele getiryén prosesi
yerine yetirelin. (16) we (17) matrisalary asakdaky gorniisde yazalyn:

18-nji tablisa

_7_ 3 _1 _17
3 2-7-17 > =3 5
—4 31 5 4 17 0 31 59
5-4-3 5 2 2 2

11 0 -17 —-29).

Gegis prosesinde asakdaky amallar yerine yetirildi:
1. Rugsat ediji setirinn (birinji) elementlerini, 6nki elementlerii
rugsat ediji elementine (a , = 2) bollinip alyndy.



2. Rugsat ediji siitiinde (ikinji), rugsat ediji elementden (a,,) ga-
lan hemme elementleri nola dendir.

3. Goy, haysy hem bolsa bir element rugsat ediji siitiine ya-da

setire degisli ddl bolsun. Meselem, a, = 17 clementi tapmak ticin,

2
biz 61iki a, = — 4 elementin iistiine % sany gosalyn, (—3)-e kopeldelin.

17 _ 3/ 2y— (_4>2_3'3 _ i — Qudxn
p =A== -

Bu diizgiini basgaga sekillendirmek hem bolyar. 16-njy tablisada
tablisada gontliburglugy seyle bir ayratynlagdyralyn, netijede, hasap-
lamaga degisli element (-4) we rugsat ediji element 17-nji tablisada
diagonallaryn birisini emele getirer yaly. Soiira bu elementlerin ko-
peltmek hasylyndan, beyleki diagonalyn elementleriniit kopeltmek

hasylyny ayyryarys we alnan rugsat ediji elemente bolyéris. 5

elementi hasaplama seredelifl. Goniiburclugy ayratynlasdyralyn, ol

asakdaky gorniisde bolar:
59 _ 4-2-3(=17) |2 -17
2 2 3 4

4. Optimal coziiwin kesgitlenilisi. Eger (12) ulgama serisdeler
(a,a, ...,a,),seyle hemsofiky emele gelen b , b, ..., b serisdelerifi
hemmesi degisli a,> 0, > 0 bolsa, onda bu meseléniii meyilnamasy
dayancdyr. Ykdysady tarapdan onuin hemme serisdesi ipjiindir.
Haysy hem bolsa biri only dil bolsa, onda sol setiri (-1)-e kopeldip,
ony dayan¢ meyilnama getirmek bolyar.

Eger 19-njy tablisadaky azat hemiseliklerin hemmesi polozitel
bolsalar, seyle hem maksat funksiyanyn setirindéki koeffisiyentlerini
hemmesi polozitel bolsalar, onda ol mesele optimal ¢oziilendir. Eger
maksat funksiyanyn haysy hem bolsa koeffisiyentlerinin birisi polo-
zitel dél bolsa, onda ol ¢oziiw optimal déldir. Berlen meseldnii opti-
mal ¢oziiwini kesgitlemek {i¢in biz meseldniii dayan¢ meyilnamasy-
nyn barlygyna esaslanmaly bolyarys. Diymek:

b;>0. j=1,n

o .



Onda bu meselédnin n gezek simpleks usuly ulanylyan tablisasy
asakdaky gorniisde yazylyar (/9-njy tablisa).

19-njy tablisa

-y, -y, -y,

Y1 = bn+1,| bn+],2 ntn nl

Ypr = bn+2,1 bn+2,2 bn+2,n bn+2
ym = bml bm2 e bm,n bm
z= q, q, q, 0

Eger z setirde maksat funksiyanyin hemme koeffisiyentleri polo-
zitel bolsa, onda bu tablisa seredilydn meselénini optimal ¢oziiwinin
bardygyny gorkezyéir. Seylelikde, islendik amaly meseldniii optimal
coziiwini kesgitlemeklik asakdaky yzygiderlikde yerine yetirilyér.

1. Eger berlen meselede azat agzalaryn biri otrisatel bolsa, onda
seredilydn meyilnama dayang¢ dil serti yerine yetirydr. Dayang ele-
mentleri {i¢in sol setirin hemme elementlerini (-1)-e kopeltmeli.

2. Eger z setirddki elementlerin i¢inde otrisatel element bar bolsa,
onda ol meyilnama optimal bolup bilmez. Ony optimallyga dwiirmek
iicin sol elementin siitiininde bar bolan elementleri azat agza siitiininin
elementlerine paylamaly we if kigisini almaly.

3. Eger maksat funksiyanynl koeffisiyentlerinini i¢inde birnédge
otrisatel element bar bolsa, onda biz olaryn i¢inden in ki¢i ya-da
absolyut ululygy boyunga in uly elementi saylap, sol siitliniii gatna-
sygyna seredyéris. Onda biz sol setirin gatnasygyny z-diyip bellesek
simpleks gatnagygy alarys:

b,
b

! = min

4. Eger bu meseldnin dayan¢ meyilnamasy barlanjak bolsa, onda
yvi=0;y%=0;..,v,=0,

V1= bn+1,




Y.=b,
z=0.

5. Eger optimal ¢6zliwi 3-nji punkta gora kesgitldp bolmasa, yag-
ny alnan netijede z setirde yene-de otrisatel element yiize ¢yksa, onda
bu shema hemme element polozitel bolyanga dowam edilyar. Netije-
de, optimal ¢ézliw alynyar.

6. Eger meselédni tersine minimum kesgitlemeli bolsa, onda mak-
sat funksiyanyn koeffisiyentleriniit hemmesininl otrisatel bolmakly-
gyny gazanmaly.

7. Eger meseldnin goylusyna gord z setiriit koeffisiyentleriniii
hemmesinin polozitel ya-da otrisatel bolmagy gazanylmasa, onda me-
sele optimal ¢oziilmeyir. Yagny, maksimum hem-de minimum baha-
lary kesgitlemek miimkin dal.

Meseld seredelin:

z=>5x, —x, t 3x, > max
X, tx,+x,<2
dx +2x,+x,<3
X, —x,+2x,<-1
—3x, +2x,-2x,<5
x,20,x,>0,x,>0,

Yy, =-x-x,—x,+2>0
y,=—4x —2x,-x, +3>0
y,=3x,—x,+2x,-1=0
y,=3x,-2x,+2x, +52>0

x,20,x,>20, x,>0.



20-nji tablisa

21-nji tablisa
22-nji tablisa
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5. Optimal meyilnamanyn algoritmi. 1) Dayan¢ meyilnamasy
alnandan sonira z — indeks setirine seredyéris. Eger onun hemme ele-
mentleri otrisatel dil bolsa, onda optimal meyilnama tapylan. Bu ¢6-
zliw tablisanynl yokarsynda yerlesen nébellileriii nola defilenmegi ne-
tijesinde alynyar, gapdalyndakylar bolsa azat agzalara denlenyar.

2) Eger z — setiriii koeffisiyentleriniil i¢inde (azat agzadan basga)
birisi otrisatel bolsa, onda sol koeffisiyentli siitlini rugsat ediji diyip,
kabul edydris. Eger otrisatel koeffisiyentler birndce sany bolsa, onda
rugsat ediji diyip, ifi uly absolyut ululygy bolan koeffisiyentli siitiini
alyarys.

3) Saylanyp alnan siitiinde rugsat ediji element, in kigi simpleks
gatnasyk boyunca saylanyp alynyar.

4) Bu element bilen bir ddim simpleks usuly ulanylyp, nébelli
yok edilyar.

5) Alnan meyilnamanyn optimallyga barlananda (z setirin koef-
fisiyentleriniii alamatlary barlanyar — algoritmin 1-nji 4dimi). Eger z
setirin koeffisiyentlerinini arasynda otrisatel element bar bolsa, onda
ol prosesin gaytalanmagyna getiryar.

6) Eger haysy hem bolsa bir otrisatel koeffisiyentli siitiinde we
z setirde polozitel koeffisiyent bolmasa (yagny rugsat ediji elemen-
ti saylap bolmayar), onda meseldnin ¢oziilis oblastynda funksional z
ciksiz bolup, gerek bolan mogberinde uly bahalary kabul edip bilyér.
Meselédnin maksimum ¢oziiwi yok.

Amaly meselelerin simpleks usuly bilen ¢oziilisi.

Ml.z=2xl —Xx, X,

x, —x,+x,<3 y=—x tx,—x,+3>0
2x, +x,—4x, <2 y,=2x,—x,t4x,-2>0
—x, —3x,+2x, <-1 y,=x, +3x,-2x,— 120
Sx, tx,+x,<4 Y, ==5x, —x,—x,t4>0
4x, —2x,— 3x,<6 ys=—4x +2x,+3x,+6>0

5. Sargyt Ne 2592




23-nji tablisa

24-nji tablisa

x| =, | =X, 1 -, | =, | =X 1
y=| W | -1] 1 3 x=] W | -1 1 3
y,= 2 1 4 2 y=| 2 3 -6 | -8
y,=1 -1 -3 2 -1 »y= 1 —4 3 2
V= 1 1 4 y,=| -5 6 -4 | -11
yi=1| 4 —2 -3 yi=| 4 2 -7 | -6
z=| -2 1 -1 0 z= 2 -1 1 6
t = min 2
aij
25-nji tablisa
e -, X, 1
X, = 1 1 -1 1
3 3 3
X~ _2 _1 —2 _8
3 3 3
Yy~ _5 _4 -5 _26
3 3 3
Y, = -1 -2 8 5
Vs = _8 _2 -3 _2
3 3 3
= 4 1 -1 10
3 3 3
26-njy tablisa
_yl _y2 _y3 1
%= 2 1 1 31
3 15 5 15
=N 1 _2 4
0 5 5 5
= 1 _4 1 26
3 15 5 15




26-njy tablisanyn dowamy

Vo™ 11 2 3 _133
3 15 5 15
Vs = _3 _22 _3 68
3 1 5 15
7= bl 1 1 76
3 15 5 15

26 —njy tablisadan x, tiytgeydnler licin tize aillatmalary yazalyn:

2 1 1 31

N=gnt gt srtis
Xzz%yz—i‘%}%ﬁ-%
_ 1 1 26
X3—3}I1 15yz+5y3+15
27-nji tablisa
7y1 7y2 7y3 1
V= 11 2 8 _ 133
3 15 5 5
Vs= _5 _22 _3 68
3 15 5 15
= S5 1 _1 76
3 15 5 15

Bu tablisadan meselénin tdze goylusyny alarys:

_ 5. 1 1 76
= 3}71 15y2+5)73+15
6. Optimal coziiwin informasion tehnologiyalar arkaly ta-
pylysy. QSB (Quantitative System for Business) programmasynyi
komegi bilen ¢yzykly programmirleme meselesinifi optimal ¢ézliwini
tapmaklygyn tehnologiyasyna seredelin.



Programmanyn penjiresi agylandan sofira esasy menyunyn «File
-> New Problem« diiwmelerine basyp, tdze mesele penjirdmizi agyarys.
Tdze meseldmizin penjiresi agakdaky gorniisde bolar:

Number of Goals:
Number of Variables:
Number of Consraints:

ProblemTitle:

Default Goal Criteria Data Entry Format

(e Maximization (e Spreadsheet Matrix Form

(' Minimization (C Normal Model Form

Default VariableType

(e Nonnegative continuous (' Binary (0,1)

( Nonegative integer C Unsigned/unrestricted
o e

Tize meseléni girizmek iicin:

1) Program title — meseldnin adyny girizmeli;

2) Number of Goals — maksat funksiyanyil sanyny girizmeli
(mydama 1);

3) Number of Variables— iiytgeyjilerin sanyny girizmeli;

4) Number of Constraints — ¢iklendirmeler ulgamynyn sanyny
girizmeli;

5) Default Goal Criteria — diylen yerde maksat funksiya layyk-
lykda maximum ya-da minimum saylamaly;

6) Data Entry Format — diylen yerde meseléni néhili yagdayda
girizmek isleyindigimize layyklykda Spreadsheet Matrix Form ya-da
Normal Model Form saylamaly;

.....

alyp biljek bahalaryna layyklykda sol yerdékilerden birini saylamaly
(meseldmiziil ¢yzykly programmirleme meselesi bolanlygy {igin
Nonnegative continuous saylamaly);



8) Mesele girizilenden sonl penjire asakdaky gorniisi alar:

Number of Goals:
Number of Variables:
Number of Consraints:

Problem Title:

Default Goal Criteria Data Entry Forma

(e Maximization (o Spreadsheet Matrix Form
(' Minimization ( Normal Model Form

9) Meselédnin bahalary girizilenden sonl yokardaky penjirdmiziil
OK diiwmesine basmaly;
10) OK diiwmesine basylandan soni agsakdaky penjire peyda bolar:

Variable --> X1 X2 Direction R. H. S.
Max: G1

C1 <=

C2 <=

C3 <=

C4 <=

LowerBound 0 0 T
UpperBound M M

Variable Type Continuous| Continuous

11) Yokardaky formanyi Max:G1 setirine maksat funksiyanyi
koeffisiyentlerini girizmeli. Asakdaky C1, C2, ..., Cn, degislilikde



1-nji, 2-nji, ..., n-nji denilemelerin koeffisiyentlerini girizmeli (Bellik:
ciklendirmeler ulgamynyn sertini liytgetmek {icin sertin {stline iki
gezek basmaly). Ondan sonl penjire asakdaky gorniisi alar :

Variable --> X1 X2 Direction |R.H.S
Max:G1 3 4

C1 2 3 <= 9
C2 3 2 <= 13
C3 1 -1 <= 1
C4 0 0 <= 2
LowerBound 0 0 _- _' _- _' _' _- _' _' _- _' _- _' _' _-
UpperBound M 0

\VariableType| Continous | Continous

Seylelikde, mesele girizildi. Meselédnin netijesini almak ii¢in esa-
sy menyudaky Solve and Analyze diiwmesine basmaly. Basylandan
son asakdaky penjire peyda bolar. Bu penjirdnit OK diiwmesine bas-
maly. (Meseldnin ¢oziilendigini habar beryér)

Linear and Integer Goal Programm...D

The problem has been solved.
Optimal solution is achieved.

12) Meselanin ¢oziiwi asakdaky penjire arkaly gorkezilyar.

13:04:44 Sunday May 08 2011
Goal Decision | Solution |Unit Cost or Total Reduced | Allowable| Allowable
Level Variable Value Profit ¢(j) |Contribution Cost Min. c(j) Max. c(j)
1 Gl X1 2,40 3,00 7,20 0 2,67 M
2 61 X1 140 | 400 560 0 -3,00 4,50
Gl Goal | Value |(C(Max,)= 12,80 )
D
Left Hand Right Hand Slack Allowable| Allowable | ShadowPrice
Constrain Side Direction Side or Suplus |Min. RHS|Max. RHS Goal 1
1 Cl1 9,00 <= 9,00 0 2,00 12,00 1,40
2 C2 10,00 <= 13,00 3,00 10,00 M 0
3 C3 1,00 <= 1,00 0 -0,50 4,00 0,20
4 C4 1,40 <= 2,00 0,60 1,40 M 0




13) Meseldnin ¢oziiwi yokardaky gorkezilen baha dendir.
14) Meselanin netijesi alnandan sofl programmany yapmaly.
Mysal. Meseldnin ¢ozliwini tapyn.

1. F=x +3x,—5x,—> max;
2x1 + 4x, + x5 + 2x4 = 28,

—3x + 5%, — 3x, + x5 = 30,
4.X'1 — 2.X'2 + 8.7C4 + X6 = 32,

520 (=1,6).

ProblemTitle:

Number of Number of
Variables: Consraints:

Variable -> [ X1 X2 X3 X4 X5 X6 Direction R. H. S.

nwfuwjn
w
S

LowerBound | 0
UpperBound M
VariableType i Conti Conti Conti Conti C

EENEIEND
HFEENERE
HFERIEINIES
Zle|le=|e|=
Zle|=|=|e|=

The problem has been solved.
Optimal solution is achieved.

=1




22:58:51 Thusday | October 17 2013
Decision | Solution |Unit Cost or Total Reduced | Basis |Allowable| Allowable
Variable Value Profit c(j) |Constribution.  Cost Status | Min. ¢(j) | Max. c(j)
1 X1 0,9091 1,0000 0,9091 0 basic 0,5294 1,5000
2 X2 6,5455 3,0000 19,6364 0 basic 2,0000 5,6667
3 X3 0 0 0 -0,3636 | at bound -M 0,3636
4 X4 0 -4,0000 0 -5,2727 | at bound -M 1,2727
5 XS5 0 0 0 -0,0909 | at bound -M 0,0909
6 X6 41,4545 0 0 0 basic -0,1000 | 0,1081
Objective | Function | (Max.) = 20,5455
Left Hand Right Hand | Slack | Shadow |Allowable| Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus | Price |Min. RHS|Max. RHS
1 C1 28.0000 = 28,0000 0 0,6364 | 24,0000 | 93,1429
2 C2 30.0000 = 30,0000 0 0,0909 | -15,0000 | 35,0000
3 C3 32.0000 = 32,0000 0 0 -9,4545 M

Meseldnin ¢oziwi: F_ = 20,5455.

2. F= 3x1 + 2x5 — 5x6—> max

2X1 + X, — 3X5 + 5X6 = 34,
Adx, + x5 + 2X5 — 4xs = 28,

—3X1+X4— 3X5+6X6 :%,
x>0 (j=1,6).

3. F = x + 2x, — x; — max

—X1 + 4x, — 2X3 < 6,
X1 +X2+2X326,
200 — X + 2x; = 4,

x,20, x,>20, x,>0.

§5. Cyzykly programmirleméinin
ikeldilen meselesi

1. Ikeldilen mesele barada diisiinje. Bize belli bolgy yaly, islen-
dik kdrhana 6nlim 6ndiirmek {igin 6ziine gerek bolan serigdeleri iipjiin



edydr. Sonira sonun esasynda diirli gérniigli 6nlimleri ondiirip, gerek
bolan ya-da soralyan islegleri kanagatlandyryar.
Biz yokarda bu meseld gord ¢yzykly programmirleménini esasy

gorniisine seredipdik. Ol degislilikde:
n max
Z cix; <X .
j=1 min (1 7)

Maksat funksiya, seyle hem cdklendirmeler ulgamy:
Sax<h, i=1m, (18)

x,>0,j=1,n (19)

Yagny, bar bolan m sany serisdaniii esasynda n diirli 6niimi 6ndiirip
cykarmaly diyen ¢yzykly programmirleméniii meselesiniti umumy modeli.

Birndce yagdaylaryn esasynda kdrhana ontimleri 6ndiirmén, 6ziin-
de bar bolan serisdeleri yokary bahada basga bir kérhana yerlesdirip,
edil 6nliimin ondiirilip ¢ykarylan bahasyny talap edyér. 2-nji kérhana
bolsa, bu serisdeleri miimkin boldugyca arzan almak isleyér.

Ykdysady tarapdan seredeninde ¢yzykly programmirleménin
esasy meselesi, hojalygy meyilnamalasdyrmakdan duryandyr. Goy
hojalykda a, a,, ..., a, serigdeler bar bolsun. Onda olary n-diirli
ontimleri ¢ykarmak ti¢in ulanmak bolyar. Her oniiminifi (x, x,, ..., x )
ondiirijiligin gdwriimini kesgitlemeli. Sunlukda 6ntimiit umumy bahasy

z=pXx,tTpx,+..+px. (20)

n n

maksimal bolmaly. Caklendirmeler ulgamy:

anXx: + anx, + ... + auX, S a,

anXi + anXx, + ... + X, S as, (21)

amlxl + amZXZ + + am,lx,, S am.

Bu yerde p, — simpleks gatnagyk — j-nji oniim birligif bahasy,
a;- ykdysady tehnologiki koeffisiyent — i-nji serisddni ulanmak bilen



j-nji 6niimi ondiirmekligin normasy. Ykdysady many boyunca &hli
nébelliler otrisatel dil:

x>0, j=1n. (22)

Indi bolsa bu berlenlerden peydalanyp basga bir ykdysady me-
seld seredelin.Mysal iicin, haysy hem bolsa bir kdrhana, hojalykda
bar bolan &hli serigdeleri satyn almakg¢y bolyar. Bu sertden ugur alyp
u, uy, ..., u optimal bahalary kesgitlemek bolar:

1) serisdelerin umumy bahasyny satyn alyan kdrhana mini-
mumlasdyrmaga ymtylyar;

2) yone her bir serisde {i¢in hojalyga bolmanda onun tayyn 6nii-
mi hokmiinde aljak girdejisini tolemeli. Eger bolmanda hojalyga
serigdeleri satmasa girdejili bolyar, ol 6z dndiirijiligini gurnap biler;

3) w-serigdeleriit umumy bahasy Ondiirijilik bahasy bolup yiize
cykyar:

w=au tau +..+tau. (23)

m m

Alnan maksat funksiyany minimallagdyrmaly.

Ikinji talap seyle ¢éklendirmelere getiryér. Birinji oniiminl birli-
gine a,, harajatlamayan, birinji serigdanin birliginifi «, bahasy bilen,
a,, ikinji serigdénifl birligininl «, bilen we s.m. u_m serisdénifi ¢, ba-
hasy bilen. Ahli serisdeleriii bahasy 1, 2....,m &niim birliginifi &ndiiri-
jiligine gidip, su asakdaka den bolar:

allul + a21u2+ e amlum 2]71

Suna menzeslikde pikir yoretsek, 2-nji, 3-nji we s.m. Oniimin

gorniigleri iicin getirip bolar. Netijede, deisizlikler ulgamyny alyarys:
anth + Aty + ... + Guilln = P,

Al + Aol + ... + Aualkn = P2, (24)

alnul + (lznuz + + amnl/lm an

Ykdysady many boyunga gozlenilyén bahalar otrisatel dil:
u,>20,u,20,..,u >0, (25)



Densizliklerin umumylygy (24), (25) we meselelerinn siste-
masyny emele getiryar.

Matematiki formulalary, yagny (20)-(22) formula bilen birinji
meseldni, (23)-(25) formula bilen ikinji meseldni denesdirelin.

1) Bir meseldniii nébellileriniii sany beyleki densizliklerin sanyna
dendir.

2) Céklendirmeler ulgamynyn koeffisiyentiniii matrisalary biri-
nin beylekisinden transponirlemegi bilen alynyar.

3) Deiisizlikler ulgamynda ¢dklendirmelerinn gapma-garsy many-
lary bolup (< calysyar >), ndbellilerini otrisatel délligi saklanyar.

4) Ciaklendirmeler ulgamynyn erkin agzalary bir meseldninki
beylekinin funksionalynyn koeffisiyenti bolyar, funksionalyn koeffi-
siyenti bolsa ¢éklendirmelerin erkin agzasyna dwriilyar.

5) Bir meselede funksional maksimumlagyar, beylekide mini-
mallagyar. Cyzykly programmirlemeginn meselesine gorkezilen hi-

Olaryn biri esasy ya-da goni, beylekisi ofla catyrymly ya-da iki-
leyin meseledir. Goni mesele diyip, biz birinjini hasap ederis. Goni
meselénin ¢éklendirmeler ulgamyna gosmaga y, nabellileri girizip, su

asakdaky gorniisi alarys:
V== auXi — anXy — ... — Qo + a1 = 0,
Vo =— QX — UnXs — .. — QuXa + 2 = 0,
(26)
ym =—AmX1 — AmX2 — ... — AonXn + Am Z O

Ikileyin meselede gogsmaga ndbellileri v, (y) uisti bilen bellaris:

Vi = dulh + Al + o QU — D =0,
Vo = Al + Al + ... + Ao Uy, — 220,
g @7)

Vi = Qunlls + Ally + ... + Qunlkn — Pu = 0.

Goni meselini Zordan tablisasy gorniisinde yazyarys.



26-njy tablisa

Goni X, -X, -X 1
n
mesele
= a, a, a, a,
Yy = a, a, a,, a,
ym = aml m2 amn am
Z= P P P, 0

Sebibi ikileyin mesele sol bir berlenler boyunca sekillendirilen,
ony sol tablisa girizip bolyar. (23), (24), (27) anlatmalary deriiemek
bilen goryiris, yagny u, azat ndbelliler ikileyin meselede setir bi-
len dél-de, siitiin bilen yazylyar. Ikileyin meselénin tablisasynyn
esasy boleginiii yokarsynyn her bir siitiininde degislilikde gosmaca
v, goyalyn, azat agzalar siitlinini bolsa w funksionala gecirelin. Azat
nibelliler siitlininin il sonky Oyjiiginde 1 goyyarys (27-nji tablisa).
Onda ikileyin mesele 27-nji tablisada asakdaky gorniisde okalyar:

27-nji tablisa

Tkeldilen v, = v, = V.= w=
mesele
Goni X, -X, -X 1
n
mesele
u, Y= a, a, a, a,
u, Y, = a, ay ay, a,
um ym = aml amZ amn am
1 Z= Py L P, 0




da seredilen ¢yzykly programmirleme meselesi hokmiinde simpleks
usulyndan peydalanyp, 4dimme-ddim Zordan nibellileri yok etmegin
esasynda onun optimal ¢oziiwini tapyarys.

28-nji tablisa

Ikeldilen V= u = v= W=
mesele
Goni X, -X, - X, 1
mesele

u, Y= b, _ ap bln bl
amZ

u, V= b21 _ a» bZn b2
amZ

V2 x2 = aml 1 An an

amz am2 am2 am2

| = | 4 n | - o | ©

am2

2. Ikeldilen meselede esasy teoremalar

1-nji teorema. Eger ikeldilen meselelerin birinin optimal ¢6z-
gtidi bar bolsa, onda onun beylekisinin ekstremal anlatmalary, yagny
olaryn funksionaly gabat gelydr. max z = min w.

Eger-de bir meselede funksional ¢dklendirilmedik bolsa, onda
ona ikeldilen mesele ters gelyir.

Subudy. Ikeldilen tablisa géni hem ikeldilen meseldni yazalyn we
olarda modifisirlenen Zordan ayyrmalarynyi (yok etmelerinii) ddimi-
ni yerine yetirelil we ony td goni meseldnin optimal meyilnamasyny
alyancak dowam edyiris. Netijede, biz (26) tablisa gelyaris, seylelikde
b-nifi ahli azat agzalary we z setirindaki ahli koeffisiyentlerifi we qj-nifl
otrisatel dilliginde b, > 0, 4,20 meyilnamay =...=y =x_  =...=x
= 0 bolup, z = O optimal maksimum ailatmany alyarys.

n



29-njy tablisa

Tkeldilen u = U = V., v, = W=
mesele
Goni -y, -, X, x, 1
mesele

¢ X, = b, b, b1, s+ b, bl

vx xs = btl bY\ b\ s+1 bvn bS
u5+1 y,“ = b.s'+l,s o b.s’+l,.s‘ bs+],x+] ot bs+l,n bs+]
um ym = bml bms bms+l bmn bm

1 z— q, q, Gt q, Q

Indi bolsa ikeldilen meseld seredelin. Siitlinin ¢ep esasy bolegine
degisli yerlesen nébellileri nola deiildlin:

v =.=v=u_=..u=0.

1 s s+1 m

Onda yokarda yerlesen esasy setirin nabellileri asakdaky denlik-
leri kabul edip alyar:

ul - ql’ T us - qs’ vs+1 - qs+1 vn - qn'

Yokarda belleysimiz yaly, q, koeffisiyentlerifi dhlisi otrisatel dal-
digi sebdpli, bu meyilnamany kabul edip bolyar. Ikeldilen meselede
azat nibellileriii sany m-e det we sonca (¢ep siitiinddki azat nibelli-
ler) meyilnama degisli nébelliler nola defilenen. Diymek, bu meyil-
nama (onopHsli) dayang, geometriki tarapdan bolsa kdpgranlygyn
depelerinin ¢oziiwini gorkezyir. Sunui yaly meyilnamalaryn i¢inden
onun optimal ¢ozliwini gozlemeli.

29-njy tablisadan ikeldilen meselénin maksat funksiyasyna sere-
delin:

w=bv +...+byv +b u.  ..+bu +Q.
S 8 m m

s+l s+l

29-njy tablisada azat agzalaryn otrisatel déldigi tapylypdyr: b, > 0,
v we u ndbelliler bolsa ikeldilen meseldniii manysy boyunca otrisatel
daldir. Munun esasynda her bir b, v, we b, u, gdrniisli gosulyjylar otri-
satel dildirler we olaryn dhlisinifi jemi

b1V1 + ...+ bsv_q + bmus+1 +..+bu

m m



islendik kabul edip bolyan meyilnama ii¢in otrisatel déldir. Bu jem Q
azat agzanyn istiine gosulyar we w-nin minimumyny gazanmak {i¢in
ony miimkin boldugyca kigeltmeli. Otrisatel dil sanlaryn iginde il
azy nol. Bizi gyzyklandyryan jemin nola den bolmaklygy ti¢in her bir
nibelli v we u gosulyjylary nola denilemek yeterlikdir.

Seylelikde, her bir ikeldilen meselédnin meyilnamasyny 29-njy
tablisadan nédbellilerii nola deiilenip alynmagy ii¢in onun dayang
meyilnamasynyn bolmaklygy we funksionalynn minimumlygy, yagny
onufl optimallygy bolmaly. Eger b -nifi azat agzalarynyfi arasynda nol
bar bolsa, onda ona gabat gelyian gapdal nibelliler belli bir anlatma
¢enli noldan ulaldylyp bilner we bu yagdayda funksionalyn ululygy
tiytgemeydr. Bu yagdayda ikeldilen meselede optimal meyilnamalar
kopdiir. Minimum v we maksimum z sol bir Q azat agza den bolyar.
Bu gutarnykly teoremanyn birinji bélegini subut edyar.

Goy, goni meselede z funksional ¢édklendirilmedik bolsun.

Algebraik taydan bu dayan¢ meyilnamanyn 29-njy tablisadaky
siittinlerinin biri, goy, s siitinde ¢_koeffisiyent otrisatel bolsun, galan
beyleki koeffisiyentler bolsa p01021tel délbolsun. b, <0,i=1,2,.

s siitlin ¢cozmége rugsat edydn bolmaly, yone onda sol elementi saylap
we meyilnamanyi gowulagmagy ti¢in hi¢ bir 4dim etmek bolmayar.

Ikeldilen meseldnin yagdayyna seredip gecelin. Munui {i¢in
u_nébellinifi afilatmasyny yazalyn. Seyle sowsuz bas siitiini gapdal
nébellilerin iisti bilen anladalyn:

u=bv+..+bv+b u +b u t+gq.
K Is 1 Ss§ s+1,

+1, 5 s+l ms m

Bu anlatmanyn sag tarapynda otrisatel didl v we u nébelliler,
seyle hem polozitel dil b koeffisiyentli elementler yerlesen. Seyle
ululyklaryfi kopeltmek hasyly, yagny b, v, ya-da bjs u polozitel dal
bolup, seyle kdpeltmek hasylynyi jemi:

blsvl—i- +bv+b + ... +b u <0

s+l,s v+1 ms m

Amatly yagdayda bu jemi nola getirip bolyar, onuil {i¢in v we
u degisli ndbellileri nola denlemeli. Yone u, nébelli otrisatel bolar,
sebabiu =gq, g <O0.

Sag tarapdaky islendik nibellinini nolunyn yerine haysy hem bol-
sa bir polozitel baha berilse, ol meselini onkiiden hem ¢ylsyrymlas-
dyryar. Meselanin sertine gord, bu nébelliler u_nébelliler bilen bilelik-

de otrisatel bolup bilmeyarler.



Teorema doly subut edildi.
Mysal. Bu teoremany asakdaky yaly mysal bilen gorkezelin.
Goy, gbni meseldninl gorniisi bar bolsun, onda funksiyanyn mak-
simumyny tapmaly:
z=12x +6x, - 7x,.
asakdaky sertlerde:
Xi+x—x =95,
2x + 4x, — S5x; < 12,
X —3x +x3 =8, L
2x + 8x —x3 = 11.
x;=20, j=1,2,3

Ikeldilen mesele seyle sekillendirilydr. Funksionalynn minimu-
myny tapmaly:
w=>5u, + 12u, + 8u, + 1lu,

ciklendirilmelerde:

w+ 2t + us + 2us = 12,
i + 4u, — 3u; + 8uy = 6,
— =S+ s —uy =—17,
w =0, i=1,2,3,4.

Meselede gosmaca nébellileri girizelin.
Goni mesele:

Vi=—X—X2+x3+5=0,

Yo =—2x —4x, 4+ 5x:+ 12 =2 0,
yi=—x1+3%—x+8=20,
Vi=—2x—8x,+x;+ 11 =0.

Seylelikde, ikeldilen mesele:

vi=u+ 2+ us + 2us — 12 2 0,
Vo = + 4u, — 3us + 8us — 6 = 0,
Vi=—w—Suo+us—us+7=0.



Ilki meselédni ikeldilen tablisa yazalyn (30-njy tablisa) we goni
meseldnin optimumyny almak iicin modifisirlenen Zordan ayyr-
masyndan iki 4dim atmeli (37-nji we 32-nji tablisa).

30-njy tablisa

Tkeldilen vEl vE | ovE | wSs
mesele Goni X, X, -X, 1
mesele

u, V= |-l 5
u, V= 2 4 -5 12
u, V= 1 -3 1 8
u, V= 2 8 -1 11
1 z= 12 1 6 | 7 0

31-nji tablisa

Tkeldilen u=| v=l v=|w=
mesele G AN
mesele
v, x= 1 1 | -1 5
u, V= -2 2 1 -3 2
u, Y= -1 -4 2 3
U, Y= -2 6 1
1 z= 12 | 6 -5 1 60
32-nji tablisa
Tkeldilen u= v= uz=| w=
mesele
Goni |-y, -x, -y, 1
mesele
v, xX= -1 7 1 6
u, V= -8 20 3 5
MS y3: 3 -16 -2 1
v, X= -2 6 1 1
1 z= 2 36 5 65

6. Sargyt Ne 2592




32-nji tablisada yokarky ndbellileri goni meseldnin noluna dei-
leyéris we onun optimal meyilnamasyny yazyp alarys:
x=6,x,=0,x,=1,z =65w_ =65

Ikileyin mesele {igin nola gyraky nébellileri denleyéris we i
soniky setirde tablisada yokarkylaryn afilatmasyny okayarys.

Esasy nébellilerinn optimal anilatmalary su asakdaky yaly bolar:

u =2u,=u,=0,u,=>5;

Munda funksionalyti afilatmasy minimal we goni meseldnin w__ = 65
funksionalyn ailatmasyna def.

2-nji teorema. Eger-de meseldnin optimal ¢ozgiidi onun ¢dk-
lendirilmesini densizlige owiirydn bolsa, onda optimal meyilnamada
ikileyin meselede gabat gelydn ndbelli nola den.

Eger optimal meyilnamanyn haysy-da bolsa bir komponenti po-
lozitel bolsa, onda ikileyin meselénin gabat gelydn c¢dklendirmesi
onun optimal meyilnamasy bilen denilige dwriilyar.

Su getirilen mysalda goni meseldnii optimal meyilnamasy ikinji
gezek ti¢lingi sertlerini (Q) densizlige dwiiryar.

2:6+4-0-5-1<12
6-3-0+1<8.

Ikeldilen meseldninn optimal meyilnamasynda ikinji we ii¢linji
esasy nébelliller nola den:

u,=u,=0

GoOni meseldnin optimal meyilnamasynyn birinji we {i¢iinji kom-
ponentleri polojiteldir: x, = 6, x, = 1. Degislilikde ikeldilen meseléanin
birinji we ti¢linji ¢dklendirmeleri optimal bahalary bilen onun nabelli-
leri denlige owriilyérler:

24+2-0+0+2-5=12
2-5-0+-5=-7

Umumy yagdayda teoremany subut etmeyéris.

3. Ikeldilen simpleks usul

Goy, ¢cyzykly programmirleme meselesi bar bolsun. Funksiona-
lyft minimumyny tapmaly:

z=px, T..tpx+. . +px+.. +tpx +P (28)

Céklendirmeler yerine yetirilende:



Y= anxi + ...+ a;X; + ..+ asXxs + .anXx, + ap > 0,

V= AnXi + ... + A%+ o+ QX+ QX + a2 0, (29)

33-nji tablisada meselédni yazalyi. Meseldniii meyilnamasyny 61
bolsy yaly, yokarky nébellileri nola defiesmek bilen, gyrakylary bolsa
erkin agzalary bilen.

Bu hem funksionala degisli, sonun {i¢in 33-nji tablisadan alarys:

z=P. (30)
33-nji tablisa
Ikeldilen | X, X R x, 1
mesele

y1: all alj als aln al
yl: ail ij ats ain a]
yr: arl 1 A ars ot arn ar
ym: aml o amj A amx o amn am
z= D, p; P, p, P

Ahli erkin agzalar otrisatel bolmasa, meyilnama goyberilip bilner:
az20,i=1,2,..,m. (31)

Hasaplayjy operasiya hokmiinde bu meseldni ¢dzmek {icin
Zordan Yok etméni peydalanarys.



Meyilnamanyt optimal kriteriyalary asakdaky yaly kesgitlenyér:

Z’:P‘:P_;Zr 'ps
ya-da
d == (32)

Adaty Zordan kesgitlemelerinde basga tablisa gegmek iigin ¢oz-
yan setirin elementleri ¢dzyén elemente boliinyirler we belgilerini

ndbelliler. a polozitel erkin agzanyfi yerine tize tablisada 4 san

rs

duryar. Alynyan meyilnamada bu san hem polozitel bolmaly:
( 7 ) > 0 (bu bolsa 6z gezeginde a < 0 bolmagy talap edyér). Bu

yagdayda p < 0 azalyar, p_> 0 kopelydr p_ = 0 liytgemén galyar.

Mesele ¢oziilende eger p; -ninl dhli koeffisiyentleri polozitel bol-
sa, bu yagdayda funksional artyar Yagny, tablisada funksionalyi
anladylysy minimal, meyilnama bolsa optimal. P, koeffisiyentin
arasynda noluii bolmagy bilen meyilnamany tize tablisa gegirip iiyt-
gedip bolyar, yone funksional onkiiligine galar. Bu yagdayda optimal
meyilnamalar kopdiir. Eger nolun iistiinde otrisatel elementler yok
bolsa, meyilnama yeke-tdk bolup galyar. Seylelik bilen bu minimum
meselede optimal goyberilydn meyilnamanyn kriteriyasydyr.

Seylelikde, minimum meselede optimal yol bermeleriniii meyil-
namanyn kriteriyasy z setirin koeffisiyentininn erkin agzalardan bas-
gasynyi otrisatel dildigi bolup duryar, .

p,=0,j=12,...n. (33)

Ikileyin simpleks usulda meselénin ¢oziilisi seyle yzygiderlikde ye-
rine yetirilyér. ki bilen z setirin koeffisiyentlerinin otrisatel dildigi, son-
ra bolsa erkin agzalaryn otrisatel dildigi alynyar. Munui yaly tertip {i¢in
¢oziilydn elementi saylama diizgiinini esaslandyrmak gerekdir.

z setirde p -nif otrisatel koeffisiyentini kesgitlemeli. Eger a_ ele-

menti ¢oziilyan diyip hasaplasak, onda adaty Zordan (ayyrmasy) yok

etmesi ddiminden sofi p < 0 a derek % sany alarys, ol polozitel bol-

rs



maly. Bu yerden hem a < 0 bolup jemi gykar. Eger-de p < 0 koeffi-
siyentli siitiinde, yone diirli a, otrisatel elementi saylasafi we ony ¢0z-
giitli diyip hasaplasai, onda netljede edilen ddimden son z-setirde bir
minusyn yerine basga biri peyda bolup biler. Saylawy tertiplesdirmige
su asakdaky teorema komek edyar.

(Coziilyén setirin elementlerine z setirin koeffisiyentlerinin gatna-
syklaryny diizeliii (z nomer bilen):
P i=1,2,...n

rs

Alnan sanlardan polozitellerini saylalyn:

&> ()’
aV.Y

......

1-nji teorema. Eger ¢oziiji element in kigi ikileyin gatna-
syklar boyunca saylansa, onda adaty Zordan ayyrmasyndan eme-
le gelen ddimden son, z setirin koeffisiyenti ¢oziilydn ulgamynda
hemige poloZitel, galan z setirin koeffisiyentleri bolsa 6z belgilerini
saklayarlar.

Subudy. Goy,

P min(ﬁ > 0) bolsa, onda (34)
Qs yj
bu siitiin s belgili ¢ozijidir.
Onda z setirinl tdze koeffisiyentlerinde
teoremanyn birinji boliimi subut edildi.
Erkin (j nomerli) sitiini alalyn we z setirifi p, tize koeffisiyenti
ticin anlatma diizelin.

pi=pi-La=a(L-L) (35)

P 5 0-a den bolar we

rs

Teoremadan gorniisi yaly, z-setirde minuslaryn sanynyn kopelmez-
ligi ticin ¢oOziilyan ulgamy in kici ikilik gatnagyklar boyuncga diizmeli.

Ahli yokarda yazylanlar mesele ¢dzmegiii birinji tapgyrynda
¢0Oziiji element sanlaryn tertibini kesgitleyar.

1) z setirde otrisatel koeffisiyent yerlesyar;

2) Saylanan siitiinde otrisatel san gézlenyar we ony diizyéan setir
cozgiide alynyar;



3) Ikileyin gatnasyklar hasaplanylyar we olardan in ki¢isi ¢ozyédn
elementi gorkezyér.

Goy, p, < 0, bolanda s siitlinde topbakda bagga otrisatel sanlar
yok bolsun.

Bu yagdayda s siitiinin haysy bir elementi alynsada we nice ddim
ddilse-de koeffisiyent p otrisatel bolup galar, siitiiniii beyleki hemme
elementleri bolsa polozitel bolar. (33) sert yerine yetirilmeyar.

x, ndbelli ululyklara x = ¢ > 0 bahany berelifi, beyleki hemme
yokarky nibellileri bolsa, nola deiildlin. Onda

y,=atta,i=1,2.,m, (36)

a, > 0 sertde ¢ parametri isledigifice ulaldyp bolyar we a-ifi
alamatyna garamazdan y, > 0 alarys, yagny céklendirmeler sistemasy
(29) kanagatlandyrylyar.

Funksionalyn bahasy bu yagdayda ¢éksiz kicelyir:

z=pt+P—>—o0

Eger a, = 0 we a, < 0 bolsa, onda (36)-dan gorniisi yaly islen-
dik gutarnykly ¢, y,=a, <0.

Islendik p < 0 serte salgylanyp, ndbelli x -1 0 ulaltmaly, yone
islendik i nomerli denisizligi onunl polozitel anladylysy kanagatlan-
dyrmayar. Bu bolsa meseldnin ¢édklendirmesinin garsylyklydygyny
gorkezyar.

S. Optimal c¢oziiwini informasion tehnologiyalar arkaly
coziilisi. OSB (Quantitative System for Business) programmasynyn
komegi bilen ikileyin ¢yzykly programmirleme meselesiniii optimal
¢ozliwini tapmaklygyn tehnologiyasyna seredeli.

Programmanyn penjiresi agylandan sofira esasy menyunyn
«File -> New Problemy» diiwmelerine basyp, tize mesele penjira-
mizi agyarys.

Téze meseldmizin penjiresi asakdaky gorniisde bolar:




I
LP-ILP Problem Specification x|

Téze meselimize girizmek iicin :

1) Program title — meselanin adyny girizmeli;

2) Number of Variables — iiytgeyjilerin sanyny girizmeli;

3) Number of Constraints — ciklendirmeler ulgamynyn sa-
nyny girizmeli;

4) Default Goal Criteria — diylen yerde maksat funksiya
layyklykda maximum ya-da minimum saylamaly;

5) Data Entry Format — diylen yerde meseldni nihili yag-
dayda girizmek isleyéndigimize layyklykda Spreadsheet Matrix Form
ya-da Normal Model Form saylamaly;

6) Default Variable Type — diylen yerde meseldmizin
netijesinin alyp biljek bahalaryna layyklykda sol yerdékilerden biri-
ni saylamaly (meseldmizin ikileyin programmirleme meselesi bolan-
lygy ticin Nonnegative integer saylamaly);

7) Meseldmizi girizenimizden sonl penjirdmiz agakdaky gor-
niisi alar:



LP-ILP Problem Specification x|

8) Meseldmiziii bahalaryny girizenimizden soii yokardaky
penjirdmizin OK diiwmesine basmaly;

9) OK diiwmesine basanymyzdan soni asakdaky penjire peyda
bolar :

0 0 0 0
M M M M
Integer Integer Integer Integer Integer

10) Yokardaky formanyh Maximize setirine maksat funk-
siyamyzyn koeffisiyentlerini girizmeli. Asakdaky C1,C2,...,Cn
degislilikde 1-nji, 2-nji, ..., n-nji denlemeleriii koeffisiyentlerini
girizmeli (Bellik: ¢édklendirmeler ulgamynyn sertini liytgetmek
icin sertin Uistline iki gezek basmaly). Ondan sonl penjire asakdaky
gorniisi alar:



Variable --> X1 X2 X3 X4 X5 Direction R. H. S.
Maximize 0 2 0 1

C1 0 1 1 3 0 = 9
C2 0 3 0 -2 1 = 5
C3 1 2 0 1 0 = 6
LowerBound | 0] 0 0 0 0

UpperBound M M M M M

VariableType Integer Integer Integer Integer Integer

11) Seylelikde, meseldmizi girizdik. Meseldmizin netijesini al-
mak ii¢in esasy menyudaky Solve and Analyze diwmesine basmaly.
Basanymyzdan son asakdaky penjire peyda bolar. Bu penjirdninn OK
diiwmesine basmaly (Meseldnin ¢oziilendigini habar beryir).

|
Linear and Integer Goal Programm...w

The problem has been solved.
Optimal solution is achieved.

12) Meseldnin ¢oziiwi asakdaky penjire arkaly gorkezilyar.

21:42:26 Sunday May 08 2011
Decision | Solution |Unit Cost or Total Reduced | Basis
Variable Value Profit ¢(j) | Contribution Cost Status
1 X1 (0] 0 0 -1,0000 | at bound
2 X2 2,0000 2,0000 4,0000 2,0000 | at bound
3 X3 1,0000 (0] (0] (0] basic
4 X4 2,0000 1,0000 2,0000 (0] basic
5 X5 3,0000 0 (0] basic
Objective | Function ((,Max.) = 6,0000 D)
_——
Left Hand Right Hand Slack Shadow
Constraint Side Direction Side or Surplus | Price
1 Cl1 9,0000 = 9,0000 (0] o
c2 5,0000 = 5,0000 (0] (]
3 C3 6,0000 = 6,0000 0 1,0000

13) Meselamizin ¢oziiwi yokardaky gorkezilen baha dendir.
14) Meseldnin netijesini alanyflyzdan son programmany yapyp
bilersiniz.



Mysal. Ikeldilen meselédni kesgitlemeli.
1. F'=—2x +5x,-4x,— min;
4%+ 2x, — 3x: = 9,
3x1 — 20+ 5x3 = 8,
X4 30 + 4 = 12,
X, X, X,20

LP-ILP Problem Specification 5]

Problem Title:
Number of Number of
Variables: Constraints:
Objective Criterion Default Variable Type
@ Maximization (@ Nonnegative continuous
O Minimization
C Nonnegative integer

Data Entry Format O Binary (0.1)

@ Spreadsheet Matrix Form O Unsigned/unrestricted
O Normal Model Form

Variable --> X1 X2 X3 Direction | R. H. S.
Minimize -2 5 -4

C1 4 2 -3 >= 9
C2 3 -2 5 >= 8
C3 1 3 4 =
LowerBound 0 0 0

UpperBound 1 1 1

Variable Type Binary Binary Binary

Infeasible | solution !!!|Make any of | the following | RHS changes| and solve the | problem again.
10-17-2013 Right Hand Shadow | Add More Than| Add Up To
23:48:30 | Constraint | Direction Side Price This To RHS | This To RHS
1 m- >= 9,0000 0 -M -6,0000
2 Cc2 >= 8,0000 0 -M -2,0000
3 C3 >= 12,0000 0 -M -4,0000




2. F=x —2x,+ 5x, > max;

2% + 2%, + 4x; < 18,

2x1 + X — 3x: < 20,

S5x1 — 3%, + 6x3 = 19,
X5 X, X, 2 0.

3. F=-3x, +4x,— 6x, — min;

2X1 + 3.X2 — X3 Z 8,
—3x1 + 2X2 — 2X3 = 10,
SX1 — 4Xz + X3 > 7,

X1,X2,X3 > 0.




II bap
Cyzykly programmirleméinin yorite meseleleri

§1.Ulag meselesi

1. Ulag meselesiniii goylusy. Ulag meselesi bu ugradylyan
punktdan barmaly punkt aralygynyn ¢ykdajysynyn minimal bolmagy
iicin hakyky yiize ¢ykyan mesele bolup duryar.

Bu ¢yzykly programmirleme meselesidir, yone birndge hasi-
yetleriil netijesinde ony simpleks usuly bilen ¢6zmén, ondan hem has
yeiiil usul bilen ¢ézmek bolyar. Kitabymyzyn girisinde ulag mese-
lesine degisli meseld seredildi. Ulag meselesinin goylusy asakdaky
gorniigdedir:

Ugradylan m sany punktlaryfi her birinde a, birlik yiik
serisdeleri bar. n sany barmaly punktlarda bolsa b, birlik yiike is-
leg bar. Bir birlik yiiki degisli gatnawlara eltmegin bahasy e
den. (cij)mm matrisa tarifler matrisasy diyilyér (¢ykdajylar ya-da
harajatlar). Ulag meselesiniii meyilnamasy diylip X = (xl:].)mxn mat-
risa aydylyar, her bir X, san yiik birliginin mukdary, yagny i-nji
ugradylyan punktdan j-nji punkta eltilmeli. Seyle hem X matrisa
yiikleri dasamak matrisasy hem diyilydr. Kopleng tarifler matri-
sasy bilen dasamak matrisasy bilelikde sol bir ikeldilen matrisa-
da yerlesdirilyar. Yiikleri dasamany# bahasy z-i gysgaca ikeldilen
jem gorniisinde yazmak bolyar:

7= Zn:zm:c,-jx,;,-amin. (1)

j=li=1
Bu bolsa meseldnin funksionaly bolup, onun {i¢in minimum ba-

hany gozlemeli. Gozlenyin X, yiikleri dagamak meselesiniii ma-
nysynda asakdaky sertleri goymak zerurdyr.




1-nji tablisa

Yik eltilmeli Bar
punkt | ) ; ; bolan
Yiik ugra- seris-
dylmaly punkt deler
1 Cll 012 . Cl/ Cln al
X X2 Xy X
c c . c c
2 21 2 2 P a,
X, X,, . X, X,
c c, c
l' il i2 ij in ai
xll xiZ ij xm
- C ol [ c,.
m am
X X e | X e | x
ml m2 mj mn
Yiiklere bolan
. b b b. b Xa =%b
islegler ! 2 / " "o

1. Hemme yiikleri ugradylyan punktdan dasamagyn serti (m den-
lemeler):

X+ X2+ .. X5+ .+ X = A,

Xot + X2 + oo+ Xy + o+ X = Ao,

Xt +Xoo+ oo X5+ o+ Xin = Ay 4 ()




2. Zerur bolan yiikleri isleglere dasamagyn serti (n defilemeler) :

X+ X2+ o+ X+ e+ X = by, )
X2+ X2+ o + X+ oo + Xz = by,

> 3)

xln + x2n + + -xin + + -xmn - bn-J

3. Nibellilerin otrisatel dallik serti, yagny yzyna dasamak gada-
gan:

xijzo;i=l,2,...,m;j=1,2,...,n. (4)

Bu serisdeler ¢éklendirmeler ulgamyny emele getirydr. Bu
ulgamyn komponentlerini kanagatlandyryan islendik meyilnama

dogrudyr. Gorstimiz yaly, ¢éklendirilen ulgam esasan hem (m + n)
denileme bilen berlendir. Eger x, matrisanyn elementlerini setir boyun-
ca gossak, netijede ia,- alarys. Eger biz sol bir X, elementleri siitiin
boyunga gossak, net[izjlede Zm:bj alarys. Gosulyjylaryn yerini ¢alsanyn
bilen jem tliytgemeydr. Sorlﬁ:a1 gord islendik miimkin bolan meyilnama

ticin asakdaky sert hokman yerine yetyér:

gai :gml:b/ (5)

Bar bolan serisdeler gerek bolan islegleri kanagatlandyrmaly. Bu
yagdayda diiziilen modele yapyk model diylip, meseléni ¢cozmek iigin
zerur we yeterlik sert hasaplanyar. Eger Zai >Zb/. ya-da Zai <Zb}.

>a# b, (6)

bolsa, mesele agyk diylip hasap edilyar.

%



Eger (6)-nynt esasynda barmaly punktymyzda isleg az bolsa,
onda ugradyan punktlaryn serisdelerinin iistiine yetmeyidn bolegi
gosup, onun eltmesinini bahasyny 0-hasap edyéris.

Edil sonun yaly islegler az bolup serisde kop bolsa, onui eltilme-
li bahasyny 0 diyip hasap edip, acyk modeli yapyga owriip meselini

¢cOzydris.
Birinji yagday: B ;
Z a; > Z b_,‘,
i=1 j=1
onda
bn+1 = Zai - Zbi-
i=1 j=1
2-nji tablisa
Yiik eltilmeli
unkt
- P 1 2 n n+1 Bar. bolan
Yiik ugra- serisdeler
dylmaly punkt
c c c 0
1 11 12 In al
'xll x12 xln xl,n+l
c c c 0
2 21 22 2n az
x21 x22 o x2n x2,n+l
m le cm2 cmn O a
ml 'me o xmn xm,n+ 1 l
Yiiklere bolan
islegler b, b, b, b, z a= z b.

Ikinji yagday: > " a; <"  bonda

An+1 = i:bj — iai.
i=1 i=1



3-nji tablisa

Yiik eltilmeli
punkt
Bar bolan
1 2 n .
. serisdeler
Yiik ugradyl-
maly punkt
c, T c,
1 a,
xll xl2 xln
c c c
2 21 22 2n az
x21 X22 x2n

m cml CmZ Cmn a

ml m2 i xmn "

0 0 0
m+1 am+1
'xmn+1,1 xmn+1,2 xmn+1,n
Yiiklere bolan
. b b b = .
islegler ! 2 d Z G Z b.

Ulag meselesi agakdaky diizgilinlere eyedir:

1. Cdklendirmeler (hemme nxm denlemeler) denlemeler bilen
berilyéndir.

2. Her bir nébelli meyilnama dine iki denlemé giryandir. X, ndbel-
li detilemé a, we bj deiileméinin sag tarapy bolup giryar.

3. Deinillemede koeffisiyentler bire dendir.

2. Ulag meselesiniii potensiallar usuly bilen optimal ¢oziilisi

Umumy yagdayda optimallasma meselesi simpleks usuly bilen
¢oziilydr. Yone bu usul bilen ulag meselesini ¢ozmeklik ¢ylsyrymly
hasaplamalary talap edyéar. Sonun iicin hem bu mesele potensiallar
usuly va-da paylasdyrma usuly bilen ¢oziilyédr. Ulag meselesinin is-
lendik ¢6ziiwi maketlerde amala agyrylyar. Potensiallar usulyny ulan-
mak tli¢in maket asakdaky gorniisdedir:



4-nji tablisa

Yiik
eltilmeli
punkt 1 ) ; ;
Bar bolan
Yiik ugradylmal serigdeler
punkt
Vj
u. vl Vz v] n
1 Z/ll Cll CIZ Clj Cln al
2 u2 c2l c22 CZj cZn a2
! ul Ctl ci2 ij cm at
m um cml Cm2 cmj cmn am
Yiiklere bolan
. b b b, b =Yb.
islegler 1 2 j n 2a=Y j

Maketin esasy bolegi iki sany ¢yzyk bilen belgilenendir. Ol mxn
oyjiikden duryandyr. Bu bolege degisli her bir 6yjiik (7, /) belgi bilen
bellenendir. Mysal tigin, (2, 1) belgi ikinji setirddki birinji siitlindéki
Oyjligi anladyar. Maket 6ziinde tariflerifi matrisasyny hem saklayar. v,
setiriil we u, siitliniii ndme afiladyandygyny sofira diistindireris.

Elektrik torundaky potensiallara menzeslikde sanlara degisli bo-
lan potensiallar usuly ady girizilyér. Elektrik torundaky bir diiwiin-
den beyleki diiwne tok olardaky potensiallaryn tapawudy simifl
garsylygyndan uly bolsa gecyér. Ulag meselesinde garsylyk bolup,
her ugrun (marsrutyn) tarifi oynayar.

Kébir komekei diisiinjelere seredelin.
topluma giryén iki gonigy 6yjiik bir hatarda (setirde, siitiinde) yerlesyén
bolsa we hig bir ii¢ 0yjiik bir hatarda yerlesmese, onda 6yjliklerin bey-

......

tablisada berlendir.

7. Sargyt Ne 2592



Alnan oyjiikler goniiler bilen birikdirilen, kesimlerin kesisyin
oyjikleri alynmayar. Eger zynjyryn soiiky 0yjligi birinji 6yjiik bilen
gorniisleri 5-nji tablisada berlendir.

5-nji tablisa

1-nji teorema. Goy, m setirli we n siitiinli maketde (matrisa-
da) m+n oyjiik islendik yagdayda belgilenen bolsun we goy, m+n < mn.
Bu yagdayda depeleri belgilenen oyjiikde (hemmesi bolmazlygy hem
miimkin) yerlesen sikli elmydama gurup bolar.

Bellik. m we n bitin sanlar, sonun ii¢in defisizlik elmydama ye-
rine yetydn déldir. Mysal {i¢in, bu sanlaryn haysy hem bolsa biri birlik
bolsa, onda deiisizlik yerine yetmeyar. Mysal li¢in, m =3, n = 1 bolsa,
34+1>3-1Yoénem=2,n=2bolsa, 2 +2=2 -2 deiligi alarys. m
we n birwagtda ikiden uly bolsa, denisizlik elmydama yerine yetyir.

Subudy. m =2, n = 2 yagdaya seredelin. Maketde m + n =4
Oyjiigi almaly. Bu yagdayda teorema dogry, alnan yjlikler sikl emele
getiryér. Goy, indi m > 2, n > 2 bolsun. Subudyny matematiki induk-
siya usuly bilen gegiryaris.

6-njy tablisa

Goy, (m + n) Oyjik saylanyp, setirlerin we siitiinlerinn jemi
(m + n — 1) bolan maket {i¢in teorema dogry bolsun. Teoremanyn subudy
(m + n) Ugin alarys. Birinji yagday: Belgilenen oyjiiklerinn iginde
bir hatarda yeke 6zi bolan 6yjiikk bar bolsun. Bu 6yjiigi taslap onun
yerlesen setirini hem ulanmayarys. Seylelikde, setirlerifi sany bir bir-
lik kemelen, siitlinleri 6nkiiligine galan makede geleris. Bu yagdayda
setirleriil we siitiinlerin bilelikdaki jemi (m + n — 1) bolar we bellenen
oyjiklerin sanyndan bir birlik kemeler. Diymek, matematiki induk-
siya gord bu yagday iicin teorema dogrudyr.



Ikinji yagday: Goy, indi her bir hatarda siitiinde birden kop bellenen
oyjiik bar bolsun ya-da dyjiiklerin hig biri bolmasyn. Bir 6yjiigi «+» bilen
belgildp, beyleki siitlinddki 6yjiige diisyaris, indi siitiin boyunga hereket
edip, beyleki setire diiseris we suila menzeslikde dowam edydris. Kébir
tapgyrdan sofira biz 6iiki bellenen 6yjiige geleris, yapyk zynjyr alarys, ol
bolsa sikldir. Yokarda gorkezilisi yaly, teoremam =2, n =2 (m + n=4)
ticin dogrudyr. Onda yokarda gorkezilen yagdaya gord m + n =15
(m +n>4); m +n=>6(m + n>>5) we suna menzes yagdaylar ii¢in teo-
rema dogrudyr.

Eger komponentleriniii meyilnamalary x, > 0 bolan dyjiikler top-
lumy 6ziinde hi¢ bir sikli saklamayan bolsa, onda X(x,) yol bererlik
sada berlen.

7-nji tablisa

Bu yerde nokatlar x;>0 bahalary alyan 6yjiikleri anladyar (x[j >0
meseldnin setirine gérd bolup bilmez). Asiklik meyilnamalaryn i¢in-
de optimal meyilnamalaryii hem boljakdygyny goérmek bolyar. Eger
asiklik X(xl,j) meyilnamada poloZitel komponentlerii sany

N=m+n-1
deni, beyleki komponentler nola defi bolsa, onda &yjiikleriii toplu-
myndaky x;>0 bahalaryni yerlesen tariflerin matrisasyndaky ¢, ele-
mentlere X belgilenen elementler diyilyar. Eger polozitel komponent-
li meyilnamanyn sany asakdaka den bolsa

N<m+n-1,

onda onki alnan 6yjlklerin iistiine (m + n — 1) sana yeter yaly we
onkiiler bilen bilelikde sikli emele getirmez yaly nol bahaly 6yjiikle-
r1 gosmaly. Sunlukda, &hli alnan 6yjliklerin c; tarifleri X belgilenen
diyip hasap edilyir. Asiklik meyilnamanyn komponentleriniii sany



(m+n-1) sandan uly bolup bilmez, sebdbi N = m + n — 1 bolanda,
subut edilen teorema gora saylanyp alnan dyjiiklerde sikl gurup bolar.

2-nji teorema (esasy teorema). Eger-de ulag meselesinin kd-
bir X =(x.) _meyilnamasy tigin ghlii=1,2,..,.m;j=1,2, ..., niigin

ij/m+n
v,—u,<c (7)

1=

densizligi kanagatlandyryan x; >0, (xij(-X)) ticin bolsa
v,—u=c, (8)

detiligi kanagatlandyryan u, u,, ..., u, ..., u ;v,v,, ..., VsV, sanla-
ryn i¢cinde m + n sany ulgamyny saylap alyp bolsa, onda X meyilnama
optimaldyr.

------

......

Her bir (i, j) oyjlige iki potensial: i-u we j-v degislidir. Poten-
siallagma serti asakdaky yaly kesgitlenyér:

Ahli &yjiikler {i¢in potensiallaryn tapawudy tariflerifi sanyna defi
ya-da ondan ki¢i bolmalydyr, X belgilenen 6yjiikler ii¢in bolsa ol san
tarifleriil sanyna den bolmalydyr. Bu sertleri kanagatlandyryan meyil-

Seylelikde, esasy teorema asakdaky yaly kesgitlenyér: eger ulag
meselesinin kidbir meyilnamasy potensial bolsa, onda ol meyilnama
optimaldyr.

Subudy. Goy, kdbir X(x,) meyilnama t¢in potensiallyk serti
yerine yetiryan bolsun, yagny (7) we (8) sertleri kanagatlandyryan u,
we v, sanlaryn ulgamy bar bolsun.

8-nji tablisa

vl V2 vj n
u 1 Cl 1 ¢ 12 ¢ 1j ¢ In a 1
1/[2 CZ 1 622 CZ/ C2n a2
ut Cll ci2 ij cm al
um ml m2 mj mn am
1 2 bj n 2
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Basga sz bilen aydanynda goy, X meyilnama potensial bolsun.
Bu meyilnamanyn optimal boljakdygyny subut edelin.

X meyilnama
ix = Z Z Cij X (9)

j=1li=

funksionala baha beryin bolsun. Bize X meyilnamanyn optimallygy
ya-da dildigi belli dél, sonui tigin hem optimal X’ (x';) meyilnamany

alyp, onun
Zmin = Z ZCUXU (10)

j=1li=

funksionala néhili baha beryindigini seredelin (ulag ¢ykdajylary il
az). X' meyilnama ti¢in onun potensiallyk serti kanagatlandyryan-
lygy belli dél, yone X meyilnamanyi potensiallygy ticin maketin her
bir (i,j) oyjlgine (7) deiisizlik

VT U=6
degislidir ya-da tersine

C, 2V, — U, (11)

Maketin her 6yjiiginden degisli x’; element alyp, ony bu deisiz-
ligin iki bolegine-de kopeldip, jemldp alarys:
ZZc[,xl, ZZ(V, 10:)x;. (12)
j=1li= j=1li=
Bu densizligin san bolegini S bilen bellalin:

S = zz@j 10)x;. (13)

j=1li=

Bu jemi tapawut gorniisinde hem yazyp bolar:

n m

S = va,xl, I (14)

j=1li= j=1li=
(14) jemi asakdaky yaly 6zgerdelin. Ol jemleriii birinjisi agyk

vagdayda
v (X' X X )+

1 1 1
+v2(x L xm2)+

+v (X' +x, X )

mn
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ya-da

2@2@)

u=1

Suna meizeslikde ikinji jemi hem

mn n f
> (w)
i=1 j=1

gorniisde alarys. Onda (14) denlik asakdaky yaly yazylyar:

SRz -Blezsp 09

Z x;. jem j siitiin boyunga meyilnamanyii komponentlerinii jemine

i=1

dendir we ol j kabul edijinin isleglerine dendir:

i=1
Suna menzeslikde jem i setir boyunca alnan meyilnamanyn
komponentlerinin jemine dendir we ol i ugradyjydaky harytlaryn sa-
nyna dendir:
Zx,, = a.
j=1

Bu setirler we siitiinler boyunca alnan jemler islendik yol berer-
likli meyilnama ti¢in dogry bolar we sol sanda X(x,) meyilnama ti¢in
hem dogrudyr:

ZXU =b B
i=1

n
Xij = Q.
Jj=1

(16)

Sonun ii¢cin hem islendik yolbererlikli meyilnamalar ti¢in alarys:
2 X = D%
i=1 i=1

n \ n
2 X =D %
j=1 j=1

(17)

we x'; yazylan (15) denlik X, ticin hem dogry bolar:
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m

:i@ékﬁ z@;y» (18)

Indi (15) den 6zgertmeleri tersine gegirip,

n m

S = Z Z VX — Y. Z Uix;

j=1li= j=1li=

alarys we (14) denliklerde hem seydip (13) denlige menzes denlik

alarys: oo
Z Z ui)x,y . (1 9)

X(xl.j) meyilnamanyn potensiallygy ti¢in her bir
V.—u=c,
J i
denlik yerine yetirilydr, beyleki komponentler nola deii, sonun ii¢in
hem degisli gosulyjylar nola éwriilerler. Sonun ii¢in hem (19) deiilik
asakdaky gorniisi alar:
S=33 ¢ (20)
j=li=1
Bu bahany (12) densizlikde ornuna goyup

Z z Coxy = z z CiXy (21)

j=1li= j=li=
denisizlige geleris ya-da (9) we (10) denlikleri hasaba alyp,
7,27, (22)

deinisizlige geleris. Basgaga aydylanda X meyilnama boyunga ulag
cykdajylary minimum ¢ykdajylardan kigidir ya-da dendir:

2=z (23)

min

X meyilnama minimal harajatlary getiryar, ol optimal, teorema
subut edildi.

Seylelikde, eger meyilnama potensial bolsa, onda ol optimal. Bu
optimal meyilnama barada subut edilyéan kriteriyadyr.

Tersine yagday hem dogrudyr: eger meyilnama optimal bolsa, onda
ol hokmany potensialdyr. Bu sert (zerurlyk) subutsyz kabul edilyér.

Esasy teoremany ulanyp, potensiallar usulynyn algoritmini diizelin.
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§2. Potensiallar usulynyn
algoritmi

Potensiallar usulynyn algoritmi iki 4dime boliinyér:

1. Baslangy¢ ddim, ol ¢6zliwin bagynda yerine yetirilyér;

2. Umumy gaytalanyan ddim, ol heniz optimum alynyanca gaytalanyar.

1. Baslangy¢ adim

Bu ddim 6ziinde asakdaky li¢ tapgyry saklayar:

1. Miimkin bolan asikliki meyilnamany tapmak.

2. Ugradylyan we eltilyan nokatlaryn potensiallarynyn sanlarynyn
ulgamyny diizmek.

3. Ulgamyn potensiallygyny seljermek. Eger ol potensial (yagny
meyilnama potensial) bolsa, onda tapylan meyilnama optimal. Eger
ulgam potensial bolmasa, onda umumy gaytalanyan ddime gegilyér.

Birinji tapgyr. Demirgazyk-giinbatar burcy bilen miimkin bolan
asikliki meyilnamany tapmaly.

Maketin iistiinde isleyiris (9-njy tablisa). Tariflere garamaz-
dan, (1,1) yokarky cepki 6yjiigi doldurmakdan meyilnamany diiziip
baslayarys (demirgazyk-giinbatar bur¢gundan).

a-in dtiyaglyklaryna we b - talaplaryna seredelin. Eger a, < b,
bolsa, onda (1, 1) dyjikde a, yazylyar. Eger b, < a, bolsa, onda (1, 1)
oyjlige b, yazylyar, birinji kabul edis punktyn ahli islegleri birinji ugradys
punktynn hasabyna yapylyar. Birinji balansdan son balans tdzeden ya-
zylyar (hem islegler, hem é&tiyaclyklar tiytgeyér). Birinji setirde galan
oyjiikleri ¢cyzmak bolyar, sebibi dhli yiik birinji punkta ugradyldy. Ikinji
tapgyr yene-de demirgazyk-giinbatar bur¢undan baslanyar. Birinji kabul
edis punktynyn galan islegi kanagatlandyrylyar, sol yere (b, — a,) yik
birligi ikinji ugradys punktdan eltilyar.

9-njy tablisa

a, — — — — a, 0
b—a, a, | a, |a~b+a | wesm.
B a, a, a,
B a, a, a,
bl 2 3 b4 5 bj &
bl-al 2 3 4 5
0 2 3 b4 5




Eger birinji punktyn islegi dolulygyna kanagatlanan bolsa, bi-
rinji siitiinde galan Gyjiikleri ¢yzyp goyyarys. Ikinji operasiyadan son
balans tizeden yazylyar. Yazmak yene-de demirgazyk-giinbatardan
baslanyar, bu ikinji kabul edis punktyn islegini kanagatlandyryar, en-
tek sagda we agakda nollar durmayar, dhli yiik paylanan we islegler
kanagatlanandyr. Tablisanyii i¢inde alnan meyilnama yolbererli bolar.
Ol hem meselénin ¢oziilisinii baglangyjy hokmiinde alynyar.

Mesele. Goy, meselanin serti 10-njy tablisada gorkezilen bolsun (in-
diki tablisalarda setir we siitiin punktlaryni nomerleri goyberilyar).

10-njy tablisa

Yiik eltilmeli
punktlar 1 2 3 4 Bar bolan
Yiik ugra- serisdeler
dylmaly punktlar
1 2 6 10 90
2 1 7 4 100
3 4 13 7 140
Yiiklere bolan islegler 110 100 80 40 330

Ilkinji meyilnamany diizmek {igin (1, 1) dyjlige yiizlenyéris.
Onun ticin dtiyaclyklar 90-a, islegler 110-a dei. Bu sanlardan in pesi
(1,1) ugur boyunca dasama diyip hasap edilyér:

x,, =min{90, 110} = 90.

Bu sany (1, 1) oyjlige yazyp, galan dtiyaclyklar hem islegler ha-
saplanylyar we olar tablisanyni gosmaca siitiinine we setirine girizil-
yar. Birinji ugradys punktda dtiyaclyklar indi nola den bolup, kabul
edis punktyn hi¢ birine hi¢ zat dasap bolmayandygy {i¢in, birinji se-

tirin galan oyjiikleri ¢yzylyar (/1-nji tablisa).

11-nji tablisa
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2 4 6 10 90 0
90 - —
1 7 4 100 100
4 13 7 140 140
110 100 80 40 b a,
J
20 100 80 40




Soiira (2,1) 6yjiik — tablisanyn galan boleginin demirgazyk-giin-
batar burgy alynyar. Onun {i¢in atiyaclyklar 100-e, islegler bolsa —
dine 20-4 den. In pes sany (2,1) ugur boyunca dasama bolar:

x,, =min{100, 20} = 20.
Bu san oyjlige girizilyér, birinji siitlinin iil sonky 6yjiigi ¢y-
zylyar (birinji punktyn islegleri kanagatlanan), galan dtiyaglyklar

we islegler hasaplanylyar we olar tize setire hem slitiine yazylyar
(12-nji tablisa).

12-nji tablisa

2 6 10 90 0
90 —
7 4| 100 100 | 80
20
13 7 140 140 | 140
110 100 80 40
b
20 100 80 40
0 100 80 40

Yene-de tablisanyii doldurylmadyk boleginii demirgazyk-giin-
batar burgy tapylyar. Bu (2, 2) 6yjiik bolar. Onun iicin atiyaglyklar
80-¢, islegler — 100-e deil. Alyarys:

x,, =min{80, 100} = 80,
bu sany tablisa girizyiris, dtiyaglyklaryn we isleglerin hasabyny
doredydéris, sebdbi ikinji punktda &tiyaglyklar gutardy, ikinji setiriii
iki Oyjligini ¢yzyp goyyarys (/3-nji tablisa).
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13-nji tablisa

2 4 6 10 90 0
90 - -
1 3 7 4 100 100 | 80 |0
20 80 - -
4 8 13 71 140 140 | 140 | 140
110 100 80 40 a,
b .
J
20 100 80 40
0 100 80 40
20 80 40

Sular yaly hereketleri (3,2), (3,3), (3,4) dyjiikler iicin hem dowam
edyéris. Netijede, 14-nji tablisa alynyar, gosmaca boleginde dinie nollar
durar (in1 sonky 40 sany yazmak bilen noly hem {i¢iinji setirde, hem dor-
diinji setirde goyyarys). Bu dhli dtiyaclyklaryn gutarandygyny, islegleriii
kanagatlandyrylanyny, ilkinji meyilnamanyn diiziilendigini subut edyar.

13-nji tablisany alanymyzdan soni amaly taydan atiyaclyklary
dentesdirmeli, galan ti¢linji punktda dykgatlaryny (olar 140-a den),
(20,80 we 40) kabul edis punktyn islegleri bilen hem layyk gelydn
Oyjiiklere in sonky sanlary girizmek ansat.

14-nji tablisa
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2 4 6 101 90 | O
90 |- - —
1 3 7 41100100 80 | O
20 80 — —
4 8 13 71140 | 140 | 140 | 140 [ 120 | 40 | ©
— 20 80 40
110 100 80 40 a,
b
20 100 80 40
0 100 80 40
20 80 40
0 80 40
0 40
0




Demirgazyk-gilinbatar bur¢yn usuly bilen gurlan meyilnamanyn
iki hasiyetini subut ederis.

1-nji teorema. Alnan meyilnamanyn poloZitel komponent-
lerinin sany (m + n-1)-den uly ddldir.

Subudy. Goy, m setirden we n siitiinden diiziilen maket bar bol-
sun.Yol bererli ¢oziilisi gozlemegiti dowamynda her #diminde bir
oyjiige x, polozitel sany girizyéris. Sol yagdayda ya sagynda, ya-da
asagynda bir nol yazylyar (ya dtiyaclyklar gutardy, ya isleg kanagat-
lanan). Il sonky 6yjlik doldurylan yagdayynda hemise iki nol yazyl-
yar. Hasaplamanyil sofiunda sag tarapynda m sany nollar, tablisanyn
asagynda — n sany nollar, jeminde bolsa (m + n) sany nollar durar. Iii
soniky sany yazmaklyk 6ziine iki noly ¢cekenligi sebipli, meyilnamanyii
komponentlerinin il uly sany bir birlik az bolar: (m + n —1).

Meyilnama gurulyan yagdayynda haysydyr bir tapgyrda islegler
atiyaclyklar bilen deni bolar (birinji ammary1 birinji ditkana nice yiik
gerek bolsa, songa-da yiiki bar). Onda meyilnamanyn bir komponen-
tini yazmak iki noly ¢ceker we komponentleritt umumy sany (m + n—1)-
den kici bolar. Teorema subut edildi.

2-nji teorema. Demirgazyk-giinbatar bur¢unyn usuly boyun-
ca diiziilen meyilnama asikliki bolar.

Subudy. Dine bir 6yjiigi diizydn, maket alalyn, yagny m = 1;
n=1, p=m+n=2, meyilnama bolsa X = x  asikliki bolar. Meyil-
nama birinji hisiyete jogap beryéan, bir polozitel komponenti diizyar:

m+n—-1=1+1-1=1.

Goy, p = m + n — 1 tassyklama, yagny (m — 1)xn ya-da mx(n — 1)
Olgegli matrisa {ligin dogry bolsun. Onda ol tassyklama p = m + n {i¢in,
yagny Olgegi baslangy¢ matrisanynkydan 1 birlik artdyrylsa-da, do-
grudygyny subut edelin (/5-nji tablisa).

Maketin birinji Oyjligini dolduralyn, &tiyaclyklary we islegleri
tdzeden yazalyn. Sol yagdayda ya dtiyaclyklar gutaran bolmaly we
birinji setirde ¢yzyk goymaly, ya-da islegler kanagatlanan we birinji
stitlini ¢yzmaly. Goy, ¢yzyklar setirde bolsun. Bu setiri ayryp, demir-
gazyk-gilinbatar burgunyn usuly boyunca, gurlan, asikliki meyilnama
bar diyen c¢aklama bilen (m — 1)xn tablisany alarys. Bu meyilnama
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bir oyjligi gossak sikli emele getirmeyar, sebdbi sikli almak {igin sol
bir setirde we sol bir siitlinde basga 6yjligin bolmagy gerek, bizde
bolsa sol bir (birinjide) siitiinde basga 6yjiik bolup biler, sol bir setirde
(birinjide) bolsa yok. Sonuii iigin mxn tablisa li¢in sol usul boyunca
diiziilen meyilnama asikliki bolar.

15-nji tablisa

Eger birinji 6yjligi doldurmagyi netijesinde siitiin ¢yzylsa, onda
ony ayryp, mx(n — 1) matrisa geleris, onuf ii¢in tassyklama dogrudyr.
Bir doldurylan 6yjiik bilen siitiini gosmak sikli emele getirenok, diy-
mek bu yerde hem meyilnama asikliki bolup galar.

Teorema p = 2 ii¢in dogry bolany {i¢in, ol p =3, 4, ... licin hem,
yagny islendik matrisa tigin hem dogrudyr. Hasiyeti subut edilen.

Baslangyc¢ ddimin ikinji tapgyry: potensiallar ulgamyny kes-
gitlemek.

Her bir ugradylyan punkt (u, bilen bellenilyér) we her bir kabul
edyin (u) punkta potensial yazylyar. Potensiallaryn hemmesi (m + n)
sana denl. Olar maketa her bir yorite bellenilen setirlerde we siitiinlerde
vazylyar. X — bellenen ¢, tarifler iicin (olaryn sany hemise (m +n—1)-e
den)

V.—Uu =cC.
J i i

denligi kanagatlandyrmaly.

Bu deiileme potensiallary tapmak iicin hyzmat eder. Yéne sis-
temada bular yaly deiilemelerini sany dinie (m + n — 1)-e deni bolup,
nébellileriii sany (m + n)-e dendir, yagny bir birlik kopdiir. Bular yaly
denilemeler ulgamy tiikeniksiz kop ¢oziiwe eyedir, olaryn islendigi
bizin maksadymyza layykdyr. Haysy hem bolsa bir ¢oziiwini tapmak
licin, biz bir potensialyn bahasyny erkin saylap alyarys (meselem,
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u, = 0 diyip hasap edyiris). Galan hemme potensiallary emele gelen
ulgamyn ¢oziiwinden kesgitleyaris.

Yokarda getirilen meseldnifi ¢oziilisini dowam edelifi. 14-nji
tablisanyn esasy bolegini tapylan, yolbererli meyilnamany yazalyn
(16-njy tablisa).

16-njy tablisa
Yiik eltilmeli
punktlar
. 1 2 3 4
Yiik ugradyl- Bar bolan
maly punktlar serigdeler
v,
" v, v, v, v,
2 4 6 10
1 u, 90
90 - - -
1 3 7 4
2 u, 100
20 80 - -
4 8 13 7
3 u, 140
- 20 80 40
Yiiklere bolan islegler | 110 100 80 40 330

Maketde m + n — 1 = 6 we meyilnamanyn komponentlerinin
sany hem 6-a den, potensiallary gozlemek bolar. (Eger meyilnamanyn
komponentlerinit sany 6-dan ki¢i bolsa, meyilnama yetmeyén
dasamalary nola den bolan, dyjiikleri girizmeli bolardy, yone sikller
bolmaz yaly). X — bellenen oyjiikler ticin denlikleri diizyaris:

v, —u =2,
v —u,=1,
v,—u,=3,
v,—u,=8,
v,—u, =13,
v,—u,=17




Biz yedi nibelliler bilen alty defilikleri aldyk. u, = 0 diyip hasap
edydris we yzygiderli galan potensiallary hasaplayarys: v =2, u, =1,
v,=4,u,=—4,v,=9,v, = 3. Bu potensiallar bilen 17-nji tablisany
alyarys.

17-nji tablisa

V.
J 2 4 9 3 a,
ui
2 4 6 10
0 90
90 - - -
1 3 7 4
1 100
20 80 - -
4 8 13 7
-4 140
— 20 80 40
b, 110 100 80 40 330

Praktiki taydan &hli potensiallar goni tablisadan hasaplanyar, yo-
kary hereket edilende tarif potensiala gosulyar, asak bolanda - ayrylyar.

Baslangy¢ ddimin iiciinji tapgyry: meyilnamany ya-da poten-
siallar ulgamyny potensiallyga barlamaklyk.

Potensiallyk

v, —u =c,

deiisizlik, &hli oyjlikler ligin yerine yetydndigindedir. Bu yagdayda
X oyjiikleri barlamak gerek dél, sebébi olarda potensiallar denlikleri
yerine yetirme sertlerinden saylanan.

Biziit mysalymyz ii¢in bos dyjiikler iicin agakdaky potensiallaryn
tapawudyny we tarifleri alarys:

(1,2) v,—u=4-0=4=4=¢c,
(1,3) v,—u,=9-0=9>6=c,,
(1,4) v,—u=3-0=3<10=c¢,,
(2,3) v,—u,=9-1=8>7=c¢c,,
(2,4) v,—u,=3-1=2<4=c,
(3.1 v—u=2-(4)=6>4=c,.
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(1, 3) 6yjiik barlanandan soil sol bada meyilnamanyn potensial
déldigini aytmak bolar. Emma sular yaly hasaplamalary &hli bos 6y-
jiikler tigin hemise etmelidir.

Sertler bozulan yagdaylary saylalyn we olary agakdaky gorniisde
yazalyn:

Umumy yagdayda polozitel 5[j tapawutlary saylanyar:

o =v.—-u—c,h >0.
ijv J i i

Munda baslangy¢ ddim gutardy.

2. Umumy gaytalanyan ddim.

Umumy ddim asakdaky yzygiderlilikde yerine yetirilyar.

1. polozitel 5ij tapawutlardan if ulusynyn 0, ) tapawudyny tapaly:
6[(\]0 = max (Vj - ui - CU > O)

Goy, bu maksimum (i, j ) 0yjik l¢in yerine yetydn bolsun. Bu
oyjligi X — bellenen (m + n — 1) dyjiiklerin i¢ine gosalyn.

Onda oyjiikleriin sany (m + n) bolyar, bular yaly yagdayda el-
mydama sikli gurup bolyar. Bu sikl hizirki yagdayda yeke-tdk bolup
duryar. Hakykatdan, bellenilen X dyjliklerini saylanany asiklik bolyar.
Onun istiine bir 0yjiigi gosalyin we onun iigin iki sikli gurmak bolyar
diyip giiman edelin. Bu yagdayda, baslangy¢ yagdaydaky depelerden
sikl alyp bolyandygyny alyarys, ol bolsa baslangy¢ yagdayyn asik-
likligine garsy bolyar. Sonun {i¢in bular yaly sikl difie birdir we ony
tapmak meselesine gelyaris (/-nji surat).

Z 7

07—

iy )

1-nji surat
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Bizifi mysalymyzda ifi uly tapawut 8, = 3 (1, 3) 6yjiikde yerlesyar.
Bu 6yjiigi saylama gosup, onui iistiinde sikl guryarys (/8-nji tablisa).
18-nji tablisa

v| 2 4 9 3 a

J i

ui

0 |- p2t—4 6| 10/ 90
o |- |- -

T 3 70 4| 100
20 | g0 |- -

4 4] +e—81—d 13| 7] 140

- 20 80=0 |40
b. | 110 | 100 | 80 40 | 330

2. Sikli bahalandyryarys, yagny onun depelerinde alamat-
lary yerlesdirydris. Baslangy¢ 6yjlikde (saylanma gosyarys) plyus
goyyarys, sagat dilinit ugry boyunca ya-da tersine hereket edip,
minus,plyus alamatyny gezeklesdirip goyyarys we bu hereketi baslan
depi gelyingik dowam edyéris. Belli bolsy yaly, siklde depelerii
sany jiiblit, sona gord hereketin ugrunyn haysy tarapa bolyandygynyi
tapawudy yok. Netijede, biz bir bahaly sikl diylip atlandyrylyan sikli
alyarys. Ol bolsa den iki bolege bolydn otrisatel yarym zynjyry we
polozitel yarym zynjyry alyarys.

3. Yiiki dasamagyi ifi kici bahasyny — otrisatel yarym zynjyryii
(xl.j)* oyjiikde gozleyéris. Goy, ol 0 deni bolsun:

min (x,) = 0.

Eger seyle bahalar birndge bolsa, onda olaryil haysy hem bolsa
birini saylap almak bolar.

4. Yiiki dasamagyn otrisatel yarym zynjyrynyf her bir 6yjiigin-
den O-ny ayyryarys, her bir poloZitel yarym zynjyryn 6yjiigine 6-ny
gosyarys. Bu hereket 6 ululygynl sikl boyunca siiysmesi diylip at-
landyrylyar. Siiysme prosesi meyilnamany iiytgedyar, yone meyilna-
ma hemise yolbererli bolup galyar. Bir dyjlige 6-ny gosyarys, basga
bir 6yjlikden bolsa f-ny ayyryarys, netijede balans bozulmayar.
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Minimum yiiki dasamak meselesinde siiysiirilenden sofira otri-
satel yarym zynjyrly 6yjik emele gelyar. Onun tersine saylawa giri-
zilen (i, j,) Oyjikde 0 emele gelyar. Birinji 6yjiigi meyilnamadan ¢y-
karyarys, ikinji 6yjiigi bolsa meyilnama girizyédris: meyilnama onkiisi
yaly asiklik bolup galyar.

Siiysiirilenden soiira alnan meyilnamany asakdaky gorniisde yaz-

mak bolyar:
x sikle girmeyédn Oyjlikler {i¢in;

X' = x "+ polozitel yarym zynjyryn dyjiikleri ii¢in;
lx -0 otrisatel yarym zynjyryn ¢yjiikleri tigin.

Seredilyan mysalda (/8-nji tablisa) otrisatel yarym zynjyrda in kigi
bahaly yiiki dasamak 80-e den, 6zem ony iki dyjiikde (2,2) we (3.3). (3,3)
oyjiikde 0 = 80 diyip alalyn. Oyjiikdiki (1,3) 6yjiigi saylawa girizip, yiiki
dasamany 80; (3,2), (2,1) yiikki dasamadan bolsa 80-i gosyarys. (1,1),
(2,2) we (3,3) oyjiiklerde yiiki dasamany bolsa 80-1 ayyryarys. (3,3) 0y-
juklerde nollary yazmayarys, sebibi ol meyilnamadan ¢ykarylyar. (2,2)
oyjiikde bolsa nol yazyarys, ol meyilnamada galyar we bellenen 6yjlikde
X sany saklayar hem-de (m + n — 1)-e deil bolyar. Netijede, asakdaky
(19-njy tablisa) yerlesdirilen meyilnama gelyaris.

19-njy tablisa

v, 2 4 6 3 a,
ui
0 2 4 6
10 80 10190
1 |e---tq---33+ 7 4
500 |0 |- - 100
4 | i_.alolg 7
£ 100=0 130 40 140
b, 110 | 100 | 80 40 | 330

5. Meyilnama siiysiirilenden son alnanlar {igin tize potensiallar
ulgamyny diizyiris. Bu téze potensiallary baslangy¢ ddimde hasap-
lanylysy yaly hasaplamak bolyar, eyydm ulgamy bar bolan diizedisi
bilen hem tapmak bolyar.
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Eyelenen 6yjiikler iicin asakdaky denlikler yerine yetirilen bolmaly:
VT TGy

Sonun iigin tablisada siiysiirménin netijesinde emele gelen 6yjiigi
alarys we onun ii¢in olaryn tapawudy tarife deii bolar yaly potensial-
lary diizedyiris. Eyelenen Oyjiikler san bolan ii az siitiinde ya-da
setirde duranlaryn, birini iytgetmek has amatly.

Sonira bagga eyelenen Gyjiikleri barlayarys we galan potensial-
lary yzygiderlikde korrektirleyéris. Kanuna goré &hli sanlar {iytgema
sezewar bolanok we sular yaly diizgiin hasaplasyklary peseldyiér.

Bizin mysalymyzda (/8-nji we 19-njy tablisa) (1,3) 6yjik li¢in
u, = 0 galdyrarys, v.-i bolsa 9-y 6-a diizedyiris, sonda

v,—u,=6-0=6=6=c,.

Galan eyelenen Oyjiikler boyunca deiilikler 6iiki potensiallar bi-
len yerine yetirilyédr. Sonun yaly tize potensiallar ulgamy bir diizedis
bilen alnan.

6. Téze ulgamy potensiallyga yagny, tapylan meyilnamanyn op-
timallyga barlagy geciryaris. Onun {i¢in

v,-u,=c,
ahli eyelenmedik oyjiikler iicin yerine yetyandigini barlayarys. Eger
olar iigin densizlikler yerine yetyin bolsa, onda ulgamyn potensial we
meyilnamanyn optimal, ¢oziilisi gutardy.

Eger haysydyr 6yjiik licin densizlikler yerine yetmeyan bolsa, on-
da J,, tapawut hasaplanyar we optimal meyilnama alynyanga yene-de
umumy ddim adilyar.

Yokary mysalda (19-njy tablisa):

(1,2) v,~u=4-0=4=4=¢c,
(1,4) v,—u,=3-0=3<10=c,,
(2,3) v,—u,=6-1=5<7=c,,
(2,4) v,—u,=3-1=2<4=c,,
(3,1) v —u,=2-(-4)=6>4=c,,
(3,3) v,—u,=6-(-4)=10<13 =c,,.
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Dinte bir (3,1) oyjiikde sert yerine yetirilmeyar. Ony saylama
girizyaris, sikli belleyiris, siiystirme geciryaris (/9-njy tablisa). Onuil
ticin potensiallary diizedyédris we olary tablisa yazyarys. Tédze meyil-
nama tapyarys (20-nji tablisa).

20-nji tablisa

Vi 2 4 6 5 a,
0 2 4 6 10 90
10 80
1 1 3 7 100
0 100
5 4 8 13 140
100 40
,- 110 100 80 40 330
Bu ulgamy potensiallyga barlayarys:
(1,2) 4-0=4=4,
(1,4) 5-0=5<10,
(2,3) 6-1=5<7,
(2,4) 5-1=4=4,
(3,2) 4—(-2)=6<8,
(3.3) 6—(-2)=8<13.

Ahli bos &yjiikler {icin potensiallaryii tapawudy tarifden kici ya-
-da den,diymek ulgam potensial, meyilnama-da optimal.
Berlen meyilnama boyunga dasamagyil bahasy ii pes bolar:

z =10-2+80-6+100 3+100-4+40-7=1480.

mi

(2,1) 6yjiikde tarif ifi pes bolsa hem, dasama nola defi. Yone Bi-
rinji kabul edis punkty boyunca ondan alynyan artyk ¢ykdajy basga
marsrutlarda ykdysady tarapdan yapylyar. Optimal meyilnama bu
yerde aydyn déldir.
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§3. Algoritmin
esaslandyrmasy

1. Monotonlyk. Bu paragrafda her bir ddim tize, seyle hem
optimallygyn kriteriyasyny yerine yetirydn onkd garanyndakydan kem
déldigini subut ederis. Baggaca aydylanda, sikl boyunga siiysiirmeler
dasama meyilnamany erbetlesdirmeyéindigini gorkezmek bolar.

Baslangyg sertler hokmiinde agsakdakylar berlen:

1) isit umumy ddiminde asikliki meyilnama bardyr.

2) sikl boyunca siiysiirme tdze asikliki meyilnamany beryar.

3) sikl asikliki meyilnamanyn bir oyjligiit saylama gosulma-
gyndan alnan, onui ii¢in diizgilini potensialyn bozulmaklygy maksi-
maldyr:

Owjo = max(v; — u; — ¢;) > 0.

Pikir yoretminin dowamynda su &yjligin hut 6ziini topluma
gosulmagynyn ndme {li¢in gerekdigini gorkezeris.

Monotonlygynyn algoritmini gérkezmek {i¢in indiki teoremany
subut edelin.

Teorema. Eger asikliki meyilnama potensiallaryn tapawudy takyk
tarifa den bolan 6yyjiigi birikdirsek

V.—-u ==c,
J i i

onda sikl boyunga siiysiirme funksionaly iiytgetmeydr (dasamagyn
umumy bahasyny tiytgetmeyadr).

Subudy. Goy, berlen basdaky meyilnama X(x,) bolsun. Sikl
boyunga stiystirméniii netijesinde tize X' (x,/). yolberer meyilnamany
taparys. Bu meyilnama funksionala tdze &hmiyet beryir, ona gegenki
meyilnama bilen berilydn dhmiyet hokmiinde seretmek bolyar, yene-
-de haysam bolsa diizedis

Z=2 2 =24 =X+

> diizedisin ululygyny taparys. Polozitel yarym zynjyryn her
bir ¢yjiigine dasamaklyga 6 gosarys, onda dasamagyn bahasyna (+ ¢; 0)
gosular. Siklit &hli poloZitel yarym zynjyry funksionala " ¢, 0
diizedis berer ya-da 6-hemiselik bolany {i¢in, 6> * C;r Dasamakdan
otrisatel yarym zynjyr yazylan oyjiiklerde 6 hasaplarys. Bu 6yjlkdéki
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diizedisiii bahasy (- ¢, ¢) defi, a hemme otrisatel yarym zynjyra seyle
diizedis berer. ‘
> i ==0>c;.

Sikl yarym zynjyrlaryni ikisinde bahanyn jemlenen diizedisini

berer.
Y = 92*&; — 927('5] = (ZJrC[j — 27Cg)(9
we funksionalyn téze bahasy:
Z’ = ZEC,:/X/U = ZZC,‘/X[/ + (ZJr Cij — 2 C,‘j)(g
deii bolar.

(i, /) oyjugi birikdirilen haysam bolsa bir sikli alarys (1-nji surat).
Polozitel we otrisatel yarym zynjyrlaryn oyjiiklerindéki tariflerinin
jemlerininl tapawudyny taparys. Teoremanyi sertlerine gora birikdiri-
len (i, j) 0yjiigin tarifi potensiallarynl tapawudyna dendir:

c.=V.—U.
J J i

Siklin beyleki 6yjiikleri tigin, X-bellenilen, bu sertler potensiallar

ulgamy diiziilende yerine yetirilyar:

C =V, —u,

Gozlenilyan jemlerin tapawudy (chij — Z_c[j ) potensiallaryn tisti
bilen asakdaky gorniisde yazylar:
o= — ¥+ e+
+)%)_/I/k_/y;r+

Seylelikde,
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Bu yerden
ZZny'ij = ZZC,]X,-, va-da z'=z.

Yagny, funksional 6 sana garamazdan iiytgemin galdy. Sony
hem subut etmek talap edilyérdi.

Yﬁtﬁnler .
Setirler J S

i +c —C

2-nji surat

Indi meselénin algoritmine seredelii:
V.—u >c,
J 4 y

deitsizligi kanagatlandyryan oyjligi meyilnama birikdirelin, onda
seyle yazyp bolar:

c.=v.—u—o., 0,6 >0.
y J L i i

Potensiallaryn {isti bilen aniladylan tarifleri gosup we ayryp alarys
Yi— i — 05— vi— pu +
yr_ﬂk_yr-i_...

Funksionalyn tdze anlatmasy:
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Z =2’y =2, Y cixy — 6,0

den bolar. Sonun yaly 51-,-> 0 we 6 > 0 bolany {i¢in, 517 6> 0 uly
bolar we tiize meyilnama funksionala 6iikiiden ki¢i bahany berer:

z' <z

Sona gora-de 54‘1‘ nidce kop boldugyca, songca-da funksional ki-
celydr we hut seyle 0yjiigi saylama gosulyar. Emma bu tassyklama
takyk dal, sebébi funksionalyii kemelmegi #-d4 hem baglydyr.

Diymek, 6yjiik layyk saylananda, funksionalynn bahasy monoton
kigeler, (yagny algoritm monotondyr).

Funksionalyn {iytgemeyandigi hakyndaky teoremany § 2-déki my-
salyn ¢oziilisinde gorkezmek bolar.

Optimal meyilnamamyz bar. 2-nji paragraf 20-nji tablisada (1,2)
we (2,4) oyjiikler iicin asakdaky sertler yerine yetyér:

vV.—u =c,,
J 1 uy
40=4=4,
51=4=4.

(2, 4) oyjlikde gurlan sikl, 0 stiysiirméni beryar. (1, 2) 6yjiikde
sikl gurarys; 6 = x = 10. Stiysiirmeden sofi 21-nji tablisany alarys.

21-nji tablisa

v, 2 4 6 5 a,
2 4 6 10 90
10 80
1 A3 7 41 100
0 100
2 4 8 13 70 140
100 40
b, 110 100 80 40 330
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Téze meyilnama optimal, sebébi sistema potensiallygyna galyar.
Funksiyanyn potensialyny hasaplalyn:

z=10-4+80-6+10-1+100-3+100-4+40-7=1480=z_,

yagny funksional tiytgemedi. Bu hésiyeti optimal meyilnamanyn
modifikasiyasyny gozlemek {i¢in ulanmak bolar, eger ol bar bolsa.

2. Optimal meyilnamany asikliklerinii arasynda gozlemek.
Goy, birnége siklleri toplap bolyan asikliki dél meyilnama bar bolsun.
Sikllerini i¢inden birini alarys we onda siiysiirméni yerine yetiryéris.
Siklin &hli 6yjiiklerini X bilen belgildris, yagny olar {igin potensiallaryn
tapawudy tarifa den, onda 61iki teoremalar boyunga dasamagyn bahasy
liytgemeydr, eger bir 6yjiik bolsa, onda nula den bolar. Bu 6yjligi
meyilnamadan ayryp, belgilenen sikli pozyarys.

Beyleki sikller seyle edilydr, olary siiysiirip, nolly 0yjligi ayryl-
yar. Sonui bilen hem funksionalyn aiilatmasy tiytgemeyir, meyilnama
bolsa asikliki bolar. Sofira, eger bu meyilnama optimal bolmasa ony
gowulandyryarys. Hasaplamalaryn gowriimini gysgaltmak {i¢in opti-
mal meyilnamany asikliklerin arasynda gézlemek yeterlikdir,

22-nji tablisa

Vi 2 4 6 5 a
ui !
0 2 4 6 10
10 80 20
1 1 3 7 4
10 90 100
i) 4 -3 13 7
100 0 40 140
b, 110 100 80 40 330

Algoritmini sonly. Bu algoritmiii hdsiyetnamasy onuii mono-
tonlygyndan we asikliki meyilnamalarynn sanynyn tiikenikli bolma-
gyndan gelip ¢ykyar.

Funksionalynn maksimumynyi tapylysy mysallaryn arasynda,
ulaglara birikdirilen, maksimum bitin funksiyalary gozlemek gerek.
§1 Cozmek ticin tapawutlanan ayratynlyklary gurnarys.
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Subudyna gord yokardaky teorema siiysiirmeden sonl funksional
anlatma alyarys:
z'l=z— 51_1_ 0,
bu yerde z funksionalyn baglangy¢ ddimlerinde bahasy.

5” = (vj —u)— ¢,

0 — stiystirménin ululygy (sikliii otrisatel yarym zynjyrynda il
kigisi).
Eger 6,< 0 bolsa, onda z' > z, bolar. ¢ — elmydama polozitel, bu
seyle bolar:
v, —u)—¢;<0

ya-da yonekey yagdayda:
V.—u <c.
J i ij

Diymek, funksionalyn bahasyny artdyrmak {i¢in potensiallaryn
tapawudy tarifden ki¢i bolan 6yjiigi meyilnama gosmaly. Solar yaly
oyjiiklerin bolmazlygy funksionaly ulaldyp,yagny maksimuma yet-
meklik bolmayandygyny aiiladyar. Ilkibasdaky meyilnama demirga-
zyk — gilinbatar bur¢ ya-da maksimal elementler (basdaky uly tarifler
bilen) usuly bilen tapylyar. Coziilisi galan tertipde liytgemeyar.

Mysal. Hojalyklar boyunca oba hojalyk ekinlerini ekmek ha-
kyndaky maglumatlar berlen (23-nji tablisada).

23-nji tablisa

Hojalyklar 1 | 2 | 3 | 4
Oba 1 ga-dan sertli girdeji Ekisin
hojalyk meyilnamasy
ontimleri
1 8 5 4 6 300
2 12 11 9 13 500
3 10 15 18 14 180
Siirlen 220 310 200 250 980
yerin
meydany
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Maksimum umumy girdejini lipjiin edydn meyilnamany 6zbasdak
diizmeli.

Bu maglumatlary tablisa yazyarys we maksimal elementint usuly
boyun¢a meyilnamany guryarys, 23-nji a tablisa alnar.

Il yokary tarif (18) bolany {i¢in, ilki bilen (3;3) 6yjiigi dolduryarys.
(180,200) sanlaryn kigisini, yagny, 180-i goyyarys we bu setirde basga
Oyjlkler alynmayar.Galan tablisada tarifi it yokary 13-e den. (2:4)
Oyjligi saylap, (250,500) sanlaryn kigisini yazyarys hem-de 4-nji siitiini
ayyryarys we s.m.

Tapylan meyilnama ii¢in adaty yol bilen potensiallary tapyarys
(23-nji tablisa). Mundan bos ¢yjiiklerde soii gerekli sertlerini yerine ye-
tirilydndigini barlarys (1;1) dyjiikde potensiallaryii tapawudy tarifden
uly ya-da den). Biziii mysalymyzda sert yerine yetmeyar. 6 — 0 <8.

Bu 6yjiigi topluma salyarys we onda sikl guryarys, ony belleyéris
we 220 sana siiystliryéris. Tdze meyilnamany alyarys (23-nji b tablisa).

Bu meyilnama ii¢in potensiallary tiytgedip, olaryil tapawudy her
bos Oyjik iicin tarifden uludygyna gbz yetiryiris. Mundan beyldk
gowulandyrmak miimkin dél, meyilnama optimal. Ol has uly girdejini
getirydr.

z =220-8+60-5+250-11+250-13+180-18=11380.

max

3. Paylayjy usuly

Ulag meselesinin paylayjy usuly potensiallar usulyndan hasap-
lamalarynyn kébir liytgemegi bilen we optimallyk kriteriyasynyn
gorniisi boyunga tapawutlanyar. Paylayjy usulyn algoritmi asakda-
kylardan ybarat:

1. (m + n — 1) komponenti baslangy¢ asikliki meyilnamany
gozleyiris (komponentleri yetmeyén yagdayynda nollary bilen dol-
duryarys).

2. Topluma bos 0yjligi girizydris, ony alamatlandyryarys, gogsmak
alamatyny belgileyiris, we siklinn @hli depelerinde duran alamatlary
boyunca tariflerinn algebraik jemini hasaplayarys. Alnan sany 6z ala-
maty bilen bos 0yjlige yerlesdiryaris.

3. Bu 2 punktda gorkezilen operasiyany her bir bos 6yjiik tli¢in
gecirydris, yagny her gezek 6n tdzeden hasaplanan sikli guryarys. Neti-
jede her bir bos 6yjiikde san emele geler (polozitel, otrisatel ya-da nol).

4. Eger alnan &hli sanlar otrisatel dél bolsa, onda funksionaly
minimuma getiryén optimal ¢6ziilisi tapylan. Eger bu sanlar polozitel
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dél bolsa, funksionalynt maksimumy gazanylar. Diirli alamatly sanlar
bar bolan yagdayynda meyilnama bos 0yjiigi girizyiris, sonda mini-
mum iicin moduly boyungca in uly otrisatel sanlar we maksimum {i¢in
polozitel sanlar durar.

5. Saylanan 6yjlige degisli bolan sikliii otrisatel yarym zyn-
jyrynda in kici sany tapyarys we siklin ugry boyunca sol sana
sliystirydris. Tdze yol bererli meyilnamany tapyarys.

6. Bu meyilnamanyn optimaldygyny barlayarys, yagny her bir bos
oyjiik iicin tdzeden hasaplagyk sikli guryarys we tarifleriii algebraik jemi-
ni hasaplayarys.

Meyilnama optimal dél yagdayynda yene-de meyilnama bos 6yjiigi
girizyéris we degisli sikl boyunga siiysiirme geciryéris, meyilnama op-
timal boyunca dowam edyaéris.

Tarifleri tdzeden hasaplayyslaryn netijesinde tapylan vy, san
basdaky Oyjiiklerde duryan tarifleriit we sol 6yjiik li¢in potensiallaryn
tapawudynyn arasyndaky tapawuda dendigi berk subut edilyér:

Vy:cy_("j_”i) :_(V,-_”,-_C,j) :_5,]'

Sonun {i¢in paylayjy usulynda alnan sanlaryini manysy we kri-
teriyalarynyn optimallygy hakykatda potensiallar usulyndaky yalydyr.

Elde hasaplamalar {i¢cin potensiallar usuly has amatly. Emma
meseldnin ¢oziilisi paylayjy usulyna bagga usullar esaslanyan, bu hem
ony éwrenme zerurlygy yiize ¢ykyar.

Mesele. Goy, meseldnin serti we minimal elementiii usuly bo-
yunga tapylan baslangy¢ meyilnama 24-nji tablisada yazylan bolsun.

24-nji tablisa

i Viik eltilmell
ngdylma Iy punktlm"}. 1 2 3 4 a.
punktlar " Y; J !
3
2 4 1
! @ 25 |5+ 20 30
'3 ! 5
1 1 1 2
2 40
3 ©) 4o
5 T 2 I_ 4
o e el T
bj 30 25 35 20 110
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Her bos 6yjlik iicin tdzeden hasaplamanyn siklini guryarys, ony
alamatlandyryarys we tarifleriil algebraik jemini alyarys. 24-nji tabli-
sada (3,2) dyjiik ticin gurlan sikl gorkezilen. Gerekli jem:

Pp=1t2-2+4-5=-1.

Tablisa agram salmazlyk iicin onda beyleki sikller gérkezilmedik
dl, dinie her bos dyjiikde tizeden hasaplamanyi netijeleri tegelejikde
yazylandyr.

Tapylan sanlaryn arasynda bir otrisatel san bar ((3,2) oyjiikde),
seylelikde, optimal ¢6ziiwi alynmadyk. Bu 6yjiigi topluma girizyiris,
gerekli sikli belleyaris, 6 = x,, = 20 alyarys we bu sana siiysiirme
gecirydris. Netijede, tize meyilnama gelyaris (25-nji tablisa).

Tariflerin tdzeden hasaplamalaryny gecirip, dhli jemlerin otrisa-
tel dildigine g6z yetirydris. Diymek, tablisada yazylan meyilnama
optimal. Sonun ii¢in dagamanyi bahasy ifl pes:

z=5-2+25-4+20-1+30-1+10-2+20-2=220.
25-nji tablisa

yiik eltilmeli
i unktlar 1 2 3 4
g i
1 3 2 4 1
@ 5 25 20 50
2 1 3 2 5
O “
3 5 2 5 4
OO O ¥
b, 30 25 35 20 110

(1,1) Oyjiik ticin tariflerin algebraik jemi degisli gelyén sikl bo-
yunca nola den. Potensiallar usulyndaky yaly, eger bu 6yjligi toplu-
ma girizmek ti¢in siiysiirme gecirsek, onda meyilnama tiytgir, yone
funksionalyn bahasy onkiiligine galar.

Meselénin optimal ¢éziiwinin informasion tehnologiyalar arka-
ly tapylysy. OSB (Quantitative System for Business) programmasynyi
komegi bilen ulag meselesinii optimal ¢ézliwini tapmaklygyn tehno-
logiyasyna seredelin.

125




Programmanyn penjiresi agylandan soiira esasy menyunyn «File
-> New Problem» diiwmelerine basyp, tdze mesele penjiresi agylyar.
Taze meseldnin penjiresi agakdaky gorniisde bolar :

Problem Type
@ Network Flow

O Transportation Problem
O Assignment Problem

O Shortest Path Problem
O Maximal Flow Problem

Data Entry Formai
@ Spreadsheet Matrix Form

O Graphic Model Form
© Se ree [] Symmetric Arc Coefficients
O Traveling Salesman Problem (i.e., both ways same cost)

Problem Title
Number of Nodes

1) Problem Type diylen yerden meseldniii gdrniisini saylamaly.
Bellik : Ulag meselesini ¢ozmek li¢in Transportation Problem-i
saylamaly. Penjirdmiz asakdaky gorniise geler.

Problem Type Objective Criterion
() Network Flow (® Minimization
(@ Transportation Problem () Maximization ‘

() Assignment Problem
® Data Entry Format
Shortest Path Problem @ Spreadsheet Matrix Form

(O Graphic Model Form
[J Symmetric Are Coefficients

() Maximal Flow Problem

(Minimal Spanning Tree
() Traveling Salesman Problem (i. e., both ways same cost)

Problem Title
Number of Sources Number of Destinations

o | o ] [ ]

2) Objective Criterion diylen yerden meseldmize layyklykda
maximum ya-da minimum saylamaly;

3) Data Entry Format diylen yerde meseldni nihili yagdayda
girizmek isleyidndigimize layyklykda Spreadsheet Matrix Form ya-da
Graphic Model Form saylamaly;

4) Program title — meselinin adyny girizmeli;

5) Number of Sources diylen yere siitiinlerin (¢esmelerin) sa-
nyny girizmeli;
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6) Number of Destinations diylen yere setirleriii (barmaly yer-
lerin) sanyny girizmeli;
7) Meseldni girizenimizden sofira penjire agakdaky gorniise geler :

ProblemType | [ Objective Criterion
O Network Flow @ Minimization
(@ Transportation Problem () Maximization

O Assi t Probl
IO AL [ Data Entry Format

(® Spreadsheet Matrix Form
(O Graphic Model Form

O Shortest Path Problem
O Maximal Flow Problem
(Minimal Spanning Tree

[ symmetric Arc Coefficients
(O Traveling Salesman Problem (i. e., both ways same cost)

Problem Title [messied ]

Number of Sources [3° | Number of Destinations [& ]

OK | | Cancel I | Help I

8) Soira penjirdnin OK diiwmesine basmaly. Sondan soii
asakdaky penjire peyda bolar. Bu yere meselénin berlisini girizmeli.

From\ To D ion 1 | Destination 2 | Destination 3 | Desti 4 Supply
Source 1 i : : : : B 0
Source 2 0
Source 3 0
Demand 0 0 0 0

9) Berlisini girizenimizden sonra asakdaky gorniisi alar :

From\ To Destination 1 | Destination 2 | Destination 3 ination 4 Supply

Source 1 : : : :30} 50 62 10 650
Source 2 40 50 80 20 850
Source 3 50 10 30 30 700
Demand 500 800 300 600 2200

10) Seylelik bilen, meseldmizi girizdik. Meseldmiziil netijesi-
ni almak ii¢in esasy menyudaky Solve and Analyze diiwmesine bas-
maly. Sondan soil meselédnin ¢oziiwi ekranda peyda bolar. Meseldnin
¢oziiwi asakdaky penjire arkaly gorkezilyar:

05-08-2011 Form To Shipment Unit Cost Total Cost Rediced Cost
1 | Source 1| Destination 1 50 30 1500 0
2 Source 1 Destination 4 600 10 6000 0
3 Source 2 Destination 1 450 40 18000 0
4 Source 2 Destination 2 400 50 20000 0
5 Source 3 Destination 2 400 10 4000 0
6 Source 3 Destination 3 300 30 9000 0
Total Objective Function | ( Value = 58500 )

11) Meselanin ¢oziiwi yokardaky gorkezilen baha dendir;
12) Meseldnin netijesini alanyilyzdan son programmany yapyp
bilersiniz.
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II1 bap
Dinamiki programmirleme meseleleri

§1. Dinamiki optimallasdyrma
meselesinin kop ddimli proses
arkaly coziilisi

Dinamiki programmirleme kop ddimli (kop tapgyrly) meseldnin
optimal ¢oziiwini tapmaklykda ulanylyan ifi amatly usuldyr. Bu usul-
da durmusda dus gelyan kabir ¢ylsyrymly amallar, ykdysady mesele-
ler birndge yonekey meselelere boliinip, ddimme-adim ¢oziilyar.

Dinamiki programmirleméniil esasynda yzygiderli optimallagdyr-
ma usuly yatyr. Bu usula getirilyan meseleler ¢oziilende uly 6lgegli me-
sele yzygiderli optimal kigi 6lgegli mesele bilen ¢algyrylyar. Dinamiki
programmirleménin esasy ulanylys usuly prosesiii birmenzes ddimlere
ya-da tapgyrlara béliinmegi bolmak bilen, ddimlerifi jeminin hasaba al-
nan gorniisde olaryn her haysy ayratyn meyillesdirilen bolmalydyr.

Optimallyk prinsipi. Meselede optimallygyn 6ziini alyp barys
hisiyeti asakdaky gorniise eye bolmaly. Baslangyc yagday we bas-
langy¢ ¢6ziiw ndhili bolsa hem, sonky ¢6ziiw onun yagdayyna gora
diiziilen optimallygyn 6ziini alyp bargyndan alnan baglangycdaky ne-
tijeden duryar. Meselede geljek iicin diiziilydn maksatnama seredelin.
Goy, hojalykda iki boliime seredilydn bolsun: ostimlik we maldargy-
lyk. Olaryni geljekde 6smegi iigin baslangy¢ wagtda &, serisde goy-
berilen. Ostimlik bolege x, manat harg edip, biz bir yylyn dowamynda
flx,) girdejini alyarys. Seylelikde, maldargylyk iigin k, — x, serisde
galyar, ol bolsa ¢ (k, — x,) yyllyk girdeji beryir. Onda umumy girdeji:

Z] :f(x1) + ¢(k1 —Xl).

Birinji yylyn ahyrynda baslangy¢ serisde k, lUytgeyir we k,
serisde emele gelyidr. k, ululyk k, baslangy¢ serisddnii mogberine
we onuii birinji yylda paylanylysyna, yagny, x -¢ bagly. Alnan £,
serisdeler Onlimgilik serisdelerinin peydalanylmasynyi netijesinde
baslangycdan az bolmagy, onkiiligine galmagy, seyle hem eger onda
girdejinin kesgitli bolegi goylan bolsa, kopelmegi hem miimkin.
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Ikinji hojalyk yylynyn baslamazyndan ozal, serisdeleri tdzeden
paylamak: dsiimliklere x, manat, maldargylyga bolsa (k, — x,) manat
ugradylyar. Onda umumy girdejini degislilikde alarys:

z, = flx,) + p(k, — x,).
Geljek yyl tigin serisdanin mukdary:
k,=¥(k,, x,).
Bu yzygiderligi dowam edip, n hojalyk yyl {icin pudaklary

maliyelesdirméniin mogberiniii x manat we (kK — x ) manat bol-
jakdygyna g6z yetireris. Bu yagdayda umumy girdeji:

z, = fix,) + plk, - ).

Bu yerden k£ = ¥(k_, x ). Ol serisdelerint gecen her yyldaky
paylanmasyna baglydyr, yone ol anyk gorlinmeyar. Baslangyg¢ serigde
k, bellibolsa, f,¢,y funksiyalaryf gorniisinden kesgitlenilmeli n yylyfi

dowamynda jemi girdeji maksimum bolar yaly serisdeleri paylamany
meyilnamalasdyrmaly. Netijede, maksat funksiya:

z :f(x|) + ¢(k1 _x|) +ﬂx2) + (p(kz _‘xz) .. +ﬂxn) + (ﬂ(kn —Xn)
ya-da

7= Zn: Z — max
gbrniisi alar. n sany baglanysyksyz nibellilerint funksiyasyny gys-
gaga z = F(x, x,, ..., x ) gornlisde yazmak bolar. Aydyn gorniisdaki
sertlerden basga 0 < X, =< kj; j = 1,nsertleri hem gosalyi. Seyle hem
nébellilere basga ¢aklendirilmeler hem goyulmagy miimkin. Eger olar

deiileme gorniisinde berlen bolsa, onda biz meseldni sertli ekstremu-
myny tapmak meselesine getirip ¢oziip bileris. Ciklendirmeler ulgamy
densizlikler bilen berlende, onda ¢yzykly dil programmirleme meselesi
alynyar we ony yokarda gorkezilen usullaryn haysy-da bolsa biri bilen
¢ozmek bolar. Yone bu yerde hem ayratyn yagdaylaryii biri bolmagy
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miimkin: eger gozlenyén funksiya iizniikli bolsa ya-da nébellilerin bir
bolegine yorite sertler berlen bolsa (bitinsanly, diskretlilik we s.m),onda
has amatly gradiyent usulyny ulanyp bolmayar, wariantlaryn goni
saylanma usuly bolsa (ginislik torunda diiwiinlerden aylanyp ge¢mek
usuly) mydama ¢endenasa uly hasaplamalara getiryér.

Meyilnamalasdyrylan prosesi n tebigy kesgitlenen tapgyrlara
boleris. Birinji tapgyrda maya goyumyn x, dlgegini taparys. Biz bu
ululygy ikinji yylyfi paylamasyna degisli bolan £, serisdelerini hasap-
lanmagynda ulanarys. k-ni gozlap, ikinji tapgyrda x,-ni taparys: x,
boyunga k-1 kesgitlédris we ti¢linji tapgyrda x,-1 taparys we s.m. Bu
yvagdayda her tapgyrda meseldni difie bir nébelli bilen ¢dzmeli, bu
bolsa berlen islendik kopolcegli meselelerin ¢oziiwinden has yenildir.

Yone bu yerde gosmaca kyngylyk yiize ¢ykyar. Goy, bu mese-
lede maldargylyk has girdejili pudak bolsun. Bu pudakdan has kop
girdeji almak {i¢in meyilnamanyn birinji tapgyrynda maksimum se-
risdeleri maldargylyga goniikdirmeli bolardy. Yone bu geljekde saz-
lasygynn bozulmagyna getirip, Onlimgiligin pese diismegine, iymit
bolculygynyn peselmegine we netijede girdejilerii birden azalmagy-
na getirerdi. Hemme meyillesdirilen perioddaky jemleyji ykdysady
peydalylyk bolup biljeginden, has pese diiserdi. Sonun tigin hem her
bir 4dimde hokmany suratda dine bir berlen hojalyk yylyndaky neti-
jeleri goz oniinde tutman, eysem geljekddki bolup gegjek yagdaylary
hem goz 6nlinde tutmalydyr.

Olaryn haysy yol bilen alnandygyna garamazdan, geljek yylyn
netijelerini ulanmak meyilnama ii¢in baslangy¢ bolyar. Geljek meyil-
lesdirileninde hokman alynjak netijeler, seyle hem serisdelerii pay-
lanylysynyn dhli geljek yyllarda alynjak girdejilere yetirjek tésirini
hem goz o6niinde tutmalydyr. Ine, bu hem meselénin ¢oziiligini kyn-
lagdyryan gosmaca sert bolup duryar.

Seylelik bilen seredilydn mesele iki ayratynlyga eyedir:

1. Ol ayratyn tapgyrlara tebigy gorniisde paylanylyar (hojalyk
yyly);

2. Her bir tapgyrda meyilnamalasdyrylyan ululyklaryn bahasy,
geljekde hemme hasaplamalarda yetiljek umumy peydanyn maksi-
mumy bilen baglanysykly bolmalydyr.

Bular yaly meseleleri ¢6zmek hem dinamiki programmirleménin der-
sini diizyéndir. Dinamiki programmirleme meselesiniil esasy manysy, onui
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birnige nébellili bir meseldnin bir ndbellili birndce meselelerin yzygider-
likde ¢oziilmegine getiryanliginden duryandyr. Defileménin sany bagdaky
seredilydn meseldnin nabellileriniii sanyna den bolup, tebigy ya-da basga
bir usulyii esasynda sol sandaky tapgyrlardan duryar. Bu yagdayda diirli
¢ozliwlerin ndhili baglanysyandygyny yene sol mysalda seredelin.

Goy, baglangy¢ yagday (k, serigdelerii mukdary) bize belli ahyr-
ky yagday bolsa kesgitlenmedik bolsun. Meseldni tapgyrlara boliip
ony ters tertipde, yagny yzyndan baslap basyna ¢enli ¢ozelin.

Kesgitlenyén k serigdelerifi ululygynyf miimkin bolan bahalary-
nyf hataryny alalyn. Bu bolsa & _iiytgeyén boyunga gifiislik torunym
yollarynyn koordinatalarynyii saylanysyna deni giiycliidir. Her bir
seyle baha {i¢in n yylyn maliyelesdirilmeginin optimal meyilnama-
syny taparys. Sebibi, bu yyl periodda i1 sonky, sonun iigin geljek ha-
kynda aladalanmasaii hem bolar.

Her bir & ti¢in optimal maksatnama saylanyp alynyar. x nabelli
ligin [0;k ] aralykda birndge bahalary barlamaklyk g6z 6niine tutulyar,
yagny su ok boyunca koordinatalaryn diiwiinleri saylanylyar. Sonuil
ticin girdejinin ululygy hasaplanylyar:

2, =/x,) + ok, ~x,).

Maksimum girdejini lipjiin edyén x -ifi seyle bir bahalarynda we
k, sol girdejininl 6zi z, fiksirlenilyér, yene-de k -ifi basga bir bahasy
we sofira has kop girdejini beryén x saylanylyar we s.m. Bu usulyn
diiwiinleri yonekey aylanyp ge¢mek usulyndan tapawudy — bu yerde
difie bir optimal meyilnama dil-de, k -ifi nd¢e bahasy alnan bolsa,
sonc¢a optimal meyilnama gozlenilyar.

Sonlundan ikinjé (n-1)-nji tapgyra gegyaris. (n-2)-nji yylyn neti-
jeleri hakynda ¢aklamalary diiziip (Yyagny & , li¢in bahalary saylap),
(n-1) yylyn serigdelerini geljekki iki yylda, yagny (n-1) we n-nji
yyllaryn girdejisi maksimal bolar yaly edip paylayarys.

Sol maksat bilen k= k,”, birinji bahasyny alyarys, x =x' g0z
oniine tutulan birinji bahany we meyilnamalasdyrylan yyldaky miim-
kin bolan girdejini hasaplayarys:

_ 1)
Z'n—l_j(x'n—l) + (0 (kn—l _x'n—l

we seyle meyilnama bilen gertlendirilen geljek yyl {i¢in paylanylan
serigdelerin mukdaryny kesgitleyaris:



k= (k) x,1).

k -ifi bahalarynyf iginden birinji ddimde peydalanylan ofia 6rdn
yakyn k' -i saylalyn. Ofia Z' -e defi bolan ifi sofiky tapgyrdaky maksi-
mal girdeji degisli bolyar. Iki yyldaky girdejileri jemlép alarys:

Zoot = Zao1 + Zn.

x' Kk, z*  ululyklary fiksirleyaris.

n-1?

Indix , =x"  bahany alyp, hasaplayarys:
b4 :f(xﬂn—l) + @(kLl—)l - x;—l)
k., = ¢<qu1_)1, X;—l),

k -int bahalaryndan k" -e yakynlasyan sany saylap alarys we ofia
layyk gelydn degisli maksimal girdeji z" -itapylanz" | bilen gosyarys:

Znot = Znot + Zn.

Gerek bolan x,-1, k., Z,-: ululyklary yatda saklayarys.

Seydip, alnan interwal boyunga x -ift [0, k"] kesimdaki &hli
bahalaryny saylayarys we her biri ligin iki yyldaky jemi girdejini tap-
yarys. Has amatly girdeji

2 = max(z,_,, 2001, ...)

berlen k", serisdeleriti mukdarynyf paylanylysynyii optimal meyil-
namasyny gorkezer. x.',, k!” bahalar we z.”, girdejinii ululygy
gutarnykly fiksirlenyér. Aralykdaky x,-., x,-. netijeler we baggalar
gerek bolmanlygy li¢in yitirilyar.

Sondan sofira k.-, = k\”,ikinji bahany alyarys we edil suia
meftizes usul bilen onun {i¢in optimal meyilnamany, seyle hem
x71, kY, z1) ululyklary tapyarys.

Seyle meyilnamadan £, igin ndge baha alnan bolsa, songasy
diiziiler. Olaryn her biri sertli optimal diyip atlandyrylyar, seyle hem
(n-2) yylyn netijelerinde paylanmaly serisdelere hasaplamada kabul
edilen bilen denl bolmagy serti bilen optimal diyip bolar.

Ugiinji 4dimde miimkin bolan & , bahalar saylanylyar we olaryii
her biri (n-2), (n-1) we n-nji yyllardaky jemi girdeji ifi uly bolar yaly
paylanylyar.
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N ddimden soni 1-nji tapgyra baryp yeteris. Bu yerde eyyam
geljekki yyl ticin netijeler hakynda ¢aklama etmek gerek dél. Se-
babi serigdelerin baslangy¢ mukdary k, bize berlen. Bu serisdeleri
paylayarys, seyle hem &hli yyllar tigin it kdp girdejini {ipjlin edyédn
x bahany taparys. Bu ddimde yeke-tdk bolar.

Indi bolsa bagyndan ahyryna cenli hi¢ hili hasaplamazdan ter-
sine hereket baslanyar, x bahasy alnan interwala ¢enli takyklykda
k, ululygy kesgitleyir; ol boyunga fiksirlenen netijelerden x -ni say-
layarys, sonufi bilen &, hem kesgitlenyér; x, ululyk t¢in sertli opti-
mal x,-1 alyarys we s.m. k -e yetydnga dowam etdiryiris. Seylelikde,
basdan-ayaga gaytalap gecip, biz her tapgyrda sertli optimal meyil-
namalardan gereklisini saylayarys; olaryin hemmesi bilelikde bize
meseldnin optimal meyilnamasyny beryir.

Cozmegin seyle tertibinde k, serisdelerifi diirli baslangy¢ muk-
dary ti¢in optimal meyilnamalary hasaplamak bolar. Mununi ii¢in ditie
in sonky ddimi gerek bolan mukdarda hasaplamak yeterlikdir.

Eger meselede soiky yagday belli bolup, baslangy¢ berilmedik
bolsa, ony goni tertipde basdan-sona ¢ézmek amatlydyr, sonda gel-
jekki meyilnamalar amatly bolyar: geljek (n + 1)-nji yyl li¢in hasapla-
nan optimal meyilnamany gurmak ii¢in, ddilen n» 4dime yene bir 4dim
gosmak yeterlikdir.

Kopleng meselede baslangy¢ bellidir, soiiky yagday ya-da olar
ticin miimkin bolan bahalaryn yaylasy hem gorkezilendir. Beyle me-
seldni goni hem-de ters tertipde-de ¢c6zmek bolyar.

Meseldnin ¢oziilisinin beyany ginislik torunda diiwiinleri aylanyp
geemek usulydyr, yone saylamalary tertiplesdirmek we olaryn amat-
ly déllerini her bir 4dimde ayyrmak gegirilyén hasaplamalaryn sanyny
Ordn azaldyar. Muna diisiinmek ticin dinamiki programmirlemegi goni
saylama bilen defiesdirmek ti¢in agakdaky yonekey mysallara seredelin.

1. Goy, 4 séherden F' séhere gecmek licin 4 sany aralykdaky du-
ralgalardan gegmeli bolsun, yagny jemi 5 bdliim yol bolmaly bolsun.

® @ : ® ® ®
® @ @ @ @ {
v v v v
o @ @ o @ @
A B C D E F
1-nji surat
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Her bir punktdan beyleki bir punkta eltydn 3 sany diirli dowamly-
lykdaky aralygy, yoluii hilini, ulagyn gorniisini we duralgada diistip-
-miinlilmesininn wagtyny hasaba almak bilen F punkta ifi calt baryp
boljak gatnawy kesgitlemeli.

Wariantlaryn sanyny yonekey saylama usulynda hasaplalyn. Munun
ticin aralyk nokatlar boyunca soniundan baglangyjyna tarap hereket ede-
ris. Eger biz séherin ii¢ duralgasynyn islendik birine £ barsak (meselem,
demir yola), onda F punkta barmak ii¢in 3 miimkingilik: hereketi demir
yol boyunga dowam etdirmek, awtobusa miinmek ya-da ucara garagsmak
yiize ¢ykyar. Sonun {igin bir £ nokatda {i¢ warianta seretmeli. Olaryn her
biri bilen D-den E ¢enli 3 ugrui biri baglanysyp biler, seyle hem D nokat-
da eyyam F punkta hereketin 3 - 3 = 3= 9 wariantlary bolar.

Bu 9 wariant bilen C-den D-e ¢enli {i¢ ugrunl her biri baglanysyar
we C nokatda indi 3 - 3% = 3’ warianta seretmeli bolyar. B nokatda olar
3% bolar, baslangy¢ A punktda bolsa 3° = 243 wariant bolar. Umumy
yagdayda meselede n tapgyr bar bolsa we olaryn her birine n netije
miimkin bolsa, wariantlaryn sany r-e den bolar.

Dinamiki programmirleme meselesinde in soiiky EF tapgyrda ii¢
warianta seredilydr we olardan i gowusy (az wagt hereket edyanini)
saylanylyar. Sol boyunca ugruil nomeri we hereketint dowamlylygy yat-
da saklanylyar. Indiki 4dimde DE-nin ii¢ ugrunyi her birinin hereketinii
wagty saylanylyan EF ugruit minimum wagty bilen gosulyar. Ug netije-
den kigisi fiksirlenyér; ol D punktdan F punkta ¢enli minimum wagty,
seyle-de, hereketin gatnawlaryny beryir. Gorstimiz yaly, D nokatda
9 dél-de 3 warianta seretmek yeterlik. Hasaplamanyn bu tertibinde difie
C nokatda 3 wariant barlanylman, eysem 4 we B nokatda hem barlan-
maly. Meselédni doly ¢ozmek {igin yonekey abzaldan 243:15 = 16 esse
ki¢i bolan 3 - 5 = 15 wariantyn hemmesinin hasaby gerek.

Umumy yagdayda »n ddimde we r netijede rn wariantlar sere-
dilméige degislidir. Bu san r’-den yeterlik ki¢ci. Emma, dinamiki
programmirleme giiycli taraplaryn hataryna hem eyedir. Diiwiinleri
aylanyp ge¢mek usullary ii¢in hasaplamanyn programmasy yenillik
bilen gurulyar. Gifiglik tory gurlanda (nébellilerin bahalarynyn
aralygy saylananda) diskretlilik ya-da bitin san yaly sertleri goz
ontinde tutmak yenildir. Meselem, x, nébelli su bahalary alyp biler:
0;1,5;3,8:4,7 we s.m. x, ndbelli bolsa 0,1,2,3 we s.m. Bu bahalary biz
wariantlaryn hasaplamasynda ulanarys.
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Yoluii her bir tory (nébellilerifi bahalarynyfi toplumy) ¢ikli funk-
siyanyn goylusynyn yolbererliginde barlanylyar. Olar islendik bolup
biler we olaryit mukdarynyn ulalmagy hasaplamany kynlagdyrmayar.
Gozlenyén funksiyanyn gorniigi hem rol oynamayar: ol absolyut ululyk
bilen berlip bilner, iiziilme nokadyna eye bolup biler we s.m. Sunun yaly
kyngylyklary bolan meseleleri entek difie dinamiki programmirleme bi-
len ¢6ziip bolyar, bu hem onuil ulanylmagyny sertlendiryar.

2. Goy, m yyldan duryan T period wagtda bir topar senagat kér-
hanalaryn i3 maksatnamalary meyilnamalasdyrylyan bolsun. Baslangyc¢
period wagtda kérhanalaryf 6smegi ligin Q_ goyberilen serigdidni hokman
kérhanalarynl arasynda paylamak gerek diyelinl. Kérhanalar is prosesinde
goyberilen serisdeleri harg etmeli. Yone her bir kirhana kesgitli period
wagtda (hojalyk yyl) goyberilen serisdéniii gdwriimine baglylykda girde-
jialyar. Her yylyn bagynda bar bolan serigdeler kdrhanalaryn arasynda té-
zeden paylanylyar. Sonun ii¢in her yylyn basynda kirhanalaryii her birine
nége serisde goybermeli we netijede bitin 7 period wagtda hemme kér-
hanalar toparynyn girdejilerinint jeminifi maksimumyny kesgitlemeklik
talap edilyér. Bu meselénin ¢oziilis prosesi kdp ddimli bolyar. Dolandyr-
ma ddimi (meyilnamalasdyrma) bu yerde hojalyk yyly bolyar. Seyle hem
dolandyrma prosesi bolup, her bir hojalyk yylyn bagynda serisdeleriii
paylanmagy (tdzeden paylanmagy) duryar.

3. Basga bir meseld seredelin. Goy, yiik goterijiligi P-e defi bolan
ucara boliinmeydn n gorniisli yiikleri yiiklemeklik gerek bolsun. Her
bir yiikiin j-nji gérniisinin agramy we bahasy belli bolup, degislilikde
C we P, birliklerden duryar. Ucara yiiklerin her bir gornusmden nage
yuklemehdlglm kesgitlemeli. Netijede bolsa yiikleriii jeminiii bahasy
i1 yokary, olarynl agramy bolsa ucarynl yiik goterijiliginden kdp bol-
maly daldir. Seredilydan meselénin prosesini tapgyrlara bolelin: birinji
tapgyrlarda ucara yiiklenmeli yiikleriii birinji gorniisleriniii miimkin
bolan hemme wariantlaryny i¢inden sertli optimallygy, ikinji tapgyr-
da bolsa ugara birinji we ikinji gorniisli yiikleri yiikleménini optimal
wariantyny kesgitleyéris. Meseldnin ¢oziilis prosesi ugara n gorniisli
yiiklerint yiiklenmeginii optimal warianty tapylyanca dowam edyér.
Seredilen meselelerden gorsiimiz yaly, dinamiki programmirleme
usuly kop nébellili bir mesele birndge yzygiderli ¢oziilydn az sanly
nidbellili meseleler bilen galgylyar. Meselininn ¢oziis prosesi ddim-
lere boliinydr. Seyle hem ddimlerii nomerleri, diizgiin boyunca i
sofiundan baslangyjyna ¢enli dowam edydér.
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§2.Dinamiki optimallasdyrmada
R. Belmanyn algoritmi

Diskret programmirleme meselesinin ¢oziilis usullarynyi iginde
Belmanyn algoritmi esasy orna eyedir. Belmanyn algoritmine seret-
mek {i¢in biz bir dlgegli gos haltasyna (ranes) seredelin.

Bir 6lgegli ranes baradaky meselénin goylusyny asakdaky gornii-
sinde yazalyn:

Yiik goterijiligi d defi bolan ranes bar bolup, ol » sany diirli ag-
ramdaky yliklerden doldurylan bolsun. Goy, ol yiiklerinn gorniisleri
J(j =1, n) sany bolsun. j-nji yikun agyrlygyny a; bilen, onui eltil-
meginin bahasyny bolsa ¢ bilen belldlin.

Bu meselede ranesin i¢inde yerlesen yiikleriit sanynyn hem-de
agramynyn esasynda bahalaryn jemlenmesinden emele gelen maksi-
mum girdejini almak iicin meseldnin matematiki modelini diizmeli.
Onun modeli asakdaky gorniisde yazylyp bilner:

F(x) = ic,-x_,-—»max. (D

j=1
(1) formulanyn esasynda ranesda (goshalta) yiiklenilip getirilydn
harytlaryii umumy bahasy kesgitlenilyér:

Yioiax; = d, (2)
x}ZObitin(/'zl,L...,n). (3)

(2), (3) sertlerden kesgitlenen meseldnin maksimum girdejisini
kesgitlemek gerek bolsun. Bu meseldni dinamiki programmirleménin
usuly bolan wariantlary yzygiderli derfiemek usulynyn algoritminin
esasynda kesgitlemek bolyar. Meseldnin ¢ozliwinde gézlemek usuly
biri-birinii i¢inde yerlesdirilen yaylalardan duryan yzygiderlige sere-
dilyar.

Yokarda gorkezilen shemanyti esasynda meseldni ¢oziiwi goz-
lenilydr. Bu yerde emele gelydn n sany nébellili funksiyanyn mak-
simumyny derfiemek meselesini bir ndbellili » &ddimden duryan
funksiyanynn maksimumyny kesgitlemek meselesi bilen g¢alysyarys.
Diymek, nébellilerin sanyny ddimleriii sany bilen ¢alysyarys. Eger
biz k-njy ddimde ranesifi maksimum bahasynyn effektini f, (a) diyip
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belgilesek, her 4dimde meseldniil ¢oziiwini bir nédbellili funksiyanyn
maksimumyny tapmak bilen ¢alyssak, onda asakdaky denlige geleris:

n—1 n—1
F(x)=> cix; = (cnx,, + chx,-).
s :

Jj=1
Onda, onuil maksimumy

n—1 n—1
max F(x) = max ) c;x; = maxc,x, + max » ¢;x;.
j=1 j=1
X, X, ... , x, nébelliler (2), (3) sertlerde saylanylyar. Yagny
a) x =0 bolsa, onda fiksirlenen x ti¢in

n—1
max F(x) = max »_c¢x;.

j=1
Bu yerde x€ [0; d].
b) x =1 bolsa, onda
n—1
max F(x) = ¢, + max ) ¢;x;.
j=1
Bu yerde x€[0; d-a,]. Onda serte gord, biz maksat funksiyany
asakdaky gorniisde alarys:

n—1
max ZCij :‘](I‘lfl(d — anxn>,

Jj=1

d

bu yerden 0 < x, < o
n

gelip ¢cykyar. Onda bu sertden

n—1
0<>ax;<d-—ax,  dedsizligialarys.
j=1

Onda sorniky densizlikden biz maksat funksiyany d ranese gora
alarys:
f(d)y=max[c x +f (d—a x )] (4)

0<x< [i]
da,

Diymek, bu meseldnin maksat funksiyasy (4) gorniisde kesgitle-
nen bolyar. Eger f; (@) = 0 bolsa, onda 0 < a < d gatnasyk emele gel-
yar. Bu bolsa meseldnin sertine gord, maksimum maksat funksiyany
kesgitlemekde yzygiderli wariantlar usulynyn netijesi ulanylyar.

Hasaplanys algoritmini asakdaky gorniisde yazalyn :
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1. k bilen bizin eyydm seredip gecen gorniisimizi belldp gegelini
(ilki bagdan £ = 1).

2. Bitin interwaly liytgeyénlerin resurslary boyunga maglumat-
lary sany A uzynlykly interwallar bolelifi. Olaryn hersi tigin f,(1A)
funksiyany yatda saklap oyjiikleri girizelin. (1=0, 1, 2, ..., m).

3. Igjent p Oyjiik alnan il uly girdejini yazalyn (basdakysy nola
den).

4. x serigdeli (resursly) k &dimde amaly ¢6ziiwi y (x)-ifl tisti bilen
bellalin.

5.0, f,(x —ya,), cy, ulanyp, cy, + f(x — a,p,) hasaplalyn we
a Oyjikde yazalyn.

6. a bilen S Oyjiiklerdédki sanlary denesdirelin. Eger Oyjiikdéki
sanlar kop bolsa, onda 8-¢ geceris. Eger @ > [ bolsa, onda 7-4 gegeris.

7.B:=0,y:=y,(x)

8. y,(x)-ini & ululyk bilen ¢alsalyn: y,(x) = y,(x) + 3.

9. yi(x) > aibolsa, onda 0 < y,(x) < aiyk (x)iiytgetme bolmayar
we 10-a geceris. kEger Ve < ai bolsa, onda 5-¢ geceris.

10. y (x)-ii basdaky x serisdesi tiikenensofi girdejd getiryin
degisli 0yjiik lgin yatlama f(x) we y (x)-ifi yeten ifl uly derejesini
yatlalyn. Bu seredilen serisdeler toplumynyi amatly ¢oziiwi.

11. Basdaky x serisdelerinn toplumyny A sanly £ gorniisli tize
serisdeler toplumy boyunca tdze mesele alarys.

12. Eger x+ A < d bolsa, onda 5-nji boliim¢é gegeris. Eger x + A <
d bolsa, onda k gorniisli serisdeleri ulanmak tigin ¢oziiwlerii prosesi
tamamlanyar (k sany diirli abzallar bilen doldurylan ranes).

13. f, (x) massiwifl yerine f,(x) massiwi gegirelifi.

14. k: = k+1 (k + 1 abzal ligin meseldnin ¢oziiwi).

15. k< nbolanda, eger «Hawa» bolsa, onda x, = 0 we 5-¢ gegeris.
Eger k> n bolsa, onda hasap tamamlanyar.

Gegirilen hasaplamalaryn netijesinde biz n sany tablisa aldyk.
Olaryn hersi umumy girdejini we fiksirlenen sanlaryn serisdelerinii
ulanylmaklygy iicin bu girdejilere yetmegin amatly gorniislerini kes-
gitleyar. Cozliwin 2-nji boliimi — gurlan tablisalardan amatly ¢oziilisi
saylamak. Bu asakdaky yaly amala agyrylyar.
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1. Serigdani ulanmagyn » sany gorniisini we x; basdaky seris-
deler toplumyny Oziinde saklayan meseld seredelin. Oyjlkdaki
k gorniglerinit sanyny, k -resurslaryi toplumyny yatlalyx.

2. Oyjiiklerde gorkezilen k we k, ululyklar ti¢in k-njy tablisadan
girdejd yetmegini amatly gorniisini kesgitldlifi. Goy, ol ululyk y (x)
bolsun.

3. y,(x) ¢apa goybermek. Capa goyberilen y,(x)-1 a-da yatlalyf.

4 k:=k—-ayx);k =k-1.

5. Derfiewi (seljermesi): Eger k # 0 bolsa, onda &, nolunjy deiligi
barlamaly.

k= # 0, bolsa, 2-4 gegmeli.
{: o bolsa, galan hemme gorniis orny nollar.

Eger k = 0 bolsa, onda ¢ap etmek prosesi tamam. 2 boliimin
blok-shemasy 2-nji suratda getirilen.

infor. —
1

Y
-
¢ykarmak

2-nji surat

§3. Dinamikanyn usullary bilen
ykdysady meselelerin ¢oziilisi

Ykdysady tejribede birndge meseleler gabat gelip, olar dinami-
ki meyilnamanyn meselelerinin ¢oziilis usulyna ya-da berlisine de-
gislidir.

Ykdysadyyetde meseldnin goylus ya-da ¢oziilis usuly boyunga
birnd¢e meselelerinl gérniisine dus gelmek bolyar. Olara wagt boyunca
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meyilnamalasdyrylyan optimal yakyn we uzaga meyilnamalasdyrma
hem degislidir. Olary her aralyga degisli biri-biri bilen bagly statiki
modellerin toplumyny diizmek usuly bilen ya-da olary bitewi optimal
dinamiki meyilnamalasdyrma meselesini gurup, kopadimli usuly ula-
nyp ¢6zmek bolyar.

1. In kici aralygy saylama meselesi. Dinamiki programmirleme
usuly bilen ¢oziilydn meselelere birnd¢e amaly mesele gorniisinde ga-
rap gecelin. Goy, toruil baslangy¢ we ahyrky depelerinii aralygyndaky
uzaklygyn in gysgasyny tapmak gerek bolsun. Bu meseldnin ¢oziiwi
dinamiki programmirleme usuly bilen ¢oziilyér.

1-nji mysal. Goy, A sdherden B sdhere yiik getirmek talap
edilydn bolsun. Bu sdherleri baglanysdyryan yollaryii tory 1-nji su-
ratda sekillendirilen. S(S = 1,9)sdherden (j = 2,10) sihere yik
dasamagyf nyrhy torui degisli dugalarynda goylan. Yiiki dasamagyii
jemi ¢ykdajysy il az bolan, 4 we B sdherleri baglanysdyryan yoly
tapmaly.

[ ™| ™| >
3-nji surat. 4 (1) we B (10) sciherlerin arasyndaky
yollaryn shemasy

Coziilisi: 3-nji suratdaky nomerli tegelekler bilen belgilenen
torun depeleri sdherlere degisli bolan ulag magistrallaryny anladyar.

Depelerin dhli kopliiklerini bolek kopliiklere bolelin. Birinji
bolek kopliige baslangye 1 depéni gosalyn; ikinjd — 1 depeden ¢ykyan
dugalaryn depelerini; {igiinjd — ikinji bolek kopliigin depesinden
¢ykyan dugalaryna degisli depelerini birikdirelin. Seylelik bilen bol-
maini dowam etdirip, bds bolek kopliigi alarys: {1}, {2,3,4}, {5,6,7},
{8,9}, {10}. Gorniisi yaly, 1-nji sdherden 10-njy séhere islendik yol
her biri bolek kopliiklere degisli depeleri baglanysdyryan dogry dort
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dugany Oziinde saklayar. Bu yerden meseldnin ¢oziilis prosesiniil
(optimal yolun tapylysy) — 4 tapgyra boliinyandigi gelip ¢ykyar. Bi-
rinji tapgyrda ikinji bolek kopliige degisli haysy séherin isti bilen
1 sdherden yiiki dkidip boljakdygynyn ¢oziiwi alynyar. Ikinji tapgyrda
ticlinji bolek kopliigin haysy sdherinin iisti bilen ikinji bolek kopliige
degisli kébir sdherden yiiki dkidip boljakdygy kesgitlenilyar we s.m.
Torun ahyrky depesinden baslangyjyna cenli tapgyrlary nomerlélin
we indiki belgilemeleri girizelin: f, (s) — eger ahyrky séhere genli n
ddim galan bolsa, s sdherden ahyrky séhere yiiki dkitmegin minimum
cykdajysy; j (s) —f (s) alnar yaly, S sédherden ugramaly séherifi no-
meri; ¢ _-S sdherden J séhere yiik dasamagyn nyrhy. Bu belgilemelerii
dhlisi moéhiim manyny goteryar. f (s)-maksat funksiyany, /* (s) funk-
siyadaky s-sistemanyn yagdayyny (sdheriit nomerini), n indeks bolsa
S séherden ahyrky séhere ¢enli n 4dimin galandygy baradaky dinami-
ki informasiyany anladyar.

Meselini B séherden baslap yzlygyna ¢6zmek usuly bilen ¢ozelin.
Yiik 10-njy séhere getirilen diyip giiman edelifi, 10-njy siherden yiik
dkitmeli déldigi ti¢in, galan ddimlerini sany nola def (n = 0) we f,
(s) =/, (10) = 0 gelip ¢ykyar.

Indiki ddime seredelin (n=1) we onuii li¢in funksiyanyn bahasyny
hasaplalyil. Gorniisi yaly, 10-njy sdhere yiik ya 8-nji sdherden, ya-da
9-njy sdherden getirmek bolyar. Bu iki yagday ticin hem dasamagyn
¢ykdajysyny hasaplalyn:

£ 8)=c, ot/ (10)=5+0=5, s=8, j (8) = 10.
fi9)=c, 4, (10)=3+0=3,5=9, j, (9)=10.

Hasaplamany »n = 2 bolanda gecirmek ticin, yiikiin yerlesyan yeri
barada c¢aklamany guralyn: birinji ¢aklama yiik 5-nji sdherde yer-
lesyir; ikinji — yiik 6-njy sdherde yerlesyér; ticlinji — yiik 7-nji sédherde
yerlesyar.

5-nji sdherden 10-njy séhere yiiki ya 8-nji sdherin disti bilen,
ya-da 9-njy sdherin isti bilen dkitmek bolyar, sonun ii¢in 5 sdherden
amatly yol

£(5) = mjin[csg + £(8);¢5 + £(9)] = min(9 + 5;8 + 3) = 11
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anlatmadan tapylyar. Bu yerde s = 5 we j, (5) = 9 sertli optimal yoly
9 sdherden gecyar.

Suna merzeslikde, s = 6 we s = 7 {i¢in funksiyanyn bahasyny
taparys:

1 (0) =c t£(9)=8;
£(7) = min[ers + fi(8); ¢ + £(9)] = 12.

Ahli hasaplamalary tablisada yerine yetirmek amatlydyr. Birinji
[n=1, c;t Jo ()] we ikinji [n = 2, ¢t /, ()] tapgyrlaryn hasaplama-
laryny 1-nji we 2-nji tablisalarda yerlesdirelin.

1-nji tablisa

S 10 1, () Jy (5)
8 5+0 5 10
9 3+0 3 10
2-nji tablisa
j 8 9 £, () 7> ()
s
5 9+5 8+3 11 9
6 5+3 8 9
7 7+5 12+3 12 8

Gara wertikal ¢yzykdan ¢epde yerlesydn tablisanyn siitiinlerin-
déki sifrler yiiki S sdherden J sdhere eltmegin c; nyrhyny we yiiki
J sdherden B sdhere genli eltmegin f | (j) nyrhyny afiladyar. Munufi
bilen yiiki S sdherden ahyrky séhere eltmegin sertli optimal ¢ykdajy-
sy kesgitlenilydr. Cykdajylar (funksiyanyni bahasy) f (5) bilen bel-
gilenen we wertikal ¢yzykdan sagdaky birinji siitiinde yazylan sertli
optimal yoldan gecyin siher bolsa j (s) bilen belgilenen. n = 3 ligin
rekkurrent gatnagyk

£(s) = mine, + £())]

gorniisi alar. Sertli optimal bahalary hasaplamak {i¢in 2-nji tablisadan
yokardaky ddimde alnan f) (j)-nifi bahasynyn peydalanylyandygyny
bellilin. Ugiinji 4dim [n = 3, c, T J/, (D] tigin hasaplamalar 3-nji tab-
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lisada getirilen. Bu yerde iki 6yjiik strihlenendir, ¢linki 2-nji we 3-nji
sdherden 7-nji sdhere barmak bolmayar.

3-nji tablisa

5 6 7 SRS
S

2 3+11 4+8 6
2

3 1+11 6+8 5
2

4 4+ 11 6+8 4+12 6
4

Yiiki getirmegiii ¢ykdajysy (1) = 16 we ikinji siherden j (1) = 2
bolany ti¢in optimal yoluil ge¢yandigini gorkezydn dordiinji adim
[n=4,c,+ J/; ()] ti¢in hasaplamalar 4-nji tablisada getirilendir. Sofira
3-nji tablisadan s = 2 bolanda, j, (2) = 6 bolany li¢in optimal yolun
6-njy sdherden gecydndigi gelip ¢cykyar.

4-nji tablisa

; 2 3 4 L ] e

1 4+12 11+ 12 3+14 16 2

Tablisalara seretmegi dowam etdirip, n = 2 {i¢in optimal yolun
9 sdherden (7, (6) = 9) gegyéndigini kesgitléris.

Ahyrynda, yiikk 9-njy sdherden ahyrky 10-njy sdhere eltilyar,
seylelik bilen sonky tablisadan birinja tarap hereket edip, yiiki 10-njy
sdherden 9-njy sdhere, 9-njy sdherden 6-njy sdhere, 6-njy sdherden
2-nji sdhere, 2-nji sdherden bolsa 1-nji sédhere getirmekligin i gysga
yol boljakdygyny goryiris. Bu tertip boyunca hereket edilse, yolui
cykdajysynyn f, (1) =4 +4 + 5 + 3 = 16 boljakdygyny kesgitleyiris.

2. Enjamlary calysmanyn optimallasdyrma meselesi. Belli
bolsy yaly, ulanmak prosesinde enjam dine fiziki taydan dél, moral
taydan hem giiy¢den gacyar we wagtyn gegmegi bilen ony ¢alsyrmaly
bolyar, bu bolsa optimallygyn diirli kriteriyalary bilen amala asyrylyar.
Kriteriya hokmiinde kdrhananyn girdejisini alarys.
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Goy, kirhana meyillesdirilen dowriinn bagynda N yyldan ¢ yyllyk
enjama eye bolsun. Meyillesdirilen dowriin her bir yylyndaky 7 yyllyk
enjamda ondiirilen dniimlerin nyrhy 7(#) we onun yyllyk ulanma u(#)
cykdajylary bellidir. Eger bu ykdysady taydan maksadalayyk bolsa,
meyillesdirilen dowriini islendik yylynyn basynda enjam tézesi bilen
calsyrylyp bilner. Bu yagdayda kone enjam galyndy nyrh S(¢) boyun-
ca esaslandyrylyp bilner, tize enjamyn bahasy bolsa P-e dendir. Tutus
N yyl meyillesdirilen dowiirde maksimum girdejini emele getiryin
enjamy calsyrmagyn optimal strategiyasyny tapmak talap edilyar.

Dinamiki programmirleme meselesiniil ¢oziilisine umumy yakyn-
lasma esasynda optimizasiya prosesinin ahyryndan baslarys, munui
ticin dowriin ahyryndan basyna ¢enli yyllary: n = 1, 2, ..., N nomerlaris.
n-nji yylyn basynda ¢ yyllyk enjam bar bolsa diyen sertde sonky » yyl-
daky kdrhananyf maksimum girdejisini /, (¢) bilen belgilris.

Meseldnin ¢oziilis prosesine garalyn (4-nji surat).
=N p=N-1 . m=2 0=l
| | | | | 7

| —

Meyillesdirilen dowri

4-nji surat. Dinamiki programmirleme meselelerinde
dowiirlerin tertibi

Goy, n = 1 we meyillesdirilen dowriin ahyrynyn birinji
yylynyn basynda ¢ yyllyk enjam bar bolsun. Bar bolan enjamy biz
saklap ya-da tézesi bilen ¢alsyryp bileris. Eger enjam saklanylsa,
onda girdeji r(¢)-u(¢)-e den bolar, eger ol tidzesi bilen ¢alsyrylsa,
onda soiiky yyl boyunca girdeji #(0)-u(0) + s(¢)-p anlatma bilen
kesgitleniler («0» — nol yyllyk enjam).

n = 1 licin maksimum girdeji:

r(t)—u(t)pul birl.t = 0,1,2
{r(o) —u(0)+ s(t)— p pul birl.

fi(t) = max

t

()

(5) formula boyunca sertli-optimal ¢éztiwleriii hatary tapylyar,
clinki yylyn birinji bagsyndan ahyryna ¢enli enjamyn ¢ yasy takyk belli
dal we biz ol barada diirli ¢aklamalary edyéris. Soira, sonky iki yyl-
daky dowre seredilydr (n = 2). Bu yagdayda girdeji iki bolekden durar
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(6n yanyndaky yylyi girdejisine sonky yylyn girdejisi gosulyar). Eger
dowriiil bagynda ¢ yyllyk enjam bar bolsa we biz ony saklayan bolsak,
onda ol ahyrky yylyn basynda #+1 yyllyk bolar, eger ony tizesi bilen
calysmaly diyen ¢oziiw kabul edilse, onda sonky yylyil basynda ol
1 yyllyk bolar.

Onda soiiky 2 yyl boyunga girdeji:

r(t)—u(t)+f(t+1) pul birl.t = 0,1,2, ©6)
r(0)—u(0)+s(t)—p+f(1) pul birl.
Hasaplamalary meiizeslikde dowam etdirip, ahyrdan 3-nji yylyn

A1) = mlax{

girdejisiniit we soniky iki yylyn girdejisinit jemine deii bolyan, n=3
ligin f; (#) girdejini almak kyn dal.
Umumy rekurrent gatnasyk:

ﬁ(t):max{r(t)—u(t)+ﬁ_l(r+ 1) pul birl. N
" r(0) = u(0) +s(t) — p + fir (1) pul birl.
n=2,3,.; t=0,1,2,..

Rekkurrent gatnasygyn ulanylysyna mysalda seredelin.

2-nji mysal. Maksimum girdejini {ipjiin edyan 7 yyldan kop bol-
madyk ulanma dowiirli enjamy calsyrmagyn optimal strategiyasyny
tapyn. ¢ yyllyk enjamda bir yylda dndiirilen 6niimini nyrhy 7(¢) we bu
enjam ii¢in eksplutasion ¢ykdajylar u(¢) 5-nji tablisada getirilendir.

5-nji tablisa

p 0 1 2 3 4 5 6 | 7
ropul] 59 | 33 37 | 36 | 34 | 32 | 31 |30
birl.

u(z)

pul 16 16 17 18 19 20 21 21
birl.

Enjamyn galyndy nyrhy yasyna bagly ddl we ol 5 miifl pul bir-
ligine den, tize enjamyn bahasy hem wagtyn gegmegi bilen {iytge-
meydr we 16 min pul birligine den diyip hasap edilyar.

10. Sargyt Ne 2592




Cozilisi: Herbirn=1,2, .., 7wet=0,1, 2, ..., 7 baha li¢in
girdejilerin hasaplamasy 6-njy tablisada yazylyar.

6-njy tablisa

Séher T |0 1 2 3 4 5 6 7

nomer-

leri /(1)

Yedinji £ () | 23| 22| 20| 18] 15| 12| 12| 12
Altynjy (£ | 45| 42| 38| 34| 34| 34| 34| 34
Bisini |f, () | 65| 60| 54| 54| 54| 54| 54| 54
Dérdiinji | £, (2) 83 76| 74| 72| 72| 72| 72| 72
Uciinji £, | 99| 96| 92| 90| 88| 88| 88| 88
Ikinji £ | 119 114| 110 108| 108| 108| 108|108
Birinji £, () | 137] 132] 128| 126] 126] 126| 126|126

Enjamyn ¢ =0, 1, 2, ..., 7 yagynyn diirli caklamalarynda sonky
yyl (n = 1) licin hasaplamalary amala asyrarys.
t = 0 bolanda (1) rekkurrent gatnasyk:

max r(0) — u(0) _ max 39— 16 B
39-164+5-16

r(0) —u(0)+s—p

:max{fg — 23 pul birligi

gorniisi alar. =1 bolanda

f(t) = max{r(l)_ u(1) - max{38 =16 _ 29 pul birligi
r(0)—u(0)+s—p 12

Gorniisi yaly, eger enjam 5 yyl ulanylan bolsa, onda ol saklany-
landa hem, ¢alsyrylanda hem girdeji birmenzes we 12-4 dei.

Calsyrmaly diyen netijd geleris we saklanylmaga degisli beyleki
sanlardan 12 sany gara ¢yzyk bilen ayratynlasdyrarys.

t =6 we t = 7 bolanda girdeji 12-4 den we calsyrmaga degisli
bolar.
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(6) formula boyunca 0-dan 7-4 ¢enli enjamyn diirli ¢ yaslarynda
n =2 bolanda kdrhananyn girdejisi asakdaky yaly hasaplanylyar:

ﬁ(0)=max{r(o)_”(o)+ﬁ(1) =max{23+22 _
r(0) —u(0)+s —p+£(1) 12 4+ 22

45 _ 45 pul birl.

34

(1) = max{r<1)_ u(1) +£(2) _ max{zz +40 _ 43 pul birt,
34 34

= max{

£2) = max{20 +18 _ 38 £(3) = max{lg 15 _ 34 put birt
34 34

Gorniisi yaly, enjamyn calsyrylan yagdayynda £~3 bolanda gir-
deji yokary bolar.

Hasaplamalary n = 3, 4, ..., 7, bahalar iicin menzeslikde amala
asyryp, 6-njy tablisanyn dhli 6yjiiklerini doldurarys.

6-njy tablisada yogyn gara ¢yzykdan sagdaky yazylan girdejilerini
mentlerini peydalanyp, meyillesdirilen dowriin basynda enjamyin
islendik yasynda ony calgyrmagyn strategiyasyny we girdejini ta-
parys. f, (4) = 126 mif pul birligi. girdejini biz f, () setirifi we ¢ =
4 sittinifl kesismesinde tapdyk. £, (4) = 126 mun pul birl. girdejinii
yogyn gara ¢yzykdan sagda yazylandygyna {ins berelifi, onda birinji
yylyn bagynda enjamy tdzesi bilen galsyryarys we onun yasy ¢ = 0
bolyar, birinji yylynl ahyrynda enjamyn yasy 1 yyl bolar. Sofira, # = 1
bolanda 2-nji yyla degisli 0yjlige serederis. Bu 6yjliik yogyn gara
cyzykdan ceprikde yerlesdirilen we enjamyi ikinji yylda saklanyp
galmagyna degislidir. Galan 6 yyldaky girdeji /(1) = 114 miif pul
birligine den. Ikinji yylyn ahyrynda (ii¢linjinint bagynda) enjama 2 yyl
bolar we f,(2) = 92 miifi pul birligine defi bolar. Soira dordiinji yylda
enjamy ¢alysmalydygyny kesgitleyiris, ¢linki £,(3) = 72 mun pul bir-
lik. Bésinji yylda enjam saklanylyar we girdeji f,(1) = 60 miifi pul birl.
bolyar. Hasaplamany dowam etdirip, 2-nji ¢calsyrmadan sofi enjamy1
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meyillesdirilen periodyn ahyryna cenli saklanyandygyny goryéris,
¢iinki f(2) = 38 miinl pul birlik we f,(2) = 18 miifi pul birlik girdeji
gara ¢yzykdan ¢eprikde yerlesdirilendir.

Optimal strategiyanyil shemasyny asakdaky gorniisde goz omiine
getirmek miimkin:

birinji yyl ikinji yyl tigtinji yyl
;&) calysma > /o I)Zatda saklama > /s Z%atda saklama ™
dordiinji yyl bdsinji yyl altynjy yyl
/4 3) calysma /s (l%atda saklama >/, (%)atda saklama ~
vedinji yyl
£, 3)

yatda saklama

Dinamiki programmirleménii kop ddimli meselelerinin ¢oziili-
sinin ayratyn serigdesine period li¢in ddl-de, biitin meyillesdirilen peri-
odda maksimum peydany iipjiin edyédn moéhiim bir ayratynlykdygyna
iins berelin. Optimal strategiyadan daslasmagyn hem peydaly daldi-
gini gérmek kyn dil. Sonun yaly, meselem, eger birinji we 3-nji yyl-
da meyillesdirilen periodyn basynda yasy 4 yyl bolan enjamy tdzesi
bilen ¢alysmasail, onda girdeji 17 miif pul birl. asak diiser (netijéni
barlalyn).

3. Maliyede optimal maya goyumyii ulanylysy. Oniimgilik tej-
ribeliginde we isewlirligin beyleki yaylasynda ¢ig mallary we materi-
allary satyn almakda serisdeleri hojalyk kompleksinin pudaklarynyn
arasynda paylamakda, enjamlary satyn almakda we s.m. maliye seris-
delerini utgasdyryp peydalanmak meselesi yiize ¢ykyar.

Oniimgiligi tehnika bilen {ipjiin etmek we modernizasiyasynda
maya goyum serigdelerinint paylanys meselesine garalyii.

n kdrhananyn 6niimg¢iliginini tehniki we modernizasiya — dowre-
baplasma maksatnamasyny durmusa ge¢irmekde ¢ mlrd.pul birligi
gowriimde maya goyum goylan. Her bir kdrhana boyunca hasaplama-
lar gecirildi we Oniimgiligin ondiirijiliginit miimkin bolan dsiiginifi
ofia goylan maya goyum serisdelerine baglylygy alyndy: g, (x)) = I,n
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Ahli kiirhanalaryn 6ndiirijiliginifi umumy 6siisi it uly bolar yaly bar
bolan serisdeleri kiarhanalaryn arasynda paylamak zerurdyr.

Seredilydn meselede wagtlayyn dinamikanyn faktory we tebigy
adimler ya-da tapgyrlar yokdur, sonui ii¢in dinamiki programmirle-
me meselesinin ¢oziilisine umumy yakynlasmadan ugur alyp, n ni-
bellili meseldni az sanly nébellili bolek meselelerin hataryna bolelin.
Serigdelerifl jeminin bir (goy, birinji bolsun) kérhana goylan yagdayy-
na garalyn, n = 1. Eger birinji kdrhana serigdeleriil x birligi goyulsa,
onda 6nlim ondiirilisinin osiisi:

fix)=¢q,(x), O0=<x<c

Sonra serisdeleri iki kdrhananyn arasynda paylarys (n = 2).
ondiirijiligin Osiisi g, (x) bolar, galan ¢ — x birlik serisdeleri bolsa bi-
rinji kdrhana goyarys. Birinji kdrhanada ondiirijiligin 6siisi f,(c — x)
bolar, umumy 0stis bolsa

4,(x) * fi(c —x)
deii bolar.

Birinji kdrhana goylan serisdeleriit géwriimi ikinji kidrhana goy-
lan x serigdelerin géwriimine baglydyr, mundanam Ontimgiligini 6n-
diirijiliginifi siisinin hem baglylygy gelip ¢ykyar. Oniimgiligifi &n-
diirijiliginiil 6siisinin dhli miimkin summar bahalarynda maksimumyny
almak zerurdyr. Bu agakdaky yaly anladylyar:

f(c) = max(q:(x) + fi(c —x)). (8)
Serisdeler ti¢, has takygy {i¢ilinji we birinji iki, karhananyn arasyn-

da paylanylanda, f; (c) hasaplanylandan son £, (c) hasaplamak miimkin:
fi(e) = max(gs(x) + fi(c — x)).

0=x=<c

n kdrhanalaryn islendik sany tii¢in bolsa:

Si(€) = max(g.(x) +fi-1(c — x)). ©)

0=<x<c

Paylanylan serigdelerifi diirli bahalary Ugin f,, £,..., f, ululyklar
tapylandan sofl, 6niimgiligit ondiirijiliginin maksimum 6stigini iipjiin
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edyin n-nji kiirhana goylan serisdeleriii X' (¢) optimal géwriimini tap-
yarys. Onda galan n-1 kérhanalara c-x’ (c) serisdeler goyulyar we f
c-x_ (c) bahadan ugur alyp, n-1 kirhanalara goylan serigdeleriti x ()
gdwriimini tapyarys. Mefizeslikde x, (¢) wex; (c) alyarys.

3-nji mysal. Kidrhanada ondiirijiligit summar 6siisi maksimum
bolar yaly, 200 miIn. pul birligi maya goyumy birlesménin dort kér-
hanasynyn arasynda paylamak zerur. Kérhanalarda 6ndiirijiligin 0siisi
q.(x), i = 1,4goylan x serisdelerifi gdwriimine baglylykda 7-nji tabli-
sada gorkezilen.

7-nji tablisa

Serisdeler (c), Oniim 6ndiirijiligin osiisi, ¢, (x) miifi pul birl.
pul birl. 4, () 4, @) 4, @) 4,
30 12 14 10 17
60 35 30 25 33
90 62 55 60 52
120 65 70 68 63
150 80 82 81 78

Coziilisi: (7) formula layyklykda n = 1 bolanda ¢, (x)-e defi bo-
lan f,(c) bahalary taparys we olary 8-nji tablisada yazarys.

8-nji tablisa

x1 () £©
30 12
60 35
90 62
120 65
150 80

Iki kdrhananyn arasynda serisdelerin sertli-optimal paylanysyna
gararys, onun li¢in (8) formulany ulanarys. Amatlyk {i¢in hasaplama-
lary 9-njy tablisa yerlesdireris.

150




9-njy tablisa

c Ikinji 6niimgilik kdrhanasynyn sertlerinifi boltinisi (x,)
£©) | x,(c)
0 30 60 90 120 150
30 0+12 | 1440 — — — — 14 30
60 0+35 | 14+12 | 30+0 — — - 35 0
90 0+62 | 14+35| 30+12| 55+0 — — 62 0
120 | 0+65 | 14+62 | 30+35 | 55+12 | 70+0 - 76 30
150 0+80 | 14+65 | 30+62 | 55+35 | 70+12 | 82+0 | 92 60

Iki kédrhananyn arasynda 60 mln.pul birliginde serigdeleriii pay-
lanysynyn nihili hasaplanylyandygyny gorkezeris. Paylamanyn wari-
anty li¢: ikinji kdrhana 0 mln.pul birligi; onda birinjd — 60 mln.pul birl.,
ikinjd — 30 mln.pul birl. we birinjd 30 mln.pul birl.; ikinjd — 60 mln.
pul birl., onda birinjd — 0 mln.pul birl. 9-njy tablisanyi ikinji setirinde
ikinji kdrhana goylan serigdelerini degisli gowriimlerinii asagynda, iki
gosulyjydan duryan kdrhanalaryn oniim ondiirijiliginin 6siisiniii jemi
yazylan: birinji gosulyjy — ikinji kdrhananyn 6niim 6ndiirijiliginiil dsiisi
7-nji tablisadan alynyar, ikinji bolsa — birinji kdrhananynky 8-nji tabli-
sadan alynyar. Sonra (8) formula boyun¢a maksimum Osiisi tapalyn:

£(60) = max (0 + 35;14 + 12;30 + 0) = 35.

9-njy tablisanyn sonky iki siitiininden hem gorniisi yaly, eger
ikinji kdrhana 0 min.pul birligi, birinjd bolsa 60 min.pul birligi goy-
lan bolsa, onda ondiirijiligifi hézirki 6siisi tipjin edilyér (f,(c) = 35;
x, (c) = 0).

9-njy tablisanyn galan &hli elementlerinin hasaplamasy suia men-
zeslikde gecirilen. Sonra n = 3 ii¢in serisdelerin tigiinji we ilkinji iki
kdarhanalaryn arasynda paylanysynyi sertli-optimal ¢6ziiwini hasap-
larys we hasaplamalary 10-njy tablisada yerlesdireris, bu yerde, birin-
ji gosulyjy basdaky 7-nji tablisadan, f, (c) defi bolan ikinji gosulyjy
9-njy tablisadan alynyar.

151




10-njy tablisa

c Uciinji 6niimgilik kiirhanasynyh sertlerinifi boliinisi
(x;) £ | x,©)
0 30 60 90 120 150
30 |0+14] 10+0 - - - - 14 0
60 [0+35[10+14| 25+0 - - - 35 0
90 |0+62|10+35|25+14| 60+0 - - 62 0
120 [0+76 | 10+62 |25+35|60+14 | 68+0 - 76 0
150 [0+92[10+76 |25+62|60+35|68+14|81+0| 95 | 90

11-nji tablisada dordiinji we birinji {i¢ kdrhanalaryn arasynda
serisdeleriil paylanysynyn hasaplamalary getirilen.

11-nji tablisa

c Dérdiinji dniimgilik kdrhanasynyn sertlerinifi boliinisi | f,(c) | x,(c)
(x,)
0 30 60 90 120 150

30 |0+14 ] 17+0 - - - - 17 3
0

60 |0+35|17+14| 33+0 - - - 35 0

90 |0+62[17+35[33+14| 52+0 - - 62 0

120 | 0+76 | 17+62|33+35|52+14| 63+0 - 79 | 30

150 | 0+95 |17+76|33+62|52+35|63+14|78+0| 95 {0
60

11-nji tablisany sofiky setirinde optimal ¢dziiw yazylan. Oniim-
¢iligin Ondiirijiliginifi maksimum 6siisi £ (150) = 95. Bu s, eger
dordiinji kdrhana 0 mln.pul birl. goyulsa, 150 min.pul birl. bolsa, bi-
rinji ti¢ kdrhanalaryn arasynda paylanylsa ya-da dordiinji 60 mln.pul
birl. goyulsa, 90 mIn.pul birl. galan ii¢ kdrhanalaryn arasynda optimal
paylanylan bolsa gazanylyar.
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x, (150) = 0 bolanda, serisdeleriii paylanysynyi wariantyna ga-
ralyn. Bu yagdayda, yokarda bellenisi yaly, dhli 150 mln.pul birl.
tic kdrhananynl arasynda paylanylyar we 10-njy tablisadan alarys:
£ (150) =95 we x; (150) = 90, seyle hem optimal ¢dziiwe layyklyk-
da ti¢inji kdrhana 90 mln.pul birl. goyulyar. Onda birinji ikisi {i¢in
60 mln. pul birligi galdy. 9-njy tablisadan gorniisi yaly ;" (60) = 35
min.pul birligi we x, (60)=0 bolar. Bu yerden, birinji kéirhana 60 min.
pul birligi goyulyar, seyle hem x; (60) we £ (60) = 35-¢ den.

Dinamiki programmirleme meselelerini ¢c6zmek bilen biz kdp pu-
daklaryn islerini yenillesdiryaris. Meselem, zawod-fabriklerde ondii-
rilydn oniimlerde az ¢ykdajy bilen kop girdeji almaklygy su program-
mirleménin {isti bilen gazanyp bileris.

§4. Dinamiki optimallasdyrma meselelerinin
innowasion tehnologiyalaryn komegi bilen ¢oziilisi

Su yerde 611 bar bolan kompyuter programmalarynyn biri OSB
programmasynyil iisti bilen dinamiki programmirleme meselesine
gelyan in gysga yoly saylap almak meselesinin ¢oziilisine seredelin.
Onun {i¢in ilki bilen programmany agyarys. Programmanyn penjiresi
acylandan sonra esasy menyudan «File — New Problem» diiwmele-
rine basyp, tdze mesele penjirdmizi agyarys.

Téze meseldmizin penjiresi asakdaky gorniisde bolar:

Problem Type

———————————————————

_________________

O Knapsack Problem

(O Production and Inventory Scheduling

Problem Title [
Number of Nodes [

OKllCancelllHelpI
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1) Problem Type diylen yerden meseldnin gorniisini saylamaly.
Bellik: I gysga yol meselesini ¢dzmek licin Stagecoach (Shor-
test Route) Problem-i saylamaly. Saylanymyzdan sofl penjirdmiz
asakdaky gorniise geler;

2) Problem title diylen yere meseldnin adyny girizmeli,
3) Number of Nodes diylen yere nokatlaryn (séherlerin) sanyny
girizmeli;

4) Berlenleri girizenimizden somnra penjirdnin QK diiwmesine
basmaly. Ondan son asakdaky penjire peyda bolar;

154




From\ To Nodel Node2 Node3 Node4 Node5 Node6 Node7 Node8 Node9 Nodel0
Node 1
Node 2
Node 3
Node 4
Node 5
Node 6
Node 7
Node 8
Node 9

Node 10

5) Bu penjird nokatlaryn (saherlerin) arasyndaky uzaklyklary girizme-
li. Eger 2 nokadyn (séheriil) arasynda yol bolsa, onda sol dyjiige max (uly
san) girizmeli. Girizenimizden son penjirdmiz asakdaky gérniige geler;

From\ To| Nodel Node2 Node3 Noded Node5 Node6 Node7 Node§ Node9 Nodel0
Node 1 1000 4 11 3 1000 1000 1000 1000 1000 1000
Node2 1000 1000 1000 1000 3 4 1000 1000 1000 1000
Node3 1000 1000 1000 1000 6 1 1000 1000 1000 1000
Node4 1000 1000 1000 1000 6 4 4 1000 1000 1000
Node 5 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 9 8 1000
Node 6 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 5 1000
Node7 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 7 12 1000
Node 8 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 5
Node9 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 3
Node 10 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000

6) Seylelik bilen meselédmizi girizdik. Meseldmizin netijesini al-
mak iicin esasy menyudaky Solve and Analyze diiwmesine basmaly.
Sondan soft meseldmizde asakdaky penjire peyda bolar;




7) Meseldmizin sertine layyklykda, haysy nokatlaryn (sdherlerii)
arasyndaky gysga yoly tapmalydygyny gorkezmeli. Mysal {i¢in,
yokardaky sekilde 1-nji nokat (sdher) bilen 10-njy nokady (séher)
sayladyk. Yagny ol, 1-nji nokat (siher) bilen 10-njy nokadyi (séherin)
arasyndaky il gysga yoly tapmak isleydndigimizi anladyar;

8) Ondan soiira meseldmizi ¢ozmek tigin penjirediki Solve diiw-
mesine basmaly;

9) Soiira meselédmizin ¢oziilisi asakdaky yaly bolar:

05-08-2011 From To Distance |Cumulative| Diastance to
Stage Input State | Output State Distance Nodel0
1 Nodel Node2 4 4 16
2 Node2 Node6 4 8 12
3 Node6 Node9 5 15 8
4 Node9 Nodel0 3 16 3
From Nodel| To Nodel0(Min. Distance| = 16) CPU=0

10) Meselénin ¢oziiwi yokardaky gorkezilen baha dendir;
11) Meseldnin netijesini alanyiilyzdan sofira programmany yapyp
bilersiniz.
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KABIR MESELELERI

IV bap
Matematiki programmirleméinin
kéabir meseleleri

§1. Bitinsanly ¢yzykly
programmirleme meselesi

1. Bitinsanly meseli gelyin amaly meseleler

Birnége optimallagdyrma amaly meseleler ¢oziilende ululyklaryn
bitin sanlar bilen anladylmagy gerek bolyar (masynlaryn sany,
agregatlaryn sany, mallaryn bas sany we s.m.). Seyle meseleler bitin-
sanly optimallagdyrma meselesine degislidir. Olar ¢yzykly we ¢yzyk-
ly dél bolup biler.

Bu yerde maksat funksiya we c¢édklendirme c¢yzykly bolan-
da bitinsanly ¢yzykly optimallasdyrma meselesine seretmek bilen
ciklenelin. Bitinsanly optimallagdyrma meselesinii matematiki mo-
deli edil ¢yzykly optimallasdyrma meselesi yalydyr, yone nébellileriii
kébiri ya-da hemmesi bitin san bolmalydygy gosmaga talaby kanagat-
landyrmaly. Eger-de bitin sanlylygy1 talaby meseldnin bolek nibelli
ululyklaryna yayradylan bolsa, onda beyle mesele bolekleyin bitin-
sanly diylip atlandyrylyar.

Bitinsanly optimallasdyrma meselesinii matematiki modelini
yazalyn:

z = Zn:CjX_;.
i=1

Funksiyanyn ekstremal (maksimum we minimum nokady) ba-
hasyny tapmaly, asakdaky cdklendirmelerde:
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n

Zaij-Xij{S,:,Z}bi, L= 17m7
=1
x;j=0,j=1,n.

1-nji mesele. Yiik goterijiligi P we sygdyryjylygy V m, bo-
lan gédmi n diirli boliinmeyan serisdeler bilen doldurylyar. Her bir
serisddnii agramy p, bahasy ¢, we gowriimi V;(j = 1,n) bilen hisiyet-
lendirilydr. Jemleyji baha maksimal bolar yaly we yiik goterijiliginiii
hem sygdyryjylygynyn cédkleri yerine yeter yaly edip gdmini seyle
gorniisde doldurmaly.

Meselanii nabelli parametrlerini x, bilen belgilalin, bu yagdayda

X = 1, eger gdmd j-nji yik yiiklenyén bolsa,
! 0. Yuk yiiklenmeydn yagdayda.

Belgileméni g6z 6niinde tutsak:

Xj = {:)’ }'/a_da (.] = 1,”1),

ijxj =P,
j=1

n
ZV]'X]‘ <V.
j=1

Caklendirmelerde meseléniii matematiki modeli seyle gorniisi alar:

Z =Y c¢;x; — max.
j=1

2. Bitinsanly ¢yzykly optimallasdyrma

meselesiniin Gomorinin usuly bilen ¢oziilisi

Gomorinin usuly simpleks usulynyn we kesme usulynyn ulanyl-
magyndan alnan. Onuil manysy Ordn yonekeydir we asakdakydan
ybaratdyr.

Ilki basda simpleks usuly bilen bitinsanly ¢yzykly optimallasdyr-
ma meselesiniil optimal ¢6ziiwi tapylyar. Eger alnan ¢oziiw bitinsanly
bolsa, onda maksada yetdigimizdir. Eger-de optimal ¢6ziiw bitinsan-
ly bolmasa, onda meselédnin sertine gosmaca ciklendirme girizilyar.
Sornira simpleks usuly bilen gineldilen mesele ¢oziilyér, yagny onun
dayan¢ we optimal ¢oziiwleri tapylyar. Eger tdze ¢oziiw bitinsan-
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ly bolmasa, onda oila yene-de bir gosmaca céklendirme girizilyér.
Gosmaga ciklendirmeleri girizmek we meseldni simpleks usuly bilen
¢ozmek prosesi td bitinsanly optimal ¢oziiw tapylyancga ya-da onuil
yokdugyna goz yetirilydncd dowam eder.

1-nji suratda. Gomoriniii usulynynn geometriki sekillendiriliginin
penjiresi gorkezilen. Cyzgydan gorniisi yaly, ABCD dortburglukda
funksiyanyil maksimum baha C nokatda yetyir, ol bolsa bitinsanly dal.

8 ?k\
A
6 A
.Bﬁ \b\‘ C
! \/L Rk @
. Y
2 \ \[ 3 \7\(3)
SR SR
A D\ '\ ‘f,(x)m,ax A

0, 2 4}\ 4 6
(2) Fmax(bitinsanly)

1-nji surat. Gomorinin usulynyn geometrik sekillendirilisi

Birinji gosmaca c¢éklendirme gurulandan soni 1-nji suratdaky
goni ¢yzyk E we F nokadyn istiinden gecip, ABEFD kdpburgluk-
da tize miimkin c¢oziiwler yaylasynda funksiya 0ziinin maksimal
bahasyna bitinsanly dil F nokatda yetydr. Céklendirmeler ulgamy-
na ikinji gosmagca c¢dklendirméni girizsek, goni £ we K nokatlardan
gecyir, funksiya ABEKD kopburclugyn bitinsanly dél £ nokadynda
maksimum nokada yetyir, ¢édklendirmeler ulgamyna li¢iinji gogsmaca
ciklendirme girizilenden son bolsa goni L we M nokatlardan gegyar,
funksiyanyin maksimum nokady ABLNKD kopburglugyni bitinsanly
N(2;4) koordinataly nokadynda tapylyar.

Gosmaga ¢éklendirmelerini difie bitinsanly dil nokatlary kesendi-
gini we yekeje-de bitinsanly nokady kesméandigini gormek kyn daldir.

Dogry gosmaga ¢dklendirmén ndhili gurulyandygyny gorkezelin.

Eger gosmaga c¢édklendirme ¢yzykly bolup, optimal bitinsanly
dél nokady miimkin ¢éziiwler yaylasyndan kesip ayyrsak we miimkin
¢oziiwler yaylasynyn i¢inde yekeje-de bitinsanly nokady kesmeyén
bolsa, onda ol dogry gosmaca c¢idklendirme bolar.
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Goy, asakdaky cdklendirmelerde:
z=pXx,tpx,t..tpx, (1)
funksionalyii maksimumyny tapmak gerek bolsun:

(a”xl + anX, + ... + ayX; + ... + ainX, < a,

1an X + apXx, + ...+ aix; + ... + aix, < a;, (2)

(A X1 + Ama X2 + oo + QX + oo F AnXn = A,

Uytgeyinlerini otrisatel dillik serti bolup hem biler, bolmanam
biler, yone olar hokman bitin sanlar bilen anladylmaly.

Eger (2) ulgamyi a, we g, koeffisiyentleriniii arasynda drob
sanlar bar bolsa, onda her bir defisizligi umumy maydalawja getirya-
ris we deinsizlige bu maydalawja kopeldyaris. Sonun {i¢in, umumy-
lygy yitirmén (2) ulgamyn hemme koeffisiyentleri bitinsanlar diyip
giiman etmek bolar.

(2) ¢éklendirmeler ulgamyny asakdaky gorniige getirelin:

ryl = dn (—.X1> + alz(—.XQ) + ...+ alj(—.X'j) + ...+ aln(—x,,) +a =0,

1Y = aa (—X|) + an (—Xz) + ...+ aij(—Xj) + ...+ ain(_xn) +ai= 0,(3)

(Vo = @ (—X1) G (= x2) + oo + @ (= X + @ (— X)) + @0 2 0.

(3) ulgamda koeffisiyentlerin we liytgeyanlerin hemmesi bitin
sanlar bolany li¢in, y, liytgeyanin bahasy hem bitin san bolar. Seyle
gorniisde meseleden ayrylyandygyna ya-da ayrylmayandygyna gara-
mazdan X, lytgeyénif bitin sanlylygy y, liytgeyénifi bitin sanlylygyna
tasir edyar Amatlylyk {icin yonekeylesdirilen mesele bitinsanly pro-
grammirleme meselesi bolmagynda galyar.

Goy, x, tiytgeyane otrisatel dillik serti goylan bolsun, onda olary
meseleden ayyrmak hokman dil. Sunlukda, /-nji x we y liytgeyanler
orunlaryny calysyarlar, yagny tablisanyn yokarsynda we ¢ep esasy
stitlininde iiytgeyénlerin ikisi hem bolar.
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5-nji tablisa

-, =Y, || =y - X, -X, 1

X T bn b]2 bll b1,1+1 1n 1
X, = b2l bzz bzz 2,041 b2n bz
X = bll bzz bll b1,1+1 bln bl
yl+1 = b1+1,l bl+1,2 b1+1,l b1+1,1+1 bl+1,n b/+1
xm = bml bm2 bml bm, +1 bmn bm
z= q, q, q, q,. q, 0

Optimallagdyrmanyn sertine gérd hemme b , ..., b azat agzalar
weq,, ..., q, koeffisiyentler otrisatel déldirler.

Eger alnan tablisada azat agzalaryn hemmesi bitin sanly bolsa,
onda meseldnin ¢oziildigidir. Eger olaryn arasynda bolmanda biri
drob sanly bolsa, onda ¢6ziiwi dowam etmeli.

Geljekde amatlylyk iicin tablisanyil ¢cep esasy siitiinindéki liyt-
geyénleriii hemmesini 7 (i = 1, 2, ..., m) bilen, hemme yokarky tiyt-
geyinleri bolsa (—éj) (j=1,2, .., n) bilen belgiléliii. Sunlukda, (5-nji
tablisa) tablisa basga gorniisi alar (6-njy tablisa).

Goy, b, azat agza drob san bolsun. Edil sol i-nji setirde b,-,-
koeffisiyentlerii arasynda bitin we drob sanlaryn bolmagy miimkin.
n bilen berlen koeffisiyentden uly bolmadyk ini uly bitin sany bellélin.
Mysal ti¢in, eger b, = 1.7 bolsa, onda n, = 1; eger b, = —1.4 bolsa, onda
n, =-2;egerb, =3 bolsa, ondan,=3 we s.m.

6-njy tablisa

s —& .y 1
7= b, b, b, b,
;71 - bil ij bm bl
}/Im = bml bmj mn bm
z= q, g, q, 0
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6-njy tablisada i-nji setirin her bir koeffisiyentinden onunl bitin
bolegini ayralyn. Tapawudy £ bilen belgildp yazyp bileris.

Bi = by —n;(j = 1,2,..,n),} )
Bi = bi— n.

Eger b, koeffisiyent bitin san bolsa, onda b, = n,we f_ tapawut
nola den. Eger b drob san bolsa, onda ,b’ tapawut dogry drob bolar. n,
polozitel, edil sonun yaly otrisatel koefﬁs1yentler ticin hem mydama
b -den kigi, sonun ii¢in ﬁ —n;tapawut polozitel. Bu netijeleri birikdi-
r1p alsak, ﬂ tapawut dogry drob ya-da nol bolar. b bitin san bolmagy
tigin g, tapawut nol bolup bilmez:

_5,,.<1,} )
0<p <1

(5) sertdakl 4) formula bilen kesgltlenyan ﬂ ululyga b sanyn

......

i = bil(_ 51) + by(— SJ) + ...+ bm(— Sn) + bi.

Bu yerde b, we b-ifi yerine olaryn bitin we drob bdlekleri bilen
ailadylyan (4) formuladaky aflatmasyny goyup alarys:

M= (1, + BE )+ ot (4 B(E) + ot

F(n, +BIE) (4B =m, (6)+E, (&)t
() b (E) F B (£ B (8
FB(E) ot B, (£,

ya-da
AWICHEVEDWICRYS (©)
(6) densizligi asakdaky gorniisde yazalyn:
—ZB,, — B = Zn,, (=&)+n— 7.
Téaze den51211g1n bir bolegini s, bilen belgilaliri:
5 ==Y h(-E)=f=2n (&) +n-n. (7)
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Yokardaky goylan sertlerde s, ululygyn 6ziini nahili alyp baryan-
dygyny anyklalyi.

Eger é we 7-bitin sanlar bolsa, onda (7) ailatmanyn sag tara-
pynda (-, i) bitin sanlaryii kopeltmek hasylyny alarys. Bu kopelt-
mek hasyllaryn jemi bitin san bolyar, mufa yene iki sany n, we 7,
bitin sanlar algebraik gosulyar, netijede bitin san alynyar. Seylehkde
s, ululyk bitinsanly bolar.

& = 0 we 5, > 0 bolany ¢in (7) afilatmada otrisatel dal ﬁ sanlar
bilen otrisatel (- & ) sanlarynl kopeltmek hasylyny alyarys. Seyle kopelt—
mek hasylyn otrisatel j jemi polozitel san ya-da nol bolar. Islendik sana
polozitel san gosulanda netije 6nkiisinden ulalyar (bu yerde (- ,Bl.].)).

~3 Bi~E) - B=—5.
bu yerden "
s.2—p.

(5)-¢ gora B, ululyk hakyky polozitel drobdur. San okunda (-£)
nokat (-1) we 0 nokatlaryn arasynda yatyar. Gozlenyén s, ululyk (-£)-
-den uly we sol bir wagtda ol bitinsanly. Yéne (-8)-den uly 111 kigi bi-
tin san nol bar. Degislilikde, s, 0, 1, 2, 3 we s.m. bahalary alyp bilyér.
Ahyrky netijede islendik bitinsan otrisatel ddl £ we 7-de s, ululyk
bitin san otrisatel dil bahalary kabul eder.

(7) densizligin (1) deniligine gord meseld gogsmaca c¢idklendirme-
leri girizelin:

5, == BE)— .. —BE)— ... B (E)B,>0. (®)

Bu sertde koeffisiyent bolup, i-nji setirdéki koeffisiyentlerini otri-
satel alamaty bilen alnan drob bolegi hyzmat edyér. Gineldilen mese-
lani 7-nji tablisada yazalyn.

7-nji tablisa

¢, ¢ 3 1
n= bn blj bln bl
m:= b, i b, b
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nm = bml bm/' mn bm

S, = _ﬁil _ﬂij _ﬂin _ﬂi

z= q, 9, 4, Q
Sol bir wagtda 6n tapylan & = ... =§ = ... =& = 0 optimal meyil-

nama giieldilen mesele {i¢in yolbererlikli dédldir, sonun ii¢in bu yag-
dayda
s, =—p,<0.

Gomorininl usulynyn geometriki sekillendirilisi bitinsanly goze-
nek ¢yzylan (/-nji surat) suratda gorkezilendir. Suratdan gorniisi yaly,
funksiya 6ziiniit maksimal bahasyna 4BCD dortburglugyn bitinsanly
dil C nokadynda yetyar.

Gomoriniil usulynyn ulanylysyny 2-meseldnin ¢oziilisinde seredelin.

Seyle gorniisde ilki bilen gineldilen meseldnin dayang ¢oziiwini,
sofira bolsa optimal ¢ozliwini tapmak gerek bolyar.

2-nji mesele. Oniim ondiiryén kirhananyni bir boleginde hok-
man 3 gorniisli enjamlary gurnamaly. Enjamlary1l birinjisinin bahasy
2 milliard manat, ikinjisinit bahasy 3 milliard manat we tigiinjisiniil
bahasy 1 milliard manat. Enjamlary satyn almak {i¢in kédrhana
20 milliard manat mdgberinde pul serisdesini goyberyar. Enjamlary
yerlesdirmek ticin kdrhananyn oniim ondiirydn boleginii meydany
40 m?-e den. Bir calsykda enjamlaryn her gorniiginiii ondiirijiligi
2,4 we 3 6nlim birligine den.

Eger gecelge goz 6mniine tutulanda, birinji enjamy gurnamak ti¢in
9 m?, ikinji tigin 7 m?, {i¢iinji ticin 10 m? meydan gerekdigi belli bol-
sa, onda oniimg¢ilik boliiminde maksimal ondiirijiligi almak ticin her
gorniisden nice enjamyn gerekdigini kesgitlemeli.

Coziilisi. Her gorniisli enjamyfi satyn alynmaly mukdaryny x ,
x, we x, bilen belgildlin. Sonda meselédnifi matematiki modeli asak-
daky yaly yazylar:

Z = 2x + 4x, + 3x; - max
{2x1 + 3% + x5 < 20;

Ox + 7x, + 10x; < 40,
x; = 0 we bitin (j = 1,3).
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Uliisli bahaly azat agzalaryii setirinde beyleki hemme element-
ler bitin bolany ti¢in ¢yzykly optimallagsdyrma meselesinin bitinsanly
¢oziiwi yokdur. Bu setirde gurlan gosmaca ciklendirmede iiliigli san-
lar difie azat agzalaryn siitiininde bolyar, galan iiliisli bolekler bolsa
nola den bolar.

1-nji tablisa

- X, —ixl —X, 1 t>0

v, = 2 3 1 20 20/3

—y, = 9 7 10 40 40/7
7= -2 —4 -3 0

2-nji tablisada optimal, yone bitinsanly dil ¢ozliw gorkezilendir.

2-nji tablisa

- X, -, - X, 1
Y 13/7 =3/7 —23/7 20/7
x, = 9/7 1/7 10/7 40/7
Z= 22/7 4/7 19/7 160/7

3-nji tablisadaky Z, gosmaga ¢iklendirme ikinji setirifi element-
leri arkaly formulirlenen:

R R

7
bu yerde:
a21:%—1:%, azzz%—oz%, a23:%—1:%,
auzg—s:sn
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3-nji tablisa

- X, l - X, 1 t>0
-,
Y, = —13/7 -3/7 —23/7 20/7 -
x, = 9/7 1/7 10/7 40/7 40
— 7 = -2/7 -1/7 -3/7 -5/7 5
zZ= 22/7 4/7 19/7 160/7

Hemme {iliisli bolekler gosmacga setirde otrisatel alamaty bilen

yazylan. 4-nji tablisada optimal bitinsanly ¢6ziiw alnan.

4-nji tablisa

- X, -z - X, 1
» = —06/7 -3 17/7 5
X, = 7 -1 7 5
¥, 2 -7 3 5
7= 2 4 1 20

3-nji mysal. Meselénin bitinsanly ¢6zliwini tapmaly.
z =2x +x, +3x,

Berlen funksionalyn maksimumyny tapmaly, eger ¢éklendirme-
ler ulgamy asakdaky gorniisde berlen bolsa

X1+ 3x, — 2X3 = 4,
Sxi—x =2 12,

2% — % + 3x3 = 4.

Bu ciklendirmeler ulgamyny amatly gorniise getirelin:

Y, =—x,—3x,+2x,+4 >0,
y,==5x, +x,+12>0,
Yy =—2x,—x,+3x,+4>0,
x,20,j=1,2,3.

Bu meselini tablisa gorniisinde yazalyn.
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8-nji tablisa

X X TN 1
Y= 1 3 -2 4
V,= 5 0 -1 12
y, = [2]]-1] 3 4
zZ= -2 | -1 0

Meselédni ¢6zmek {igin, ¢0zliji elementi (2-ni) saylap alalyn we
nébellileri yok etmek ti¢in modellesdirilen Zordan usuly bilen ddim
adip, 9-njy tablisany alyarys.

9-njy tablisa

-V -X, — X 1

- I R YR Y 2
4 > |2 T2
_ 5 5 _17

Y= 2 2 T 2
X, = 1 _1 3

2 2 2 b

7= 1 -2 6 4

Indi, 7/2 sana ¢oziliji element hokmiinde seredip, 2-nji ddimi
adip, 10-njy tablisany alarys.

10-njy tablisa

1

— Vs -V — X,
L2 4
X, = 7 7 7
- _15 5 12
% 7 77 ° 7

3 1

X, = 7 7 4
z= S 4 4 36
7 7 7

—_
o))
N




Alnan ¢6ziiw optimal, yone bitinsanly dal:
_le. 4.y
== =0,
Sonun {i¢in bitinsanly meyilnamany gézlemeli bolyar. Ol yone-
key we ikeldilen usullar diyen iki yol bilen gézlenilyar. Erkin agzalaryn
arasyndan iillisli agzany saylap alyarys. Sebibi, biziil seredydn mesela-
mizde olaryn hemmesi iiliisli. Sonuii {i¢in biz olaryn islendigini saylap
alyp bilyéris. Meselem, 1-nji setirden % saylayarys, 4-nji formula

boyunca £ koeffisiyentiii 1-nji b setirinden iiltisli bolegini tapalyn:

fo=2-0=2,
313:—1—<—1):O,
4 _9_4

b U

Gosmaga ¢idklendirme asakdaky gorniisde yazylyar:
51 ==5(=3) = 2(=m) - 0(-x) - 220,

Céklendirméni mysala gegirip, 11-nji tablisany alyarys.
11-nji tablisa

— - — X 1
_ 12 4
= 7 7 7
15 =5 _g 4
7 7

y,= 7
3 1 4 16
X, = 7 7 7
s, = _6(_2 4
' 71 "7 O 7
z= 5 4 4 36
7 7 A
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Tablisada getirilen meyilnamany peydalanyp bolmayar. Coziiji
elementi (-2/7) kabul edyiris, ndbellileri yok etmek {icin model-
lesdirilen Zordan usulyny peydalanmak arkaly bir d4dim adip, 12-nji

tablisa alynyar.
12-nji tablisa
—Vs -5 X 1
0
-1 1 -1
x,=
2
~ 0 —2 -6
Y, = 2
2
0 1 1
X = 2
30 1 0
= 2 2
z= 1 2 4 4

Meselédnin tapylan ¢oziiwi bitinsanly, yone ol optimal gorniisde
dél. Sonun tiigin ¢oziiji elementi saylap (3 san), indiki 4dim adilyér

(13-nji tablisa).

13-nji tablisa

s —5 % 1
r _1r 2
X, = 3 6 3
_3
y, = 0 2 -6 2
1
X = 0 7 1 2
1 _7 2
v, = 3 6 O 3
1 S 14
z= 3 6 4 3
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Seredilyédn mesele optimal gorniise getirilen, yone onun bi-

tin sanlylygy bozuldy. Uliisli % azat agzany saylap alyp, ti-

zeden 1-nji setirii koeffisiyentlerinden yokardaky yaly sol bir
menizeslikde sekillendirelin. Hakykatdan, tejribelikde ol tablisa
gorniisde diiziilyér, sebdbi koeffisiyentlerin iiliisli bolegi yatdan
ansat hasaplanylyar. Olary ayyrmak (—) alamaty bilen alarys (/4-
-nji tablisa).

14-nji tablisa

_yl _Sl —x3 1
_ 1 1 ~ 2
x, = ? _g 1 3
v, = 0 _% -6 2
X, = 0 % 1 2
_ 1 7 0 2
& 3 6 3
1
- 5 0 _2
& 3 6 3
Z= L i 4 &
3 6 3

Tablisalaryn yazylmagy ii¢in, gowusy olaryn her bir setirinde
gosmaga yer goymaly. Eger sol gosmacada ¢éklendirme gerek bol-
masa, onda sol setir doldurylman galyar. Sol sert gerek bolsa, onda
biz sol setire dolduryarys we ¢oziiwi dowam ederis. 14-nji tabli-
sada yazylan meyilnamany yene-de peydalanyp bolmayar. Coziiji

—Tl) elementi saylayarys we yene-de bir ddim ddyéris (/5-nji
tablisa).
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15-nji tablisa

-5, -5, - X, 1

_ —1
Xz— 1 ? —1 0

_ 5
yz— 0 —5 —6 2
X, = 0 % 1 2
V= 1 -2 0 0
y, = -3 % 0 2
z= 2 0 4 4

15-nji tablisada alnan meyilnama optimal we bitinsanly, diymek,
14-nji tablisa licin optimal ¢oziiw tapyldy:

x,=2,x,=0,x,=0,z =4
Yokarda belleysimiz yaly, seyle meyilnama bizde yokarda 13-nji tabli-
sada getirildi, yone ol optimal bolmady. Bu bolsa kdpburc¢lukda yeke-de bir

(2; 72; 0) depe bar bolup, maksat funksiyanyn uly bahasynyi bolmagyna

getirdi, yone onun bir koordinatasynyn {iliisliligi bilen tapawutlandy.
2-nji ¢édklendirme bilen bu nokat Gomorinin kesme usulynyn esasynda
koordinatalary (2; 0; 0) bitinsanly bolup optimal, ¢oziiwe eye boldy.
Indi bolsa bitinsanly optimal ¢oziiwi tapmak ti¢in ikeldilen simpleks
usuly ulanalyni. Tapawut 12-nji tablisadan baslanyar. Bu tablisada
¢oziji setir diyip yene-de 4-nji setiri alyarys, yone onda ¢6ziiji element
ikeldilen modellesdirilen gatnasyk bilen kesgitlenyar. Olar dendir:

St Hh-

Moduly boyunga iii ki¢i 1-nji element, yagny ¢oziiji elemet diyip

(—§> alyarys. Sofira bir 4dim modellesdirilen nibellileri Yok etmek

7
esasynda 11-nji tablisadan 16-njy tablisa gelyéris.
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16-njy tablisa

-5, - - X, 1
1 1
%= 6 3 ! 0
Y, = —% 0 -6 2
X, = % 0 1 2
7
w e s 0] o
z= 5 1 14
6 3 4 3

16-njy we 13-nji tablisa tozdestwolayyn den bolup, ol 11-nji
tablisadan iki 4dim son alnandyr. Gorslimiz yaly, bitinsanly meyilna-
ma tapylmady, sonun iicin 1-nji setir boyun¢a gosmaca serti diiziip,
ony 16-njy tablisanyn s, setirine yazyarys. Bu setir li¢in ikileyin
modellesdirilen gatnagygy hasaplap alyarys:

D=2 b=

olar Ozaralarynda den, yone uly bolmadyk tapawutlylygy kesgit-
lemége miimkingilik beryir. Yagny 2-nji siitiin diyip kabul edilyar.
Yene-de bir ddim ddip, 17-nji tablisany alyarys (ol 15-nji tablisa
tozdestwalayyn defl). Onda bitinsanly meyilnama optimal. Gorsiimiz
yaly ikeldilen simpleks usul 3 d4dim bilen dél-de, 2 4dim bilen alnan.

17-nji tablisa

-5, -, - X, 1

xX,= -1 1 -1 0

V2= _3 0 ~6 2
2
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1
XIZ 7 0 1 2
¥, = -2 1 0 0
5
Y= 5 -3 0 2
z= 0 1 4 4

3. Bitinsanly ¢yzykly

optimallasdyrma meselesinin

sahalanma we aracik usuly bilen coziilisi

Usulynn gurlusy we onun tehnologiyasynyn ulanylysy sundan
ybarat, yagny ilki miimkin ¢oziiwler yaylasynyn ¢éklendirmeler ul-
gamynda bitin sanlylygyn sertini hasaba almazdan simpleks usuly
bilen meseldniii 6 optimal ¢6zliwi tapylyar (funksiyanyn maksimum
nokadyny tapmaklyga seredelin).

Eger alnan ¢oziiwde kabir tiytgeyanler drob bahalary boyunga
deni bolsalar, onda haysy hem bolsa bir drob iiytgeyéni saylap onuil
iistiinde iki sany ¢éklendirméni guralyn. Bir ¢dklendirmede optimal
¢coziiwdiki drob iiytgeyéanin bahasyndan gegmeyén liytgeyanin bahasy
in uly bitin sandan kig¢i ya-da sona den, beyleki ¢dklendirmede bolsa
ol i ki¢i bitin bahadan uly ya-da sona den, yone iliisli iytgeyanin
bahasyndan kici dél.

Mysal {igin, gosmaga c¢éklendirmeler x, = %(4 =< % < 5) tiytge-
yanin Ustiinde gurulsa, onda birinji ¢éklendirme x, < 4, ikinji x, > 5
bolar. Sunlukda, biz 61ki meseldniit miimkin ¢oziiwler yaylasyndan
drob bahaly x (4 < x, < 5) aralykdaky tliytgeyéni ayyryarys. Berlen
aralyk 6-nifi miimkin ¢6ziiwler yaylasyny 6, we 6, boleklere bolyir.
Taze miimkin ¢oziiwler yaylasy (6,) ofiki meseldnin ¢éklendirmesine
x, < 4 gosmaga ¢iklendirménin, 6, bolsa x, < 5 gosmaga ¢éklendir-
minii gosulmagyndan alnan.

Netijede, miimkin ¢oziiwler yaylasy 6-ninn boliinmeginden iki
sany tdze ¢yzykly optimallasdyrma meselesi alyndy. Olary ¢ozelini.
Eger olar ¢oziilenden son alnan liytgeyinlerinn bahalary bitinsanly
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bolmasa, onda bu meseldnin funksiyalarynyn bahalaryny denesdirip,
funksiyasynyn bahasy uly bolan meselesini saylayarys we drob ba-
haly téze liytgeyande iki sany gosmaca ¢dklendirméni (li¢iinji we dor-
diinji) gurup, bu meselini yene-de iki sany téze bolek meseld bolyaris.
Netijede, 2-nji suratdaky yaly sahany alyarys.

Eger sahalanma (tdze meseld bélmek) bar bolsa, bitinsanly ¢ozii-
win tapylmagy bilen tamamlanyar. Bu usulda her bir sahalanma mese-
lesindéki funksiyanyn bahalary serhet bolup ¢ykys edyér. Meseldnii
¢Oziilisinin her bir tapgyrynda geljekki sahalanma funksiyasynyn ba-
hasy uly bolan saha (meseld) dayanyar. Sonuil licin funksiyalarynyn
bahalary ki¢i bolan bdlek meselelere (sahalara) lins berilmén hem biler.

Berlen mesele MBOC 6-da

BSCO Z, (max)
Deslapk
IIkinji gosmaga | MBOC ° ap”zl MBOC
osmaca céklen-
giklendirmeli | 6-da £OSIAGH GALENN 9 -da
e dirmeli ikinji
birinji mesele | Z,(max) Z,(max)
mesele
Deslapky
Deslapk
mesele ikinji we| MBOC p"y MBOC
o gosmaga giklen-
ligiinji gosmaca | 0, da . ... | O,da
- . 2 dirmeli ikinji
¢éklendirmeler | Z (max) Z, (max)
bilen mesele

2-nji surat

Yone kiwagt mesele bolek meselelerii funksiyalarynyii baha-
laryny deniesdirmek bilen ¢oziilende, oiiki taslanan sahalara dolan-
maly bolyar we geljekki ¢oziiwi olar bilen dowam etmeli.

Bitinsanly ¢yzykly optimallasdyrma meselesiniii hemme ¢oztiw-
leriniil kopliiginiii gutarnykly bolany ti¢in, deslapky meseldnin bolek
meseld sonky dargamasyndan sonl optimal ¢oziiw tapylar.
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Indiki meselede sahalanma we serhet usullarynyn ulanylysyny
gorkezelin.
4-nji mysal. Z = x + 2x, funksiyanyn asakdaky c¢éklendirmelerde:

7x, +5x,<35,
x,,x, >0~ bitin.
—2x,+3x,<6

maksimum nokadyny tapmaly

Coziilisi. Aydynlyk ti¢in grafiki usul bilen ¢6zelii. Meseldnin
miimkin ¢oziiwler yaylasy OABC kopburgluk bolyar (3-nji surat).
x,=2,42 wex,=3,63 koordinataly B nokatda funksiyanyn Zn.. = 9,64
maksimal bahasy tapylyar.

Uytgeyinlerini bahalarynyn drob bolany iigin x, ndbelli boyunca
meseldnin miimkin ¢oziiwler yaylasyny iki bolege bolelin. Olaryn biri
x, < 3, ikinjisi bolsa x, > 4 nokatlaryf kopliigini saklar.

Netijede, iki sany tdze ¢yzykly optimallagdyrma meselesini
alyarys. No2 we Ne3 meseleler (deslapky mesele Nel bolar).

A
g
A
61l
e’
AR B A
2 RN
*\ 1 | 1*‘
SN 4 C\ 6 'x

3-nji surat. Meseldnin sahalanma we serhet usullary bilen
¢oziilisinin birinji tapgyry
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2-nji mesele 3-nji mesele

z = x, +2x, (max) z=x, +2x, (max)
Txi + S5x, < 35 Tx1 + 5x, < 35
20+ 3% <6 =20+ 306

X2§3, x2>49
x,x,>0. x, = 0.

4-nji suratda meseldnin miimkin ¢ozliwler yaylasy gorkezilen.
Gorniisi yaly, deslapky miimkin ¢oziiwler yaylasynyn bitinsanly ye-
keje nokady hem yitirilmedi.

2-nji meseldnin mimkin ¢oéziiwler yaylasy OADES kopburg-
luk bolyar. x, = 2,86 we x, = 3 koordinataly £ nokatda funksiya
Z2. = 8,86maksimal bahasyna yetyir.

2-nji meseldnin ¢ozliwi bitinsanly daldir.

Miimkin ¢oziiwlerinn yaylasy bos (3-nji mesele). Bu meseldnin
caklendirmesi garsylykly we onun ¢6ziiwi yokdur.

X

2_
S
N
61 /<
A‘L A)c2=4
x2=3
¥ SUSE
JAAD|E ~17
A L .4
L2 o~ 2 4 C\ 6 x

z=0
4-nji surat. lkinji tapgyr

Coziwi dowam edip, x, = 2,86 nébelli boyunga Ne 2 meseldnifi

bolelin. Netijede, degislilikde x, <2 we x, > 3 gosmaca ¢iklendir-
meli iki sany tdze mesele alyarys:
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4-nji mesele 5-nji mesele

z=x, +2x, (max) z=x,+2x, (max)
(7x, 4+ 5x, < 35

Txi + 5x, < 35 —20+30<6

20 +3x%=<6 Iy, <3

<3 x1 =3

<2 (X = 0.

Bu meseleleriit miimkin ¢oziiwler yaylasy 5-nji suratda gorkezi-
len. 4-nji meseldnin miimkin ¢oziiwler yaylasy OADFK kopburgluk
bolyar. x, = 2 we x, = 3 koordinataly F nokatda funksiya Z.. = 8
maksimal bahasyna yetyir. Seyle gorniisde 4-nji meselédnin bitinsanly
¢Ozliwini aldyk.

X, A

8—)(:2 X]:?)

5-nji surat. Uciinji tapgyr

5-nji meseldniit miimkin ¢oziiwler yaylasy LMC ticburgluk bolyar.

x, = 3; x,= 2,8 koordinataly L nokatda funksiya Zn.. = 8,6 mak-
simal bahasyna yetyar.

4-nji meseldnin bitinsanly ¢oziiwinde funksiyanyin bahasynyn
Ztw = 8,6 Znw = 8,6-dan kigi bolany tigin, indiki 6-7-nji meselelere
boliinmek x, = 2,8 bitinsanly dél nébelli boyunga 5-nji meselénifi
payyna diisyar. Gosmaca isleri gegirmezden 6-njy meseldnifi x, < 3
gosmaca c¢idklendirmeli miimkin ¢oziiwler yaylasy yokdur, 7-nji
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meselédnifi x, < 2 gosmaga ¢éklendirmeli bitinsanly optimal ¢éziiwin-
de funksiyanyfi bahasy 7 birlige def, yagny Z:... = 8-den kigi.

Seyle gorniisde, basdaky meselédnin bitinsanly ¢6ziiwi asakdaky-
lardan ybarat:
x =2, x,=3, Z=28.

2

§2. Bitinsanly meseléinin
optimal ¢oziiwinin informasion
tehnologiyalar arkaly tapylysy

OSB (Quantitative System for Business) programmasynyn ko-
megi bilen bitinsanly ¢yzykly programmirleme meselesiniii optimal
¢coziiwini tapmaklygyn tehnologiyasyna seredelii.

Programmanynl penjiresi agylandan sofira esasy menyunyn
«File = New Problem» diiwmelerine basyp, tize mesele penjirdmizi
agyarys.

Téze meseldmizin penjiresi asakdaky gorniisde bolar :

specificatio

Default Goal Criteria

Default Variable Type
&N = =

" Nonegative integer

Téze meseldmizi girizmek iicin:

1) Program title — meseldniii adyny girizmeli;

2) Number of Goals — maksat funksiyanyil sanyny girizmeli
(mydama 1);

3) Number of Variables — tiytgeyjilerin sanyny girizmeli;

4) Number of Constraints — ¢aklendirmeler ulgamynyn sanyny
girizmeli;
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5) Default Goal Criteria — diylen yerde maksat funksiya layyk-
lykda maksimum ya-da minimum saylamaly;

6) Data Entry Format — diylen yerde meselédni néhili yagdayda
girizmek isleydndigimize layyklykda Spreadsheet Matrix Form ya-da
Normal Model Form saylamaly;

7) Default Variable Type — diylen yerde meseldmiziil netijesinii
alyp biljek bahalaryna layyklykda sol yerddkilerden birini saylamaly
(meseldnin ¢yzykly programmirleme meselesi bolanlygy li¢in Nonne-
gative integer saylamaly);

8) Meselidmizi girizenimizden son penjirdmiz asakdaky gorniisi alar:

9) Meseldmizin bahalaryny girizenimizden son yokardaky
penjirdmizin OK diiwmesine basmaly;
10) OK diiwmesine basanymyzdan soil asakdaky penjire peyda

bolar:

Variable --> X1 X2 Direction R. H. S.
Max: G1

C1 <=

C2 <=

C3 <=

C4 <=

LowerBound 0 0

UpperBound M M

Variable Type| Continuous | Continuous
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11) Yokardaky formanyit Max:G1 setirine maksat funksiyamyzy#
koeffisiyentlerini girizmeli. Asakdaky C,, C,, ..., C degislilikde 1-nji,
2-nji, ..., n-nji denlemeleriil koeffisiyentlerini girizmeli (Bellik: ¢ak-
lendirmeler ulgamynyn sertini iiytgetmek ii¢in sertin iistline iki gezek
basmaly). Ondan son penjire asakdaky gdrniisi alar:

Variable > X1 X2 Direction R. H. S.
Max: G1

C1 <=

C2 <=

C3 <=

C4 <=

LowerBound 0 0 T
UpperBound M M

Variable Type Continuous| Continuous

Seylelikde, meseldmizi girizdik. Meseldmiziii netijesini almak
licin esasy menyudaky Solve and Analyze diiwmesine basmaly. Basa-
nymyzdan son asakdaky penjire peyda bolar. Bu penjirdnin OK diiw-
mesine basmaly (Meseldnin ¢oziilendigini habar beryar).

Linear and Integer Goal Programm...D

The problem has been solved.
Optimal solution is achieved.

12) Meseldmizin ¢oziiwi asakdaky penjire arkaly gorkezilyar.

21:42:26 Sunday May 08 2011
Decision | Solution | Unit Cost or Total Reduced Basis
Variable Value Profit ¢(j) | Contribution Cost Status
1 X1 (0] (0] 0 -1,0000 | at bound
2 X2 2,0000 2,0000 4,0000 2,0000 | at bound
3 X3 1,0000 (0] (0] (0] basic
4 X4 2,0000 1,0000 2,0000 (6] basic
5 X5 3,0000 o0 0 basic
Objective | Function (TMax.) = 6,0000‘)
SN— -
Left Hand Right Hand Slack Shadow
Constraint Side Direction Side or Surplus | Price
1 C1 9,0000 = 9,0000 0 (0]
2 Cc2 5,0000 = 5,0000 (0] 0
3 C3 6,0000 = 6,0000 0 1,0000
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13) Meseldamizin ¢6ziiwi yokardaky gorkezilen baha dendir.

14) Meseldnin netijesini alanyiityzdan soil programmany yapyp
bilersifiz.

4-nji mysal

2-nji mysalyin @SB programmasynda hem ¢dziilis usulyna se-
redelin. Programmanyn esasy penjiresi agylandan son oila meseldnii
ady, maksat funksiyanyn sany, iiytgeyjilerin we denilemelerin sany gi-
rizilyar. Ol seyle gorniisde bolar:

Soiira OK diiwmesini basyp, indiki penjirdni agyarys, onda Max:G1
setirine maksat funksiyanyn tiytgeyjilerinin koeffisiyentleri, C1 se-
tirine birinji denleménin iytgeyjilerinin koeffisiyentleri, C2 setirine
bolsa ikinji defileménin {iytgeyjilerininn koeffisiyentleri girizilyir. Bu
bahalaryn girizilen gorniisi agakda gorkezilen.

Variable - > X1 X2 X3 Direction | R.H. S.
Max:G1 2 4 3

Cl1 2 3 1 <= 20
C2 9 7 10 <= 40
LowerBound 0 0 0

UpperBound M Mo M

Variable Type| Continuous | Continuous | Continuous
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Indi esasy menyudaky Solve and Analyze diiwmesine basyp,
Solve the Problem diyen buyruga basyarys, yagny asakdaky yaly:

e e & & B & &

Sobve and Display Stegs
y)megel g eod
VariableType : 0

P Parametc Andhss Ve | K| 0 [ M [ Deecion | RS
| AbsatveSohton Wazb! l 4

[ o - g : : " t E

{:
oy Sehun Quly 7= 7] I
Specy Vi Branching Prctes Uppellomnd ¥ "
WariableType Confnuour Confieour Confirues

Sonra agakdaky penjire peyda bolar.

Linear and Integer Goal Programm...D

The problem has been solved.
Optimal solution is achieved.

OK diwmaéni basyp, meseldnin ¢oziiwini alarys, yagny goz-
lenyan maksimum baha 20-4 dei.

BENE ] []C] 2]

I
Q 10:21:54 | [Thursday| Mapy | 10 [ 202
Goal Decision  Solution | Unit Cost or Total Reduced

|| Level Yanable Value Profit clil Contibution Cost
1] 61 X1 o 2,00 0 2.00
i G1 2 5.00 4,00 20,00 ]
1 Gl x3 ] 3.00 1] 3.00
: G1 Goal Value  [Max]= 20,00
1 Left Hand Right Hand Slack ShadowPrice
|| Congtiaint Side Divection Side or Surplus Goal 1

] o 15.00 <= 20,00 5.00 0

2 c2 35.00 {= 40,00 5.00 ]
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§3. Diskret programmirleme
meselesi

1. Meselénin goylusy

Bitinsanly meselelerin i¢inde, ndcge belli meselelere seredilydr,
yagny yerini ¢algyrma arkaly ekstremal meseldnin ¢oziisini gozlemek
oran uly gyzyklanma doredyir. Bu gorniisdiki meseleler kombinator
gorniisli meseleler diyen ada eye boldular.

Bu gorniisli meselelere, bellemek meselesi degisli bolup
(nepconana), olaryn ¢oziilisi bolsa (P, P,, ..., P), 1, 2, ..., n sanlaryf
ornuny ¢alysma gorniisinde berilyér. Her bir bellenen P, degislilikde
(i=1, 2, ..., n)-nif Usti bilen anladylyar. Bize belli bolsy yaly, bel-
leme meselesi ¢yzykly programirleminin ulag meselesiniii hususy
haly bolup, ol meselénin ¢oziilis usuly hig hili kyngylyk doretmeyér.
Sona gord bu meseld iins bermén, biz umumy meselelerin kombinator
gorniisine seredelin, olar bolsa ozal seredilen belli usullara gelmeyér.

Ortme barada mesele. Goy, graf G bize berlen bolsun. Grafyi
gapyrgalarynyn sanynyi minimum nokadyny kesgitlemek gerek. Ha-
can grafyn her bir depesi onunl gapyrgalaryna degislilikde sol bir or-
tiige giryan bolsa, onda biz asakdaky matrisany alarys.

A=la,l, (i=1m, j=1,n). 9)

Eger onun elmentleri asakdaky gorniisde kesgitlenyin bolsa,

(1, 1-nji depe j-nji gapyrga degisli bolsa,

T {0, i-nji depe j-nji gapyrga degisli dél bolsa, (10)

Eger i-nji depesi j-nji gapyrga degisli bolsa, ona insident diyil-

var. Bu meseldniit matematiki modelini asakdaky gorniisde diizmek

bolyar.

Eger G graf A4 insident matrisasy bilen hésiyetlendirilydn bol-

sa, onda biz degislilikde deni x; —bilen bitewi nabellili j-i asakdaky
gorniisde kesgitlemek bolyar.

(1, eger j-nji gapyrga ortlige girydn bolsa,
a {O eger j-nji gapyrga ortlige girmeyén bolsa, (11)
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meseldni minimumlasdyrmak gerek, yagny
F=3x —min, (12)
j=1

minimum (12) asakdaky sertlerde:
1. Her bir depénin, bolmanda bir gapyrganyn ortiigine giryin
bolsa,

Saxz1 (13)

2. Her bir x, — nébellinifi bltewuhgl yerine yetyin bolsa, (9), (13)
— sertlerin esasynda (11), (12) sertler bu meselénin matematiki mode-
lini anladyar.

KommiwoyaZoryi meselesi (gezim sowda agenti). Goy, n
sany sdher bar bolsun. Gezimli sowdagdr agenti haysy hem bolsa
bir sdherden ¢ykyp, galan hemme sdhere degislilikde aylanyp, yene-
-de basdaky sdhere dolanyp gelyédn bolsun. Her sdhere 1 gezek gir-
mek we her sdherde bir gezek ¢ykmak bolyar. Sonun {i¢in gezimli
sowdagdrin gatnawy, yapyk halka sekili emele getiryar. Her bir géher
beyleki sdherler bilen 6zara yollary bilen berkidilip, olaryn matrisasy
bellidir. Gatnawlaryn yapyk ugurlarynyft minimum nokadyny tap-
maly. Gorsiimiz yaly, bu mesele yokarda agzalan bellemek meselesini
yada salyar. Sebibi, gezimli sowdagér her sidhere difie bir gezek baryp
bilyar (her bir dalaggir difie 1 wezipd bellenip bilydr). Onda olaryi ta-
pawudy yapyk gatnawy guramalydygyny kesgitlemeklik talap edyér
(dalasgér wezipé bellenmegi talap edydr). Bu meseldniit matematiki

gorniisde yazylysy :
Xy = 1, i-nji sidherden j-nji sihere ge¢yin bolsa
0, 0, gegmeyédn bolsa (14)
Bu yerde i;éj;ij=1 2,..,n
iZC,,x,;,- — min (15)

i=1j=

minimumlagdyrmany talap edyaér.
Asakdaky sertlerde girmek

Sxi=1, j=1,2.n, (16)
i=1

B

cykmak
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u—utnx,<n—1,i,j=12.,n i# 17)

Suy=1,i=1,2..n (18)
j=1

funksiya minimumlagsmany talap edyér. Asakdaky sertlerde (16)
girmek, (17) ¢ykmak. (15)-(18) seredilydn kommiwoyazoryn (ge-
zim sOwda agenti) meselesinii matematiki modeli. (18)-ki U,
we U, elementlere azat bahalary kabul edip alyp bilyir. (15) sert
kommlwoyazor yogsa her bir sdhere difie bir gezek girip bilyér. (16)
sert kommiwoyazor her sdherden dine bir gezek c¢cykyp bilyir. (18)
sert bolsa n sany sdherinn yapyk gatnaw yoluny emele getiryéndigini
gorkezyir. Yone sol bir wagtyii esasynda hig bir siaherde halka emele
gelmeyir. Yagny, (18) sert sol petliniii bolmayandygyny gorkezyir.
Indi bolsa biz (18) serte diirli tarapdan derniewler gecirelin. Goy, (18)
serte gord (gezim sdwdi agenti) kommiwoyazor kigijik r-sikl boyun-
ca saherlere aylanyp, k-sdherden duryan sikli yerine yetiryan bolsun.

Onda biz bar bolan hemme (18) densizlige gord gosup kigi siklin
ugry boyunga alarys.

Z Z k< (n— D)k

Sebibi,

k k
Zu,- — Zu,’ = O,
i=1

i=1

serte gora,
nk < (n—1)k, bu yerde k < n, k#0.

Diymek, yapyk kigi sikl, n-den az sanly sdherlerin yoklugyny
gorkezyar. Seyle hem u, tigin haysy hem bolsa bir baslangy¢ punktdan
baslap, yapyk siklin bardygyny gorkezmek bolyar we (18) serti yerine
yetiryar.

Hemme x, =0 (j-nji sdher i-nji sdherden son barylmandyr) (17)-
-nin erkinliginin esasynda densizlikden alarys,

Goy, haysy hem bolsa bir k-njy ddimde i-nji sihere j-nji sdherden
on barylyan bolsun, yagny x, = 1. Onda u, bilen u-ifi erkinliginif esa-
synda u, =k, u; = k+ 1 bilen bellap, (18) deftsizlikden alarys:

ui—uj-irnxij:k—(k-irl)-irn:n—l.
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Yagny u,, u,— titkenikli bahalary gatnaw tigin 7 — sdher bar bolup,
(17) serti densizlik hokmiinde, yerine yetiryir, takyk bolanda bolsa
deiilik yerine yetyér.

Diymek, (15)-(18) meseldnit kommiwoyazoryn meselesini su-
ratlandyryandygyny goryéris. Bu meseldnini amaly mesele i hokmiin-
de orén uly dhmiyeti bardyr.

2. Diskret programmirlemede wariantlary

yzygiderli seljerme usuly

1) Usulyn nazary esaslary we hasaplamanyn shemalary. Kesme
usuly 6wrenenimizde amaly meseldniil ¢oziiwini alyp bolmazlygy-
na getiryan yetmezciliklerine {lins beripdik. Bu 1-nji we kop gezek
yzygiderli bahalary kesgitlemek usulynyn ulanylmagy, hasaplamalar-
da yalnyslygyn barlygy, ikinji bir tarapdan

%= z ix;
JEN
formula bilen gosmaga ¢yzykly ¢dklenmelerinn gurulmagy bilen dii-
stindirilyar. Bu yerde y}-baglanysykly dilligiii bahasy. Bu yetmezgilik-
ler wariantlary yzygiderli derfiemek usullarynda yokdur. Wariantlary
yzygiderli deriemek usulynyii shemasy R.Belmanyn ady bilen bagly
dinamiki programmirleme usuly Littla, Suini, Karel ady bilen bagly
bolup, sahalama we aracékleme usulyna giryandir.

Kesme usulyndan tapawutlylykda wariantlary yzygiderli derie-
mek usulynda ¢yzykly programmirleménin apparatlary ulanylmayar we
hasaplama yalilyslyklaryna sezewar bolmayar. Asakdaky mesele ii¢in
sahalama we aragiakleme usulynynt umumy shemasyna seredip gegelin:

Zo
@Zl \@m

SN

ol
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xeG kopliigin toplumynda F(x) funksiyanyn kici baha eye bolandaky
manysyny kesgitlemeli bolsun. Yagny z = F(x) funksiyanyn G-nifi
erkin gurlugynyi sanyndaky oblastda iil ki¢i bahasyny tapmak talap
edilyér diyelini. Usulyn i-denligini gbz 6niinde tutup basdaky kopliigin
x-ifi alyp bilyén bahalaryny G bilen bellélin. G, kopliigin asaky ¢agi-
ne bitin F(x) funksiyany goyalyn. Goy, ol z° bolsun (Meselem, z’—
diyip F(0) bahasyny saylap bolyar). Almak miimkin bolan G kopliigi
tiikenikli kici boleklere bolelin, yagny

k k
.EJIG,' = Go, ‘OlGi =g

bolyan kesismeydn G, G,, ..., G, bolek kopliiklere bolelin. Her bir G,
(i=1,2,..., k) bolek kopliigi kibir z' bahalandyrma bilen kesgitlalin
we geljekki sahalama {i¢in saylan bolek kopliiklerimizin barlagyny
hem-de ¢oziiwin ahyrky netijesini almak maksady bilen guralyn.
Yokardaky ¢yzgyda bolek kopliiklere sahalanma prosesi gurlan.
Ol ¢yzgyda her bir 4dimde sahalanma prosesi {i¢in saylanan bolek
kopliiklerimizin 6z gezeginde 2 sany kesismeydn bolek kopliiklere
boliinen. Diymek, koplik G -lere bolinen we olar bahalandyrylan.
Goy, olar z!, z? bolsun. Eger z! < z? bolsa, onda indiki sahalanma {igin
G, bolek koplikde ¢oziiwin bolmaklygynyn dhtimallygy uludyr diyip
alalyn.

Bu baslangy¢ meselédnin ¢éziiwini yzygiderli gurmaklyga asak-
daky yaly distinilyér: Eger G, C G, we

Z’= min F(x),

x€G
z’= minF (x)
bolsa, onda
min F(x) = rréiglF(x).

Sonufi lgin kdbir G, koplikleri bolek kopliiklere bolenimizde,
bolek kopliiklerimizin bahalarynyii bolyédn kopliigimizden az déldigi-
ni alyarys. Indi optimal ¢ozliwi kesgitlemek miimkin. Wariantlarynyn
coziiwlerini optimal diyip, biz bolek kopliiginn bahasy entek sahalan-
madyk kopliigifi bahasyndan uly bolmalydygyny alarys. Goy, x*€ G

F(x*) :Z<Gv) < Z(Gi), LIJGI =G.
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Onda x* meseldnin optimal ¢oziiwi bu yerde bolyar. Wariant-
larynt yzygiderli dernew usuly optimal ¢dzliwin yzygiderli yakyn-
lasmasy bilen baglanysykly bolany {i¢in, wariantyii optimal ¢oziiwe
yakynlagsmasynyn derejesi baradaky sorag yiize ¢ykyar. Goy,

G = UG, & = min z(G)
bolsun. Eger x-baslangy¢ meseldnin kébir ¢6ziiwi bolsa, onda

E<min F(x) < F(x")
Diymek,
A=Fkx')-¢C

yakynlagmanyii takyk bahasy. Ony seyle sekillendirmek miimkin.Eger
A > ¢ (e-gerek bolan takyklykda), yone ¢oziiwi almak wagtymyz ber-
len wagtymyzdan artyan bolsa, onda ¢oziiwi tapmak prosesi gutaryl-
dy. Sahalanma we aracékleme usullarynyn shemasynyi deriiewinde
(seljermesinde) seyle soraglar yiize ¢ykyar: bolek kopliigi, olaryii baha-
laryny néhili gurmaly? Bu soraglaryil jogaby algoritmin hasaplanylysy
we adatca ¢oziilydn meseldnin ayratynlygy bilen kesgitlenyar.

2) Diskret programmirlemede Lend we Doygun algoritmi.
Agzalan bu algoritm bitinsanly hasaplamany we bolekleyin bitin san-
ly hasaplayys meselinifi ¢oziiwi tigin ulanylyar. Yone onufi shemasy
wariantlary yzygiderli dernemek usulyna her ddimde simpleks usu-
lynyni sahalanmasynyn ulanylysy bilen degislidir. Umumy meselédni
bitin hasaplanysyn tiytgeyanlerin iki tapgyrynyn ¢édklenmesiniil prog-
rammirlemesini yazalyii:

F(x) =Y ex, (19)
bu yaylada =
Max <b.i=12,..m, (20)
Jj=1
OSx}.Sd}.,jZ 1,2,...,n (21)
x,~ bitin, j = 1,2, .., n. (22)

(20), (21), (22) oblastlarda (19) densizligin maksat funksiyanyn
maksimum nokady almaly. Sanlaryn kébirlerinin tiikkeniksiz uly bol-
magy mimkin.
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(19)-(22) meselelerin ¢oziilisi miimkin we hemme X- -lerinn op-
timal c¢oziiwleri bitinsanly bolsa, onda (19)-(21) hem- de (19)-(22)
meselelerin ¢oziiwi optimaldyr. Eger haysy hem bolsa bir opti-
mal ¢oziiwiit wektorynyn koordinatasy bitinsanly dil bolsa, onda
sahalanma prosedurasyny ulanmaly bolyar. Ony asakdaky gorniisde
gurnamak bolyar.

Goy, x° = (xi, x3,...,x,)-lar (9)-(11) meseleleriti optimal ¢oziiwi
bolsun. Goy, z, = F(x")(19)-(22) meselelerini sertleri bilen kesgitlenen
basdaky kopliigin z, bahasy hokmiinde alalyii. Goy, x,*-bitin dil bol-
sun, (1 <k<n).

Optimal bitinsanly hasaplanysyii meyilnamasynda x,"-nyii bol-
manda [ x; ]-a genli kigeldilmeli ya-da [xx ]+1-e ¢enli ulaldylmaly. Bu
pikir sahalanmanyn shemasynyn sertine gord goylan. Diymek onda,
Gy =UGiwe NG # @bolan G, bolek kopliikleri gurmak diizgiinine
goré alnandyr

Bu yerde G, hemme ¢oziiwleri kanagatlandyryan hem-de 6z
i¢inde saklayan kopliikdir we (20)-(22) sertleri yerine yetiryandir. G,
we G -leri guralyf:

G = {x/x € G, x. <[x:]}.
G, ={x/x € Go, xe = [xi] + 1}. (23)

Diymek, (19)-(22) meselelerinn ¢oziiwi prosesi 2 sany ¢yzykly
programmirleme meselédnin ¢oziiwleri bilen ¢alsyrylyar. Olaryn 1-nji-
sinde j = k bolanda (22) sert (23) talap bilen, 2-njisinde bolsa (24) sert
bilen calsyrylyar.

{O < x <[x],
x> [xe] + 1

Yene alnan meseleleri ¢ozelifi. Eger olaryii ¢oziilmesi miimkin
bolmasa, onda degisli bolek kopliigin bahasy tiikeniksizlik bolyar.
Bu bolek kopliik indiki sahalanma ticin gadagan. Eger hasaplamanyn
hemme sertleri yerine yetse, meselem, (19)-(22) mesele {i¢cin onda
onun amatly ¢6ziiwi bolup, (19)-(22) meseleler {i¢in ¢ozliiw yolbe-
rerliklidir. Eger bitin hasaplamanyn sertleri 2 gurlan meseleler {igin
yerine yetyin bolsa, onda basky (19)-(22) meselelerin amatly ¢oziiwi
bolup duryar.
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Eger bitinsanly hasaplamanyn sertleri gurlan meselelerinn amat-
ly ¢oziiwlerinifi koordinatalarynyn i bolmanda biri {igin hem yerine
yetmeyén bolsa, onda

G = {X/X € Gy, X, < [xf]},

24
G,'+1 = {X/x S G[71,x3 > [x:]'i‘ 1} ( )

Diizgiin boyunca sahalanma gegireris.

Bu yerde I-uly bahaly kopliigifi indeksi S, G, | yayladaky mesele
licin optimal ¢ézliwin bitin dél koordinatalarynyn nomeri.

Diymek, Lend bilen Doygun algoritmi her bir bolek kopligi
simpleks usuly bilen tapmakdan optimal meyilnamany bitinsanly ha-
saplamanyil koordinatalar kopliiginin yzygiderli sahalanmasyndan
ybaratdyr.

Usulyn blok shemasy getirilen.

In- Cyzykly G, lgin
for girizmek /> gomisli |7 k=0 || bahalary
meseleleri hasaplamaly
¢Ozmek

| Alnan Sahalan-
meseldnin| —>
ma

¢Ozgiidi

Il
—
A

G/ bahasy-| | K-kopliigin
| ny hasap- P nomerlerine at
~_ lamak bermek
¢ Ji=jtl
G* Kopligi —>
J o o %
saylamak Cozilisini
gadagan cap etmeli
—>
Gk
sahalanyl-
madygy bar sony

Optimal ¢oziiwi
saylamak

7-nji surat
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1-nji bellik. Eger maksat funksiyanyn hemme koeffisiyentleri C,
bitin, j <n we j > n-de 0-a den bolsa, onda G, képlitk ti¢in baha ondan
has guyg:h

§(G) = &(G) = Fx)]

baha bilen ¢alsyrylyp bilner. ]Ja[ bellik — a-dan kigi bolmadyk in kigi
bitin sany anladyar.

2. Algoritmin ¢akliligi G kopliigin ¢akliliginden gelip ¢ykyar.

3. Bizin secip alan algoritmimiz eger bitinsanly hasaplamanyn
sertleri n sana dél-de, eysem n, < n ndbellilere goylanda has peydaly-
lygy aydyndyr.

1-nji mysal. F(x) = x, + x serte gord x-it max-ny tapmaly.

2x, + 11x, < 38,
x, +x,<7,
4x, —5x,<5,
x, >0, x,> 0, x-bitinler,

2 2—

i=1,2.

Optimal meseldnifi meyilnamasy sertsiz bitinsanlar x* = (4%, 2%),
z, = F(x*) = 7, bitin dil sanlaryfi meyilnamasy. x; koordinatasymy
alyp, G, iki sany képlﬁklere dargatmaly.
= {x/xeG x, <4},
G,={x/xeG,x =5}

Edil sonun yaly ¢yzykly programirleménin iki sany meselesini
alarys:
max F(x) =x, +x,,
sertlere gord
2x, + 11x, < 38,
x, tx,<7,
4x —-5x,<5,
0<x <4,
x,= 0.

191




2x, +11x,< 38,
x, tx,<7,
4x —-5x,<5,

x, =5,

EHTTTTTTTTTTITTITITIT

8-nji surat 9-njy surat

Bu meseleleri geometrik gorniisde ¢ozeris (8-9-njy suratlar
boyunca). G, kopliigifi boslugy sebépli, ofia seyle baha bereris: z, = c.
G, kopliik tigin suny alarys.

X1 = 4,.X2 = ZA, Zl =6->.

G, kopliige sahalanma gegirilen:

G={x/xeG x,<2},

G={x/xeG x,<3}.
Dowamlylykda, iki meseléni ¢ozmek gerek:

max F(x) =x +x,.
Serte gora
2x, +11x,< 38,
x, tx,<7,
4x, —5x,<5,

leO.
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0<x,<2.
2x, + 1lx, <38,
x, tx,<7,
4x, —4x,<5,

>0

1 — b

X

x223.

Birinji meseldni ¢oziiwi: x, = 3%, X =2,7" = 5%;

Ikinjisi: x, =2,5,x,= 3,2 =5,5.

Indiki 4dimde G, kopliikden sahalandyryp we tiikenikli 4dim
sandan soiira bitinsanly optimal meyilnamasyny alarys:

x, =3,x,=2,F(x)=5.

3. Diskret programmirlemede

sahalanma we aracik usuly

1. Sahalanma we aracék usulyna biz

kommiwoyaZoryi meselesi gorniisinde seredelin.

Goy, C =|c¢;|matrisanyni elementi ¢, i-séherden j-sdhere
gegmeginiit harajaty bilen kesgitlenilyédn bolsun. Seyle hem (i;))
saherleriil jlibiitini emele getirydn. ¢ sikl diyip, » sany yzygiderli
saherlerinl jliblitler toparynyn her bir sdherden dine bir gezek girip
cykmasyny

=10, 1), (i, i), ..., (0, 1) (0, i)],

yagny gatnaw yoluny emele getirmesine aydalyn. Her (/) jiibiit gat-
naw kommunikasiyasyny emele getiryér. Onda degisli ¢ matrisa ¢ sik-
li icin z(#) umumy harajatlaryni jemi bolup, bu
Z( t ) == Z Cij
(Wer
gatnaw boyunca kommunikasiyasy matrisanyn elementlerinin je-

midir. Her bir setirde we her bir siitiinde siklde dine bir element sak-
lanyar. Getirme matrisasyny we getirme prosesini girizelin. Eger C mat-
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risanyn kébir i-nji setirinden we j-nji silitiinden hemme elementlerin
minimal kigilerini ayyrsak, onda her setirde we her siitiinde ifi bolmanda

......

......

prosesinde ayyrmalaryn jemine getirilyan konstantalar diyilyér we A*
bilen belgilenyir. Bu yerde k& — getirménin tertip belgisi. Baslangy¢
¢ matrisanyn ofiyn dél elementlerden ybaratdygy aydyndyr. Getirme
matrisa gecilme onuil hemme elementleri ofiyn bolar yaly gurnalan.
¢ matrisa bilen gabat gelydn baslangyc meseldnifi amatly gatnaw bilen
getirme matrisa ti¢in optimal gatnaw gozleg prosesini guralyn. Getirme
prosesini has gin sekillendirelin.
Goy,
Ciji) = rnjincl-,

bolsun, onda

Ci = Cj— Cijo (25)

Goy,
Ciy; = mine;
bolsa, onda
Cij = Cyj— Cipj (26)

Seyle ofiyn ya-da nol C matrisadan
h' = zci,j(i) + ZC;J»,}', (27)
i=1 j=1

dent bolan getirilydn hemiseliklerinn jeminden ybarat ofiyn ya-da nol
getirilen matrisany almaklyga miimkingilik beryar.

Eger z(f) getirmeden oiki matrisa ticin ¢ siklin ¢ykdajylary;
az'(t) getirmeden sonky matrisa {ligin 7 siklin ¢ykdajylary; a,i getirme
konstantalaryn jemi bolsa, onda

zZ(t)y=h'+z'(¢)
bolar.
Getirilen matrisa dinie ofily ya-da nol elementlerden ybarat bol-
sun. &' 6nki kone matrisada ¢ siklin ¢ykdajysynyn asaky ¢agi bolyar.
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10-njy surat

Sahalanma prosedurasyny diistindirmek, suratlandyrmak we se-
killendirmek iicin bu usulyil geometriki manysyny ulanalyii. Hem-
me siklleri 6zara kesismeyén bolek kopliikleri bolup biljeklerinii
jiibiitlerini (i,/) gadagan (i,j)bilen belldp, agaglaryn sahalarynyi bo-
lan depelerinin jiibiitlerini sekillendirelifi. Onda (i,j) depeden gec¢yén
saha i-den j-e ge¢ydn hemme gatnawlary 6z i¢inde saklayar. (i,/)
depeden gegydn saha bolsa i-den j-e gecilmesi gadagan bolan hemme
gatnawlary 6z iginde saklayar. Meselem, (k,/)depeden geg¢yén saha
i-sdherden j-e gecilme we k-dan /-e gadagan bolan gecilméniin hemme
gatnawyny Oziinde saklayar. Sol bir wagtyn 6zilinde bolsa (k,/)-den
gecydn saha i-sdherden son j-sdhere, k-sdherden soiira bolsa / sdhere
barylmasynyn hemme gatnawyny 6ziinde saklayar. Kébir X depeden
agajyn yokarysyna ¢ykylsa, X-e degisli sikle girydn hemme depeleri
hem-de sikle girip bilmeyénleri aydyp bolyar. Bu yerde sahalanma
prosesiniii depelerini uglarynda sekillenyan kopliiklerinn birikmesinin
islendik tapgyrynda hemme siklleriii kopliigini emele getiryandigini
bellélin. Sahalanmanyn ge¢ilydn depesini X-iil iisti bilen belgilemegi
sertleselin. In uly dhtimaly bar bolan depesini Y-in Gisti bilen, gadagan
sdherlerin jlbiitinin depesini bolsa ¢yzyjak bilen belgildlin. X-depa
degislilikde w(x) asaky ¢égi ik bolan getirilydn konstantalaryn jemini
belgildlin we sahalanma ti¢in séherlerin jiibiitiniii saylanys prosedu-
rasyny sekillendirelini. Sahalanma ii¢in sdherlerin jlbiitinin saylanys
prosesini guralyn. Iki adamyi arasyndaky oynalyan oyun hokmiinde
Y we Y kopliikleri guralyi. Goy, Y oyungynyti asakdaky artykmaglyk-
lary bar bolsun. Ol oylanma {i¢in 611 saylanmadyk islendik séherler
jibiitini saylap bilyan bolsun. Ol minimal uzynlykly sikli gurmak
maksady bilen degisli getirilydn matrisanyn degisli nol elementi bo-
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lar yaly sdherlerin jiibiitini saylamalydygy aydyndyr. Emma getirilen
matrisanynl her bir setirinde we her siitiininde it bolmanda bir nol
element bardyr. Diymek, Y-oyna girmegii birinji 4diminde n-den az
bolmadyk sanly dalasgir bolar.

Jiibiitlerin saylawynyn bir dilligi birinji oyungy ticin meseléni
cozmekligi kynlasdyryar. Sonun {icin strategiyanynl bir bahalylygy
saylawyi ikinji ¥ oyungynyi oyunda oziini alyp barsyna giklilik
sertlerini talap edyar. Has takygy ol ¢éklendiris sertleri:

Eger Y oyungy (i, /) jiibiiti saylap alan bolsa, onda Y oyunga i
sdaherden ¢ykmaklyk zerur, yone j sdhere dil-de islendik basga sidhere
barmak bolyar. j-e girmek gerek, yone i-den dil-de islendik basga
siherden girmek bolyar. Bu gegisde Y -ifi i-den j-¢ goni gegise gori
has kop Vitgileri boljak. Y yitgileri minimirlemek iigin seyle miimkin
bolan gecisi saylamak maksada layyk bolar. Sonui ii¢in i-nji setirde
ol j-nifi yok bolan getirilen matrisadaky in kici aralygyndaky sdheri
saylar. Sondan sonl ¥ oyuncy hemme miimkin séherler jiibiitinin i¢in-
den Yiigin it kop ¢ykdajylary etjek jiibiitini saylap alar yaly edyar.
Aylanyp sowdalasmak baradaky meseldnin ¢oziiwi licin sahalanma
we aragikleme usulynyin umumy ideyasy seyledir.

Algoritmini yazalyn:

1. Goy, k= 1.

2. C*getirilen matrisany emele getiryan setirlerden we siitiinler-
den C matrisanyn getirmesini amala agyralyn.

3. X kopliik tigin baha bolan r* getirilydn konstantalaryn jemini
hasaplalyil. Ony w (X) bilen belldlin.

4. Hemme (i, j)-ler li¢in c; = 0 bolan X kopliige girmek {igin
dalasgérleri saylalyn, i=1,2,..,n;j=1,2, ..., 1

5. Y-a girmek li¢in saylanan dalasgérler tigin

0(i,j) = minc; + minc;;
J'#i i'#i

hasaplalyn.
6. Hemme i,j-den c; = 0 bolan

0(k,l) = max 0(i,j)

saylalyf. (k, 1) jiibiit Y kopliige girizilyar we Y kopliik bilen gadagan
bolup duryar.
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7.Y kopliik iigin onufi bahalaryny hasaplalyi:
w(Y) = w(X) + 0(k,1),

ol bolsa X we 6(k, [) kopliikler tigin ozal edilen harajatlara dendir.

8. Her séherden dine bir gezek ¢ykmak bolyandygy ticin, k-njy
setiri geljekki seretmelerimizden ayyrmaly. Her sdhere dine bir gezek
girmek bolyandygy {i¢in, j-nji siitliin ayrylyar.

9. Kébir sahalanma ddimlerimizde alnan kesilen matrisa 2x2
Olcegli bolany ticin we difie 2 sany miimkin sdherler jiibiitini 6ziin-
de saklayandygy aydyndyr. Bu jiibiitler halkasyz kébir gatnaw {igin
sonlayjy jiibiitler bolyar. Diymek, 2x2 gatnaw emele gelmesinin
ayratynlygy eye sonuil {i¢in 9 bolanda kesilen matrisanyn dlgegi 2x2
olcegidigi barlanyar. Eger «Hawa« bolsa, 11-¢, «Yok» bolsa, 10-a ge-
cilyar.

10. Alnan matrisa getirilen bolyarmy? Eger «Haway bolsa, onda
Y kopliigin bahasy Y-inn w(Y) = w(x) alynmasyna sebép bolsa seyle bir
kopliige den. Eger «yok» bolsa, onda yany alnan matrisanyn getiril-
mesi amala agyrylyar we A(k + 1) hasaplanylyar. Ondan son

wl¥)=w(X)+h"" k:=k+1

alynyar we 4 boliimeé gecilyar.

11. Amatlygyn sertiniil barlanysy: Eger yapyk siklin bahasy gel-
jekki hemme miimkin kopliiklerin sahalanmasynyn bahasynda kop
bolmasa, onda alnan yapyk gatnaw amatly. Eger-de haysy hem bolsa
bir kopliigint ondan ki¢i bahasy bar bolsa, onda alnan yapyk gatnaw
vatda saklanyar. Seyle hem sahalanma prosesini kigi bahaly kopliikde
dowam etmeli.

Usulynn blok-shemasy 11-nji suratda sekillendirilen. Kdbir
bellikler: «matrisa 2x2» bolan yapyk sdherler jiibiiti licin yapyk
gatnawy emele getirmesinin alnys pursady kesgitlenilyér. «Gayta-
dan almak»bloga gecisini dine geljekki sahalanma ti¢in degisli kop-
liik perspektiw bolanda bolyar. Bu yagdayda indiki sahalanma {igin
dalasgérleri saylama prosesi basdaky C matrisany onki yagdayyna
getirmek talap edilyr, ¥ -san

q = ZCU

(ij)ex
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gurlan x kopliik iicin 611 gurlan gatnaw ¢ ¢ykdajylaryny hasaplamaly.
Ondan sont X-e giryén jiibiitler iicin setirleri we siitlinleri cyzmaly we
dalasgérleri saylamak iicin alnan matrisany sahalanma getirmeli.

Informa-
siyany

girizmek Dikeltmek
| 5
Getirmeli
Birnice Sahalanmak {igin
séheﬂgri - depe saylamak «Sag
saylamak Deslapky mesele ikinji > depe»
we dordiinji gosmaga
ciklendirmeleri bilen

!

A
Sahalanma T
Deslapky

A

BCO
meselesi

!

11-nji surat

- Matrisa™, Ma.tn'sa __, | Netijdni¢ap |__, | Sony
Tablisany [—» 20 optima

yonekey-

lesdirme

Birinji

gosmaca

2. Diskret programmirlemede lokal optimally algoritmi
we meselesiniin algoritmleriniii deriewi. Bu usul kommiwoyazor
meseldnin takmynan c¢oziilisini gozlemek ideyalaryna esaslanyar.
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Baslangy¢ totin gozlegin ¢oziilisini kesgitlemek (baslangye yzygi-
derli séherlere aydylyar) asakdaky yaly gecyar. Bu ¢oziiwin towerek-
lerini tapawutlandyrmak we nokatlaryn toéwereginde maksimum funk-
siyanyn lokal optimallygy kesgitlenyir, yagny tapawutlaryn kopleng
vagdayda lokal optimallygy gozlenende yonekey saylama esasynda
gozlenydr. Sebdbi toweregi kop bolmadyk nokatlaryn sanyndan
duryar. Sofira totén saylaw bagga bir ¢oziilis ligin yerine yetydr we
onun towereginde totén lokal optimal gozlenyir ya-da kesgitlenyar.
Bu prosesin 6zi yzygiderlikde kop gezek gaytalanyar. Optimal
¢oziilisin hili hokmiinde seyle bir sdherlerii iistiinde aylananlaryn
yzygiderligi goz oniinde tutulyar. Netijede, maksat funksiya hemme
seredilenler bilen deniesdirilende i1l kigi baha eye bolyar. Miimkin bo-
lan gaherlerin kopiisini G diyip bellesek hem-de x = (i, ,, ..., [, ) yerini
calysmalaryn 1, 2, ..., n gérniislerinin iisti bilen maksat funksiya f{x) x
yerini ¢alsandan diiziilen yoluil uzynlygynyn ge¢melisini gorkezyér.
Onun algoritmi asakdakydan duryar.

Eger yerine ¢alysmanyi totédn saylawyny X°= (i , i,, ..., i ) bilen
belgilesek we i, bilen i -nifi yerini ¢algyp, tize alnan yerini ¢alysmany
x" bilen belldlin we yzygiderlikde maksat funksiyany f(x") we f(x,)
hasabyn f{x) maksat funksiya ya-da /" (x")we f(x°) yerini ¢alysmalar
yzygiderliginde bahalaryny kesgitldp alalyn. I¢inden in azyny mini-
mum nokady yatda saklarys, yagny

fix) = min { f(x'), fx")]}.

Biz x-de seyle bir sdhere yzygiderlige aylanylyanlygyny yatda saklarys
Sonuii netijesinde f(x) maksat funksiyanyn bahasyna degisli bolar yaly.
Alnan bar bolan ¢oziiwde 2 we 3 elementlerin yerini ¢alsyp, seyle hem
saherin aylanyanlygynyn yzygiderliginin yerini ¢algyp asakdaky neti-
jani alarys. Yagny tize emele gelen yzygiderlige x” bilen bellip, onuii
yzygiderligine gecis yoluny f(x")-diyip maksat funksiyany belléris.
Oniki n-1 f{x) maksat funksiya bilen téize alnan x"-i yatda saklanan ya-
ceykada denesdirip, haysy birisi az bolsa sony yatda saklap, degislilikdiki
yzygiderligi, yagny onun x-déki bahasyny kesgitldris. Seylelik bilen
n-1 ¢alsyrmadan uly bolmadyk sondan sofira biz onun in onadyny totian
baglangyg¢ yerini galysmazdan, yagny (i, i, ..., I ) onufi kesgitlejekdigi
aydyndyr. Eger biz x-i yzygiderlik gecmisinin gatnasyklarynyn yzygi-
derliklerine degisli diyip hasap etsek we ony f(x)-ii yerlesen yagey-
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kasynda yazsak netijede bahasy gatnawyn (marsrut) uzynlygyna bagly
bolup duryar. Eger meseléni ¢ozmeklikde harg edilen  wagt haysam bol-
sa berlen k& ululykdan artykmag bolmasa, onda totén yerini ¢alysmany
biz saylap bileris we proses su yzygiderlikde gaytalanyandyr. Yokar-
da gorkezilen prosedura haysy hem bolsa bir &dimden alnan gozlenen
optimallasdyrmanyn coziilisine yakyndygyny we yakynlasdyrmanyn
derejesiniit bahalanmaga miimkingilik beryéndigini gérmek bolyar.
Seyle hem optimall ¢éziiwi deriemek diizgiininiii basga yollary kes-
gitli dildir. Sol berlen wagtda bu usul we onun modellenisi (bir wagtda
yerini ¢alysma bir sdherden kop séher li¢in yerine yetyir.) islendik wagt
pursatynda haysy hem bolsa bir yzygiderlikde séheri aylanmak we ola-
ra degisli bolan f{x)-i — kesgitlemek ti¢in miimkingilik déredyar. Yokarda
gorkezilen algoritmleriii shemasy asakdaky goriisde sekillendirilyar.

Ipform. > ;=0 |— x—1 N fo—i
girizmek saylamak bk
O 1
Y
F(x)-i T
<—| hasaplamak iwe l'jﬂ-lerifl Yerini ji=j+1
alsyrma X
calsy -
¢ T X, f(x)-cap

k
[ =/) —{ x=x_| _, ctme

0

t<T

12-nji surat. Algoritmin shemasy

3. Diskret programmirleme meselesiniii algoritmleriniii der-
newi. Sahalanma we aracik usuly » 4dimden optimal bolmanam bilyén
kébir yapyk sikli almaga miimkingilik beryédr. Hasaplama prosesinii
kyngylyklary sulardan duryar. Her &dimde matrisanyn elementlerinifi
deriiewini geg¢irmeli; her &dimde nol elementleri saylamaly, sahalanma
we gurma bahalaryna dalasgéri saylamagyn yonekey usuly. # uly bo-
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landa wagtyn sarp edilisine gord ¢cozliw agajynyn sahalarynyn kopel-
megi sebépli, meseldnii ¢oziiwi optimallyga getirilmdnem bilinyér.

Belmanyn usuly » ddimde optimal ugry almaga miimkingilik
beryar. Emma 2 < k < n d4dimleri ge¢irmegin kyngylyklary uly # {i¢in
bu usul amatly dildigine sayatlyk edydér.

Lokal optimizasiyaly totdn gozleg algoritmi ¢oziiwi almak ticin
sarp edilen wagt berlen 7 ululykdan uly bolmaly dél sertli # uly bolan-
da meseldni masynda ¢6zmek maslahat berlip bilner.

1-nji mesele. Kommiwoyazoryil meselesine seredelin. Goy,

P=1-2->3->4->1), P=(1->2->4->3->1),
P=1-53-52->4->1), P=1-53-54-52->1),
P=1->4-52->3->1), P=(1->4—>3—>4-1),bolsun, onda

©248
60067
52005
327

C-matrisanyn getirmesinin sany 13-e den ([1] = 2, u[2] = 6,
u[3]1 =2, u[4] =2, u[1] = V[2] = V]3] = 0,V]4] = 1). Baslangy¢ baha
W(D) = 13, getirilen matrisa:

C =

025

0000

3002

10 5 8-

Birinji 4dimde D-kopliik iki kopliige dargadylyar:
Di = D{(12)U(2.1)} ={P.P}
D! = D{u(1.2)} = {P,P,, P.,P.}

C =

Bu sonky kopliikler birinji ddimde olaryn degisli bahalary:
W(D!) = 16:W(D}) = 15,

onda matrisalar

134
2(00 00

Cl =310
4004 0o
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Ikinji 4ddimde D7-kopliik
Ds,={(1,3)u(1,2),(3,1)} ={P, P.} we D3, = {@U(1,3)} = {P, %}

kopliiklere dargayar. Olaryfi bahasy degislilikde W(D;) = 15,
W(DJ) = 18. Sonky kopliikler bolup ikinji ddimde Di, D3, D3kop-
liikler bolyar.

X, A
R
4:: ;Q
P
0 X,
<

(2)I a , > oo

T - >

-0 (_3)|: ~ 4 >
I 'x

13-nji surat

Ucgiinji d4dimde D) -képliik it az (minimum) baha eye bolup,
olaryn arasynda tapawutlanyar, onda onun dargadylmasy:

Di={(2,1),(1,3) v (1,2).3,1),(3.2)} = {P:};
Dy ={(1,3) U (1,2).3,1),(2,1)} ={P}.

§4. Parametrik ¢yzykly
programmirleme meselesi

1. Meselénin goylusy

Eger kédrhanalar tarapyndan ondiirilyén 6ntimleri gorap saklamak
gerek bolsa, onda onunl bahasy oniimin ondiirilip tayyarlanan pursa-
dynda hemiselik bolek bolup, onun goralyp saklanyan wagtyna bag-
lylykda bolsa tiytgeyéan bolek bolup duryar. Seyle hem baglylyk adaty
yvagdayda ¢yzyklydyr. Meseldniil optimal maksatnamalasdyrmasynyn
funksionaly (maksat funksiyasy) seyle onlimgilik {i¢in onuni koeffi-
siyentleri bir parametre ¢ ¢yzykly bagly bolup duryar.
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Kopleng yagdayda maksat funksiyanyn koeffisiyentlerinin diie
takmynan bahalary belli bolyar, olary ¢ parametrli ¢yzykly funk-
siyalar gorniisine getirip, bu koeffisiyentlerin iiytgeydn yagdayynda
meselédnin ¢oziilisinde ¢ parametriit 6ziini alyp barsyny dwrenmek
bolyar (durnukly diylip atlandyrylyar). Céklendirmeler ulgamlarynyn
koeffisiyentleriniii tiytgeyan yagdaylary iigin hem edil sonun yaly
derfieméni gecirmek bolyar:

1. Eger biz ¢ parametrint maksat funksiyasynyn we ¢éklendirme-
ler sistemasynyn umumy yagdayyna seretsek, onda

anxi + anXs + ... + anx, < a, + bit,

AnXi + A0Xo + . + QX < a2 + b1t (28)

A1 X + A2 X2 + + AmnXn S An + bmt
2= (¢ + dit)(=x) (29)
Jj=1

X, >0 tela, f]. (30)
2. Eger biz ¢ parametri difie ¢dklendirmeler ulgamynda seretsek,
onda ol asakdaky gorniisde sekillendirilyar:
anX + QX + ... + anX, = a + bit,

A Xy + Ao + ... + QX < @ + bt

aml-xl + A2 X2 + + amn-xn S An + bmt

2= (cmy), (29)

j=1
X, = 0 tela, fl.
3. Dinle ¢ parametrin maksat funsiyasyndaky yagdayyna seredilse,
mesele asakdaky gorniise eye bolyar. Céklendirmeler ulgamy berlen:

anXi + anXo + ... + anXx, < a

...................................................... (281)
Am X1 + A2 Xo + oo + A X = Ay

x;=20,j=12,..,n

203




Bu sistemadaky deiisizlikler bilelikde ¢oziilise eyedir we Q kop-
granlygy kesgitleydr. Maksat funksiya z berlen:

& =236+ d)(-x),

¢, we d_sanlar bellidir we hemiselikdir. 7 ululyk bolsa tiytgeyén
parametr bolup, a, f] kesimde islendik bahalary alyp bilyar (/4-nji
surat).

Bu yagdayda optimal maksatnamany tapyp bolmayar, sebdbi
onun yeke-tdk bolmazlygy miimkin, yagny ¢ parametrin diirli ba-
halarynda olaryn biri-birinden tapawutly bolmagy miimkin. Sona
gori, meselini basga gorniisde goymaly bolyar. Yagny, [a, ] ke-
simi birnége tiikenikli boleklere boliip, #-nin seyle bir bahasynda
Q kopgranlygyfi sol bir depesinde funksional z, maksimuma eye
bolar yaly.

@« t B

\

14-nji surat

2. Meselénin analitik
usulda coziilisi

Bu meselédnin ¢ozilisiniil algoritmi umumy gorniisde iki bolek-
den duryar.

1. Goy t-nin fiksirlenen bahasynyi i kigisi # = a bolsun. Onda
maksat funksiyanyn hemme koeffisiyentleri hemiselikler bolyarlar.
Bu yagday ti¢in meselani ¢ozelin, yagny z, maksimuma yetyén depe-
sini tapalyn.

2.z maksimuma sol bir depede eye bolyandygy ti¢in ¢ parametrii
hemme bahasyny kesgitlélini. Tapylan aralagy [a, S] berlen kesimden
ayralyn. Galan aralyk {i¢in yene-de meseldni ¢6zyaris, yagny algorit-
me goré birinji yagdaya gegyaris. Seyle yzygiderligi td [a, f] kesimi
bolek aralyklara boliip gutaryancak dowam edyaris.

Bu algoritme hemmetaraplayyn seredelin:

1. Goy, t = a bolsun. Onda maksat funksiyany asakdaky gorniisde
yazmak bolyar:
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n

Z = Z(cj +d;a)(—x;). (31)
i

Simpleks tablisany diizelin. Onda ¢ we d koeffisiyentler {i¢in,
degislilikde iki setiri gosalyn (/8-nji tablisa). Bu tablisanyfi z setirinifi
her bir siitiininde c,we d/ iki san dél-de, ol sanlaryii jeminden duryan
bir san duryar. Tablisanyn ini soiiky iki setirinde erkin ¢ parametr {i¢in
z, ¢yzygy gorniisde yazylyar. z almak tg¢in ifi sofiky setirifi koeffi-
siyentlerini #-e kopeldip, ony il sonikkynyil onitindéki setiriit degisli
koeffisiyentleri bilen gosmak gerek.

Simpleks usuly bilen seredilyén tablisadaky meseldni ¢oziip, onun
dayan¢ meyilnamasyny, sofira bolsa optimal maksatnamasyny tap-
yarys. Biz ifl soniky iki setirifi koeffisiyentlerini hem simpleks usulyny
ulanyp tliytgedyéris. Tdze koeffisiyentleri p, ¢ bilen belldlin. Seyle
hem P we Q belldp, tize tablisany (/9-njy tablisa) alarys.

Meyilnama optimal bolyanlygy ti¢in z setirii hemme koeffi-
siyentleri otrisatel daldir:

p;t40=0.

Sofira biz ikinji tapgyra seredelin.
2. t-nin sol bir depede maksimuma eye bolup biljek bahalaryny
kesgitlemeli. Basgaca aydylanda #-nin tablisada yazylan maksatnama
optimal bolup galar yaly bahasyny tapmaly.
Eger z setirin hemme koeffisiyentleri otrisatel bolmasa (dal bol-
sa) maksatnama optimaldyr, sofia gérd-de meseldni ¢ozmek iigin z,
funksiyanyn koeffisiyentlerinin hemmesi otrisatel bolmaz yaly z-leri
tapmaly:
p+qt=0,)
D>+ gt =0,

t (32)

Bu densizlikler ulgamynyn ¢oziilisinde #-nini gerek bahasy tapylyar.
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18-nji tablisa

X, —X, —-X, 1
yl - al
v, (a,) a,
V.= a,
z, = c, tda c,tda c,+ dna 0
c, c, c, 0
2= d, d, dn 0
19-njy tablisa
-V -, TV TX L e X 1
X, = b,
X = b
K B (b,) s
-};s+1 B Y b§+1
y”‘l - bm
Z, = ptqoe ptrao .. ptqe p . tq. 0..ptga |P+Qa
- Py P, - P Pu - P, £
4= q, q, - 4, 4., - 4, 0

Diirli yagdaydaky hususy gorniislere seredelin.
1) Goy, hemme koeffisiyentler q,>0 bolsun. (32) ulgamdan

alarys: ‘ -
QIZZ_pJ’ ZZ_%’(]: lan)
i

Polozitel sana boliinende densizligin manysy tiytgemeyar. (—pj /qj)
sanlarynl gatnasygy » sany densizlikler ulgamyndan alynyar we ¢ pa-
rametr olarynl her birinden uly bolmalydyr. Bu sanlaryn i¢inden ifi

ulusyny saylalyn:
max ( - p,-) :
J
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Eger #-ni bu gatnagykdan iii uly edip alsak, onda galan sertler 6z-
-6ziinden yerine yeter:
max (— &) <t

Bu yagdayda ¢ iicin yokardaky cdk yokdur, sebébi islendik yag-
daydaky ¢ gorkezilenden uly bolup, ulgam (32) kanagatlanyar. Sey-
lelikde, tlikenikli gérniisde:

max(—&> <1< oo.
q;

Gozlenyian aralygyfi ahyryny a, we a, bilen belldp, hemme q>0

yagdaylar ti¢in onun asakdaky bahalaryny alarys:

a = max( 2}’ )} (33)
=+ o0.

[a,, a,] aralykda funksional sol bir depede maksimuma yetyar.
Diymek,
tefa,, a, ].
2) Goy, hemme koeffisiyentler q, < 0 bolsun. (32) densizlikler
ulgamyny ¢ozyiris. Yagny otrisatel sana bolenimizde defisizligin
manysy tersine Owrilyéar:

Pi (:_ 71,
<, =1,n).
. (j )
Eger t-ni n sanyn azyndan az edip alsak, onda hemme sertler ye-
rine yetyar.
1< m1n< P ’)

J
Bu yerde ¢ tigin hig hili asaky ¢ék yokdur, sonun iigin #-ni tiike-
niksiz kigeltmek bolyar:

—oo<t<m1n< p,>

4qi
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Yokardaky yaly, gozlenyin aralygy degislilikde a, we a, bilen
bellalin:

o, =—o
o, = min (—&>} (34)

Yokarda gorkezilen aralyk yaly te [a,a,].

3) Goy, g, sanlaryn i¢inde p01021teller1 we otrisatelleri bar bolsun.
Onda (32) deftsizlikler ulgamyny degisli alamatly, q, koeffisiyentli
iki sany topara bolmek bolyar. Onda polozitel q- i defsizlikler to-
paryndan alarys:

max(—&> <t.

J

Seyle hem otrisatel q}.-li densizlikler toparyndan alarys:

t<m1n< p,)

qi

(32) ulgamyn hemmesinifl kanagatlanmagy iicin ¢ sol bir wagtyn
oziinde alnan densizlikleriii ikisini hem kanagatlandyrmalydyr:

max( p;) <t< min(—ﬂ)

(@>0) (0/<0)

Yagny
= max< 5’)(% > 0),
@ = mm( p,.- >(q, <0), 35)
r e [aﬁ,az].

Bu yagdayda ¢ gyra bahalaryn ikisini hem kabul edyar.

4) Eger haysy hem bolsa bir j siitiinde koeffisiyenti q,=0 bolsa,
onda ol nol goz &iiinde tutulmayar. Asakdaky yagdaylara goré z_se-
tirde degisli koeffisiyenti (pjo + qj_o) dendir we optimallyk sertine gora
vazylan tablisada maksatnama otrisatel déldir:

P, T 4220,

q,=0 bolyanlygy li¢in:
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P, * 0 a=p, 20.
Yagny, tablisadaky if sofiky setirifi otiiindziki setirifi koeffisiyenti otri-
satel déldir. Degislilikde, z koeffisiyentini gorniisi asakdaka den bolar:
pj0+qj0t=pj()+0.t'
Bu koeffisiyent islendik #-de otrisatel déldir:
pj0+0-t:pj020.

Sonun {i¢in bular yaly siitiiniii bolany bilen, ony goz 6niine tut-
masan hem bolyar. Alnan netijeleri birlesdirip, yeke-tdk bir diizgiini
alyarys.

Hemme yagdaylarda, yagny q,= 0-dan basga #-nin liytgeyén ¢égi

bolup (—%) gatnasyk hyzmat edyr. ¢, koeffisiyentin poloZitel yag-
J

dayynda z parametr uludan-uly, otrisatel bolanda ki¢i gatnasyk bol-
maly. Seylelikde, (32) ulgamyti ¢oziilisinden #-nifi tiytgeyéin (a, a,)
aralyk cdgini kesgitleyéris, ol bolsa sol bir depede optimal ¢oziiwe
eyedir. Bir alnan aralyk [, a,] bilen berlen [a, ] aralygy defiesdirelif.
Bu yagdayda biz ¢ = a iicin meselédni ¢ozendigimizi yatdan ¢ykarmalyn.
Yagny, o, bahasyna bagly bolmadyk a:a, = a birinji aralygyn ¢ep
gyrasy Ugin (a, sagda bolup bilmeyir, a goré, ¢cepde bolup bilyir).
Eger a, > B, onda [a, ] aralygyit hemmesi [a., a,] aralygyf i¢in-
de yerlesyar we mesele ¢oziilyér: z-nin islendik bahasy {i¢in z€[a, f]
funksiya z sol bir depede maksimuma eye bolyar (/5-nji surar).

o B

A4

~Yy

15-nji surat
Goy, a, < Bonda [a, a,] aralygyn tapylan depesinde funksiya
maksimuma eye bolyar, galan [a,, f] aralykda gogsmaca deriemekligi
talap edyar (16-njy surat).
o s

\

1 2
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10-njy tablisada a,,-nifi bahasyny kesgitleyin j, siitiine seredelin:

—_ Di
a, =—=+2.
? o
(34) we (35) formuladan gorniisi yaly, o, baha < S ! > gatnasygyn
in kici bahasy bolup, degislilikde g, otrisatel koeffisiyentdir .
t < a, bolanda (32) ulgamyn hemme deisizliklerini kanagat-

landyryar, seyle hem P, tq,0) hemme koeffisiyentler giiy¢li polozitel,
edil sonuni yaly hem j siitinifi koeffisiyenti:

Pyt q,t>0,

t-ni ¢t = a,-d genli ulaldalyni. Onda j, siitiinifi koeffisiyentleri nola
owrtlyar:

Dio + qjol> = Pjo + qj0<— §j0> =0

JjO

20-nji tablisa

Jo

P,
qj

]

Beyleki siitiinlerde q; otrisatel bahasy bilen 7 = a, kigidir. ( P ’)

4q;

o

gatnasykda, (qj +q, t) koeffisiyentler giiycli polozitelligine galyar. qj-iﬁ
polozitel bolan siitiinlerinde yokarda kesgitlenilisi yaly, #-nii otrisatel
dal sana ulalmasyna nol dél koeffisiyentler: (p, + ¢,1) dwriilmeyirler.
t-nifi geljekki ulalmasyna-da j; siitiindéki koeffisiyenti otrisatel edyar:

Pyt qjot <0.

Sol bir wagtyil oOziinde galan hemme koeffisiyentler seyle
ulalmanyn baglangy¢ periodynda otrisatel dil bolup galyar. Diymek,
hagan 7 > a, bolanda j, siitiin simpleks tablisada rugsat ediji bolyar.
Eger siitiinde polozitel koeffisiyentler yok bolsa, yagny rugsat ediji @,
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elementi saylap bolmasa, onda ol hagan 7 > a, bolanda funksional z,
céksizdir, bu bolsa derfielydn meseldniil galan hemme [a., f] aralykda
¢Oziiwininl yoklugyny afiladyar. Eger j siittinde polozZitel koeffisiyenti
bar bolsa, onda meselénin ¢oziilisini dowam edyaris.

Sonuf tigin z_ setiri z , setir bilen ¢alysyarys we (yagny #-nifi yerine
a, goyyarys) j, sttiinde rugsat ediji elementi if} kici simpleks gatnasyga
goré saylayarys we bir 4dim modellesdirilen Zordan yzygiderli yok et-
méni yerine yetiryéris. ¢ = a, bolyandygy sebépli z , setiriii koeffisiyenti
J, stitinde elmydama nola deni bolyar, bu setir 6zgerdilende ol tlytge-
meyar we onufl galan hemme koeffisiyentleri otrisatel déldir, onda bu
adim biz optimal ¢oziiwi asakdaky tertipde alarys. Tapylan ¢6ziiw ii¢in
edil birinji haldaky yaly meiizeslikde ¢ parametrin iiytgeyin aralygy
kesgitlenilyar. Eger j -nifi bahasy, j birnége siitiinlerde alynyan bolsa,
onda rugsat edilen diylip olaryii islendigini almak bolyar.

Netijede, birinji hereketiniil algoritminifi, yagny hagan ¢ = o fik-
sirlenen ti¢in optimal ¢6ziiw gozlenende z, yokardan ¢aklendirilme-
dik bolmagy miimkin. Bu yagdayda haysy hem bolsa bir j stitiinde
z -setiriil koeffisiyenti otrisateldir:

Pyt q,0<0,
galan hemme koeffiyentler bolsa j; siitiinde polozitel déldir (diymek,

rugsat ediji elementi saylap bolanok). j, siitiinde ¢ asakdaky erkin
baha eye bolar:

By + G-
Bizi gyzyklandyryan zatlaryn biri hem ¢ > a bolan yagdayy. On-
da biz ¢ = ¢, bahany alsak, gorkezilen koeffisiyent nola deni bolyar:

Pt q,4,=0,
bu yerden

pjo
t =—+5. 36
’ o (36)

¢t = o bolanda koeffisiyent otrisatel bolyar:

p;*q,0<0,
1) Goy, < 0 onda
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Pi o
g2 <—pi,a>—">Ya-daa>1,.

Jo

Bu yerden gorniisi yaly ¢, nokat koordinatalar okunda a-nyfi
cep tarapynda yatyar (1 7-nji surat).

t 't
17-nji surat
¢-nin otrisatel bolyan basga koeffisiyentini tapalyn:

Pyt g, t<0, ¢,<0,

qjﬂt < _pjl)’ t> - pjos t > tr)-

djo
Bu yerden gorniisi yaly #-niii bahasyny c¢dklendirmek islendik
t >t, baha ti¢in 7 > o defisizlik dogry.
Onda z, setir otrisatelligine galar:

P + qjot <0.
2) Eger ¢, = 0 bolsa, onda
Pt 40 = DS 0,
t-nin islendik bahasynda yerine yeter. Seylelikde, ¢ > « islendik
inS 0 koeffisiyent li¢in z, setirdéki j0 stitiin otrisatel bolup galar.

Bu siitiinden meseldni kanagatlandyryan bahany alyp bilmeyar.
Onda ¢ > a densizlik [a, B] aralykda z, ¢yzykly defileménii ¢oziiwi
bolmayar.

3) Eger qj0> 0 we t = a, onda

Pyt q,0<0,

bu yerden
Pio

Jo

djoad < —Pjoy A< — ;s a< to.

Yagny, 1, bu yagdayda koordinata oklarynda a-nyfi sag tarapynda
(18-nji surat) ya-da
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18-nji surat

t —bahada bolsa, onda o < ¢ <, bolar. Bu interwalda hem z, funk-
siya hig hili ¢oziiwe eye bolmayar. £ = 7, bahada ol nola den bolar ¢-nifi
artmagy bilen ol polozitel bahany alar. r > ¢ tize ¢ozgiide getiryar:

Qo
Sonun iicin seyle tipli meselelerin algoritimleri diiziilende olar
haysy hem bolsa bir interwal aralygynda dowam eder (/9-njy surat).
o p
o T 4 & a4

1 2 3 4
1-nji ¢oziiw 2-nji ¢oziiw  3-nji ¢oziiw

to:—

Y

19-njy surat

Bu yerde meseldnifi ¢oziiwi ¢ = a,, t = a, we $.m. yaly boleklerde
amala agyrylyar .

Mesele. Bitinsanly funksiya {igin parametrik programmirleme
meselesiniii maksat funksiyasy:

z,=tx, + (1 +1) x,+ (6 - 2¢f) x,— max,
tell, 8]
we onun ¢aklendirmeler ulgamy berlen:
2x, +3x,+x, <1,
3x, tx,—2x,<3,
dx, +2x,+x,<4,
x,2 0.
1) Eger ¢ = 1 diysek hemiselik koeffisiyentli funksionaly alyarys:
z, =x, +2x, +4x, — max.
2) z, bitinsanly maksat funksiya we 7 -e gord iki setirli meseld

gelyiris (21-22-nji tablisa).
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21-nji tablisa 22-nji tablisa

-x, —x, —x,|1 -x, —x, =y |1

«ly= (2 3 [t [|y= |2 3 11
v,= [3 1 =23 ||ly,= |7 7 2|5
yv,= |4 2 1|4 [|lyy= |2 -1 -1]3
z= |-1 -2 —4[0 ||z,= |7 10 4|4
.- |0 -1 -6]0 Z:{ 12 17 616
{ -1 -1 2]0 || -5 -7 -2|-2

22-nji tablisada tapylan ¢ozgiit £ = 1 bolany {i¢in optimal, se-
bébi z, setiriit dhli koeffisiyentleri otrisatel dél. Bu ¢ozgiit:

x,=x,=0,x,= L.
Sol bir depede boljak optimal ¢dzglit licin, sol #-nin dhmiyeti-

ni kesgitldlin. Sonun yaly dhlisi q,<0 (azat agzany hasap etmén, in
sonky setirde dhli sanlar otrisatel), (33) formulalardan peydalanyarys:

a,=—0o0
az—mm< p’_),

(t€ (o, a,))
12+12(=5)=0
17+152(—7)=§>
6-2f =%

Bizin yagdayymyz ti¢in o, = 1 (berlen aralygyn cep tarapy);
_p_ 12 _ 12 _p- 17 _ 17

aq B —5 5 q> - —7_ 7,
Ps 6

3 =3

)
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Sol sanlardan in kigisi 152

152 yagdayda ¢6ziiwi (0, 0, 1) nokatda bolar. Alnan kesim

a.

1<
[1 %] berlenden [1, 8] ki¢i. Seretmezden tapylan kesimi ayyryarys we

[%,8] galan kesim {i¢in meseldni ¢dzyéris. Onun iicin t-e ¢ = %

dhmiyeti beryéris we onui ti¢in Zi2 setiri hasaplayarys. Birinji siitinde

noly alarys; Zi2 setiriii galan koeffisiyentleri polozitel. Tablisada bagga
sanlaryil dhlisini liytgetmén galdyryarys. Netijede, 23-nji tablisa gelyaris.

23-nji tablisa 24-nji tablisa

-x,  —x, -y |1 =X, % »|l

1 3 11

“1x 3L n=1 3 5 2|2

= |7 205 |7 3 3|3

»n=12 -1 13| 1»T 72 2 T205

=g L1 6|6 |n=|1 -4 2|2
5 515

12 17 616 | |,= g0 L 616

zt={ 5 7 2|2 5 5|5

6 -1 00

s 1 1|1

2 2 22

t > % yagdayda noluni yerinde otrisatel san emele geler we
meyilnama optimal bolmagyny bes eder. Sonu ii¢in sol siitiini rugsat

beryén diyip alyarys. Rugsat berydn element 2 bilen ddimi &dip, Z12
setirin koeffisiyentlerinde iiytgemin galan 24-nji tablisany alyarys.
Téze meyilnama optimal:

x,=x,=0, X —%,
sebibi 212 setiriii dhli koeffisiyentleri otrisatel dil. In sofky setirde
&hli koeffisiyentler g, polozitel: q,> 0, bu yagday {i¢in bolsa (32)
formulalar boyunca
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A, =+ o0
Hasaplayarys
_p__=6_12 _p_—-1_,
q S 5 @ 1
2 2
_p_ =0 _
0 T 0.
2
Sol sanlardan i ulusy 12 , degislilikde, a —%

Yone welin, bu sonsuzam aydyndy, sebébi a,-¢ derfielyén ara-
lygyn gepiniil sofiy hemise hyzmat edyir. a, = +oo gord,

12 v
iicin (1/2, 0, 0) sol bir depede optimal ¢6zgiidi alarys. Bu aralyk
[12 8] barlap dwrenilydnden has uly, sonuii ligin mesele ¢oziilen.

Netije: 1 <t < %

giit, % < t < 8 yagdayynda a_z(L; 0; 0) depede optimal ¢ozgiit

12
5

we olaryh giiber¢ek gdrniisinde, islendik nokatda a=1a + (1-4)a.,

yagdayynda a_l(O; 0; 1) depede optimal ¢oz-

(15-nji surat). t = == yagdayynda ¢ozgiidi a we a ,depelerin ikisinde

buyerde 0 <A< 1.

3. Geometrik manysy
we grafiki ¢oziilisi

Meseldnin ¢éklendirme sistemasy Q kopgranlygy kesgitleyar.
Asakdaky deiileme koordinata baslangyjyndan gecyén kabir giperte-
kizlige degisli edilyar:




ya-da
Z(Cj + d,[)(—x/) = 0.
=1

Indi parametre baha berelin: # = a. Bu yagdayda gipertekizlik

belli bir yagdayy eyeleyér. Ony koordinatalar baglangyjyndan maksi-
mal stiystirip, 4, nokatda onufi ¢6zliwini alarys (20-nji surat).

20-nji surat

Indi parametrin ululygyny tiytgedelin, a derek = a' bahany alalyn. Bu
vagdayda gipertekizlik 6z yagdayyny iiytgeder, emma ol sonda-da ko-
ordinatalar baglangyjyndan gecer, yagny ol koordinatalar baslangyjynda
onki yagdayyna gord belli bir burga aylanar. z, = 0 gipertekizligi koor-
dinatalar baslangyjyndan siiystirip, yene-de 4, depé diiseris. Yéne bu
yagdayda funksionalynn maksimal bahasy basga bolar. Sebébi ol hizirki
gipertekizlige degisli bolan 4 nokadyf asylan gysarmasyna den. Bu gi-
pertekizlik bolsa aylandy we gysarmasy tlytgedi.

Suna mefizeslikde 7 bagdaka 7 = &" baha berip, yene-de 4, nokat-
da ¢oziiwini taparys we s.m. Té gipertekizlik 4, 4, gapyrga parallel
(t=a, bolanda) ya-da 4, 4, gapyrga parallel (= a, bolanda) bolyan¢a
dowam etdireris. Bu iki ¢ozliwiii hem degisli gapyrgalaryii dhli nokat-
larynda tiikeniksiz kop optimal ¢oziiwleri bolar.

t-ni yene-de ulaldyp (o.,-den hem ulaldyp), optimal ¢6ziiwi indi
Oziinin 7 interwal tiytgemesi bolan 4, depede alarys. Analitiki usulda
bu gecis Zordan kadadan ¢ykmalaryil modifisirlenen ddimlerinden
peydalanylyp yerine yetirilyar.
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Eger Q kopgranlyk ¢éklenmedik bolsa, onda z, = 0 gipertekizlik
t-nifl kibir bahalarynda z, ¢dklenmedik bolar.

X

/
/
/

INNNNNNNNNNNN)

21-nji surat

Y okardaky 21-nji suratda z , ¢iksiz, z  bolsa 4 nokatda maksimal
bahany alyar.

Yokardaky alnanlardan iki tiytgeyanlilerden diiziilen parametrik
programmirleme meselesini grafiki usulda hem ¢6ziip bolyar. Onun
¢oziilis yzygiderligini meselede aydynlasdyraly. Goy,

—x, tx,<3,
4x +5x, <51,
2x, —5x,<3,
x, tx,25,
x,20,x,>20
sertlerde
z,=5x, + (2 +3t)x, (ze[0, 10]),
deiileméniit maksimumyny tapmaklyk talap edilsin.
Q kopburcluk gurlup, parametre i ki¢i # = 0 baha berilsin we

z,= 5x1 + 2x2

funksiya ti¢in A nokatda maksimum tapylsyn (22-nji surat).
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22-nji surat

z-ninola denlélin we funksionalyn defilemesinden islendik 7 tigin
goninin deiilemesini tapalyi:

___5
L=
Bu goni ¢yzygyn burg koeffisiyentini k_bilen belgilalin:

__5
k. = 2+ 3¢t

Ol koeffisiyentinl baglangyc¢ t = 0 bolandaky bahasy:

—_3
kZU - 2 .

¢ parametre gord burg koeffisiyentiniii onlimini tapalyn:

(k) = <_ 2 f 31 > 2 -1+53t)2 '

Oniim islendik # iigin hem poloZitel bolany ii¢in #-ni ulaltdygytica
burg koeffisiyenti hem ulalyar.
Bu artmanyi predelini hasaplalyn:

5\
Eﬂﬁ“‘ﬂﬂ( 2+3t>_ 0,
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t-ni ulaltdygyfica k_ bur¢ koeffisiyenti otrisatel tarapdan nola
yakynlagyar. Bu iiytgema sagadyn aylanyan ugrunyn tersine aylan-
maga rugsat berlen esasy goniniil soiiky gorizontal yagdayyna yetme-
gi mysal bolup biler.

Bu analizint dowamynda su asakdakylary yatda saklamaly: Esasy
gbniniil wertikal yagdayynda ol goniniii bur¢ koeffisiyenti funksiya
gorniisinde kabul edilende, ol funksiya iiziilydr. Esasy gonininl sagat
dilinifl tersine absissa okundan baslap, goni wertikal yagdayyna yet-
yian¢d aylananda burg koeffisiyenti 0-dan +co-e ¢enli artyar, ondan
son bolsa (-0)-den 0-a ¢enli artyar.

t ulalanda esasy goninin 0ziini alyp barsyny kesgitldp, optimal
¢coziiwin 0ziini nddip alyp barjakdygyny gérmek yenildir.

Bu yagdayda #-nin kébir bahalaryna c¢enli optimum A4 depede
bolar, sofira bolsa z-nin galan bahalarynda optimum B depid geger.
Cozliwin 4 hem-de B depede bolan momentini, yagny ¢oziiwiil &hli
AB gapyrgada bolmaklygyny tapmaklyk {i¢in esasy goninin we 4B
gbniniil burg koeffisiyentlerini denlemeli, yagny olar bu yagdayda pa-
rallel bolmaly.

kAB :—%
bolany tigin
4__ 5 . ,_17
5 2+ 3t 1
Sunlukda,

17

<ft<il

0=<t< 0

bolanda optimal ¢6ziiwi A depede bolar.

17 <
12<t_10

bolanda bolsa optimal ¢6ziiw B depede bolyar.

_17
12

bolanda bolsa optimal ¢oziiw 4 we B depelerde we AB gapyrganyn

dhli nokadynda bolar. Nokatlarynn koordinatalary 4(9, 3) we B(4, 7)

degisli denlemelerin jiibiitini isldninde tapylyar.

t
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§5. Uliisli ¢yzykly
programmirleme meselesi

1. Ykdysady meseleler we
olaryn matematiki sekillendirilisi

Goy, haysy hem bolsa bir 6nlimgilik kérhanasynyn 6niim ondiirisi
n gorniisli tehnologiya arkaly bolsun. Eger 6niimini dndiirilisine bir-
lik wagtynda seredilse we ol degislilikde g, g,, ... ¢ diyip bellenilse,
edil sonun yaly hem sol birlik wagtda 6nlimi 6ndiirméige ¢ykarylyan
harajat degislilikde p, p,, ..., p, bilen belgilense, seyle-de Oniimiii
ondiiriliginifi tehnologiyalarynyfi gorniislerini x, x,,... x ndbelliler bi-
len bellenilse,

2 (X) =qiXi+ QX2+ .o+ GuXn = Z%x.f
=1

gorniisde 6ntiimin umumy ¢ykysynyn #» tehnologiya arkaly jemini kes-
gitlép bolar. Edil sonun yaly-da:

ZI(X> = DX+ pa2Xo + oo+ PuXn = ijxj_
j=1

Ykdysadyyetde belli bolan gymmat diyen gorkezijini yokar-
dakydan alarys:

F_ Z1(X> B ;p] J
- ZZ(-X) — on ’
qux,

j=1

(37) — bu 6niimi 6ndiirmek tli¢in diisydn gymmaty. (37)-i11 netije-
si gatnagygyn kiciligi we ululygy bilen kesgitlenilyir. Eger (37) 6rdn
kici bolsa, onda seredilyian kdrhananyn girdejisi uly bolyar, tersine
(37) uly bolsa, onda kidrhananyn girdejisi ki¢i bolyar.

Maksat funksiyanyi iiliisli bolmagy bilen bu mesele ¢yzykly dil
programmirleme meselesine owriilyar.

Mundan bagga hem ykdysady gorkezmelerin biri, yagny oniimgi-
likden giryén arassa girdeji ol oniimin bahasyndan harajady ayyrmak-
da emele gelyir. Eger arassa girdejini harajada bolsek, ykdysadyyetde
peydalylyk diisiinje alnar.

Netijede, iiliisli ¢yzykly dil meseldnin matematiki modelini agak-
daky gorniisde yazyarys:

(37)
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_z(x) (38)

B Zz(X)
S a, < b (i =Lm), (39)
i=1
x20,/=1,2,.on. (40)

2. Esasy teoremalar

1-nji teorema. Q kopbur¢lyga degisli bolan goni ¢yzykly kesim-
de tiliisli z funksional monoton iiytgeydndir.

Subudy. Goy, bize 2 kopliigifi i¢inde, yagny kopburgluk-
da ahyrky nokatlara x' we x" bolan kesim berlen bolsun. Onda
kopburglugyn giibergcek hisiyetine gord ahyrky nokatlaryn iisti bilen
sol kesimin islendik nokatlarynyn ¢yzykly kombinasiyasyny

x=Ax+(1-ADx", 05451
gorniisinde yazmak bolar. Onda sol kesimin i¢inde yerlesen nokatlary
seyle gornlisde yazmak bolar:
x = Axt + (1 = A)x'y
x=Axi + (1 —A)x',

X, = Ax's + (1 = A)x',

Eger biz drobuil sanawjysyny kesgitlesek, onda:
2(x) = pixi + paxo + oo+ puta = p(Ax + (1 — )x”) +
+p> (Ax2’+ (1- il)x§> + o+ (A + (1 = A)x)) =
= A(pixi + poxo + . + paa) + (1—=A)(pix'+ DaXs + oo Puka)

z2(x) = Az (x) + (1 =Dz (x").
Edil yokardaky yaly drobun maydalawjysyny yazyarys:
z,(x) 2(x) = Az (x") + (1 = D)z (x") 41)

Az (x)+ (1 = A)z (x"
) = )+ (= Da)

(42)
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Eger-de biz (42) berlen x' hem-de x" nébellileri, yagny kopburg-
lukda berlen goni ¢yzykly kesimin ahyrky nokatlary hasaba alnan
bolsa, onda (42) gorniisdéki tlisli funksiyalarymyz A nabelld gorad
funksiyany emele getiryar. (42-4) gord onlim alyp, funksiyanyn
monotonlygyny kesgitlaliii:

dz _ a(x)z(x") = 2(x")z(x') (43)
dA [22(x)] '

Netijede, biz A gora (43)-i aldyk, ol gatnasyk, esasan, alamaty
boyunca drobun sanawjysyna bagly bolup duryar. (43) esasynda iiliisli
funksional z-ii alamatyny1i sol bir gérniisde saklanyandygy ticin onuil
monotondygy goriinyér. Teorema subut edildi.

2-nji teorema. Uliisli funksional z Q képburclugyn difie depelerinde
maksimum hem-de minimum bahalara eye bolup bilydr. Eger z funksional
Q-kopburglugyn birndce depelerinde maksimuma hem-de minimuma eye
bolup bilydn bolsa, onda sol kopbur¢lugyn gabygynda hem eyedir.

Subudy. Biz teoremanyn 1-nji bdleginiii subudyny tersinden
subut edelifi. Goy, bize {2 kopburglugy berlen bolsun. Goy, sol kop-
buclukda yerlesen s nokatlarda z funksional maksimum baha eye bol-
yan bolsun.

K A

R D
23-nji surat

Eger biz sol s nokatlardan asaklygyna R depd ¢enli siiyssek,
onda z funksiyanyn bahasy artyan bolsun. Eger s nokatlardan yokary
T nokatlara ¢enli siiyssek, onda z funksiyanyn bahasy peselyar. Ha-
can 7 nokatlara baranda ol minimum baha eye bolar. Onda biz ters
tarapa hereket edenden soni funksiyanyn monoton artyandygyny
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goryiris. Yagny R nokatlar T nokatlara tarap hereket edenden sofira
onuil monoton kemelyéndigini goryaris. Onda ekstremum elmydama
kopburclugyil ¢ikli nokatlarynda, depesinde ekstremuma eye bolyar.
Eger-de biz kdpgranlyga seretsek, onda ol ekstremumyna gapdal ga-
pyrgasynda eye bolyar.

1-nji teoremanyn esasynda z funksiyanyn monoton artyandygyny
ya-da monoton kemelyéndigini gormek bolyar. Indi bolsa teoremanyi
2-nji bolegine seredelii.

Goy, x1, X2, ..., X, nokatlarda z funksiya maksimuma yetyén bol-
sun. Ol nokatlar giiber¢ek kdpburclugyn ahyrky nokatlary diylip ha-
saplanylyar. Meseldnin sertine gora
a(x) _a@) _ _ alx)

Zz(Xz) B Zz(X2> o Zz(Xk). (44)

Eger-de biz 2 kopburglugyn gabygynda yerlesyan erkin x nokat-
laryny saylasak, onda ol nokatlaryii esasynda biz ¢yzykly kombina-
siyasyny yazyp bileris:

Z(X) _ el (X) _ DXt + DaXo+ o+ DX ' (45)
Zz(X) X+ qix + ... + guXa

Zoan (X) =

Eger deiiligin sag we ¢ep taraplaryna, degislilikde ¢i,q,...,gx
kopeldilse,onda agsakdaky netijani almak bolyar:

Z(X) _ /‘IIZI (X(l)) + AzZ] (X(Q)) + ...+ Akzl (X(k))
A2 (Xm) + A2 (X(z)) + ...+ AkZz(X(k)> .

Meselédnin sertine goré (44)-den alarys:

2 (x") = Zowza (x™),
21 (x(2)> = Zmax<2 (X(z))y

z(x) gatnasykda yokarda goyup, asakdaky gatnasygy alarys:

AIZmaxZZ (x(l)) + /‘IQZmaXZ2 ('X(Z)) + + AkZmaxZZ (-x(k)) =
AlZz(x(l)) + AzZz(X(z)) + ...+ Akzz(x(k))

z(x) =
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= Zimax [AIZZ(X(U)—FA?ZZ(X(H)] + ...+ AkZZ (X(k))] =z
AIZZ(x“))—l-ﬂzZz(x(Z))—l— _I_/’lkzk(x(k)) max «

Teorema subut edildi.
3. Geometriki manysy
we grafiki ¢oziilisi

Biz meseldnin grafiki usul bilen ¢oziilisini kesgitlemek tigin €
kopburgluga seredelifi. Yagny, tekizlikde x we x, koordinatalaryna gori:

_ b + DX
Qi X1 + G2X2 ’

bu yerden x -ni tapalyii:

quxl + Zq2 2 :plxl +p2x2

(ZC]2 7p2)x2 = (p1 - qu)xla

_ D=4 , -
Xy = m?ﬁ ya-da X, = kxl,
k = D1 — 24
QG —pr

Belli bolsy yaly, yokardaky x-e we x-4 gord defileme koordina-
talar okunyn baslangyjyndan gegydn bissektrisany anladyar. Eger biz z
funksiyanyn bahasyny hasaba alsak, onda A-nyn takyk bahasyny alarys. Ol
bolsa z funksiyanyn artmagynyn esasynda koordinatalar baslangyjyndan
gecydn goni ¢yzyk saga ya-da c¢epe koordinatalar baslangyjyna gord ay-
lanyar. Sebébi, & burg koeffisiyenti z-inl {iytgemegi bilen liytgeyér.

A% Z=c AX, z(max)

z(min)

Y
=
=Y

24-nji surat 25-nji surat

15. Sargyt Ne 2592



z-i monoton iytgemegi bilen k£ hem iiytgdp, koordinatalar
baslangyjyndan ¢ykyan goni ¢yzyk tekizlikde yerlesen kopburclugyn
maksimum hem-de minimum depelerini koordinatalar okunyn da-
syndan aylanmak esasynda kesgitlenilyér. Eger z monoton artyan bol-
sa, onda onuni hereketi sagat dilinii tersine bolyar. Eger kemelyén
bolsa, onda sagat dilinini ugruna bolyar.

z funksiyanyn kemelyandigini ya-da artyandygyny kesgitlemek
licin, yagny onunn monotonlygyny kesgitlemek {i¢in k-dan z-e gord
onlim alyarys:

dk _ — (22— p:) = (P —29)q: _ pgi — pig>
dz (2q: — p2) (22— p)

Gorsiimiz yaly, alnan 6niimii netijesinde emele gelen gatnasykda
drobuil maydalawjysy elmydama polozitel, onda bu gatnasyk sanaw-
jysyna bagly bolup, sanawjyda bolsa z nébelli bolmanlygy ii¢in
ona bagly daldir. Sona gord bu Onlimin alamaty hemigelik bolup,
z funksiya artanda gatnasyk artyar, kemelende bolsa kemelyar we ko-
ordinatalar okunyn dasynda aylanyar. Tersine, goni ¢yzyk bir ugur
boyunga aylananda, z funksional difie 6sydr ya-da dine kemelyér. So-
nun licin z difle artanda ya-da kemelende koordinatalar okuna gord
onuil maksimum ya-da minimum depeleri kesgitlenyéar. Diymek, z funk-
siyanynl maksimumyny ya-da minimumyny kesgitlemeklik onun de-
pelerini kesgitlemekligin 6zeni bolup duryar. Bu yagdayda asakdaky
yagdaylaryn bolmagy miimkin:

1) Eger Q kopburgluk berlip, z funksiya 6syén ya-da artyan bol-
sa, onda koordinatalar okundan ¢ykyp, goni ¢yzygy kesgitldp, onun
minimum hem-de maksimum depelerini tapyarys.

2) Birnidge yagdaylarda Q kopburglugy céklendirilmedik, yone
onun maksimum hem-de minimum depeleri kesgitlenen bolsa, onunl
maksimum hem-de minimum bahalary tapylyar.

3) Eger z funksiya haysy hem bolsa bir depeden maksimum, mini-
mum kesgitlenen bolsa, onda onun ikinji biri kesgitlenmén, £ kopburg-
lugyn haysy hem bolsa bir tarapyna oco-e goréd baryan bolsa, onda olar

4) Eger maksimum, minimum bahasy kesgitlenen bolsa, onda onuit
maksimum, minimum bahalary difie asimptotiki bahalara eye bolup,
deii bolyar.
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4. Uliisli ¢yzykly
programmirlemede simpleks usul

Uliisli gyzykly programmirleme meselesinde ¢éklendirmeler ul-
gamy ¢yzykly, funksionalyn ekstremumynyn ¢6zgiidi bolsa kdpburg-
lugynyn depesinde yetyér.

Bu ¢yzykly programmirleme bilen meinizeslik iiliisli ¢yzykly me-
seldni optimallygyn gorniiginin tiytgesik kriteriyalary arkaly yonekey
simpleks-usuly bilen ¢6zméige miimkingilik beryédr. Funksionalyn
maksimumyny tapmaly:

_ DX+ paXot ek pue _ 2(x)

@Gxi+ @xo+ o+ @uxa 2(x) (46)
Céklendirmeler amala asyrylan yagdayynda:
anXi + anX + ... + anXx, < ai,
...................................................... (47)

aml-xl + am2X2 + + am,,x,, S am,
x>0,j=1,2,..n

Meselénin ¢oziilisi sular yaly yzygiderlikde amala agyrylyar:

1. Yonekey yol bilen birinji Zordanyti tablisasyny diizyiris. Bu
yagdayda funksional iigin iki setir ofilinden gorniip,yokarkysynda
sanawjynyn koeffisiyentleri, asakdakysynda bolsa maydalawjynyn
koeffisiyentleri yazylyar (25-nji tablisa).

25-nji tablisa

— X, - X, -X, 1

W= 1 12 In a,
V= 21 2 2n ‘{2
— a
ym - a, 4 A m
2= =P -P P, 0
5= |74 — 4, —d, 0

2. Eger tablisada yazylan meyilnama dayan¢ bolmayan we a
azat agzalarynyn arasynda otrisatel sanlar bar bolsa, onda modifisir-
lenen Zordanyf #dimleri bilen z, we z, setirlerifi koeffisiyentleri we
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dhli 6zgertmeleri barladyp, dayan¢ meyilnamasy gozlenyér. Netijede,
k ddimler bilen 26-njy tablisa alynyar.
26-njy tablisa

_yl _xs _'xn 1
X = b, b_ls b, b,
y, - brl brs brn b)
y m = bml bms‘ bmn bm
a7 p; ps p:7 P ®
z,= q qs qn o®

Bu tablisada b, &hli azat agzalar otrisatel dil. z, we z, ligin setirler-
de umumy yagdayda noldan tapawutly PP we QW azat agzalar emele
gelerler (Q® kopburglugyn ¢ozglidinde maydalawjynyn polozitellik
serti boyunga noldan tapawutly).

Cyzykly programmirlemedéki yaly, tablisada yazylan, ¢ozgiidi,
ahli yokarky tiytgeyénleri nola denldp, gapdalyndakylary bolsa azat
agzalara denlép alyarys. Kopbur¢lugyn depesi seyle tapylyar. Bu yag-
dayda k-njy ddimde funksionalyni bahasy:

) _ p
- Q(k) :

z funksionalynt maksimumynyn optimal ¢6zgiidini gézlemeklige
seredelin. Onun {i¢in alnan depeden haysydyr bir gapyrga boyunca
optimal depd golay yerlesen kdpburglugyn gonsy depesinin yerini
liytgetmek gerek.

Analitiki yol bilen modifisirlenen Zordanyi kadadan ¢ykmasyny
kédbir rugsat beriji element b bilen indiki ddimi dtmek gerek. Mesele
sol elementi saylamaklygyn diizgiinini goymakdan ybarat bolyar.

Diymek, goy, rugsat beriji b, element bolsun. Téze (k + 1) 16-njy
tablisada P sana derek

Z

plk+D — plk) _ p;br
b

rs

san bolar; menzes yagdayynda O®sanyn deregine
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Wity _ o 4sbs
Q - Q brs

bolar. (k + 1)-nji &dimde funksionalyn dhmiyeti su asakdaky tidze sanla-
ryil gatnagygyna dendir:

P(k) . p;br
Z(/<+) — brs )
Q(k) _ q,b,
brs
Alnan we 61iki funksionalyn bahasynyn tapawudyny tapalyn:
P(k) _ p;br
S b, _pP¥
Q(k) _ QSbr Q(k)
br.&‘
Droblary umumy maydalawja getiryaris:
PRQW _ oW b _ pogw o po b
Ak _ 0 by, by

o At 4 ;br

04094 ]

Sanawjyda umumy maydalawjyny minus alamaty bilen yaya

salyp, menzes agzalary getirelin. Maydalawjyda bolsa yaydaky anlat-
many Q%-a calsalyn:

(k+1) _ (k) _ p;‘Q(k) - q;P(k) _ br

< ¢ = Q(k)Q(k+ 1) b |

Drobui birinji sanawjysyny d_simwol bilen afiladarys:

p, PY

q, 0"

Bu s siitiinde we 16-njy tablisanyn azat agzalarynyn siitiininde

duran z, we z, setirleriil elementleri bilen ikinji tertipli kesgitleyji bo-

lup duryar. Bu belleme bilen alarys:

d b
( - N r
-0 = RChGal Q(chrl)(_—b>‘ (49)

rs

rs

d, = p,0" — q,P" =
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(43) anlatmany barlalyn.
1. Kopburclugyi ¢ozgiidinden ayrylmaz yaly, simpleks gatnasyk
~ miimkin bolan dhlisinden minimal we poloZitel bolmaly:

" b, . [b
t—b —m1n<b >>O

rs rs

(buyerde b >0 bolmaly, sebéibi meyilnamany yolbererlik serti boyun-
¢ab >0 bomaly). Diymek, (43) aiilatmada yay hemise otrisatel bolar:

<— 2’j>< 0.

rs

2. Islendik meyilnama {i¢in ¢ozgiidin yaylasynda sert boyunca
funksionalyit maydalawjysy hemise polozitel bolsa

Q(i) > 0’
onda birinji drobun maydalawjysynda k&peldijilerii ikisem hemise

polozitel bolar. Sonun tigin z**V — z® tapawudyn alamaty
d_kesgitleyjinifi alamatyna bagly. Eger bu kesgitleyji poloZitel bolsa

d >0,
onda (43) anlatmanyn dhli sag bolegi otrisatel bolar:

Z®D — 70 <,
Onda

Z(k+1) < Z(k).

Basgaca, eger rugsat beriji hokmiinde d_ polozZitel bilen siitiini al-
sak, onda Zordanyn kadadan ¢ykmasynyf ddiminden sofi funksiona-
lyn bahasy peseler.

Eger d_kesgitleyji otrisatel bolsa:

d <0,

onda (43) anlatmanyn sag bolegi polozitel bolar:

2D 0> (),

Z(k+1) > Z(k).

Bu yagdayda tertipleyin ddimde funksionalyn bahasy artar.
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Eger d_= 0 bolsa, onda
2D 50 = (),

S 1) = k)

funksionalyni bahasy iiytgemén galar.

d kesgitleyji rugsat beriji siitiini saylamak tigin hem kriteriya bo-
lup hyzmat edyar.

Sular yaly netijeleri alyp, optimal meyilnamany gozldp tapmak
ticin asakdaky algoritmin punktlaryny kesgitlemek bolar.

3. Dayan¢ meyilnama tapylandan son her siitiin li¢in (42) kesgit-
leyjinin bahasyny hasaplayarys:

p'j po
q, Q(k)
we tablisanyil gosmaga setirinde alnan &hmiyeti girizeris. Azat agza-

laryni setirlerini z, we z, bolmezden ayratyn defilikde, yagny funk-
sionalynl &hmiyetini sol setirde azat agzalarynyi siitiininde yazyarys:

d; = =p, 0 = q;P" (j=1,2,..n)

®) _ P(k)
- Q(k)'

Z

Netijede 27-nji tablisany alarys.
4. Funksionalyn maksimumyna meseldnini ¢6zgiidi yagdayynda
rugsat beriji siitiin {i¢in d/ kesgitleyjide otrisatel bolanyny saylayarys:

d=d <0.
J s

Eger solar yaly siitlinler birndge bolsa, gowusy rugsat beriji hok-
miinde d_kesgitleyji bilen absolyut ululyk boyunca has kop bolan
siitlini almaly.

5. Saylanan siitiinde rugsat beriji element simpleks gatnagygynyn
in pesi boyunca gozlenilyar.

6. Tapylan rugsat beriji element bilen modifisirlenen Zordanyti
kadadan ¢ykmasynyfi bir ddimi étlenilydr. Bu yagdayda z, we z,
setirlerin koeffisiyentleri umumy kanun boyunca 6zgerdilyér, emma
il sonky setir doldurylmayar.
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27-nji tablisa
-, .. -X . -X 1

X, = b b b b

1 11 Is In 1

b

~
E
Il
S
)
S
>

m2 mn m

Z= P, P, P, o

Z,= q' 9, q, o
d= d d d 20
7 1 s n Z(k) = W

7. Her siitiin ii¢in yene dj kesgitleyji hasaplanylyar, emma meyil-
nama ti¢in z*#V funksionalyn dhmiyetidir. Eger d kesgitleyjileri ara-
synda i bolmanda bir otrisatel san bar bolsa, sol rugsat beriji siitiin
bilen tize ddim adilyédr we s.m.

8. Indiki 4dimde hemme d kesgitleyjiler otrisatel dil bolan yag-
dayynda, optimal ¢6zgiide yetiler.

9. Funksionalyin minimumy meselénin ¢ozgiidi bolan yagdayynda
rugsat beriji hékmiinde d, kesgitleyjiniii polozitel hmiyeti hokmiin-
de siitiini kabul edyar. Rugsat beriji setir simpleks gatnasygynyn mini-
mumy boyunga gurulyar. d kesgitleyjileriii polozitel délligi optimal-
lygyn kriteriyasy bolup hyzmat edyar.

Algoritmi iiytgetmegin deregine, funksionalyn sanawjysynda
alamaty liytgedip, meseldni maksimum yagdayynda ¢oziip bolyar.

Mesele. Funksionalyit maksimumyny we minimumyny tapmaly:

7= X+ 20 — X
3x1 + x2 + 5x;3

ciklendirmeleri yerine yetirilen yagdayynda:
3x, — 6x,—x, +2>0,
x, —7Tx,—2x,+12>0,

2x, —4x,+x,-1=0,

x>0, j=1,2,3.
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Birinji Zordanyf tablisasyny diizelifi, iki setirini funksionalyfi
koeffisiyentleri boyunca sanawjy we maydalawjy {i¢in ayratyn doldu-
ralyn (28-nji tablisa).

28-nji tablisa 29-njy tablisa
X, —X, —X, 1 -X, | =X | - 1
v=1| 3| 6 1 2 || »=1| -5 1 1
YV, = -1 7 2 12 »,= | =5 15 2 10
<~ y=1 2 4 -1 =1 2 -4 | -1 1
=] -1 | =2 | 1 0 [[z=1]-3] 2 1| -1
z,= -3 -1 -5 0 z,= 21 -5 5
d= 11 0 7%

Azat agzalarynyn arasynda otrisatel sanlar bar bolany {i¢in, bi-
rinji hereket bilen dayan¢ meyilnamany taparys (29-njy tablisa).
Solar yaly meyilnamany gozlép, tablisada yene bir setiri gosyarys, d,
kesgitleyjileriit we z funksionalyn d&hmiyetlerini hasaplayarys we sol
yere yazyarys:

d=-3-5-7(-1)=-8,

d,=25-(21)(=1)=—11,
d,=1-5-(-5)(1)=0,

L
Ahli d] kesgitleyjiler polozitel dél bolany tigin, x, = x, = 0, x, = 1
depede funksional minimuma yetyanliginden z__ :_% netije ¢y-

karyarys.

Funksionalyn maksimumyny almak ti¢in rugsat beriji hokmiinde
ilkinji siitlin saylanyp alynyar, sebébi onda otrisatel kesgitleyji il uly
absolyut ululygy (11) alyar. Bu siitiinde rugsat beriji element bilen il
sofiky d setirden bagga ahli tablisany 6zgerdip, indiki ddim &dilyar we
30-njy tablisa alynyar.
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30-njy tablisa 31-nji tablisa

4 o
X | TN 1 | TH | TN 1
L= 1L 1| 1L | 1T X~ 1 _1 1 9
2110 | 10 | 10 5 5 5 5
= |35 2 [ S 2 [ 3] 1]z
- 51750575
= 0] 2 30 7 [|%=| 0 |]2/|_3] 1
’ 5|1 515 > 5153
z = 2 _l i _g Z]: i _l é ﬁ
] B 5 S 5 5 5 5 5
L= *% 2L\ 290 7 s= ) 7 0 1) 19

10 10] 10 5 5

d= | 92| 11 | 11 | 12||d=1{184 | 133/ 878 | 28
5110 5 71 25 5125 | 95

z, we z, setirleriii elementlerini ulanyp, téze tablisa tigin a’] kesgit-
leyjileri hasaplayarys. Birinji siitinde bular yaly kesgitleyji otrisatel:

1=—95—2, %-ni saylayarys, indiki adimi atleyéris (3/-nji tablisa). Tize

tablisada kesgitleyjileri hasaplap, yene bir otrisateli tapyarys, sonun {igin

2

¢oziiji element <-bilen yene bir adim atleyéris (32-nji tablisa).

5
32-nji tablisa
Vs ) V3 1
RCTRN (D G TS U D U B )
5 2 10| 2
o2 37| 11
5 2 10| 2
y= 1 051 3|1
2 2 2
o 4 | 7 |_9 21
5 2 10] 2
z,= 7 0 | 11| 19
5 5
d= | 1 |133] 6 | 21
2 2 38
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In sonky tablisada (32-nji tablisa) dhli d kesgitleyjiler otrisatel

dil. Bu belli dél dhmiyetler x —12—1, X, = g ; x, = 0 bolan yagdayynda
_21

funksionalyfi maksimuma z__ ==_-yetydndigi barada aydylyar. Mese-

38
le ¢oziilen.
5. Bir jynsly dél funksionalyi
ekstremumy we asimptotiki coziilisi.

Goy, asakdaky meseldninn maksimumyny tapmak talap edilsin:

_ it tpx, _ 5(x)
X + . +q,x%,  2,(x)

asakdaky cdklendirmelerde:
ay X, + apx, + ..+ a,x, < a,
Ay X+ Ay Xy + o+ Ay, X, = ay,
Ay Xy + Ay Xy + o+ a,,x, = a,.
>0 j=
x> 0, j=1,2,..,nm
Asakdaky tablisany diiziip we birnidce Zordan ddiminden sof sa-

nawjy z, we maydalawjy z, funksionalda P we Q azat agzalar peyda
bolyan tablisany alarys (33-nji tablisa).

33-nji tablisa

- -X, -X,

b b

X = b11 blk v !
b

Y™ Kl bkk o bk

ym - bml mk bmn bm

z = , , ! P
! P, P, P

z,= q, q', q’, Q
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Maksimum mesele asakdaky gorniisde yazylyar:

_ —plyl—...—pkxk—...—pnxn+P’ (50)
— gV, = = X — . — X, + O

4

bx,+ ..+ byx, + ...+ b,x, = b,

Im“*n

byx,+ .. +byx,+ ..+ b,x,= b,

km**n

(1)

b,x+..+b,x,+..+b,x,=b,.
¥,20,x,20.

Yokardaky mesele has ¢ylsyrymly, sebibi ol birjynsly dil. Onui
sanawjysyna P, O gosulyar. Bu meseldniil ¢oziilisiniii amatly yoluny
gorkezmek ti¢in biz tekizlikde iki ndbellili gorniisdéki kysymly dél
meseld seredelin we onun geometriki manysyna iins berelin.

Goy, tekizlikde kysymly dil iiliisli ¢yzykly programmirleme
meselesi berlen bolsun:

;= Pt + DX + po’ (52)
% + 4%, + 4

asakdaky cdklendirmelerde:

a,x; + a,x, < a,

.................................. (53)
a, X, +a,,x,=a,,
x,>0,x,>0.
Uytgeyinleri ¢alsyraly:
x, =& +x) ’ (54)
x, =& +x)
7= P+ PrEs + DX+ PyXy + Py (55)
9.& + 0.6 + qx) + %5 + g
Pixy + pyxy + py = 0, (56)

qx; + g,x5 + g, = 0.
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7= P&+ Pié, (57)

QIél + %Ez ’
0 0
an &+ a,é, < (a,— a,x) — a,x,) }’ (58)
amlsl + am2'§2 S (am - aml‘x? - am2xg)

X/, X3, py, q{, a,,, ..., a_ — hakyky sanlar, bu sofiky ulgama
&, we & gora simpleks usuly ulanyp, onufi optimal ¢6ziiwi tapylyar.

§6. Cyzykly programmirlemiinin
we oyunlar teoriyasynyn meseleleri

1. Oyunlar teoriyasynyn ykdysady we geometrik manysy.
Eger birndce dawalasyan taraplar (sahslar) berlen kanunlaryn top-
lumlary bilen kesgitleyin, kdbir ¢ozgiitleri kabul edydn bolsa, we
sahslarynl hersine kesgitlenen tolegler bilen dawanyn miimkin bolan
ahyrky yagdaylaryn bolmagy belli bolsa, onda oyun bolup gecyén-
oyungynyn 6ziini alyp barys yoluny saylamakdan ybarat bolyar, on-
dan gysarma (ret etme), difie onunl utugyny peseldip bilyar.

1-nji kesgitleme. Eger gatnasyan taraplaryn béhbiti (talaplary)
dolulygyna ya-da bolekleyin garsylykly bolsa, onda bu yagday da-
waly (konfliktli) diylip atlandyrylyar.

2-nji kesgitleme. Oyun — bu hakyky ya-da gorniisi taydan, resmi
dawa. Onda it bolmanda iki gatnasyjylar (oyungylar) bolmaly, olaryn
hersi 6z maksatlaryna yetmige calysyar.

3-nji kesgitleme. Kibir maksatlara yetmege goniikdirilen
oyungylaryn yol bererli hereketleri oynun kanunlary diylip atlandy-
rylyar.

4-nji kesgitleme. Oynuil netijeleriniii san taydan bahasy téleg
diylip atlandyrylyar.

5-nji kesgitleme. Eger oyuna dine iki tarap (iki sahslar) gatnas-
yan bolsa, onda bu oyun iki bolup oynalyan (jiibiitleyin) diylip at-
landyrylyar.
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6-njy kesgitleme. Eger tolegleriii jemi nola deini bolsa, yagny bir
oyungynyn utulmagy, ikinjinifl yenisine deii bolsa, onda iki bolup oy-
nalyan oyun nol jemli oyun diylip atlandyrylyar.

Iki bolup oynalyan oynuii nol jemlisi hem asakda seredilyar.

7-nji kesgitleme. Oyungy her bir miimkin bolan yagdaylardan
0z etjek hereketini saylamagyn takyk yazgysyna oyungynyn strate-

8-nji kesgitleme. Oyungynyn strategiyasy optimal diylip at-
landyrylyar, eger oynuil kop gezek gaytalanyan yagdayynda ol oyun-
¢a maksimal miimkin bolan ortaga yenisi {ipjiin edyin bolsa (ya-da,
onda sol bir zat, minimal miimkin bolan ortaca utulys).

Goy, iki oyungy bar bolsun, olardan biri 6z miimkin bolan m
strategiyalaryndan (i = 1,m) i-nji strategiyany saylap bilyir, ikinjisi
bolsa, birinjinin saylawyny bilmdn, 6z miimkin bolan n strategiyalar-
dan (j = 1,n) j-nji strategiyany saylayar. Netijede, birinji oyungy a,
ululygy utyar, ikinji bolsa bu ululyga yenilyar.

a, sanlardan matrisany diizelin

a, a, .. a,
ay, Gy ... a
— — 21 22 2n
A=(a;) =" 2 7]
a, a, ..d,

A matrisanyn setirleri birinji oyungynyn strategiyalaryna layyk
gelyir, siitiinler bolsa — ikinjiniil strategiyalaryna layyk gelyir. Bu
strategiyalar arassa diylip atlandyrylyar.

9-njy kesgitleme. 4 matrisa tolegli (ya-da oynun matrisasy)

......

......

11-nji kesgitleme. ¢ = max (min @) sana oynuii asaky bahasy

va-da maksimin diyilyir, onia de'gisli étrategi)'Ia (setir) bolsa maksimin-
li diyilyar
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12- nJl kesgitleme. [ = mm(max a,]) sana oynun yokarky bahasy

------

......

1-nji teorema. Oynun asaky bahasy hemise oynun yokarky
bahasyndan yokary ddldir.

13-nji kesgitleme. Eger o = f = v bolsa, onda v sana oynun
bahasy diyilyér.

14-nji kesgitleme. oo = f bolan, onda oyna eyerli nokatly oyun
diyilyér.

Eyerli nokatly oyun iicin minimaksly ya-da maksiminli strate-
giyasyny saylamak yeterlikdir sebébi olar optimal.

Eger matrisa arkaly berlen oynun eyerli nokady yok bolsa, onda
onun ¢6zgilidini tapmak {icin garysyk strategiyalar ulanylyar.

15-nji kesgitleme. Komponentlerinifi her biri, oyungy tarapyn-
dan ulanylyan arassa strategiyalaryn otnositel yygylygyny gorkezyén,
wektora berlen oyuncynyn garysyk strategiyasy diyilyar.

Bu kesgitlemeden wektoryn komponentlerinin jemi 1-e denligi,
komponentlerinn 6zleri bolsa otrisatel dalligi gos-goni gelip ¢ykyar.
Adaty birinji oyungynyn garysyk strategiyasyny U = (u, u, ..., u )
wektor hokmiinde, ikinji oyungynyfi bolsa Z = (z, z 2, ..., z,) wektor
hokmiinde afiladyarlar, bu yerde u, > 0 (i = 1 m) ;20 ( j=1,n),
=120z, = 1.

Eger U* — birinji oyungynyn optimal strategiyasy, Z* — ikinji
oyungynyn optimal strategiyasy bolsa, onda

ZZ% i2)

j=1li=

san oynuil bahasy bolyar. Oynuil optimal strategiyasyny we bahasy-
ny kesgitlemek hem oynun ¢6zgiidini tapmak prosesini diizyar.
2-nji teorema. Nol jemli her bir matrisaly oynun garysyk
strategiyalarda ¢6zgiidi bar.
3-nji teorema. v san oynuil bahasy, U* we Z* bolsa — optimal
strategiyalar bolmagy ticin, agakdaky densizligi yerine yetirmesi ze-
rur we yeterlikdir:
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u Pa— 1l % .
Zlaijufz v(j=1,n) we Zlaffzf <v (i=1,m).
i= j=

Eger 2-nji teorema oynun ¢ozgiidi barlygy barada jogap beryéin
bolsa, onda indiki teorema 2x2, 2xn we nx2 oyunlar {i¢in bu ¢6zgiidi
néhili tapmaly diyen soraga jogap beryédr, mysallar asakda getirilendir

4-nji teorema. Eger oyungylaryn biri optimal garysyk stra-
tegiyany ulanyan bolsa, onda onufl utugy oynun bahasyna dendir
we optimal oyunda ikinji oyungy néhili yygylyk bilen strategiyalary
(olaryn i¢inde arassa strategiyalar hem), ulanjagyna bagly dal.
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6 4
tapmaly, we sol ¢ozgiidin geometriki manysyny bermeli.

Coziilisi. Ilki bilen berlen matrisada eyerli nokadyny barlalyn.
Onun igin setirlerin hersinde minimal elementleri (2 we 4) we
stitlinlerii hersinde maksimal elementleri (6 we 5) tapalyn. Diymek,
oynun asaky bahasy a = max (2; 4) = 4, oynun yokarky bahasy bol-
sa f =min(6; 5) = 5. Bu yerden a = 4 # f =5, onda oynun ¢ozgiidi
garysyk optimal strategiyalar bolyar, oynun bahasy v bolsa 4 <v <5
caklerde bolar.

Goy 4 oyungy li¢in strategiya U = (u; u,) wektor bilen berilen
bolsun. Onda 4-nji teorema esasynda B oyungy tarapyndan B, ya-da
B, arassa strategiyalar ulanylan yagdayynda, 4 oyungy oynuil bahasy-
na deil bolan, ortaga yensi alar, yagny:

1-nji mesele. ( ) matrisa bilen berlen oynun ¢6zgiidini

2u; + 6u, = v (B, strategiya yagdayynda),
Su; + 4u, = V(B, strategiya yagdayynda).

Bu defliklerden basga-da u,we u, yygylyklary baglasdyryan
deiileméni gosarys:
u, +u,=1.

Uc nibelliler bilen alnan ii¢ detilemeler ulgamyny ¢dziip,

%; U, = %; v = %taparys. Indi B oyungy ii¢in optimal strate-
giyany tapalyn. Goy, berlen oyungy li¢in strategiya Z = (z ; z,) wektor
tarapyndan berilsin. Onda

*_
u =
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22 + 52, = 22,
62 + 42, = 22,
zZ+2, =1

Soiiky ulgamdan alnan haysydyr bir iki defilemeden diiziilen

defilemeler ulgamyny ¢oziip, z, = % Z, = %alarys. Diymek, oynufi
¢ozgiidi garysyk strategiyalar U™ = <%,%> we Z = <%,%>, oynun

bahasy bolsa v = %bolyar.

Indi berlen oynuii ¢6zgiidinin geometrik manysyny berelin. Onun
ticin uOz tekizlikde koordinatalar ulgamyny girizelin we Ou okda
A, A, birlik uzynlykly kesimi ayryp goyalyfi, onufi her nokadynda
degislilikde kabir garysyk strategiyany U = (u,, u,) = (u,, 1-u,) goyalyn
(26-njy surat). Ayratyn hem, 4, (0;1) nokada 4, strategiya, 4, (1;0)
nokada bolsa — A4, strategiya we s.m. jogap beryir.

2\ B,
Bz M/
|\ B'z
1
1
v
B, 1
1
1 |
! A
1 2
Alh—v—’hv—’ >u
0 u; u;‘

26-njy surat

A, we A, nokatlarda perpendikulyary we alnan goniilerde oyun-
cylaryn yenisini goyalyn. Birinji perpendikulyarda (berlen yagdayda ol
Oz ok bilen gabat gelyir) 4, strategiya yagdayynda, ikinjisinde bolsa
A, strategiya yagdayynda A oyungynyn yetisini ayryp goyalyn. Eger 4
oyungy A, strategiyany ulanyan bolsa, onda onufi yefiisi B oyungynyii
B, strategiya yagdayynda 2-4 defi, B, strategiya yagdayynda ol 5-e defi.
2 we 5 sanlara Oz okda B, we B, nokatlar layyk gelyar.
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Eger 4 oyungy A, strategiyany ulanyan bolsa, onda onun yefiisi
B oyungynyn B, strateglya yagdayynda 6-a def, B, strateglya yag-
dayynda ol 4-e den Bu iki sanlar perpendlkulyarda B we B, iki no-
kady kesgitleyirler, 4 nokatda goylan. B, we B, B, we B, nokatlary
0z aralarynda birlesdirip iki gonini alarys, Ou okdan ona g:enli aralygy
layyk gelyan strategiyalaryn islendik utgasdyrmalar yagdayynda
orta yefsi kesgitleyir. Meselem, B,B, kesimifi islendik nokadyndan
Ou oka ¢enli aralyk B oyungynyn B, strategiyalaryn we 4, we 4,
strategiyanyn (u, we u, yygylyk bilen) islendik utgasdyrmalar yag-
dayynda v, orta yefisini kesgitleydr. Bu aralyk 2u + 6u, = v -¢ defi.
Metizes yagdayda, B, strategiya ulanylan yagdayynda orta yenis B,B,
kesime degisli bolan nokatlaryn ordinatalary bilen kesgitlenyar.
Seylelikde, B,MB, dowiige degisli bolan nokatlaryii ordinatalary
olara islendik garysyk strategiya ulanylan yagdayynda 4 oyungynyn mi-
nimal yenisini kesgitleyérler. Bu minimal ululyk M nokatda maksimal
bolyar. Diymek, bu ordinata v oynun bahasyna denl. M nokadyn koordi-
natalaryny B,B, we B,B, goniilerii kesisme nokadynyf koordinatalary
hokmiinde tapalyil. Layyk gelyén ii¢ deiiliklerin asakdaky gorniisi bar:
2u; + 6u, = v,
Su; + du, = v,
u +u, = 1.
It soniky detilemeler ulgamyny ¢oziip, u, = % u, é; V= 25—2
alarys. Menzes yagdayda B oyungy li¢in optimal strategiya tapylyar.
Onun kesgitlemesi ii¢in defilemeler bar:

{25 + 5z, = 22/5,

ya-da g+z,=1
z = %; =4
Diymek, oynuii ¢ozgiidi garysyk strategiyalar U = (% %) we
z = (; 451> Oynun bahasy bolsa v = 252 bolyar. Bular yaly netija

biz yokarda geldik.

2x2 oynui ¢ozglidini tapmaklygyn yokarda getirilen netijeleri-
ni jemldp, 2xn ya-da nx2 oyunlaryn ¢ozgiitlerini tapmaklygyn esasy
tapgyrlaryny gorkezip bolyar.
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1. Ikinji (birinji) oyungyny strategiyalaryna layyk gelyan gonti-
leri guryarlar.

2. Yetisini asaky (Yokarky) ¢igini kesgitleyirler.

3. Maksimal (minimal) ordinata bilen nokatda kesisyén iki gona
layyk gelyin, ikinji (birinji) oyungynyn iki strategiyasyny tapyarlar.

4. Oynun bahasyny we optimal strategiyalary kesgitleyérler.

2-nji mesele. Berlen matrisa tarapyndan

A= <7 9 8)
106 9
oynun ¢ozilisini tapmaly.
Coziilisi. 22-nji suratda strategiyalara B,B,, B,B,we B,B, gonii-
cigine layyk gelyir. Oynuit U = (;'l) Z = <l'l' ) v =28
3 b 3 9 2 b 2 9 bl
¢Oziilisi bar.

>
&
=

10 ,
932 9
833 8
B 1
7' : 817
6 : 6
51 ' {5

1
4| v 14
3t : 13
2k : 12

1
(l)_ NE ] >» 0

u; L u; 1 u

27-nji surat

3-nji mesele. Berlen matrisa tarapyndan
6 5

A_|4 6
2 7
18

oynun ¢oziiligini tapmaly.
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Coziilisi. Matrisanyn 2x4 Olcegliligi bar. A oyungynyil
strategiyalaryna layyk gelydn goniileri guralyn (28-nji surat).
AKA, dowikk A4 oyungynyn YVefisinifi yokarky cigine, NK bol-
sa oynun bahasyna layyk gelyidr. Oynun ¢oziilisi asakdaky yaly:

_(71.0-0-1 _(3.5 _ 43
U=(g00g) 2 =(gighv="5"
A

—_
(=)
I
|
—_
(=)

— N W A N 9 0O
—_— N W A N 0O

J

—
N

* *
Zl ZZ

28-nji surat

4-nji mesele. Tikingilik kdrhanasy esigin tize modelinin kop-
cllik ¢ykysyna meyilnamalasdyryar. Bu modelde islegi takyk kes-
gitldp bolanok. Emma onun ululygyny ii¢ miimkin bolan yag-
daylar (I, II, IIT) bilen hasiyetlendirydndigini, ¢aklamak bolyar. Bu
yagdaylarynn hasaby bilen berlen modelin {i¢ miimkin bolan ¢ykys
wariantlary seljerilyér (4, A', B). Bu wariantlardan hersi 6z ¢ykda-
jylaryny talap edyar we ahyrky hasapda her diirli tasiri iipjiin edyér.
Islegin yagdayyna layyk gelydn we modelinn ¢ykysynyn berlen
gowriimi yagdayynda kdrhananyn alyan, girdejisi (miit manat) mat-
risa tarapyndan kesgitlenilyér:
I 10 1
zi‘x 22 22 22
Ala1 23 23

Bloo 21 24)
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Islegin islendik yagdayynda girdejinin ortaca ululygyny {ipjiin
edyin, esigiit modelininl ¢ykysynyi gdwriimini tapmaklyk talap edilyér.

Coziilisi. Ilki bilen ilkinji matrisanyn eyerli nokady barlygyny
barlalyn. Onui {i¢in onun setirlerinde minimal elementlerini (22; 21;
20) we siitiinlerde — maksimal elementlerini (22; 23; 24) tapalyn.
Setirlerit minimal elementlerinint arasynda maksimaly a = 22 san,
stitiinlerin maksimal elementlerinint arasynda minimaly bolsa f = 22
san bolyar. Seylelikde, a = = 22. 22 san oynuii bahasy bolup duryar.
Oyun esigin modelininl ¢ykysynyi I wariantyna layyk gelydn eyer-
li nokady bar. Berlen warianta layyk gelydn, modelin ¢ykysynyi
gowrilimi, islegin islendik yagdayynda 22 miifi manatda girdejini iip-
jin edydér.

Geometriki manysyny ulanyp, asakdaky matrisalar bilen kesgit-
lenydn, oyunlaryn ¢ozgiidini tapyn.

5-nji mesele.A:(3 514 6).
74953

6-njy mesele. A =

AN = W
W b N s O

7-nji mesele. Kowiis fabrikasy 4 we B kowlslerin iki
modelinin ¢ykysyny meyilnamalasdyryar. Bu modellere isleg kesgit-
lenen dil, emma onun iki yagdaydan (I we II) birini kabul edyéndi-
gini, caklamak bolyar. Bu yagdaylara baglylykda kdrhananyn girde-

jisi her diirli we A = (52 2 2)matrisa tarapyndan kesgitlenilyér. Sol
22 49

yagdayda kdrhana bildirilyédn islegin islendik yagdayynda girdejinini
ortaga ululygy kepillendirilydin modellerden hersininn ¢ykysynyn
gdwriimleriniil arasynda optimal gatnasygy tapyn.
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2. Cyzykly programmirleme meselelerinde
oyunlar teoriyasynyn meseleleri bilen tanyslyk.

a, a, .. a,
A=|® @ o @,
a,, A, .. Qa,

matrisa tarapyndan kesgitlenydn m x n oyna seredelin.
3-nji teorema gord, birinji oyungynyn optimal strategiyasy
= (u;,u,...,u,,) we oynuit bahasy v iigin X" ,a,u; > v(j = 1,n)
densizlik yerine yetyéar. Kesgitlilik ii¢in v > 0 bolyar diyip ¢ak edelin.
Bu hemiselik 4 matrisanyn &hli elementlerine sol bir C hemiselik
sanyn gosulmagynyn optimal strategiyalaryn tiytgemegine getiryén-
digini, dine C-e oynunl bahasyny ulaldyandygyny bellemek bolyar.
Indi sonky densizligin iki bolegini v-a bdliip, alarys:

m uz* o

*

u; .,
-, = Vi goyarys, onda

Zm:al.jyjzl(jzl,_n); y:ZO(i: m)
i=1

Girizilen belgilenmini ulanyp, X" u; = 1 serti X" y: = 1/v

gorniisde tdzeden yazyarys. Sebébi birinji oyungy maksimal yeiisi
almaklyga ¢alysyar, onda ol 1/v minimum ululygy iipjiin etmeli. Onun
hasaby bilen, birinji oyungynyn optimal strategiyasyny kesgitlemesi

Zm laljyl 1 (.] = 197)7 y,z 0 (l = I,—m)

sertler yagdayynda
F=X"y

funksiyanyin minimal bahasyny tapmaklyga getiryar.
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Pikiritt menizes yagdayynda netijesi ikinji oyungynyi optimal strategi-
yasynyh kesgitlemesi X/_a,x, <1 (i=1,m); x;=20(j = L,n) ye-

[

rine yeten yagdayynda F = X7_ x;funksiyanyn maksimal bahasyny
tapmaklyga getiryér. Bu yerde x, =z /v.

Seylelikde, berlen oynun ¢6zgilidini tapmak {icin A matrisa tara-
pyndan kesgitlenyén ikileyin meselédnin indiki tayyny diizmek gerek
we onuil ¢ozgiidini tapmaly.

Goni mesele.

¥ ax,<1(i=1Lm); x>0 (j=1n)

gy

sertler yerine yeten yagdayynda
F=2_x;

funksiyanyn maksimal bahasyny tapmaly.
Ikileyin mesele.

Z;n:ﬂijyiz 1(j= H), ¥,=0 (i = 1,7’7’1)
sertler yerine yeten yagdayynda
F = ZL

funksiyanyin minimal bahasyny tapmaly.
Ikileyin meseldnin tayynyn ¢ozgiidini ulanyp, strategiyalary we
oynun bahasyny kesgitlemek ti¢in formulalary alarys:

.
X
ui_ m *_vyi’ Zj_ n *_ija
Zi=1yi ZH%
1 1 . .
V= =< (1=1,n1; J=l,n),

; X, z i=1Vi
Diymek, ¢yzykly programmirleme usulyny ulanmak bilen oynuii
¢ozglidini tapmaklyk prosesi asakdaky tapgyrlary 6z i¢ine alyar:
1. Berlen matrisaly oynuin ekwiwalenti, ¢yzykly programmir-
leménin ikileyin meselesinin tayyny diizyar.
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2. Ikileyin meseldnin tayynyi optimal meyilnamalaryny kesgit-
leyarler.

3. Oynun bahasynyn we strategiyalarynyn optimal we ikileyin
meseldnin tayynyil meyilnamalarynyn arasyndaky gatnasygy ulanyp,
oynui ¢ozilisini tapyarlar.

8-nji mesele. Matrisa tarapyndan kesgitlenyin

120
A=|1 0 1
210

oynun ¢oziligini tapmaly.
Coziilisi. Cyzykly programmirleme meselelerinin ikileyin tayy-
ny diizeliii. Goni mesele:
X+ 2x, <1,
X+ x, =1,
20 +x, =1,

>
X5 Xy X, >0

sertler yerine yeten yagdayynda F = x, + x, + x, funksiyanyf maksi-
mumyny tapmaly.
Ikileyin mesele:
yEy,+2y,=21,
2y, +y, 21,
v, =1,

VY ¥,20

sertler yerine yeten yagdayynda F~ = y, +y, +y, funksiyanyfi mini-
mumyny tapmaly.

Goni we ikileyin meselelerin optimal meyilnamalaryny tapalyn
(34-nji tablisa).
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34-nji tablisa

i| Bazis | C, | P, | 1 1 1 o | o] o
P, | P, | P | P | P | P

P, 1 1 2 [ o 1 o | o
P, | o0 | 1 1 0 1 0 1| o
30 P, 1 2 1 o | o | 0o |1
o | -1 |-t | -1 ] 0 | 0| o0

1| P, | 0 | 1 1 2 | 0 1 0 | 0
P, 1 1 1 0 1 0 1| o
30 P, 1 1 2 1 o | 0o | 0o | 1
0 | 1 0 | -1 | 0o | o0 1| o

P, I IV R S V72 I 0 |12 0 | 0
P, 1 1 0 1 0 1] o
3fop, | 0 | 1232 0 | 0 |2 0 |1
32 12 0o | o |y, 1| o0

34-nji tablisadan ilkinji meselénin x* = (O;%; 1) optimal meyil-

%; 1; O) optimal meyilna-

masynynl bardygy aydyn goriinydr. Seylelikde, oynuil bahasy

namasyny, ikileyin meseléniii bolsa y" = (

y = T 1 % oyuncylaryn optimal strategiyalary  bolsa
>+ +1
—(L.2. 1.2
N (3 3’ ) zZ= (0 3’ 3)

Yokarda her diirli matrisaly oyun iigin ikileyin meselénifi simmetrik
tayyny yazyp bolyandygy gorkezildi. Tersine hem dogrudyr. Her diirli
ikileyin meseldnin simmetrik tayy {icin matrisaly oyny yazmak bolyar.

Goy, ikileyin meseldniii simmetrik tayy berlen bolsun: goni me-
sele: F'= CX, AX < B, X > 0; ikileyin mesele: F* = BX, XA>C, Y >0.
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Sonda bu ikileyin meselelerin simmetrik tayyna matrisa tara-
pyndan kesgitlenyin
0 A -B
~-A" 0 CT>

B" —C 0

D =

oyna layyklykda goymak bolyar, bu yerde 7 indeks transponirlemek
operasiyasyny anladyar.

Eger her bir matrisaly oynun optimal strategiyasy bar bolsa, onda
her diirli ¢yzykly programmirleme meselesiniii ¢ozgiidinin yokdu-
gyny bellemek gerek.

9. Ikileyin meseleleriii indiki taylary tarapyndan kesgitlenyédn
oyny diizmeli.

Goni mesele:

2x, + 3x, — max;

2%, + x, = 10,
—x,+ 3x, = 12.
X%, = 0

Ikileyin mesele:

10y, + 12y, —
2y, — y, = 2, min
v+ 3y,=3,

Y, ¥,20.
Coziilisi. Bu yerde

e 2 1. AT:<2 —1>; B:<1O)
-1 3 1 3 12
BT=(10;12): C = (2;3),C" = <2)
3
Seylelikde, ikileyin meselelerin ilkinji simmetrik tayyna
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0 0 2 1 -10
0 0 -1 3 —12
D=(-2+1 0 O 2
-1 -3 0 O 3
10 12 -2 -3 0

matrisa tarapyndan kesgitlenyan, matrisaly oynun layyklygynda goy-
mak bolyar.

10-nji — 13-nji meselelerde asakdaky matrisalar tarapyndan
kesgitlenyin, oyunlaryn ¢oziilisini tapyi:

10-njy mesele. A= (3 4 5).
7 6 4
4 17
11-nji mesele. A= 93 .
59
6 9
8 4 7
12-nji mesele. A=[6 5 9).
7 7 8
76 75
13-nji mesele. A=|6 7 9 8).
5 8 4 6

14-nji we 15-nji meselelerde olar tarapyndan kesgitlenyan iki-
leyin meselelerin simmetrik taylary ticin matrisaly oyny gurun.

14-nji mesele.
F=3x +4x,+x,—»>max; F*=12y +.. 14y + .. 14y, — min;

2x, + 3x, — 4x; < 12, 2y =y, + 3y; 23,

—x; + X, +x; < 14, 3y 4y, + 4y, = 4,

3x, 4+ 4x, — x, < 16, =4y +y,—y;= L
Xp Xpy X3 = 0 Yis Y2y ¥3 = 0.
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15-nji mesele.

F=5x, +7x,+ 8x, > max; F* =18y, + 16y, + 24y, — min,
x, +x,+5x, <18, y, T3y, +4y, =5,
3x, + 2x, +x, < 16, Y, T2, +3y, 27,
4x, +3x, +x, <24, 59, ty, Ty, =28,
X, X, X, > 0; Vs Yy V3 2 0.

252




V bap
Cyzykly dil programmirleme
meseleleri

Bu bapda biz wektor argumentli skalyar funksiya seretjekdiris.
Goy, f(x) funksiyasy n ululyga bagly bolsun. Bu funksiyanyi maksi-
mumyny ya-da minimumyny tapmak ii¢in onuni hususy 6niimlerini ta-
pyp, nola denillemeli bolyar. Seylelikde, alnan deiilemeler ulgamynyn
¢Oziiwi minimum ya-da maksimum nokatlar (funksiyanyn ontiminini
nola dwriilyén nokady) bolar.

§1. Cyzykly dél programmirleménin umumy
meselesinin goylusy

1. Cyzykly dil programmirleme meselesiniii ykdysady geo-
metrik manysy. Amaly meseleleriii kopiisi optimallygy ¢cozmeklik
icin onuil matematiki modeli diiziilende umumy gorniisde ¢yzykly
daldir.

Cyzykly dél programmirleme meselesininn asakdaky gorniisde
berilmegi miimkin:

1) Maksat funksiyasy ¢yzykly, ¢céklendirmeler ulgamy ¢yzykly dal;

2) Maksat funksiyasy cyzykly dél, ¢dklendirmeler ulgamy ¢yzykly;

3) Maksat funksiya hem-de ¢éklendirmeler ulgamy ¢yzykly dél.

Biz bu meseléni diirli usullar bilen ¢6zlip, onun optimaldygyny
kesgitleyiris. Goy, bize ¢yzykly dél programmirleménin umumy me-
selesi agakdaky gorniisde berlen bolsun:

Sx,, x,,..x ) — max, (min), (1)

g,(x;, X, X)) <D,
gx, X, X )< D, )
g, (x, X, ., x)<b_
x>0, (i=1,2,..,n). (3)
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(1)-(3)-e ¢yzykly programmirleménit umumy meselesiniii ma-
san (serisddnin gorniisleri).
Eger meseldnin ¢oziilisi bar bolsa we ol (2)-ni kanagatlandyryan
bolsa, onda asakdaky sertler yerine yetyandir:
FX1, %2, x0) = f(X1,Xs, ..., X,) — MAX

[ £ %2, 0) = f(x1,%0,..,% )| — min

Eger seredilydn (1)-(3) denileme ¢yzykly bolsa, onda ol mesele
belli usullar bolan simpleks, tora, excel elektron tablisasy arkaly op-
timal ¢ozulyar:

E" = ¢yzykly ginislik + (a - b) + Ixl.

Eger (1)-(3) ¢coziilende ol meselédnin esasynda emele gelen kopgran-
lyk (kopburgluk) ¢yzykly ddl bolan yagdayynda hemme wagt giibercek
(oyuk) bolmayar, onuni sebébi gipertekizlik kopgranlygyn yeke bir depe-
lerinden dél-de, onuii iginden gegmegi hem miimkindigindedir.

Cyzykly dal programmirleme meselesinin ¢oziilisi kesgitlenilen-
de onun geometriki manysyny peydalanalyn:

1) giperiist (gipertekizlik);

2) meseldnin ¢ozliwinin bar bolan yaylasyny kesgitlemeli;

3) yokarky asaky derejéni kesgitlemeli we onun gipertekizlige
gord yerlesisini barlamaly. Eger onun ¢6zliwi yok bolsa, onda yaylada
bos kopliik ya-da yeke-ték ¢oziiwi bar;

4) cidklendirilen yaylanyn esasynda maksimum (minimum)
nokatlaryi iisti bilen gipertekizlige gord egri ¢yzyk ya-da goni ¢yzyk,
yagny sol nokatlardan gecyédn ¢yzgyny kesgitlemeli.

2. Cyzykly maksat funksiyaly we
cyzykly dil ¢iklendirmeler ulgamly meseleler

1-nji mesele. Oniimgilikde kibir azyk iki gdrniisde ondiirilyar.
Eger birinji gorniisli serisddnin bahasy 3 manat, ikinjiniiiki 4 manat,
dhlisininki 12 manat bolsa, onda serisdelerin ululyklarynyn optimal
paylanysygyny kesgitlemeli. Birinji serigdénifi x, mukdaryndan we
ikinji serisddnin x, mukdaryndan 2x{’-x3° Oniim birligini almak

254




mimkin. Umuman, islenilip tayyarlanylan oniimit mukdary bilen
onufi ¢ykarylyan serigdelerini baglanysdyryan y = flx, x,, ..., x )
funksiya éniimgilik funksiyasy diyilyir. Oniim iigin yonekeyje niim-
cilik funksiyasy iki diirli serisde {i¢in seyle yazylyar:
y=cxi'x %,

bu yerde ¢ we a — hemiselik ululyklar, 0 < a < 1. y funksiya dinie iki
resurs bolan yagdayy ligin gorkezilen: x, — zdhmet, x, — baylyk (kapi-
tal), bu yerdéki a bu resurslaryn degisli paylaryny anladyar.

v funksiya yonekey onlimgilik funksiyasy, seyle hem muna iki
resursyil we bir 6nliminl arasyndaky baglylyk yaly garalyar. Bu funk-
siya dernewlerde wajypdyr.

Meseldnini matematiki modeli. Goy, x, — I gorniisli resursyn
mukdary, x, — II gorniigli resursyfi mukdary bolsun. Céklendirmeler
ulgamy:

{ 3x, +4x,> 12,

x,20,x >0. 4)
Maksat funksiyasy:

y=2y/xx, (5)

bolsun. (4) formulanyn ¢oziiwler kopliiginde (5) funksiyanyn iil uly ba-
hasyny tapmak talap edilyér.

1-nji surat

Bu meselede ulgam ¢yzykly cékli, maksat funksiya ¢yzykly bol-
mayar. Yagny, (1) we (2) meseleler ¢yzykly dil programmirleme me-
selesine degislidir.
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a b

2-nji surat

Seyle meselelerii kdbir ayratyn g¢oziiwlerininn iistlinde durup
gecelin. Cyzykly dél programmirlenyidn meseleleri ¢ozmek ticin asak-
dakylary bilmek zerurdyr:

1) Meselénin yol bererli ¢oziiwlerinini kopliigi oyuk ya-da giibercek.

2) Maksat funksiya giibercekmi ya-da oyukmy?

A

Q
<Y

3-nji surat

Gerekli kesgitlemeleri yatlalyn. Eger-de kopliik islendik 4 we B
nokatlardan gecirilen AB kesimin &hli nokatlaryny 6ziinde saklayan
kizliginde giibergek kopliige sfera, piramida, prizma we beylekiler
degislidir. 2-nji suratda gilibercek dil kopliige mysallar gorkezilen-
dir. Giibergek dil koplitkde AB kesimin dhli nokatlaryndan bu kop-
liikde yatmayan il bolmanda iki nokady gorkezip bolar. Ginislikde
giibercek dil kopliige tory mysal getirip bolar. Bir iiytgeyénli y = f{x)
funksyanyn grafiginin islendik iki nokadyny birlesdiryén kesim gra-
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fikde ya-da ondan yokarda yatyan bolsa, bu funksiya giibercek diyil-
var (3-nji surat).

Birnége tiytgeyanli giiber¢ek ya-da oyuk funksiyalar diisiinjesini
formulirlemek miimkin. Eger-de z = f{x ; x,, ..., x ) giperiistiifi islendik
iki nokadyny birlesdirydn kesim onun iistiinde ya-da ondan yokarda
yatyan bolsa, onda ona giibercek diyilyar (4-nji surat). Haganda onunl
iki nokadyny birlesdiryén kesim iistde ya-da ondan asakda yatyan

......

A
y

S
=Yy

4-nji surat 5-nji surat

Yene-de geljekde talap ediljek kesgitlemeleri yatlalyni. Goy,
yapyk @ kopliikde kesgitlenen z = f(x, x,, ..., x ) funksiya berlen
bolsun. @ kopliigii elementleri X = (x,, x,, ..., x ) bolsun. Sonun
lgin z = fix, x,, ..., x ) funksiyany z = f{x) gbrniisde yazarys.

Eger € > 0 san tapylyp, x — x, < € densizligi kanagatlandyryan
ahli x-ler tigin f(x) < f(x,)(f(x) = f(x, )) densizlik yerine yetyéin bol-
sa, onda z = f(x) funksiya kesgitlenen kébir yapyk X kopliikde x,eX

Funksiyanyn lokal maksimuma (minimuma) yetydn x, nokadyna
lokal maksimum (minimum) nokady diyilyar.

Mysal. 5-nji suratda kébir bir liytgeyénli [1; 10] kesimde kesgit-
lenen funksiyanyn grafigi sekillendirilen (bu funksiya oyuk hem dil,
glibergek hem dil). Funksiya [1; 10] kesimde lokal minimuma (x, = 3,
x, =6, x,=9) we iki lokal maksimuma (x, = 5, x, = 8) eyedir.
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Goy, z = f{x) funksiya X yapyk kopliikkde kesgitlenen bolsun.
Eger x, € Xweislendik x,eX tigin f(x) < f(x,) (f(x) = f(x,))densizlik
dogry bolsa, onda bu funksiya x, nokatda absolyut maksimuma (mini-
«global» termini hem ulanylyar. Gysgaga aytsak, funksiyanyn global
maksimumy onun kesgitlenis yaylasyndaky iii uly bahalary, global
minimumy bolsa iil ki¢i bahalary. Global maksimum we global mini-
mum bilelikde funksiyanyn global ekstremumy diylip atlandyrylyar.
5-nji suratda gorkezilen funksiyanyn grafiginde global minumum 2-4
dent we lokal minimumlaryn i1 kigisi bilen gabat gelyar. Global mak-
simum 9-a def, funksiya x, = 10 nokatda bu baha yetyéir we il uly
lokal maksimum bilen gabat gelyar.

3. Cyzykly dil maksat funksiyaly
we ¢yzykly ciklendirmeler ulgamly meseleler

Seyle meselelerin yol berilydn ¢ozliwler kopliigi mydama giiber-
cek, clinki ¢yzygy céklilik n olgegli ginislikde gilibercek kopgran-
lygy emele getiryérler. Cyzykly programmirlemeden tapawutlylyk-
da ¢yzykly ddl programmirlemelerde maksat funksiyanyn optimal
coziiwlerinii bu kopgranlygyn depelerinde yerlesmegi hokman déldir.

1-nji mesele.

{3x+4y—24§ 0,

x=0,y=0

sertlerde z = /x> 4+ y* funksiyanyi ifi uly bahasyny tapmaly.
Coziilisi. Coziiwlerin yol berilyén kopliigi 6-njy suratda gara-
lanan.

6-njy surat
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Eger-de maksat funksiya fiksirlenen ¢ nokady bersek, onda mer-
kezi koordinatalar baglangyjynda bolan ¢* radiusly towerek alarys.
Goy, c=1, 2, 3, ... bolan tdwerekleri ¢yzalyil. 6-njy suratdan gorniisi
yaly, z = 4/ x> + y* funksiya 4(8;0) nokatda ifi uly baha yetyir. ro=38

2-nji mesele.

x+2y=<12,

X+y=<9,

x=0, y=0
ulgamyn ¢oziiwler kopliiginde z = (x — 2)* + (y — 3) funksiyanyn
global ekstremumyny tapmaly.

Coziilisi. Yol berilydn kopburgluklary we birndce dereje ¢y-
zyklary guralyil (7-nji surat).

VA

7-nji surat

z = ¢ dereje ¢yzygy A(2; 3) nokada merkezi bolan r = Vera-
diusly toweregi beryir. 7-nji suratdan gorniisi yaly z = 0 baha A(2; 3)
nokatda yetyir, z___bolsa B(9; 0) nokada yetyir. Seylelikde, z_ . = 0;
z  =(9-2)*+(0-3)*=58.

3-nji mesele.

x+ 2y <12,

x+y=<09.
x=0,y=0
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ulgamyn ¢oziiwler kopliiginde z = (x—7)(y—1) funksiyanyn global
ekstremumyny tapmaly.

YA

s

///_____
1
1
I

RN 2y 4494 N

8-nji surat

Coziilisi. Yol berilyin meyilnama kopburclugy biz eyyim
2-nji meselede gurduk, a dereje ¢yzygy bolsa asimptotalary x = 7,
v = 1 (8-nji surat) bolup hyzmat edyédn dentaraply giperboladyr. z
ululygyn boyuna z giperbola asimptota kesiginin nokadyndan baslap
kigelyir. z-in ini uly bahasy degisli O(0, 0) nokatdan gec¢yén giperbo-
lada, in1 kici bahany bolsa funksiya K(7,1) nokatda alyar. Seylelikde,
0(0, 0) nokatdaz__ =7, K(7; 1) nokatda z_. = 0.

4-nji mesele. (2 meseldnin sertine seret.)

Coziilisi. Yol berilyin meyilnamalar kopliigi 4B kesimifi no-
katlar kopliigi (9-njy surat), dereje ¢yzygy bolsa giperboladyr.

XA

2

K(2;1,5)

(e —_ NwA

9-njy surat
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Eger-de y =1 bolsa, onda x, = 4L giperbola, eger-de y = 2 bolsa,
X

1
onda ¥, =— giperbola bolar. x, = %( y = 2v/3) giperbolanyi AB ke-
1

1
sim bilen bir umumy K(2;1,5) nokady bolar. Seylelikde,
x1 = 2,x, = 1,5 bolanda il uly baha yetydr we ol 2y/3 -¢ defi. Bu
mesele afisat ¢oziilydr we analitiki 3x; + 4x, = 12 defilemeden x,-ni
x -ifi Uisti bilen allatmak bolar.

12 — 3x,
=

Seylelikde, y bir iiytgeyénli funksiya yaly bolar.

yzz/%u;3“= %az—wng%J%ﬂz—%w

3x, we 12-3x, otrisatel dél kopeldijilerifi jemi hemiselik. Sonun
ligin 3x,(12-3x,) kopeldiji bilen y-e defi bolsa, ifi uly bahany alyar.
Alarys:

X =2, X2=%= L,5; ymax:2\/§.

Garalyan ¢yzykly dél meseldnin gorniisi drob ¢yzykly maksat
funksiyaly meseld menzesdir.
Lo GFax+ax+ . +ax,
by + bx,+ byx,+ ...+ bx,

------

4. Cyzykly dil maksat funksiyaly we
cyzykly ciklendirmeler ulgamly meselelerin ¢oziilisi

1-nji mesele. Kirhana bir gorniisli 6niim ondiiryar we ol oniim
dort tehnologik usul bilen tayyarlanylyar. Bu usullarda islenende wagt
birliginde g, ¢», g, ¢. Ontim alynyar, bu 6nlimleriit gymmaty A, P, Ps, s
ybarat. Berlen meseldniii matematiki modelini diizmeli. Oniimlerini
gymmaty ifi ki¢i bolar yaly we her bir usulda kédrhana degislilikde ¢,
t,,t,,t,sagatdan kop bolmadyk wagtdaislener yaly oniim goyberilisinin
meyilnamasyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Goy, x, birlik kdrhana birinji tehnologiya boyunga
isleyén bolsun, x, ikinji, x, Ggiinji, x, dordiinji. Onda 6niimifi umumy
goyberilisi
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4%+ @rXy + G3X;3 + quXy;
onlimiil umumy ¢ykdajysy bolsa
DX+ DXy + P3Xy + PyXy
dendir.
Umumy ¢ykdajynytt umumy 6niimin goyberilisine bolan gatna-

------

_ DXt DX+ D3Xs + PaXy
4\ X, + @y %, + @3X5 + g,y

Indi
0=x=6;0=c=1y
0=x:=t;0=xs= 1y
cikli ulgamyn ¢oztiwler kopliiginde
.= P + D)Xy + D3Xs + DX,
4%+ 4%y + G3X; + quX,

maksat funksiyanyn inl ki¢i bahasyny tapmaly.

A _
X, 276

v

10-njy surat

Drob ¢yzykly maksat funksiyaly meseldnin iiytgeyéin ululygyny
cyzykly programmirlenen meseld getirip, sofira simpleks usuly bilen
cozeris. Bu ndhili edilydar? Munun bilen sofirak tanysarys. Ilkibada
drob ¢yzykly progammirlenen meselelerin geometrik manysy we gra-
fiki usullary bilen tansalyn.

0, ,, tekizlikde

;= D% + DX, ,
4% + 4%,
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maksat funksiya garalyn. x,-ni bollip ¢ykarsak:

2G,\X, + 2q,X, = PiX| + PyX,

ya-da p—2q
(zg, — p)x, = (p,—zq)x; %, = +—TL.x: x,=kx
d, — P) Xy, = \Py — 24X, 2 24, — 1 2 1
bu yerde
k:pl_ZQl.
4, — P>

x, = kx; defileme koordinatalar baslangyjyndan ge¢yén gdnini beryar.
z-in kébir fiksirlenen z bahalarynda goninin k£ burg koeffisiyenti hem
fiksirlenen a goni kesgitlenen. z-ii bahasynyn iiytgemegi bilen
X, = kx; goni koordinatalar baslangyjynyn dasyndan dwriilyar (/0-njy
surat).

z-ift monoton artmagy bilen k bur¢ koeffisiyentinin iiytgemegine
garalyn. Munui {i¢in k-dan z boyunca 6niim alarys.

dk _ — (29, —py) — (P —24))9, _

dz (2g, = P,) -
_ —%49, + 04— Pd — 29,49, _ D4 — P9
(29, — p,) (29, — p,)
X, A (\'@6\'
/Zmin
0 x,

11-nji surat
Oniimin maydalawjysy mydama polozitel, sanawjysy bolsa z-e
bagly dil. Seylelikde, 6niimint hemiselik alamaty bolar. z-it dsme-
gi bilen bur¢ koeffisiyenti dinie artyar ya-da kemelyir, a goni bol-
sa bir tarapa Owrlilydr. Tersine, goninin bir ugra owriilmegi bilen
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z difie Osyar ya-da kemelyir, z-in 6smegi bilen goninii aylanys ugruny
kesgitldlin. Seyle diirli yagdaylaryn bolmagy miimkin:

1. Kopburgluk ¢ikli, global maksimumy we minimumy bar
(11-nji surat).

2. Yol berilyin meyilnamanyn kopliigi ¢ikli dél, yone funksiya
global ekstremuma 0syar (/3-nji surat).

3. Yol berilyin meyilnamanyn kopliigi ¢ikli dil we global eks-
tremumlardan biri 6smeyar (/4-nji surat).

4. Emele gelyian kopliik ¢édksiz, ekstremumlaryn ikisi hem asimp-
totik.
A

0 f 0 X

12-nji surat 13-nji surat
5. Kopliik ¢ékli dél, ekstremumyn ikisi-de asimptotiki (/4-nji surat).

x, A

~
~
\ Vi 1
S N =
5 i‘x 4Hs ﬁ 3%,
B 57 -Xy
2 \b\ oy
7 4 ¢
3
- Z >

B
0 / 5\ -
14-nji surat
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2-nji mesele.
3x, — X,
X, + X,

maksat funksiyasynyn
X +x,=5,
—x,+3x, =7,
3x,—x, < 11,

x>0, x,>0

caklendirmeler ulgamynda global maksimumyny we minimumyny
tapmaly.

Coziilisi. Yol berilyin kopliigin ¢yzgysyny guralyn (I4-nji
surat). Optimum koordinatalar baslangyjynyn towereginde goninin
aylanmasynda yerlesyér, onda ekstremal nokatlar 4 we B depeler bolar.

Yokardaky yaly edip afilatmadan maksat funksiya tigin x,-ni bo-
liip ¢ykararys:

%= §+ T

Indi aygytlayjy goninin burg koeffisiyentini tapalyn:

_3-z
z+ 1
Oniim alsak,
dk _ —4
dz (z+ 1)
Bu 6niim z-i11 islendik bahasynda otrisatel, onda
_3—z2
z+1

funksiya kemelyar. Bu bolsa goninin aylanmasynyii sagat dilinin ugry
boyuncadygyny ailadyar. Seylelikde, A depede maksat funksiyasy iil
kici, B depede il uly bahany alar. Praktiki ekstremal nokatlary yo-
nekey gurmak miimkin. Degisli defileméni ¢oziip, 4 we B depelerin
koordinatalaryny kesgitlaris. 4(2; 3), B(4; 1); z, < z, bolyandygyny
belldris, sebdbi 4 depede global minimuma, B depede bolsa global
maksimuma yetyér.
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5. Cyzykly maksat funksiyaly we ¢yzykly d:l
ciklendirmeler ulgamly meselelerin ¢oziilisi
1-nji mesele.
x* 4+ y* < 36,
{x >0, y=0

densizlikler ulgamynyin ¢éztiwler kopliiginde z = 2x + y funksiyanyn
global ekstremumyny tapmaly.

Coziilisi. 1-nji suratda yol bererlikli ¢oztiwler kopliigi garaldy-
lan. Bu kopliik glibergek z = 2x + y funksiya £ = —2 burg koeffi-
siyentli gona parallel. Gorniisi yaly, global minimum O(0; 0) nokat-
da, global maksimum x* 4+ y* = 36 towerege 4 galtasma nokatda
bolyar. 4 nokadyn koordinatasyny tapalyn. Onunl {icin / goninin
denlemesini diizmek, goninin we toweregin denilemesini 6ziinde sak-
layan ulgamy ¢6zmek yeterlikdir.

YA .
\ Vay
\ AN
\ \\
. L
AN 4
\ ©
\\ .
\
\\ >
01\ \ \ X
\
N
\

15-nji surat

[ gbni dereje ¢yzygyna perpendikulyar, seylelikde, onun burg ko-

effisiyenti k, = %(k1 -k =— 1)bolar. / goni O nokadyn tstiinden geg-

yar we k, = %burg koeffisiyente eye bolyar. Sonun {igin onun
denlemesi. y = %x
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ulgamy ¢oziip,

bahalary alarys.

Seylelikde, O(0;0) nokatda global minimuma yetyér. Ol nola
dendir, global maksimuma A(2; 4) nokatda yetyiar we 6v5-¢ defi.
Lokal ekstremumlaryii globallardan tapawudy funksiya smeyar.

2-nji mesele.

Z=x—y—95
funksiyanyn
(x=1y=1
x+y=3,5
0<x=<5 0=<y=<5
deintsizlikler ulgamynyn c¢oziiwler kopliiginde global ekstremum-
laryny tapmaly.

Coziilisi. Yol bererli ¢oziiwler kopliigi her biri giibercek bolan

(16-njy surat) iki ayratyn bolekden ybarat.

y=5

o
AN

RS
Sy

16-njy surat
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z = x —y — 5 maksat funksiyanyn 4, B, C, D, K, N, M, L nokat-
lardaky bahalaryny hasaplalyii. Bu nokatlaryin koordinatalary seyle
bolar:

A(5:0), B(s;l), c<3;l), D(3; 5: 0), K(ll-z).

4 2 2’
L(0:3;5), N(%;s), M(0;5)
Onda,
ZB:_l z.=—2,5 z,=—1,5, z,=-5,5,

4,
7, =—8,5 z,=-88, z,=0, z,=-10

Global maksimuma (5; 0) nokatlarda yetyér we ol 0-a den, global
minimuma bolsa (0, 5) nokatlarda yetyar we 10-a deni. Funksiya C
nokatda —2,5-e deil bolan globaldan tapawutlanyan lokal minimuma
yetydr. Sonun {igin K nokatda hem globaldan tapawutlylykda lokal
maksimuma yetyar.

6. Cyzykly dil maksat funksiyaly we ¢yzykly dil
ciklendirmeler ulgamly meseleler

1-nji mesele.

{xz +y* < 36,
x=0,y=0
cakli ulgamyn ¢oziiwler kopliiginde

2= -3+ -2)’
funksiyanyn diiypli ekstremumyny tapmaly.

Y
B(0;6) Zmax=25
T
O \3_} ) 4;

17-nji surat 18-nji surat
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Céziilisi. z= (x—3)*+ (y — 2)* funksiyanyn dereje c¢yzy-
gynyn merkezi A(3, 2) (17-nji surat) nokatda bolan towerek bolyar.
A(3, 2) nokatda global minimuma yetyér, B(0;6) nokatda bolsa global
maksimuma yetyér (18-nji surat). Z  =0,Z = 25.

Aydylanlary mysallarda diistindirelin.
2-nji mesele. Ciklendirmeler ulgamynyn kopliiginde

(x=5¢+(y—37=09.
(x —5¢ +(y—3)* < 36,
x+y=8,

x=0, y=0.

z = x*+ )? funksiyanyn global ekstremumlaryny tapmaly.

Coziilisi. 18-nji suratda yol bererli ¢oziiwler kopliigi strihlenen.
Suratda gorniisi yaly, ol giibercek dil. z funksiyanyn dhmiyetiniii B no-
katda i1 pes, K nokatda bolsa — i1 uly baha eye bolyandygy aydyndyr
((x5)*+ (-3)*= 36 tegelegin galtasma nokady we beyihe ¢yzyklaryn
derejesi).

B we K nokatlaryn koordinatalaryny taparys. B nokat x + 8 =y
gond we (x—5)*+ (y-3)*=9 tegelege degislidir. Sonun {i¢in onun ko-
ordinatalaryny asakdaky ulgamdan taparys:

{(x—5)2+(y—3)2=9@{(3—y)2+(y—3)2=9@

x+y=38 x=8—-Yy
2 _

@{Zy —12y+9=0
x=8—y

@{y=3+31/0,5 {y:3_3,/o,5
x=5-3/0,5 ya-da x=5+3/0,5,

B(5-3y0,5;3+3/0,5).
Knokat y = %x denileme bilen OO, merkezlerifi ¢yzygyna we

(x=5)*+ (y-3)*=36
tegelege degislidir. Asakdaky ulgama gelyaris:
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{(x — 5P +(y—3P =36 {mz —170x—25=0
_ 3 < 3 <
y=3x y=3%
30 30
x=5+-2- x=5-—2L
’ /34 y /34
30 18
K5+ 3+—).
< /34 @)

Diymek, z,;, = 43 — 12-1/0,5; 2., = 40 + 12-v/34. F nokat
lokal maksimum bolyar, ¢linki z funksiyanyn bahasy gonsy B we C
depelerdéki bahalaryndan uludyr. Onda C lokal minimum nokat bolyar.

Seredilen mesele ¢yzykly didl meseleler hatarynyil ayratynlyk-
larynyn ¢yzykly meselelere garanynda kyndygyna g6z yetirmége
miimkingilik beryar.

Eger-de ¢ékli meseleler ulgamy ¢yzykly, maksat funksiyasy ¢yzykly
dadl bolsa, onda maksat funksiyanyil yol berilydan meyilnamanyn gyraky
nokatlarynda optimuma yetmegi zerur dél. Eger ol ekstremuma ¢ék no-
kadynda yetydn bolsa, onda bu nokadyn gyraky bolmagy hokman dal.

Seylelikde, yol berilydn ¢oziiwler kopliiginiii depeleri bilen ¢ik-
lenen seyle tipli meseleleri ¢6zmek iicin hasaplanys usuly bolup bil-
mez. Seyle tipli meselelerin kébirinde lokal optimum global bilen gabat
gelmeyir. Cyzykly dél ulgam ¢yzykly bolanda yol berilydn yaylanyn
giibergekligi saklanmayar. Eger-de yol berilyédn yayla giibergek dél bol-
sa, onda ¢yzykly maksat funksiyasynda hem global lokal optimumlaryn
tapawudy bolup biler. Lokal optimum bar bolan yagdayynda globaldan
tapawutlylykda, bir depeden goiisy depéd ge¢megine esaslanyan simpl-
eks tipli hasaplanys usulyny ulanmaga miimkingilik yok.

Cyzykly dél programmirleme meseleleri ti¢in (global lokal op-
timumy tapawutly bolan) kop hasaplanys usullary lokal ekstremum
nokady tapmaga miimkingilik berydr. Umumy yagdaylarda olar glo-
bal optimum bilen gabat gelip, gurmaga miimkingilik beryér. Bu usul
bilen lokal optimumy tapmak amalyyetde, kopleng, peyda beryir.
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Cyzykly programmirleme teoriyasynda funksiyanyn giibercekli-
gine we oyuklygyna ayratyn gyzyklanma bildiryérler. Asakdaky kes-
gitlemeler adalatlydyr.

Goy, f(x) galtasyan X giiber¢ek kopliikde giibercek kopliik bol-
sun. Onda islendik lokal minimum X-de global minimum bolyar.

Eger-de f(x) galtasyan giiber¢ek X kopliikde oyuk funksiya bolsa,
onda X-de f(x)-iil islendik lokal maksimumy global minimumy bolar.

3-nji mesele.

x, <3,
3x, + 2x, < 12,
x=0,x2,=20

cikli ulgamyn ¢oztiwler kopliiginde
7=2x— X, +x,

funksiyanyin maksimumyny tapmaly.
Coziilisi. z = 2x, — x} + x, funksiyanyn dereje ¢yzygy para-
bola bolar (/9-njy surat).

xzﬂ Zmax:4
z=2
z=1
AQ B x,=3
u:;vX
ke
0 1 4 \C X,

19-njy surat

z funksiya iki sany oyuk f(x)) = 2x; — x7 we f(x:) = x,funksi-
yalaryn jemi yaly garamak bolar. Seylelikde, z funksiyanyn lokal
maksimumy global bolar. z = 4 baha D(1;3) nokatda yetyir.
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§2. Lagranjyn kopeldijilerini
ulanmak usuly

Goy, bizden kop ululyga bagly f(x) funksiyanynt minimumyny

tapmak talap edilydn bolsun, bu yerde x = (x,, x,, ..., x ) wektor
ululykdyr. Bu meselédni ¢6zmek iigin

of P

o b= 0,i=1,2,3, ..., n. (6)

deiilemeler ulgamyny ¢ézmeli. Eger meseld gosmaga:
gx=0, j=12,3,...,m, (7)

gorniisli sert goyulyan bolsa, onda sol yagdayda yokarky usuly ulan-
mak bolar.

(6) denlleminin kébir ululyklara gord ¢oziip bolyan yagdaylary-
na seredelin. Minimum nokady bolaymagy &htimal hasaplanyan
nokadyn yaylasynda

g x),j=1,2,...,m,
funksiya seredelin. Goy, bu yaylada funksiyanyn ikinji tertipli dniimi
bar diyip diisiinelifi. Yakobinifi rangy m-e defi bolsun. Onda

98 9g 98
ox, 9x, ~ Ox

ox, ox, = ox, |#0. (8)
g, 98, 9g,,
ox, Jx, O«

Eger su yerde, aydyn dél gornilisde berlen funksiyalaryn hisiyet-
lerine salgylansak, (6)-defileme x , x,, ..., x nibellilere goréd ¢oziilip
bilner:

xj=(pj(xm+l,xm+2, X ), )= 1,2, 0, m. 9)

X, X,, ..., X — ululyklara bagly Gytgeyén ululyklar, x ,x . ...,

......

funksiyada goysak, onda
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f(¢l(xm+1’ Tt xn)’ ?, (‘xm+1’ sy xn), cee @ (meJ cees X,,)a K12
X, oo X)) =X X s ees X))

funksiyany alarys. Gorsiimiz yaly, bu funksiya n-m ululyga baglydyr.

Diymek, biz n-m ululyga bagly funksiyanyn minimumyny gézlemeli

bolyarys. Yone kihalatlarda iiytgeyin ululyklaryii sanyny azaltmak

mimkin dil. Seyle yagdaylarda, stasionar nokatlarda funksiyanyn

doly differensirlenydn nola éwriilyénligine salgylanmaly bolyarys.
Su nukdaynazardan ¢cemelessek, alarys:

ax)=3 L e (st 33 U (dy, = 0. (10)
= o k=m+1 xk
Bu yerde ox, j=1, 2, ..., m bagly iiytgeyén ululyklaryn differensi-
aly, Ox, k=m+1,k=m+2, ..., n erkin liytgeyén ululyklaryn diffe-
rensialydyr. Bular 6z aralarynda

ﬁ:agéix*)dxi"‘ Z": g/( )

izl ; v 90X,

x, =0, j=1,2,.,m, (11)

gorniisde baglanysykdadyrlar. (10) we (11)-de bagly iiytgeyédn
ululyklaryn differensiallarynyfi koeffisiyentleri nola defi bolar yaly 4,
Ay ..., A sanlary gozlap tapalyfi we bu sanlary (11) defilemd agzama-
agza kopeldelin. Alnan netijani (10) bilen gosalyii. Onda

i(%(x*%L agl( D+ .. +A4, agm( *)>dxj+

j=1 (12)
L3 (3f(x>+a agl(x)—|— A, g’”(x))dxk—o
S\ 0%,
Ay Ay ...y A erkin ululyklar bolandyklary ti¢in olary
af agl 8gm Y
ax( )+ﬂla (x7) + ... +Amaxj(x)_0,
j=L2,...,m (13)

bolar yaly saylap boljakdygyna (8) giiwa gecyér. Eger (13) yerine yetse,

S+ A+ 4, ) = 0,
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k=m+1,...,n (14)

deniliginl yerine yetjegi-de gutulgysyzdyr. (7), (13) we (14) defilemeler
bilelikde n+m {iiytgeyan ululykly m+n denlemeler ulgamynyn do-
redyarler A, A, A, ..., 4, x,, x,, ..., x -ululyklara gord). Su usula

......

Lagranjyi kopeltmek hasylyny ulanmak usuly diyilyar. 4, 4,, ...,

......

su asakdaky algoritm boyunca ¢oziilyar.
1. Lagranjyn funksiyasy diyip at alan n + ¢ liytgeyén ululyga bagly

L(x,A) = flx) + ﬁlﬂ,.gj(x) (15)

funksiyany gurmaly.
2. x we A gord Lagranjyn funksiyasynyn hususy oniimlerini tap-
maly we ony nola denilemeli, yagny

m Jdo.
L _ U 5% _ 0 =12
ox, dx; = 7 ox
s as)
T g;(x)=0,j=12,..m
3. Alnan denlemeler ulgamyny x, x,, ..., x 4,4, ..., 4 nibel-

lilere gord ¢ozmeli. Lagranjyn funksiyasynyn umumy gorniisi su
asakdaky yaly berilyir:

L(x, ) = 2, fix) + (4, g(x)). (17)

Eger seyle bir {A*x* } nokat bar bolup, bu nokatda
L(x, A*) < L(x*, A*) < L(x*, 1) (18)

deiisizlik yerine yetyin bolsa, onda bu nokada Lagranjyn funksiya-

......

L(x"A") = ir]}fL(x*,ﬂ) =supL(x,A") =

= maxir}fL(x,ﬂ) = mjininfL(x,ﬂ)

gorniisde yazmak bolar.
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§3.Gradiyent usullary

I1ki bilen dereje ¢yzygynyn manysyna diisiinelin. Bu ¢yzykly ber-
len funksiyanyii bahasy hemiselik bolup gelyér. Sunun yaly ¢yzyklar,
sol bir funksiya ti¢in 6rdn kopdiir. Eger biz dereje ¢yzygynyn iistiinde
haysy-da bolsa bir nokady alyp sol nokatda funksiyanyn gradiyenti-
ni tapsak, bu wektor dereje ¢yzygyna ortogonaldyr. Onun ugry bolsa
funksiyanyn in ¢alt 6syén ugry bilen gabat gelyir. Gradiyente gapma-
-garsy ugrukdyrylan wektora antigradiyent diyilyar we funksiyanyn
in ¢alt kemelydn ugry bilen gabat gelyar.

Diymek, meseldnifi goylusyna baglylykda seyle bir x, x, ..., x,
wektorlaryn yzygiderligini gurmaly boljak eken, sonda bu wektorlar

Sx) > fx) > > flx) (19)

ya-da
f(xo ) <flx,)<..<flx)

serti kanagatlandyrmalydyrlar (maksimumy tapmak meselesinde).
Biz minimum mesela seretjekdiris. Diymek, biziii gurjak wektorymyz
Ol usullar, kemelminin ugrunyi saylanysyna baglylykda biri-birin-
den tapawutlanyar. Su usullarda {x } nokatlaryn yzygiderligi

Xy =X+ P (20)
formula arkaly tapylyar. Bu yerde P, — kemelménin ugry; a, — su ugur

boyunga ddimini uzynlygy. Eger biz (20)-de P, -nyfi yerine antigra-
diyent, yagny — f"(x,) wektory saylap alsak, onda

ka:Xk—Oka'xO, ak>0,k:1,2,... (21)
Bu usula gradiyent usuly diyilyar. (21) denligi
i ;0 )
X1 = X — a—ﬁi(xk)’ i1=1,2,.,n (22)

gorniisde yazmak hem bolar.

Gradiyent usullar 6rédn kop. Solaryn ifi amatlysynyil biri a,-ny
has kici saylap almakdan ybaratdyr. Her gezek d4dim saylanyp alnanda
a, ululyk
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Jor = o f'(x) —fix) < —ea[If"(x)IP (23)

densizlik yerine yeter yaly saylanyp alynyar. Bu yerde 0 <& < 1.
Yene bir amatly usula seredelifi. Ol usulda x, nokatdan x, ., no-
kada gegilende f{x, — af"'(x,)) funksiyanyn o boyun¢a minimumy ta-
pylyar. Bu usula has calt kemeltme usuly diyilyar. Su iki usul bilen
gysgajyk tansalyn.
I usul. Eger (21)-de a,-nyf bahasyny 6rén kici edip alsak, onda
funksiyanyi kemelmegini iipjiin etmek bolar:

S = e f(x)) <Ax) (24)

yerine yeter. Yone bu yagdayda gozleyin nokadymyza yetyingik
ordn kop we birmefizes hasaplamalary gegirmeli bolarys. Eger a,-ny
ulurak saylap alsak, (24)-inl yerine yetmezligi miimkin.

Seyle yagdaylaryni bolmazlygy tli¢in her bir o -nynt bahasynda
(23) serte gord barlanylyar. Eger sol sert yerine yetmese, o, -ny tize-
den saylap almaly. Seylelikde, biz a > 0 taparys we bu ululyk (23)-i
kanagatlandyrar. Su tapylan a sany son iiytgetman galdyrarys.

Her gezek (23)-serti barlap durmak aisat is dil. Su kyngylykdan
dynmak ii¢in ilki bilen f{x) funksiyanyi hésiyetlerine seredip gérmeli.
Eger ol Lipsisin sertini kanagatlandyryan bolsa, onda

0, =a = “TS (25)

Bu yerde L — Lipsisiii hemiseligidir. Yone bu erde-de onaysyzlyk
yiize ¢cykyar. Sebibi bize L-ululyk, isldn wagtymyz belli bolup dur-
mayar.

IT usul. Bu usulda «,

fl = af () = min (. — af (x) (26)

serti kanagatlandyrar yaly saylap alynyar. a, saylanandan son (21)-ni
ulanyp gozlenilyén nokat tapylyar. Gradiyent usullarynyn yene-de
engemesi bar. Olar bilen tanysmaga meyil bildiryén okyjylaryn dyk-
gatyna kitabyn ahyrynda getirilen edebiyatlary hodiirleyéris.
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VI bap
Stohastik progrimmirleme meselesi
we usuly

§1. Stohastik meseléinin
goylusy

Ykdysady meselelerin kesgitli (determinirlenen) modellerinin
esasynda kopleng yagdaylarda ykdysadyyetin takyk (real) prosesle-
rinde onat netijeleri alyp bolmayar. Bu esasan hem bizinn modele gi-
rizyan c¢dklendirmelerimizin we esasy gorkezijilerin totdn hisiyetleri
bilen diistindirilyar. Seyle kesgitsiz sertde islenilip diiziilen yorite ma-
tematiki modeller we usullar 6z gezeginde stohastik programmirleme
diyen ady aldy.

Cyzykly programmirleme meselesine seredelin:

flx) = > ¢x; - max, (1)
j=1
yerine yetirilen ¢aklendirmelerde:
Zauxj <b,(i=(,m)

ij 0, (j=1Ln).

Kesgitlilik ii¢cin hojalykdaky pudaklaryn optimal diiziimi goézlen-
yar diyip hasap edeliil. Bu sertlerde maksimum arassa girdejini kes-
gitlemek bolyar.

Mununi yaly meselede maksat funksiyanyn we cdklendirme-
ler ulgamynyn koeffisiyentlerini doly kesgitlemeklik miimkin dil-
dir. Her bir pudakdan ayratyn hem ekerangylykdan alynyan peyda
hasyllylyga baglydyr. Ona bolsa 6z gezeginde howa sertlerinin tisiri
uludyr. Soniky aydylanlaryn toténleyin iiytgeyédnligi sebépli, mak-
sat funksiyanyn kop koeffisiyentleri (ya-da olaryn hemmesi) totan
ululyklar bolup biler. Céklendirmeler ulgamynyn koeffisiyentleri
a, barada hem edil suny aytmak bolar. Olaryil kdbiri natural ya-da
1ym1thk birlesiklere gord hasyllylyk, yagny totdn ululyklar bolar.
Beylekiler hem tiytgeyén dasky sertlere bagly bolup ya-da belli bir

2
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derejede kesgitli (determinirlenen) bolup bilerler. Oz tebigaty boyun-
¢a b, sertler hem diirli bolarlar. Eger hojalykda siirimli yerint meyda-
nyny kesgitli hasap edip bolyan bolsa, onda ekerangylykda zihmet
serigdeleri (miimkin bolan adam, giinler) isleméne yaramly giinle-
re hem, iscilerin sanyna hem baglydyr. Su ululyk tétdnleyin ululyk
bolar. Meselede ulanylyan totdnleyin ululyklar ii¢in stohastik we
beyleki soraglaryn esasynda totdnleyinlik hésiyetlerini kesgitlemek
miimkin bolsa (paylanys funksiyasyny, matematiki garasmasyny,
dispersiyasyny), onda mesele towekgellik sertlerinde ¢oziilyar diyip
hasap edyéris. Eger totdn parametrleriil iiytgeysinin stohastik kanu-
na layyklygy barada hi¢ hili maglumat yok bolsa, onda kesgitsizlik
sertlerinddki mesele diyip atlandyrylyan meseldni alarys. Stohastik
programmirleme iki gorniisddki meseleleri hem dwrenyar.

Stohastik mesele goylanda diie bir ¢éklendiriji sertler we maksat
funksiya belli edilmeyir-de, eysem sol bir wagtda haysy meyilnama
rugsat berilyandigini, haysynyn bolsa optimal boljakdygy kesgitlenil-
yar. Adaty (determinirlenen) meselelerde rugsat berilyan diylip, ¢ak-
lendirmeler ulgamyny kanagatlandyryan meyilnama, optimal meyil-
nama diyip bolsa, onda bu funksional maksimum (minimum) many
berydn meyilnama diylip hasap edilyir. Stohastik meseleler {i¢in
bu kesgitlemeler dogry bolmalydyr. Hakykatdan hem, X(x,, x,, ..., x)
meyilnama (2)-nji ¢éklendirmeler ulgamyny a; we b, totdnleyin
koeffisiyentlerin manylarynynn bir jeminde kanagatlandyryp, basga
bir jeminde kanagatlandyrman biler. Edil sunuii yaly-da, haysy bolsa
bir meyilnama maksat funksiyasynyi téténleyinlik koeffisiyentlerinin
bir topary li¢in optimal bolup, bagga bir topary {i¢in optimal dél bolup
biler.

Indi bolsa yolbererlikli meyilnamanyin miimkin bolan kesgitle-
mesine seredelin. Onun {i¢in bolsa tiytgeyan ululyklaryn bahalar toplu-
my meseldni ¢iklendiryén dhli to6tén koeffisiyentleri kanagatlandyryan
Haysy hem bolsa bir ¢dklendirmede kicirdk diizgiin bozmalar yiize ¢yk-
sa, onda onufi sofunyi helikeilikli gutarmagy miimkin. Yolbererlikli
meyilnamanyn seyle kesgitleme berlen stohastik meselesine berk gorniisli
miimkingilik bermeyéir we elmydama determinirlenen bolyandyr. Cék-
lendirilen ulgamyn birndge sertlerini kanagatlandyrmayan yolbererlikli
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meyilnama hem hasap edip bolar. Diizglini bozmanyn ululygy gaty uly
bolmaly dildir. Seyle kici diizglin bozmanyn meyilnamasyny tapmak
ticin maksimum ¢0ziiwi — minusly, minimumy — plyusly bolan birnige
koeffisiyentli maksat funksiyasyny girizyarler. Diizgiin bozmanyi seyle
prosesinde esasy kriteriya optimallagdyrylman, sol bir wagtda jeriménin
jemi hem minimallagdyrylyar. Stohastik meseldnin sunun yaly goylusyna

Céklendirilen ulgamyn birndce meselelerinde seyle sekillendir-
mani asakdaky gorniisde yazmak bolyar:

P(Zn:al.jijbI)Zpi, 0<p <1, (i=1m). 3)
j=1

Bu yerde p, p - dhtimallyk nysanlary. Yerine yetmegi mohiim bolan
serti alanlarynda p, ululygyn bahasyny bire golay saylap alyarlar. Mohiim
dél yagdayynda bolsa p, —niil bahasyny nola golay saylap alyarlar.

Stohastik programmirleménin (X, (3)) sertli gorniisli meselesi-
edilyér. p. dhtimallygyny saylamak berlen serti yerine yetirméninde
alnan jerimanin 6lgegi bilen defiegerrakdir. Eger dhli p, = 1 (dhli jeri-
meler tiikeniksiz uly), mesele berk hasaplanylyar.

Berk dil meseleleri totén faktorlar hasaba alnanda ulanmak has
ukyplydyr. Ony ulanmaklyk halk hojalygyny meyilnamalagdyrmakda
has hakykata golaydyr.

Optimal ¢oziiwin sanyny kesgitlemegin diirli formulirlemesi
bardyr. Eger meyilnamalasdyrmakda maksimum girdeji ya-da mini-
mum ¢ykdajy maksat edilen bolsa, stohastiki meselede maksimum
(minimum) gozlenilyar.

Oba hojalygynda gecirilydn birndge ¢éreler (diirli meliorasiya)
yylyii amatly we amatsyz gelmeginde oniim 6ndiirilisini peseltmezlik
ticin goniikdirilendir.

Stohastik meselelerde sunun yaly ¢éreleri meyilnamalagsdyrmak
ticin funksiyanyn dispersiyasyny minimallasdyrmak gerek bolyar.
Meseldni maksimum girdeji almak ti¢cin hem goymak bolar. Munun
valy maksat funksiyasy arassa girdeji almagyn matematiki garasmasy
hem bolar we onun dispersiyasy birndge koeffisiyente kdpeldilmesi-
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dir. Islendik stohastik meseleler birndge 6zgertmelerden son deter-
minirlemége getirilydr, sonikusy ¢yzykly dil bolyar. Hazirki zaman
kompyuterlerinde bar bolan programmalar arkaly islendik stohastik
meselelerifi optimal ¢oziiwlerini kesgitlemek miimkin. Ozgerdilen
meseldni ¢6zmek meyilnamanyn zerur komponentini tapmak bolup
duryar. Eger ol determinirlenen bolsa, onda komponenti hasaplamak
iicin gosmaga ululyklary tapmak gerek bolyar.

Stohastik programmirlemede meseléni dine ¢ozmekde dél, sayla-
makda hem kyngylyklar yiize ¢cykyar. Matematiki programmirleménin
ahli boliimlerinin i¢inde su boliim il az islenendir.

§2. Stohastik meseléinin
iki tapgyrda coziilisi

Kesgitsiz sertde soralyan onlim¢ilik meyilnamasyna mysal hok-
miinde seredelinl.

Mesele. Goy, kidrhana m gorniigli 6niim 6ndiiryén bolsun, onun
licin n gorniigli gerek serisdeler satyn alynyan bolsun, yone alynmaly
serigdelere (Oniimlere) heniz isleg bildirilménkéd gerek materialla-
ra isleg bildirip goymaly, ondiiriljek Onlimlere takmynan isleglerini
mdgberleri takyklanandan sofira 6nlimgiligiit meyilnamasy asakdaky
sertlere gord diiziilyér:

1.Gosmaca gerek bolan serisdeleri yokary bahadan satyn almaga
rugsat edilmeli.

2. Jerimelerin kesgitliliginiii esasynda serigdeleri satyn almaga
bildirilen islegleri yzyna gaytarmak hem bolyar

3.Hemme islegleri doly yerine yetirmesent hem bolyar, yone kér-
hana jerime gorniisde gosmaga yitgd sezewar bolyar.

Goy, a;, ol i-nji gomiisli 6niim birligi ti¢in j-nji gorniisli serisddnin
harajatynynl normasy, x, —J- -nji gdrniisli isleg bildirilen serisdelerin
sany, ¢, — onu bahasy, y, — gosmaga satyn alynmaly serisdénin sany, d-
~ onup bahasy, z. — j- gornusde yzyna gaytarylan serisdénin boleglnln
ululygy, /. yzyna gaytarylan serigdede jerime birlik, w, — i gorniigde
meyllnamalasdyrylyp ondiirilydn oniim, {E }’" karhananyn ondiiryan
oniimine bolan isleg tétin wektor, b, — i-nji birlik dnlimifi satylma-
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gyndan gelen girdeji, g, — i-nji gbrniisli serigdénini berilménligi Ggin
salnan jerime bolsun.

Bizin seredydn meseldmiz iki tapgyrdan duryar. Birinji tapgyrda
{x;};_, wektor saylanyar, ol bolsa gerek bolan (h6kman) éniimgi-
lik serisdeleri. Ikinji tapgyrda belli bolanda {&}", gord

{v}:_.{a};_.{w]}_,— nébelliler saylanyp satyn alnan materialla-
ryi esasynda onlim¢iligiit meyilnamasy kesgitlenyar.
Bular yaly gorniisli optimal meyilnamalagsdyrma meselelerine

------

Matematiki modeli diizmek ti¢in ilki bilen 2-nji tapgyra sere-
delifi. Goy, {&(w )} totin wektoryii takyk yerlesdirilmesi {&}" ,
degislilikdiki totinleyin waka « . Onda girdejinifi maksimum birinji
tapgyrynyilt meyilnamasynyn fiksirlenmeginde {x_,}tzl asakdaky
gorniise eye bolyar: ‘

max(ﬁbiwi - i(é,(a) - W[)g,‘ +

4
+il(cj —f)zi — Zn;d/)’/ - Zn;cjxf)
ciklendirilen sertler/{ i :
ialjwis_ﬁyj—zj j=1ln; Q)
0<m<E&(w) i=1,m, (6)
y;,20;2,20, j=1,n. (7)

Bu meseldnii optimallygynyil meyilnamasy we funksiya krite-
riyasy difie {x;} we {&(w)}-e baglylygy goriinyér. Sebibi {&(w)}
-bize bagly bolmadyk t6tan faktorlar bilen kesgitlenip, (paylama) dar-
gadylyp hokman ortara funksiyanyn kriteriyasyny her bir fiksirlenen,
{x,}yagny matematiki garasmasyna funksiya kriteriyasyna seretmeli.
Goy, (X, (4-7)) meselede ¢({x,}, {&(w}) funksiya kriteriyanyh op-
timal bahasy bolsun, onda

o({x;}) = M,e({x).{€ (0)})



(M., — matematiki garagsmanyn simwoly)

Indi bolsa birinji tapgyrly meseldni aydynlasdyralyn. Netijede,
@(x) maksimum bolar yaly edip, x = {x;}saylalyfi. @(x) funksiyanyn
islendik x > 0 {i¢in kesgitlenendigini gérmek bolyar. Sonia gord bu me-
seld giibergek programmirleme meselesi hokmiinde seretmek bolyar.
Esasy gosmaca kyngylyklar @(x)funksiyanyn aydyn dél gorniisde
berilmeginden-de, kesesinden bolsa ¢yzykly programmirleménin tii-
keniksiz kop meselesinin ¢oziilmeginin netijesinden we maksat
funksiyasynyn bu meseleler ii¢in ortaca bahasynyn, degislilikde kes-
gitli dhtimal boliinmeginden ybaratdyr. Dine hususy yagdayda tétéan
wektoryn bahalarynyn kopligi tikenikli bolanda, iki tapgyrdan
duryan stohastik programmirleménin ¢yzykly meselesi, ¢yzykly
programmirleménin yorite gérniisine getirilyar.

Hakykatdan, goy, wektor {£}/_, tiikenikli sanly bahalaryny ka-
bul edip bilyin bolsun, s, s, ...,s"”, degislilikdiki dhtimallyklar

PPy P, Zpk =1,p.>0, sV = {Sz(k)};n: P (k = 1’_7)
k=1

Eger (X, (4-7)) meseldnin ndbellilerini

(&Y = 5" wy Y Zjx diyip bellesek, onda
ZEEDWAONATED AULENATES NI
j=1 i=1 i=1 =1

= 22d;¥5) = D¢
j=1 j=1
Iki tapgyrly mesele asakdaky ¢yzykly programmirleme mesele-
sine getirilyér.
min @(x ) — i tapmaly. (8)

Céklendirmeler

zau zk<;j+yjk_zjk (.]: L—n),
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0<w,<s* (i=1,m).
Y =0,2,Z0(k=1,r).

Mesele r sany bagly dil meselelere dargayar, difie x, gori olar
baglanysykly bolyarlar. Umumy yagdayda ¢yzykly iki tapgyrly sto-
hastik mesele asakdaky gorniisde goyulyar.

Berlen. A matrisanyin mogberi, m X n;: mogberi m X n, matrisa-
lar toplumynyfi mogberi, D& totén & parametre bagly: wektor ¢ we
wektorlar toplumlary, cif, b, degislilikde olaryfh mogberleri n , n,, m.
Her bir hasaba alnan & ig¢in seredilydn mesele asakdaky gorniisde
sekillendirilyér:

min(cg,y), (10)

Céklendirme:

D.y = b, — Ax. (11)

Goy, yg (x) meseldnifi optimal ¢oziilisi islendik & ti¢in bar bolsun.
Onda

min|(c.x) + M. (ch y2(x)L € € 3,

Bu yerde M, -nysan & totidn parametre gord paylanmanyn mate-
matiki garagsmasy. Goy,

R-(x) = (csy:(x)),Vx =0

funksiya dhtimallyk 6l¢egi boyunga integrirlenyian we 6lgenyin Y. bolek
kopliikde kesgitlenen bolsun.
Goy,
M(ehyi(x)) = F(x)
funksiya x > 0 yaylada giiber¢ek bolsun.
Goy,x,x,20 we a ig¢in 0<a<l), x(a)=oax +(l-a)x,
&-ni fiksirlédp alarys:

y(@) = ay;(x)+ (1 — @)y:(x,), W) (11) defisizligi Yerine yetiryédr we

(cey(@)) = a(cay:(x)) + (1 — a)(cay:(xy)) =
= aR:(x) + (1 — @)R:(x,).
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Bu yerde
R:(x(@)) = (cty:(x(@))) < aR.(x,) + (1 — @)R.(x,).
& gbré paylamany integrirldnden sofira alarys:
Fx(@) = aF(x)) + (1-a)F(x,).

Bu F(x)-in giibercekligini gorkezyir. Seylelikde, iki tapgyrly ¢y-
zykly stohastik mesele giibergek funksiyanyn minimum meselesine
getirilyar:

flx) =(c, x) + F(x), hagan-da x > 0.

Eger totan &wektoryn yerlesdirilmesi tiikenikli bolsa, onda biz
¢yzykly programmirleménin diiziimi meselesini alyarys. Umumy yag-
dayda totdn wektorynl yerlesdirmesi tiikeniksiz san bolsa, iki tapgyrly
meseldni takmynan ¢yzykly programmirleménin meselesi hokmiin-
de gorkezjek bolup gormeli, yone onat takyk gdérniisde aljak bolsan,
onda ¢yzykly programmirleme meselesine 6rdn uly gdwriimde seret-
meli bolyar. Esasy kyncylyk F(x) aydyn dél gorniisde berilmegi bilen
baglanysyklydyr.

§3. Stohastik programmirleméinin meselinin
diizetmesiz c¢oziilisi

Stohastik programmirleme meselesinin modeli we onuil korrek-
siya dil ¢oziilisi.

Stohastik programmirleme meselesi ¢yzykly dil programmir-
leme meselesine getirilydr. Onun ¢oziilisi bir tapgyrda kabul edilyar
we totdn parametrinin yerlesdirmesini anyklap bolmayar. Seyle me-
selelerde, diizgiin bolsy yaly, maksat funksiya we ¢éklendirilen totén
parametr manysynda ortalasdyrylan diylip diistinilyar. Bu yagdayda
matematiki model asakdaky gorniise eye bolyar.

Funksiya berlen:

fx, 0),v=0,1,...,m x €E, o € L —totin parametr.
Kesgitlemeli:

min M, f(x,w) (12)
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Asakdaky c¢éklendirmelerde
M f(x,0) <0, (i=1,m). (13)

Eger her bir x hasaba alnanda

f(xw),(v=0,1,...,m)

funksiyany integrirlemd goniikdirsek, dhtimallyklar 6lgegi boyunca
Q yaylasynda kesgitlenen we

M,f, (x,0) = f,(x),

bilen belgilesek, onda biz adaty gorniisdéki ¢yzykly dél programmir-
leme meselesini alarys:

minf,(x). (14)
[i(x)<0,G=1,m). (15)

Stohastik (10), (11) meselanin ¢oziilisinde esasy kyngylyk £ (x)
funksiyanyn aydyn gorniisini dine adatdan dasary yagdaylarda almak
bolyanlygy, esasan, biz f(x, w) funksiyany yonekey hasaplama bilen
onun bahasyny we onun gradiyentini x, w fiksirldp kesgitleyéris.

Wajyp kici synply meselelere «Céklendirilen dhtimallykly me-
seleler» giryar. Beyle modeller ¢cdklendirmelerin absolyut yerine yet-
mekligini talap etmin, dine dhtimallygy kesgitlemekligi talap eden
yagdaylarda ulanylyar.

Onda matematiki modeli asakdaky gorniigde tapmaly:

mxinMwﬁ(x;a))
P{f(x,w) <0} =p;0 < p <1,(G = 1,..,m) sertlerde.

Eger hdsiyetlendiriji funksiya girizilse

Xi(x,(l)) = {O’fz‘(X,w) > 0,
1, f(x,0) <0,

onda su asakdaky mesele alnar:

mxian}f)(x,co)/Mw[xi(x,w) -p]=0,(=1,m)
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§4. Stohastik meseléinin umumylasdyrylan
gradiyentler usuly bilen ¢oziilisi

Stohastik programmirleméniii umumylasdyrylan gradiyent usu-
ly, totdn gozleg usulyna, yagny gaytalanyan hereketi gorkezyéan usul-
lara degisli. Stohastik umumylasdyrylan gradiyent usulynyn mini-

mumlasdyrylan f{x) giibercek funksiyasy indiki gaytalanyan hereketi
gorkezyén formula bilen yazylyar:

A
Xy =X — I (%) Vo(x,), (16)

bu yerde 4~ k-njy ddimde ddimli kopeldiji.

éw(xk) — totdn wektor, yagny (x,) nokatda umumylasdyrylan
gradiyentinl f(x) funksiyasy matematiki garagmasy bilen gabat gelyédn
bolsa. Yonekeylik iigin éw(xk)wektoryﬁ dhtimallyk hasiyetleri (A;)
nokatda kesgitlenydr we yokardaky gozleg prosesine degisli dil
diyelin. Goy, x* — f(x) funksiyanyn yeke-tdk minimum nokady bolsun.

Teorema. Goy, asakdaky sertler yerine yetydn bolsun:

D 3 h(x) =+o001y(x) > 0
k=1
2) glh,f(xk) < oo

A 2
3) M, |Va(x) <c

hemme k-lar ticin k =0, 1, ...,
Onda bire den bolan dhtimallyk bilen
lim|x, x| = 0
Subudy.
Goy, {y,}r_,—totdn ululyklaryn yzygiderligi bolsun we asakdaky

sert yerine yetydn bolsun:
M(yna y,,_p LR yl) Syn.l'

Beyle totin yzygiderlikler yarym martingal diylip atlandyrylyar.
Yarym martingal {i¢in indiki gabatlasma teoremasy subut edilen.
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Eger
M(y,]) =c<+o,

onda birlik dhtimallygy bilen y predel yzygiderligi tapylan:
Jimy, ="
bu yerde
M(ly" ) <+oo
| x, — x| — yzygiderligii 6ziini alyp barsyna syn edeliti:

[

2 A
e =2 =], = By () V() —

=[x, = = 2, (Vo (), % — ) + 12| Vo ()

2

9

M, |2 =5 F = M2 =P = 2, (x) (M, Vo ()0 —x7) +
+h;(x)-M, H Vo (x,) H2
Sunlukda
M, Vu(x) = VA(x): (Ff(xn —2) 2 0,

onda
M (| xeer — X7 [ 20 S| xe— X7 |2 + chi (17)

ululyga seredelin:
w=lmg, = P e
Densizlik asaky densizlige den giiycliidir:
M(zeir | 2y 2) < 2.

Buyerde{z,};"_,— yarym martingal bilen z* predel birlik dhtimal-
lykda gabat gelyar. Sebibi

§— 00

lim> A2 = 0.
k=s
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Su predele-de |x, — x"| birlik dhtimallykly gabat gelyar. Indi
bolsa predelin nola dendigini gorkezelin. Tersine subut edelin. Eger
bu beyle dil bolsa, onda &,0 > 0 tapylyp, dhtimallyk bilen noldan
has asakdaky tiikeniksiz yzygiderlik bardyr:

X (@), oy X (@), s k(@) < ky(w) < .y
seyle densizlik yerine yeter yaly
| x, (@) —x*| =g,
bu yerde
e A N
3 1t (Vo (x5~ ') = o
Bu bolsa asakdaky gatnagyga ters gelyér:
* * > A *
M, | % —x H2 =[x, —x i 2/;% (va“’(xk)xk —X > +

+ 30, [ Vo]

Teorema subut edildi.

Umumylasdyrylan stohastik gradiyentler usulyny stohastik ¢y-
zykly programmirleménin iki tapgyrly meselesini ¢ozmekde ulanalyi.
Goy, A:(x) (10), (11) — ikileyin meseléniii optimal ¢dzgiidi bolsun.
M,A"A;(x,) wektoryfi x, nokatda F(x) funksiya umumylasdyrylan
gradiyentdigini gorkezelin. Munun ii¢in agakdaky denisizligi barlalyii:

R (x) = Rz (%)) = (= A Az (%0).X — xp).
Hakykatdan hem
R (x) = Re (%) = (c2y2(x)) = (caye (%))
Cyzykly programmirleménin ikileyinlik teoremasyna layyklykda:
(L (x)) = (A2(x).bs = AX) 2 (73 (3y)b; = Ax),
(cerye (%)) = (A (x0). b — Ax,).
Bu yerde
Re(x) = Re(%,) Z (A (xhA(x, = X)) = (~ATA(x,)x — ).
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Ortaga bahany hasaplalyn:
F(x) = F(xy) = (= M A" AL, (%0).X — X,).

Bu deiisizlik F(x) funksiyanyin umumylasdyrylan gradiyentinin
kesgitlemesine layyklykda x-da —M, AA, (x,) defidigini gorkez-
yar. Bu yerden umumylasdyrylan stohastik gradiyent usulyna esas-
lanyan ¢yzykly programmirleménin iki tapgyrly meselesinin kesgit-
lenen ¢ozglit usuly gelip ¢ykyar.

Bu usul asakdakylardan ybaratdyr:

1) Totén yaly sanlary islédp ¢ykaryan komek¢i programmanyn
komegi bilen £(w) totdn parametr hokmiinde paylanan garassyz
totdan ululyklaryn yzygiderli amala agyrylysyna menizedilyan yzygi-
derliligi alyarys; &, &, ..., &, ...
~ 2) x = x,-dan baglalyf. k d&dimden x = x. alarys. Sondan sofira
&, bahasyny isldp diizyiris we (10), (11) meselédni ¢ozyaris hem-de
x = xiwe & = & ikileyin Giytgeyén A, (x;) bahany alyarys;

3) Totan gézlemdnin ddimini yerine yetiryéris:

Xpy1 = P+[xk - %(xk)hk]'

(P+(x) — %(xk)> wektor hékmiinde —A” A, , | (x,) kabul edip (x)
wektoryn diiztijilerini 0-a 6wiirydn operatordyr, yagny

Xpr1 = P+[xk - hkATA;H(xk)];

4) k-ni k+1 bilen calsyp, 2-4 gegyaris.

Jemlenen stohastik gradiyentler usulyny f(x,®) — x funksiya
boyunca giibercek bolan sertinde (12), (13) meseldni ¢ozmek iigin
hem ulanyp bolar.

Otrisatel dil agramlary ortalamagyn giibergek funksiyalaryn sa-
nyndan ¢ykarmayandygy sebipli, f,(x)= M,f (x,w)funksiya hem
giibergekdir.

Yylmanak dal jerime funksiyalar usulyny ulanyp, giibercek prog-
rammirleme (14), (15) meselesini giiber¢ek funksiyany minimizirle-
mek meselesine getireris:

F(x):fo(x>+zsi(pi(}‘i(x))’ (18)
i=1
(s,-yeterlik derejede uly polozitel san)

19. Sargyt Ne 2592




VF (x) umumylasdyrylan gradiyent asakdaky formula bilen ha-
saplanyar:

VE(x) = VA(x) + ﬁsx F.(x)DVF(x),

= [ =0
s, f>0.

Onun stohastik menzesligi asakdaky gorniisde alnyp bilner:
VE(x) =V (x,0) + > 5,(fix, )V, (x, ). (19)
i=1

Bu yerde w € Q —w — tStdn parametriii amala asyrylmasy
(ya-da wamala asyan yaly gorkezyan yalan totdn ululyk)

Indi V (x) formula boyunga (12) hasaplap ¢ykarmak bilen F(x)
funksiya degislilikde jemlenen stohastik gradiyentler (16) usulynyn
umumy shemasyny peydalanyp, (12), (13) meseldnin ¢ézgilidini al-
mak miimkin.
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YKDYSADY ULGAMYN MATEMATIKI
BOLUM. / MODELIRLENILISI

VII bap
Ykdysadyyeti osdiirmekde uzak mohletleyin
agregirlenen model

§1. Ykdysady yonekey model

Ykdysadyyetin agrerirlenen modelleri ykdysadyyetin uzak moh-
letleyin (yigrimi, otuz we kop yyllarda) 6smeginin tendensiyalaryny
owrenmekde ulanylyar. Bu modellerde sany kop bolmadyk gorkeziji-
ler arkaly hojalygy suratlandyrmak basardyar.

Uzak mohletleyin ¢aklamada matematiki modeliniii asakdaky
bis bolegi (blogy) hokman bolmaly:

1) ontimgilik islerinin bolegi

2) ylmy-tehniki progres bolegi

3) serisdeler bolegi (serisdeler)

4) halkyn sanynyn kdpelisini 6wrenydn (demografiya) bolegi

5) durmus-ykdysady mehanizmler (gurluslar) bolegi.

Difie birinji we ikinji bolekli meseli serediler. Yagny it yonekey
wariantyna we olaryn mysalynda yokary agregirlenen modeller (ykdy-
sady Ostisin modeli diyip hem atlandyrylyar) gurlanda, ulanylanda we
caklamalarda haysy soraglaryn yiize ¢ykyandygyny goreris. Matema-
tiki model diiziilende ilki bilen esasy nébellileriniii we parametrlerinii
seredelin. Bir sektorly modelde ykdysadyyetiii 6niimi bir jynsly hasap
edilydr, yagny dine bir gérniisdéki dniimden ybarat. Meselem, milli gir-
deji, arassa (tdzeden doredilen) material jemgyyetcilik 6ntim.

Seylelikde, esasy sazlagyk-gatnagygyi matematiki modelinin né-
medigi diigniiklidir. Eger Y, bir yylyn # dowamynda milli girdeji bol-
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sa, onda / bir yylyfi # dowamynda, arassa maya goyum (oniimgiligi
gifieltmek tigin maya) C, bilen bir 7 yyldaky harajat, onda dagky sow-
dany sazlagdyrylan diyip hasap etsek (yagny dasary ¢ykarylan bilen
girizilene denl), onda yazmak bolyar:

[+C=Y, (1)

Bu yerde oniimgilige degisli bolmadyklar ¢ykdajylar diylip, ha-
sap edilydr. Maya goyumlara bolsa fondun aylamagynyn kopelmegi-
ne degisli serisde diyip diisiinmeli. Yagny déwlet ya-da her bir rayat,
goranmak, bilim we s.m. Seyle hem kdp maya goyumlar esasy fonduii
osmegine getiryir. Yagny aylanma maya goyumyi esasynda t-nifi bir
yylyft dowamyndaky ululygyny K, bilen bellesek, onda esasy maya
goyumyn dinamikasyny asakdaky gdrniisde yazmak bolyar:

K, =K +1. (2)

Indi milli girdeji nireden alynyar we ol ndmé bagly bolar diyip
sorasak, onda ol onlimgilik prosesinde doredilyér. Bir yylyn ¢ do-
wamynda doredilen milli girdejinini yonekeyje matematiki modelini,
esasy fondun sanynyn, oniimgilik bilen mesgul bolyanlaryii (isgarlerin
sany) bir yylyn  dowamyndaky funksiyasy hokmiinde seretmek bol-
yar. Ony L, diyip bellélin. Oniimgilik funksiyasy:

Y =FK,L,?. 3)

Bu baglylyk oniimgilik funksiyasy bolyar! Umuman, iscilerin
sany halkyi hemigelik bolegini diizyar hem-de birgidisinde den Gsyar
diyip hasap edilyér:

L=Le" 4)

Indi bolsa girdejini ¢ykdajy bilen maya goyumyn 6z aralarynda
paylanys mehanizmini gorkezelin.

Maya goyumy we harajaty bu s, = 1 /Y, yygnama normatiwinifi
iisti bilen kesgitlemek yerlikli:

It:St Yz’ (5)
Ct: (I_S[ ))]t’ (6)
0<s <1 (7)
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Yone hakyky yagdayda s . uly bolmaly daldir, sebébi ol yeterlik
derejede C, ¢ykdajyny kanagatlandyrmalydyr. Eger wagtyn baslan-
gy¢ t = 0 pursadynda, zdhmetkeslerifi sany L, we esasy oniimgilik
fondlarynyit mukdary K berlen bolsa, onda 7 parametr hem berlendir.

Hemme gatnasyklary birlesdirip, asakdaky caklamanyn matema-
tiki modelini alarys:

(Y, = F(K,,L,t),

I, =sY,

<Ct = (1 - Sz)Yt’ (8)
K. =K+I1,

L = L,",

| K, — berlen.

Bu ulgamda yeke-tik azat ndbelli bar. Ol hem yygnama normasy
s . Ony dolandyryjy diyip hasap etsek, onda onufi tiytgemegi bilen (8)
ulgamy derfiemek we yokardaky bir parametrli meselede, nabellileri
her bir yyldan iiytgemeyén, eysem iizniiksiz iiytgeyén diyip hasap et-
sek, onda (8) modeli differensial gorniisde yazmak bolar:

K =10) ©)
we model asakdaky gorniisde yazylar:
Y(1) = F(k(0),L(1), 1),

1) = s@)Y(),
CH=0-s0)YQ),

K0 =10), (10)
L(t) = Loe”,

K(0) =K,

Ko — berlen.

Eger biz hemme modellerde hemmetaraplayyn alsak, onda her
bir denlema bir topar blok modeller degisli bolarlar we ykdysadyyetii
birndce elementlerine degisli bolarlar.
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§2. Yonekey agregirlenen ykdysady
modelde 6niimgilik funksiyasy

Yokarda seredilen modelde milli girdejinit 6niimgilik gaznasynyi
mukdary we zdhmetkeslerin sanyna baglylygyny gorkezydn oniimgi-
lik funksiyasyny ulandyk. Oniimgilik funksiyasy umumy gorniisde
asakdaky yaly berilyar:

yZF()C, Cl), (11)

bu yerde y — islerin netijesi bolan wektor, x — serisdelerin wektory,
a — oniimgilik funksiyasynyn parametrlerinin wektory, yagny oniim-
cilik funksiyanyn yokardaky

Y=FK,L,?t)
gorniisinden
Y=F(K, L)
diyip alalyn (6niimgilik funksiyasy #~-wagt parametrine bagly dal):
K>0, L>0; F(0,L)=0, F(K,0)=0. (12)
Esasy fonduii mukdarynyn we géhmetkesleriniﬁ sanynyn Osmegi

milli girdejinin 6smegine getirydr. Yagny, eger oniimgilik funksiyasy
differensirleyin bolsa, onda

OF(K,L) AF(K,L)
LR >0 S >0 (13)
K>0, L>0.

Ondan basga hem ikinji tertipli éniime seredilyir. Yagny haysam
bolsa bir oniimgilik resursyna ¢ykdajynyn kopelmegi, onun ulanyl-
magynyn peselmegine getiryér:

o’F o’F
Ve <0, N < 0.

Eger onlimgiligin masstaby iiytgese, yagny oniimgilikde ulanyl-
yan serisdelerin sany proporsional dsydn bolsa, onda F(K,L) bilen
F(K, AL), A > 0 bahalary nahili bagly bolup biler diyen matematiki
mesele ylize ¢ykyar.

(14)
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Serisdelerinl sanynyn 6smegi bilen milli girdeji 6syar:
FUK,AL)> F(K, L); A> 1,
F(AK, /L) = AF(K, L); A> 0. (15)

Bu bolsa milli girdejinini siisiniil serisdelerin Oslisine proporsi-
onaldygyny gorkezyar.

(12)—(15) gatnagyklar Onlimgilik funksiyasynyn esasy ha-
siyetlerine gord, sol bir sanly milli girdejini serisdelerininn diirli
K, L — gatnasygynda hem 6ndiirmek bolyandygyny gorkezyar.

(K, L) tekizlikde Y, = F(K, L) iki Gytgeyan ululykly funksiyanym

......

K A
N

Y(K,L) =7,

K*

S
S
~Y

1-nji surat

F(K, L) = Y gatnasyk arkaly berlen izokwanta, K(L) baglylygyn
grafigi hokmiinde seretmek bolyar. Bu bolsa aydyn dél funksiyanyn
aydyn gorniisidir.

Suratdan gorsiimiz yaly, izokwantada su sert yerine yetyandir:
K(L) monoton kemelyén funksiyadyr:

dK(L)
dT < 0.

Yokarda gorkezilen gorniisdaki oniimeilik funksiyasyny islen-
dik K(L) izokwantasynyn su hésiyete eyedigini gérkezelin.

Hakykatdan (12)—(15) gatnasyklary kanagatlandyryan F(K,L) —
funksiyanyii islendik izokwantasynda islendik {K, L} —nokady alalyn,
onda ol nokat izokwantanyii defilemesini kanagatlandyryandyr:

FK,L)=7Y,.
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K, L ululyklara dK we dL kigi artdyrmalary berelifi, yagny
F(K+dK,L+dL)=
bolar yaly, onda
F(K+dK,L+dL)-F(K,L)=0,
dK,dL kigi bolany ii¢in

dF(K,L) OF(K,L)
ok K+ 1

oK _ OF(K,L)/3L

dt ~ 9F(K,L)/3K

dL =0,

(13) gatnasyga gord, izokwantanyn ugry boyunga hereket edilse,
onda dK/dL < 0, yagny K(L)-monoton kemelyan funksiyadyr.

Y= %&L) ululyga calysmanyn predel normasy diyilyar we her
birliginin zdhmet c¢ykdajysynyn kopelen wagty esasy fonduil nég¢d
bosamaklygynyn miimkindigini gorkezyér. Eger milli girdejini onikiisi
yaly saklajak bolsak, ¢alysmanyn predel normasy y-otrisatel baha eye
bolmalydyr, sebdbi bir serigsde ulanylandan sofira, basga bir serisdédni
kopeltmeli bolyar. Calsyrmanyn predel normasynyi y iiytgeme tizliginifi
san ta}'/dan héisiyetini aﬁlatmak ﬁg:in izokwantanyfl ugry boyunga ©
Bu c-ululyk, 1zokwantanyn ugry boyunca hereket edilende galsyrmanyn
predel normasy 1% iiytgeydn wagty esasy gaznalaryn zdhmetkeslerin
sanyna gord nige goterim liytgemelidigini gorkezyar:

d(K(L)) . d
- <K/<L>):7y’ (16)

eger gorkeziji hokmiinde 7 boyunca L-den Oniim alynsa, y ululygyi
iytgeme tizligini hésiyetlendirmek 6rén yonekey bolyar.

Oniimlerini serisdeler boyun¢a c¢ykarylmagynyfi (ndiirménif)
yene bir wajyp hédsiyeti mayysgaklyk koeffisiyentini asakdaky for-
mulalar bilen kesgitldp bolyanlygydyr:

£ - K OF(K,L).

g - L 9F(KIL)
F(K.L) oKk ="t '

F(K,L) oL
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Bu koeffisiyentler 6niimg¢ilik serisdelerine sarp edilen harajatyn
1% tytgemekliginde milli girdejinifi ndge goterim lytgeyandigini
gorkezyar. Seyle hem Ondiirilisifi mayysgaklyk koeffisiyenti £, E -lerifi
bahalary K we L-iii haysy bahalarynda hasaplanandygyna bagly
bolyar.

Ykdysady tejribede, kopleng, milli girdeji esasynda dlgenyin
ortaga gazna hayry (berlisi) diyen diistinje ulanylyar:

_Yy _ F(K]IL)
O, = A
Bu ululygyn esasynda ¢ykarylysyn mayysgaklyk koeffisiyentini

esasy gaznalar boyunga asakdaky gdrniisde yazmak bolyar:

- 1 oF(K,L)
K=o, 9K

Yagny, milli girdejinifi mayysgaklyk koeffisiyenti esasy gazna
gord, milli girdejinin Oniiminiil esasy gaznasynyi ortagca gazna ber-
lisine bolan gatnagygyna dendir. Edil sonuni yaly edip E, koeffisiyenti
hem diistindirmek bolyar. Diymek, islendik x oniimgilik serisdesiniii
E_ koeffisiyenti serigdénifi predel peydalylygynyii orta peydalylyga
bolan gatnasygyny gorkezyar diyip aytmak bolyar.

Biz esasan hem L > 0 bahasyna serederis. Onda (15) formulanyn
esasynda

Y=FK,L)
gatnasygy yonekeylesdirmek bolyar. Ony asakdaky gorniisde yazalyn:
Y=LF(K/L,1)
ya-da
Y _ F(kiL1)
L b
_Y ,_K
y - L ’ k - L .
Belgileme girizelin:
_Y K
Y L k= L ’

onda

AK) = F(k, 1), fik) = y.
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v — bir zdhmetkes licin milli girdeji, &bir zihmetkese gerek bo-
lan esasy gaznanyn mukdary, f{(k) — bu iki gérkezijini baglanysdyryan
onlimeilik funksiyasy. Eger F(K, L)-belli bolsa, onda f{k)-ny kesgitle-
mek bolyar we tersine.

£0)=0. (17)

Seyle hem f{k)—funksiyanyn F(K, L)-iii hésiyeti boyunga, iki
gezek differensirlenyén {iznliksiz funksiyadygy aydyndyr. Onun
onlimlerinin hésiyetlerine seredelii:

df(k) _ dF(k,1)
D " =& 0

ﬁ_i<dF(k,l)>
2) 7 dk Jk < 0.

Seylelikde, f{k) — funksiya asakdaky gatnagyklary yerine yetiryar:

S(k)>0; (18)

f(k) < 0. (19)

k) bir nédbelli funksiya bolanlygy ti¢cin, onun grafigini tekizlik-

de gorkezmek bolyar. Ol funksiyanyn esasy hasiyeti ¢cyzgyda surat-
landyrylyar.

Jk) A

2-nji surat

§3. Kop gabat gelyin oniimgilik funksiyasy

Oniimgiligi hisiyetlendiryin kop gabat gelydn oniimgilik funk-
siyalarynyn gorniislerine seredelini. Ilki bilen islendik sandaky seris-
deler ii¢cin kop gabat gelyédn oniimgilik funksiyasyna seredelin
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—_ o @,
Y=Yx"..x"

n

Bizin seredydn meseldmizde bu funksiya asakdaky gorniisde ya-
zylyar: K Y
= (5]

Buyerde Y, K, L, a, f — statiki informasiyalaryf iisti bilen kes-
gitlenyédn polozitel sanlar. Bu sanlaryii manysy 6rdn diisniikli bolar:
egerK=K,L=L,ondaY =Y. EgerO<a<1,0<p<1 gatnagyklarda
bu funksiya (12) — (15) gatnasyklary kanagatlandyryan bolsa, yagny
il bolmanda bir 6niimg¢ilik resursynda nol harajatlar edilende nola
owriilyar we Osyar, her bir resursyn ulanylmagy 0sende 0syir, 6zem
ulanmaklygynl peydalylygy (effektiwligi) bu yagdayda peselyar. (15)
gatnagygyi yerine yetmegi ticin milli girdeji serisdelerin ulanylmagy
bilen proporsional 6smeli we asakdaky gatnasyk yerine yetmeli:

atf=1. (20)

Bu funksiya ilkinji gezek amerikan ykdysadyyet¢ileri Kobba
we Duglas tarapyndan dwrenilendigi we hodiirlenendigi {icin olaryn
adyny goteryar. (20) gatnasykdan Kobba-Duglasyn oniimgilik funk-
siyasyny asakdaky yaly yazmak bolyar:

g

Bu funksiyanyf hisiyetine seredelii. Onunl izokwantasy ¥ = Y,
asakdaky denleme gorniisde yazylyar:

e (YL
k=ly(z) T
Y =Y izokwantada asakdaky tassyklamalaryn yerine yetmegi

aydyndyr:
%imK(L) =0 we %imK(L) =+ 0.
Bu yerden izokwantanyn asimptotalarynyn koordinatalar okla-

rydygy goriinydr. Kobba-Duglasyn oniimgilik funksiyasy {i¢in cal-
syrmanyn predel normasy y asakdaky gorniisde hasaplanyar:
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oF/aL __(1—-a) K (22)

T=T9FK T o L

Bu yerden Kobba-Duglasyn oniimgilik funksiyasy tigin ¢alys-
manyin predel normasynyn K/L gazna tipjiingiliginden ¢yzykly funk-
siyadygy gorlinyéar we ol dniimgilik faktorlaryi proporsional dsiisinde
iytgemeyar:

K _ «
= 1_0!7/. (23)

Onda calysmanyi mayysgaklygyny asakdaky gorniisde hasapla-
mak bolyar.

B d(K/L)
7= (Ky/L) dy (K?;L)<_l )

(23) gatnagygyil esasynda 0 = 1.
Seyle hem ¢ykarmanyn mayysgaklyk koeffisiyentini hasaplalyii:

_ Kay _ K L\, (KN L
=k )
0
K

0 0

Edil sonun yaly birmeiizeslikde alarys:

L dY
E, = Y dl = I —a.

Seredilyin (21) onlimgilik funksiyasy ticin ontimleri 6ndiirmek-
lige gerek bolan serigdeleriit mayysgaklyk koeffisiyenti hemiselikdir
we serisdeler ululygynda gorkezijilerininn derejelerine dendir. Sona
gord E,, E -ift ykdysady manysyny yatlap, Kobba-Duglasyn funk-
siyasynyn gorkezijilerininn derejelerinin ykdysady manysy, degisli
serigdelerin ulanylmagynyn predel peydalylygyn orta peydalylyga
bolan gatnasygyndan duryanlygyndadyr.

Indi bolsa Kobba-Duglasyil 6nlim¢ilik funksiyasy ii¢in, ona de-
gisli bolan udel ¢ykarylys bilen fond iipjiin¢iliginin baglylygyny gor-
kezyan f(k)-ny guralyn. Ol bu yagdayda asakdaky gorniise eyedir:

k)= F(k, 1) = Y[%H,%] =)
Bu yerde 0 0 O
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K Y,
ky==-2 y,=>.
0 LO 0 LO

f(k) funksiyanyn (17) — (19) gatnasyklary kanagatlandyryan-
lygy aydyndyr. Ondan basga hem oniimgiligin 6smegi bilen Kobba-
-Duglasyn 6nlimgilik funksiyasy asakdaky hésiyete eyedir:

lim f(k) =+ oo,

Y

3-nji surat

yagny gazna Upjiingiliginin 6smegi bilen onlimgiligin ¢idksiz dsmegi
miimkin.

Bular yaly funksiya gecen asyryn 60-njy yyllarynda hodiirlendi
we calysmanyii mayysgaklygynyn hemiseliginiii (CMH) funksiyasy
diylip atlandyryldy. CES (CMH) inlis dilindéki adynyn bas harplary
bilen bellenen asakdaky gorniise eye bolyar:

_ KN (LT
Y_Yo[a(Ko> +(1 a)(LO) ] . (24)
Kobba-Duglasyfi funksiyasyndaky yaly Y, K, L -polozitel

hemiselikler.
0<a<1,0<p<+ oo.(23) funksiyany 6zlimize onayly gorniisde

yazmak bolar:
Y\”* K\"” L\’
| =af-) + 1—0z<—> .
() =elx) + 0=z
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Bu funksiya {i¢in ¢calysmanyn mayysgaklygy o-ny tapalyn. Ca-
lysmanyn predel normasy y-ny haysy hem bolsa bir ¥ = Y. izokwan-
tada tapalyi:

y = OYIAL __1—a<&>p(£>l+ﬂ-

YK~ a \L,)\L (25)

Bu yerden gorsiimiz yaly, ¢alysmanyn predel normasy izokwan-
tada- % fond tpjlingiligiil funksiyasy y-nyn bahasy bilen bagly bo-
lup, asakdaky gatnasyk yerine yetyir:

K a Ko p Wi+p
f—[—l_a<70) 7] ' (26)

Indi bolsa ¢alysmanyn mayysgaklygynyi bahasyny kesgitlalin:

y d(KIL) _ [ <K0> ]”Hp P+0)-
KIL dy (K/L 1—a/ L 1+p

:[_ a <§> ]l/(Hﬂ 1 7,1/1+p)
1-al\L, l—l—,O(K/L)

o =

K/L we g (25) gatnagyk bilen baglanysykly bolandygy {igin,
ansatlyk bilen alarys: |
(A PR @7)
Seylelik bilen (27) gatnagykdan (24) oniimgilik funksiyasynyn
hakykatdan hem hemigelik ¢alysma mayysgaklygynyi ¢ bardygyny
gormek bolyar.
Bu funksiyanyn hésiyetlerine seredeliit. Goy, Y = Y, bolsun. Onda
izokwantanyn deiilemesini (24) funksiya {i¢in asakdaky gorniisde
yazmak bolyar:

() -e(f) v o)

yagny
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Bu egri iki sany asimptota eyedir. Hagcanda L — + oo esasy gazna
K hemige kemelydr, yone nola ymtylman, Kobba-Duglas funksi-
yasyny bolgy yaly haysy hem bolsa bir polozitel sana ymtylar:

lim(K/L) = Khm[ ((Y )p (1—a)<LLO>_p)]”” - KoL

L—+o0 Y()
Edil sonun yaly hem Y = Y _izokwantada gérkezmek bolar:

limL(K) = L,(1 — )" Ye.
n—oo YO

Sonun ti¢in funksiya CMH/Y (K, L) = Y_asakdaky gérniise eyedir.

Seylelikde, calysmanyn mayysgaklygynyn hemiselik funk-
siyasyndan peydalansak, gapma-garsylykdan gaca durmak bolyar.
Yagny, haysy hem bolsa bir serisdini basga biri bilen calysmak haky-
katdan daslagsmak bilen bagly bolup duryar.

Oniim ¢ykarylysynyf mayysgaklyk koeffisiyenti CMH funksiya
ticin serisdeler boyunca:

B KoY _ a(KIK,)”
K — - —p1?
VoL akik,y» (1 —a)(LL) ’J]
0

edil sonun yaly hem

B (1- Ck)(L/LO)f’)
U [a(KIK)  + (1= a)(LIL) "]

Gorsiimiz yaly, Kobba-Duglasyin funksiyasynda bolsy yaly
E. < 1,E, < 1. Yagny predel peydalylygy ortaga bahadan kicidir.
Seyle hem serisdelerin mayysgaklyk koeffisiyentini basga gorniisde
yazmak bolyar. Ol 6niki alnana ekwiwalentdir:

(YIY,Y
« = CKIK,)”
_ ( )
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Calysmanyn hemiselik mayysgaklygynyil funksiyasyna, degis-
lilikde fond {ipjiingiliginin udel 6niim ¢ykarmanyn f{k) funksiyasyna
baglanysygyna seredelin.

Bu yagdayda:

1) = Fe ) =yl £ )"+ 0 -a 1) =

= yo[a/<lfo>_p +(1 - a)] 1/,)'

Gorstimiz yaly, bu funksiya (17)-(19) gatnasyklary kanagatlan-
dyryar. Onun grafigine seredelin. Bu egrininn asimptotasy bardyr,
yagny fond iipjiingiligininl tiikkeniksiz 6smeginde, Kobba-Duglasyn
funksiyasyndan tapawutlylykda oniimgilik ¢éksiz 6smeyédr. Asimpto-
tanyn barlygyny yeiillik bilen subut edip bolyar.

Hakykatdan
lim f(k) = limyO[CL/(k)ﬂ +(1— a)]‘”p = y,(1 —a) ",
k— oo k— o0 k()
S A
yi(1-ay'”

Yo

o
bt
=Y

4-nji surat

bu hdsiyet izokwantanyn asimptotasynyn bardygyny gorkezyir.
Haysy hem bolsa bir resursyn cdkliliginden, beyleki bir serigdédnin
osmekliginden peydalanyp, oniilinden milli girdejinifi islendik yetjek
derejesini kesgitldp bolmayar.

Eger p — 0, onda CMH funksiyanynn hemme hésiyeti Kobba-
-Duglasyn funksiyasynyi degisli hisiyetlerine ymtylyar:
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1
Ocyn = m_’ 1= Ok_p

Y, :_1—_a<§>”<£)”u_l—_a£
CMH a \L, L @ L’

Eger p — 0, ¢alysmanyn mayysgaklygynyn hemiselik 6niimgi-
lik funksiyasy Kobba-Duglasyn oniimg¢ilik funksiyasyna ymtylyar.
Yagny

}}{T})JEMH(k) = fi_p(k)

bolyandygyny gorkezelin. Asakdaky predeli kesgitlemeli:
X k\°” — 1/p
})1%))0[&(]%) +(1 - a)] :

Sonky predelde kwadrat yayyin i¢indédki anilatmanyn bire, dere-
janin gorkezijisinin bolsa —k, —oo ymtylyandygyny gormek bolyar,
yagny biz 1/1, oo gorniisdiki kesgitsizligi alarys. Goy, bu predel 4
deii bolsun. Onda seredilyin funksiya ii¢in natural logarifmin predeli-
ni tapalyn. Ol bolsa In 4 dent bolmalydyr:

a(£>_p +(1 - a)]_ l/p}lnyo +
kO
im[— 1 k _
+ })1{%{ ) ln[a<k0> +(1—-a) }
Bu yerden gorniisi yaly, logarifmlenyén funksiya p — 0 bolanda

bire ymtylyandyr we 0/0 gorniisdiki kesgitsizlik alnar. Ony Lopitalyn
diizgiini boyunga dernilin. Onda

limln{ Yo
p—0

_ 1
In ce< A )” (1 a)] [a<]’€< )p (1 — )" (&))"
lim 0 = lim 0 =
p—0 —0 p—0 —1
— alnk
=aln K
Seylelikde,

InA = Iny, + alni,
kO

20. Sargyt Ne 2592




yagny

bu yerden

Belli bolsy yaly, f(k) funksiya F(K, L) funksiyany doly kesgit-
leyér. Seylelikde, Kobba-Duglasyn funksiyasyny CMH funksiyadan
p predele gecmek bilen alyp bolyandygynyn tassyklamasyny subut
etdik.

Indi bolsa p —+ oo ymtylanda ndhili bolyandygyna seredelin.

lim /(k)

lim () = timy e £] "+ (1 -] " =

0—0"CMH ko

lg%[a<ll§)>l/p +(1—a)]’.

Eger k > k, bolsa, onda yayyn birinji bdlegi nola ymtylyar,
kwadrat yay tutuslygyna bire ymtylyar. Ony aiisatlyk bilen gérmek
bolyar. k > k, ligin alarys:

limf, (k)= y,.

P — o0

Eger k < k,bolsa, onda k/k, kwadrat yayy dasyna gykaryp alarys:

. L k N kNPT
/}lﬂr{}o];””(k) B ll)l{gloyo k, [CF + d)( ko) ]

Kwadrat yayyn ikinji bolegi nola ymtylyar, (k < k) bolanda, bu
yay bire ymtylyar. Sona gora-de:

i _y k
Hmfen(k) = Yo

Gazna lipjlingiligine baglylykda udel ¢cykysyn baglylygyny tdze
f-(k) funksiya diyip bellesek, onda ony seyle kesgitldp bolar:
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k.
£(K) = limf,, (k) = {yo b eeerk<k,
Yoo o egerk=>k,

ya-da
folk) = yomin{k%, 1}. (28)

F_ (K, L)- oniimgilik funksiyany bu yagday ti¢in asakdaky gor-
nlisde yazmak bolyar:

_ il =7 pin K Lo )
(K, L) = Lyomm{ko, 1} =L L, mm{ LK, 1} =

= Ymin] KX L
= Yomm{Ko, Lo}' (29)

/. (k) funksiyany asakdaky gorniisde sekillendirip bolar:

Sy
1% J ‘
y(l-ay”
' s
) : : Lo
i ko
0 k -

o

5-nji surat

fo(k)y—1—egri
fip (k) — 2 —egri;.
Jorulk) — 3 — egri
Bu egrileri defiesdirmek {i¢in yokardaky ¢yzga seredeliil. Birinji-

den, téze alnan funksiya ii¢in (19) gatnasyk yerine yetyédr. Ol egrinifi
dowiikliginin (liziilmekliginin) barlygy sebdpli, onuii hemme nokatla-
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rynda k boyunga 6nilimiil barlygy barada giirriiii edip bolmayar. (17)-
-(19) hisiyetleriii yerine bu funksiya {i¢in su hésiyeti getirmek bolar:
eger k < k, bolanda ol ¢yzykly artyar; k > k  bolanda hemiselik bolup
duryar. Seylelikde, onun 6rén wajyp ayratynlygy, yagny bu funksiya-
da esasy gaznalaryn we is¢i giiyjiil sanynyn arasyndaky proporsiya
bardyr: k = k.

Eger gazna tipjlingiligi bu ululykdan uly bolsa, onda gosmaga
gazna peyda getirmeyér. Eger k < k bolsa, onda bu is¢i gliyjiinin bir-
ndce bolegi onlimgilikde ulanylmayar, seyle hem peyda getirmeyar.

Sonky tassyklama F(K,L) funksiya derielende ordn diisniikli
bolyar. Goy, k =k, <k, %gny K /L <k, ya-da (K /K)<(L/L,) bol-
sun. Onda ig¢i gliyjini (sanyny) tézeden alyp, L, = K /K, biz milli
girdejini alarys:

Is¢i giiyjtinifi kone sany boyunca (L /L)) > (K /K), sofia goré :

Seylelik bilen is¢i giiyjiinifi (L,-L,) bolegi su yagdayda dniimeilik
tigin hig hili peyda bermeyar. Su 6niimgilik funksiya ti¢in yeke-tik &,
onlat gazna lipjiingiliginiii barlygy sebépli, bir serigsde basga bir serigde
bilen calsylmayar. Eger calysmanyil mayysgaklyk CES funksiyasynyn
(27) formulasynda p — oo predele gecsek, onuii nola deni bolyandygyny
goreris. (29) ailatmadaky funksiya nol mayysgakly calysmanyn 6niim-
cilik funksiyasy ya-da hemiselik proporsiyaly oniimgilik funksiya,
ya-da bolek-¢yzykly oniimgilik funksiya diyilyér.

Yc mukdarly birndg¢e milli girdejini dndiirmek {igin asakdaky
deilikleri yerine yetirer yaly bolek-cyzykly onlimgilik funksiyasynyn
izokwantasyny dernélii:

K
KO

L

: Ye
Sl X

<
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Bu yerde esasy gaznanyn K, we is¢i giyjinin L mukdarynyn
alynmagy amatlydyr (rasionaldyr). Onda serisdeleriii hi¢ biri artyk-
mag bolmaz. L > L _bolar yaly biz L is¢i giiyjini kopeltsek, onda

— 1 & L K§ —
Y_Yomm{Ko,Lz} yOK Y.

Eger L > L_berlende, esasy gaznanyn mukdaryny kopeltsek,

yagny K> K bolsa, onda
K L) _yLe_
y = Ymm{K - }_YOLO — Y.

Seylelikde, hemiselik proporsiyaly oniimgilik funksiyanyn izok-
wantasyny esasy gaznanyn we is¢i giiyjiinint amatly mukdarlary bolan
nokatlardan ¢ykyan dik we kese sohleler emele getiryérler. Bu ¢yzgy-
daky derejelere seredip, ¥ = ¥ izokwantanyn dik béleginde, yagny

y=-o,FE =0,E =1,

kese boleginde (K = K bolanda, Yc =Y, nokatlarda L> L ),y=0,E, =1,
E =0.
L

KA A

6-njy surat

Galan izokwantalar {i¢in y hem-de £, we E, ululyklar ti¢in golar
yaly bahalary almak bolar. OA s6hleden yokarda serigdelerini balansir-
lenen ulanylysy bolan nokatlar yerlesen, yagny k = k bolsa, alarys:

Y = Y, min{K/K,, L/L)} = Y,L/L,
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OA sohleden asakda:
Y=Y min{K/K,L/L}=YKIK, .

Sona goréd izokwantanyn dik boleklerinde:
9y _ 0. 9Y _ Y

oK — 7 9L T L,
Kese boleklerinde bolsa:
Iy _ % ar_,

9K ~ K,” oL

Bu yerden vy, E, we E, ululyklaryfi yokarda gorkezilen baha-
laryny alyarys.

Seyle hem bu ululyklaryn bahalaryny ¢alysmagyn hemiselik ma-
yysgaklyk funksiyasynda p — + o predele gegmek arkaly alyp bolyar.

Hemiselik proporsiyaly funksiyany ulanmak gaty bir amatly déal-
dir, sebdbi oniimgilikde haysy hem bolsa bir serisddniii kopelmegi,
sol onlimgiligin gowriimininl belli bir mukdarda ulalmagyna getiryar.
Bu funksiyalary difie haysy hem bolsa serisdelerini biri has yetmezgi-
lik (defisit) etse, beylekisi artykmaclyk edydn bolsa ulanmak bolar.

Derejeli funksiyalaryn ulanylysy beylekilere gord kop gabat gel-
yar, sebdbi onunl parametrlerini bahalandyrmak ansat we derejeli
funksiyalary ulanmak yonekey.

§4. Ykdysady modellerin yonekey
gorniislerinin dernelisi

Birinji boliimdéki yonekey ykdysady matematiki modele yene-
-de bir gezek seredelin. Seyle hem ikinji we ti¢iinji bolimlerde se-
redilen Oniimgilik funksiyasynyn hisiyetlerini ulanyp, ykdysady
matematiki modeli dernélin. Berlen matematiki modeliit 6niimgilik
funksiyasynyn wagta bagly dil bolan yagdayyna seredelii:

Y(#) = F(K(2), L(1)), (30)
L(#) = s()Y (), (1)
() = A -s@)Y@), (32)
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K =1() (33)
L(#) = L(t)e". (34)
K(0)=K,. (35)

(30)-(35) matematiki modelinn derfiewi onun diirli trayektori-
yvasynyn derfiewinden duryar. Ikinji boliimin (12)-(15) Oniimgilik
funksiyasynyn hésiyetlerine gérd bu ulgamyn kidbir umumy hésiyet-
lerini dernilin. Sonui iicin (30)-(35) matematiki modeli has yone-
key gorniisde yazalyn, yagny (31) gatnasygy (33) gatnasykda yerinde
goyup alarys:

K =s(t)Y(1). (36)
(36)-da (30) we (34)-1 goyup alarys:
K = s(t)F(K(t), Lye™), (37)

edil sunun yaly edip ¢ykdajylar iicin hem gatnasygy almak bolyar:
CM) = (1 —s@)F(K(t), Le"). (38)

Gorslimiz yaly, bizin seredydn modelimizi difie iki sany gatnasy-
gyn we (35) baslangyg sertinl esasynda aydynlagdyryp yazmak bolyar.

Eger tize ndbellilere ge¢sek, onda Kobba-Duglasa gord a + £ = 1;
O0<p<t+ow;o=1/(1+p)0<a<l;0<p<I.

k = K/L (gazna lipjlingiligi). ¢ = C/L (bir is¢d bolan ¢ykdajy).
Oniimgilik funksiyasynyf (15) hésiyetini ulanyp, (37) gatnasygyh ye-
rine asakdaky gatnasygy alarys:

i d(Ky_KL—KL _1 Kl

k=) =71 [P = =
nt

= §f(k) — K70 = 5f(k) — 7k

nt
L.e

(38) gatnagygyn netijesinin esasynda alarys:

= % —(1- s)%F(K,L) = (1 — 5)f(k).

Seylelik bilen bizin seredydn modelimiz gysgaca asakdaky gor-
niisde yazylyp bilner:
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k = sfik)-nk, (39)

¢ = (1 -s)fk), (40)
k(0) = k, (41)

Gorstimiz yaly, (30)-(35) model bilen (39)-(41) model 6zara
ekwiwalentdir. Belli bir énliimgilik funksiyasyny saylamazdan, se-
redilydn modelin trayektoriyasyny gurmak bolmayar, emma seyle-
-de bolsa onuil birndge hisiyetlerini tapyp bolyar. Edil sonuii bilen
bilelikde milli girdejide maya goyumlar hemiselik bolsa, modelii
trayektoriyasynyn hésiyetlerine seredelin, yagny s(¢) = s = const.

Bu hisiyetler difie nazaryyet taydan wajyp bolman, eysem ykdy-
sady tejribeden gorniisi yaly, birndge dowiirlerin maya goyumlary
wagta O0rdn gowsak baglydyr.

Maya goyumlaryn payy hemiselik bolanda, (39) differensi-
al defileminin koeffisiyentleri wagta bagly dildir, onda k, = k bo-
lup, (39) defileméniii ¢oziiwi k(¢ )= k funksiyany kanagatlandyryan
k -ny bahalary bardyr.

k-ululygynyn seyle bahalaryny (39) denleménin denagramly
(stasionar) nokatlary diyip kabul edelifi. Emma, seyle k nokatlary
tapmak ii¢in k = 0 defilemaniii hemme ¢oziiwlerini tapmaly, yagny

sflk) — 7k = 0. (42)

I1ki bilen meseldnin grafiki deriewini gegirelin. Soiky denleméni
iki sany denlema dargadyp seredelini: y = sf(k) we y = yk.
Ww

z

y 1 y=vw )

0 k* k

7-nji surat

Cyzga gord k-nyn iki sany gozlenydn k = 0 we k = k* baha-
lary bar. (s,7) islendik bahasynda we onlimgilik funksiyasynyn para-
metrleri {icin & = 0 (42) funksiyanyn ¢oziiwidir, sebébi f{0) = 0.



y = sf we y = nk grafiklerin noldan tapawutly bolan yeke-tak k*
kesisme nokady bardyr. Umumy yagdayynda kesisme nokadyn yok
bolmazlygy hem miimkin, sebdbi ol grafikler kesisménem bilerler.
Birinjiden, £ > 0 bolmagy miimkin, onda asakdaky defisizligi alarys:

sf(k) < nk. (43)

Ikinjiden, dhli k > 0 ii¢in
sf(k) > nk (44)

bolmagy miimkin. Bu yagdaylaryil ikisinden hem k*-yn yoklugyny
goryaris. Indi bolsa parametrlerin haysy bahalarynda bu deisizliklerini
bolmaklygynyn miimkinligini kesgitlélin.

1. Hemme & > 0, (43) densizligin yerine yetmekligi ti¢in, ol sertin
k-nyn kici bahalary iicin hem yerine yetmekligi zerurdyr. A-nyn kici
bahalarynda alarys:

sfik) = s[f0) + kf (0)].

Oniimgilik funksiyasynyf (17)-nji hisiyetine gord f0) = 0 bo-
lany {igin (43) sertinl yerine yetmekligi {igin k > 0 6ziinin yeterlik dere-
jede ki¢i bolmaklygy bilen agakdaky sertiil yerine yetmegi zerurdyr:

sk’ (0) < 7k.

Bu sertinl (43) densizlik tigin hem yeterlikdigini gérkezmek bol-
yar. Hakykatdan hem, goy, hemme k > 0 iigin /' (k) < 0 (ony 2-nji
boliimin (19) formulasynda kesgitldpdik). Diymek, /" (k) > f* (0)
hemme k>0, sona gord f(k) < kf’ (0) yagny sf(k) <skf"(0)<nk, hem-
me k > 0, yagny biz yene-de bir gezek (43) serti gaytalap alyarys.
Seylelikde, hemme & > 0 bolanda (43) densizligiil yerine yetmekligi
ticin sf* (0) < 5 sert zerur we yeterlikdir. Hemiselik mayysgakly
calysmanyn (24) oniimgilik funksiyasy {i¢in alarys:

£(0)=a 30,
k()

2. Indi bolsa hemme k > 0 bolanda, (44) sertinl yerine yetmekligi

hakyndaky meseld seredelin. (44) sert

(k) = sflk) —nk
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funksiyanyn dhli £ > 0 {i¢in polozitel bolmagyna ekwiwalentdir. Bu
funksiya tlizniiksizdir. & ki¢i bolanda, dertiewden gorsiimiz yaly (1-nji
punktdan) dowletinn ykdysadyyeti tigin ¢ (k) > 0 diyen netijéini alarys.

Hemiselik mayysgakly c¢alysmanyn, yokarda gorsiimiz yaly,
k — oo kese (gorizontal) y = y,(1 — @) ° asimptotasy bar, diymek,
k-nyn yeterlik uly bahasynda alarys:

nk > yo(1—ay?> £, (k) > sf,,.,.(K),
yagny
p(k)<0.
Bu ¢(k) < 0 gatnasyk K-D funksiyasy ti¢in yerine yetydndigini
hem gorkezmek bolyar.
K-D funksiyasynyn k — oo asimptotasy yok hem bolsa, k yeter-
lik uly bolanda asakdaky gatnasyk dogrudyr:

she_p(k) = Sy()(k%)a < 77k.

Sonuii {igin (44) sert dhli £ > 0 licin yerine yetip bilmeyér.

k-nyn bahasy kici bolanda ¢(k) > 0, k-nyn bahasy uly bolanda
o(k) < 0 bolyandygyndan we ¢(k)-nyn iizniiksizliginden, seyle bir
k=k', ¢(k') = 0 denlik yerine yeter, yagny

Sfik*) = nk*.

nk funksiya k goréd ¢yzykly 6syandiginden, sf"(k) tigin , sf"(k) < 0,
k*-nyn yeke-takligi gelip ¢ykyar.

Seylelikde, yokardaky ¢yzgyda nk we sf(k) funksiyalaryi gatna-
syklary hésiyetlendirilen, yagny olaryn difie iki sany kesisydn k = 0
we k = k" nokatlary bardyr.

0 < k < k*aralykdan k-nyn islendik bahasy {i¢in sf(k) > nk
denisizlik adalatlydyr, sonui ii¢in &hli seyle nokatlar icin k = sf(k) —
— nk > 0 alyarys, yagny hemme trayektoriyalarda (0,k")aralygyi is-
lendik nokadyndan baslap k-nyn bahasy td £ kigi bahasyna yetyanca
artar.

Eger baslangy¢ pursatda ulgam denagramlykdaky k& = 0 nokat-
da bolan bolsa, onda islendik kicijik tdsir etmeklik (yrgyldatmaklyk)
ony k> 0 nokada getiryér, sofira ulgamy k = 0 baslangy¢ bahasyndan
daslagyp baslamagyna getiryir. Sular yaly denagramly nokada dur-
nukly dél nokat diyilyar. Ona seredip yorméanin manysy yok.



Eger k > k* bolsa, onda k = sf{(k) — nk < 0 alarys, sonufi {i¢in
k > k" bolanda k ululyk ti k" kigi bahasyna yetyéing¢i kigelyér. Gegi-
rilen deriiewlerin esasynda (42) denileminin dhli trayektoriyalary is-
lendik k£, > 0 baslangy¢ bahasynda £* ymtylyandygyna ansatlyk bi-
len diisinmek bolyar. Eger k, = k* bolsa, onda k(f) = k', 6zem
sdhelce totinleyin yrgyldynyn netijesi £*-dan hig hili tapawudy doret-
meyir. Sonu tligin deagramly k = k nokat durnuklydyr. Eger (39)-
(41) model {igin k(¢) = k" bolsa, onda (30)-(35) model ii¢in alarys:

K(t) = k(t)L(t) = k*L e
Edil sonun yaly,
Y(t) = L(O)f(k(t) =f(k*)L e".

Ilatyn Osiis derejesi 7-nyn artmagy bilen maya goyumlary /(7)
we ¢ykdajylary C(¢) hem 0Osyir. Seyle yagday sazlanan (balansirle-
nen) Ostisin diizgiini diylip atlandyrylyar.

Maya goyumyn normasy hemiselik bolsa, (30)-(35)-nji modelde
ahli trayektoriyalar sazlagdyrylan Oslise ymtylyarlar.

Elbetde sazlagdyrylan osiigin diizglini 6zi hem maya goyumyn
normasy s ululyga baglydyr, sebébi k -nyii bahasy s-e bagly: s-ifi §s-
megi k -nyi 6smegine getiryr, 7-nyh dsmeginde k kemelyar.

(30)-(35)-nji modelde &hli trayektoriyalar s ululyga baglylykda
sazlagdyrylan Osilise ymtylyan bolsalar, onda sazlasykly osiis diizglininin
haysysy amatly diyen sorag yiize ¢ykyar. Sonia gora-de, biz diirli diizgiin-
leri denesdirmek ticin, ilki bilen yorite olgeg (kriteriy) girizmeli. Belli
bolsy yaly, ykdysady ulgamyn wezipesi, diirli wajyp meseleleri ¢6zmek-
dir. Ol bolsa 6rén kop 6zara gabat gelmeyin 6lgegleri gurup bolyandygyny
anladyar. Ykdysady meseleleri optimal meyilnamalagdyrmak we 6niinden
kesgitlemek, ¢aklamak (mpornosmposars) licin gerek bolan birndce
Olgeglerin icinden yeke-tdk birini saylamak meselesi henize ¢enli gutar-
nykly ¢oziilenok. Yéne diirli awtorlar tarapyndan hususy hallara seredi-
lendigini, meselem, N.N. Moiseyew tarapyndan meyilnamalasdyrmagyn
maksatnama usuly arkaly 6lcegsiz meseldni ¢ozmek bolyandygynyn gor-
kezilendigini bellemek bolar.

Ykdysadyyeti osdiirmek meselesinde 6l¢eg saylamak, seredil-
yan MM figin yonekey, sebdbi esasy maksat ilatynl isleglerini kana-
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gatlandyrmak. Diirli tertipleri bahalandyrmak ti¢in, sazlasykly Osiisi
kesgitlemeli:

c = (1 —-s)(k*),

k* hem s-ululyga baglydyr.
k*(s) baglanysygyn (42) gatnasyk esasynda kesgitlenyéndigini yat-
lalyn. Sona gora:

c(s) = k™) —nk*.
Bu yerde £* = k*(s). Bu funksiyanyn ekstremum serti asakdaky
gorniisde yazylyar:
i * _ * —
LK) =7k = 0
ya-da
() — ]k =
[£'() -2}k = o
Yokarda seredilen ¢yzgyny deriip:

dk
ds>0

yeiillik bilen diigiinmek bolyar, onda ekstremum serti asakdaky gor-
niigde bolyar:

S&*) =n. (45)

Sk
nk
¢ Sf(k)

e

0 o

8-nji surat

Bizi gyzyklandyryan 6niimgilik funksiyalary 6ziine mahsus bo-
lan uly bahalara we kici bahalara eye bolan k-nyn yeterlik uly ba-

316




hasynda, elmydama (45) serti kanagatlandyryan yeke-tdk k*-nokat
bardyr. (42) gatnasykdan i onat s-ululygy saylamak bolyar, yagny
k-

&)

§ -inl bahasy elmydama bardyr, 6zem yeke-tdkdir. Alnan neti-
jeleri ¢yzga goréd diislindirelin. f{k)-funksiyanyn grafiginden £* op-
timal ululyk (45)-nji gatnasyga gora f'(k) = », yagny tgf = » deiligi
kanagatlandyryan grafikddki f(k) nokady tapmak bilen kesgitlenil-
yar. Sonra koordinatlar baslangyjyndan nk goni ¢yzyk gecirilyér
we onun kesismesinden dik gec¢yén goni ¢yzyk bilen kesismesi ba-
hany beryir, sonufi tistiinden §f(k) egri ¢yzyk ge¢yir. Tapylan §-ifi
bahasy sazlagdyrylan diizglinddki ¢ maksimal islegleri iipjiin edyar.
§-in hemiselik toplanma normasynda (30)-(35)-nji matematiki mode-
lin derfielisininl netijesine seredelin. Islendik yagdayda ulgamyn tra-
yektoriyalary asimptotik sazlasykly osiise eye bolyar. Sol Ostisin tiz-
ligi bolsa, ilatyn Osiis tizligine dendir. Her bir adamyn harajaty we
islegi ykdysadyyetin sazlasykly osiisinde sol bir dursuna iiytgemén
galyar. Eger dolandyrmagyn wagta gord liytgemesini — toplamanyn
normasy s(¢)-ni alsak, has gowy netijeleri alyp bolarmy?

Sonun ti¢in (30)-(35)-nji modelin ya-da (39)-(41)-nji modelin
deriiewini s(¢) dolandyrma bilen gegirelin.

Ykdysadyyetin sazlasykly oOsilisinde Olceg hokmiinde c-ni her
bir isgdrin wagt birligine gord harclanma ululygy diyip alarys. Ykdy-
sadyyetinl sazlagykly Osiisiniil trayektoriyasy (30)-(35)-nji matemati-
ki modelde hemiselik bolyandygy ii¢in seyle etmeklige miimkingilik
beryir. Indi s(¢) wagta gora iiytgeyan ululyk bolyar.

Meyilnamalasdyrylysyn dhli wagt aralygy ti¢in jemlenen harajat-
lary maksimallagdyryp, asakdaky ululygy alarys.

U= /OTc(t)dt. (46)

Bu yerde T-meyilnamalasdyrmanyn gozyetimidir. Kopleng yag-
dayda (46) dlgegin yerine onun has umumy gorniisi hem ulanylyar:

U:fOTq(t)c(t)dt.
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Bu yerde g(#) — wagtyn diirli pursatlarynda harajaty kesgitleyin
berlen funksiya, kdpleng ¢(0) = 1 diyip cak edilyér, g(¢) bolsa ¢t wagta
gbrd monoton kemelyén funksiya.

Meselem:

q(t) = q,e”,

0 > 0 berlen ululyk. Biz hézirki yagdayda dinie (46) dlgege seret-
jekdiris.

Ykdysadyyetin osiisi haysy hem bolsa bir gutarnykly mowsiime
(wagta) gord deriielende, onun sol wagtdan dasarky yagdayynda
néhili boljagynyn pikirini etmeklik hokmandyr.

Bu seredilyén yonekey matematiki modelde esasy gaznanyn bir
iscd gord hasaplananda deriielydn mowstimden sofi uly bolmaklygynyn
aladasyny etmekligi, yagny k(7) ululyga ¢éklendirme goymaklygy
afladyar.

Bu ¢iklendirme asakdaky gornilisde yazylyar:

KT) = k, (47)

bu yerde & -berlen ululyk.

Indi bolsa seredilydn mesele asakdaky yaly yazylyar. Toplan-
manyn normasynyi ululygy s(#)-nint 0 < ¢ < T yagdayda 0 < s(¢) < 1
cidklenmini kanagatlandyrar yaly, (39)-(41) matematiki modelin
gosmaca (47) sertinde (46) 6lgegi maksimumlasdyrar yaly bir wagta
baglylygyny tapmaly.

Bu goylan meseldnin hemme yagdayda ¢oziilisininn yokdugyny
bellemeli. Sebébi k -ninl seyle bir uly bahasyny saylasak, onda (39)-
-(41) matematiki model tigin [0;7] wagt mowsiiminde ulgam tgin
olar yaly gazna iipjiin¢iligine yetip bolmayar. Bu bolsa (39)-(41)
ulgamyn matematiki modelinin dernewinin wajyplygyny gorkezyér.

(39)-(41) matematiki model ulgamynda [0;7'] wagt aralygynda
k(T)-nifi dhli yetydn bahalaryndan géwnejay (akyla layyk) &, ululygy
saylap bilsek, onda diiziilen optimallasdyrma meselesi ¢oziiwe eye bo-
lar. Meyilnamalasdyrylysyi gozyetimi 7 yeterlik derejede uly baha eye
bolsa, onda s(f) optimal dolandyrma seyle yagdaya gelyér: ilki bilen
(45) gatnasyk bilen kesgitlenydn £* nokada nige ¢alt baryp bolar yaly
edip s(¢)-nin bahasyny saylamaly, sofira wagtyn dhli mohletinde diyen
yaly s(f)-nifi bahasy §-e den bolmaly, mohletint ahyrynda bolsa ifi gysga



(minimal) wagtda ulgamy k* nokatdan &, nokada gegirmeli. Seylelik
bilen yene-de her bir iggdre maksimal harajat edilen (30)-(35) sazlasykly
Oslisin matematiki modeli alyndy. Seyle sazlagykly osiisin trayekto-
riyasyna ¢ykmaklyk (k; we k,) ¢éklerde k  we k, -niii bahasyna bagly
déldir. (39)-(41) matematiki modele magistral diylip atlandyrylyar, ol
asakdaky meseldnin ¢oziilisi bilen menzesdir.

A nokatdan yeterlik derejede dasda yerlesen B nokada barmaly
bolsun, uzak bolmadyk yerden bolsa awtomagistral gecydr, onda
meseldnin in amatly ¢6ziilisi yakyn yol bilen awtomagistrala ¢ykyp,
magistral bilen barmaly yeril it golayyna baryanca gidip, sofira il
yakyn yol bilen B yere barmak.

Seylelik bilen (30)-(35) matematiki model arkaly yazylan ykdysady
ulgam dine esasy fonda we isgérlerini sanyna bagly bolan onlimgilik
funksiyasy bilen hem-de tizlik 6niimi bilen 6syin we ilatyi Gsiis tizli-
ginden yokary 0syan gorniisde diiziilen. Munun esasy kyngylygynyn se-
bébi, MM dolandyrys edaralary tehniki progrese baglylykdaky ykdysady
peydalylygyn Osiisini goz oniinde tutmayar. Bu meseldnin derfielmegi
tehniki Ostisde ykdysadyyetinn 6smeginiii esasy rol oynayandygyny we
onun wajypdygyny gorkezyir. Eger bu tersine bolsa, onda diiziilen YMM
ykdysadyyetin stisini dogry kesgitldp bilmez.

§5. Tehniki osiisin
modelirlenilisi

Bu boliimde agregirlenen modellerde serisdelerin peydalany-
lysyny yokarlandyryan Osiisi uzak mohletleyin caklamagyn esasy
usullaryny peydalanyp boljak matematiki modellere seredelin. Bu
yerde Oniimgilik serisdeleriniii peydalylygynyin 6smegi, esasanam,
kopsanly tehniki, guramagylyk we durmus yagdaylaryna bagly bo-
lup duryandygyny belldlin, yone olaryin haysy birinin esasydygyny
saylamak kyndyr. Ykdysady matematiki modelde tehniki 6stis diylip,
umuman, ulanylyan serisdelerin mogberini kopeltmén, onlimin sa-
nyny kopeldyén dhli hadysalaryn toplumyna aydylyar.

Agregirlenen modellerde serisdelerin peydalanylysyny yokar-
landyryan osiisin uzak mohletleyin ¢aklanylysyny modelirlemek
tehniki Ostisin deriewinde ulanylyan esasy 4 ugur boyunca amala

asyrylyar:
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1) awtonom (6zbasdak) tehniki 6siis. Bu yagdayda, serisdeleriii
peydalylygynyn 6smekligi maya goyuma, is¢i giiyjiiniii dinamikasy-
na bagly déldir, olar dasyndan getirilyarler.

2) maddylasdyrylan (maddy gorniise getirilen) tehniki osiis. Bu
yerde Oslis tdze, has kdmil enjamlary we tdze has tejribeli isci giiyjiini
(hiindrmenleri) ulanmak bilen gazanylyar.

3) «indusirlenen» tehniki 6siis. Bu 6nki ykdysadyyetin 6sen de-
rejesine esaslanyp, onufi netijesi bolup duryar.

4) ykdysady ulgamdan ayratyn bir pudagy saylap almak arkaly:
bu pudagyn oniimi-tehniki ostisi.

Bulara ayratynlykda, seredelin.

Awtonom (6zbasdak) tehniki 6siisitt modelinde K esasy gaznala-
ryity we L hiinérli is¢i gliyjiinin hilinin gowulandyrylmagy dasyndan
berlen diyip hasaplanylyar we oniimgilik funksiyasy asakdaky yaly
yazylyar:

Y = F(A(H)K, B(t)L), (48)

bu yerde A(¢); B(f) — wagta gorad berlen funksiyalar, A(f) — esasy
gaznalaryii ulanylysynyn netijeliligini gorkezyér, B(t) — is¢i seris-
delerin ulanylysynyn netijeliligini gorkezyér.

Kopleng, awtonom (6zbasdak) tehniki Osiigin li¢ sany esasy yag-
daylaryny tapawutlandyryarlar:

1) A(t)=B(t), yagny esasy gazna we is¢i serisdeleri ulan-
maklygyn netijeliligi wagta baglylykda proporsional dsyarler:

Y=A(t) F(K, L). (49)
2) A(t)=1 bolanda zihmet serisdeleriniii peydalylygy Osyir,
esasy gaznadaky bolsa 6nki derejede galyar:

Y = F(K, B(t),L,B(t)L). (50)
3) B(t) = 1 bolanda esasy fondun peydalanylys effektiwligi 0s-

yar, zdhmet serisdelerinin peydalanylys effektiwligi liytgemeyar:
Y =F(A(@), K, L). (1)
Bu yagdaylaryn (48) tehniki 0siis tigin haysysynyn gowudygyny diirli-

diirli esaslandyryp bolar. Olary ayratynlykda getirip durman, bu (49)-(51)
wariantlaryfi hemmesinde umumy bolan ayratynlyga {ins bersek, olaryn
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her birinde 6niimgiligi 6sdiirmek dinie wagta bagly bolup duryar. Képleng,
A(f) = &', B(f) = &%’ gorniisde seredilyar, soira degisli bolan ykdysady sta-
tistikany islép, S, f3,, parametrleriii bahalary kesgitlenilyér.

Awtonom (6zbasdak) tehniki siisiii esasy ayratynlygy, olar kop
maya goyuma, yagny tize gaznalaryn yiize ¢cykmaklygyna bagly dal-
digindedir.

Tehniki progresin emele gelsinin ¢esmeleri esasy we Ordn wa-
jyp sorag bolup duryar. (48) gorniisddki onlimgilik funksiyasynyn
esasynda ykdysadyyetiin yokary Oslis derejesini kop maya goyumsyz
hem saklap boljak diyen diisiinje gelip ¢ykyar. Onun beyle dildigi
diigniiklidir. Sona gord sonky dowiirlerde maddylasdyrylan (maddy
gorniise getirilen) tehniki progressiw kop ulanylyar. Seyle hem
wagtyn geemegi bilen esasy fondun hemmesi effekt, yokary pey-
dalylygy dél-de, difie sol pursatda (momentde) girizilyani diylip
hasap edilydr. Has takygy, v yyldaky girizilen esasy fondlar ii¢in
ontimgilik funksiyasy su gorniisde bolar:

Y() = K (0) L' “(v), (52)

bu yerde @,/ —hemiselikler, K — yylda v girizilen esasy fondufi muk-
dary, L — bu fondlarda goz oiiline tutulyan is¢ilerin sany:.

Gorsiimiz yaly, v — yyl {ligin gaznalar ¢” eksponentaly (49)
gornlisdaki awtonom tehniki 6siis Kobba-Duglasyn oniimgilik funk-
siyasy gorniisinde yazylyar. Eger K(v,f) — v yyldaky ondiirilen we
t yyla genli saklanan esasy gaznalary bellesek, seyle hem — #-nji yyldaky
isgérlerin sany, Y(»,7) — su gaznalarda ondiirilen 6niimlerii mukdary
bolsa, onda 7 — yyldaky hemme esasy gaznalar we hemme zihmetkesler
ticin, ontimgilik funksiyany asakdaky gorniisde yazmak bolyar:

Y(t) = fY(Qt)dv = feﬁ"K“(v,t)Ll_“(v,t)dv, (53)

yagny Y(v,7) — 6nlimin ¢ykysy hemme yyllar boyunca hizirki pursa-
da ¢enli integrirlenyar.

t yylda bar bolan esasy gaznalaryn sany K(#)-ni asakdaky formu-
la boyunga alarys:

K(t)= ftK(y,t)dV, (54)

zahmetkeslerin umumy sany L(z):
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L(t) = fL(U,t)dU. (55)

Zihmetkeslerin L(f) sanyny ise ukyply dhli ilatyn sanyna den diyip
alsak, olary esasy gaznalaryn arasynda diirli gérniisde bolmek bolyar,
sona gord Y(¢) — milli girdejini, K(f)- umumy esasy gaznany we L(f) —
zdhmetkeslerin umumy sanyny arabaglanysdyryan 6niimgilik funksiyany
gurmak ti¢in, iscileri diirli gaznalara bolmek (paylamak) hakyndaky ¢ak-
lama seretmeli. Seyle hem esasy gaznany almaklygyn yollaryny oiie
stirmeklik hokmandyr, basgaca aydylanda olaryn ¢ykmagy (gutarmagy)
hakyndaky ¢aklama hem seretmelidir: meselem,

K0, T) =1()e """, (56)

bu yerde /(v),v — yylyii maya goyumlary (yagny, esasy gaznalar p-in
O0smegi bilen sandan ¢ykyp baslayar). Geljekdéki seyle miimkingilik-
ler — caklamalar kesgitlenenden sonira Y(7), K(t) we L(¢)-lerin ara-
laryndaky baglanysyklar doly suratlandyrylyar.

Kéhalatlarda maddylasdyrylan (maddy gorniise getirilen) tehniki
Oslis hem ulanylyar. Ykdysady ulgama bu 6siis difie tdze esasy gazna-
lary girizmek dél-de, eysem isci giiyjiinin (hiindrmenlerin) tejribesini
Osdiirmek bilen gazanylyar; birndce basga wariantlar hem bar. Olaryn
hemmesinin degerlikli derejede orunlary bar hem bolsa, yagny 0Osiis
diiypli maya goyum bilen baglanysykly bolsa hem, tehniki siisin ge-
lip ¢ykysy diisniiksizligine galyar. Ony diisiindirmek ti¢in, kdpleng
halatda, indusirlenen «unmynupoBanHoro» — «ykdysadyyetin onki
Oslisi bilen bagly bolan» tehniki 6siisin modeli peydalanylyar. Seyle
gorniisli yonekey modellerin iginde: tehniki Osiis dowletde eyyam
nidce maya goyum goylandygyna bagly bolup duryar diylip ¢ak edil-
yar. Bu yagdayy modeli diizijjiler seyle diisiindiryarler: diiypli maya
goyumlar niage kop goyulsa, songa-da kop agyslar we doredijilikler
emele gelyir, olar bolsa tehniki Osiisi emele getiryérler.

Eger G(v) — dowletde yyldaky diiypli maya goyumlaryi jeminin
sany diyip bellesek, onda G(v)-ni asakdaky formula boyunca hasapla-
mak bolar:

G(y) = f](T)dT. (57)
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Goy, tehniki Oslis, esasy gaznalar sonky wagtlarda ulanylyp, zih-
met serisdelerint peydalanylmagynyn yokarlandyrylmagyndan ybarat
bolsun, yagny:

Y(v, t) = F(K(v, 1), B0)L(v, 1)).

Yokarda belleysimiz Valy, «indusirlenen» tehniki osiisifi esasy
manysy — B(v)-nin diiypli maya goyumlaryil jemlenmeginiii mukdara
G(v) baglylygyndan ybaratdyr. Goy,

1
B(v)= —A——
g(G(v))
bolsun, bu yerde g(G) — haysy hem bolsa bir monoton kemelyén funk-
siya. Goy, v yyldaky esasy gaznalar {i¢in ulanylyan dniimg¢ilik funk-
siya hemiselik proporsiyaly funksiya bolsun. Onda

K(v,1) 1 L(vt)
K, 7 g(G(v)) Ly |

Y(v,t) = Amin (58)
Bu yagdayda tehniki siisi esasy gaznanyn doly ulanylmagy ii¢in
is¢ilerin sanyny azaltmak bilen gazanmak diyip diisiindirmek bolar.
Yonekeylik iigin, goy, esasy gazna zayalanman 7T yyllap hyzmat
edensonl taglanyan bolsun. Onda K(v,7)-nii ululygyny asakdaky for-
mula boyunca hasaplamak bolar:

K(v,t) = {](V)’ hacant—v < T (59)
0, hacant—0>T

(59)-njy gatnasygy (57) eksponensial ¢ykarylysyn yerine ulan-
mak bolyar. Esasy gaznalaryii umumy sany:

K(t)= ftl(y)du.

Eger dhli L(?) isci giiygleri, yone sondan kop bolmadygyny doly
ulanar yaly, her yylda /(v) diiypli maya goyumy edilydr diyip giiman
etsek, onda alarys:

K, _ Lt 1
K, Ly g(G(v))

(60)
0zem
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L(t) = ftL(z/,t)dv. (61)

(60) gatnagygy (61) gatnasykda yerine goyup, asakdaky formu-
lany alarys:

Mﬂzf%ﬂwMﬂWW (62)

Goy, yonekeylik tgin g(G) = g,G™", bolsun, bu yerde — g,,h
hemiselikler 4 € (0;1). Belli bolsy yaly, dG = I(v)dy, sonui {i¢in
(62) formulany asakdaky gorniisde yazmak bolyar:

G(t) I

_ L
Lm:./g%wm=£&ﬁh@mr@m4»mﬂ
G(t=T)

Doly milli girdejini agakdaky formula boyunga hasaplap bolyar:

fY(V,t)du =A f%;t)dy =
o (64)

— A th) IéodG ]?0 G(t)—G(t—T))

(63) we (64) gatnasyklardan alarys:

[ _1=h K L)\
: (1 8o LOGlh(t)) ] (63)

YM:%QH

0

(65) gatnasyk diiypli maya goyumlary girizmek arkaly gazany-
lan «indusirleneny tehniki 6stisin oniimgilik funksiyasyny gorkezyar.
Su gorniisdiki tehniki 6stisli bagga modeller hem bar.

Sular yaly Osiisleri derniemek, beyleki «awtonom» we «madda-
lagdyrylan» Gsiisler hakykata 6rdn golay hem bolsa, olar seyle garsy-
lyklara eye bolyarlar: eger 6siis difie bir diiypli maya goyumlara bagly
bolsa, onda ylmyn 0smegine uly harajatlar ¢ykarmak niméa gerek?!
Gorslimiz yaly, seyle maksatly ¢ykdajysyz (harajatsyz) hi¢ bir diiypli
maya goyum Oniimgiligin peydalylygynyn tiz Oslisi tipjiin edip bil-
mez. Bu Osiisler her bir onyyllykda yokary derejede dnlimgilik giiyjii-
ne Owriilydn, ylmyn gazananlaryna bagly bolup duryar. Sonun {i¢in
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tutus ylmy-tehniki progres barada giirriin etmekligit manysy bardyr.
Sonky dowiirlerde ylma we tehnika edilydn harajatlaryn oniimgiligin
Oslisine tdsirini dwrenmek modellerinde ylmy-tehniki 6niimgiligin
pudagy hokmiinde seredilyir. Solar yaly modeli suratlandyrmak mak-
sady bilen (48) oniimgilik funksiya seredelin:
Y =AF(K, L).
A funksiya ¢ bagly dél-de, asakdaky differensial defileméni kana-

gatlandyryan bolsun:

A=58(4,7), (66)
bu yerde V' — ylmy deriiewlere bolan ¢ykdajylar, 5(4, V) — berlen funk-
siva. Onda (30)-(35) ykdysady modeli, (66) gatnagyk gorniisindéki
ylmy-tehniki 6siis yagdayynda umumylasdyryp, asakdaky gorniisde
yazarys:

(1) = AWFK(®), L)), (67)
I(1) = 5,0 (), (68)
V(@) = s,(0)Y(0), (69)
C@) = (1 -5, -5, Y0, (70)
K(t) = I(1). (71)
A(t) = B(A(1),V(1)), (72)
L(H) = Le", (73)
K(0)=K,, (74)
A(0)=4,. (75)

Bu modelde milli girdeji ¥(z) esasy gazna s (£)¥(¢), ylmy-tehniki
ostise s,(7) Y(7) we ¢ykdajy (1 — s (¢) — s,(7)) diiypli maya goyumlara
boliinyérler. Seyle hem,

0<s,()<1,0<s(D)< 18,0 +s5,(0)< 1.

Bu model (30)-(35) ykdysady matematiki modelden ¢ylsyrymly
bolsa-da, onuii {igin sazlasykly Osiisii deriielisini gegirmek we ykdysady
ulgamlaryn 6stsinifi diirli 6lgeglerinde s (1) we s.() optimal dolandyr-
malary saylamak we sofia menizesleri gecirip bolyar.Tehniki Osiigin is-
lendik gdrniisini gdz oniine tutup diiziilen modelleri deriiemeklik, tehni-
ki 0sligsiz modeli dernemekden 6rén ¢ylsyrymly mesele bolup duryar.
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VIII bap
Ykdysady ulgamlary seljermekde we modelirlemekde
oniimgilik funksiyasynyn peydalanylysy

§1. Oniimcilik funksiyasynyn birnice umumy
hisiyetleri

Bu bapda y skalyar ontiimli we x = (x!, x%, ..., x") peydalanylyan
serigsdelerin otrisatel ddl wektorly oniimg¢ilik funksiyasyna serederis.
Oniimgilik funksiyasy ulanylyan serisdelere degislilikde y = f{x', x2,
..., X") onlimin ¢ykysyny goyyar.

Oniimgilik funksiyasy gurlanda ulanylyan esasy ¢aklamalara se-
redelifl.

1.Oniimgilikde peydalanylyan serisdeleriii ¢ykdajysyny kopeltmek
arkaly oniimin ondiirilisi azalyp bilmez diyip hasap edelin. Bu bolsa
ontimgilik funksiyasyny gurmakda, elmydama goyulyan sertlerin biridir.

1. Birinji ¢caklama.

Ax) — funksiya kemelmeyir, yagny x > x sertden

fx) = f(x) (1)

sert gelip ¢ykyar.

Bu sert aydyi hem bolsa, ol elmydama yerine yetmeydr. Mysal
licin, oba hojalyk oniimlerini dndiirmek {i¢in peydalanylyan yerlerin
sanyny kopeldeli. Onda hemme yerlerifi ekilmeginiil netijesinde yer-
leri isldp bejermegin hilinin peselmegi, yygnanylan (yetisdirilen)
hasylyn azalmagyna getirer. Sona gord birinji serti kanagatlandyr-
mayan oniimgilik funksiyasynyn gurulmagy miimkin.

1-nji kesgitleme. (1) gatnasygy kanagatlandyryan &hli x wektor-
jatlar ykdysady peydasyz, zyyanlydyr.

Differensirlenyin funksiya li¢in bu sert asakdaky sert bilen ekwi-
walentdir. Goy, x = x + &, bu yerde ¢ = (£, &,..,{") = 0 — 6niim-
cilige gosmaca cekilen serigdelerin arasyndaky proporsiyalary hi-
siyetlendirydn wektor, ¢ > 0 — olaryit mukdaryny kesgitleyén skalyar
ululyk. Teyloryn formulasy boyunga asakdaky tapawudy hasaplarys:
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%(f(x +18) = f(x) = f(x,8) + 0(1) = 0.

f'(x, {) — bu yerde { — ugur boyunga f-dan alnan éniim.
t — 0 yagdayda:
, )
Feo=3 % =0,
i=1

yagny f funksiyanyn oniimi islendik x nokatda islendik otrisatel dal
C ugur boyunga otrisatel daldir.

Eger f(x) — funksiyanyn dhli hususy Oniimleri bar bolsa, onda
& > 0 erkinligine gori, bu yerden asakdaky serti alarys:

T >0, (i=1m)
ox

% — hususy 6niim, i-nji serisddnin mukdarynynyn birlige ko-
peldilmeginin esasynda kopelen gosmaca dniime dendir.

2-nji Kkesgitleme. i-nji serisdédnin mukdarynyn birlige kopeldil-
meginin esasynda, gosmaga alnan dniimin mukdaryna i-nji serigdédnin
predel ondiirijiligi diyilyar.

Indi bolsa ykdysady yaylany seyle kesgitlemek bolar: 6niimgilik
serigdelerinin ginisliginddki seyle bir {x} koplikdir, yagny onda
asakdaky sert yerine yetyin bolsa:

L=0, (=)

i

of

Eger a—funk51yanyn lizniiksizligini géz oilline tutsak (sertini

goysak), onda ykdysady yaylanyn aracégi (gyrasy):

o i
o= 0G=12,...n)

i

der‘lligiﬁ yerine yetyén tstleridir. Bu iiste, kopleng, boliinyédn (paylas-

......

2. Ikinji gaklama.
Haysy hem bolsa bir serisdédnin mukdaryny kopeltmek bilen bey-
leki serigdelerin mukdary iiytgemén galsa, onda ol serisdénin ulanyl-

magynyn peydalylygy peselyar.
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Bu talap matematiki taydan asakdaky gorniisde sekillendirilyér:
fx) funksiya — gilibercek asak (yokary), 6z argumentlerine gord otri-
satel dal bolekde.

fx) — otrisatel dl ortantada 0z argumentlerinde gﬁbergekligi yo-
x, we x, nokatlar (wektorlar) (xleX, x, € X, ) we ag[0,1]islendik
sanlar li¢in asakdaky denisizlik dogrudyr:

flox, + (1 = a)x) 2 of(x) + (1 —0) f(x,) . )

[fx) funksiya lizniiksiz iki gezek differensirlenyén bolsa, onun yo-
karlygyna giiber¢ekligi hemme polozitel serigdelerde f{x) funksiyanyn
ikinji tertipli 6nlimlerinden A matrisasynyn polozitel ddl kesgitliligi-
ne ekwiwalentdir. (Gesseniit matrisasy)

[ 82f 82f
ax'ox' " ax'ox”
32f 32f
H=1392ax" " ax?ox" |
82f 82f
| 9x"ox' " kdx"ox" |
yagny
(& HE) = i< 3)

islendik & wektor {i¢in
Yeke-tik serisde ulanylyan bolsa, iki gezek iizniiksiz differensir-
lenyén f{x) oniimg¢ilik funksiyasynyn giiber¢ekligi denisizlik gorniise

eye bolyar:
sl 3{2)0)
oxox O< ya-da

Bu bolsa aydyn bolan ykdysady mana eyedir: serisdénin predel
ondiirijiligi dsmeydr. Bu talap, birndce serigdeler bolan yagdayy-
na hem degisli bolup duryar: (3) talabyn yerine her bir serigdinini
ayratynlykda predel ondiirijiligininn 6smeyandigi baradaky c¢aklama
one siirtilyar:
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If -
ox,0x; 0 “)

flx) funksiyanyn asaklygyna giiber¢ekligininn yerine yetmekli-
gi licin (4) sertinl, yeterlik dildigini gorkezmek kyn dildir. Mysal
hokmiinde x! we x* serigdeli derejeli oniimgilik funksiya seredelin:

f(xl,XQ) — (xl>2/3 (.X2>2/3.
(4)-nji gatnasygyn yerine yetyindigi aydyndyr:

If 2(sz
dx' o' 1)/
If  _ z(le
Ax” x> )/

Seyle-de bolsa ol asaklygyna giliber¢cek dildir. Dogrudan hem,
(2)-nji asaklygyna' gﬁbergekllglﬁ kesgitlemesinde x, diyip x, = 0,
x, = 0 nokady, x, diyip x' = 1, x* = 1 nokady, seyle hem a = };diyip
alsak, onda

11 1%/ 1% 1 1
flax, + (1 - a>x2) :f<§’§) = <§) <§> = 53\/5
Beyleki tarapdan, f(0;0) = 0, f(1;1) we

af(0,0) + (1 — a)f(1:1) = %

Seylelik bilen (2)-nji asaklygyna giiber¢eklik serti seredilyén
funksiya li¢in yerine yetmeyar.

3. Uciinji caklama.

Oniimgiligiit géwriiminiii gifielmegi hemiselik ykdysady netije
(peyda) berydn onlimgilik funksiyasy bilen hasiyetlendirilyér.

Oniimgiligiii gdwriiminin gifielmegi bilen hemiselik ykdysady
netije (peyda) beryin onlimgilik funksiyasy ontimin ¢ykarylysynyn
liytgemeginin harajatlaryil iiytgemegine proporsionallygy bilen ha-
siyetlendirilyér.

Goy, cykdajylar ginisliginde haysy hem bolsa bir x nokadyn
hemme koordinatalary #(¢ > 1) sana kopeldilip, tx = (zx',...,1x") baha
yetydn bolsun. Onda 6niimgilik funksiyasy oniimgiligin gowrliminini
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ginelmegi bilen hemiselik ykdysady netije (peyda) berydn esasda
harajatyn hem proporsional 6smegi bilen hésiyetlendirilydn bolsun:

Ax) = tfix).
Seyle hem 6nilimgilik funksiyasy onlimeiliginn gowrliminin ginel-
meginden Ondiirijiligin artmagyny (kemelmegini) beryér, eger ol
hemme harajatlardan uly (ki¢i) derejede artyan bolsa:

Awx) > tfix), (Azx) < 1fix)).
3-nji kesgitleme Eger f(x) skal}'/ar funksiSIa asakdaky gatnasygy

......

fltx) = 7'f(x) )

Oniimgiligin gdwriiminiii gifielmegi bilen birjynsly 6niimgilik

funksiya 7 > 1 bolanda artyandygy, 7 < 1 bolanda kemelyéndigi,

7 = 1 bolanda (¢yzykly birjynsly funksiya) hemiselik ykdysady neti-
je (peyda) beryandigi bilen hasiyetlendirilyér.

y = 1 iki sany Onlimgilik serisdeleri bolan ¢yzykly birjynsly

funksiyanyn hususy halyna seredeliii. (5) gatnasygy ¢ boyunga diffe-

rensirldp alarys:

aj;(;f)xl + 3];(;26) X =yt f(x).

Eger t = 1 diyip alsak, bu gatnasygy her bir serisde boyunga dif-
ferensirlesek, onda:

Ox) 1, W) | KA ().

ox' ox' ox' ox' 9x? ox'

9°f(x) X+ 9°f(x) X4 If(x) _ 9f(x)
ox” ox' ox° 9x’ ox’ ox®

Birinji gatnagykdan x'-i x2-in Uisti bilen anladyp, ikinji gatnasykda
yerinde goyup, sonra x> > 0 gysgaldyp alarys:

If(x)*f(x)f _ f(x) ¥f(x) _
ox'ox'ox?ax*  9x'ox? 9x?ox!

(6)
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(4) we (6) gatnasyklar funksiyanyil Gesse matrisasynyn esasy minor-
larynyil alamatlaryny kesgitleyirler, seylelik bilen (3) kwadratik gor-
niisin polozitel dildiginin yeterlik serti bolup duryar. Seylelik bilen,

(4) sert iki sany Oniimgilik resurslary bolan ¢yzykly birjynsly funk-

2
siyanyn egrililiginiii (oyuklylygynyn) 82 gx < 0 yeterlik serti bolyar.

Bu bolsa 7 = 1 bolandaky hususy hal bolyar. Sonun ii¢in bizin 6nki
boliimde sereden oniimgilik funksiyamyza, asaklygyna giibercek oniim-
cilik funksiyasyny suratlandyrma hokmiinde seretmek bolar.

4. Serisdelerin ¢alsyrmasyny deriiemek (seljermek) iicin fiksirlenen
¢ykarmanyn {isti bolan izokwanta seredeliil. Sol bir derejede harajatlaryi
gitiigliginde y, 6nlimifi ¢ykarylysyndaky x nokatlaryf kopliigi

) = v,y

izokwanta diylip atlandyrylyar.
Izokwantanyi ugry boyunca f{(x) funksiyanyn differensirlenmegi
asakdaky gatnagygy beryar:

> Y =0,
=1 0x'
Eger berlen nokatda 6niimgiliginn predel ondiirijiligi noldan ta-
pawutly bolsa, onda serigdeleri 6z aralarynda c¢alsyrmak bolyar.
i-nji we j-nji harajatlardan basgasyny kesgitlesek (bellesek, fik-
sirlesek), onda:

¥ i+ ijdxf ~ 0.

ox' ox
Bu yerden izokwantanyn ugry boyunca:
K/
' u
dx, o
ox’

Otrisatel alamatly predel harajatlaryn gatnagygyna deni bolan h[j

------

karylanda i-nji resursynl bir birligini ¢alsyrmak {i¢in j-nji serigdédnin
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néce birliginin gerek bolyandygyny gorkezyér. Minus alamaty bolsa
bir serigdénin harajatynyi azalmagy bilen beyleki biriniii harajatynyn
hokman kopelmelidigini gorkezyér.

Serigddnin orta Ondiirijiligi (ya-da harajatyn norma gorkezijisi-
normatiwi) asakdaky gatnasyk boyunca kesgitlenilyar:

Sx)

xi

xi
J(x)
jatyny kesgitleyér (ya-da berlen serisdd degislilikde oniimin muk-
daryny: eger ol serisde zadhmet bolsa — kop zdhmet talap edijilik; eger
ol gazna bolsa esasy gaznanyn har¢lanysynyn netijeliligi; energiya —

talap edijilik; maddylyk we s.m.).

Anrycdk (predel) ondiirijiligin ortaca Ondiirjjilige gord gat-
nasygyna, i-nji gorniisli serisddnin harajatynyn iiytgemegine gord

......

af X _Blnf(x)
ax' flx)  alnx'

Basgaca aydylanda i-nji serisda gord ¢ykarmanyi mayysgaklygy
diyip bu 6niimin goterimli Osiisininl, harajatyn goterimli 6siisine bolan
gatnasygyna ya-da predel oniimin orta harajatlara kopeltmek hasy-
lyna aydylyar:

orta Ondiirijilige ters bolan ululyk i-nji serisddnin orta hara-

g(x) =

e t Oflex) . 9dlnfltx)
e =lim—y "o = Mg

Onda 4
er)=3 ¥ &

i=1axl

Yagny
e(x) = ;sl(x)

Serisdelerin calsyrmagynyn mayysgaklygy o; diyen diisiinjéni
girizelin:

g — dlx'/x’)  hy  don(x'/x)
P dhy (i) din(—hy)

)
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Ol i-nji we j-nji serisdelerin harajatlar gatnagygynyn goterim
liytgemesinin, olaryn predel ondiirijiliklerinint gatnagygynyn goéterim
iiytgemesine boliinmegine dendir. Predel ¢alsyrmanyi normasy ula-
nylyan serigdelerin baglanysygyna bagly bolmayan hususy halynda:

dh; _o R
d(x'/x7) ’
yagny o; — ¢alsyrmanyn mayysgaklygy tiikeniksiz yokary. Bu yagday-
da serisdeleri 6zara doly c¢alsyryp bolyar diyip hasap edilyar.
oy = 0 bolanda, serigdeleri 6zara ¢alsyryp bolmayar.

§2. Birniace serisdeli sol bir
gorniisli oniimcilik funksiyalary

Indi bolsa hemise dus gelyin onlimgilik funksiyalaryna serede-
lin. Bu funksiyalaryn aglaba kopiisi, 6iiki boliimlerde sereden 6niim-
cilik funksiyalarymyzyn umumylasdyrylan gorniisleri bolup duryar.
Esasan hem c¢alysmanyn hemigelik mayysgakly ontimgilik funk-
siyasy ulanylyar. Oniimgilik funksiyalaryni argumentleri we oniim
normalagdyrylan (norma salnan), yagny

Y 1 X

n_ X"
= x == ., =
Y=y Xi

_Xg'

X

1.Cyzykly oniimcilik funksiyasy.
Oniimin ¢ykysy, harajata ¢cyzykly baglanysykly diyip hasap edeli:

y=ax' +ax + .. +ax". (8)
Bu yerde hemme serisdeleri doly c¢alsyryp bolyar. Predel ondii-
rijilik we c¢alsyrmanyn predel normasy hemiselik bolup (6nlimgi-

likde mesgul bolyan serisdelerin mdgberine bagly dildir), asakdaky
gatnasyk arkaly gorkezilyar:

af = a4, h = — aj .
ox' ' v a;

Calsyrmanyn mayysgaklygy tiikeniksiz uly:
0, = o, (dh,-j =0).
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Oniimgiligit mayysgaklygy bolsa bire dendir:
LOf X _max _ f
€= o=y ==
2 o' f ; o f

i=1

Sona gord onlimeiligin mdcberinin gifielmegi bilen dndiirilydn
onlimin girdejiligi hemise kopelyér. Serisdelerinn arasyndaky propor-
siyanyn hi¢ hili &hmiyeti yok bolyar. Iki tiytgeyan ululykly ¢yzykly
funksiyanyn den ¢ykarylyslaryn ¢yzyklary (izokwantalary) asakdaky
cyzgyda gorkezilyar.

A

1-nji surat

2. Kobba-Duglasyii (K-D) funksiyasy.
K-D funksiyasy asakdaky gornilisde yazylyar:

flo) = AGH" ()2 (), ©)

Bu yerde serisdeler 6zara ¢alsyrylyarlar, yone calsyrmagyn ma-
vysgaklygy kigidir we serisddnin bahalylygy umumy harajatlarynda-
-da olaryn proporsiyalary 6sende kicelyar. (9) gatnasygy logarifmik
gorniisde yazanymyzda, ol asakdaky yaly bolyar:

Iny = InA + > a/Inx". (10)
i=1
Cykarysyfh mayysgaklygy:
dlny Iy x'
;= - = _——— =4dd;. 11
oy ox y - (1D

Oniimgiligin mayysgaklygy:
€= Z &= Z a;.
i=1 i=1

334




€ > 1 artyan, € > 1 kemelyin, € = 1 hemiselik yagdayynda
onlimgiligin mogberinin beryin girdejisi. (11) gatnagykdan calysma-
nyn predel ondiirijiligini we predel normasyny alarys:
F v

ox; Pyl? a; " x!

Seylelikde, hasaba alnan 6niim ¢ykarylysda birndge serisdelerin
cykdajysynyn (harajatynyn) 6smegi bilen predel ondiirijilik peselyar.
Calsyrmanyn normasy h[j Osyar, i-nji serigddnin udel harajaty 6sen-
de, yagny j-nji serisdéniil yetmezini dolmak {i¢in i-nji serigdd artyan
gosmaca harajat gerek bolyar.

Calsyrmanyn mayysgaklygy bire dendir:

_din(x'Ix)) _
%= din=h) ="

(10) gatnagykdan gorsiimiz yaly, eger 6niimgilik K-D funksiyanyn
sti bilen kesgitlenydn bolsa, onda y/y oniimin Gsiisinii gidisi
x'/x'(i = 1,n) harajatlaryn faktorlaryny 6siisinifi gidisine ¢yzykly
bagly bolup duryar:

Y .1 .2 .1
Yoo+, X+ e,k (12)
y X X
Seylelik bilen eger hemme faktorlar sol bir goterime artsalar, onda
Oniimin ¢ykysy hem sol gdterime artyar.
3. Hemigelik proporsiyaly oniimgilik funksiyasy.
Seyle onlimgilik funksiya agsakdaky denleme:
1 2 n
Y = YAmin[ X X X (13)
XO X 0 X g

ya-da normalasdyrylan tiytgeyan ululyklar arkaly berilyar:
Y =4 min(x' x%, ..., x"). (14)

Bu yerde Y — ontimifi ¢ykysy, ¥, — normirleyji kopeldiji, x' — i-nji
gomiisli serigdelerin harajaty, X' — i-nji serisdédnin udel harajatyny
hasiyetlendiryér — 4Y, mukdarda ontimi ¢ykarmak ligin gerek bolan
harajatlar.
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Iki serisdeli (z&hmet L we enjamlar K) hususy halda, 61iki boliim-
den belli bolsy yaly formulany alarys:

K L ] (15)

Y = Amin E,L—O

Funksiya differensirlenmeyén bolsa-da iizniiksizdir. Haysy hem
bolsa bir serigddnin harajatynyn dsmegi bilen, ikinjisi hasaba alnan
bolup 6niim ¢ykysynda 6siis emele gelmeyér.

Hemiselik proporsional ¢alsyrmayan oniimgilik funksiyasynyi
faktorlary calsyrylmayarlar we calsyrmanyn mayysgaklygy o, nola
dendir:

o.=0.

7

Oniimgiligiit mayysgaklygy bire deidir, ol bolsa hemiselikdiki
netije (peyda) onlimin mogberine degisli bolup duryar:
d(min(zx')) , 8<m_in(txi)>

g = . = A = 1.
min(x") ot fminx’ ot

4. Hemiselik mayysgakly calsyrmanyii funksiyasynyin umumy
gorniigi.

Hemiselik mayysgakly calsyrmanyn Oniimgilik funksiyasynyi
has umumylasdyrylan gdrniisinden predele gecmeklik bilen 61nki se-
redilen dhli funksiyalary alyp bolyar.

Ol asakdaky gorniise eyedir:

y= A(b’i(%)_p bt B,,( 2 )p)” (16)

Bu yerde y — birjynslylygyn gorkezijisi, oniimgiliginn mayysgak-
lygy bilen gabat gelyir: € = y

Geljekde (16) funksiyany gysgaca, funksiyanyn hemiselikli ma-
vysgaklygy diyip atlandyrjakdyrys.

(16) funksiyanyn logarifmik gorniisini seyle yazmak bolyar:

Iny :—%ln + InA. (17)

ilﬁ,(xfw
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Bu gatnagygy differensirlép, alarys:
13y _vBG)!
D W TEO%
i=1

Bu yerden 6nilimg¢iligit mayysgaklygyndan alarys:
e=)>. Xy _ 7.

anlatma dendir.
Bu gatnasygy logarifmirlép, alarys:

In(—hy) = ln% +(1+ p)1n<§—j.).

Calsyrmanyn mayysgaklygy iicin hemme serisde jiibiitleri {i¢in
sol bir ululygy alarys:

_d(In(xv)
P d(In(=hy) 1+’

Bu yerden gorsiimiz yaly, eger o —— 1,0, — oo, alyarys
(calsyrmanyn mayysgaklygy tiikkeniksiz uly bolan ¢yzykly funksiya),
eger 0 — 0, onda 0; — 1 (calsyrmanyn mayysgaklygy bire den bolan
K-D funksiyasy), eger p — oo,0; — 0, (fiksirlenen proporsiyaly
harajatlaryn oniimgilik funksiyasy) alarys.

Oniki seredilen béliimde, 9-njy ¢yzgydan gorniisi yaly, dndii-
rijiligin  zdhmet gaznasy {ipjlinciligine bagly bolanda, grafiki
baglanysyklyklar denesdirilse: 0 = 1 (2-nji egri), 0 < o < 1 (3-nji
egri) we 0 = 0 (1-nji egri). Gorsiimiz yaly, calysmanyn yumsaklygy
kop boldugyca, songa kdp gazna iipjlingiliginin ulalmagyna getiryar.
o0 — 0 bolanda Lopitalyn diizgiinini (17) ulanyp, K-D funksiyanyn
formulasyny alarys:

22. Sargyt Ne 2592




r Blnx («)° \
Iny = lim—=! +InA =) BInx' + InA.
i=1

— n .
p=0 za,i(xz>—p
i=1

B,y — ny a, bilen ¢alsyryp, K-D funksiyany hemiseki gorniigin-
de alarys:
y=Ax"a, ..., (x")a"

ya-da basdaky nébelliler bilen:
Y X\ X\
= =A== ,.., .
=) ()
p—oo bolanda Lopitalyn diizgiinini ulanyp, alarys:

7ln<ilﬁ,- (x")"’> ]
T
7> Bin(x)(x)*

= InA + lim|—=! =

B Y1605

Iny* =InA + lim

0 — oo

B, Inx* + ZBilnxi<%>p
= InA + lim|y ik p pl
0— 00
fgk + Zﬁl<_k>
7k \ X

Bu yerde x = min'.p - © predele gegip, alarys:
1

Iny> =1nAd + yInx*.

yagny
y* = A"y = A(minx’) .
i
y =1 bolanda, belli bir proporsiyaly funksiyany alyarys:

y*=Amin(x',x’,...,x").

338




p=—1we y =1 bolanda, ¢yzykly funksiyany alarys:
y=ax'tax’+. +ax.

Buyerdea =48, i=1,..,n

§3. Caklamanyn modelinde
oniimcilik funksiyasynyn peydalanylysy

Bize belli bolsy yaly, oniimgilikde esasanam iki faktor ulanylyar:

L-zihmet we K-enjamlagdyrmak, diigydn baha manysynda (0nii-
min miimkingilikleri)

Oniimin diiypli ¢ykarylysyny O bilen bellilifi. Oniimgiligin O (K, L)
funksiyasy bilen anlladylyar. Ony wagta gord, differensirldp asakdaky
harajatyn Ostiginin tizligi bilen 6nlimin ¢ykarylysynyi gatnasygyndan
alarys:

g=80+81<§+8££+§9(l). (18)
-¢cykarylyan oniimin gowriimi;
Q-¢ykaryly g
_0K _ _9L

SkTKQ T aL O
ululyklar bolsa zahmete we enjamlasdyrma gord ¢ykysyn ceyeligi: &
ayratyn tehniki progresi hésiyetlendiriji bolegi (diiziiji): & totanleyin
bolegi (diiziiji). Eger e, &, €., ululyklary hemiselik diyip hasap etsek,
onda (18) gatnagygy differensirldp, K-D funksiyany logarifmik
gorniisde alarys:
InQ = et +elnK + e Inl + fQ(t).

Indi bolsa zdhmetin we gaznanyn tiytgemesiniii dinamikasyny

gorkezmeli. Goy, enjamlar bolekleyin zayalanyan we diiypli maya

goyumlarynn hasabynda kopelydn (uuBecturum) bolsun. Gaznanyn
dinamikasynyn defilemesini asakdaky gorniisde yazmak bolar:

K()= (1 — K(t=1) = #AK(1) + {(0),
bu yerde u— bir yylda zayalanyan gaznanyn payy, AK(¢)-herekete

girizilydn esasy gaznalaryn géwriimi. % — tizeden girizilyan AK(t)
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gaznanyn ortaca yyllyk gazna geciris koeffisiyenti. Tdzeden girizil-
yén gaznalar gecen yyllaryil / diiypli maya goyumlarynyn iisti bilen
kesgitlenyir (meselem, gecen ii¢ yylyn dowamynda). Bu baglanysyk
diiypli maya goyumy amala asyrmak funksiyasy :

AK(t) =n, +n 1) + It 1) + n,(t-2) + & (0.

Bu yerde 1(¢) t-nji yylda maya goyumy, 5 /(¢) -nji yylda diypli
maya goyumyn hasabynda gaznalaryn osusi, n I(¢)/ Ak(t) t-nji yyl-
da diiypli maya goyumyn hasabynda gaznalaryn udel artmasy, onda
aydyndyr:

mtoa sl

Diiypli maya goyumy erkin dildir. Olar 6niinden gorkezilen
diizglin boyunga ondiirilydr we harajatlar yygnanylmaly gaznany yi-
tirmeklik we gds-goni sona gord diiypli maya goyumlary asakdaky
gorniisde yazylyar:

I(t) = 2, + A,8(t) + A,D(t) + ().

Bu yerde S(¢)-¢ yylda yygnanma gaznanyfi 6smegi, 4 -yygnanma
gaznanyn 6smeginin dilypli maya goyuma gidyén payy, D(f) — amor-
tizasiya gaznasynyn Osiisi, 4,— gaznanyf yitmekligine diisyén payy.

Seyle hem Onliminn denagramlylygynyn (6amanc) sertini yaz-
maly. Oniim girdeji ¥ we V hiizirki maddy harajatlar diyen iki diiziiji
boliinyér. Olar bolsa:

Y(#) = 0@t - ")
dentlleméni beryérler.

Oniimg¢ilikde maddy harajatlar 6niimifi mdcberinde proporsio-
naldyr we asakdaky detilemeden hasaplanyar:

V(1) =B+ BO(1) + &(2),

bu yerde B — bu 6niim¢iligin mogberine bagly bolmadyk harajatlaryfi
sertli gurnalan bolegi, #, — Oniimin birligine sarp edilydn harajatyn
ululygyny kesgitleydn maddy harajatlaryn koeffisiyenti. Eger Tirk-
menistanyn i¢inde ulanylyan milli girdejini Y bilen bellesek, onda
ony asakdaky formula boyunca yazmak bolar:

Y(1t
1-|-1ﬁ(l‘)1”1(”+%([)'
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Milli girdejinift yygnamalara gidyan s -payynyfi durnukly ulu-
lykdygyny bellemek gerek. Ony hemiselik diyip hasap edip, onun
ticin formulany alarys:

S(t)=sy+5,Y(1)+E(1).
Amortizasiya tutup galma:
D(t) =d, +dK(t) +dz~+ (1)

gaznalara degislidir. Bu yerde, d, — amortizasiya mogberi (normasy),
d, z — amortizasiya tutup galmanyn mogberi gozden gegirilende, bir-
den yokary-asak 6zgermelerini (iiytgemelerini) hasaba almak ii¢in gi-
rizilen bellik.

Tiirkmenistandaky peydalanylyan (ulanylyan) girdejilerini yyg-
namadan galanlarynyn dhlisi ulanylma (peydalanma) gidyar:

C(t)=(1—c)Y(t)—=S(t)+E&.(1).

Isleyénlerin sanyny kesgitlemeklik galyar. Ol wagtyn gecmekligi
bilen parabolanyn kanuny boyuncga 6syén, ilatyii sanyna bagly bolup

duryar:
P(t)=x,+x+/t+x, +&,(1).

Parabolanyn kanuny seyle bir yagdaya degisli: ilatyn sany Osyar,
emma Osiisinin tizligi peselyar (dL/dt > 0, d* L/di* < 0). Zdahmet tek-
lipleri difie ilatyni sany bilen kesgitlenmén, oniimgilikde gerek bolan
is¢1 gliyjiini gorkezyén F(¢) is haky gaznasy bilen hem kesgitlenyaér:

L) = ¢, + ¢, P() + 9,F() + (1)
Is hakynyn umumy gaznasy ondiirilen girdeji bilen kesgitlenilyér:

F(0) =y, + 9, X(0) + (D).

Bu gatnasyk bilen ykdysady matematiki model arabaglanysygy
birlesdiryar. Yone, ilatyit durmusynyit maddy hal-yagdayynyii der-
flewi ligin gosmaca iki sany komekei ululyk girizilyar: peydalanma
(sarp etme) gaznasy we ilatyn sany bilen kesgitlenyan her bir adama
sarp edilydn maddy nygmatlaryn we hyzmatlaryin mogberi:

B(t) = 8+ 6,C(t/L(t) + £,(0)
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we sdherinn her bir yasayjysynyil hasabyna yasayys gaznasy. Sdher
ilatynyn sany M(t)-ilatyii umumy sanyna baglydyr:

M(t) =0, + 0,P(t) + & ().

Tiirkmenistanyn milli girdejisinin mogberinint esasynda ilatyn
jan bagyna gord yasayys gaznasy sdherii bir yasayjysynyil hasabynda
kesgitlenilyar:

N(t) _ Y(1)
M(1) ~ g,+ 0, (1) + &y (1).

Modeldédki hemme ululyklar (N(7),P(¢),L(¢),M(¢) basgasy) milli
manatda dlgelyér. Bu yerde P(¢) — dhli ilatyni sany, M(¢) — séher ilaty,
L(f) —isleyénlerinl sany (miin adam hasabynda 6lcelyar). N(7)-yasayys
gaznasy (million kw.m.).

§4. Hojalyk birlesmesinin
ekonometriki modeli

Oniimgilik funksiyalary we olar bilen bagly bolan ekonometriki
matematiki modeller regiondan we pudaklardan uly (iri) bolmadyk
obyektlerde ulanylyar. Ekonometriki matematiki modelleri uly (iri)
birlesmelerin, kdrhanalaryn islerini hem dernemekde ulanmak bolyar.
Sonun {i¢in yokardaky gorniisinddki matematiki modele seredelin.
Iri birlesmeler 6nlimgilik, maliye we onlimleri yerlesdirme funksiya-
laryny yerine yetiryérler. Sona degislilikde ykdysady matematiki mo-
delde 3 sany blok bardyr. Oniimgilik blogy ziinde 6 sany ekonome-
triki (statistiki) gatnasyklary (funksiyalary) we dort sany tozdestwony
saklayar. Oniimifi ¢ykarylysy bahanyn iisti bilen afiladylanda, O(%),
K-D 6niimgilik funksiyasyny 3 faktorly 6niimgilik (senagat-oniimgi-
lik isgérleriniii ortaca sany — L(f), ortaga yylyn onlimgiliginiii esasy
gaznanyn mogberi — K(¢), material harajatynyn jemlenmesi — V(¢)) we
ayratyn tehniki 0siis:

(1) = a L« (OK2A()V*3(t)e” + £ (1), (19)

bu yerde y — tehnik) Ostisin tizligi, £..(f) — hemme denlemelerde
regressiyanyn yalilysy (totdn, diiziiji). Esasy gaznanyn dinamikasy
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asakdaky denileme bilen kesgitlenilyér. Ol defilemi girydn mogberii
gowrilimi bolsa, gegcen yyla gord, ise girizilydniii ululygy AK(f) we
ulanys tutumlary li¢in tutulmanyn jemlenisi D(¢): k(z— 1)

K(t) = b, + b K(-1) + b AK(t) — b.D(?) + & (). (20)

Isci giiyji gegen yyldaky isgérlerini sanynyin Osiis koeffisiyentine
kopeldilmegi bilen kesgitlenilyar:

L) = b(H)L(t-1). Q1)

Material harajatlar, 6ziinde hemme esasy material harajatlaryn
gorniislerinin bahalanmagynyi gatnasygy hokmiinde anladylyar:

V(t)=zk:/1i q V) +1, (22)

Bu yerde V(¢) — material serisdeleriii mogberi, olar i-nji pudak-
lardan alynyandyr. g, — bu i-nji serisdénin orta bahasy: A, — bu i-nji
material harajatlaryn gorniisleriniii peydalylygyny kesgitleydn ko-
effisiyent. Kdrhananyn isleysiniit wajyp gorkezijisi zdhmet hakynyn
mogberi bolup duryar:

R(t) = W()L(D), (23)

bu yerde W(t) — iscileriii orta zéhmet haklary. Orta is haky, onun ge-
¢en yylky bahasynyn, 6niimint mogberiniii yumsaklygy, iscilerin sany
E¢(t) boyunga we olaryii bilim (tayyarlyk) derejesi J(¢) bilen kesgit-
lenilyér:

W) = w,—w W(t=1) + w,E, ()J(0) + £ (0). (24)

Bu yerde W(¢-1) is hakynyn (birinin) stawkasyny stabilizirlemek
faktory, E2(¢) we J(f) onuil iiytgemesini kesgitleyir, ol bolsa
isgérlerinn bilim derejesine we zdhmet Ondiirijiliginini 6silisine bag-
lydyr.

Ulanys tutumlarynyn ululyklary tdzeden girizilen gaznanyn mog-
berine we 6iki yylyn esasy gaznasynyn ortaga yyllygy bilen kesgit-
lenilyir. Ol bolsa bejerilmége we dikeldilmége goyberilen harajatlar-
dan ayrylmagyna dendir. Sona gord, @, we a.koeffisiyentler asakdaky
formula bilen hasaplanyar:

D) = (a, + a,)(K(t - 1) + AK(7)), (25)
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bu yerde D(¢) — materialyn yylyil basyndaky harajatlary. K(#-1) — bir
yyldaky material ¢ykdajylaryn jemi we yerlesdirilmedik ontimlerini
bahasy bolsa, ol ondiirilen 6niimin bahasy Q7(¢) bilen yerlesdirilen
OR(?) haryt onlimlerin bahasynyn 6zaralaryndaky tapawudyna dendir:

M(t)=c,+c,S(t—1)+ cz<iﬂlpi\/j(r)> +

+ ey (OT(1) = QR(1)) + &, (1),

bu yerde ¢, (i = 0, 1, 2, 3)- statistiki parametrler.

Ulag ¢ykdajylary 7(¢) — ol ulag ¢cykdajylarynyn, yagny material-
lary we ¢ig mallary hem-de tayyar 6niimleri ¢ ulag bahasy bilen orta
we uzak yere eltmegin ¢ykdajylarynyn jeminden ybaratdyr. Onda Q:
diirli yiikler we yiikleri eltmekligin mogberi Vi (eltip berilyén materi-
allar) we Q. (tayyar 6niim) hemme gornisli yiikler boyunca:

T(t)=d, + dl<¢i§k;lei\7i(z>)+ d2<g0lzk:1Qj(t)> LE(1). @)

Doly harajatlar P(¢) 6zline diisydn gymmatyn hemme element-
lerini 6z igine alyar we (23), (25-27) gatnagyklaryii komegi bilen
hasaplanyar. Mundan basga-da ¢ykdaja barlaglara we bejerip tayyar-
lamaklyga z(7), edara yolbascylaryna we basga cykdajylarynyn A(¢)
harajatlary giryandir:

P(t) = R(t) + D(t) + M(t) + T(2) + Z(t) + A(D).

(26)

Oniimleri yerlesdirme blogy 2 sany regression defilemelerden we
2 sany tozdestwolardan duryandyr. Birlesiginn dniimlerine bolan isleg-
lerin toldp bilydn funksiyasy X(7) li¢ sany klassyky faktorlara baglydyr
we islegleri kesgitleyandir: Y(¢) ontimleri ulanyanlaryn girdejisinin indek-
si, orta bahasynyi p (¢) indeksi, galan harytlaryni p, bahasynyfi indeksi:

X(1) =g Y"(1)0s"08 + &x(1).

Bahanyi indeksini p(7) kesgitlemek ti¢in hojalyk birlesmesinin
onliminiii gegcen dowiirddki p(#—1) bahasynyn indeksini, birlesigin
serisdelerinin ulanylyan bahasynyn indeksleri, yagny ¢igmal we ma-
teriallar p, (), zdhmet haky W(¢) bilen baglanysdyrmak bolyar.

Ulanys tutumlarynyn tutulys normasy a + @., OR(t)/Q7(¢) gat-
nasyk bilen hésiyetlendirilydn islegin konyukturasy, onuil yer-
lesdirilisi we ondiirilen 6niimin harytlary:
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p(t) =1+ 1Lp(t—=1)+ LW(t)+ Lp, (1) +

OR(1) )
+ 1l (a,+a ( +¢,
4( 1 2) QT( ) ( )

Eger isleg QT(¥) kop bolsa, onda dnlimin yerlesdirmesi, harydyn
ondiirilisiniit mogberine dendir diyip kabul edilyar:

OR(r) = OT(1).

Eger tersine bolsa, onda potensial yygnalyp goylan harytlar S(7)
doredilydr. Tayyar oniimin yygnalyp goyulmasynyn S(¢) dinamikasy
yonekey denileme bilen yazylyar.

S(t) = OT(t) — OR(¢) + S(¢t—1).

Yokardaky gatnasygyi sag tarapynda 6ndiirilen oniimiii mogbe-
ri bilen yerlesdirilen haryt oniimlerinin arasyndaky tapawut gosmak
periodynyn basynda galan yygnalyp goylan galyndydan duryandyr.
Oniimin yerlesdirilen sanyndan QR() umumy alnan pul, éniimini VR(?)
«fiziki» mdgberiniii onunl P(¢) bahasyna kopeldilmegine gosulyp, ge-
¢en yylyn g(z—1) periody, ¢ — period ii¢in sazlagykda hasaba alynyar:

OR(t) = p(OVR(1) + g(t-1).

Maliye 6 sany tozdestwony we 2 sany ekonometriki gatnasyklary
oziinde saklayar. Birlesménifi girdejisini, 7(#) umumy alnan pulufi
we umumy c¢ykdajynyn tapawudyna gosmaga kdmegiit gosulmagy
muiimkin bolanda 0(¢) asakdaka defidir:

7(f) = p(O)VR(t) + q(t=1)-P(¢) + (1)

Girdejini paylamak hereket edydn normatiwler we diizgiinler
esasynda degislilikde yerine yetirilyér. Asakdaky yazylan sazlasykda,
degislilikde g6z oniine tutulan dowlet byujetine ayyrmak, degislilikde
bir is hakyndan girdeji salgydyny 7 tolemek KP(#), durnuklandyrys
gaznasyna gecirmek, degislilikde /4, /6, /; normatiwler bilen 6nlimgi-
ligi 6sdiirmek we bar bolan serisdelerin aylanysygyny gifieltmek
asakdaky yaly amala asyrylyar:

7(t) = wa(t) + KP() + (u, + g, + u)(1-0)(t) — KP(0)).

Belli bolsy yaly, maya goyumlar /B(¢) dowlet byujetiniii hasabyna,
diiypli goyumlardan, amortizasion ayyrmalardan, onlimgiligi durnuk-
lasdyrmak gaznasynyn ayyrmalaryndan, gecen yyllardan galan:
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L, (1)

maya goyum galyndylaryndan, diiypli goyumlara gidyan KR(¢) bergi-
leriii jemlenmeginden ybaratdyr:

() = IB(t) + a, (K(t-1) + AK(D)) + u (1))~
— Kp(6) + I (t-1)+B, KR(2).

Aylanma serisdesi KO(f), gecen perioddaky aylanma seris-
delerinden KO(#-1), sol bir wagtda olarynl aylanma N sanyndan ,
material dtiyaclyklarynyn MR(¢) jemlerinden we girdejinin bergilere
bolan gatnagyklarynyn jemlenmegi bilen kesgitlenyér:

KO(1) = £+ £ KON+ MR + £ Fof 5 )+ o),

Bu yerde f (i = 0, 1, 2, 3) statistiki parametrler.

KR(t) bergd tdsir edyir: gecen peroiddaky KR(z-1) bergi;
girdejinin ululygy; umumy maya goyumyi ululygy; berginii talabyny
kesgitleyjiler; aylanyjy serisdelerit géwriimi (onunl bolegi bergi bilen
iipjiin edilmeli):

KR(t) = h,— h KR(?) + ha(t) + h I(t) + h KO(t) + { (1)

Hemayat ediji gazna gecen perioddan galan serisddnin we
girdejininl galanlary bilen jemlenyar:

KS(t) = KS,(t = 1) + u,(1 = )n(?) — KP(1)).

Edil sonun yaly oniimg¢iligi 6sdiirme gaznasynyi denlemesi ya-
zylyar:

KI(t) = KI(t — 1) + p, (1 - H)n(t) — KR(2)).

Ahyrynda bolsa kabul edilen diizgiinler we normatiwler boyun-
ca OB(¢) byujetden ayrylyar. Olar bolsa 6niimin satylan géwriiminifi
r stawka boyunca salgyda gecirilenden, ¢ stawka gord girdeji sal-
gydyndan we gosmaga gegirimlerden OD(¢) jemlenyér:

OB(t) = rpVR(t) + wn(t) + OD(?).

Seredilen model wariantly hasaplamalar {i¢in diiziilip kesgitle-
nendir. Bular yaly modeller umuman birlesmelere degisli bolup, esasy
imitasion modellerdir we birlesmanin hojalyk dolandyrylysygynyn,
isleysinin diirli ¢oziiwlerinin tésirini barlayar.
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IX bap
Halk hojalygynyn o6siisini meyilnamalasdyrmak
we pudagara modelleri seljermek

§1. Halk hojalyk ulgamyny
meyilnamalasdyrmakda pudagara
modeller

Pudagara balans ykdysady ulgamyn pudaklaryl arasyndaky
aragatnagyklaryny hisiyetlendiryin tablisany 6z i¢ine alyar. Bular
yaly tablisany diizmezden Oniirti, pudagara balansda gatnasmasy
miimkin bolan pudaklaryn sanawyny diizmek gerek. Pudagara ba-
lansda pudaklaryn sanyny n bilen belgildlin. Halk hojalygynyn
pudagara balansy {i¢ sany bdliimden duryar (kéhalatlarda kwad-
rantlar diyilydr). Pudagara balansyn umumy gorniisi 1-nji tabli-
sada getirilen. Biziil tarapymyzdan saylanan maddy oOniimgiligin
ahli pudaklary balansda gorkezilen. Balansda her pudagyn 6ziine
birinjiden, ayratyn setir we ikinjiden, ayratyn siitiin degisli bolyar.
Seyle, i-nji pudagy balansynl i-nji setirine we i-nji siitiinine degisli
bolyar. Balansyn # birinji setirinit we z birinji siitiiniii kesismesinde
yerlesen matrisanyn elementleri pudagara balansyn birinji bolimi
(birinji kwadrant) diylip atlandyrylyar. Bu — pudagara balansyn
in wajyp bolegi, sonun iicin onda pudagara aragatnasyklar bara-
da maglumat saklanyar: i-nji pudagyn Oniiminin j-nji pudakdaky
yylyn onlimgilik ¢ykdajylaryny gorkezyin i-nji setirin we j-nji
siitiinin kesigsmesinde X, ululyk duryar. Goy, balansyn birinji puda-
gy — elektrik energiyasynyi onlimgiligi, ikinjisi — kdmiir senagaty
diyeli. Onda x , ululyk komri dndiirmége elektrik energiyanyf yyl-
lyk ¢ykdajylaryny anladyar. Sonunl bilen, X, G=1,.,nj=1,
..., n) ululyklar pudaklaryn 6niimgiliginiii 6niimgilik isi tarapyndan
sertlesilen ¢ig mallaryi, materiallaryn, yangyjyn we energiyanyn
pudagara tabsyryklaryny hdsiyetlendiryar.
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1-nji tablisa

Pudaklar 1 2 n Jemi Tayyar Jemi
onlim onlim
1 X X % X
11 12 In Zj: xlj e 1
2 X1 X5 Xon z X2 M X
J
n xnl n2 xnn Z xnf Y n =n
J
Jemi | D x| Dxy | | 20X, szi/ 2| 2
i=1 i=1 i=1 i i i
Arassa v, v, v Z v;
ontim J
2.
Bary X X, X J

i-nji setire seredelif. x , x,, ..., x, ululyklar i-nji pudagyn halk
hojalygyn beyleki pudaklaryna tabsyryklary, i-nji pudagyii 6nlimlerinin
beyleki pudaklar {i¢in oniimgilik serigdeleri hokmiinde paylanylma-
gy beyan edilyar. Eger biz i-nji siitiine seretsek, onda x , x,, ..., x
ululyklar beyleki pudaklardan alnan maddy oniimgiligi, i-nji pudak
tarapyndan ¢ig mallaryn, materiallaryn, yangy¢ we energiyanyin pey-
dalanylyandygyny beyan eder. Seylelikde, pudagara balansyn birinji
boliimi dhli # pudaklaryn maddy ontimgiliginiii 6ntimgilik maksady-
na Oniimgilik ¢ykdajylarynyil we Oniimleriii paylanmasynyn umumy
gbrniisini beryar. Onda ayratyn 6niimlerin balanslarynyn 6niinde puda-
gara balansy agirt uly artykmaglyga eyedir.
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x, ululyklar 6ntimgilik serigdelerinii bahasyny gorkezyir, ol
manatlarda afiladylyar. Sular yaly gorniisli balansy bahalayyn diyip
atlandyrmak bolar. Birinji kwadrantda @hli sanlar sol bir birliklerde
Ol¢enilyanligi ticin, olary jemlemek bolar. Pudagara balansyn birinji
boliiminin ¢éklerinde i-nji setir boyunga X, ululygynl jemini tapalyn:

Bu ululyk beyleki pudaklarla: ;-nji pudagyin maddy oniimgilikleri-
nin dhli tabsyryklarynyn jemini anladyar, ol 6niimgiligin sarp edilme-
gini hasiyetlendiryar. Zn: x;; ululyklar &hli pudaklar Gi¢in siitiini emele
getiryérler, ol pudagél;alt balansda X, pudagara ¢esmelerin matri-
sasyndan sagyna salynyar. Zn:x, ululyklaryn siitiini, (bu yerde i = 1

ol

.., 11,) ol hem balansyn birinji boliimine degislidir.
Indi j-nji siitine we sol siitin boyunga x, ululygyi jemine
seredelin:

inj.
lej ululyk j-nji pudagyn yylynn dowamynda Oniimgilik c¢yk-
daJylarynyn jemine dendir. Zx,/ ululyklaryn setiri, bu yerde j =1, .

n, pudagara balansda pudagara cesmelerin matrisasyndan asagyna
salynyar we ol balansyi birinji boliiminiii bolegi hasaplanyar.

Seylelikde, pudagara balansyn birinji boliimi (n + 1) setirler-
den we (n + 1) siitlinlerden ybarat bolup duryar, listesine-de (n + 1)-
-nji siitlinde, degislilikdéki setirlerin jemi, emma (n + 1)-nji setirde,
degislilikddki siitiinlerin jemi goylan. (n + 1)-nji setirit we (n + 1)-nji
stitlinin kesigsmesinde agakdaky ululyk duryar:

Z ZXU

ol (n + 1)-nji siitiinifl birinji #n elementlerinin jemi. Bu ululygyn, seyle-
-de, (n + 1)-nji setiriil birinji » elementlerinin jemine dendigi aydyn

gorlinyar. z Z x; san dhli pudaklaryi oniimgilik ¢ykdajylaryny je-

i=1j=
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mine dendir (ya-da oniim¢ilik pudaklarynn oniimlerininn 6niimgilige

Indi, tayyar onlimine bagyslanan halk hojalygynyn ikinji bolii-
mine seredelin. Pudak oniimlerinin 6niimg¢ilik sarp edilmesinin siitii-
ninden sagda pudaklarynl dniimlerinil tayyar sarp edilmesiniil siitiini
yerlesen, onun astynda hézirki onlimgilik sarp edilmesine girmeyin
hususy we jemgyyetcilik sarp edilmegine diislinilydr. Bu yere ¢ykan
ayratyn gaznalaryn toplanan pullary we olaryn éwezinini doldurylysy,
atiyaclyklaryn ostisi, ilatyn hususy sarp etmesi, dowlet apparatynyn
we goragynyi igindédki bar zatlaryna ¢ykdajylary, ilata hyzmat etmek
boyunca ¢ykdajylary (magaryf, saglygy gorayys we s.m.) giryér. On-
dan basga-da, tayyar 6niime dniimleriii saldo eksporty we importy gir-
yér. Tablisada i-nji pudagyn Oniimlerinifi tayyar sarp edilmesi y, bilen
belgilenen. Adat¢a, bu ululyklar pudagara balanslarda has jikme-jik
seredilyir, yone biz ona seretmeris. Tayyar sarp edilmeden basga-da,
balansyii ikinji boliimine pudaklaryn jemi (tutus) goyberilislerinin siitii-
ni girydr. Jemi goyberilis i-nji pudak {li¢in asakdaky yaly kesgitlenilyér:

n
X, = zxijq-yi, i=1,..,n
Jj=1

Sol i1 sonky (7 + 3)-nji siitiin (7 + 1)-nji we (n + 2)-nji siitlinlerin
jemi yaly kesgitlenilyir. Ikinji boliimiil (z + 1)-nji setirinde

n n
Zyi in
i=1 i=1

jemler duryar. Birinji jem halk hojalygynyn tayyar 6nliminiii jemine
den, emma ikinji — Oniimin tutus jemine dendir.

Halk hojalygyn pudagara balansynyn {i¢iinji boliimine gecelini.
Ugiinji boliim birinji boliimin astynda yerlesen we pudaklaryfi jemi
onliminifl bahalayyn gurlugyny gorkezyir. Bizin tablisamyzda ti¢iinji
boliim iki setirden ybarat. Olaryn birinjisinde v, (j = 1, ... ,n) ululyk-
lar yerlesen, olaryn hersi X, pudagyn jemi Onliminii we Oniimgilik

¢cykdajylarynyn ZXU.arasyndaky tapawudyna det bolan pudagyn
i=1
sertleyin-arassa oniimini ailadyar:

n
Vj:‘xj_le'j’ J = 1,...,”.
i=1
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Adatca, halk hojalygyn pudagara balanslarynda her pudagyn
sertli-arassa onlimi esasy fondlarynn konelmeginin 6wezini dolmak-
da ulanylyan amortizasiya tutumlaryna we girdejd, aylyk hakyna we
beyleki ¢ykdajylara boliinyén pudagyil arassa onlimine boliinyér. Pu-
dagara balansyn ikinji boliimindéki yaly, liclinji boliime has ginisleyin
seretmeris. Balansyn {igiinji boliiminifl (z + 1)-nji siitlininde setirlerii
jemleri durandyr. Bu yerde pudagyn 6niiminin dargamagyndan tayyar
we aralyk ontimler:

n
xi:inj+yj, i=1,.,n
j=1

we pudagyn Oniiminifi dargamagyndan Oniimgilik ¢ykdajylary we
sertli-arassa Oniim:

n
.xJ:sz‘l‘Vj, J = 1,..,”
i=1

bolsa, onda

5(S000)= 5(S0 )
i=1\j= j=1\i=

ya-da
2= 2
Jj=1 Jj=1

gatnasyklar gelip ¢ykyar.

Halk hojalygynyn jemi tayyar oniimi gertli-arassa dniimlerin je-
mine dendir. Seylelikde, ligiinji boliimde tayyar Oniim gatnasdyrylyar,
emma eger ol ikinji boliimde tayyar oniimin islenydn gurlusyny ha-
siyetlendirydn y, ululyklara boliinyén bolsa, onda igilinji bolimde
tayyar Oniimini bahasy, ykdysadyyetin haysy pudaklarynda ¢ykaryl-
yandygy gorkezilyar.

Pudagara balansyn doérdiinji boliimi oniimgiligin sertlerine we
ontimleri yerlemeklige gds-goni gatnasygy bolmayar we meyilnama
hasabynda ulanylmayar. Bu boliim maliye-karz ulgamynda amala
asyrylyan, halk hojalygynda tézeden paylamak gatnasyklaryny ha-
siyetlendiryér.

Gegenki bapda halk hojalygynyi isinin gé')rknezijisine milli diige-
wiint hokmiinde seredilipdi. Milli diisewiint Zyl. tayyar Oniimin

i=1
jeminiil we esasy gaznalaryil konelmeginiii 6wezini dolyan amorti-
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zasiya tutumlarynyn tapawudy hasaplanylyar, ol halk hojalygynyn
pudagara balansynyn esasynda kesgitlenip bilner.

Diymek, biz halk hojalygyi pudagara balansynyn dort boliimine
seretdik, olar kwadrantlar (dortliik) diyip atlandyrylyar. Emma sonky
wagtlar pudagara balansyn kop téze shemalary emele geldi, olar esa-
san dort boliimde gorkezilendir.

Halk hojalygynyn pudagara balansynyii umumy gurlugyna se-
redildi. Yone pudagara balansa seretmek — bu entek model dil, ol
yurdun ykdysadyyeti barada statistiki maglumatlary gorkezyén usul.
Ol ayratyn kdrhanalaryn isinin netijelerini agregirlemegiii esasynda
diiziilydr. Bular yaly balans hasabat diyip atlandyrylyar. Pudagara
balansyn hasabyndan basga-da meyilnamaly pudagara balansy islenip
tayyarlanylyar. Meyilnamaly balanslar difie statistikany seljermegin
esasynda hasaplanylyp bilinmez. Olaryn diiziilmegi {i¢in gecenki pa-
ragraflarda seredilen, pudagara modelleri ulanmak gerek.

Bellik. Birinjiden, balanslarynn pudagara gorniisi difie biitinley
halk hojalygy iicin dil-de, ayratyn ykdysady etraplar {i¢in ii¢cin gu-
rulyar. Etraplaryn arasyndaky Oniimgilik aragatnasyklary etrabara
balanslarda gorkezilen bolup biler. Ikinjiden, biz hasap balanslaryn
gurlusynyil kdbir kyn soraglarynda durup ge¢medik: pudaklaryn sa-
nawyny saylamak, cesmelerinn bahalaryny kesgitlemek ii¢in nyrh-
lar ulgamy we s.m. Seyle-de bolsa bu wajyp we kyn soraglar biziil
kitabymyzyn ¢dginden ¢ykyar, okyjy pudagara modelleri dwrenmek-
lik bilen olarynl barlygyny-da unutmaly dil.

§2. Statistiki pudagara
modeli

Her bir pudagyn 6nliminin halk hojalygynyn pudagara balansyn-

da paylanysy asakdaky getirilydn gatnasyk bilen yazylyar:
X=X +y, i=12,..n

(1)

Pudagara model, adatga su asakdaky sebiplere esaslanyp gu-

rulyar:
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I. Her bir pudakda 6niimgiligiii yeke-ték tehnologiyasy bar;

II. Oniimgiligini sarp edilis normalary ¢ykarylyan éniimifi mdg-
berine bagly dil;

I11. Oniimgilikde 6niimifi bir gorniisini basga bir gdrniisi bilen
calysmaga yol berilmeydr;

Sular yaly ¢aklamalara gord, x, ululyk i we j iigin asakdaky
gOrniisi almaly:

x.=ax, [=1,.,n, j=1.,n (2)

a, ululyk goni ¢ykdajylaryn koeffisiyenti diylip atlandyrylyar. Bu
koeffisiyent i-nji pudagyil j-nji pudagynyi birlik dnlimin 6ndiirilme-
gine 6nlimin nd¢ce mukdaryny ¢ykdajy etmek gerekdigini gorkezyar.
Goni ¢ykdajylaryn koeffisiyenti pudagara modellerinde hemiselik
ululyk diylip hasap edilyér. Okyjylaryn iinsiini (2) gatnasyga goniik-
direli, ol gatnasyk, esasan, pudak {i¢in ¢ykdajylaryn funksiyasyny kes-
gitleyar (¢ykdajylaryn funksiyalary barada biz eyyam birinji boliimde
durup gecdik). (2) gatnasyk a, tehnologik koeffisiyentlerii esasynda
J-nji pudagyn x; dniimlerini dndiirilisi boyunga beyleki pudaklaryi x,
(i =1, ..., n) onimlerin ¢ykdajylaryny kesgitlemidge miimkingilik
beryar.

Eger (2) gatnasygy (1) oniimin balansynda goysak, onda alarys:

Xi = Za,;,-x,- + yi, I = 1,...,]’1.

j=1

Bu gatnagygy matrisa gorniisinde yazmak amatly:
X =Ax +y, 3)

bu yerde x = (x, ..., X)), ¥ = () -.0s ¥, ) 4, a, i=1, .., n,
j =1, ..., n koeffisiyentleriii matrisasy (goni ¢ykdajylaryn matrisasy).
modellerde esasy gatnasyk bolup duryar.

Iki bilen goni ¢ykdajylaryn koeffisiyentlerinin &hmiyetini néhi-
li yol bilen amala asyryp bolyandygy barada sorag yiize ¢ykyar. ki
esasy yollar bar. Olaryn biri pudagara modelin «has yonekey birlikle-
ri» hokmiinde pudagyn gorkezmesine esaslanan. Bular yaly yagdayda
koeffisiyentler gecen yyllar {igin hasabat balanslarynyi esasynda kes-
gitlenilyér. Goni ¢ykdajylaryn koeffisiyentlerinin wagtynda iiytgemez-
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ligi pudagara balansyn amatly saylawyna yetirydr. Tejribanin gorkezisi
yaly, dogry saylanan yagdayynda iri pudaklaryn kanagatlanarlykly goni
cykdajylaryn koeffisiyentleri kanagatlanarlykly berk bolyarlar. Goni
cykdajylaryn sonuil yaly gurlus usulyna statistiki usul diyilyar.

Goni  ¢ykdajylaryn koeffisiyentlerini hasaplamagyn beyleki
usuly normatiwdir. Onda olaryii haysy-da bolsa biri {icin normatiw
¢ykdajylar eyydam oylanyp tapylan, pudagara balansyn pudaklarynyn
ayratyn ontimgiliklerden diiziilendigi, ¢ylsyrymly diiziminin bardygy
cak edilyidr. Eger pudaklaryn oniimgilige ndhili 6nlimi goyberjekdi-
gi oniinden belli bolsa, onda orta pudakly goni ¢ykdajylaryn koeffi-
siyentlerini normatiw ¢ykdajylar boyunga hasaplap bolyar.

Eger goni ¢ykdajylaryn koeffisiyentleri hasaplanan bolsa, onda
(3) gatnasygy oba hojalygy meyilnamalasdyrmak we seljermek iigin
ulanyp bolyar. Dogrudanam, pudaklayyn diiziimde tayyar Oniim
tabsyrylsa, onda pudaklaryn jemi goyberilisleri (3)-e goréd su asakdaky
gatnasykdan kesgitlenyar:

(E-A)x =y,
bu yerde E — birlik matrisa. Diymek,
x=(E-A)y, 4)

bu yerde (E — A)!'— matrisa (E — 4) matrisanyn ters matrisasy. Sunui
yvaly, goni ¢ykdajylaryn koeffisiyentlerinii esasynda Ontimleriii
balansy tayyar goyberilisi boyunca derrew pudaklaryn oniimlerinin
goyberilislerini kesgitlemédge miimkingilik beryar. Onda oniimgiligi
meyilnamalasdyrmak ii¢in pudagara modellerin ulanylysynyn esasy
manysy goylan.

Yone oniirti pudagara balanslaryii esasynda meyilnamalasdyrma
meselesine gegmezden 61, (4) hokmany bilmeli, formulada ulanyl-
yan ters matrisa barmy, seyle hem hacandyr birwagt pudaklaryn jemi
goyberiligleriniii otrisatel alamatlaryny alarysmy? Su soraga jogap
bermezden oOniirti goni ¢ykdajylaryn koeffisiyentlerinin birndge héa-
siyetlerini gérkezelin. Birinjiden, olar otrisatel dél,

aUEO,iZ1,...,n,j=1,...,n. (5)

Bu tassyklama x, ululygyn otrisatel dalliginden we X, pudaklaryn
jemi goyberiliglerinii poloZiteldiginden gelip ¢ykyar. Ikinjiden,
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S, <1 =1 mn (6)

i=1
Bu tassyklamany asakdaky yaly edip alyp bolyar. Gegen para-
grafda alnan

szzlx,.ﬁrvj, j=1..n (7)
gatnasykdan

v}.>0, j=1,...,n,

we dhli pudakda sertli-arassa oniimin polozitellilik talabyndan peyda-
lanyp alarys:

X, > X, j=1,..,n (8)
i=1

Polozitellilik talabynyn sertli-arassa oniimi aylyk haklary bo-
lup duryar. Sonun ii¢cin hem (8)-nji sert yerine yetyir. (7) we (8)
gatnagyklardan peydalanyp alarys:

Seyle hem (7) gatnagyk hem yerine yetydr. Matrisalar teo-
riyasynda (7) we (8) sertlerin yerine yetmegi bilen B = (E—A)"! matrisa
bardyr we onuil b, elementleri otrisatel dil. Seylelikde, alarys:

x = By, )
bu yerde B — doly ¢ykdajylaryn matrisasydyr, b,— doly ¢ykdajylaryti

koeffisiyentidir. bij-koefﬁsiyent Jj-nji pudagyn oniimi bilen i-nji puda-
gy Upjiin etmekdir. Asakdaky deniligi barlap bolar:

B=E+A+A4*+A4°+ .. (10)

Hakykatdan hem bu denligini sag bolegini ¢epden (£-4) kopeldip
alarys:
(E-AE+A+A+ A+ )=E+A+AL+ A+ . —-A-A-A-.. =E

Seylelikde, alarys:

E+A+A+ A4+ ... =(E-A)"'=B.
(10) gatnasykdan alarys:
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bl.jZaU(iZI,...,n; j=1,..,n),

b, - doly ¢ykdajylar koeffisiyenti. i-nji pudagyn Oniimine we
j-nji pudagyn sonky oniim birligine bolan talap goni ¢ykdajylar
koeffisiyentinden ki¢i déldir.

Seylelikde, B doly ¢ykdajylaryin matrisasyny bilmeklik (8) gat-
nasygyn esasynda tayyar oniim boyunga pudaklaryn jemi goybe-
riliglerini kesgitlemage, ondan son pudaklaryn jemi goyberilisleri we
goni ¢ykdajylaryn matrisasy boyunca (2) formula boyunca meyilnama
pudagara balansy gurmaga miimkingilik beryar. Bu hili matematiki
model meyillesdirilen pudagara balansyn hasabyny gecirmége miim-
kingilik beryér. Hakykatdan hem i gowy pudagara balansy saylamak
optimallagdyrylan meseléni ¢c6zmeklige yardam edyér. Ilkinji nobat-
da optimallasdyrma kriteriyalaryny gorkezelin. Onun {i¢in her bir
pudagyn oniim birligine soiiky oniimi degisli edelin. i-nji pudak iigin
bu sany ¢, (i = 1, ..., n) bilen belgildlifi we ¢, > 0. Onda sonky 6niimin
wektoryny asakdaky gorkeziji bilen bahalandyryp bolar:

U=(cy)= icly[, (11)

bu yerde ¢ = (c,, ..., ¢,). (7) gatnasygy kagatlandyryan x pudagyn
onlimleri we y soniky Oniimin otrisatel dil wektorlaryny saylap, (11)
maksimum kriteriya getiryén bolsun.

Meseldnin yalitys goylandygyny aydyp bolar, diymek meseldnin
¢oziiwi yokdur.

Hakykatdan hem, goy, {7,X} wektorlaryn jiibiiti goylan meselé-
nin ¢6ziiwi bolsun. Bu wektorlar otrisatel daldir we (7) gatnasygy ka-
nagatlandyryar. U maksimal baha eyedir: U = (c, ). y = ay wektora
seredelin, bu yerde o > 1. Gorniisi yaly y = ay > 0. Seyle hem
x = o otrisatel dildir. Sotiky 6niimifi wektorynyf kriteriyasynyii ba-
hasyny tapaly:

O=c5)=ate, 5 =ail>0.

Soiiky gatnasyk edilen ¢aklama garsy bolup, {7y, X} goylan mese-
lanin ¢oziiwidir.

Meseldnin sowsuz goyulmagynyin sebdbi ndmede?
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Sebébi anyk, yagny pudagyi jemi goyberilisini ¢dksiz ulaldyp,
goyberis wektory (8) (ya-da (3)) bilen denagramlasyar. Hakyky ykdy-
sady ulgamda pudagyn jemi goyberilisi ¢ig mala, yangyja, energiya
we beyleki zatlara gord c¢iklidir. Meseldnin dogry goyulmagy tigin it
bolmanda bu sebéplerin birini hasaba almak zerurdyr. Pudak alnanda
bu serisdeleri hasaba alalyn. Onun iicin hemiselik proporsiyalar bilen
ondiirijilikli funksiyalar ulanylyar:

x, <min{d'K,d’L}, i=..n, (12)

bu yerde K—i-nji pudakda esasy fondlarynn mukdary, dil—i-nji pudagyn
fond gaytaryjy koeffisiyenti, C, — i-nji pudakda isleyanlerin sany, d,'z —
i-nji pudakda zihmet 6ndiirijiligi. Ondiirijilik funksiyasynyf hisiyet-
leri barada gegen bapda aydylyp gecildi. Hézir bolsa bu funksiyany

berlen meselede gurnalyn. Esasy gaznalar boyunga c¢édklendirmeler
asakdaky formada yazylyar:

x, <& i=1,...,n, (13)

bu yerde & = d K~ i-nji pudagyii kuwwatlylygy. Adatca, balans
kuwwaty tiytgewsiz diyip kabul ederis. Yone pudagyn kuwwaty tize
kdrhanalaryn gurulmagy bilen liytgép biler. Tdze gaznanyii gurulmagy
kop wagt talap edydr. Kop yagdaylarda bu proses gysga wagtly yag-
dayynda hasaba alynmayar. Gaznalaryn konelmesinin ululygy kanagat-
lanarlykly az, sonun ii¢in birinji yakynlasmada ony pudakda oniimin
goyberilisine bagly dil ya-da hi¢ hagan hasap etmeli ddl diymek bolyar.
Bir pudakdan beyleki pudaga kuwwatlary gegiris prosesi difie ayratyn
yagdaylarda dus gelyér, sonun {li¢in olary hasaba almak gerek dil.

Indi zahmet serisdelerini ulanmaga giriselin. Eger kuwwaty bir
pudakdan beyleki pudaga geg¢irsek, onda adat¢a olar gabat gelme-
yérler. Yonekey yagdayda bu zihmet serisdesiniii ¢iklendirmesini
asakdaky gorniisde yazyp bolar:

SL =R, (14)
i=1

bu yerde R — iscilerit umumy sany. (14) gatnasyk iscilerini doly mes-
guldygyny anladyar. (12) gatnasykdan bolsa asakdaky deisizlik
alynyar:
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x, <d’L,.
Doly mesgul bolmaklyk talabyny hasaba alyp alarys:
x,=d’L,. (15)

(14) we (15) gatnasyklardan zdhmet boyunga c¢dklendirmeleri

alarys:
o X _
i=z1 i R. (16)

Bu gatnasyk zdhmetkesleri hig hili ¢édklendirmesiz bir edaradan
beyleki edara gecirip bolyandygyny anladyar. Sonun iigin hem (16)
gatnasyga beyleki baglylyklary gosmak hem zerurdyr. Her bir anyk
yagday li¢in pudagara modeller (16) gatnasygy bilen c¢iklendirilyar.

Caklendirmeden basga esasy gaznalar we zdhmet serisdeleri
boyunga birndge pudaklaryn 6ntimleri goyberilisiniii miimkingiligine
(nebit alyan diyeli) tebigy gazylyp alynyan ayrylan ¢édklendirmelerdi-
gine, oba hojalyk 0niiminin slirlime yaramly meydany boyunga ¢ékli-
ligine tésirini gorkezyar.

Seylelikde, maksimum kriteriyany almak ii¢cin x we y bahalaryn
otrisatel dédl wariantlaryny tapalyn.

U = (¢, y) — max
asakdaky sertler yerine yetende:
x =Ax +y,

x <¢,
(x.d,) <R.

Bu Jerde &= (&,,....& ), d, = <C}12 })

A, &, d,, R — ululyklar 6fitinden berlen.

Alnan mesele ¢yzykly programmirlemeginn meselesidir we ol
A-matrisanyn uly bahalarynda hem ¢o6ziilyéndir.

Bu yerde birndce kyngylyklaryn yiize ¢ykyandygyny belldlin.
Olaryn in esasylarynyf biri ¢, koeffisiyentleri saylamak meselesidir,
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sonun komegi bilen il sofiky Oniimin diirli wektoryny diizyidn baha
emele getirilydr. Bu kyn mesele bolanlygy iicin, ge¢en paragrafda
aydylysy yaly, ifi sofiky 6nlim tdze gaznalaryin gurulmagyndan, ilatyn
isleglerinden, dowlet we goranys dhmiyetli ¢ykdajylardan, saldonyn
eksportyna we importyna we s.m. maya goyumlardan ybarat. Model-
lerifi komegi bilen bu meselini ¢oziip bolyar. Yagny, onui iigin esasy
gaznanyn dinamiki modelini diizmek zemrlygy yiize ¢ykyar. Bu hili

......

§3. Dinamiki pudagara
modeller

Goy, pudagara dinamiki halk hojalyk modeline seretmeklik ge-
rek bolsun. Yagny, wagta bagly bolan halk hojalygynyti 6siisinifi mo-
deline seredelin. Pudagara model, kdpleng, yagdaylarda wagta diskret
we (¢t =1, 2, ...T) — bahalary kabul edip alyar diyip hasap edelin. ¢
wagtdan #+1 kesim aralygy bir yyl diyip hasap edelii, onuii nome-
ri ¢ bolsun, X (#) bilen i-nji pudagyfi jemi Ondiirilen 6niimini bellalin
(1 yylda t), y(¢) bir yylda i-nji pudagyfi tayyar oniimini peydalan-
magy anladyar. Onda her bir pudagyn 6niimini sazlamany asakdaky
gorniisde }’/azmak bolar:

Zau x(t)+y(t), i=1n. (17)

Her bir pudagyn tayyar ontiminin gurlusyna dinamiki modelde
yzygiderli seretmeklik gerek bolyar, emma statiki modelde beyle dal,
sebébi tayyar onlimin diirli komponentleri halk hojalygynyn Osiisine
diirli tisir edydr. Asakdaky hodiirlenyian yonekey modelimizde gatna-
syklar yerine yetyar diyip hasap edyéris.

yi(1) =z ()+wl (@O +w; (1) +[q(t+ D+q ()], (18)

bu yerde z(z) — bir yylda (7) tize esasy gazna. Yerine yetirilip kone
¢ykarylanlaryfi i-nji pudagyn oniimlerinifi harajatynyti W/ (f) — bir
yylda (7) halkyn peydalanan i-nji pudagynyn 6niimini (¢) dolandyrma
we goranma. i-nji pudagyn Oniiminin harajaty ¢:(f) — de (¢), i-nji
pudagyin oniiminii pudagy (zapasy), yagny qi(t+ 1) —q:(t) bir
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yvylyn dowamynda (¢) i-nji pudagyn onliminin barlygynyn kopelisi.
Seyle hem hemme pudaklaryn onlimlerini (zapasda) yygnap goyup
bolyar. Onda hemme Oniimlerde jemlenen (zapaslary) yygnananlary
saklap bolmayar. Onda ¢:(r + 1) — ¢:(t), (17) gatnagykda bolyar.
Dasky sowda seredilmeydr.

Tayyar Oniime, esasy gaznanyi goyumlarynyn harajaty onun
sanynyn kopelmegine getiryér. Esasy gaznanyn dinamikasyny asak-
daky gorniisde yazmak bolyar (ayrylan gaznalar alynmayar):

G+ 1) =8(1)+0,(—1), (19)

bu yerde {(7) —bu yylyti bagynda (¢) i-nji pudagyn giiygliiligi, &,(¢)-bir
(t) yylda baslanyan 7"gurlusygyn giiycliiligi, (19) deillemede gor-
kezilisi yaly gurlusyk baslanandan 7" yyldan son giiyjeme doly giiyje
giryar. 7, — ululyk ontimeilik tizligi diyen ady goéteryar. Bu wagt jay
gurlusygyna gerek bolan wagtlaryn jeminden, yagny yygnamaga, dii-
zetmége, yerlesdirmige gerek, seyle hem tdze esasy gaznalaryn
esasynda har¢ edilen wagtlardan duryar. 7" — gurlusyk prosesinde
pudaklarda hésiyetlendirilydr. Bu ululygy belli diyip hasap edelin.
Indi bolsa har¢lanmany maya goyum bilen, esasly gaznany bolsa di-
namiki modelint kuwwaty bilen baglasdyrmak bolyar. Goy, gurlusyk
birliginiit kuwwaty j-nji pudak tgin, yylyn (7) gurlusygy ti¢in hok-
many harajat f;(7)-bu i-nji pudagyn birlik 6niimi diyip hasap edelin.

Onda i-nji pudak lgin bir (7) yylda gerek bolan doly harajady z ()
bilen belldp, asakdaky gdrniisde hasaplanyp bilner:

= Zf,}(f)ﬁ (t—1). (20)
j=1lt=
Indi bolsa kuwwaty boyunga pudaklaryn 6niim goyberisinin ¢ak-
lendirmelerini yazalyn. In yonekey oniimin goyberiligini yylyn orta
hasaby bilen kuwwaty diyip ¢éklendirsek, yagny:
x(1) < &i(1), 1)

bu yerde (1) )+ &.(t+ 1)] (bu yerde giiygler yylyni do-
wamynda denolgeg%l d1y1p caklanylyar).

Kérhanada doly we bolekleyin 6niim 6ndiirip baslanyar. Bu yag-
daylary 6wrenilydn modele girizmek tigin ilki a; ( ¢ ) funksiya girizelif,
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ol bolsa gurlusyk baslandan né¢e (7) yyldan sofi i-nji pudagyfi oniim
berip baslajakdygyny we payynyil ndhili kuwwatynyn barlygyny
gorkezydr. Onda kuwwat boyunca ¢éklendirméni asakdaky gorniisde
yazmak bolyar:

(D60 + S a (- ) (2)

Bu gatnasyk (21) gatnasyk bilen bile ulanylyar. Tayyar isleglerin
beyleki diiziimleri bilen baglanysykly gatnasyga seredelifi. Yerli halky
islegleriniit kanagatlandyrylmagynda hemise céklendirme asakdan
goyulyar:

ol (1) = wl (1), (23)

buyerde w! (¢ )—ululyk 6iiinde berilyir. Her pudagyi dolandyrylysy-
na we goranmaga edilyén oniimifi ¢ykdajylaryna w! (¢ )gerek zatlary
oniinden hasap etmek.

Oniimlerin #tiyaclyklarynyn doredilmegi Osiis prosesine we
tizeden oniimgiligi gurmakda komek edip biler. Atiyaclyklarda bol-
malysy yaly only dillik (otrisatel déllik) serti goyulyar:

q(t) 0. (24)

Gosup bolmayan Oniimleri paylamaklygy (18) gatnasygyn ko-
megi bilen yazmak bolyar:

gt +1)=q) =0,

Zahmet serisdelerinin ¢édklendirmelerinde ini yonekey gorniisde
statiki modele menzes edip, modelin ¢éklendirmeleriniii formulasyny
yazmak bolyar:

21 "f;j ) _ R(1). 25)

Bu yerde R(f)— zahmet serisdelerinifi dinamikasy. Yokarda ag-
zalanlardan bagga-da ¢dklendirmeler (otrisatel ddl) onayly dil sertleri
hem pudaklaryil jemi goyberyédn oniimine

xX(6)=0 (26)

gurlusygyn baslanmagyna
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0(H)=0 27)

goyulyar.

Indi model doly kesgitlenen. Bu dinamiki model [TM-modelin
ontimgiliginin Oslisinini we basgaca gurmanyn ansat warianty bo-
lup duryar. Ol gegen asyryn altmysynjy yyllarynda A.A. Petrow we
Y .I Iwanilow tarapyndan hédiirlenendir.

Eger dtiyaclyklaryn, gliy¢leriit we doly gutarmadyk gurlusyklaryn
hem-de dinamikanyn baslangy¢ dhmiyetlerini, &hli pudaklar tigin 6, ()
gurlusyklaryn, w " (¢) ilatyn isleglerinifi we x, (¢) jemi goyberilislerini
t =1, ..., T &hli wagtdaky dhmiyetlerini gorkezsek, onda dinamiki
pudagara modelin su paragrafynda beyan edilmegi boyunca halk
hojalygynyn 6siisininn dinamikasyny gurmaga synanysyp bolyar.

M (1), 0(1), x(t) dolandyryjylaryn gorniislerinifi dhlisi model-
lerin gatnagyklaryny, yagny oniimiii balansyny, giiy¢leri we zdhmet
serisdeleri boyunca cdklendirmeleri we s.m. kanagatlandyrmayar.
Halk hojalygyny1i dsiisinint yolbererlik gorniisini agtarma 6ziinde kyn
meseldni goz oniinde tutyar, ony EHM-i1 komegi bilen ¢ozyirler.

Kesgitlenen modeli tarapyndan beyan edilen ykdysady ulgamyn
Oslisinin yolbererlik gorniisini tapmak kyn hem bolsa, ol adatca yeke-
-tdk bolmayar. Sonun {i¢in model seljerilydn yagdayynda yol bererlik
gorniisini dél-de, optimallygyny tapmaga synanysylyar. Kriteriyanyn
N ansat gorniisi gegen paragrafda seredilen kriteriyanyn dinamiki
yagdayyna umumylasdyrma bolup duryar:

T n
> > aw!(t)— max. (28)
t=1i=1

Bu yerde 61iki paragrafdan tapawutlylykda, y, tayyar isleg (1)
ilatyn islegine ¢alsyrylan, ondan basga-da dhli wagt pursatlary boyun-
c¢a jemi alynyar.

Bular yaly kriteriy, adat¢a gowy dél, sebibi onun ulanylyan yag-
dayynda aglaba pudaklar boyunca ilatyni az isleg bildiryén derejede
Yerlesyandigini afiladyan asakdaky defiligi alarys: o/ (1) = w!' (). Emma
birndce pudaklarda, mysal tigin, (28) kriteriyanyn ifi onat nokadynda
— isleg wi' () derejeden iistiin ¢ykar. Ondan basga-da, giiycler belli
bir wagt pursadyna c¢enli 6syar, (28) kriteriya dine islegii ugry kesgit-
leyan bolsa, ondan soiira gurlusyk bes edilyar.
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Beyleki tarapyndan, kriteriya hokmiinde asakdaky ululygy alyp
bolyar:

E= mm@ — max. (29)
H;

Bu kriteriya p ululyk tarapyndan berlen giiy¢lerifi diiziiminde
maksimal Osiise getirjek, sular yaly gorniislerin Osiisini tapmaklyga
getirer. Sular yaly yagdayda isleg w! (1) asaky derejede yerleser.

Pudagara modelifi kriteriyasyny gurlusyna yene bir usuly w;’
ilatyn isleginin kdbir «géwnejay» diizimleriniil tabgyrygy giryér. On-
dan son kriteriyanyn 0siisi o ululyk hasaplanyar:

T
wd! = ! (1).
t=1
Bu yonekey dinamiki model- 6siis we tidzeden dikeldis birnédge

alymlar tarapyndan diiziildi.
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AYRATYN YKDYSADY
OBYEKTLERIN HEREKETLERINI
MEYILNAMALASDYRMAKDA
PEYDALANYLYAN MATEMATIKI MODELLER

X bap

Ayratyn ykdysady obyektleriin hereketlerini
meyilnamalasdyrmakda peydalanylyan
matematiki modeller

§1. Ykdysady obyektlerin
hereketlerini meyilnamalasdyrmak
meselesinde matematiki dernew

Ykdysadyyeti umumy yeketik bir meyilnama getirmek, kitabyn
gecenki baplarynda, dhlihalk eyeciligine degisli bolan oniimgilige
esaslanyar we onun sosial ulgamynyn uly istiinligi bolup duryar.
Yurduii derejesinde meyilnamalasdyrmak meselelerinde matematiki
usullaryn peydalanylmagyndan ona uly tdsiri yetydr. Emma, yurdun
ykdysadyyetinin 6ziinin it kyn obyekt bolyandygyny g6z oniinde tut-
mak gerek. Sonun ii¢in her bir modelde Onlimgiligin we gurallaryn
gorniislerini paylamagy, dhli kdrhanalaryn islerinini in gowy wariant-
laryny jikme-jik gorkezmek miimkin hem dil. Halk hojalygy bolup
duran, sular yaly ulgama netijeli yolbas¢ylyk etmek ii¢in ony kop de-
rejeli ulgam gorniisinde tayyarlayarlar. Ykdysadyyeti dolandyrmak-
da merkezi guramalar yokary derejdni emele getiryérler. Ykdysady
ulgam bolan dolandyryjy pudaklar bolsa merkezi guramalaryn ikinji
derejesi bolup duryar. Uciinji dereje — 6niimgilik birlesmeleri bolup,
olaryn diizlimini dordiinji dereje bolan- kdrhanalar diizyar. Sular yaly
diiziimi kop basgangakly diiziim diyip atlandyryp bolyar. Seylelikde,
halk hojalygy 6ziinde kop derejeli kyn diiziimi goz 6niinde tutyar. Bu
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gurlusda yeke bir asakdan yokarlygyna 6zara aragatnasykly ulgam
bolman, eysem birmenzes derejeddki guramalaryn keseligine hem
Ozara gatnasykda bolyandygyny belldlin.Keseligine aragatnasygyin
barlygy hojalygyi diiziimini has hem kynlasdyryar.

Bu yerde yazylan kop derejeli hojalygyn diiziimi yurdun
ykdysadyyetini meyilnamalasdyrma meselesini ¢6zmek yag-
dayynda doly gowrliimde ulanylyar. Merkezi agzalaryii meyilna-
malasdyrylysy (Dowlet meyilnamasy) pudaklaryn — derejelerinii
asagynda yerlesydn Oslisin esasy gorkezijileri we umumy alamat-
da olaryn arasyndaky aragatnasyklary kesgitleyarler. Pudak mi-
nistrlikleri olaryil garamagynda bolan edaralaryn isini has jikme-
-jik meyilnamalasdyryarlar, iistesine-de edaralaryn yokarsynda
duryanlardan alnan gorkezijiler normatiw (hdkmany) bolyarlar.
Oz gezeginde 6niimgilik edaralary 6z isini yene has jikme-jik no-
menkla-turada kesgitleyarler we suna menzesler.

Elbetde, halk hojalygynyn kop basgancakly diiziimi ykdy-
sady-matematiki modellerde ulanylyar we nazara alynyar. Merkezi
meyilnamalasdyrylys agzalary ii¢in balans modelleri isldp tayyarla-
nylyar, okyjy bu maglumatlar bilen ge¢enki bapda tanysdy. Balans
modellerini ayratyn ykdysady etraplar {i¢in hem islép tayyarlayarlar.
Ayratyn kérhanalaryi islerini meyilnamalasdyrmak iicin hodiirlenyin
bapda beyan edilen has yonekey matematiki modeller hem ulanyl-
yar. Bu modeler, yurdun kopderejeli birlesdirilen yeketdk ykdysady
model bolup, ol birndge meseleleri dernemige, hem kidmillesdirmek
bilen baglansykly bolan ykdysady ulgamy meyilnamalagdyrmaga we
dolandyrmaga miimkiingilik beryér, hususy yagdayda, haysy gorke-
zijileri bellemeklik maksadalayyk, haysylaryny bolek ulgamlaryn ha-
tarynda galdyrmany we bolek ulgamlaryn meyilnamasyny ylalasyp
ndhili gérniisde gurnamaly, seyle hem, 6niimgiligin isini howeslendir-
mek ii¢in haysy mehanizimleri peydalanmaly.

Ayratyn ykdysady ulgamlaryii islerini meyilnamalagsdyrma ti¢in
ulanylyan, modellere seretmége gecelin. Bu yagdayda ulgamlaryn
islerinin kriteriyalary we resurslary eyyam tabsyrylan diyip hasap ede-
ris. Bu yerde yazylan ykdysady obyektleriii meyilnamalasdyrylysynyn
modeli it gowy meyilnamany saylamak {i¢in niyetleneni {i¢in, onunl
astynda adatgca kébir kriteriyalaryi manysynda optimal, meyilna-
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ma diisiinilydn bolsa, onda optimizasiya meseleleriniii ¢oziilislerini
eyyam bar bolan usullary ulanmak {i¢in, bular yaly gorniisde mo-
delleri kesgitlemédge synanysyarlar. Optimizasion meselelerinii
coziilislerinin in uly 6slis usullary ¢yzykly programmirleme usuly,
cyzykly deiiliklerden we deiisizliklerden diiziilen, modellerini esasynda
optimizasiya usullary bolup duryarlar, listesinede optimizasiyalaryn
kriteriyalary meselelerin tiytgeyédnlerinden ¢yzykly funksiyalar bolup
duryar. Bu ¢yzykly modeller tejribeli ykdysady hasaplamalarda i uly
gin yayramany alandyklarynyn, sebéplerinin biri bolup duryar.

Elbetde, ¢yzykly programmirleménin usullarynyil gowy 0smegi
ykdysady obyektlerin ¢yzykly modellerinifi giii yayramagy ii¢in ye-
terlik dal, yone ¢yzykly modeller kop yagdaylarda peydalanmak iigin
yeterlikdir.

Umumy gornlisde oOntimgilik-ykdysady meselelerinint ep-esli
bolegi sona alyp baryan ¢yzykly programmirleme meselesi indiki
gorniisde kesgitlenip bilner:

Docix;.

j=1
n sany x;,.,x,, ululyklardan diizillen x* wektorda g¢yzykly
funksiyanynl maksimuma (ya-da minimuma) yetmegi licin x* wektory
arasynda gerek x* wektorlaryn arasynda, m denlemeleri

n
dax,=b, i=1,.,m
=

we [ densizliklere

kanagatlandyryany saylap almaly

[ denisizliklerin arasynda x wektoryn elementlerininl otrisatel
dallik talaplaryny gorkezyédn deiisizliklerii hem bolup biljekdi-
gine ins berelin. Kdwagt sular yaly densizlikleri ayratyn yazyp
beryirler.
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Meselédnin ¢dklendirmelerini kanagatlandyryan x-in dhli wektor-
laryny yolbererli diyip atlandyryarlar, x* wektor bolsa, onda ¢yzykly
funksiyanyin maksimumyna yetyédnini optimal diyip atlandyryarlar.

Biz ¢yzykly programmirleme meselesiniii &hmiyetleri ya-da in-
terpretasiyalary bilen mesgullanmarys, onun ¢oziilislerininn usullary
barada hem giirriin etmeris, difie olaryn her diirli ayratyn yagdaylaryny
¢cozmége niyetlenen standart programmalaryn we usullarynyn birnice
sanysy islenip diiziilendigini belldp gegeris. Biz ¢yzykly programmir-
leme meselelerinin iki in ginden yayran klasyna, ulag meselesi we
umumylasdyrylan ulag (paylama) meselesine serederis.

Ulag meselesi we n* m sany xij(i =1,...,nj=1, ..., m)ulu-
lyklary saylamak gerek, olarda funksiya minimuma yetmegi ii¢in

i=1j=
berlen sertlerde

m
dx;<a, i=1,.n,
iz
n
dx;=b, j=1,...m
i=1

xiij,iZ I,.,nj=1,.. m.

Bu meselédnin ¢dkleri 6rén yoritelesdirilen gérniisde bolany iigin,
ol ¢yzykly programmirleménii umumy meselesinden yeiil. Tasin,
ulag meselesine ykdysady obyektlerini meyilnamalasdyrmasynyn
problemalary diirli tiplerine getirydr. Sonun iicin ulag meseleleri-
ni ¢ozmegin tédsirli usullaryny gurmak boyunga ep-esli giiycler edi-
lip baslandy we bu giiycler iistiinlikli gutardy. Hazirki wagtda ulag
meselesini ep-esli basym ¢oziip bilyérler we kop sanly tiytgeyanler
bilen, ¢yzykly programmirleminin yonekey meselesine garanynda.
Bu meselédnin 6z ady (ulag) onuii emele gelsi bilen bagly: ol optimal
yiikleri dasamagyn meselesinden emele geldi, sol barada indiki para-
grafda giirriin berler. Ulag meselesinden basga, ulag meselesinin we
cyzykly programmirlemdniii umumy meselesiniii arasynda aralyk-
daky yerlesméni eyeleyér, mesele kiwagt dus gelyar. Bu seyle at-
landyrylyan umumylagdyrylan ulag meselesi (seyle hem paylama me-
seleleri ya-da A meseleleri diyip atlandyrylyar) bolup, ol indiki gorniis
bilen kesgitlenilyér:
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x,(i=1,...,n;j=1, ..., m)ululyklaryn seyle n xm sanysy sayla-
mak gerek,

n m

> 1%%--

i=1j=

funksiyany minimizirlemek {i¢in sertler yerine yetirilen yagdayynda:

Bu mesele tiplerden c¢dklendirmelerin birinde dine ep-es-
li /11,]. ululyklar bilen (bu yerden sular meseldniii atlaryndan biri
hem — A mesele) ulag meselesinden tapawutlanyandygyny, gor-
mek ansat. Umumylagdyrylan ulag meselesi ii¢in seyle hem ¢yzyk-
ly programmirleménin umumy meselesininn algoritm ¢doziilislerine
garanynda, has tdsirli, algoritm ¢oziilisleri oylanylyp tapyldy. Ulag
meselesi EHM-in komegi bilen géz ceni bilen onun ¢oziilislerinin
algoritmi umumylasdyrylan ulag meselesinden afisat, emma umu-
mylasdyrylan ulag meselesi ¢yzykly programmirleménin umumy
meselesinden ansat. Modelleri gurmak yagdayynda problemany
miimkin boldugy¢a has yonekey meseld getirmek ii¢in, olary seyle
kesgitlemége ¢alysyarlar. Elbetde, bular yaly maglumat ykdysady ul-
gamy Oowrenyénler li¢in alamatlarynyn yoymagynyi hasabynda ama-
la agyrylmayar.

§2. Yiikleri dasamagyii
meyilnamasy

Halk hojalygynyn meyilnamalasdyrmagynda yiikleri dasamagyn
meyilnamalasdyrmagy moéhiim orun eyeleyar. Hazirki zaman oniimgi-
likde, ontimlerin ¢ykarylmagynyn Osiisi bilen kdrhanalaryn arasynda
(6ntimlerin) we ¢ig mal serisdelerini dasamagyi zerurlygy ¢cykyar. Bizii
yurdumyzyn mogberini gz ontinde tutsak, onda halk hojalygynyn onii-
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mini ulanyan adamlaryn kopliigi sebépli yiikleriit mogberi uly gorniise
yetmelidir. Sona gord-de yiikleri dasamagyn ¢ykdajylary uly bolyar.
Sol ¢ykdajylary azaltmak iicin, biz su mesela seredyaris.

Goy, bize yiikleri birnd¢e yerlerden (iberilydn punktlardan)
alyjylaryn punktyna dasamakly gerek bolsun. Goy, iberilydn punkt-
laryn sany n, solarynl her birinde a,(i = 1,n) sany yiik bar, bolsun.
Alyjylaryn punktlarynda yiiklere bolan islegler hem den diyelin, ol
b j(j = 1,m) islegler bolsun.

Onda

a, = ib/’a (1)

yagny iberilydn punktlar alyjylaryii isleglerini doly kanagatlandyr-
yandyr.

Meyilnamalasdyrma meselesiniit maksady yiikleri dagsamakdaky
cykdajyny azaltmakdyr.

Goy, x, - yikiin mukdary, i — iberilyén punkt, j — bolsa alyjyla-
ryi punkty bolsun. Ol otrisatel dél 6l¢egdir:

x;=0,i=1,nj=1m. 2)

i punktda bar bolan yiiklerden kop iberip bolmayar:

n
ZXUS(L‘, 1 = 1,7’l.
i=1

Alyjylar punktynyn sertlerini kanagatlandyrmak asakdaky yaly
yerine yetirilyar:

;xl.jﬁbj, j=1,m.

(1)-nji sertin yerine yetmegi ii¢in yokardakyny basgaca anladyp
bolyar:

Il
—_

m
ZXU
i=1
qu
i=1

x; 6niimi dasamaklygyi sertlerini kanagatlandyryan tiikenik-
siz wariantlar bardyr. Elbetde, olary tapmak ti¢cin ¢ykdajyny azalt-

a, i . 3)

I
p—

b, j=1m. (4)

24. Sargyt Ne 2592




mak, yagny yiikiin tonna-km ¢ykdajylary proporsional bolsun, onda
optimalasdyrmanyn 6l¢egi:
J z Z CU ‘xU’ (5 )
i=1j=
bu yerde ¢, -nji iberilyén punkt bilen j-nji alyjy punktyi arasyndaky
aralyk. (2-4) denilemelerini kanagatlandyryan we (5)-nji denligin X,
Olcegini saylamaly.
Gorstimiz yaly, bu deillemeler (3—4) deisizliklerin alamatlary
bilen tapawutlanyandyr. (1) deflligi kanagatlandyr}'/an ulag modeli-

......

aralygy anlatman, ol yukl dasamak ti¢in c;ykdajyny hem anladyp bilyir.
Yiiklerift mukdary isleglerden kop bolan yagdayynda ulag mese-
lesinin bagga-da modelleri bolup bilyér, mysal ii¢in;

>.a;> Db,
i=1 j=1 "
Bu yagdayda (3) denileme asakdaky yaly bolar:
Zx <a, i=1,n,

emma (4) denleme liytgemén galyar.
Eger tersine

n m
D.a;< )b,
i=1 i=1

sert yerine yetse, yagny islegleri kanagatlandyrmak iicin yiikleriii
mukdary az bolsa, onda (3) denilleme liytgemeyir, emma (4)-nji asak-
daky yaly bolar:

;xij <b, j=1lm.

Bu ulag modellerine agyk modeller diyilyér. Ulag meselelerinin ya-
pyk hem acyk gorniisleri 6z arasynda az tapawutlydyr.

Ikinji wariantda ulag meselesiniii agyk modeli alyjy, islegi ka-
nagatlandyrman, yiikleri dasamasynyn ¢ykdajysy nazarda tutulyar.
Emma bu elmydama beyle dél; alyjylaryn islegleri kanagatlanman,
olaryn yitgileri hasaplanyp, bu mesele ulag meselesi hem bolup bil-
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mez. Yone sol yitgiler gowsurylmadyk Yiike proporsional bolsa, onda
bu mesele ¢yzykly bolup galyar.

Yapyk ulag meselesinii basga-da diirli gérniisleri bar. Mysal iigin,
i, punktdan j, punkta yiik dagamaly bolsun. Onuf li¢in Ciio kabir uly
sana deil bolsun, onda bu mesele optimal meyilnamada ulanylmaz ya-
-da kébir yagdaylarda X0 hékmany x;/b-dan kici bolmaly dil, yagny

xiojo > xi()/()’

onda a, we b, x; bahalaryna kigeltmeli (elbetde x; < a, we
x: J, = b;) we bu ulag meseléni ¢dzmeli. Ilki yagdayyn ¢ykdajylaryny
denesdirmeli.

Y 6ne bir yagdaya seredeliii: goy, i, punktdan j, punkta x.;, < d.,
sert bilen yiik gecirmeli bolsun. Bu sert yolun gecirijiligine bagly bo-
lup, ony amaly usullar bilen ulag meselesine getirip bolyar.

Ykdysady tejribede kop tapgyrly ulag meselesi hem bar,ol mese-
lede yiiki dasamakda ammar diyen punkt yiize ¢ykyar. Onda eltilmeli
yiikiin saklanyan yonekey yapyk modeli islege hem hodiirlema dendir.

p n m
Sdo=Ya=3b,
k=1 i—1 j=1
Yiiki dasamagyi meyilnamasyny saylamaly, onuti {igin x{'— ibe-

rilmeli punktdan ammara we xk]@— ammardan alyjylaryn punktyna
asakdaky sertlerde yerine yetyir:

Zn:-xik<l) = i, (i = 1’_”),
k=1
ink<l> = dk, (k = G),
k=1
i‘xkj(z) = dk’ (k = l?p)’

p
Zxkj(2) = bj’ (.] = lam)’

1
x,’k(l) Z O, (l == 1

s
=
I
p—
<
N

Umumy ¢ykdajylar bolsa minimum bolmalydyr.
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Zn: i x rl)_,_z z ¢, (2)x (2)

Indi ¢ylsyrymly ulag meselelerine seredelin: goy, bize birnédge
ulagyi diirli gorniisi berilsin, birndge yollar bilen gatnagsynlar, yagny
her yol bilen gegirilen yiikler bize belli bolsun. Onda matematiki mo-
delini guralyn.

Goy, x, — i-nji gdrniisli j-nji yoldan gecen ulagyn sany bolsun
(i=1,n;j = 1,m), A; —bolsai-nji ulagyn j-nji yoldaky yiikiinifi muk-
dary; b, — j-nji yoldan gegirilen yiikiih mukdary;(i = 1,n; j = 1,m)
a;- i-nji gorniisli ulagyn sany. Onda yiiki gecirmegin doly gorniisinin
sertleri asakdaky yaly bolar:

Z/lx =b, (j=1,m).

Diiie bar bolan ulag ulanylanda:
i Xij < ai, (J = 1,7)
j=1

xl,j-t')lgegifl otrisatel dél sertlerinde:

x,20, (j=1n) (j=1Lm).

Coziwin meyilnamasyny saylamak ii¢in yiikiini ge¢irmegin
cykdajysyny minimuma getirmeli, yagny

n m

J=2, Zcijxij

i=1j=1

bu yerde c¢;— i-nji ulagyn j-nji yoldaky ¢ykdajysy.

Bu meseldni umumylasdyrylan ulag meselesine getirdik, yone
ony ulag meselesine dwiirmek ti¢in bir yolun {isti bilen dagalan yiikler
bilen ulagyn hemme gorniislerinii 6ntimgiligi den bolmaly, yagny
A; = Aihemmei = 1,n; j = 1,m li¢in, onda yiikiin doly dasalmasynyn
yoly asakdaky yaly gorniisde bolar:

Zx,,—ﬂ— =1m (A >0).
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Bu yagdayda seredilydn mesele ulag meselesine degisli bolar.
Ondiirijileriti defiligi barada giirriifi etmesek,onda A — meselesine se-
redilydr. A — meseldniii ¢6ziiw algoritmi 6rdn ofayly, ulag modelle-
rinden tapawutlylykda onun komegi bilen ki¢i 6l¢egli meseleleri ¢oz-
mek bolyar. Ulag meselesinddki yaly A — meselesinde-de hem
cylsyrymly yagdaylar bolup bilyir.

Indi bu meseli basgaca seredelini. Oniki garalan meselede ¢~ Gyk-
dajylaryil matrisasy belli bolup, her iberilen punktdan alyjy punkta
yilk dagsamagy miimkin diyip hasap etdik. Her bir iberilydn punkt bi-
len alynyan punktlaryn 6zara ayratyn yollary bar we ona ¢ykarylan
cykdajylar g6z oiiine tutulan diyip hasap etdik. Eger karta seretsek,
ilatly yerlerde kdbir yollar 6zara bagly bolup, birndgelerin iistiinden
gecydr. Seylelik bilen yiiki iberilmeli yere birndge yol bilen gecirip
bolar. Sonuii {i¢in bu gurlusda mesele difie matrisa gorniisinde beril-
min, ol tor gornlisinde hem berlip bilner. Sol tor gurlusyndaky ulag
meselesine seredelin.

Goy, n punkt berlen bolsun, olar 6zara bagly bolup, ikitaraplayyn
yiik dasamaly bolsun. Hemme punktlarda dniimgilerinn we alyjylaryn
galyndysy bolan a;(i = 1,n) berlen. Eger a; > 0 bolsa, onda bu
punktda Oniimiii artykmaglygy bar, eger-de a; < 0 bolsa, onda ol
alyjy punkt. Tor gurlusynda a; = O bolan punktlar hem bolup biler,
A(k) — k punktlaryny iberilyén kesimlerin kopliigi, B(k) — k punkt-
lardan alynyan kesimlerini kopligini belgildlin. Goy, x; (ij) yoldan
gecirilydn yiikiin mukdary bolsun, yagny

x.>0.
)

Her k punkt ii¢in yazyp bileris:

Z Xij — Z.Xk_,':—ak, k = 1,...,n

(t.k) € A(k) (k.j) € B(k)
sertleri x; < dij kanagatlandyryan bolsun. Isleg we hodiirleme balansy

yerine yetende kZla,;o bolar. Bu meselede ulag ¢ykdajylar
z CiiX; —min

(i.))
bolar
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Indi bolsa torda ¢yzykly meseldniii wajyp hususy halyna — mak-
simal gecirme meselesine seredeliil. Goy, ulag torda yekeje bir 6niim
cykaryan punkt we alyjy punkt bolsun. Olar 6zara bagga punktlardan
gecydn yollar bilen baglanysykly bolsun. Mysal igin, nebiti gegiriji tor,
nebiti ¢ykaryan yeri ony gaytadan isleydn yer bilen baglanysdyryar.
Bu yagdayda & diiwne girydn A(k) kesimlerini kopliigi iberilydn B(k)
kesimlerin kopliigi bilen gabat gelmeyar.

Her (i, j) kesimin, i bilen j diwiinlerini baglanysdyryan d -degis-
lilikde otrisatel ddl san goyulyar we magistralyn geg¢irijilik miimkin-
¢iligini hasiyetlendiryér. Bu d — sany yiikiin i-den j punkta wagt bir-
liginde maksimal mukdarynyn dasalmagy diyip gliman edip bolyar.

Maksimal gegiriji baradaky meselede v — kuwwatlylygyn ¢cesmesi
alyjy punktynyn ulanylmagyna deiidir. Bu meselede v — 6l¢egi maksi-
mal bolmaly. Seylelikde, x;-gecisligi torun diiwiinlerinde asakdaky
sertleri yerine yetirmeli:

ink— Z Xy = 0, k=1,..,n-1

(t,k)cA(k) (k.j)eB(k)

(k = 0) gesmesi ligin

Z Xoj =V

(0j)eB(0)

Z xin =V,

(i,k)ed(0)

(k = n) ¢gesmesi ligin

hemme 0 < x, < dl_].— bu yerde yiikiin maksimala yetmegi bilen torda
v — max bolar.

§3. Oniimciligin tizlesdirilen
gorniisdiki meyilnamalasdyrylysynyn
kéabir modelleri

Bu yerde onlimgiligin tizlesdirilen gorniisddki meyilnamalas-
dyrmasynda ulanylyan yonekey matematiki modeller barada glirriini
gider. In yonekey meseldnin goylusy seyledir.

Goy, kédrhanada n sany is¢i oniimgilik boliiminde hyzmat edyan
bolsun. Olaryn her birine ayratyn enjam berkidilendir. Goy, i-nji is¢é
i-nji belgili enjam berkidilen bolsun. Jemi brigada m gorniisli 6niim
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cykaryar, yone ¢ykaryljak onlimlerin beyannamasy (HOMeHKIaTypa)
her giin tiytgeyar diyelinl. Sonun {i¢in iscilere her giinki yumuslaryny
paylamak meselesi yiize ¢ykyar, yagny j gorniisli saylaryn b sanyny
cykarmaly, bu yerde (j = 1,m) dendir. Adatca, is¢ilere gundehk
yumsy paylayan ussa agsakdaky gorkezijiler bellidir:

A,;—bu i-nji is¢inin bir sagatda 6ndiirydn j gorniisli sayynyin muk-
dary; c¢; bu i-nji is¢inin j-nji gorniisli saylary bir sagatda dndlirmége
edilen ¢ykdajysy, bu yerde (i = 1,n; j = 1,m). Is¢ilerifi tapawut-
lyklarynyn gorkezijileri is¢ilerii kwalifikasiyalaryna we enjamlaryn
diirliiligine baglydyr.

Goy, x,~ bu i-nji is¢inin j gorniisli sayy ondlirmegine harg edilen
wagty bolsun. Olar asakdaky sertleri kanagatlandyrmaly:

X, = 0(i=1,n j=1m), (6)
qu<T (i=1,n). (7)
Z/lux <bj, (j=1,m). (8)

Bu yerde (7)-nji sert is¢iniit yumsy yerine yetirmek iigin sarp
eden wagtynyi her giiniin i wagtyndan ge¢gmeyédndigini kesgitleyar.
(8)-nji sert bolsa iscileriit glindelik yumsy doly yerine yetirmegini
kesgitleydr. Indi bolsa optimal meyilnamalagdyrma meselesini gura-
lyni. (6)—(8)-nji sertleri kanagatlandyryan ¢ykdajylary ini az baha ge-
tirydn x; ululyklaryn bahalaryny tapmaly:

z= 2 chxy ) 9)

i=1j=
Bu optimallasdyrma meselesi umumylasdyrylan ulag meselesidir.
Bu mesele yonekey ulag meselesine getirilyir, hacanda her bir
sagatda Ondiirilydn Oniimin mukdary haysy is¢inin igldnine dil-de,
dine onun gorniisine bagly bolsa:

Ay =p;i=1n j=1m).
Onda (8) denligin yerine (bu yerde p; > 0).

le] b,lp, (j= 1,m)
yazyp bileris.

375




Seylelikde, (9)-njy ¢ykdajyny minimallasdyrmak meselesi (6),
(7), (8)-nji sertlerini yerine yetmegi bilen yonekey ulag meselesi bolup
duryar.

Indi bolsa tizlesdirilen gorniisdédki meyilnamalasdyrma mesele-
sinif bagga bir gorniisine seredelin.

Goy, bizin seretjek onlimgiligimizde enjamlaryn diirli gérniisleri
berlip (diirli gorniisddki enjamyn sany bire dei), saylaryn her gorniisini
diirli gérnlisdéki enjamda gaytadan islemeli bolsun. Goy, n sany diirli
gorniisli enjamlar we m sany diirli goérniisli saylar bar bolsun. j gor-
nligddki sayyn i-nji enjamda gaytadan islenilmeginii wagtyny
a;(i = 1,n; j = 1,m)bilen belgillii. Bir is wagtynyh dowamynda
calsyrmanl enjamy ulanylan wagtynyn jemine 7" diysek, x; bilen is
wagtyil dowamynda j-nji gorniisli saylaryii mukdaryny bellesek, onda
asakdaky densizligi alarys:

Sa<T, (i=Ln). (10
j=1

Goy, kirhananyi isgirlerine her giinki b;(j = 1,m) gorniisdiki
saylaryn ¢ykarylysynyii meyilnamasy berilyén bolsun. Yokardaky se-
redilen meseleden tapawutlylykda meyilnama doly yerine yetirilyér
we meyilnamadan artyk hem yerine yetirilip bilner:

5,2 b(j=Lm). (11)

Mundan basga-da, saylaryn her gorniisininn ondiirilen mukdary
otrisatel daldir:

x,20, (j=1,m).

Oniimleriit haysy gorniislerini bellenilen meyilnamadan artyk ¢y-
karmaly, haysylaryny bolsa diie meyilnama boyunga c¢ykaryp bolar
diyen soraga jogap (masterin kabul etjek ¢6ziiwi su modelin hem ¢6-
ziiwi bolup duryar) — ¢oziiwi kabul etmegin kriteriyasyny tapmakdyr.

Goy, j gorntisli sayyn ¢ykarylmagy ¢-gosmaga material howes-
lendirma getiryédn bolsun. Onda meselédnin goylusy seyle bolar: ondii-
rilen saylardan seyle bir gorniislerini, mysal {icin, xj-ni saylap almaly,
olar is wagtyndan artyk islemezden meyilnamany doly yerine yetirip,
gosmaga girdejini yokary derejd yetirmeli:
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D.C;X; — max. (12)
i=1

Bu mesele ¢yzykly programmirleménin umumy gorniisli mese-
lesi bolup, ol algoritmlerin kdmegi bilen ¢oziilyar.

Bumeselédnin (6)-(9) sertlerinde giindelik islerini paylasdyrmakda
her bir ig¢inin gaytadan isleyén saylarynyn sanyny bitin dil bolmaz-
lygy miimkin. Kop yagdayda bu ¢6ziilis amatsyz bolmagy miimkin,
sebébi her bir is¢i saylary basyndan ti soniuna ¢enli ondiirmeli bolyar.
Bu kyngylygy ndhili yenimeli? Eger saylaryi sany has koprék bolsa,
mysal {i¢gin, birnid¢ce onluk bolsa, onda saylaryn sanyny optimal tege-
lap almak bolyar. Bu yagdayda optimal ¢ozliwlerde gysarmalar yiize
¢ykyar. Emma olar uly déil, sonun iigin bu usul tejribelikde giiiden
ulanylyar. Emma saylaryn sany birlikler bilen dl¢enilse, onda tegelek-
leme ¢iklendirmelerden we optimal ¢éziiwlerden uly gysarmalara ge-
tirip biler. Bir is¢iniii dndiirmeli saylarynyn her gérniisinin mukdary
bitin z, diyip alsak, (6)-(9) meseléni tizeden seyle yazyp bolar:

le = Aij xij’(i = 1’—”; j: L—m) (13)

va-da

n

Zzij = bj(.j =1,m) (14)

i=1

bolar. (12) we (13) deilikler (9)-a ekwiwalentdir. Eger asakdaky serti
gossak
z, = bitin (i = 1,n; j=1,m)s (15)

ondatidze mesele (6),(7),(12)-(14), (10) defilemelerin iisti bilen goylar,
ony ¢Oziip saylaryn sany bitin bolanda islerin paylanysynyn optimal
meyilnamalasdyrylysyny taparys. Bu gorniisli meseleler ¢yzykly
programmirleménin diskret meseleleridir (bu yerde umumylasdyrylan
ulag meselesi). Bu meseleleri ¢cozmeklikde uly kyngylyklar doreyar.

Bizin sereden modellerimiz statiki modellerdir. Hakykatda bol-
sa islerin meyilnamalagdyrmasyny wagt bilen baglylykda diizmeli
bolyar. Wagtyn hasabaty isifi kalendar meyilnamalasdyrylysy atly
usullaryn kdmegi bilen yerine yetirilyédr. Bu usullar 6rdn ¢ylsyrymly
modellerde ulanylyar.
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§4. Pudaklary osdiirmek
meyilnamasynyn modeli

Bu boliimde yene-de bir wajyp meselelerin biri, yagny yiik da-
sama c¢ykdajysyny g6z oniinde tutup, pudaklaryin geljegi bar bolan
meyilnamalasdyrylysyna serederis. Bu modeller hakykata has golay
bolup, olarda yiikleri dasamakda ¢ykdajylaryn ululygy we ontimlerii
kopliigi hasaba alynyar. Y6ne modelifi hakykata golay bolanlygy iigin
meseldnin yonekeyligi yityér.

Indi bolsa pudaklaryin meyilnamalasdyrys meselesine seredelin.
Onun in yonekey wariantyna serederis: pudak bir gorniisdiki onlimi
ondiiryén bolsun, pudagyn onilimine islegler (talaplar) oniinden belli,
yagny talap ediji punktlaryn sany m bolsun we j-nji punktda talabyn
mukdary b,(j = 1,m )ululyga dendir.

Onumlerm cykarylysyny diirli » punktlarda ondiirip bolyandyr.
Sol punktlaryn her birinde bir kdrhana gurup bolyar we y, — i-nji
punktda guruljak kdrhananyn kuwwatlylygy bolsun we ol yokardan
¢aklendirilen:

y <y (= L), (16)
Elbetde, bu dlgeg otrisatel bolup bilmez, yagny

Kuwwatlylygyn yokardan g¢éklendirilmesi sol yasayys punktda
is¢1 ya-da basga resurslaryn cékliligi bilen bagly bolup biler. Eger
i-nji punktdaky 6ndiirilyén her 6niime harglanan harajat a,(i = 1,n)
bolsa, onda, punktyn doly ¢ukdajysynyfi mogberi — a. y, defi bolsun.

Goy, x,~ bu i-nji ondiriji punktdan j-nji talap ediji punkta
dasalyan yiikiin gowriimi bolsun, onda ona bolan harajatlar berlen
we ¢, defi bolsun. Bu yerden yiiklerin dhli 6ndiriji punktlar we talap
ediji punktlary boyunga doly dasalmagyna bolan harajatlar asakdaka
dendir:

> Zcm

i=1j=

Elbetde X, Olcegler otrisatel daldir:

x;20, (i=1n; j=1Lm). (18)
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Her bir 6ndiiriji punktdan 6niimin doly iberilmegi kdrhananyn
sol punktdaky kuwwatlylygyna dendir, yagny

Z‘xz/ yl’ l - I,—I’l) (19)

Her talap ediji punktda bolsa yiikiin difie gerek bolan mukdaryny
almalydyr, yagny

Sx,=b, (j=1Lm) (20)

i=1

Meseldnin goylusy seyle: (16)-(20) sertler yerine yetende
cykdajylaryii jemlerini
Zayl+ZZcuxl, : 21
i=1j=1
minimallasdyryan y, (i = 1,n) kuwwatlylyklaryt ululyklaryny we
x,; (i = 1,n; j = 1,m)dasalyan yiikleriii gdwriimlerini tapmak.
Pudaklaryii geljegi bar bolan optimal meyilnamalagdyrma mese-

lesi ¢yzykly programmirleméniii meselesine getirildi.
Kérhananyn kuwwatlylygyny ¢éklendiriji sertlere seredelin,

yagny

0<y=y™i=1n.

Kérhananyn kuwwatlylygyny kesgitlemekligin birndce usullary
bardyr, onun il yonekeyi bolan (17)-nji sertin yerine

yW<y, i=1n (22)

serti goymak. Bu yerde y? 6iiden bar bolan 6niimgilik kuwwatlylygy.

Y 6ne bu usulyi gaty biramatly dildigini agzap gegmelidiris, sebi-
bi bar bolan kuwwatlyklaryn yerlesisinin rasional dil bolmagy miim-
kin (mysal {i¢in, ¢ig malyn doly alnyp gutaran yerinde). Sonuii {i¢in bu
kuwwatlyklary basga onlimgiliklerde ulanmaklyk miimkingiliklerini
g0z ontine tutmaly bolyar (kuwwatlyklaryfi konwersiyasy). V, — i-nji
punktdaky kuwwatlyklaryn konwersiyasy (bar bolan kuwwatlylyk-
da 6niim birliginin beyleki kuwwatlylyga gegilende beryan girdejisi
V- belli bolanda) arkaly alnan girdeji asakdaky formula boyunga ha-
saplanar:
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V= 0, egery, = y?,
vi(y = ¥), egery, <y} .

Indi bolsa optimal ¢oziiwin kriteriyasyny asakdaky gorniisde

yazyp bileris:
doay,+ D D cx;— V.~ min. (23)
i=1 i=1j=1 i=1

Bu kriteriya 6nki kuwwatlyklary hasaba almak miimkicilikle-
rini beryar. Konwersiyalardan gelen girdejilerin jemi bu kriteriyada
otrisatel alamatlydyr, sebédbi beyleki harajatlar bolan gosulyjylardan
tapawutlylykda, ol girdejidir.

Eger biz kuwwatlylyk diie diskret bahalary alyp bilyir diysek,
onda i-nji punktda y* (k— wariantyfi nomeri, k = 1,s,) kuwwatly wa-
riantlar gurulmagy miimkin. Sol wariantlaryn birini saylamaly. Goy,
zf— nol ya-da bir bahany alyan iiytgeyin ululyk bolsun, egerz’ = 1
bolanda i-nji punktda k& wariant guruljakdygyny anladyar.

Seylelikde, her bir punkt ii¢in difie bir wariant saylamalydyr. Bu
serti asakdaky ulgam hokmiinde yazyp bileris:

Si

>=1i=1n (24)

k=1

Bu denlik bilen (16) we (17) sertleri ¢alsyp bolyar. (18)-nji sert
bolsa liytgemeyiér:

x;20,(i=Ln; j=1,m). (25)
Indi bolsa (19) sertli denisizlik asakdaky yaly bolar:
bu yerde =t
Si
Yi = zzlkylk
k=1

(24)-in1 esasynda:
Si
Y= 24y =0
k=1

bu yerde k— i-nji punkt ligin saylanan wariantyl nomeri. (19) gat-
nasykdaky denlik alamatyny (26)-daky densizligin alamaty bilen calys-
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var, yagny diskret kuwwatlylykda talaplary doly kanagatlandyrmak
ticin kuwwatlyklary saylamak miimkin dél bolan yagdaylar bolup biler.
Alyjylaryn islegini doly kanagatlandyrmak (20)-nji serti iytgetmeyar:

ZXU b, (j=1m). (27)

Yiikleri dasamak iigin ¢ykdajylaryi afilatmasy onki yaly galar,
emma Onlim birligini 6ndiirmage ¢ykan ¢ykdajylar bir wariantdan
beyleki warianta gecende tiytgép bilerler.

Goy, k-njy wariant {igin i-nji punktdaky ¢ykdajylar a-a defi bolsun.
Onda sol punktdaky harajatlary asakdaky jem gorniisinde yazmak bolyar:

Z z'viaj,
hemme 6niimleri 6ndiirmek ii¢in ¢ykarylan ¢ykdajylary bolsa

n

I

Indi bolsa pudaklaryn geljegi bar bolan meyilnamalasdyrys me-
selesini seyle kesgitldp bileris: (24)-(27) sertler yerine yetende umu-
my ¢ykdajylary

Z Z_: “ykal + z chjxlj n, (28)

i=1j=
minimuma getiryén a; we xﬁtapmaly.
Bu mesele diskret programmirleménin meselesi bolup duryar. Bu
meseleler ticin diirli algoritmler islenilendir, olaryn i¢inde yakynlasan
gorniisleri bardyr.

§5. Tor usuly bilen
meyilnamalasdyrmak

Gegen bapda ulag meseleleri beyan edilen yagdayynda tor mo-
delleri barada giirriini edilipdi.

Bu paragrafda ykdysady-matematiki meseleleri seljermegin gin
yayran we yakynlasan gorniislerine, yagny tor barlag usulynyin meyil-
namalasdyrmak we dolandyrmak meselelerine degisli bolan soragla-
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ra serederis. Soiiky on-on bés yylda tor usullarynyn giniden yayramagy
yiize ¢gykyan meselelerin wajyplygy bilen bagly. Kalendar meyilnamany
diizmek, islerin kébir toplumynyil amala agmagynyn we ony yerine
yetirmegin prosesinde amatly ¢oziilislerin kabul edilmeginiii meselele-
rini olary seljermek ii¢in niyetlenendirler. Islerin toplumynyn astynda
kébir binalaryi, gdminif, ucaryn ya-da islendik beyleki kyn obyektleriii
gurlusygyna hem, sol desganyi taslamasyny isldp diizmeklige hem, hat-
-da taslamanyn amala asyrylysynyn meyilnamalasdyrys prosesine hem —
umuman diirli gérniisli islerin kop mogberinin yeterligini amala agyrmak
hokmany bolan her meseléni yerine yetirmek ti¢in diistinmek bolyar. Tor
modelleri ulanyp bolyan meseleler ayratyn adamlaryi isinden baslap we
taslamalary gutarmazdan, her &dimde dus gelydr, olara yiizlerce gurama-
lar we on miiilerce adamlar gatnasyarlar (meselem, iri territorial-oniim-
cilik toplumyny doretme we isldp tayyarlama).

Tor modeli diyip modelin esasy torunyn bolyandygyny bilyéris. Tor
depelerin kopliiginden (diiwiinlerin) we diirli jiibiit depeleri birlesdiryén
dugalaryn kopliiginden (gapyrgalaryn, halkalarynl) duryar. Her dugada
kesgitli ugur berlen bolup biler. Cyzgyda torun depeleri tegelejikler bi-
len, dugalar bolsa olary birlesdiryan ¢yzyklar bilen sekillendirilyér. Ugur
peykamlar bilen gorkezilyar. Her depé san goyulyar. j depe bilen i depdni
birlesdiryén duga (i, j) ya-da p;nysan bilen belgilenyar.

Tor modelinint gurlugynyn birinji tapgyry taslamanyn tor grafi-
gini gurmak bolyar. Modelirlemininn bu bolegi 6rin wajyp we kop
wagty alyar.

Taslama diyip (islerinl toplumynyn) kébir netijelere yetmek {i¢in
gerek bolan islerin jemine aydylyar. Bu isler 6z aralarynda olaryn
yerine yetirilmeginiii tertibi bilen bagly. Onda taslama tor tara-
pyndan hodiirlenen bolup biler (ya-da tor grafigi). Tor isleri logiki
aragatnasyklaryin gornetin sekilini beryir. Torun esasy elementleri
hadysalar we iglerdir. Hadysalar aralyk meseleleriil yerine yetmeginini
netijeleri hokmiinde interpretirlenip bilner. Is — bu bir yagdaydan
beyleki yagdaya gecmek licin gerek prosesiit dowamlylygydyr. Mysal
iicin, 1-nji suratdaky tagta galyby aga¢ materiallary bolmazdan ya-
salyp bilinmez. 4 we 3-nji hadysalary birlesdiryén punktir ¢yzyk 4-nji
hadysa tamamlanandan son, aga¢ materiallaryn eltiljegine we sondan
son tagta galybyn desgasynyn baslanyp biljekdigini gorkezyér.
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1-nji surat

Yokarda yazylan isleriii toplumynyf usuly «hadysalar — isler»
diyen dili ulanyar. «igler — aragatnagyklar» diyen beyleki usuly hem
ulanmak bolyar. Bu yagdayda toruni depeleri isler bolyar, dugalar bol-
sa olaryn logiki aragatnagyklaryny gorkezyar.

Bu usuly ylmy isleri tayyarlamagy meyilnamalagsdyrmagyn my-
salynda gorkezeris. Model barlagyny gecirmegii esasy tapgyry dwre-
nilendigi ligin tor grafiginin iglerinin manysy diigniiklidir.

Seylelikde, kébir ykdysady obyektler li¢in optimal meyilnamany
gurmagyi we modelirlemegin meselesi yilize ¢ykyar.

Bu meseldni ¢ozmek iigin asakdaky isleri gecirmek gerek:

A — barlagyn problemasyny kesgitlemek;

B — 6wrenilydn obyektiit matematiki modelini gurmak;

(¢ — maglumaty yygnamak;

G — meseldni ¢ozmegin usulyny saylamak;

D — EHM {i¢in programmany gurmak we isletmek;

E — optimal meyilnamany hasaplamak;

F —miisderd hasabatyn netijelerini bermek.

Bu isler kesgitli yzygiderlilikde yerine yetirilmeli. 4 isinl ilki
yerine yetirilydndigi aydyn, B is ligin A4 isin eyydm yerine yetiri-
lendigi zerur; C we G isleri B is yerine yetirilenden son baglamak
bolyar; D isin yerine yetmegi U¢in 4, B, G isler yerine yetirilmeli;
E is igin C we D isler yerine yetirilmeli; it sonunda bolsa E isden
son F'is gelydr.

2-nji surat
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«Isler — aragatnasyklar» diyen torun grafigi 2-nji suratda gor-
kezilendir. Kyn tor grafiklerinde kdbir isler birmenzes bolup, ozalky
hadysalar gaytalanyar.

Meseld seretmek tigin indiki hadysalary girizmek gerek: £, — A is
baglandan sonl barlagyt yerine yetirilmeginifi basy; £, — B is baglandan
soit problemany formulirleme tapgyrynyn sofly; £, — modelirleme
tapgyrynyi sofiy, sol pursatdan ¢ we G islere baslamak bolyar; E,
— usuly saylama tapgyrynyfi tamamlanmasy; £, — programmalary
isletmegin we maglumatlary yygnamagyn gutarmasy, sondan son E
isi yerine yetirmek bolyar; £, — hasaplamalary sofiy; £ — barlagyfi
tamamlanmasy. Sonky hadysalar F 15 bilen b1r1kd1rllen Tor grafigi
3-nji suratda sekillendirilendir.

3-nji surat

Bu grafik has yonekeydir: hemme isler ¢ylsyrymly gurlusy eme-
le getirydn B, G we D islerden basgasy biri-biriniii yzyndan gelyar.
Torunl ¢ylsyrymlylygyny islerin sanynyn hadysalaryn sanyna bolan
gatnasygy kesgitleydr. Bu torun ¢ylsyrymlylygy birlige dendir. Bu
yagdayda tory gurmaklykda kyngylyklar doremeyir. Yone seyle
tory gurmakda-da yalnyslyk goyberilmegi miimkindir. Goy, B (mo-
deli gurmak) we D (kompyuter programmany diizmek) isleri islerin
baslangy¢ sanawynda bir ise birlesdirip we B’ diyip atlandyrsak,onda
torly grafigi guranymyzda asakdaky sekili alarys.

920020 020

4-nji surat
E; hadysa hasaplama usuly se¢ilip alynyanca (G isi) yerine ye-
tirip bolmayan, B’ ise gecmek bolyandygyny afladyar. Hasaplama
usulyny se¢ip almaklyga bolsa modeli gurnamaklyk (hadysa E?) ta-
mamlanyanga baslamak bolmayar. 4-nji suratda sekillendirilen yag-
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day sudur (kontur) diylip atlandyrylyar. Sudurlar has ¢ylsyrymly
gurlusda hem bolyarlar. Umumy gorniisde sudur ugur gorkezijilerini
gecydn ilisen iginiil yzygiderligini kesgitleydr, onun baslangy¢ we
soniky depeleri gabat gelyér. Torda sudurlaryn bolmagy, birnége islerii
0zlerinden son gelydndigini anladyar. Cylsyrymly torlarda sudura
kop mogberli isler giryér. Bu torlarda sudury gézlemeklik kompyuterin
komegi bilen gecirilyér.

Eger-de torda sudur tapylan bolsa, onda islerini sanawyna we ola-
ryil arasyndaky logiki aragatnasyklara tdzeden seretmeklik hokma-
nydyr. Biziii mysalymyzda B’ isi B we D islere bolmek gerek bolyar.

Sudurynn emele gelmeginin sebébi islerin sanawynyn niddogry
secilip alynmagyndandyr.Adatca tor diiziilende, onda yeke-tdk bas-
langyc hadysa we yeke-tdk tamamlayjy hadysa bolmaklygy talap
edilydr. Eger diiziilen torda bu beyle bolmasa, onda 5-6-njy suratlarda
gorkezilisi yaly yasama (fiktiw) isler girizilyar.

Pro

odRG

@\@D
@/@

6-njy surat

1B

Torly modeller gurlanda ugurdas gecirilyan isleri hem bellélin.
Goy, torly grafik 7-nji suratdaky belentlikli grafik gorniisde berlen
bolsun, grafige gecmek bilen biz «hadysalar — isler» diyen adalgalar-
da B we C islerit umumy baslangy¢ (4 isin tamamlanmagy) we ta-
mamlayjy hadysalardan (G isin baglanmagy) duryandygyny goryéris.
Bu 8-nji suratda aydyn goriinyar.

25. Sargyt Ne 2592




7-nji surat 8-nji surat

Onden gelmeleri we yzygiderliligi gabat gelyin B we C isleri
biri-birine birikdirmek bolardy. Yéne amalda bu hemise maksada-
layyk dildir, sebébi islerin diiziimi, yerine yetirmige gatnasyjylar we
sarp edilyén ¢ig mallar bu isler {i¢in diiybiinden tapawutlanyarlar. Bu
yvagdayda yasama (fiktiw) hadysalary we isleri girizmeklik maslahat
berilyar (9-njy surat).

9-njy surat 10-njy surat

10-njy suratda C isinl iki sebdbe gord yza siiysiirilendigi sekil-
lendirilendir, olaryn biri 4 is yerine yetirilenden soniky saklanma
wagtydyr. Iki sany yalan hadysalar £, E” we iki sany yalan isler D',
D" girizilen. Seyle yagday 11-nji suratda hem sekillendirilendir.

[ D'
] '

11-nji surat

Yokarda seredilen iki yagdayyn hersinin 6z amatlyklary we yet-
mezgilikleri bardyr we olar meseldnin goylusyna baglylykda secilip
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alynyar. Iri taslamalar ii¢cin belentlikli grafikleri hodiirlemek bolar.
Gozegeilik etmeli hadysalaryn sanynyn azlygy gozegeilik etmegi
yenillesdirydr. Yone gorkezijili grafik meselaniii boleklere boliinme-
sini yenillesdirydr. Hususan-da ol taslama téze gatnasyklary giriz-
meklik we tory tdzeden gurmazdan dugany gosmak arkaly islerin ter-
tibinifi gatnasygyny liytgetmége yardam edyar.

Islerin yerine yetirilis mohletinin kesgitsizligi. Deriiewlerin yo-
karda getirilen usullarynda islerin yerine yetirilis wagtynyi takyk bel-
lidigi ¢ak edildi. Yéne amalda islerin yerine yetirilis mohleti adatga
kesgitli dildir. Oniimgiligi dolandyryjy her isi yerine yetirmek {icin
nice wagtyn gerekdigini ¢aklap biler, yone yiize ¢ykjak kyngylyklary
va-da yerine yetirmédnin saklanmasyny oiilinden goriip bilmeyér.
Islerin yerine yetirilis mohletinin ndbelliligi, taslamanyin umumy
dowamlylygynyni hem sonui yaly nédbellidigini ailadyar.

Bu nibelliligi goz oniinde tutmaklyga yardam edydn usuly secip
almaklyk, taslamanyn gorniisine we nébelliliginn tebigatyna baglydyr.
Eger-de her isiii minimal we maksimal dowamlylygyny kesgitldp bolsa,
onda garagylyan dowamlylygyn (ortaca) gorkezijisiniii we taslamanyn
yerine yetirilmesiniii garagylyan wagtynyn komegi bilen hasaplamak
bolar. Has giniden ulanylyan algoritm, taslamany bahalandyrma we
ona gaytadan seretme usullary diylip atlandyrylyar (Project Evaluati-
on and Reiew Technique — PERT). PERT usulynda taslamanyi yerine
yetirilisinin garagylyan wagty hasaplananda islerin yerine yetirilmesinin
garasylyan wagtynyil gorkezijileri ulanylyar. Algoritmini galan bdlegi
islerin yerine yetirilis wagty, yokarda takyk bellige alnan ululyk bolup
duryan wagtyndaky yagdayda ulanylyan algoritme menzesdir.

Eger islerint yerine yetirilis wagtyna nébelliliginn tésiri yetyin
bolsa, onda grafikde howply dil yollarynl uly &hmiyeti ylize ¢ykyar
we sol halatda hemme islerin yerine yetirilis mohleti tiytgeyar. Amal-
da garasylyan mohletleriit ahmiyeti esasyndaky yol howply dil ha-
sap edilse, onda ol howply yollary kesgitleme usulynyii netijeliligine
layyklykda howply bolup biler.

Islerin dowamlylygynynl gecirilisi hakyndaky oiilinden doérén
sertler PERT usulynyil esasyny diizydrler. Ayratyn alnan her isin ye-
rine yetirilme wagtynyn S — paylamada approksimirlenyéndigi cak-
lanyar. Eger bu ¢yn bolsa, onda tutus taslamanyn yerine yetirilis
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wagtyny paylamaklyk kadaly bolup duryar. PERT usuly takyk
taslamanyn derfiewinde berlen sertler yerine yetirilen yagdayynda
ulanylyar. Isleriii yerine yetirilmesinit miimkin bolan has az wagty
optimistiki mohlet (a), onun yerine yetirlisiniii has kop wagty bolsa
pessimistiki mohlet (b) diylip atlandyrylyar. Asakda wagta gord isleri
yerine yetirmekde adaty f—paylanma grafigi sekillendirilyar.

. A
Ahtimallyk
dykyzlygy

=
»

a m b
optimistiki pessimistiki
has @htimal

12-nji surat

Paylanmanyn depesine isleriii yerine yetirilmesinin has amat-
ly wagty gabat gelyér (m). Grafige girydn hemme igler ii¢in bu ¢
mohletin hemmesini ayratynlykda bahalandyrmak hokmanydyr.

Bu ii¢ sany dhmiyetden ugur alyp, isleriii garasylyan dowamly-
lygyny (¢#) we onun dispersiyasyny tapmak bolar. Isleriii garagylyan
dowamlylygy asakdaky gorniisde kesgitlenilyér:

a+4m+b
e (29)

Garasylyan dowamlylygyn gabatlasyan dispersiyasy asakdaky

formula boyunca kesgitlenilyar:

7 =[5 a0

Taslamanyn yerine yetirilme wagtyny grafikden tapmak bolar,
munun ti¢in islerin dowamlylygynyn garasylyan dhmiyetinden pey-
dalanylyar. Taslamanyn yerine yetirilis wagtynyf, umuman, kadaly
kanun boyunca paylanandygy cak edilyar.

Islerin yerine yetirilis mohletiniii biri-birine bagly daldiginin
caklamasynda kadaly paylamanyn ortaca dhmiyeti howply isleriii
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garagylyan dowamlylygynyn matematiki jemi hokmiinde, dispersiya
bolsa olaryn dispersiyalarynyn jemi hokmiinde kesgitlenilyér. Alnan
kadaly paylanmanyn onilinde bellenen senedéki taslamanyn tamam-
lanmasyny dhtimallyk bahasy ii¢in ulanmak bolar.

PERT usulynyn algoritmi islerin dowamlylygynyn bellige alnan
dhmiyeti bilen tor grafiginddki dernewe menzesdir.

1. Oniiinden gelyin isleri, ondan basga-da optimistiki isleri hok-
many gorkezmek bilen, taslama girydn hemme isleriit sanawyny we
onui yerine yetirilme mohletini diizmeli.

2. Tor grafigini gurmaly.

3. Islendik isin yerine yetirilme wagtynyn p-paylanmada ap-
proksimirlenyéndigini ¢aklap, her is {i¢in onuil yerine yetirilmesinde
garasylyan wagty we onuil dispersiyasyny bahalandyrmaly.

4. Iglerin yerine yetirilis mohletinin garasylyan dhmiyetinden
peydalanyp, tutus taslamanyn dowamlylygyny tapmaly.

5. Howply isleri we howply yollary kesgitlemeli.

6. Howply isler ti¢in dispersiya dhmiyetlerinin komegi bilen
tutus taslamanyn garasylyan dowamlylygynyn dispersiyasyny baha-
landyrmaly.

Taslamany (proyekti) amala asyrmak iicin gerekli bolan iglerden
tory diizenimizde, tor grafiklerini deriewinde yiize ¢cykyan meselelerin
birndgesine seredip gecelin. Kdpleng isleri baglanysdyryan hady-
salaryn nomerleri (belgisi) arkaly belgilenyindigini 6nilinden yatla-
dyp gegeliii. Mysal tigin, 3-nji suratda 4 is P, , belgi, B is P, , belgi,
is P, ; belgi, D is P, , belgi we s.m. bilen belgilenyar.

Taslamany derniemekligiii has gin yayran meselesi onunl yerine
yetirilydn wagty boyunga taslamany bahalandyrmakdan duryar. Bu
meselede her isinl yerine yetirilisinin dowamlylygy yeterlikli takyk-
nynda isin dowamlylygy gorkezilydr. Hadysalaryn belgileri suratda
tegeleklerin icinde gorkezilen. Seyle ¢emelesmede yiize ¢ykyan bi-
rinji sorag seyledir: seredilyén taslamanyn yerine yetirilisiniit mini-
mal dowamlylygy nég¢e? Taslamanyi yerine yetirilis dowamlylygyny
bahalandyrmagyn kopsanly algoritmi bardyr. Olaryn biri asakdaky-
lardan duryar.
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13-nji surat

U; -nin isti bilen i-nji hadysa girydn birndge isleriii toplumyny
belgileyiris, U/ -nin {isti bilen bolsa i-nji hadysadan ¢ykyan islerin
toplumyny belgileyaris. Baslangy¢ hadysa £ licin U;” kopliik bosdur,
U’ koplik bolsa P, ,, P, P, islerden ybaratdyr. Tamamlayjy E,
hadysa ti¢in Uy, koplik P, we P, islerden ybarat, U:, koplik bol-
sa bogdur. Galan £, hadysalar tU¢in U; we U/ kopliiklerif ikisi hem
bos déldir. £ hadysa tigin Us koplik P, P, , P, ; islerden ybarat, Us

kopliik bolsa P, P, Py, Py, islerden duryar. i-nji hadysanyi has ir

amala agyrylmagynyf ¢, wagt pursady asakdaky formula boyunga ha-
saplanylar:

T =max(t,+1), PEU;, (31)

bu yerde 1~ ol P, igint yerine yetirilis dowamlylygy. £ hadysa layyk-
lykda ol wagtyni pursady 0-a deni bolanda baslanyar. (31) formulanyn
esasynda 13-nji suratdaky torlaryn hadysalaryndan hersinin has irki
amala agyrylma dowriini hasaplap bolar:

t,=8,1,=13,1,=20,1,= 17, 1,= 23, 1,= 29,
t=37,1,=33,1,=42,1,=48,1, =61

LRS! 10 "9

Tamamlayjy hadysanyn in1 irki gelme pursady tor grafikde mode-
lirlenydn taslamanyn amala agsmasynyn il az bolan dowamlylygydyr.
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Taslamanyi yerine yetirilisinitt dowamlylygy, £, hadysadan £, hady-
sasyna «has amatsyz yolday» alnan islerin dowamlylyklarynyii jemine
denidir. Bu «has amatsyz yol» howply yoldur. 13-nji suratda gorke-
zilen tordaky howply yol P, ;; P, s P, s P, s P, islerden duryar.
Howply yollarda duryan hadysalara howply hadysalar diyilyar. Her
isin yerine yetirilis dowamlylygynyn esasynda taslamanyn yerine ye-
tirilme wagtyny tapyp bolar.Her grafikde birndce miimkin bolan yol-
lar bardyr. Haysy-da bolsa bir yoly ge¢gmeklige gerekli bolan umumy
wagt, bu yola degisli dhli islerini yerine yetirilis wagtynyn jemidir.

Tutus taslamanyn yerine yetirilme dowamlylygy uzak wagty
eyeleyar. Has dowamly isler howply (kritiki) diylip atlandyrylyar.
Bu islerinn yerine yetirilmesinde isinn baslanmasynyn ya-da tamam-
lanmasynyn islendik yza galmasy, tutus taslamanyn yerine yeti-
rilmesinin saklanmagyna getirydr. Howply isler biitin grafikden gec-
yéan lizniliksiz zynjyry emele getirydrler. Howply islerin bu zynjyry
howply yol diylip atlandyrylyar. Her grafikde hi¢ bolmanda bir sany
howply yol tapylyar.

Taslamanyn yerine yetirilmesinin umumy dowamlylygyny tap-
mak {i¢in, howply yoluin dowamlylygyny kesgitlemek zerurdyr. Gra-
fiklerin kopiisinde grafiklerin i¢inden ge¢yan has kop wagty eyeleyén
yollary tapawutlandyrmak kyndyr. Grafikde wagt hereketini yzarla-
maklyga yardam beryén iki sany usul bardyr:

1. Her is iicin onun yerine yetirilmesiniii baglangyc we sonky
mohletlerini kesgitlemek.

2. Her hadysa ti¢in onun gelmesinde has irki moéhletleri kesgitlemek.

Ikinji usulyn difie gorkezijili grafikde ulanylyandygyny belle-
mek zerurdyr.

Eger haysy-da bolsa bir sebdbe gord isin yerine yetirilmesi sak-
lansa, onda taslamanyn tamamlanmasy sol mohlete ¢enli uzaldylyar.
Sonun {igin taslamanyn yolbasgysy howply yolundaky islerin yeri-
ne yetirilisine esasy tinsi ugrukdyrmalydyr. Hut sunda hem torly
grafiklerin dernewinde howply yollar ayratyn belgilenyar.

Howply hadysalardan we islerden basga-da, beyleki hadysalar
we igler taslamanyi yerine yetirilisiniit umumy wagty {i¢in zyyansyz
wagtda saklanyp bilner. Howply dél islerin yerine yetirilisini sak-
lamak iicin gerekli bolan wagty bahalandyrmak ii¢in &tiya¢ wagt
diisiinjesi girizilyar.
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Ilki bilen her £, hadysanyn gelme wagtynyf ¢ékli mohletini baha-
Ony 1, bilen belgileyiris we E| hadysadan ¢ykyan hem-de E,
hadysanyn ¢ékli wagtynda, P, isift dowamlylygyny belldp hasap-
layarys: ‘
t; = min(t; — 1;).
Py € U (32)

(32) formuladan gorniisi yaly, gutarnykly hadysanyn ¢ikli wagtyny
bilip, torun hemme hadysalary iicin ¢éklendirilen wagty tapgyrlayyn
hasaplamak bolar. 13-nji suratda gorkezilen torda hadysalaryn ¢ak-
lendirilen mohleti su asakdaky d&hmiyetlerde bolyar:

{,=61,1t,=48, 1, =42 t,=43,
17=138, =29, t,=26, t;=40,

*

1,=20, t;=13, =9, 1, =0.

2,1, ]aralyga E. hadysanyii erkinlik aralygy (4tiyag aralyk) diyil-
yir, 1, — tululyga bolsa itiyaglyk wagty diyilyir. Eger-de E, hady-
sa erkin aralygyn i¢inde amala assa, onda biitewi taslamanyil ama-
la asma mohleti liytgemén galar. /, wagtdan 6i E. hadysa gegmeyir,
onufi 7; wagtdan sofi amala asmasy bolsa taslamanyf yerine yetirilme
mohletinin saklanmagyna getiryar.

E,.E,E,E,E , E . E  howply hadysalar ligin ¢ikli wagt r*,
garysylyan wagt 7, bilen gabat gelyar. Bu bolsa howply hadysalar ligin
atiyaclyk aralygyi nola dendigini anladyar.

Atiyaglyk aralygyn hasabatyny gecirmezden toruii her ayratyn
hadysasy {i¢in dtiyaclyk wagty bahalandyrmaga miimkingilik doreyar.

P, is E hadysa eglenmez yaly isi 1, wagta cenli gutarmaklyk hok-
manydyr, beyleki tarapdan, P, is £, wagtdan 0Ofi baslanyp bilmez.

M=ttt (33)

g J
bu P, is tgin erkin atiyaglyk wagty. M, ululyga E, hadysanyn gel-
megine garasylyan 7, wagty lytgetmezden P, isin yerine yetirilmegini
saklamak bolar.
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a$akdaky dhmiyete eyedir:
M,=0M,=0M,6 =11 M, =0wesm.

M, erkin &tiyaclyk wagtyndan gecydn mohletde P, isini yerine
yetlrllmegmm yza galyandygyny bellemek bolar, yone E hadysa gel-
mekligi gija galsa-da, is toplumyny tutuslykda yerine yetlrmekde gi-
jikméni doretmeyir. Sebébi £, hadysanyii nol dél erkinlik aralygy bo-
lup biler. Umumy taslamanyn yerine yetirilmeginin gijikmesi difie sol
waka 7* wagt pursadyndan sofi yiize ¢yksa bolup biler. Sonu lgin:

M* =ttt (34)

P, isiil doly éatiyaclyk wagty diylip atlandyrylyan umumy tas-
lamany1 yerine yetirilme mdohletininl tiytgetmesizligi P[j 151t miimkin
bolan gijikmesini hésiyetlendiryar.

Hadysalaryn we islerin dtiyaclygy taslamanyn c¢eyeligini hé-
siyetlendirydr. Olar nige az bolsa, sonca-da taslamanyn tor grafigi
berk bolyar, ceyeligi yityir. Eger-de torda wagt dtiyaclygy bolmasa,
onda hemme yollar howpludyr, sonun iigin isleriii hi¢ birinde hem
gijikmelere rugsat edilmeyir. Adatca, taslamanyn tor grafiginde tasla-
ma boyunga islerin tertibi meyillesdirilende we onuni yerine yetirilis
dowriinde dtiyacglyk wagtlary goyulyar.
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KESGITSIZLIKDE YKDYSADY

MODELLER WE YASAMA USULLAR

\/

XI bap
Kesgitsizlikde ykdysady
model

§1. Ykdysady modellerde kesgitsizlik.
Kesgitsizlik faktorlarynyn
esasy iki gorniisi

Ulgamyn optimal dolandyrylysy matematiki dile gegirilende yiize
¢ykyan optimallasdyrmak meselesine asakdaky gorniisde goymak bo-
lar: X(y) kopliige degisli bolan x nokatlaryn i¢inden girdejinin dlgegi
bolan C(x, y) funksiya in uly baha beryén x* nokady saylap almaly.
Bu yerde y — ulgamy hésiyetlendirydn parametr (faktor). Determirle-
nen meselede ulgamyn parametri kesgitli baha eye bolan diyip hasap
edilyiér, yagny y = y,. Gysgaldylan dilde meselani

max C(x,y), ¥y = y,,.
max C(x,y), y =y

gorniisde yazmak bolar. Eger y parametriii bahasy kesgitsiz, yagny
determinirlenmedik bolanda meseléni beyle gorniisde goymak bol-
mayar.

Deterministik dél, yagny kesgitsiz faktorlar iki gorniise boliinyérler.

I. Paylanys kanuny belli bolan totdnleyin faktor. Bu gorniisli fak-
tor giindelik gaytalanyp duryan hadysalar 6wrenilende yiize ¢ykyar.

Mysal hokmiinde telefon ulgamyny modelirlemek meselesini ge-
tirse bolar. Biz berlen wagt birliginde nége sany telefon janynyn bol-
jagyny kesgitli aydyp bilmeyaris, emma jafnlaryin sanynyi paylanys
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funksiyasyny yeterlik dowamly wagtyii icinde bolan jaiilaryn sanyny
registrirlemek bilen hasap edip bileris.

1. Kesgitsiz faktor, yagny faktor baradaky informasiya dine
onuf haysy hem boolsa bar bolan Y kopliige degislidigi bilen ¢ék-
lenyér: yeY .

Kesgitsiz faktorlar asakdaky yagdaylarda yiize ¢ykyp biler.

1. Dernelyin ykdysady modelde derfiew¢i bilen bir hatarda onun
bilen denn bdhbitleri aramayan dasgaryn gatnasyjylar hem bolanda.
Meselem, dasary yurtlar bilen ediljek sowda maksatnamalasdyrylanda
dasary yurtlaryn etjek hereketlerini géz 6mniine tutmak derkardyr; kop
vagdaylarda seyle hereketleriii ndhili boljakdygyny oniinden kesgit-
lemek miimkin dal.

2. Kesgitsiz faktorlar hadysanyn ya-da kébir ululyklaryn yeter-
lik derejede 6wrenilméndigi sebdpli hem Viize ¢ykyp biler. Mysal
hokmiinde howa sertini getirse bolar. Seyle kesgitsizlige tebigy kes-
gitsizlik hem diyilyar.

3. Parametrler yeterlik derejede malim bolmasa, kesgitsiz fak-
torlar girdejisiniil 6lgegi C(x, y) funksiyanyn parametrleri bilen hem
baglanysykly bolup biler.

Bu isdidki serediljek meselelerde ulgamy hésiyetlendiryin fak-
torlar totdnleyin diyip hasap edilyér. Seyle meselelere stohastik para-

Durmusda dus gelyan stohastik parametrli meselelerde kop ha-
latlarda gyzyklandyryan hisiyetnamalary analitik gorniisde hasaplap
bolmayar. Sonun yaly yagdaylarda Monte Karlo usulyny ulanyp,
gyzyklandyryan hdsiyetnamalary biri-birine bagly bolmadyk barlag-
lary gecirip, sol barlaglardan alnan netijeleriii ortaga bahasyny tap-
mak bilen hasaplanylyar.

Yokarda belldp gecisimiz yaly, adatca, stohastik parametrli me-
seleler gaytalanyp duryan hadysalary dernemekde ulanylyar. Sonun
ticin seyle meseleler dernielip netije ¢ykarylanda, adatca, kop gaytala-
nanda ortaca optimal bolan ¢oziiwi teklip edilyar.

Stohastik parametrli meselede y faktor paylanys funksiyasy belli
bolan t6tdn ululyk diyip kabul edilyar. Sonui bilen birlikde girdejinin
Olcegi C(x, y) hem totianleyin ululykdyr we onun paylanys kanuny x
dolandyryjy ululyga baglydyr.
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Seylelikde, stohastik ulgamy optimallasdyrmak meselesini
asakdaky gornilisde goymak bolar (yonekeylik {li¢in, goy, X koplik y
parametre bagly dél bolsun): xeX nokatlaryn icinden

rr}CaEXXE[C(x,y)]

bahany beryan x* nokady tapmaly, yagny
EIC(x )] = max EC(x, )],

Bu yerde £ matematiki garagsmany anladyar.

§2. Kopgiilikleyin hyzmat edis
ulgamynda totian faktorly modeller

Bu paragrafda ykdysady meselelerde in kop dus gelydn model
bolan kopgiilige hyzmat edis (KHE) ulgamynyn modeline seredilyér.
KHE ulgamyny hésiyetlendiryin esasy zat hyzmat edis enjamydyr
(HEE). Hyzmat edis enjamy KHE ulgamyna gowusyan talaba kesgit-
li isleri yerine yetirmek bilen jogap beryir. Hyzmat edis enjamynyn
igjenliginin c¢akliligi we talaplaryn yzygiderliginin totdnleyin wagt-
larda gowusyanlygy sebdpli, KHE ulgamynda hyzmat edilmegine
garasyan talaplaryn nobaty emele gelyér. Kdwagtlar bolsa HEE talabyn
gowusmagyna garasyp bos duryar. Hyzmat edilmegine garasyan no-
bat bilen baglanysykly yitgiler miisderilerinn diikanlardaky, ulaglary
yangyg bilen {ipjiin ediji stansiyalardaky, ucarlaryn howa menzilinde
garagyan wagtyndaky cekyén yitgileri bilen kesgitlenyar. HEE-nii
bos durmagy ony satyn almak {i¢in sarp edilen serisdeleriii bisarpa
ulanylyandygyny anladyar.

Seylelikde, ykdysady nukdaynazardan KHE ulgamyi isini do-
landyrmak iki alternatiw meseléni, yagny bir tarapdan hyzmat edil-
megine garasyan nobaty kiceltmek we beyleki tarapdan HEE-nin bos
duryan wagtyny azaltmak meselelerini ¢6zmekden ybaratdyr.

KHE ulgamynda talaplar paylanys funksiyasy belli bolan kada
boyuncga tdtdnleyin wagt yzygiderliginde gelip gowusyar diyip ha-
sap edilyér. Birinji gezek seyle model gecen asyryn basynda telefon
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stansiyasynyn isini deriiemekde daniyaly matematik A.K. Erlang ta-
rapyndan ulanylypdy. Sondan soit KHE nazaryyetiniii usulyyetleri
sowda diikanlarynyn isini kédmillesdirmekde, ulag we aragatnasyk
ulgamlarynyi isini derfiemekde, derya we deniz yollarynyn isi der-
ielende, ulaglary yangyg bilen iipjlin edyén stansiyalaryn isini kdmil-
lesdirmekde we bagga-da kop meselelerde ulanylyp baslady.

Yokarda agzalyp gecilisi yaly KHE ulgamlary derfielende
gowugyan talaplaryn yzygiderligi totédnleyin we onun dhtimallyk ha-
siyetnamalary berlen diyip hasaplanylyar. Pul ulgamy dolandyryjy
parametrler hyzmat ediji enjamyn ya-da nobata durmagyn kanun-
laryny dolandyryan parametrler bilen baglanysykly bolyar. Netije ¢y-
karylanda hyzmat edilmegine garasyp nobata durulandaky we hyzmat
ediji enjamyn bos durandaky yitgilerini azaltmaga calsylyar.

Seylelikde, KHE ulgamy hyzmat ediji enjamdan, hyzmat edil-
mige gowusyan talaplaryn yzygiderliliginden we hyzmat edilmegine
garagyan talaplarynn nobatyndan ybaratdyr. Indi bolsa su agzalan ii¢
bolegin her birine ayratynlykda giilisleyin seredip geceli.

Birinjiden, ulgamyn hyzmat ediji enjamy bir ya-da birnice gu-
raldan ybarat bolup biler. Bu yerde gural diyip difie bir jansyz gurala
dil, eysem talaplary kanagatlandyryan islendik birlige, sol sanda me-
seld baglylykda, adama ya-da birnd¢e adamdan diiziilen topara hem
aydylyp bilner.

Meselem, kinoteatrlarda petekler bir ya-da birnice kassada saty-
lyp bilner. Birinji yagdayda (bir kassa) hyzmat ediji enjam bir gural-
dan (kassirden) ybarat, ikinji yagdayda bolsa (birnd¢e kassa) hyzmat
ediji enjam birnédge guraldan (kassirlerden) ybaratdyr.

Stansiyada yangyc¢ dine bir benzokolonkada guyulyan bolsa,
bir gurally hyzmat ediji enjamlaryin mysaly hokmiinde awtoulaglary
yangyg bilen iipjiin edyén stansiyany hem getirmek bolar. Bagga my-
sallar: bir satyjysy bolan diikan, yekeje dellekgisi bolan dellekhana,
yekeje ucus meydangasy bolan howa menzili we s.m.

Kop gurally hyzmat edis enjamly KHE ulgamy durmusda has
hem yygydan dus gelyir: birndge satyjysy bolan diikan, birndce ugus
meydangasy bolan howa menzili, birndce dellek¢isi bolan dellekhana
we §.m.
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Her gural birbada bir ya-da birnége talaby kanagatlandyryp biler.
dine bir adama hyzmat edip biler. Hyzmat ediji enjamyn guraly talaby
haysam bolsa belli bir wagtyin dowamynda yerine yetiryar. Kébir me-
selede sol wagtynt dowamlylygy 6niinden belli bolyar, kibirinde bolsa
wagtynn dowamlylygy paylanys kanuny belli bolan tétdnleyin ululyk
bolup biler.

KHE ulgamyn ikinji bolegi, yagny ulgama gowusyan talaplaryi
yzygiderligi hakynda aydylanda ilki bilen belldp geg¢meli zat
talaplaryn totanleyin wagtda gelip gowusyandygydyr. Has takygy iki
gongy talabyn aralygyndaky dowamlylyk berlen kanunly t6tén ululyk
diylip hasap edilyér. Bu dowamlylyklar 6zara baglanysyksyz we deii
kanun boyung¢a paylanan hasaplanylyar. Kébir ulgamlarda sol bir
wagtda birnige talaplar hem gowsup bilyir (meselem, diikana gelyin
miisderiler). Adatca, talaplaryn yzygiderligi tiikkeniksiz hasaplanyar.
Kébir modellerde eger hyzmat edilmegine garasyan talaplaryn nobaty
uzyn bolsa, tize gowsan talap hyzmat edilmegine garasmazdan ul-
gamy taglap gidip bilyadr (meselem, eger dellekhanada garasyp otur-
maga yer bolmasa). Kébir ulgamlarda, eger talap sol bada yerine yeti-
rilmese, ol ulgamy taslayar (meselem, telefon stansiyasy).

Indi bolsa KHE ulgamynyn iii sonky, yagny {i¢iinji bolegi bolan
hyzmat edilmegine garagyan toplumlar nobatyny héasiyetlendirelin. Il
kop gabat gelyin yagday ilki gowusan talap ilki bolup hyzmat edilyér.
Y 6ne kibir seyrek dusyan ulgamlarda yagday tersine hem bolup biler:
in soniky gowsan talaba ilki bilen hyzmat edilyér. Kabir ulgamlarda
hyzmat edilmeli talap nobatda duran talaplaryn iginden toténleyin
kanun boyunca saylanyp alynyar. Kébir KHE ulgamynda talaplaryn
nobatynda kibir talaplara onayly yagdayda hyzmat edilip bilner (me-
selem, dellekhanada yasululara). Céklendirilen wagtly nobatlar hem
dus gelip biler: nobata duran talap belli bir wagtyn dowamynda yerine
yetirilmese, ol nobaty taslayar (meselem, halkara telefon giirriinleri).

Seylelikde, yokardaky aydylanlardan gorniisi yaly, durmusda ga-
bat gelydn hyzmat edis ulgamlarynynl aglabasy matematika dilinde
KHE ulgamy hokmiinde modelirldp bolyar. Belli bir model kabul edi-
lenden sonl ony derfiemegin usullary hakyndaky mesele yiize ¢ykyar.
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Adatca, KHE modeli dernelende asakdaky usul ulanylyar: hyz-
mat ediji enjam birndce wariant boyunga isldp biler diyip ¢aklanyar
we ol wariantlaryn icinden KHE ulgamyny hésiyetlendiryin haysy
hem bolsa bir totdnleyin ululygyn (meselem, talabyn nobatda duran
wagty, hyzmat ediji enjamyn bos duran wagty we s.m.) ortaca ba-
hasyna optimal (yagny maksimum ya-da minimum) baha beryén wa-
rianty saylanyp alynyar. Ondan basga-da nobatyii ortaca uzynlygy,
hyzmat ediji enjamyn tlizniiksiz igleyis wagtynyn ortaca bahasy yaly
hisiyetnamalar hem gyzyklandyryp biler. Kébir yagdayda berlen
KHE ulgamyi islanindéki yitgini (girdejini) bir 6l¢eg bilen kesgitldp
bolyar. Seyle bolanda deriiewin maksady her bir wariant {i¢in yitginin
(girdejinifl) dlceginin ortaca bahasyny tapyp, olaryn iginden i kigi
(uly) ortaca yitgi (girdeji) beryan warianty saylap almak bolyar. Seyle
mesele ¢oziilende dhtimallyklar nazaryyetini ulanmak miimkindir.

Gynansak-da, ¢ylsyrymly KHE ulgamlary deriielende bu na-
zaryyeti ulanmak ¢ylsyrymlagyar we onuni deregine statistiki mode-
lirleme (basgaca ady Monte Karlo) usulyny ulanmak galyar.

Indi mysal hokmiinde awtoulaglary yangyc bilen {ipjin ediji
bekedin (gysgaca, stansiya) birndce wariantynyn i¢inde ifi optimal
warianty tapalyn. Awtoulaglar bekede totanleyin wagtda gelyérler we
yangyjy guyujy enjam bos bolmasa, nobata duryarlar. Nobatyn terti-
bi: ilki gelen ilki bolup hyzmat edilyér. Nobatyn uzynlygyna hig¢ bir
ciaklendirme yok — awtoulag basga stansiya gidip bilmeyar. Derniewi
yonekeylesdirmek {igin beket dine bir yangye guyujy gural bilen tip-
jin edilen diyip hasaplayarys. Bir gorniis beyleki bir gorniisden yan-
gy¢ guyujy guralyn ondiirijiligi bilen tapawutlanyar.

Seylelikde, goy, awtoulag bekede totinleyin wagtda gelydn bolsun.
Has takygy, goy, islendik ki¢i (¢, ¢ + 7) wagt interwalynda bekede awtoulagyn
gelis dhtimallygy Az + 0 (7) bolsun we iki kesismeyén wagt interwallary
(1), (65, 1:),(1 < ;) Tigin awtoulagyn (1, 1,) interwalda gelmek we (z,; ¢,)
interwalda gelmek hadysalary 6zara baglanysyksyz bolsun. 4 ululygyi
(4 > 0) wagt birliginde bekede gelen awtoulaglaryn ortaga sanydygyny
subut etmek bolar. 1/4 ululyk bolsa awtoulagyii peyda bolyan wagtynyi
ortaca bahasyna dendir. Eger t kici bolanda (z, 7 + 7) wagt boleginde hig¢
bir awtoulagyn gelmezliginini dhtimallygy 1 — At + 0 (7) sana denidir. Sol
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wagt boleginde iki ya-da ikiden kop awtoulagyn gelmek dhtimallygy 0O
(7)-a denrdir. Yokardaky sanalan ¢aklamalar asakdaky netijelere getiryir:

1) iki awtoulagyn peyda bolmagynyn arasyndaky gegen ¢ wagt
totdnleyindir we onuil paylanys kanunynyn dykyzlygy

fi(t)=le™
funksiya dendir;

2) islendik (7, t + T) wagt interwalynda gelip gowsan awtoulag-
laryn sany asakdaky Puassonyi kanunyny kanagatlandyryar:

n—At
p(n)=P(v=n)= (AT’)QE ,n=0,1,2,..

Indi awtoulaga hyzmat edis wagtyna seredip gecelin. Her miisderi
(awtoulagyn siiriijisi) bekede gelende yangyjy Oziline gerek bolan
mukdarda talap edyér. Sonuil {icin hyzmat edis wagtyny totinleyin
ululyk hasaplamak tebigydyr. Goy, f wagta ¢enli hyzmat edilip durlan
awtoulagyn kici (7,7 + 7) wagt boleginde yumsun bitis dhtimallygy
1t + 0(7) deft bolsun. Diymek, sol wagt bolejiginde awtoulaga hyz-
mat edilip yetismezligiii dhtimallygy 1 — ur + 0(z) den we birnédge
ulagyfi hyzmat etmek dhtimallygy 0(7) ululyga dendir. Seylelik bilen
hyzmat etméige sarp edilen wagt ¢ eksponensial kanun boyuncga payla-
nandyr:

S() = pett 1= 0,

1 ululyk wagt birliginde hyzmat edilen awtoulaglaryn sanynyn orta-
ca bahasyna dendir, 1/« bolsa bir awtoulaga hyzmat etmek {i¢in sarp
edilen wagtyn ortaca bahasyna den.

Indi bolsa awtoulaglary yangy¢ bilen iipjiin ediji bekedin isini
derfemige gegelin. Munuil iicin nobatyn uzynlygy, awtoulagyn gara-
san wagty, yangy¢ guyujy enjamyn bos duran wagty yaly ululyklaryn
ortaca bahasyny bilmeli. Bekedin isi 4 we u parametrlere baglydyr.
Birinji parametr, yagny A wagt birliginde gelydn awtoulaglaryn orta-
c¢a bahasyna denidir. Sonui ii¢in biz ol parametri berlen diyip hasap-
layarys we ony liytgedip bilmeyaris. Ikinji parametr, yagny 4 ululyk
wagt birliginde hyzmat edilen awtoulaglaryn ortaga bahasyna dendir
we biz onunl bahasyny tiytgedip bilyéris. ¢ ululygy tiytgedemizde, ilki
bilen x4 > 4 serti gbz 6niine tutmalydyr. Dogrudan hem, eger tersine,
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vagny u < A bolanda wagt birliginde gowusyan awtoulaglaryn ortaga
bahasy sol wagtynn dowamynda hyzmat edilen awtoulaglaryn ortaca
sanyndan uly bolyar. Diymek, nobatyn uzynlygy wagtyn ge¢cmegi
bilen 6sydr. Bu bolsa stansiyanyn isinit kanagatlanarlyk déldigini
anladyar. A <y serti yerine yetende belli bir baglangyc wagt gecenden
son stansiyanyi isi durnukly yagdaya gecyér, yagny yokarda sanalan
statistiki hésiyetnamalaryn (nobatyn uzynlygy, awtoulagyn garasan
wagty we s.m.) ortaca bahasy wagtynl gecmegi bilen liytgemeyar.
Durnukly yagdayyn statistiki hdsiyetnamasyny dwrenelin.

Goy, P(n) beketdéki awtoulaglaryn (hyzmat edilip duran we hyzmat
edilmegine garagyp nobatda duran) umumy sanynyn n-¢ dendiginii
dhtimallygy bolsun. P(0),P(1),... yzygiderlige nobatyn uzynlygynyi
paylanys kanuny diyip aydylyar. Bu yzygiderligini {isti bilen bizi gy-
zyklandyryan her bir statistiki hisiyetnamanyn ortaca bahasyny tapmak
bolar. Sonun tigin hizir biz sol yzygiderligi tapmagyn usulyna gecelin.

Goy, [t, t + t] dowamlylygy yeterlik derejede ki¢i bolan wagt
kesimi bolsun we £ (0),P(1),..,P.(0),P.(1),..., sol wagt kesimifi
baslangyjyndaky (yagny ¢ wagtdaky) we ahyryndaky (yagny ¢+ 7
wagtdaky) nobatyn uzynlygynyi paylanys kanunlary bolsun. Bu wagt
kesimininn dowamynda yene-de bir awtoulagynl gelmek &htimallygy
At-a den, hyzmat edilip duran awtoulagyil yumsunyil bitmeginin dhti-
mallygy bolsa ut-a den. Gorkezilen wagt kesiminin ahyrynda (yagny
t + t wagtda) hi¢ hili ulag bomazlygy {igin ya basky ¢ wagtda hig hili
ulag bolman wagt kesiminii dowamynda hem hi¢ hili ulagyn
gowusmazlygy, ya-da beketde bir ulag bolup, ahyrky wagta cenli
onuil hyzmatynyn bitirilmegi yeterlikdir hem zerurdyr.

Seylelikde,

P(0) = P(0)(1 A7) + P (1) uz.
Edil yokardaky aydylanlara menzeslikde,
P(1)=[P,(0) Az + P, (1)(1 = AD)](1 — ur) + P, (2)(1 - Ar)uz.

alyp, ahyrky denlikdéki 7°-a proporsional agzalary taslap bileris we
P(1)=P,(0) 2 + P,()(1 —pt + 1) + p, Q)

deniligi alarys.

26. Sargyt Ne 2592




Indi bolsa stansiyanyl isini durnukly yagdaya c¢ykanynda
derneyindigimizi goz Oniine tutalynl. Diymek, ¢ + 7 wagtlardaky
nobatyn uzynlygynyn paylanys kanunlary birmenzesdir:

P(n)=P (n)=Pn),n=1,2,..
Aydylany ulanyp gyzyklandyryan dhtimallyklara gora
— AP(0) + up(1) = 0.
AP(0) = (A + wP(1) +u P(2) = 0 (1)

denillemeler ulgamyny alarys. Bu ulgamyn ikinji defilemesini ala-
nymyzdaky esaslandyrmalara menzes esaslary ulanyp, islendik n>1
natural san ii¢in

P —1)—(+ @) P() +uP(n + 1)=0, n=1,2,...  (2)

denlemeler ulgamyny almak bolar.
Indi alnan (1)-(2) defillemeler ulgamyny dernélin. (1)-nji defilemeden

A
P(1)=-P(0
(1)=4p(0)
baglanysygy, (2) deiilemeler ulgamyndan n=1 bolanda
(A—p) A A)Z
P(2)=-——"P(1)=%2P(0)=(%) P(0
(2)= ¥ 2P = 4, P0) = (4, ] P(O)

baglanysygy alarys. Aydylanlary dowam edip islendik n = 1 natural
san {ligin

P(n) = <%)"P(o), n=1.2,.. 3)
baglanysygy alarys. Ahtimallyklaryfi jeminii bire denilik:
iop(n ) =1
kanunyny we (3) baglanysygy ulanyp,
P(O)niop” — 1 (4)

deiiligi alarys. Bu yerde p = A/u. Sonky deiilikden gorniisi yaly, p < 1
sert yokardaky getirilen derfiewii ulanyp bolyan sertidir. Yagny
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p > 1(A > ) denligin ¢ep tarapyndaky jem tiikeniksizlige dendir. p < 1
sert yerine yetende bu jem tlikeniklidir:
N 1
=—. 5
};0 =1, (5)
Seylelikde, bu yagdayda nobatyi uzynlygynyn paylanys kanu-
nyny anyk gorniisde tapyp bolyar:

PO)=1-p, P(n)=p"(1-p), 1,2, ...

Indi biz ulgamyn kébir hisiyetnamalaryny tapyp bileris. Birinji-
den, bekedin [z, t + T] wagt aralygynda bos duran wagtynyn ortaga
mukdarynyn sol aralygyn dowamlylygyna bolan gatnagygyny E: bel-
gi bilen bellesek, onda E; = P(0) = 1 — o netijéni alarys.

Diymek, o ululyk stansiyanyn [z, ¢ + 7] wagt aralygyndaky isldn
ortaga wagtynyn sol wagt aralygynyn dowamlylygyna bolan gatna-
sygyna denl bolyar. Sonun iicin o ululyga peydalylyk koeffisiyenti
ya-da bos déllik koeffisiyenti hem diyilyar.

Eger beketddki awtoulaglaryn ortaga sanyny E, belgi bilen bel-
lesek, onda

E, = Z::OnP(n) = Zjonp”(l —0)=(1-p) E::On‘o”.

In soniky jemi hasaplamak {i¢in (5) denligin iki tarapyny hem o
parametre gord differensirleyiris we

~ n—1 __ 1
Z’w - (1_‘0)2

n=0
netijéni alyarys. Diymek:

nz=:o (1— o)y

Seylelikde:

Ezzlfp

Indi nobatynl ortaga uzynlygyny tapalyn. Eger beketde hi¢ hili
awtoulag bolmasa, onda nobatyin uzynlygy 0-a deti we beketde n aw-
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toulag bar bolsa, onda nobatyil uzynlygy n-1-e dendir. Sonuil {i¢in
eger biz nobatyi ortaca uzynlygyny FE; belgi bilen bellesek onda:

E, = 0P(0) + i(n ~)P(n) = inmn) - ipm) -

2
P
P T—p

Y
l-p

Edil yokardaky hasaplasymyz yaly, bizi gyzyklandyryan beyleki
hisiyetnamalary hem hasaplamak miimkindir. Meselem, awtoulagyn
beketde ortagca duran wagty

we nobatda duran wagtynyn ortaga bahasy

1 0
E: =
> opu(p=A) g4

bahalara dendir.

Gegirilen deriiew, yangyc bilen iipjlin ediji bekedinin diirli
gorniislerinin i¢inden il onayly usulyny saylap almaga miimkingilik
berydr. Mysal hokmiinde, goy, iki awtoulagynn bekede gelen
wagtynyn ortaga aralygy 4 minuta denl bolsun (yagny /4 = 4 minut).
Goy, stansiyanyn 5 warianty bolup, olar biri-birinden awtoulaga or-
taga hyzmat edis wagty bilen tapawutlanyan bolsunlar:
1/p = Smin; 1/, = 3min 30sek; 1/1s = 2 min; 1/py = 1 min;
1/ug= 30 sek.

Diirli wariantlar ticin ulgamyn isine tésir edyin parametrlerin ba-
halary asakdaky 1-nji tablisada berlendir.

1-nji tablisa

Wariant A 1/4 U 1/ u p
1 0.25 min. | 4 min 0.2 min. 5 min 1.25
2 0.25min. | 4min | 0.286 min. | 3 min.30 sek 0.875
3 0.25 min. | 4 min 0.5 min. 2 min 0.5
4 0.25 min. | 4 min 1 min. 1 min 0.25
5 0.25 min. | 4 min 2 min. 30 sek 0.125
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Diirli wariantlar tigin Ej, E,,..., Es statistiki hdsiyetnamalaryil ba-
halary 2-nji tablisada gorkezilen. Bu tablisa bellenen wariantlaryn
icinden in onaylysyny saylap almakda gollanma bolup biler.

Birinji wariantda nobatyn ortaga uzynlygy tiikeniksiz bolanlygy
ticin hi¢ bir nukdaynazardan onayly bolup bilmeyar.

Ikinji wariant peydalylyk koeffisiyenti p-niii yokary bahasy we
hyzmat ediji enjamyn ortaga issiz duran wagtynyn (£, = 0,125) kigi-
ligi bilen tapawutlanyar. Emma bu gorniisde awtoulaglaryn nobatynyn
ortaga uzaklygynyn (ortaca uzaklygy 7 ulag) we sonun bilen bagly-
lykda awtoulagyn yitiryén ortaga wagtynyn (£, = 28min) yokary ba-
halary bilen tapawutlanyar.

Ucgiinji wariantda hyzmat ediji enjam orta hasap bilen 50% wag-
tyn dowamynda bos duryar, yone nobatky ulaglaryn ortaca sany bary-
-yogy bire den we awtoulagyn yitiryén ortaca wagty dort minuta den.
Galan wariantlarda ortaca aydylanda nobatda duran awtoulag yok
diysegem bolar, emma hyzmat ediji enjam wagtynyn kop bolegini
bos duryar.

2-nji tablisa

Wariant E E, E, E, E,
1 _ _ _ _ _
2 0.125 7 6.13 28 min. 24 min.30 sek
3 0.5 1 0.5 4 min. 2 min.
4 0.75 1/3 1/12 1 min.20 sek 20 sek.
5 0.875 1/7 1/56 34 sek. 4 sek.

Gorniislerini i¢inde has onaylysyny saylap almak ii¢cin bize ki-
bir gosmaga maglumat gerek. Meselem, goy, hyzmat ediji enjamyn
bir wagt birliginde bos durmagy C1 mukdardaky gymmatlyk birligin
(meselem, manady1) yitgisene getiryar we awtoulagyn bir wagt birli-
gindéki garasyp durmagy C2 mukdarly yitga getiryér diyip ¢ak edelin.

Diymek, eger beketde hi¢ bir ulag bolmanda onda bir wagt bir-
ligindéki yitgi C,-e, eger ulaglaryfi sany n-e defi bolsa, bir wagt birli-
gindéki yitgi C,-a dei bolar.

Seylelikde, bir wagt birligindaki ortaca yitgi C(A; 1) asakdaky jeme
dendir:
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C(A,;) = C,P(0)+ G,[1P(1)+ 2P + ..] = ]
:C1E1+C2E2:C1(l—p)+C2%. ©

Hyzmat ediji enjamyn bos durandaky yitgisi C-i hemigelik sandyr.
Umumy yagdayda ol ululyk hemiselik bolman biler, meselem ol her bir
gbrniis ligin ayratyn baha eye bolup biler. Seyle bolanda hem (6)-njy
formula giiyjiinde galyar, yone C; koeffisiyent gorniise bagly bolyar.
Meselem, goy, yokarda seredilip gegilen 5 wariantly mysalda C;-in ba-
hasy 1-nji gorniisde 1-e, 2-nji gérniisde 1.5-e, tiglinji gérniisde 2-4, dor-
diinji gérniisde 4-e we bésinji gorniisde 8-e deni bolsun. Goy, ululyk 1-e
deni bolsun. Onda bir wagt birligindéki yitgi birinji wariantda tiikenik-
sizlige (sebébi E, = o0), ikinji wariantda 1,5- 0,125 + 7 = 7,1875-¢,
ticlinjide 2 - 0,5 + 1 = 2-4, dordiinjide 4 - 0,75 + 1/3 = 3,3333-e we
basinjide 8 - 0,875 + 1/7 = 7,1429-a dendir.

Diymek, wariantlaryi i¢inde il onaylysy (yitginin azy) ikinji wa-
riantdyr.

Getirilen mysalda biz il yonekey yagdaya seredip gecdik: gelyin
talaplar Puassonyn yzygiderligini emele getiryir, hyzmat edis wagty
eksponensial kanun boyunca paylanan we difie bir hyzmat ediji gural.
Durmusda dus gelydn KHE ulgamlarynda yagday has ¢ylsyrymlasyar
we kop halatlarda yokardaky yaly gyzyklandyryan hésiyetnamalary
analitik gornilisde hasaplap bolmayar. Sonun yaly yagdaylarda Mon-
te Karlo usulyny ulanyp gyzyklandyryan hisiyetnamalary biri-birine
bagly bolmadyk barlaglary gecirip, sol barlaglardan alnan netijelerin
ortaca bahasyny tapmak bilen hasaplanylyar.

Indi bolsa totdnleyin parametrli ykdysady meselelerinn durmusda
ginden yayranlarynyn yene-de bir gorniisi — serisdeleri dolandyrmak-
da totén faktorly modellere gegelin.

§3. Serisdeleri dolandyrmakda
totin faktorly modeller

Serisdeleri dolandyrmakda totdn faktorly modellerin 6z igine
alyan usullary asakdaky yaly meseleler ¢oziilende ulanylyar, yagny
iizniiksiz talap edilyédn haysy hem bolsa bir onlimiil serisdelerinini
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mukdary nice bolmaly? Seyle meselede giirriinn serigddniii optimal
mukdary hakda gidyar. Dogrudan-da, eger biz serigddni gereginden
artyk ya-da gereginden az mukdarda basyp goysak, onda biz harydyn
ammarda yatanlygy ii¢in, ya-da sol haryda bolan talaby yerine yetirip
bilméanligimiz {i¢in belli bir mukdarda yitgi ¢ekyéris. Kop meseleler-
de haryda bolan talap (yagny talabyin gowsan wagty we talap edil-
yan harydyn mukdary) totidnleyin diyip hasaplanylyar. Seyle bolanda
serigdeleri dolandyrys modeli toténleyin faktorly mesele hokmiinde
seredilip bilner.

Serisdeleri dolandyrmak modeli kopdiirli ykdysady mesele-
lerde gabat gelydr. Solaryn i¢inde in kop dusyany diikanlaryn isini
dolandyrys meselesidir. Bu meselede haysy hem bolsa belli bir
harydyn diikandaky serisdelerine garalyar. Bu haryda bolan talap
paylanys kanuny belli bolan totdnleyin ululyk diyip caklanylyar.
Diikandaky serigddnin iisti dilkany dolandyryjynyil talaby boyun-
ca wagtal-wagtal doldurylyp durulyar. Sonda, yagny diikanyn do-
landyryjysyndan haryt bilen iipjiin ediji ammara (sklada) talap baran-
dan isleg bildirilen mukdardaky harydyn diikana gelip gowugyanca
belli bir wagt sarp edilyér. Sol wagtyn dowamlylygy kesgitli ya-da
totdnleyin ululyk bolup biler.

Diikany dolandyryjynynl 6niinde ammara hagan we nice muk-
darda haryt talap etmeli diyen mesele yiize ¢ykyar. Seyle soraga
serigdeleri dolandyrmakda t6tén faktorly modeller jogap beryir.

Indi bolsa serigdeleri dolandyrmaga degisli bolan meselelerin
icinde il yonekey mysallaryn birine garalyin. Bu mysalda yekeje
gorniisli we islendik gatnagykda boliinyén haryda garalyar. ¢ wagtda
harydyn diikandaky mukdaryny Z(¢#) bilen belldlin. Meseldni has
yonekeylesdirmek iicin goy, haryda bolan talap kesgitli (yagny t6tén-
leyin dil) bolsun. Has dogrusy, goy, haryda bolan talap wagt boyunca
lizniiksiz (yagny islendik wagt boleginde haryt sarp edilyér) we islen-
dik (¢, t + dt) wagt aralygynda sarp edilen harydyn mukdary Adt
ululyga dent bolsun. Adatca, serisdeler dolandyrylanda haysy hem
bolsa bir s ululyk saylanyp alynyar we harydyn diikandaky mukdary
sol ululykdan pese diisse (yagny Z(t)=<s bolanda), diikkanyn do-
landyryjysy ¢ mukdardaky harydyn iberilmegini sorap, ammara talap
iberyir. Bizin yonekey modelimizde, goy, ammara iberilen sargyt &
wagtdan sonl yerine yetirilsin. Diymek, dowamlylygy 6-d deii bolan
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wagt aralygyndan son harydyn diikandaky mukdary ¢ ululyga artar.
Diymek, diikandaky harydyn mukdary Z(¢) asakdaky defileme bilen
beyan edilyar:

Z(t) = Z(0) — At + W(b).

Bu yerde W(f) — ammardan [0, 7] wagt aralygynda gelip gowsan
harydyf jemi mukdary. Yokarda aydylysy yaly, dilkandan ammara ta-
lap iberilmek sertini Z(¢) < s gorniisde yazyp bolar. Diymek, eger
[0, 7] wagt aralygynda ammardan diikana n(f) gezek haryt gelen bolsa,
onda ammardan gelip gowsan harydyn umumy mukdary asakdaka
dendir:

W(t) = gn(t).

Eger g, diikandan ammara talap iberilmegi bilen sol talap boyun-
ca diikana harydyn gelip gowusyanca gecen wagt aralygynda sarp
edilen harydyit mukdary bolsa, onda ¢, = 0. Diymek, ammardan di-
kana harydyn gelen wagtynda diikandaky harydyn mukdaryny S bilen
belgilesek, onda

S=s—q,tq=s-10+gq.

Kesgitlilik ii¢in, goy, baslangyc = 0 wagtda diikandaky harydyn
mukdary S-e deni bolsun, yagny Z(0) = S. Diymek, diilkandaky harydyn
ilkinji gezek s dereja yetjek 7, wagtyny

T, = S E N

denllik bilen kesgitlemek bolar. 7; wagtda diikandan ammara talap
iberiler we 6 wagtdan son ammardan dilkana ¢ mukdardaky haryt
geler, sondan sofi, yagny 7, + # wagtda dilkandaky harydyn mukdary
yene-de baslangyc wagtdaky étiyaclyk Z(0) = S-e deii bolar. Sondan
soil hemme zat gaytalanyar. [0, ¢] wagt aralygynda diikanynn ammara
iberen talaplarynyn yerine yeten sany #n(¢)-ni hasaplamak ti¢in [0, /]
kesimde nége gezek T = 7 + 0 uzynlykly kesimin yerlesenligini ha-
saplamaly:

n(r) =[L]

T
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Bu yerde [a] bilen a sanyn bitin bolegi aniladylan. Indi 7 ululygy
7, we 0 ululyklaryn isti bilen ailadyp,

S—s_i_(g:S—S‘H]e_C]

A A A

T=71+0= 1

deiiligi alarys. Seylelikde
-1 14

At
Z(t)=S—At 22,
(1) +qq]

w¢E

Atiyaglygyh mukdary Z(¢) funksiyanyfi grafigi 1-nji suratda se-
killendirilen.

Z()
S

1-nji surat

(7) detileme bilen bizin garayan modelimiz doly beyan edilyar. Ga-
ralyan meselede serigdeleri dolandyrmagyn maksady s we ¢ parametr-
leriil i¢inden il onaylysyny saylap almakdyr. Bu yerde «onayly» diyip
biz ¢ykdajynyn dlgegine ini kici baha beryéin yagdaya aydyarys.

Serigdeleri saklayan ulgamlardaky ¢ykdajy, esasan, iki gorniisden,
yagny Z(t) serigddni saklamak iicin sarp edilen ¢ykdajylar we onun
iistlini doldurmak {i¢in ammara iberilen talap bilen baglanysykly ¢yk
dajylardan ybaratdyr. Goy, serisde Z(¢) = z bolanda bir wagt birligin-
déki atiyaclygy saklamak ti¢in edilen ¢ykdajy f(z)-e deni bolsun. Cyk-
dajyny kesgitleydn f(z) funksiyanyn grafiginin mysaly 2-nji suratda
sekillendirilen.
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1
A

\_/

0 z*

Ny

2-nji surat

Z serigddnin otrisatel bahalarynda (yagny haryda bolan talaby
yerine yetirilip bilinmedik yagdayynda) f{(Z) funksiya kemelyén funk-
siyadyr; belli bir z* nokatda (serisdelerin mukdarynyn i optimal ba-
hasynda) ol funksiya minimum baha eye bolyar we ondan soi artyp
baslayar.

In yonekey yagdayda ammara iberilen talap bilen baglanysykly
¢ykdajy

cd)y=c,+cd

baglanysyk bilen sekillendirilydr. Bu yerde ammara d mukdardaky
harydyi sargyt edilendiki ¢ykdajysy c(d) bilen bellenen.

Adatga, serigdeleri saklamagy dolandyrylanda ulgamyn bir wagt
birligindiki ortaga ¢ykdajysyny minimizirlemige calsylyar. Yokarky
aydylanlardan gelip ¢ykysyna gord, serisddniii wagt boyunca peri-
ody 7-a den bolan periodik funksiyadyr (/-nji surata seret). Ammara
iberilydn sargytlar hem periodik bolanlygy ticin bir wagt birliginddki

¢ykdajy )
V(s,S) = ;[ [ Az + c(q)]
0
formula bilen kesgitlenyir. Diymek, garalyan ulgamy optimal do-
landyrmak V(s,S) funksiyany minimallasdyryan s* we S* parametrle-

ri tapmakdan ybaratdyr. Eger kébir @, we a, otrisatel bolmadyk sanlar
ii¢in
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—aZ, Z<0

AZ) = {
a7, 720

bolanda optimal parametrler

o |2 24c, L0 S = fa, 2Ac,
a, a +a, a, (a,+ a,)
formulalar bilen kesgitlenyar.

Seylelikde, biz determinirlenen &tiyaglyklary dolandyrys mo-
deline seretdik. Emma durmusda dugyan serisdeleri dolandyrys
meseleleriniin aglabasynda haryda bolan talap determinirlenen funk-
siya dil-de, totanleyin funksiya bolyar. Seyle meselelerinn biri hok-
miinde awtoulaglaryn é&tiyaclyk saylaryny satyan diikanynl isini
getirip bolar. Mysal ii¢in, goy, diikanda bir hili haryt toplanan bol-
sun (meselem awtoulaglaryn tekerleri). Adatca, diikana talaplar
biri-birine baglanysyksyzlykda k&p sany miisderilerden totinleyin
wagtlarda gelip gowusyar. Yone islendik iki yanasyk gowusan ta-
laplaryn arasyndaky gecen wagt birmefizes paylanan we biri-birine
baglanysyksyz totdnleyin ululyklaryn yzygiderligi diyip c¢aklamak
bilen seyle ulgamy diirs modelirldp bolar. Ulgamy dolandyryjy s we
g parametrlerin i¢inden in onaylysy saylananda diikanyn bir wagt
birligindéki ortaga yitgisini miimkin boldugyca kiceltmek yoly esas
bolyar. Agzalan parametrleri analitiki usul bilen saylap almagy totin-
leyin yzygiderligin dine kibir modelleri iigin amala agyryp bolyar.
Eger totanleyin yzygiderlik yonekey bolmasa, ulgam bir-biri bilen
baglanysykly birndce diikkandan ybarat bolup, isleg bildirilyén haryt
bolsa birndc¢e gorniisli bolanda analitiki usuly ulanmak bolmayar.
Sonun yaly bolanda dine statistik modelirleme (yagny Monte Karlo)
usulyny ulanmak galyar.
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XII bap
Ykdysady modellerde yasama
usulynyn seljermeleri

§1.Yasama tejribe
diisiinjesi

Ykdysady — matematiki modelleri we olaryn gozeggilik usullary
iki sany hésiyete eye bolyarlar:

1) 6wrenilyén ulgama bolan tésirleri hakynda alynyan ykdysady
coziiwlerin hiline baha beryén kébir bahalandyrmanyn — kriteriyany
matematiki kesgitlemek;

2) owrenilen ulgamlaryn yonekey bolany sebipli, bu meselini
optimallasdyrmanyi kébir usuly bilen ¢6zmek (analitiki, sanly yagny
EHM-i ulanmak arkaly).

Tejribe gozeggilikde meseleleriii uly bolegi bu yerde getirilen ta-
laplara kanagatlandyryan meselelere getirilmeyar.

Esasanam ikinji talap — modellerin yeterlik derejede yonekey
bolmagy. Hakykatdan hem, ykdysady proseslerin ¢ylsyrymlylygy bu
prosesleri ¢ylsyrymly matematiki modellere getiryir. Bu talap diie
tilsimat hésiyeti alyar: ol meselelerini giii synpy {li¢in optimallasdyrma
usullarynt 6wrenilmegi bilen kem-kemden kanagatlandyryar.

Birinji talap has prinsipialdyr — kopleng ¢coziiwleri saylamak me-
selesi seyle ¢ylsyrymly boyar, yagny olaryil ulgama edyén tasirlerinin
diirli wariantlarynyn deiiesdirmek kriteriyanyil girizilmesini ama-
la agyryp hem bolmayar. Sonuil licin ¢oziiwin her wariantynyi
netijeleriniil deriiewi zerurdyr. Bu yagdayda yasama diylip atlandyryl-
yan gozeggeilik usullaryny ulanyarlar.

Yasama (imitasiya) diisiinja kesgitleme berelifi. Yasama — bu
gozegcilik edilydn obyektlerin EHM-de amala asyrylyan matematiki
modeller arkaly bu obyektlerin 6wrenmesidir.

Yasama gozeggiliginii esasy ayratynlygy — bu gozeggilik-
de dine obyektbilen dil-de, onun matematiki modeli bilen tejribe
gecirilydr. Yasama hakynda seyle diisiinje XX asyryii 60-njy yyl-
larynda yiize ¢ykdy. Yasama gozeggilikler ylmyti seyle menzes dal
yaylalarda, yagny 6zen (yadro) reaktorlaryn gozeggiligi we adamyn
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psihologiyasynyn dwrenmesi, urus hereketleriniii modelirleme we te-
bigatda biologik ulgamyn derfiewi, epidemiyalaryn yayramalarynyn
Owrenmesi we taryhy proseslerii modelirleme ¢ylsyrymly tehni-
ki ulgamlaryn awtomatlasdyrylan proyektirleme we adamyn orga-
nizmine bolan sagaldys proseduralaryn tdsirine baryan baha yaly,
¢ylsyrymly ulgamlaryn derfiewi tigin ulanylyarlar.

Yasama gozeggilikleri ykdysady prosesleriii deriiewinde has wa-
jyp yer alyarlar. Ykdysady gozeggiliklerde yasama meselelerin gin
diapazonynda ulanylyar, yagny kopgiilikleyin hyzmat etmegin ayratyn
soraglaryndan we Onilimgiligi operatiw meyilnamalasdyrmakdan
bizin dlemimizin ykdysadyyetini 6sdiirmeginiii soraglaryny owren-
megine cenli. Yasama gozeggilik olary amala asyryan adamyn oz-
basdaklygyny we uly doredijilikli isjeniligini talap edyan meseledir.

Bu béliimde yasama tejribelerini gegirmegin esasy prinsiplerine
serederis.

Kabir adalgalaryn kesgitlemelerine seredelin. Matematiki mo-
deli bolan tejribdnini diisiinjesini berelin. Hemmémiz fiziki ya-da
himiki tejribeleri bilyéris. Bu tejribelerde her hili téisirlerin tisti bi-
len diirli obyektlerin fiziki we himiki hasiyetlerini 6wrenyirler: olar-
dan (obyektlerden) elektrik akymy geciryérler, olary gyzdyryarlar,
kislotanyt igine salyarlar we s.m. Owrenilyiin obyekt bilen kéibir hady-
salary birndce gezekgaytalap geciryirler. Bu hadysalary enjamlaryn
komegi bilen fiksirleydrler. Kébir parametrleri iiytgedip, mysal
ticin, elektrik akymynyn ululygyny, kislotanyn konsentrasiyasyny
calysyarlar, obyekte bolan tdsirleri geciryérler. Fiksirlenen hadysa-
lar tebigatynl kanunalayyklygynda ge¢iryérler, sonun ii¢in tejribanin
netijeleri tebigatynn kanunlary we berlen yiize ¢ykyan ayratynlyklary
hakyndaky maglumatlary beryédrler. Obyektinn hésiyetleri hususan
tebigatynl kanunlary hakyndaky seyle maglumatlaryin alnysy adaty
tejribdnin maksady bolup duryar. Biz yasamanyn kesgitlemesinde
matematiki modeli bolan tejribeler hakynda aydypdyk. Seyle sowal
ylize ¢ykyar: matematiki modelleri bolan tejribeler nime?

Yasama tejribede 6niimgiligiti kanunlary ykdysady-matematiki
modeller gorniisinde seredilydar. Son hakyky tejribede bolsy yaly,
dagky tésirler berilydr, sondan sot model «dsydr» we hasaplayjy
masyn licin maksatnama gorniisde amala agyrylyar. Sont gozeggilik
ediji yene-de EHM i1 kdmegi bilen modele bolan netijeleri fiksir-

413




leyér. Seyle adam — masyn bolan, geplesik, isleyis diizglinde gézeggi-
lik ediji modele bolan dagky tésirleriii netijelerini alyar. Bu yagdayda
gecirilydn hakyky tejribe dwrenilydn obyektin 6zi bilen dél-de, onuil
modeli bilen amala agyrylyar.

Differensial denilemeleri bilen yazylan kibernetiki ulgamlary
yatlalyil. Totdn we kesgitsiz tédsirleri yok bolanda mefizes gorniisli mo-
delleri bolan yasama tejribeler wariant hasaplamalara getirilyér. Eger-
-de totédn tdsirleri bar bolsa, onda yasama bolanda olary model gurlan-
da formulirlenen paylanysy bolan totén tésiriii amala agyrmagy yaly
interpretirldp bilydn ululyklaryn yzygiderligi bilen ¢alysyarlar. Eger
kesgitsiz tésirler bar bolsa, onda gézegeiligi yasama oyun gorniisinde
geciryarler. Bu oyunda geplesik diizgiinde 6l¢enilydn modele birnédge
oyungy tésir edyér. Bu boliimde dasky tasirleri dolandyrma we totin-
leyinlikler bolup duryan seyle bir modelleriii dernewine seredeliii.

Su wagta ¢enli biz hakyky we yasama tejribdnii umumy ha-
siyetlerine seretdik. Indi bolsa olaryil tapawutlary hakynda hem ayt-
malydyrys.

Hakyky we yasama tejribelerin arasyndaky tapawuda gowy
diisinmek {i¢in bu tejribelerin  shemalary getirilen. Hakyky
tejribdnint shemasy 1-nji suratda gorkezilen. Bu yerde 7-tejribeci,
ST-tejribédnin serisdeleri, O — 6wrenilydn obyekt, N — obyekt hakynda
nazary pikirler.

T ST

A 4

Bl

Tejribeci tejribdnin serisdelerine tisir edyar, olar 6z gezegin-
de obyekte tisir edydrler we obyektler olara tésir edyérler. Tejribe-
¢i tejribdniil serisdelerinde bolup gegyin iiytgemelere gozeggilik
edyir we olary obyekt hakyndaky 6z nazary pikirlerine layyklykda
diistindiryér. Tejribanin netijeleri obyekt hakynda tize nazary pikirlerin
emele gelmegine we sol sanda dolandyryan obyekte bolan layyklyk
tasirleri saylamaga miimkingilik beryar.

Model tejribe (sol sanda yasama hem) has ¢ylsyrymly gurlusa
eye bolyar (2-nji surat). Bu yerde tdze belgileri: MO — obyektiii mo-
deli, NO — obyekt hakyndaky nazary pikirleri, NM — model hakyndaky

V'

1-nji surat
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nazary pikirleri. Tejribeci obyekt hakynda nazary pikirlere layyklyk-
da obyektiit modelini guryar. Obyektden ofiyn modele bolan gegis
islendik model tejribédnin in wajyp ddimi bolup duryar we obyektinl
nazaryyetiniit kdmegi bilen amala asyrylyar. Eger bu gecis yeterlik
gowy esaslanan (obyekti we onuil modelirleménin usullary yeterlik
gowy esaslanan) bolsa, onda gozegciligi amala asyrmak ti¢in layyk
modeli saylap bolyar.

70 (& O

|
E

2-nji surat

Sont model tejribe 2-nji suratda strihlenen ¢yzygy bilen gorkezi-
len céklerde gegirilyér, yagny gurlus boyunca hakyky tejribeden ta-
pawutlyndyranok. Bu yerde hakyky tejribede yaly kyngylyklar yiize
cykyarlar: gbzeggiligin maksadyny iil kigi yitgiler bilen amala agyrar
yaly, dasky tédsirleri saylamaly we kombinirlemeli. Model tejribede
alnan netijeleri modelirlenen obyekte geciryérler.

Seylelikde, model tejribelerinn hakyky tejribelerden esasy ayra-
tynlygy 6l¢enilydn obyektin onuii modele bolan gecisde we model-
den 6lcenilyin obyekte bolan gecisde duryar. Munda bir tarapdan bu
gosmagylyklary doredyar.

Eger gozegcilik ediji gozegeilik etmeli obyekti gowy diisiinyin
bolsa, yagny seyle gorniisli obyektlerin funksionirleménin esasynda
bolan kanunalayyklary we bir obyektden diirli kanunlaryn ozara
gurlusyna diistinyan bolsa, eger seyle gorniisli obyektleriin modelleriii
binasynda degisli bolan 6niinde tayyarlap goyulanlary bar bolsa, onda
ol obyektin matematiki modelini formulirlemek we identifisirlemek
bolyar, yagny modeliii parametrlerine baha bermek bolyar. Sondan
son gozeggilik ediji modeli hasaplayjy masyn {i¢in bolan maksatnama
gorniisde amala asyryp we yasama tejribeleri gegirip bolyar. Bu yerde
modelin modelirleyidn obyekte gord basga tebigaty bar. Bu yagday-
da tejribdnin netijeleriniii modelden gozeggiligin obyektine getirilisi
onun fiziki tebigatynn yekeliginde esaslanyp bilenok, sonui iigin
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tejribdnin netijeleri modelde obyekte bolan getirilisiniii miimkingiligi
hakynda we matematiki model dlgenyan obyekti nihili dwrenyéndigi
hakynda yorite deriiewi gegirmeli. Bu tassyklama yasama tejribelerde
ulanylyan ¢ylsyrymly modellere degislidir.

Yasama tejribelerinifi 6rén kop artykmaglyklary bar: olar kébir
sebépler boyunca hakyky tejribeleri amala agyrylmayan obyektler bo-
lan model tejribani gecirmédge miimkingilik beryérler. Prinsipial ama-
la agyrylmayan ge¢cmisde bolan tejribelerdir. Ykdysady sebédplerden
dowletinn ykdysadyyetiniii dolandyrmagynyn diirli wariantlary bolan
hakyky tejribeleri gecirip bolmayar. Etiki sebéplerden adamlaryn ge-
ciren tejribelerini amala asyryp bolmayar.

Hakyky tejribeler miimkin bolan yagdaylarda yasama gozeggili-
ge sarp edilen yitgileri kemeltméige miimkingilik beryér. Gozeggiligiii
dowamlylygyny gysgaltmaga miimkingilik yasama tejribelerin yene
bir artykmaclygydyr.

Hizirki zaman yasama gozegciliklerinin kopiisi matematiki
modellerinn belli gurlus diizglinleri bolan obyektleriii derfiewi {i¢in
niyetlenendir. Bu gozeggilikler esasan amaly, bularda modelin barla-
gy onun ¢ylsyrymlylygy {i¢in bir modelde diirli bloklary bermek ze-
rurlygy ticin gecirilydr. Bu yagdayda bloklar matematiki modellerin
binasyndan saylanyandygy we dogry birlesyindigi barlanylyar.

Yokarda aydylysy Valy, ykdysady prosesleriii derfiewinde seyle
yagdaya elmydama dusulmayar. G6zeggiligiii seyle yaylalarynda ya-
sama tejribeler hazirki zamanda 6ziine kop iins ¢ekyérler. Bu yagday-
da gozegciligin maksady Olcenilydn obyektleriiit mynasyp modelleri
gurmagy, diirli gipotetiki yazgylary barlamagy we olardan in layyk-
laryny 6wrenmekden duryar. Indi bolsa fundamental gozeggiliklerde
yasama usullaryn ulanylmagynyn soraglaryna seredelin. Denalamatly
usullaryna seredelin.

Seylelikde, yasama tejribeler — bumatematiki modellerin tejri-
béanin gornilisini alyan we hasaplayjy masynlaryii kdmegi bilen amala
asyrylyan gozeggiliklerdir.

Yasama tejribeler basga gozeggilik edilen obyektleri derfiemége
miimkingilik beryar
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§2. Amaly yasama
tejribede esasy tapgyrlar

Matematiki modellerin esasynda ykdysady proseslere yasama
tejribelerde seredelil. Bu amaly yasama tejribelerin gecirilmegine
baha bermige miimkingilik beryar.

Islendik gézeggiligin birinji tapgyry — meselini goymakdyr. Ya-
sama gozeggilikde bu basgangagyn amaly yasama gozeggilik yeter-
lik derejedéki ¢ylsyrymly meseleleri ¢ozmek ligin gegirilmegi bilen
baglanysdyrylan ayratynlyklary bar. Sonun {igin matematika bilen
miisderinin 6zara gatnasyklary wajypdyr. Miisderi dine gozeggiligin
maksadynyn formallagsmada dil-de, diirli faktorlara baha bermekde
komek edip bilyar.

Sont modeli gurma tapgyry gidydr. Yasama tejribede model go-
zegeilik ticin modelin formulirlemeden we onun parametrlerine baha
bermekden bagga EHM-de maksatnamalasdyrmanyi dilinin saylanyp
alynmagy yasama gozeggiligi gecirmek ii¢in zerur bolan yorite masyn
serigdelerinin doremegi, seyle hem modelinl barlagy uly rol oynayar.

Yasama gozeggiligin indiki basgancagy — bu tejribéni gegirmek-
den duryar. Kigi yitgiler bolan gozeggilik edijini gyzyklandyryan ne-
tijeleri alar yaly, modele dasky tésirint wariantlarynyn rasional sayla-
nylyp alynmagy bilen baglanysdyrylan soraglar yiize ¢ykyarlar.

Yasama gozeggiliginifi tapgyrlaryny biz iki meseliniii mysalynda
serederis. Bularyil birinjisi — adamlara hyzmat etmegiii ulgamynda
¢cOziiwin wariantyny saylamak. Goy, yangyc guyulyan stansiyany gur-
maly bolsun. Miisderini gyzyklandyryan punktda gurup bolyan yan-
gyc guyulyan stansiyalaryn ¢ékli sany bar. Miisderin 6niinde haysyny
saylamaly diyen sorag yiize ¢ykyar. Sizin bilsiniz yaly, seyle jynsly
ulgamlaryn derfiewi adatga totén tdsirleri bolan modellerini gozeggili-
gine degislidir. Alnan bilimler bize modeli gurmakda we yasama go-
zegeiligin kemgiliklerine we artykmaglyklaryna seretmekde komek eder.

Ikinji mesele igki ¢ylsyrymly ozara tésirleri we ters bag-
lanysyklar hasaba alnanda ykdysady ulgamlaryn oOsdiirilmeginin
perspektiwalarynyn yasama tejribelerinin komegi bilen maglumat-
lasdyrma usullaryna has yakyndyr. Bu yerde seredilen model dowletin
ykdysadyyetinin esasy gorkezijilerine baglydyr: milli girdeji we maya
goyumlary.
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Goy, miisderini dowletin ykdysadyyetinin agregirlenen gorkezi-
jilerde bolan 6sdiirmesi gyzyklandyryan bolsun we ol esasy fondla-
ra maya goyumlaryn we ylmyn 0sdiirilmegine bolan ¢ykdajylarynyn
arasynda milli girdejinin payynyn diirli wariantlarynyii tisirini biljek
bolyar.

§3. Yasama derfiewii birinji tapgyry
we meselinin sekillendirilisi

Yasama derfieme meselesi beyleki meseleler yaly, hokman for-
mulirlemeden baslanylmaly, yagny tejribanin maksatlaryny diisniikli
we takyk diizmekden baslamaly. Amaly yasama deriiemekde tejri-
banin maksady, adatca owrenilydn ulgamyn Osdirilmegine bolan
kabir tdsirleriniit bahasydyr, yagny yasama kdbir sowallar boyunca
dogry coziiwi almaga komek bermeli. Bu ¢6zliwi matematik dél-de,
degislilikde doly hukugy bar bolan, yagny ¢oziiwi kabul edyén tarap
(CKET) ya-da meseleleri tejribede derinemek we yasama meseleleri
gecirmek {igin serisdeleri ¢ykaryan, «miisderi» kabul edydr. Amaly ya-
sama derfieme seljerme ulgamynda sargayjynyn gyzyklanmalarynyii
nukday nazaryndan duryar. Sonun {icin meselini sekillendirmegi ma-
tematik sargayjy bilen bilelikde amala asyryar. Bu tassyklamany bi-
rinji tapgyrda we yasama dernemede sargayjynyn gatnasygy ciklen-
dirilen diyip diisiinmeli dil. Seyle hem bolsa, tejribidni sekillendirmek
meselesinde — esasy tapgyra sargayjynyn gatnagsmagy ya-da edil sar-
gayjy tarapyndan derniemegiii maksady anyklanylyar. Sargayjynyn
amaly tejribesi menzes meselelerde netijeleri ¢ykarmakda, seyle
hem modeli gurmakda ulanyp bilinyar. Elbetde, sargayjy matemati-
ki modeli gurmaga gatnasmayar, yone sargayjyny gyzyklandyryan
obyektin esasy hisiyetnamalaryny obyektin funksionirlemd miimkin
bolan c¢édklendirmeleri anyklamakda sargayjy hékman gatnasmaly.
Modeli diizmek ii¢in baslangy¢ ddime adatga modelin konseptualiza-
lup, meselédnin sekillendirmegine degislidir. Konseptualizasiye ddim-
den soft modeli sekillendirmegine wajyp adimi gelyér, sargayjyny
gyzyklandyryan obyektleriit gorniislerine seretmek ii¢in niyetlenen
matematiki modellerin meselesine goyulan bahasy amaly yasa-



ma derfiewin komegi bilen ¢oziilip bilermi ya-da baslangyc diiypli
dernewi gegirmek zerurmy (yasamamy ya-da yok — edil su yagdayda
tapawudy yok) diyen sowalynl ¢oziiwidir. Seylelikde, amaly yasama
dernewin birinji ddiminde sargayjy bilen yygjam 0zara tisirinifl neti-
jesinde asakdaky soraglary ¢ozmeli:

1) Deriiewint maksady hokman formulirlenmeli;

2) Modelin konseptual sekilledirilisihokman yerine yetirilmeli;

3) Amaly yasama derfiewi gecirmegin miimkingilikleri barada-
mesele hokman ¢oziilen bolmaly.

Gozeggiligin birinji tapgyrynda getirilen maksatnamanyn birin-
ji boliiminde, sargayjy bilen bilelikde soraglaryii sanawyny hokman
formulirlemeli we ylalasyp, yiize ¢ykan soraglara yasama deriiew jo-
gap bolmaly. Bu yagdayda miimkin boldugyca, sanawa giren sorag-
lar «birjynsly» bolmaly, yagny hili boyunca diirli modelleri gurmagy
talap etmeyén soraglar bolmaly. Mysal li¢in, yangy¢ guyulyan stan-
siyany guranda «birjynsly» soraglar su agakdakylardyr:

— gurluslaryn islemédn durmagynyn orta wagty;

— beketde awtoulagyn bolan wagty;

— bu ululyklaryn dispersiyasy we s.m.

Gozeggeiligin  obyekti diisiinjesi formulirleme meselesi bi-
len baglanysyklydyr. Ilkibasda meseldniii masstablary,yagny onuil
gowriimi,ginislikde bolan ¢ékleri,wagty modulirleydn kesimini do-
wamlylygy hakynda we s.m. soraglary ¢6zmeli.

Gozeggiligin haysy obyekti iicin formulirlenen soraglara jogap
bermelidigini hokman takyklamaly: ya-da bu stansiyanyn hisiyetle-
rini sekillendiryédn kibir gorniisli umumylasdyrylan obyekt, ya-da bu
stansiyanyn gorniislerini saylap almagynyn kibir meselesi. Meseldnin
gowrlimi baradaky sorag asakdakylardan duryar: haysy elementlere
dernewde seredilmeli we haysylary dasky diyip hasap edip bolyar,
olaryil tésiri ekzogen bolyandygyny ¢6zmeli. Seyle stansiyanyn
deriewinde stansiya awtoulaglaryn gelmeginiii sebépleri hakynda
sorag goymak bolyar ya-da stansiya girydn yzygiderli awtoulaglaryn
parametrleri berlen diyip hasap etmeli.

Goy, stansiyanyn amatly gorniiglerini saylap almak meselesinde
sargayjyny hyzmata garasanyida wagty yitirmek barada we enjamlaryn
islemén duran wagtynda yiize ¢ykyan yitgileri barada soraglaryn jogaby
gyzyklandyryan bolsun. Obyekt diisiinjesini formulirlemek prosesinde
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bize sargayjynyn kopciilikleyin hyzmat edis ulgamynyn seljermesinin
umumy meseleleri bilen gyzyklanmayandygyny kesgitlemek basartdy:
onla yangy¢ guyulyan stansiyany takyk sertlerde saylap almagyn me-
selesini ¢cozmek wajypdyr. Goy, bize stansiya gelyédn awtoulaglaryn
yzygiderligini stohastik diyip hasap etmek basartsyn. Seylelikde, biz
yangye¢ guyujy stansiyada bolan wakalara gozeggiligi tamamlayarys.
Son, goy sargayjy hyzmat etmegiin hdsiyetnamalary difie yangy¢
guyujynyn wariantyna bagly diyen teklip bilen razy bolsun. Indi bolsa,
sargayja dine stansiyanyn "ortaga" wagt aralygynyil dowamynda edyén
hereketi bilen gyzyklanyandygyny takyklamak galdy. Seylelikde,
obyekti deriiemegin maksady yangyc guyulyan stansiyanyn wariant-
laryny saylamak meselesi ticin umuman sekillendirildi.

Indi ykdysadyyeti maglumatlasdyrma meselesinde dernewin
maksadyny we obyektini nihili sekillendirip boljakdygyny goz
oflline getirelin. Sargayjyny modellerde uzak mohletleyin pey-
dalylyk gyzyklandyryar: ol yakyndaky 20-25 yyllar dowamynda
ykdysadyyetin 6slisinit miimkingilikleriniit maglumatlaryny derniejek
bolyar. Seljermede sargayjynyi pikiri boyunca, hokman ylmy-tehniki
progresi,serisdeleri tisirli peydalanmagy sekillendirmek wajyp orun
tutyar. Seyle hem sargayjyny, oniimgilige bolan maya goyumlaryn we
ylmyn Osdiirilmegine bolan ¢ykdajylarynn arasynda milli girdejinin
paylanysynyn seljermesiniil diirli wariantlary gyzyklandyryar.

Indi bolsa yasama derfiewiil birinji tapgyrynyi ilkinji boliimi-
ne, yagny konseptuallagdyrma modeline gegmek bolar. Konseptual-
lagdyrma diiziimi boyunca, birinji bolim heniz hil derejesini yitiriz-
mezinden ozal 6nki netijelerini takyklamakdan duryar. Bu baslangyc
tapgyry dernemek {i¢in, nibellileri, modelin parametrlerini we olaryn
Ozara arabaglanysygyny hil taydan sekillendirmek, berlen maglumat-
lary bahalandyrmak we olary almaklyk miimkingiligini sargayjy bilen
maslahatlasmak hokmanydyr.

Yangy¢ guyulyan stansiyanyii wariantyny saylamagyi mesele-
sinde, liytgeyénleri sargayjynyn islegleri boyunca asakdaky gorniisde
takyklamaly. Goy, onda:

1) stansiyanyil mehanizmlerinin gurlusygyna gerek bolan wagtyn
ortaca bdlegini x bilen;

2) bir awtoulagyn yangy¢ guymak iicin sarp edydn wagtynyn
orta yitgilerini y bilen belldlin.

420




Bu yitgileri manatda hasaplap, yitgileriii yeke funksiyasyny alyp
bileris:
f=c x+cy,

bu yerde ¢, — gurluslaryfi durmagyndan udel yitgileri, ¢, — ulgamyn
durmagyndan udel yitgileri. Bu yagdayda bekedin gorniisini saylama
meselesini minimal f yitgileri bolan gorniisini tapmaklyk meselesi-
ne getirip bolyar. Kopleng yitgilerin funksiyasyny gurmak bolmayar.
Sonui ticin miisderi iki gérniisiii yitgileri bilen ayratynlykda gyzyk-
lanyar. Gerek bolan maglumaty alyp, ol 6z pikirleriniii esasynda
¢ozliwini saylar.

Sargayjyny gyzyklandyryan {ytgeyanler anyklanynydan son,
sargayjynyn tejribesine esaslanyp, iiytgeyinlere tisir edydn esasy
faktorlary anyklalyfi. Yangy¢ guyulyan stansiyada mehanizmlerifi
gurlusygyna we awtoulaglara bolan yitgilere, bir awtoulaga hyzmat
etmegin ortaga wagty, onunl dispersiyasy, seyle hem awtomobillerii
akymynyn hésiyetnamasy tésir edyér. Ilki bilen stansiyada yangyjyn
néce gorniisiniii peydalanylyandygyny anyklalyn: miimkin bu stansiya
ayry-ayry stansiyalaryn jemlenmesi hokmiinde garap bolar, olaryn her
biri awtomobilleri yangyjyn yeke — tik gorniisi bilen tipjiin edyérler we
biri-birlerine hig hili tsir etmeyérler. Awtomobilin gorniisine baglylyk-
da hyzmatyn wagty tiytgeydrmi, stansiyalaryn diirli gorniisleri biri-bi-
rinden ndmé gora tapawutlanyar we §.m soraglara seredip geceliil. Seyle
hem hasaplamalar {i¢in baslangy¢ maglumaty hakynda soragy elmyda-
ma goz oniinde tutalyn we modelde yiize ¢ykyan ¢ylsyrymlagmalaryn
gosmaca maglumatlary almagy talap edyindigini yatda saklalyn. Eger-
-de, biz awtoulaglaryn diirli gérniislerini tapawutlandyrmagy basarsak,
onda bize awtoulaglaryn her bir gérniisi ti¢in ayratynlykda giris akymyn
hésiyetnamalary gerek bolar.

Indi ykdysadyyeti 6sdiirmegiii uzak mohletleyin ¢aklamalarynyn
meselesine gegelinn. Bu yerde sargayjy su asakdaky gorniisdaki 6zilini
gyzyklandyryan liytgeyanleri milim edip biler:

1) milli girdeji;

2) jan basyna diisyan milli girdeji;

3) jan basyna diisyén sarp edis.

Elbetde, bu ululyklary ykdysady ulgam yfunksionirlemegin kri-
teriyasyna birikdirmek bolmayar: olaryn her biri ayratynlykda gyzyk-
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ly. Bu meselede sargayjyny gyzyklandyryan iiytgeyénlere tisir edyin
esasy faktorlaryil ulgamy has ¢ylsyrymlydyr. Milli girdejinini diiziimine
serisdelerin mukdary we olaryil peydalylygynyi netijesi tasir edyér. Eger-
de biz serigdelerin ditie iki gorniisi bilen — esasy we zdhmet serisdeleri bi-
len ¢éklensek, onda bu serisdelerin mukdaryna baha bermek ti¢in yurtda
bar bolan ilatyii sanyny we gurlusyny sekillendirydn demografiki model,
seyle hem esasy serisdelerin giieldilen oniimgilik modeli gerek bolar.
Seyle modelleri gurmagyn ¢ylsyrymlylygy we olarda hasaba alynyan
faktorlarynl sany sargayjyny kanagatlandyryp biljek godek caklamalara
baglydyr. Dernieyji sargayjy bilen dwrenilyén ulgamda yiize ¢ykyan dhli
baglanysyklara gozeggilik etmelidir. Elbetde,munun {i¢in 6wrenilyan ul-
gam bilen islemekde sargayjynyn uly tejribesi bolmaly. Yene bir gezek
belldlin, yagny modeli konseptuallasdyrmakda sargayjydan baslangy¢
maglumatlaryn ¢esmesini anyklamagy unutmaly daldiris.

Modelin konsepsiya prosesinde, hagan-da ulgam hil taydan surat-
landyrylanda, kébir tiytgeyanlerini yitmegi we sofira matematiki mo-
del gurlanda yiize ¢ykmagy miimkin. Bu maksatlayyn iiytgeyédnlere
degisli bolsa-da sargayjyny gyzyklandyryan tiytgeyanlere degisli dal-
dir, seyle hem dolandyryan tiytgeyénler bilen sargayjynyn dwrenyédn
obyektine tésiri degislidir. Bu yangy¢ guyulyan stansiya barada me-
selede sargayjynyil dolandyrmasy — stansiyanynl wariantyny saylap
almak; maglumatlagdyrmanyn meselesinde dolandyrma hokmiinde
milli girdejinin paylanysygy hyzmat edyér. Konseptuallasdyrmak
prosesinde sargayjynynl dolandyrmanyn haysy cdklerde c¢alsyp bo-
lyandygyny aytmagy Orén zerur: aydalyn, milli girdejide sarp edilenii
payyny uytgetmek, ylmyn 0Osdiirilmegine goyulyan serigsdelerin
payyny kopeltmek we s.m.

Uytgeyinlerii sanawyny diizmek {igin we olaryii baglanysygynyii
hili barada aydanynda, kopleng 6nki asyryn basynda hiindirmenlerin
arasynda meshur bolan usuly ulanmak amatly bolyar. Bu usulda
modelin {liytgeyanlerinin arasyndaky baglanysyklaryin diagrammasy
gurulyar we peykam tésirin ugruny gorkezyar. Bu diagrammany mak-
satlayyn liytgeyédnlerden baslanyiida gurmak amatly bolyar. Seyle
diagramma ¢ylgsyrymly modellerde hemme baglylyklary gorkezmége
we deriiewinn maksady {i¢in tliytgeyénlerinn dhlisinin hereketdedigini
we haysy hem bolsa bir wajyp liytgeyanin goyberilen dédldigini yeniil
barlamaga miimkingilik beryar.
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3-nji surat

K — esasy gaznanyn gowriimi, I — diiypli maya goyumlary,

s, — milli girdejide diiypli maya goyumlaryn bolegi, Y — milli girdeji,
A — ylmyn osiisinint derejesi, V —ylmyn dsiisine bolan harajat, s, — milli
girdejide ylmyn osiiginin derejesi, L — zdhmet resursy, ¢ — her adam
basyna diisydn C — sarp edilme, N — ilatyn sanawy, o — ilatyn i¢inde
zdhmet ¢ekydn adamlaryn bolegi.

Ykdysadyyeti maglumatlagdyrma meselesi {i¢in seyle diagram-
ma gorkezelift. Milli Y girdeji zahmet L serisdelerifi esasy K fondlaryi
mukdaryna hem ylmy-tehniki progrese baglydyr we ol bu ululyk-
lar artanda Osydr. Sonun li¢in milli girdejide yokardaky ululyklary
anladyan peykamlaryn yanynda «+» alamaty dur. Milli girdeji maya
goyumlarynyfi arasyndaky bolegi s,-e, ylma goylan ¢ykdajylaryn
bolegi s,-d we olaryii ulanylyan bolegi 1-s -s,-d defi. s -ifi artdyrmasy
maya goyumlaryn 6smegine we ulanylysynyn azalmagyna getiryar.
Bu degisli «+» we «-» alamatlary bilen gorkezilen.

Seyle gorniisli diagramma matematikany gowy bilmeyédn adam-
lara model barada diislinje almaga miimkingilik beryar.

Eger-de biz yasama tejribesi gecirilende modellerdiki birndge
nabellilere iins bersek, olara beyleki nébellilerini tdsir etmeyéindigi
oniinden belli bolmaly. Seyle nibellilere ekzogen nébelliler diyil-
yvar. Bulardan tapawutlylykda hasaplamalarda kesgitleydn nébel-
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dolandyrmalardan basga beyleki iiytgeyéanler degisli. Olaryn dina-
mikasyny modelden erkin edip maglumatlagdyrmaly.

Bizin sudurymyzda ekzogen tiytgeyénler asakdakylardyr:

1) dolandyrma — milligirdejiniii s, we s, bolekleri;

2) bilelikde gelyén tliytgeyanler — ilatynn mukdary, isleyén ilatyn
bdlegi.

Dolandyryan we bilelikde gelyan liytgeyanlere boliinme suduryn
gurnama basgancaklarda absolyut déldir. Diagramma dernielende
misderide isleyan ilatynl boleginin diirli wariantlarynyn ykdysadyye-
tine bolan tédsirine howes doredilip bilner.

Seyle diagrammany hemme meseleler iicin gurmak amatly dal-
dir. Seyle usuly «dinamiki yasama» meselelerde has gowy ulanylyar,
hacanda liytgeyénlerin uly sanyii wagtynda bolan iiytgemesini hasaba
almaly we islendik iki iiytgeyénlerin arasyndaky baglanysyklar ot-
nositel yonekeydir, yone umuman olar ters baglanysygyn gorniisli
¢ylsyrymly 6zara doredilyéin ¢ylsyrymly gurluslary doredilyar.

Yangy¢ guyulyan stansiyanyn wariantyny saylap almak yag-
dayynda miisderi bilen isldinde ulgama gord sazlasan ¢aklamalaryn
asakdaky gorniisli sanawy ulanyp bolyar:

1) Gozegeilik edende saylanan stansiyanyil warianty hakynda
diirli ¢oziiwlerin tdsiriniii gurluslaryn durmagynyi orta bolegine we
ulgamda awtoulagyii bolmagynyn orta wagtyna bahasyny almaly;

2) Bir awtoulaga hyzmat etmegin wagty totdn ululykdyr we
totin ululygyn paylanysyk funksiyanyi gorniisi we parametrleri diie
stansiyanyin wariantyna bagly;

3) Gelyin awtoulaglaryn arasyndaky aralyk seyle hem totdn
ululyk, bu ululyk stansiyanyn parametrlerine bagly daldir;

4) Awtoulaglara arakesmesiz hyzmat edilyér;

5) Awtoulagyn sarp edyian wagty nobata garasmaly wagtyndan
we hyzmat etmegin wagtyndan duryar.

Seyle gorniisli sanawy seredilyén ulgam {i¢in dinamiki yasama
meselelerde konseptual diagramma peydaly bolyar.

Diagramma ya-da »n sanawy gurmakdan son {ytgeyénin
arasyndaky gatnasyklary ¢ylsyrymlylygyn we bu liytgeyanin mukda-
rynyn bahanyn esasynda alnan sudur boyunca hasaplamalary miim-
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kingiligine baha bermeli. Diagrammany ulanyp, agregirleme, yagny
birndce iiytgeyanleri calysyan lytgeyéanlerin ulgamyna bolan tésiri-
ni yakynlagan serpikdiryédn bir tiytgeyéni bilen calysmany gecirmeli.
Agregirleme diisiinje detallasma derejesininn kemelme diisiinjesine
yakyn bolanda-da, olar bir manyny berenoklar: eger detallasma dere-
jesi kemelende biz kébir tdsirini ayyryarys, agregirlemede bolsa agre-
alynyar. Agregirleme modeli has yonekeylesdirip bilydn bolsa-da,
ulgama difie birmenzes tasir edyén liytgeyanleri birlesdirmeli we ony
Ordn seresap ulanmaly. Hakykatdan hem, agregirleménin maksimal
derejesi saylanyp alynsa, onda derniewg¢inin 6niiinde duryan soraglara
jogap berip bolar.

Konseptual diagramma sudurynn maglumatyna talaplary kesgit-
lemige miimkingilik beryar. Maglumat — bu kébir parametrlerin diiie
san bahalary dil-de, sudury liytgeyénlerin arasyndaky baglylyklaryn
gorniisidir. Haysy iiytgeyanlere gord olaryn iiytgeyis yaylasyny
bermeli, haysy iiytgeyénlerin dinamikasyny oniinden belli ber-
meli, haysy baglanysyklaryna seretmeli. Maglumatyn uly bdlegi
miisderiden galan bolegi resmi kagyzlardan alnyp biler. Gozeggi-
lik edilydn yaylasynda gowy bilydn hiindrmenler tapylyp bilner.
Sondan basga edebiyatynn derniewi peyda getirip bilyar. «Ykdysady
— matematiki sudurlarynl binasynda» kdbir baglanysyklaryna seret-
mek {i¢in niyetlenen isldp diiziilen sudurlar bar bolmagy miimkin.
Seyle stansiyanyn wariantyny saylap alanda kopciilikleyin hyzmat
etmegin ulgamlarynynn sudurlary ulanyp bolyar, ykdysadyyetinin
kdawagtlayyn maglumatlasdyrma meselede resurslaryn we milli
girdejinin ulanmagynyn arasyndaky baglanysyklaryna seretmek
ticin Onlimgilik funksiyalaryn apparaty ulanmak bolyar. Zerurlyk
informasiyany almak miimkin dil yagdayda ndme etmeli diyip so-
rag ylize ¢ykyar. Bu diirli yagdaylar bolup bilyérler. Kdwagt berlen
maglumat gozegeiligin netijesinde tésir edenok diyip pikir gelyér.
Onda berlen maglumatlaryn dereksizligi hakynda gipotezany barla-
mak {icin matematiki suduryn formulirlemesine we EHM-de mak-
satnamany diizmegine ge¢ip, sudury gurmagy dowam edip bolyar.
Seyle gipoteza dogry dil. On edilen ise gaydyp gelip, tizeden ona
seretmeli. Hususanda agregirleménin ya-da suduryn detallagsmanyn
derejesini kigeltmeginiil {isti bilen maglumatyn dolulygyna yetip

425




bolyar. Eger bu kdmek hasap edilmese, onda yasama gozeggiligin
netijesinde d6wrenmeli soraglaryna seretmek zerurdyr.

Matematiki sudury gurmakda maglumaty almagynyin miimkin-
ciliklerinin deriiewi gegirilende, seyle hem amaly yasama tejribéni
gecirmeginiit miimkingiligi hakynda sorag ¢oziilyar, yagny gozegeilik
edilydn meseleleri formulirleménin {i¢iinji basgancagy yerine yetiril-
yar. Suduryn iiytgeyéanleriniii arasyndaky kébir basgancaklary gowy
owrenilmedik bolsa, 6wrenilyin obyektin adekuret sudury gurmak we
yasama tejribesini gecirmek miimkin dildir. Muny miisderd aytmaly.

Bu yagadayda yasama gozeggilik jogap berilmeli, soraglara se-
retmeli. Oniimgilik-ykdysady ulgamlary deriielende kdpleng yagday-
da ykdysady-matematiki sudurlaryn binasynda kic¢i modifisirlemeden
son gozegeilikde ulanylyp bolyan degisli bolan standart sudurlar bar.
Seylelikde, oniimgilik-ykdysady ulgamlaryn amaly yasama deriiewi
gerek bolan sudurlary saylap, amala agyryp bolyar. San maglumaty
seyle hem kopleng alyp bolyar. Sondan sofi amaly yasama gozeggiligin
indiki basgangagyna — sudury gurmagyna gegip bolyar.

Gozeggiligin meselelerin formulirleme basgancagynyn kabir
esasy ayratynlyklaryna seredelin:

1) Bu basgangak interatiw, munda elmydama 6n edilen ise
gaydyp gelmeli we ona liytgemeleri girizmeli;

2) Yasama tejribénifi birinji basgancagynyi esasynda difie ma-
tematiki sudury gurmakmala agyrylman, eysem bu yerde bellenen
cirelerin yerine yetirilmegi miisderiniii meseld doly diisiinmegine,
owrenilydn ulgamyn «dar yerleri» tapyp, olary ayyrmaga getiryar.
Seylelikde, yasama suduryn ulanmagy yasama tejribeler gecirmek-
den 611 baglanyar.

§4. Matematiki modelin
gurlusy

Gegen babyn dordiinji paragrafynda belldp gegisimiz yaly ana-
litik usul bilen dine yonekey KHE ulgamlaryny derfiemek miimkin.
Eger-de ulgamyn stohastik parametrleriniil tebigaty ¢ylsyrymly bo-
lanynda dine stohastiki modelirleme, yagny Monte Karlo usulyny
ulanmak miimkingiligi galyar. Biz su paragrafda awtoulaglary yan-
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gyc bilen tiipjlin edis stansiyanyil mysalynda Monte Karlo usulynyn
ulanysyny beyan edyaris.

Goy, mesele awtoulaglary yangyc bilen iipjiin edyin stansiyany
gurmak bolsun. Has takygy seyle stansiyany gurmagyil birndge
wariantynyn i¢inden il amatlysyny saylap almak gerek bolsun. Bu yer-
de amatly wariant diyip miisderileriii garagyp yitiren wagty bilen ulag-
lary yangyn bilen iipjiin edydn enjamyn bos duran mahalyndaky yiize
¢ykyan umumy yitgini miimkingadar azaldyan warianta aydyarys.

Goy, awtoulaglary yangyg¢ bilen {ipjiin edyan beketde ditie yeke-
je Upjlin ediji enjam bolsun. Goy, x; — i-nji awtoulagyn stansiyada
sarp eden umumy wagty, y; — yangyg¢ bilen iipjlin ediji enjamyn i-nji
awtoulaga garagyp yitiren wagty, 7,-nji awtoulagynn beketde peyda
bolan wagty, f,_, = T, — T, i-1-nji awtoulag bilen i-nji awtoulagyn
peyda bolan wagtlarynyn aralygy, 6 —i-nji awtoulagy yangy¢ bilen
ipjiin edilende sarp edilen wagt, Z — i-nji awtoulagyn yangyc bilen
ipjiin ediji enjamyn bosamagyna garasyp yitiren wagty. Onda yangye¢
bilen iipjiin ediji bekedin isleysini seyle hisiyetlendirmek bolar:

1) eger #-; < x;,_; bolsa, i-nji awtoulag z = x,_, — .-, wagtlap
garasar we y, = 0

2) eger fi-1 > X1 bolsa, z =0 we yi = fi.1 — xiy

3)eger i1 = xi-, bolsa, z =y, = 0.

Bu modelde f#; we @; ululyklar totinleyin ululyklardyr we olar
berlen paylanys funksiyalary boyun¢a Monte Karlo usuly bilen mo-
delirlenyir. Seylelik bilen bekedin gdrniisini saylap almak bilen #
we 0,i=1, ..., m (m-awtoulaglaryil umumy sany) t6tdn ululyklary
modelirlemek bolar. Ondan sofira saylanyp alnan gorniisde bekedin
isini agakdaky formulalar boyunca hisiyetlendirmek bolar:

x=z+80,
1 1 1

7 = {Xil — 1l eger X, >t

0, eger x. <1,
y = L —X,_, eger t,_ > X;_,
l 0, eger t, =X,
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X =0

Y:Yi—l+yi—l’ Y1:O’

1

bu yerde X; -ol i-nji awtoulagyn stansiyada sarp eden umumy wagty,
Y, — awtoulaga hyzmat edip bolyang¢a yangyg bilen iipjlin ediji enjamyn
umumy bos duran wagty. Awtoulagyn yangyc bilen {ipjiin ediji beketde
sarp eden wagtynyii matematiki garasmasy (x )we hyzmat ediji enjamym
bos duran wagtynyii umumy wagta bolan gatnasygy (y) yaly ululyklary
X../m we Y, /T, sanlaryi Gisti bilen takmynan hasaplap bolar:

xx=X, /m y=YIT,.

4-nji suratda yokarda getirilen algoritmiii bloklayyn g¢yzgysy
gorkezilen.

Asakda biz awtoulaglary yangyg¢ bilen lipjiin edyén bekedin igini
Monte Karlo usuly boyun¢a modelirlemegin MATLAB 6.5 dilinde
yazylan programmasyny getirydris we 1-nji tablisada sol programma
boyunca gegirilen kibir hasaplamalaryn netijesini gorkezyaris.

1-nji tablisa
Gorniis m, o, m, o, x y
la 5 min 4 min 5 min 4min | 28.74 min | 0.011
2a 4 min 3min | - | - 4.47 min | 0.201
3a 3 min 2min | --—- | - 3.00 min | 0.404
1b 3 min 1 min 4 min 3 min 3.09 min | 0.233
2b 2 min 2 min 3 min 3 min 2.11 min | 0.338

Yokardaky tablisada gegirilen hasaplamalarda 6, (yangy¢ bilen
lipjlin ediji enjamyn i-nji awtoulagy yangyg bilen iipjiin edeninde sarp
etjek wagty) we # (i-nji awtoulag bilen (i + 1)-nji awtoulagyn peyda
bolan wagtlarynyi aralygy) t6tan ululyklary

0.=m,+(05-v)5, t=m+05-4),i=1,..,m(l)

1

formulalar boyunc¢a modelirlenen we m = 1000 sany ulanylan. Bu
yerde y,we A, i = 1,..,m Ozara baglanysyksyz bolan [0, 1] kesimde
tekiz paylanan totin ululyklardyr.
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m giriz

v

y:=0;, zz=0;, X:=0; Y:=0;, =0, T:=0

"y

Y
O-ni
modilirle

!

x=z+0

v

X=X+x;, Y =Y+yv, T:=T+rT

A

v

howwa
yok T:=T+x
yok ¢
i= 1+ 1 x.':%;y;:Y/T
v
t-ni modilirle x—iwey—igykar

v
sony

4-nji surat. Yangyc bilen iipjiin edyin bekedir isini
Monte Karlo usuly boyun¢a modelirlelemegin blok ¢yzgysy
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m = 1000;
y=0;z=0;X=0;Y=0;¢t=0;, T=0;

mteta = 3; dteta = 1; % hyzmat ediji enjamyn parametrleri

mt=15;dt=3; % 1ki awtoulagynl peyda bolanlaryndaky
% wagtyn tapawudynyn parametrleri
fori=1:

mteta = mteta + (0.5-rand(1,1))*dteta;

% awtoulaga hyzmat etmek
% ticin sarp ediljek wagt
X =z + teta;
X=X+x;Y=Y+y;, T=T+¢
t = mt+ (0.5-rand(1,1))*dt;
% iki awtoulagyn arasyndaky wagt
ift>x
z=0;y=t—x;
elseif't <x
z=x—-1y=0;
else
z=0;y=0;
end
end
T=T+x;

xs = X/m; % awtoulagyn ortaga sarp eden wagty
ys = Y/T; % hyzmat ediji enjamyn bos duran
wagtynyn umumy
% wagta bolan gatnasygy

XS, Vs
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Belldp gegmeli zadyn biri eger 6 we ¢ totdn ululyklar (1)-nji
anlatmalar boyunca kesgitlenen bolsa, yangy¢ bilen iipjiin ediji
bekedin dernewini gecenki babyn ikinji paragrafynda beyan edilen
analitiki serisdeler bilen derndp bolman, difie Monte Karlo usuly bi-
len modelirldp bolyanlygydyr. 1-nji tablisada ulgamyn isini hésiyet-
lendirydn (awtoulagyn yangye bilen iipjiin ediji beketde sarp eden
wagtynyi x matematiki garasmasy) we y (hyzmat ediji enjamyi bos
duran wagtynyn umumy wagta bolan gatnasygynyn matematiki
garasmasy) ululyklarynn yangyc bilen iipjiin ediji bekedin isleysinii
we awtoulaglaryn peyda bolus yagdayynyn birndge gorniislerde ha-
saplanan bahalary getirilendir.

Yene bir belldp ge¢meli zat su paragrafda getirilen algoritm bo-
yunca difie § we ¢ totdn ululyklaryn difie tekiz paylanan yagdayynda
dil-de, eysem islendik kanun boyunca paylananynda-da deriidp bol-
yandygydyr.
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GOSUNDY

Yokarda belleysimiz Valy, diizilen meseldnii maksimum
hem-de minimum ¢ozliwlerini gozleyén derse optimallasdyrma
Ozimeseldnin ¢oziiwini kesgitlemek bilen hésiyetlendirilydr. Bu me-
selede bar bolan ¢dklendirilen ulgama bolsa, bu meselénin yolberer-
lik ¢oziiwlerini kesgitleyén, onun nébellilerine bolsa, dolandyrmany
kesgitleydn ndbelliler diyilydr. Seredilydn meseld umumy bilelikde
meseldnin matematiki modeli diyilyar. Bu model bar bolan usullaryn
komegi bilen ¢oziilende ol meseldnin goylusyna baglylykda ¢yzykly
programmirleménin ya-da ¢yzykly ddl programmirleménin meselesi-
ni emele getirip, optimallasdyrma usulyny ulanyp,onun optimal ¢ozii-
wi kesgitlenyér.

1. Garysygyn amatly diiziimini kesgitlemek meselesi.

Amerikan alymy Dzon Donsigin tarapyndan ilkinji gezek berhizin
diiziimini kesgitlemek meselesine seredilip, onuit modeli ¢yzykly pro-
grammirleme meselesi gorniise getirilip, sofira simpleks usuly ulany-
lyp, onuni optimal ¢ozliwi kesgitlenen. Bumeseld yakyn bolan, mallary
optimal iymitlemegi kesgitlemegin meselesi bilen calsalyii.

Goy, bize mallary iymitlendirmek iicin, hokmany gerek bolan
iymlerin yokumly boleklerinin diirli iymlerde bar bolan mukdary belli
bolsun. Seyle hem iymitil her bir gorniisinin birligi boyunca bahalar
belli bolsun. Onda eger her bir iymin i¢inde bar bolan yokumlylyk bir-
ligine gord bu meseldnin seredilyin mallar ii¢in iymleriit mukdaryny,
yagny onui rasionynyin,diiziimini seyle bir saylamaly, netijede, onun
iyminde yokumly boélekler yeterlik derejede bar bolmaly, seyle hem
ol iymin mukdarynyn umumy bahasynyn ¢ykdayjysy minimum bol-
maly. Eger biz agakdaky sertli bellikleri girizsek:

m — diirli gérnlisddki iymlerde hokmany yokumly iymin bolegi-
nin sany;

n — iymlerin gorniislerinin sany;
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a, — k — gornlsli iym birliginini i¢inde i gornlsli yokumly
boleginin birliginin sany;

b, — bir gije — glindizifi dowamynda hokmany gerekbolan i yo-
kumly iymin boleginii minimumy;

¢, — k gorniisli iymlerin birliginifi bahasy;

x, — k gomiisli iym birliginden peydalanyp diiziilen rasiondaky
umumy mogberini kesgitlemeli;

Bu yerde optimal meyilnama bolup, x, x,, ..., x_sanlaryn tertibi
asakdaky cdklendirilmeleri kanagatlandyrmaly:

l.x 20,x,20, ..., x, >0 (rasiona girydn haysy hem bolsa bir
gbrniisli iymitint mukdary otrisatel bolmaly déldir)

2. Zal-jx,- = b,l = 1,2,...,7’1
j=1

(i-nji yokumly iymitifi umumy sany rasionda berlen b-den asak
bolmaly ddldir) we optimal rasion diiziilende harajatlaryn jemini
minimumlagdyrmaly

3. Zmin = zckxk'
j=0

(1), (3) — nji formula berhiziii diiziiminin matematiki modeli,
seyle hem mallary iymitlendirméniii rasionynyn diiziiminiii mate-
matiki modelini aniladyar. Alnan matematiki model difie bir mallary
iymitlendirméniil rasionynyn optimal modeli bolman, eysem bu mo-
del islendik sihti garysygyn matematiki modelidir. Muna degisli bo-
lup, islendik tehniki himiki dermanlar oba hojalygynda we senagatda
alynyan garymlaryin netijesinde emele gelyédn diiziimi kesgitlemek
ticin esasy model bolup hyzmat edyir.

Garyndy barada yene bir mesele.Yangyjyn diirli gorniislerini,
tehniki hasiyetleri diirli bolan nebit 6nlimlerini garmak arkaly alyar-
lar. Yangyjyh oiinden berlen gorkezijileri 6rin takyk bolmaly, se-
bibi peydalanyjylar li¢in bu gorkezijiler gaty wajyp bolup duryar.
Kéarhananyn peydalylygy haysy nebit oniimleriniii garylyandygyna
bagly bolup duryar. Kédrhananyit maksimum peydalylygyny hem-
de yangyjyn diirli gorniislerini gerekli mukdarda almak tigin, nebit
onlimlerini garmagyn optimal meyilnamasy talap edilyar..
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2. Oniimin ¢ykarylysynyii optimal meyilnamasy barada mesele.

Bu mesele, hacan kérhanalar tarapyndan 6niim dndiirménin me-
yilnamasyny diizmeli bolanda yiize ¢ykyar, sona gora tejribelikde ol
wajyp baha eyedir.

Goy, kirhana tarapyndan ¢ykarylyan namenklatur onlimlerin
sanawy n atlardan duryan bolsun. a bilenj (j =1, 2, ..., n), gérniisli
onlim birligini 6ndiirmek ti¢cin i (i = 1, 2, ..., m), gorniisgli serigdénin
harajatyny, b, — bilen bar bolan serisdeleriit umumy mdogberini, ¢, bilen
bolsa ondiirilen 6niim birliginin yerlesdirilmeginden alnan girdeyjini,
a,we A, —bilen degislilikde i-gorniigli ontimifi gykysynyn gdwrliiminifi
asaky we yokarky céklerini belgilili. Oniim ¢ykarmak iigin seyle
bir meyilnama diizmeklik talap edilyir, netijede kdrhanada bar bolan
hemme gorniisdéki serisdelerin esasynda, tehniki taydan iipjiin bolup,
her bir gorniisli 6nlimleri ¢cykarmak bilen, kdrhana yokary derejede
umumy girdeyjini alyp ¢idklendirmeler ulgamyny kanagatlandyrmaly.

Meseldnin matematiki modeli asakdaky sertlerden duryar: 6niim
ondiirméanin seyle bir meyilnamasyny tapmaly, netijede x = (x, x,, ..., X,)
asakdaky densizlikleri yerine yetirer yaly:

1. Y ayx, < b, (i=1,2, ..., m) (tehniki giklendirme);
j=1

2. a;<x;<A;, (j =1, 2, .. n) (ayratyn gorniisli oniimlerin
cykarylysynyn gowriimine ¢éklendirme); bu yagdayda maksat funksiya

max i CiXi

i=1
yetydr (6ntiimi dndiirmekden we yerlesdirmekden alynan umumy gir-
deyji).

1-2-3-nji sertleriii esasynda kérhananyn n — gorniisli ondiiryén
oniimleri degislilikde girdejini maksimum bermeli. Oniimlerifi hem-
me gorniisleri degisli kirhanalarda hokman ondiirilydn bolmaly.

3. Pudaklar toplumyny optimallasdyrmak meselesi.

Goy, hojalykda n sany pudak bar bolup, olaryn her biri, difie
bir yorite gdrniisli 6niim dndiiryin bolsun. Ondiirilyén éniimlerifi her
bir gorniisleri beyleki #» pudagyii 6niimlerinde peydalanylyar (hususy
yagdayda nol sanda).
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Goy x,— pudagyn onliminifi gowrtimi.

y, oniimgiligit dagynda peydalanmak ti¢in 7 — gornisli oniimifi
gowrlimi.

a,, j — gomisli 6nitimin gos-goni harajatynyi koeffisientleri we
i-nji pudagyn i-nji 6niim birliginii gorniisleri.

N, i-nji pudagyfi miimkin bolan maksimum 6ntiminiii géwriimi.

d, i — gornlsli oniimgiligin dagyndan peydalanmak tigin gerek
bolan 6nlimin sany.

¢, i — gorniigli 6niimin birlik bahasy.

Berilen x, 6nlimini gowrtimini seyle bir miimkin bolan sertlerde
kesgitlemeli, netijede ¢ykarylan tayyar 6niimin y (i = 1, 2, ..., n) umu-
my bahasy maksimuma baha eye bolar yaly.

Bu meseldniii matematiki modeli asakdaky gorniisde berilmegi
miimkin: wektorlary tapmaly x = (x, X,, ..., X,) We y = (¥}, ¥, V35 s V)
yeter yaly

n
max y_ c:y;
i=1

(tayyar onlimiit hemme umumy bahasy) haganda asakdaky c¢édklendir-
meler yerine yetende:

1. 0<x<N. (i=1,n) (6niimgiligiti gdwriimine ¢iklendirmeli).

2. y;=d; (i =1,n) (tayyar oniimiil ¢ykysyna ¢iklendirmeli)

3. x> zn:aijx,- +y, (i=1,n) (6niimlerifi cykysyna bolan teh-
niki ¢éiklendirmeli).

4. Oniim¢ilik maksatnamasyny saylamak barada Kontoro-
wicin meselesi

Bu mesele belli rus matematigi L.W. Kantorawig¢ tarapyndan
1939-njy yylda tejribe meselesi hokmiinde ¢yzykly programmirle-
ménin birinjileriniil hatarynda diiziilen we ¢oziilen.

Goy, m sany kdrhananyn tarapyndan ontimleri ondiirmek gerek
bolsun. Goy, ol kérhanalarda »n sany diirli gorniigli Onlimlerin
L, b, L, ...,I, assortimentde Oniimleri 6ndiirydn bolsunlar. Seyle hem
sol kédrhanalaryn i-njisi, j-nji oniimi Ondiiryédnlerini a, harg¢ edilyin
birlik wagtda diyip belgiléliii. Goy max a;>0 bolsun, yagny islendik
kdrhana i1 bolmanda bir gorniisli 6nlim Ondiirydn bolsun. Onda
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kdrhanalaryn birlik wagtda ondiirydn ontimlerin gorniisleriniii yagny
assortimentlerinii mdgberiniii jeminiit maksimum bolmagy {igin ol
kdrhanalaryn is maksatnamalarynyn optimal bolar yaly edip diiziil-
megini talap edilyir, yagny islendik kdrhananyn haysy hem bolsa bir
gorniigli oniim 6ndiirende, ona sarp edilyén wagt birligini gorkezmeli.
Basgaca aydanynda, ondiirilydn oniimlere yetmezgilik bolanda, dndii-
rijilik giiyjiin bolsa cédklendirilen yagdayynda oniim Ondiirmesini
giiycli derejede, yagny kédrhanany doly miimkingilikler esasynda
isledilip, oniimlerin maksimum ¢ykarylysyny almaly. Bu meselénii
matematiki modeli asakdaky gorniisde sekillendirilyar.

Goy, x, i = 1,m;1,n) — haysy hem bolsa bir i-nji kérhananyn j-nji
onlimi 6ndiirmek iicin goyberilen is wagty bolsun. Onda karhanalaryn
onlim 6ndiirmek {i¢in goyberilydn wagtlarynda doly isldp, maksimum
onlim almak {i¢in optimal maksatnama asakdaky gdrniisde yazylyar:

asakdaky sertlerden x, sany tapmaly:

1. x, > 0 (i-nji 6niimi 6ndiirmek tigin goyberilen wagt ol otrisatel
bolmaly daldir);

2. ij <1 (6niim ondiirmek ii¢cin kirhana goyberilydn doly
wagt hemme wagtlaryn jemi);

3.y = Zn:a,-,-x,;,- (hemme kdrhanada 6ndiirilen 6ntimler, j-nji 6nii-
mif sany), '~

4. z=min % (assortiment gorniisleri dniimlerifi yygyndysy)
J

z maksimuma yetyar max z.

(1), (4) — mesele Kontorowigin dniimgilik maksatnamasyny sayla-
mak baradaky meseleleriniin matematiki modelini ailadyar. Biz umu-
man ¢yzykly programmirlemd gelydn matematiki modellere sered-
yaris. Yagny, meseldnifi maksat funksiyasy seyle hem ciklendirmeler
ulgamy gozlenydn x — ndbellilere gord 1-nji derejede bolup, ¢cyzykly
programmirleménin meselesi bolmaly. Hazirki wagtda seredydn me-
seldmiz bolsa, maksat funksiya goré iliisli (drob) bolup, ¢yzykly dal
programmirleménin meselesine gelyér, yone ony biz yonekeylesdirip,

436




hagan alnan 6ntimlerifi gériisleri / —hemiselik diyip talap etsek, yagny
L, = const, onda biz ¢yzykly programmirleménifi meselesini alarys.

5. Ulag meselesinin parametriki gorniisi.

Optimallasdyrma usullary dersinden bize belli bolsy yaly, ulag
meselesiniii umumy gorniisi ¢yzykly programmirleménin meselesine
degisli bolup, ol meselelerini ekstremal bahalary gozlenilyar. Yagny,
onunt maksimum hem minimum c¢oziiwleri gozlenilydr. Bu meseld
degisli bolup, seredilyén birndge yorite meseleleriit bardygyny biz
yokarda belldpdik. Parametrik ulag meselesi, sol bir goyulyan me-
selede ugradylyan punktlarda (yerlerde) bar bolan a-serigdeler
a=a,+a t(i=1m) gomisinde berlip, ofia degisli bolan isleg-
lerifi bar bolan punktlarynda ya-da yerlerinde talaplary b; = b; + b’;
t(j = 1,n) gorniisde, seyle hem yiiklerini degisli yerlerden soral-
van islegleri kanagatlandyrmak ii¢cin eltilmeginin bahalary
¢, = ¢+ ¢yt (i = 1,m, j = 1,n), yagny i-nji yerden j-nji yere bar
bolan a, — serisdéni talap edilyédn b, islegi kanagatlandyrmany meyil-
namasy x, — bolup, degislilikdaki bahasy C;— gorniisde seredilyar.

Seredilydan meselede serisdeler islegler hem-de ulagda eltilmeli
yiiklerin bahalary iki bolekden duryar.

1-nji bélek parametre degisli bolmayar;

2-nji bolek bolsa, t- parametre degisli bolup duryar. Mysal {i¢in,
matematiki modelde seyle dzgerisler emele gelyir:

X+ X2+ ... +x, = a) +a"it hagan t = 0 bolanda biz ulag
meselesiniii umumy matematiki modelini alarys (berinji setir).

X+ Xo1 + oo + X = by + b"it, t — parametr wagty kesgitleyar.
Onda biz bu meseldnin matematiki modelini asakdaky gdrniisde ya-
zyp bileris (berinji siitlin):

l.Zx,,-Zb'j+b”,~, j:1,2, ey 1
i=1

2. x<di+d i=1,2, .., m
i=1

Ulaga bolan ¢ykdajynyn minimum bolmagy talap edilyar.
3.Z= ii(C’ij + C’ijt)xl'j —»min,

j=li=1

modelin yapyk bolmagy iicin:
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4. i(a’ij + Cl",'j[) = i(b,ij + b”fj[), i.xij > bj, ix,'j < a;
i=1 i=1 j=1 j=1

serti yerine yetirmeli.
Seyle hem:

5.x,>0, t£(@p).

Onda biz t-parametrin yerine kesgitli sanlary goyup, bu meseldnin
optimal ¢oziiwini kesgitldp bileris.

6. Bellemek meselesi.

Goy diirli gérniisli » sany ugarlar bar bolup, olary » sany ugar
gatnawlaryil arasynda paylamaklyk talap edilyédn bolsun. Olardan
garasylyan peydalylyk ¢, bolup, i-nji ugar j-nji gatnawda, meselem
hyzmat edilyén yolagc;ylaryn sany belli. Mesele ugarlary haysy gat-
nawa bellenendigi (her bir gatnowda bir ugar) bellenip, netijede hem-
me ugarlaryn peydalanylmagynda jemi peydalylyk maksimum bolar
yaly (yagny hyzmat edilen miisderilerin sany mysal bolup biler). Eger
asakdaky formula arkaly kesgitlenydn x, ndbellileri girizsek

= 1, eger i-nji ugar j-nji gatnawa bellenen bolsa,
! 0, eger ugar bellenmedik bolsa,

onda meseldnin matematiki modeli, asakdaky gorniisde yazylyp bilner:
X, ndbellinin seyle bir bahalaryny tapmaly, netijede
maxz z CiiX
i=1j=

baha eye bolar yaly (jemi peyda) asakdaky sertlerde:
1. Zn: x; = 1 (her bir gatnawa bir ugar bellenilyér).
i=1

2. Z x; = 1 (her bir ugar bir gatnawa bellenilyér).
i=1

x,=1ya-da x, = 0 sert umuman aydanda meseldni 6rdn giliycli
(;ylsyrymlasdyryar Seredilyén bellemek meselesine degislilikde x; = x
(1 ya-da 0) serti 6rdn yonekey 0 < x, < 1 sert bilen ¢alysmak bolyar.

Ulag meselesinini hususy haly bolan bellemek meselesi yorite
meselelerin biridir. Bellemek meselesinini esasy sertlerinin biri hem
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kdrhanada bar bolan hiinérlerin sanyna gord degislilikde bir dalasgéri
kabul edip bolyar. Sonui ligin hem a, = 1, bj = 1. Onda Cpn X, onkiili-
gine galyar. Onda bu meseldniit matematiki modeli

13 =1
Jj=1
i=1

3. Za, Zb
4. ZZCUX,,amaX

i=1j=

Has takygy, eger biz hemisekimiz yaly, ulag meselesiniil algo-
ritmini ulanyp (peydalanyp) ¢6zsek, onda bu yagdayda ol ony 6z-
oziinden x_ bitin sana getirer, yagny meselédnii ¢oziilisini baglangy¢
sertine getirer. Seylelikde bellemek meselesinin matematiki modeli
hem ulag meselesiniin matematiki modeli yaly, sol bir menizeslikde
diizmek bolar. Bellemek meselesinin ¢6ziilisinini algoritmi, umumy
ulag meselesinin ¢dziilisinin algoritminden 6rén yonekeydir.

7. Halk hojalygynda yiize ¢cykyan meselelerin meyilnamasynyn
ulag meselesine getirilisi we olaryn coziilisi.

Goy, n sany hojalykda diirli gorniisli isler alnyp barylyan bolsun.
Sol isleri yerine yetirmek {icin m gorniisli tehnikalar ulanylyan bolsun.
Onda degisli islerin degisli tehnikalary bilen yerine yetirilmeginiii
optimal meyilnamasyny kesgitlemek gerek bolsun. Eger biz i-nji
hojalygyi isini j-nji tehnikanyn iisti bilen yerine yetirmegin meyil-
namasyny x, diyip bellesek, isini bahasyny ¢, diyip bellesek, islerini
gornuslerlm a, tehnikalaryn gorniilerini b diyip bellesek, onda
biz bu meselinih matematiki modelini diizenimizde ol modeli ulag
meselesiniii umumy matematiki modeli gorniisinde yazmak bolyar.

Cyzykly programmirlemi, ulag meselesine gelyéin yorite me-
seleler we olaryn matematiki modeli.

Yokarda belleysimiz yaly, matematiki modelirlemaniii esasy
bolup, ¢yzykly we ¢yzykly dédl programmirleménin meselelerin-
den duryar. Biz yzygiderlikde ¢yzykly programmirlemanin ulag
meselesinifl yoritelesdirilen yiize ¢ykyan birndce meselelerine seret-
dik. Olardan ulag meselesinin parametrli bellemek, meselelerine se-
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retdik. Indi bolsa degislilikde oba hojalygyna hem-de senagata degisli
bolan meselelerine seredelini.

1. Oba hojalyk 6niimgiligini meyilnamalagdyrma meselesinin ma-
tematiki modeli.

Goy, m gorniigli oba hojalyk 6niimlerini » diirli hojalyklarda 6n-
diirmek gerek bolsun. Goy, bu mesele ykdysady tarapdan maksimum
onlim alyp, hojalyga girdejilikli mesele bolsun, onda sertine gord
onun optimal meyilnamasyny diizelin:

Her bir hojalygyn ekilyan ekinler iigin kesgitlenilen yerlerinin
mukdaryna gord ekinlerii mogberi gorkezilen bolsun. Eger biz
i-nji 6niim j-nji hojalykda ondiirmegin 1 gekdar {igin, harajadynyn
birligini ¢, bilen belgilesek, seyle hem hemme ekilmeli ekinlerin
deglshhkdakl meydanlary g, bilen strilip, tayyarlanan yerleri b, bi-
len olaryn yzygiderlikde ekinlerifi hojalyklara degisliligini X, bilen
bellesek, onda biz bu mesele iigin maksimum girdejini almak ya-da
kesgitlemek modelini diizeris. Munun matematiki modelini asakdaky
gorniisde yazmak bolyar: X, ululygyn seyle bir bahalaryny tapmaly,
netijede asakdaky anlatma minimum baha eye bolar yaly:

Zoin = z Z CiX;

(Oniimgilige we ulaga bolan harajatlaryti jemi) asakdaky sertlerde;

1. Zx,, b; j=1,2, .., n (her bir talap edilyén punkta, talap
edilydn sanyndan az bolmadyk oniimler eltilyr);

2. Y x,<a i=1,2, .., n (6nimiligih her bir punktyndan

éndiirilen oniimif sanyndan kop bolmadyk oniimler eltilyér);

3. X, >0. i=1,2,...m, j=1,2,.., n(eltilydn oniimin goéwriimi
otrisatel bolup bilmez).

Gorstimiz yaly, bu mesele ulag meselesine mefizes, yone ondan
tapawudy bu meselede maksimum goézlenyar. Seyle hem a, we b, bir-
-birine dent bolmagy hokman hem dal.

8. Cyzykly programmirleménin 6niimcilik merkezlerinin yo-
nekey optimal yerlesdirme meselesi. Onuii matematiki modeli.

Goy, bize m sany belli yerlerde senagat edaralary yerlesdirilyan bol-
sun. Goy, bu edaralar haysy hem bolsa bir 6niimleri 6ndiirydn bolsun.
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Goy, sol ondiirilyan onlimler n sany gorniisli yerlerde talap edip alynyan
bolsun. Onda 6ndiirilydn 6niimi a, bilen bellesek, sol 6ndiirilen 6niimlere
bildirilydn islegleri b, bilen bellans Eger-de biz 6ndiirilen 6nlimlerin se-
nagat merkezlerlnden talap edilyén islegleri kanagatlandyrmak ti¢in ulag-
lar arkaly eltilmesinii ¢ykdajysyny c, bilen bellesek, yagny degislilikde
i-nji senagat merkezindéki 6niimi ;- nJ1 talaplary, islegleri kanagatlandyr-
mak {i¢in eltilmegi, seyle hem bu ulgamyn degislilikddki meyilnamasyny
x, bilen bellesek, onda biz yokarda gorkezilen hem-de diiziilen ulag

meselesinifi matematiki modelini z_ g6miisde alarys.
Bellik: bu meselede (¢;)”",_, ulaglaryn harajaty bolup, 6ndiiril-

i=1,j=1
yan onlime g¢ykarylyan harajatyn iistiine gosulan harajaty anladyan
matrisadyr.

Eger biz ¢, diyip m hojalykda ondiirilyén a, 6nimlerit meyilna-
masyny x, diyip bellesek, onda ol onunl harajatyny afiladar. Onda biz
bu meselidnin matematiki modelini asakdaky gorniisde yazyp bileris:

x, nébellinifi seyle bir bahalaryny tapmaly, netijede ol asakdaky

serte eye bolmaly:

min {Z cix; + Z z cl,x,,}
j=1li=
(6ntimgilikde we ulagda harajatyni jemi minimum bolar yaly) asak-
daky sertlerde:

m max
/= CiXi <: .
; s min

l.x; = i ¢;x; (ondiirilen 6niimin sany dolulygyna talaplara eltilip ka-

i=1

nagatlandyrylyar);

2.x;,20@G=1,2,..,m; j=1,2, ..., noOnimler doly sanda eltilmeli,
otrisatel bolmaly dél);

3. Zm: x; = by (‘her bir talap edilyén punkt talap edilyén gowriimden

i=1
az bolmadyk mogberde alyar).
9. Oniimgilikleri amatly optimal yerlesdirminiii cyzykly dl
meselesi we onuin matematiki modeli.
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Bu meseldnin optimal ¢6ztiwi has yonekey bolup, ol ¢yzykly pro-
grammirleme meselesi bolyar. Biz onuii san usullary bilen i afisatlykda
kesgitlap bilyiris. Yone niimgilikleri optimal yerlesdirménin umumy
halynda biz ¢yzykly dil programmirleméninn umumy halyny alyarys.
Bu mesele has ¢ylsyrymly bolup, bizin yokarda gorkezen usullarymyz
bilen optimal ¢oziilmeyar. Onun {i¢in birndge tize usullary ulanmaly
bolyar. Eger biz yokarda seredilen 6niimgilikleri optimal yerlesdirme
meselesinin goylusyny yokardaky gorniisde ulanyp, dniimgilige bolan
cykdajylary onlimini ¢ykysyna proporsional diyip, yagny hemiselik
diyip hasap etmese, onda biz proporsional baglanysygyn oOniimiil
cykysynyi mdcberine bolan harajady proporsional dél, yagny ¢cykda-
jymyz hemiselik dél-d tiytgeyan bolanlygy licin biz tize ¢yzykly dél
programmirleménin meselesini alyarys. Bu yagday yokardaky yone-
key meseld garanynida has ¢ylsyrymly bolup, 6ziinifi diiziimi boyunga
hakykata has golaydyr.

Goy, f(x,) — funksiya i-nji hojalygyn ondiirilydn ontimifi mogberi
giiyjini ¢dklendirmeyaris.

Eger biz yokardaky sertleri goz 6niinde tutsak, onda yokarda se-
redilen matematiki modelin yonekey serti liytgép, asakdaky gorniisde
vazylyp bilner.

min{ﬁ; fx:) + Z Z cl-jx,,}.

j=1li=1
f(x;) — O6niimin ¢ykysynyh ¢yzykly dil gorniisi.

Z = (cxi) = cixi + 22 + oo+ CulXon.

Sonky formulany 1-nji bolegi amatly yerlesdirilen kdrhanalaryn,
zawod-fabriklerin oniim ¢ykarysynda edilydn harajady gorkezyér.
2-nji bolegi ol 6nlimlere bolan islegleri kanagatlandyrmak ti¢in yiik-
leri (6niimleri) eltip bermek {i¢in ¢ykarylyan harajatlar. Sonun {igin
umumy ¢ykdajylaryil jemi minimum bolmalydyr. Galan sertler yo-
kardaky meselede seredilen ¢yzykly gorniisddki onlimgiligi amat-
ly yerlesdirménin yonekey meselesini sertleri bilen kesgitlenilyar.
Yagny cyzykly gorniis we ¢yzykly dil gorniis biri-biri bilen difie
maksat funksiyanyn 1-nji bolegi bilen tapawutlanyar.
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10. Oniimgiligi amatly yerlesdirmiiniii bitinsanly meselesi we
onui matematiki modeli.

Goy, bize m-sany Onilimgilik kérhanalaryny yerlesdirmek iicin
punktlar berlen bolsun. Goy, ol kdrhanalar degislilikde haysy hem bolsa
bir gorniisli 6niimi ¢ykaryan bolsun. Ol pursatlarda tizeden gurulyan fab-
rikler ya-da zawodlar haysy hem bolsa bir gorniisli proyektler esasynda
gurulyan bolsun. Goy, olaryn dniimg¢ilikde 6ndiirydn ontimlerinin giiyji
X- gutarnykly 6niimlerinifi toplumyndan duryan bolsun.

Meselem, olar 1 ya-da 2 bdliimden duryan konweyerde (yzygi-
derlikde) oniim ¢ykaryan bolsun. Goy, birnd¢e birmenzes tehniki en-
jamlardan duryan bolsun. Seylelikde, seredilyédn her bir zawodyn ya-
da fabrigin ¢ykaryan oniiminin giiyji kesgitli bitinsanly oniimlerden
duryan bolsun (tayyar egin-esik oniimleri, gazan, ¢dynek we s.m.).

Her bir 6niim Ondiirilydn punktlarda ontimgilik bilen Oniimin
¢ykysy we ona bolan hyrydaryn arasyndaky arabaglanysyk belli.

Eger-de biz ol arabaglanysyga yonekeylesdirip seretsek, onda
ony f(x;) = c:x; gorniisinde yazmak bolyar. Eger-de biz degislilikde
n-sany punktda sol ¢ykarylyan oniimlere b; (i = 1,n) islegler bar diy-
sek, onda ol isleglere gord ulag harajaty ¢, diyip bellesek, seyle hem
X; = bilen ondiirilydn 6nlimin mdgberini i-nji punktdan j-nji punkta
eltmegin meyilnamasy diyip hasap etsek hem-de x -ni i-nji punktdaky
ondiirilen 6niimin mdgberi diyip bellesek, onda biz asakdaky mesela-
ni alyarys. Yagny, degisli kirhanalary amatly yerlesdirmek, onufl
onlimgilik giiyjiini kesgitlemek hem-de ¢ykarylan onlimleri degisli
isleglere eltmek. Onda bu meseldninn matematiki modeli yokardaky
seredilen 2-meseldniit matematiki modeli bilen gabat gelyar.

min {Z cxit .Y ci,xfj}; X = {(1)
i=1 j=li=1 :

Yokarky sertde (0 <i < 1).

Yokarda seredilyin mesele ¢yzykly programmirleméniii bitin-
sanly meselesi bolup, yonekey gorniise eye bolyan hem bolsa, onuil
0zbolusly kyngylyklary bardyr. Ol bolsa meseldniin bulewoy serti bi-
len baglanysykly bolup, ol ¢yzykly dil gorniisine getiryar. Muna my-
sal edip, bellemek meselesini almak bolar.

11. Ykdysadyyeti gifieldydan Jon fon Neymanyn matematiki
modeli.
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Amerikan alymy Jon fon Neyman 1937-nji yylda ykdysady me-
seleler licin matematiki modelin diiziilisine hem-de ykdysadyyetin
Osmegine tésir edip biljek meselelere seredipdir.

Goy, oniim Ondiirmek ii¢in n tehnologik usul we m gorniisli
ondiirilydn we peydalanylyan onlimler bar bolsun. X, bilen 6niimin
yzygiderli ondiirilmegi j-nji tehnologiya usul bilen yerine yetirilyin
bolsun. Eger-de a,, bilen 7 gérniisli 6ntimi j gdrniisli tehnologik usuly
peydalanyp alsak, onda ona ykdysady tehnologik koeffisiyent diylip,
i-nji 6nlimi ondiirmek ti¢in edilyédn j-nji harajat diylip aydylyar. Edil
sonuf yaly edip b, bilen j-nji tehnologik usul arkaly i-nji niimin 6n-
dirilmegini ' diyip belgildlin. Seylelikde, b, we a,, degislilikde 7 —
ontimin j — tehnologik usuly bilen ondiirilmeginini harajatynyn ulu-
lygyny gorkezyir. Edil seyle degislilikde x = (x, x,, ..., x ) bilen
yokary derejede onlimint ¢ykysyny, onufl harajatynyil matrisasyny
A= (aij), i = 1,m,j = 1,n hem-de 6niimin ¢ykys matrisasyny B = (bij),
i = 1,m,j = 1,m diyip belgilélin.

Seyle hem diiziilen ykdysady matematiki model, asakdaky sert-
leri yerine yetiryér diyip hasap edelin:

1. Oniimin ¢ykysynda hemme tehnologik usullar yzygiderli yeri-
ne yetirilmeli. Ol yzygiderlilik otrisatel bolmaly daldir.

2. Hemme tehnologik usullarda 6niimi nula dent bolmadyk harajat-
lar bardyr.Her bir gorniisli 6niim 6ndiirmek ii¢in ony dndiirménin usuly
bardyr (basgaca aydaiida 4 matrisa O setiri, B matrisa 0 siitliinleri 6ziinde
saklamayar). Asakdaky sertlerde oniimgiligiit maxa (a-san parametri)
maksimum ¢alt depginler bilen 6smeginifi miimkingiliklerini tapmaly.

1. aAx < Bx

2.x>0

Bu meseléni X 2 0 bolanda basgaca sekillendirmek hem bolyar:

i b,-,-x_,—

j=1

max<{ @ = min

X 1<ism &
j=1

(maksimal tehniki calt depginler bilen Osiisi).
Su meselede hacan n = m bolsa, onda ondiirilyén oniimleriii sany
bilen tehnologik usulyn sany bir-birine den bolyar. Yagny bu yagday-
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da her bir ¢ykarylyan oniim yeke-tdk tehnologik usul bilen ondiirilyér
we x > aAdx gornilisde sekillendirilydr. Bu yerde o asakdaky gorniisde

kesgitlenilyér:
. X
max @ = min —
X} { = Zai]’.x/'}
i=1

12. Tehnologiyanyn esasynda oniimgilik funksiyalarynyn fak-
torlarynyn optimal saylanysy

Belli bolsy yaly, kdpleng yagdaylarda amaly meseleler diiziilen-
de hem-de ¢oziilende olar birnédge faktorlara bagly bolup duryar. Goy,
haysy hem bolsa bir kdrhananyn 6niim Ondiirijiligi ya-da Oniimin
¢ykysy bahasyna, harajatyna ya-da gds-goni onun hiline bagly bo-
lup, olary x-wektor bilen x = (x, x,, ..., x ) gérnisinde berlen diyip
hasap etsek, onda ol faktorlara bagly bolan 6niimin ¢ykysy asakdaky
gorniisde yazylyp bilner:

y = ax;' %" ..x0. (19)

Bu yerde a,, a,, ..., a — belli sanlar parametrleri statistiki
berlenlerin esasynda kesgitlenilydr. Biz ¢yzykly programmirleme
meselesini f{x) ya-da y oniim¢ilik funksiyasy ya-da mappkp[jkp-ksat
funksiyasy diyip atlandyrarys. Bu yerde y tehnikaly oniimgilik funk-
siyasy. Eger-de tehnologiya ti¢in sarp edilen ¢ykdajylar her bir j-nji
faktorlar bilen bagly bolsa hem-de ony ¢ diyip bellesek we degisli
parametrleri statistikanynn beren maglumatlaryna gord kesgitle-
sek, onda biz ¢ykarylan ¢ harajatyn kop bolman ondiirilen, 6nlimin
cykarylysynyn max bolmagyny gazanmagy talap edilse, onda biz
su sertleri goz onilinde tutup, onun matematiki modelini asakdaky
gorniisde yazyp bileris:

X, X,, ..., x nibellilerifi agakdaky sertleri yerine yetirer yaly baha-
laryny tapmaly:

1) x, > 0 (faktorlaryn sany otrisatel bolup bilmeyar);

2) Zn: c;Xx; < ¢ (umumy harajata we hemme faktorlara bolan ¢ak-
i=1

lendirmeler almaly);
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3) maxa] [ x{* (6ndiirilyén 6niimifi miimkin bolan maksimal gow-
riimi). =

13. Tordaky gaz meseleleriniii optimallasdyrylysy

Bu mesele optimallagdyrma meselesiniii proyektlerinini diiziilis
meselelerinii gorniislerine degisli bolup, onuit manysy asakdakylardan
duryar.

Goy, m sany gazyn ¢ykyan ya-da akyan yerleri bar bolsun.
A, A, ..., A yerlerde degislilikde gazyn akymynyn giiycliliginifi
mumkingiligi O, Q,, ..., O, maksimum bolsun. Gazylyp alynan
gazyn akymynyn giiyjline bolan harajat g, her bir gazyn ¢ykyan yeri-
ne gord ¢(g) (i = 1, m) onunl funksiyasy bolup duryandyr. Gazylyp
alnan gaz B, B, ..., B, punktlarda (saherlerde) peydalanylyar.

Bu punktlaryn her birinde, gerek bolan gazyn akymynyn giiyji
P,(j = 1,n). Gazyi ¢ykyan yerinden, onuii peydalanylyan punktyna
eltilmeginif tory 6fitinden belli. Ol Nsany C, C., ..., C diwiinlerden
we M sany D, D,, ..., D, olary baglagdyryan bolimlerden duryar. Her
bir k boliime gazyn goyberilmesinifi bahasyny f(r), funksiya
gorniisinde yazmak bolar, bu yerde » — boltimdéki gazyn giiyji.

Goy, her bir k£ boliimde, gerek bolan gazyin akymynyn giiyji
r»k=1,2, .., Mbolsun.

Kirhgofyn kanunynyn esasynda torunl diiwiinlerinde alarys:

1. Y= D n, e=1,2,...N

K€C K€C:
(her bir diiwiine giryan akym ¢ykyan akyma dendir)

Bu yerde C. we C. bilen, degislilikde torun kop boliimlerinde
e duwinlere giryianler we e diiwiinlerden ¢ykyan gazyn toplum-
laryny belgildlin. Peydalanylyan punktlarda hem alarys.

2.0 =P+ >n, j=L2,..,n

K€BS K€B:

(her bir j-nji punktda peydalanylmaga berilydn gazyn akymy, pey-
dalanylan akymyi we ¢ykyan akymyn jemine dendir).

B, we B. belgilerin manysy 1-nji boliimin belgilemesinin
manysyna bir menzeslikdedir.

Punktlarda gazyn alnysyny yazalyn:

3.8 = Zrk, i=1,2,...m

K€A:

(i-nji punktda g, gazyn alnysynyi giiyji onufl ¢ykysynyn jemine defidir).
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Seyle hem, her bir punktda gazyn alnysynyn akymynyn giiyji
caklidir.

4.0<g<0Q,i=1,2,.,m.

Bu yerde mesele, gazyn seyle bir alnysyny kesgitlemeli, neti-
jede 1-4 ¢éklendirmeler ulgamynyn sertlerine gord, gazy almanyin
umumy ¢ykdayjysy minimum baha eye bolup, &hli ulgamyn hyzmaty
asakdaky yaly bolmaly:

min{iz;n; ®i(g)+ Z J (rk)}.

Soniky ulgamyn esasynda biz maksat funksiyanyil 2 boliimden
duryandygyny gorkezyiris. 1-nji bolimde ¢, (g, ) — gazyn ¢ykysy
hem-de onun giiyji, 2-nji boliimde gazyn ¢ykysynyin umumy bahasy.

Netije: bu mesele ykdysady tehniki mesele bolup, onuil mate-
matiki modeli 6rdn ¢ylsyrymly hasap edilydr. Sonun iicin kdpleng
yagdayda bu meseldnin modeli ¢yzykly dél diyip hasap edilyir. Bu
bolsa meseldnin ¢oziilisini has kynlasdyryar. Eger gazyn ¢ykyan
nokatlarynynl sany we onia bolan isleglerin sany kop bolsa, onda ulga-
ma giryan ndbellileriii sany kopelyédr we ony kesgitlemek ticin yorite
programmalar diizmeli bolyar ya-da 611 bar bolan programmalara ge-
tirmeli bolyar.

14. Optimallasdyrmanyn stohastik meselesi

Seredilyén ykdysady ya-da amaly meselelerii totdn hadysalary
ya-da sertleri g6z 6iline tutulan bolsa, onda ol meseld stohastik mese-
de stohastik sertleri gbz 6niine tutsak, onda ol model stohastik mate-
matiki model bolyar. Sunun yaly sertde model diizmek meseldnin has
takyk modelinin diiziilisi diylip hasaplanylyar.

Belli bolsy yaly, kesgitli (determenirlenen) sertde diiziilen mese-
lanin matematiki modeli hakykaty doly suratlandyrmayar. Sonui ii¢in
koeffisiyentlerinin ya-da parametrlerinin {iytgemeginin netijesinde ol
model meyilnama hokmiinde hakykaty suratlandyryp bilmeyar. Mysal
ticin, tehniki bazada yylyn dowamyndaky emele gelen nazarlyklary
diizetmek {i¢in diiziilen meyilnama hakykaty suratlandyryp bilmeyar.
Sonunl iicin meyilnamada mowsiimleyin hem-de totinleyin yiize
¢ykyan nazarlyklary peydalanyp, diiziilen matematiki model doly su-
ratda hakykaty kesgitlemadge miimkingilik beryér.
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