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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederlen ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyi nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir biziil ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



GIRIS

Bu kitap girisden, alty boliimden we ulanylan edebiyatlaryn sa-
nawyndan ybarat.

“Matematiki fizikanynl denillemeleri” diyen at fizikanyn kébir
yonekey we wajyp meselelerine garalanda dordp, bu dersin maksa-
dy fiziki prosesler iicin differensial, integral we integral-differensial
denleme gorniisinde matematiki modeli gurmakdan, olar iicin mesele
goymakdan we ¢ozmekden ybaratdyr.

Birinji boliimde ikinji tertipli defilemelerin toparlara boliinisine, ol
denllemeleriil kanonik (yonekey) gorniise getirilisine garalyar. Matema-
tiki fizikanyn denlemeleri ligin umumy ¢oziiw diistinjesi girizilyar.

Ikinji boliimde kirsint yrgyldylaryna, yylylyk gecirijiligin we
Laplas deiilemelerinin getirilip ¢ykarylysyna, olar {i¢cin goyuljak me-
selelere garalyar.

Uciinji boliimde Laplas defilemesinifi fundamental ¢dziiwine
kesgitleme berilyir, Grin formulasy getirilydr we garmonik funksiya-
nyn hisiyetleri Owrenilyér. Elliptik denilemeler {i¢cin goyulyan mese-
lelerin ¢oziiwinin yeke-tdkligi, ¢oziiwin barlygy we ol ¢oziwlerin
tapylysy gorkezilyar.

Dordiinji bolimde gowriim, gosa, yonekey gatlagyn potensialla-
ry we olaryn hédsiyetleri 0wrenilyér.

Bésinji bolimde Dalamber formulasyna, Gursa we Kosi mese-
lelerine, Riman usulyna garalyar. Giperbolik deillemeler ii¢in gary-
syk meseldnin ¢oziiwinin yeke-takligi, baglangyc maglumatlar bilen
iizniiksiz baglylygy gorkezilyar. Furye usulyny ulanyp, garysyk mese-
lanin ¢oziiwi tapylyar. Sturm-Liuwil meselesinin ¢oziiwiniii hisiyetleri



owrenilyér. Kopoleegli yagdayda Furye usulyny ulanyp, hususy baha-
laryii we hususy funksiyalaryn kébir hisiyetleri wrenilyar.

Altynjy bolimde yylylyk geg¢irijiligin defilemesi tigin maksimum
prinsipi subut edilyir, onuil netijeleri gorkezilydr. Maksimum prinsi-
pinden peydalanyp, garysyk we Kosi meselelerinin ¢éztiiwlerininl ye-
ke-takligi gorkezilyér. Sonra garysyk we Kosi meselelerinin ¢oziiwle-
rinifl barlygy gorkezilyar.

Su okuw kitaby uniwersitetlerin matematika we fizika hiinirle-
rinifl talyplary iicin niyetlenildi. Bu kitapdan “Matematiki fizikanyn
denillemeleri” dersi bilen gyzyklanyanlar hem peydalanyp bilerler.



I BAP
IKINJI TERTIPLI DENLEMELERIN
TOPARLARA BOLUNISI

§1. Umumy diisiinjeler

“Matematiki fizikanyn denilemeleri” dersinin maksady fiziki ha-
dysalar {i¢in differensial, integral we integral-differensial denleme
gornlisinde matematiki modeli gurmakgan, bu denlemeler {ii¢in
meseleler goymakdan we olary ¢6zmekden ybaratdyr.

U(x, x,..., x ) ndbelli funksiyany, x , x,,..., x, baglanysyksyz liyt-
geyin ululyklary we nébelli funksiyanyn hususy oniimlerini baglanys-
dyryan deiileméd hysusy ontimli differensial defileme diyilyar.

Ol asakdaky gorniislerde yazylyar:

k
F{xl,xz,... ,xn,U,Z—Z,g—Z,... ’axlk‘ fozU axf" ,] =0 (1.1)
k=k +k,+.. +k
ya-da
F(x,x,..,x,U,U, U, ..U .)=0,

bu yerde F'— 6z argumentlerine gorad berlen funksiya.
(1.1) denileménin diiziimine giryén hususy oniiminl il ulusynyn

......

9



x, y iki baglanysyksyz tliytgeydn ululykly ikinji tertipli hususy
ontimli differensial deflemédnin umumy gorniisi asakdaky

2 2 2
F(x’y,UaU oU o*U o*U an:

’5’5’ ax® oxdy” oy’

yaly yazylyar.

Deitileménin diiziimine giryén ontimler bilen birlikde D yaylada
tizniiksiz we deilleméni tozdestwa dwiiryén U (x, y) funksiya ol den-
leménin regulyar ya-da klassyky ¢oztiwi diyilyér.

Eger hususy oniimli defileme diiziimine girydn nébelli funksiya-
nyn il uly tertipli 6niimleriniii dhlisine gord ¢yzykly bolsa, onda ol

......

Mysal tigin:

o*U o*U
) +

-+ B(x,».U,U,.U,
X

y

A(x,y,U.U,.U,) Ox0Oy

2

+C(x,y,U,Ux,Uy)§U

2
X

+/(x.».U0.U,.U,)=0

denlleme iki liytgeyanli ikinji tertipli kwazicyzykly denlemedir.
Eger hususy oniimli defileme nébelli funksiya we onuil 6niimle-

rine gord ¢yzykly bolsa, onda ol denillemi ¢yzykly denleme diyilyar.
Mysal {i¢in:

o’U o’U o'U
A —— +2B C —_—
(x,y) o + (x,y) ooy + (x,y) p +

2
X

ou oUu
+a(x,y)a—x+b(x,y) E+c(x,y)U:f(x,y)

deiilleme U (x, y) ndbelli funksiya gord iki tiytgeyénli ikinji tertipli
¢yzykly deiilemedir.

Eger f (x, y) # 0 bolsa, onda denillemd ¢yzykly birjynsly dal we
f(x,y) =0 bolsa ¢yzykly birjynsly denileme diyilyar.
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§2. Matematiki fizikanyn esasy denlemeleri

Mehanikanyn we fizikanyn kop meseleleri ikinji tertipli hususy
ontimli differensial defillemeleri derfiemeklige syrykdyrylyar. Mysal
ticin, tolkunlaryn diirli gorniisleri 6wrenilende tolkunyn deiilemesi
diylip atlandyrylyan
U 2[0211 aY azuj

=a + +
or o’ ot ot )

4
(4) )
denlema gelinyar.
Bu yerde a — berlen gursawda (sredada) tolkunyn yayrayys tizligi.
Birjynsly izotrop jisimde yylylygyn yayramgy, seyle hem diffu-
ziya hadysasy, yylylyk gegcirijiligi deiilemesi diylip atlandyrylyar we
ou ,(0u ou 0Ju
- =qa (—2—{-—24— —2] (B)
ot ox~ oy° oz
gorniisde yazylyar.
Birjynsly izotrop jisimde yylylyk gecirijiliginin durnuklasan
yagdayyna garasak, onda biz Puasson denillemesi diylip atlandyrylyan

o’u O’'u Ou

ottt ) ©

deiileméni alarys. Eger jisimin i¢inde yylylyk cesmesi yok bolsa,
onda (C) deiilemédnin yerine Laplas denilemesi diylip atlandyrylyan
@ + @4_ @ =0
o’ oyt o - (Z)
deiilleméni alarys.
(A)~(L) detilemelere matematiki fizikanyn esasy deiilemeleri diyilyér.
(A)—(L) denillemelerinl her birinin tiikkeniksiz kop ¢6ziiwi bar. Ta-
kyk fiziki meseleler ¢oziilende sol ¢ozliwlerinl icinden meselénin fi-
ziki manysyndan gelip ¢ykyan gosmaga sertleri kanagatlandyryan
¢oziiwi saylap almak zerurdyr.
Seylelik bilen, matematiki fizikanyn esasy meselesi hususy ontiim-
li differensial deflleménin gogmaga sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini
tapmaklykdyr. Seyle gosmaca sertler gyra serler, yagny garalyan yayla-
nyn aracédginde berlen gyra we baslangyg sertler bolyar.
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§3. Ikinji tertipli defilemelerin toparlara boliinisi

Asakdaky ikinji tertipli defilemé garalyn:

o o’U oU oU ou
) v X, Uy—, —, .. 0.
ijz:lay (XP T xn)a 6 +f[xl’ - axl axz ’axnj (3 1)
a, koefﬁ51yentler (xl, Lo X,) € E" gifiigligifi D yaylasynda ber-
len funks1yalar sunlukda, a;=a,

(3 1) denleméni nokatda toparlara bolelin. D yayladan kesgitli

()c1 , x2 s e x,?) nokady alalyn we

> a, (5 x 1) €6 (3.2)

i,j=1
kwadratik formany diizelin.

Eger (3.2) kwadratik formanyn alamaty kesgitli bolsa, onda (3.1)
defilemd (x{, xY, ..., x!) nokatda elliptik defileme diyilyir.

Eger (3.2) kwadratik forma kwadratlaryn jemine getirilende bir
koeffisiyentinden galan &hli koeffisiyentleriniii alamaty birmenzes,
beyleki bir koeffisiyentinini alamaty olara garsylykly bolsa, onda (3.1)
defilemé (x},x), ..., x!) nokatda giperbolik defileme diyilyr.

Eger (3.2) kwadratlk forma kwadratlarynn jemine getirilende
ol jem birden kop polozitel koeffisiyentlere we birden kop otrisatel
koeffisiyentlere eye bolsa (sunlukda, @hli koeffisiyentler noldan ta-
pawutly) onda (3.1) deilemd (x{, x7, ..., x! ) nokatda ultragiperbolik

......

Eger (3.2) kwadratik forma kwadratlarynn jemine getirilende bir
koeffisiyent nola den, beyleki koeffisiyentlerinn alamatlary birmenizes
bolsa, onda (3.1) defilemd (x,x),...,x!) nokatda parabolik der-

Eger (3. 1) deitlleme D yaylanyi her bir nokadynda elliptik, degisli-
likde giperbolik we parabolik denlleme bolsa, onda ol defilemé D yayla-
da elliptik, degislilikde giperbolik we parabolik defileme diyilyar.

Eger a koeffisiyentler hemiselik bolsalar, onda denleménin ol
ya-da beyleki gorniise degislidigi liytgeyédn ululygyn bahasyna bagly
daldir.
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Laplas denlemesi elliptik denilemelere, tolkunyi denlemesi gi-
perbolik denlemelere we yylylyk gecirijiligin denilemesi bolsa para-
bolik denlemelere degisli denilemelerin yonekeyleridir.

§4. Kop iiytgeyéanli ikinji tertipli hemiselik
koeffisiyentli defilemeleri kanonik gorniise getirmek

Asakdaky hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly denilemé garalyi:

z Y oxox. 8x8x zb_+CU FACTE S} (4.1)

i,j,=1 i=1

(X5 X,5..., X,) Uytgeyan ululyklaryfi ornuna
& :chi x,k=1,2,..,n 4.2)
i=1

¢yzykly Ozgertmidnifi komegi bilen (£, &, ..., ¢ ) Uytgeyén ululykla-
ry girizelifi. (4.2) 6zgertmede ||c, || kesgitleyji noldan tapawutly diye-
lin. Kone tiytgeyan ululyklar boyunga oniimler téze tiytgeyédn ululyklar
boyunca dniimlerii {isti bilen agsakdaky formulalar boyunga anladylyar:

U _$, U

(4.3)

axax _k,zl . agkag

(4.3) ontimleri (4.1) deiilemede goyup alarys:

n

& lala 8(§k6§ ;b _+CU f(§1’§2""’€n)’ (44)

bu yerde

a,= Z a;- Cy- Cy 4.5)

ij=1

13



Eger

z alit; (4.6)

i,j=1
kwadratik formada

n
I, = zcki' Tk
k=1

cyzykly 6zgertme etsek, onda ol
Z Ay T, T,
k=1

gorniise gelyir we a;; koeffisiyentler (4.5) formula bilen kesgitlenyér.
Algebradan belli bolsy yaly, C, koeffisiyentleri (4.6) forma
kwadratlaryil jemine, yagny

Z A 'Tlf
k=1
gorntise geler yaly saylap almak bolyar. 4, koeffisiyentler degislilikde

+1 ya-da nola def. 4, koeffisiyentlerini alamaty hem (4.1) defileménifi
gorniisini kesgitleyir. Ozgerdilen (4.4) defileme

n/l
2h

gorniisi alar. (4.7) defilema (4.1) denilleménii kanonik gorniisi diyilyar.

N CraUSf(E G b))

Elliptik defilemeler ti¢in &hli 4, = 1 ya-da 4= —1. Sofiky yag-
dayda defnleménif iki bolegini hem (~1)-e kopeldip, &hli 4, = 1 diyip
hasap etmek bolar. Seylelik bilen, islendik ¢yzykly hemiselik koeffi-
siyentli elliptik denleméni, 6nki belgilemidmizi saklap,

Zn: b —+ U= f(x, %, ., X,)
i=1

i=1
gorniise getirmek bolar.
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Giperbolik denleme yagdayynda liytgeyén ululyklar (n + 1) sany
diyip hasap edelifi we ¢ ,, = ¢ diyelifi. Onda islendik ¢yzykly hemise-
lik koeffisiyentli giperbolik defileméni

U LU . oU
o e ThG ra VAl n )

i

gorniise getirmek bolar.
Islendik ¢yzykly hemiselik koeffisiyentli parabolik denleme

n aZU n 8U
Z axz +Zb,- A +c1.U:f1(x],x2,...,xn)
i i=1 ;

i=1 i

gorniise getirilip bilner.

§5. Iki iiytgeyinli ikinji tertipli defilleméni kanonik
gorniise getirmek

Uly ontimlere gora ¢yzykly, iki tiytgeyanli ikinji tertipli defileme
asakdaky gorniise eye:

oU oU

2 2 2
aU aU 8U+Fxsy:Ua_a_ 203(51)
ox Oy

A- + 2B- +C-
ox’ Ox0y oy’
bu yerde: A4,B,C koeffisiyentler x, y iiytgeyédnlere bagly tlizniiksiz
funksiyalar. 4, B, C koeffisiyentler bir wagtda nola den dél diyip hasap
etjekdiris.
(5.1) denlema

At} + 2Bt t, +Ct;

kwadratik forma degislidir.

(5.1) differensial denllema:

1) B>— AC > 0 (kwadratik formanyn alamaty liytgeyén) bolanda
giperbolik;

2) B>*— AC = 0 (kwadratik formanyn alamaty hemiselik) bolanda
parabolik;
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3) B2 AC < 0 (kwadratik formanyn alamaty kesgitli) bolanda

A(x,y)=B>-AC ululyga (5.1) denileménin diskrirminanty diyilyar.
(x, y) tiytgeyan ululyklaryn deregine tize (¢ #) tiytgeyan ululyklary
c=cx ), n=nxy) (5.2)

formulalaryin komegi bilen girizelin, bu yerde ¢ (x, y), n (x, y) — iki
gezek tlizniiksiz differensirlenyén funksiyalar, sunlukda, D yaylada
yakobian

[

D(&n) |[ox oy

D(xy) |on on)”" 9
ox oy

U= U (¢, n) funksiya (x, y) ndbellilere goré ¢ylsyrymly funksiya
hokmiinde garap alarys:

oU _oU 2& U on U _oU 85 aU o

s - _+_'_7
o ot ox oOn ox op o0& oy oOn Oy

U QU ag] L, QU 0 o aU(anJZ oU 9%  oU '
08 ox*  on ox

o’ o8& ocon ox ox on® \ox)  oE o

oU _0U o8 &, .on on
6x6y o0& 8E ox oy 85617 ox 0y Oy Ox 817 ox 6y
oU 9% oU ' (5.4)

0& oxoy On 6x8y
FU_oU (g, U o¢ an U (an) U @ oU o'
oy o0& \ oy otom oy &y on’ \dy) o0& &' on &'

8_5.6_'7+8_5.6n] dU on on

Bu ontimleri (5.1) defilemede goyup, ony

2 2 2
Al'al{+2B1_8U+C1_ﬁl{ Flen ’U8U oUu

0& 0&on on 0& 0on
gorniisde yazalyn, bu yerde

j 0 (5.5)
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4 (5,17)=A(%j 2% % ¢ ( éj

ox ox Oy oy

—————— , (5.6
ox Oy oy Oy (56)

ox Oy 8y ox
C (&) =4 (a”j 4o 0.2, ofon)
A ox ox Oy oy

B, (& ):Aa_?.a_’?JrB[@é on , 0& 8”j+c%.5_’7

G0s-goni barlamak bilen

_R2 _( p2 D (éarl) ’

A, (x.y) =Bl —4,C=(B*-AC) [D(x’y)} (5.7)
bolyandygyny gorkezmek kyn dél. Bu yerden gorniisi yaly, (5.2) 0z-
gertme denleménin gérniigini (tipini) tiytgetmeyaér.

(5.2) 6zgertmede bizin garamagymyzda & (x, y) we # (x, y) iki
funksiya bar. Bu funksiyalary

1)4,=0,C =0; 2)4,=0,B,=0; 3)4,=C,B,=0
sertlerin biri yerine yeter yaly saylap alyp bolyandygyny gorkezelin.
Sonda (5.2) 6zgertme bilen alnan (5.5) deiileme in yonekey, yagny
kanonik gorniisi alar.

1. A (x, y) = B?>— AC > 0, yagny D yaylada (5.1) defileme giper-
bolik denilemedir.

A # 0 diyip hasap edelin. Birinji tertipli

A[azj g EE o) (5.8)
ox Ox Oy 8y

differensial denilemé garalynl. Bu defileméni

{Ag—i +(B+M) 62} {A% (B VB - ac). ZZ} 0

oy Ox )y
gornilisde yazalyn. Soiky denileme bolsa

2. Sargyt Ne 8 17



Ag (B+m) % _o (5.8 a)

X oy
prem (B JB Ac) % o (5.8 b)
ox oy

iki denlemé dargayar. Seylelikde, (5.8a) we (5.8b) denlemelerin
cOziiwleri (5.8) denileménin ¢oziiwleridir.

(5.8a) we (5,8b) denlemeleri integrirlemek {i¢in olara degisli ady
differensial denlemelerin ulgamyny diizelin:

dx _ dy .
A BB —4C’
dx

_ dy
A B-+B*-AC

ya-da

Ady—(B—Fx/ﬂ)dx:O; (5.9a)
Ady—(B—\/BZ —Ac)dxzo. (5.9b)

(5.9a) we (5.9b) denillemeleri
A(a’y)2 —2Bdxdy JrC(a’x)2 =0 (5.9)

deiileme gorniisinde yazmak bolyandygyny belldlin.
(5.9a) we (5.9b) denilemeleri integrirldp alarys:

e(x,y)=C, y(x-y)=C,. (5.10)

(5.10) integrallaryn ¢ep bolekleri, degislilikde (5.8a) we (5.8b)
deiilemelerin, seyle hem (5.8) defileminin ¢oziiwleridir.

(5.10) egrilere (5.1) denleménin hisiyetlendiriji egrileri ya-da
}'léne hﬁsiyetlendirijileri (5 8) deﬁleméi (edil sonun yaly-da (5.9)

------
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Giperbolik denlemeler tigin B°— 4 - C > 0, diymek, (5.10) integ-
rallar hakyky we diirliidir. Seylelikde, giperbolik denlemelerin haky-
ky hasiyetlendirijilerinin iki sany diirli maggalasy bardyr.

(5.2) 6zgertmede

c=¢(xy)=0(xy),  n=n(xy)=y(x,y)

diyelin. Onda (5.6) denlemeden gorniisi yaly, (5.5) deillemede
A, = C, = 0. Garalyan yagdayga B, # 0, munufi seyledigi (5.7) defilik-
den goriinyér. Seylelik bilen, (5.5) denleme

o’U

2B, +F[§ n, U,

U au) _,
- agom

¢ on

gorniisi alar. Sonky defileméni 2B -e boliip

o'U oU oU
=0 (5.11)

o&on o& " on

gémﬁsde }'Iazalyﬁ (5.11) denilemé giperbolik denleménin birinji

......

+F’2(§9 na Ua

Eger & #n liytgeydn ululyklaryﬁ deregine { =a + f, n = a — f den-
likler bilen tidze a, f iiytgeyédn ululyklary girizsek, onda (5.11) den-
leméni

oU aU [ ﬂUaU auj 0 (5.12)

oo 6[3 o op
gémﬁsde }'/azmak bolyar (5.12) denlema giperbolik denleménin ikin-
2. B>~ AC = 0, yagny garalyan yagdayda (5.1) denileme para-
bolik deiilemedir. Bu yagdayda 4 we C koeffisiyentlerini biri noldan
tapawutlydyr. Goy, 4 # 0 bolsun. Onda (5.8a) we (5.8b) defillemeler
gabat gelyarler:
0z 0z
A-— +B-—=0.
o Py (5.13)
B?> — AC =0 sert esasynda (5.13) denileménin her bir ¢6ziiwinin
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62 194
+C-—=0
6x Py (5.14)
deiilemini kanagatlandyryandygyny gérmek kyn dél. (5.13) denilleméa
degisli
A-dy-B-dy=0
ady differensial denileméni integrirldp, alarys
9 (x,y)=C,

yagny parabolik denlemeler hakyky hisiyetlendirijileriii bir masgala-

syna eyedir.

(5.2) 6zgertmede ¢ = ¢ (x, y) diyelini. # (x, y) funksiya hokmiinde
bolsa (5.3) serti kanagatlandyryan islendik iki gezek {lizniiksiz diffe-
rensirlenydn funksiyany alalyfi. Onda (5.5) defilemede 4, = 0 bolar.
Indi B, koeffisiyenti agakdaky gorniigde yazalyi:

B, = A8_<p+38_<p ‘8_n+ %9 C@go on
ox oy ) Ox ox dy Joy

= 0 gelip c¢cykyar. (5.5)

(5.13) we (5.14 deiliklerden B,
denlemedéki C| koeffisiyenti 6zgerdip

2
C oL (42, 20
A ox oy
gorniisde yazalyn. Bu yerden C, = 0, sebibi tersine bolaysa (5.13)

D(g, -
deiilik esasynda L’?) = 0 bolar. Seylelik bilen, (5.5) denleme
D (x, y)

¢ 7Y 1 Rlen vl 2o
on og an
gorniisi alar. Sonky gefileméni C -e boliip,
a(f+F &nU, — v v =0 (5.15)
on 0& 8
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gorniisde yazalyn. (5.15) denlema parabolik defileménin kanonik
gorniisi diyilyar.

3. B2 — AC < 0, yagny (5.1) denlleme elliptik denlemedir. 4, B,
C koeffisiyentler x, y iiytgeyan ululyklardan analitiki funksiyalar diyip
hasap edelini. Onda (5.8a) we (5.8b) denllemeleriit hem x, y iiytgeyan
ululyklardan analitiki funksiyalardyr we olaryn 6zara gatrymly analitik

z(x,y)=o(xy)+i-y(xy);

Z(x,y)=0(x,y)=i-y(xy)
coziiwleri bardyr. (5.2) 6zgertmede

c=9x ), n=yxy)
diyeliil. z = ¢ + i -  ululygy asakdaky deiilikde goyalyn:

2 2 2
(8§j +2B —= O .06 +C % =A(a—n) +288—n'a—n+C on
ox ox Oy oy ox ox Oy oy

ox Ox ox oy Oy Ox oy oy

ya-da
4,=C, B =0.
Seylelik bilen, bu yagdayda (5.1) deiileme
2 2
A16_I{+A18l£ FlénU,— ou v =0
o0& on ol 8
gorniisi alar. Sonky defileménin iki bolegini hem 4 -e bolip
6@;6U aUaU
o0E* on’ o0& " on
gorniisde yazalyn. (5.16) deiilema elliptik defileménin kanonik gor-
niisi diyilyér.

+F(§mU J 0 (5.16)
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Bellik. Goy, denilemesi B> — 4 - C =0 bolan 6 egri D yaylany iki bolege
bolyédn bolsun we onun bir boleginde (5.1) denleme elliptik, beyleki bole-
ginde bolsa giperbolik bolsun. Bu }'Iagda}'/da (5 1) deﬁlemé D }'Ia}’llada gaty-
cyzygy diyilyar.

Eger (5.1) denleme ¢yzykly defileme bolsa, onda onuii kanonik
gOrniisi hem ¢yzykly denlemedir:

o'U

oU oU

oéon +a(&n)- ¥+b(§ n)-%w(é,n)U:f(é‘,n)
ya-da
Tyt aEn) S (e (&) U=/ (En)

(giperbolik denleme yagdayynda);

62U
on’

ou

og
(parabolik denileme yagdayynda);

va(en)- Y b(éj,n)-g—zw(ém)ﬂ:f’(é,n)

O’U QU
o& o

calEn) Greb(En) G re(En) U= f(En)

S
(elliptik denlleme yagdayynda).

§6. Umumy ¢oziiw diisiinjesi

Ikinji tertipli ady differensial defilemdninn umumy ¢oziiwini iki
sany erkin hemiselik sana baglydygy bellidir. Kosi sertlerinden pey-
dalanyp, erkin hemiseliklerin takyk bahalary tapylyar we bu tapylan
bahalary umumy ¢oziiwde goyup, berlen ady differensial defileménii
baslangy¢ (Kosi) sertleri kanagatlandyryan hususy ¢6ziiwini almak
bolyar.

Hususy onilimli differensial defilemeler li¢in bolsa umumy ¢6ziw
diisiinjesi girizilmeyar. Yone hususy oniimli differensial defilemeler
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Ozgerdilende bir liytgeyédn ululyk (argument) boyunca iki gezek in-
tegrirlemeklige getirilydr we integrirlemekligin netijesinde iki sany
erkin funksiya bagly bolan ¢oziiw alynyar. Bu halda ady differen-
sial denllemeler nazaryyetini goz oniinde tutup, alnan iki sany erkin
funksiya bagly bolan ¢6ziiwe hususy oniimli differensial defileménin
umumy ¢oziiwi diyilyar.

Kabir halatlarda hususy oniimli differensial defileméniii umumy
¢Oziiwini tapmak iicin ol denilemede téze tiytgeyéan ululyk ya-da tize
funksiya girizmelik amatly bolyar.

1-nji mysal.

2 2 2
28U_58U +38U=

2 2 O
ox Ox Oy oy

deiileménin umumy ¢ézliwini tapmaly.
Caoziilisi. Berlen denleminin diskriminantyny hasaplalyn:

A(x,y):Bz—A'C:?—6:i>0.

Diymek, berlen deiileme tekizligin @hli yerinde giperbolikdir.
Indi onun hésiyetlendiriji deiilemesini diizelin:

2 (dy)? + 5 dxdy + 3 (dx)*=0

ya-da

2
2(ﬂ) +5 d—y+3:0.
dx dx

Sonky ady differensial defileméni integrirldp alarys:

d_y_—Si\/25—24 d_y_—Sil
dx 4 " dx 4

v, d_ 3
dx ’ dx 2’
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Bu yerden
xty=C, Ix+2y=C, -

goni ¢cyzyklaryn iki sanysynyn masgalasy. £ =x +y, = 3x + 2y belgi-
lemeleri girizelin we defilema giryan 6ntimleri hasaplalyi:
oU oU ,oU oU oU oU U oU U  oU
T3 s =22 16 +92 2
o 08 “on @y 0 onm

b

oxr 9Er oton  on’
o'U oU _oU oU o°u _oU oU  ,oU
=—5+5 +6— -=——7>t4 +4—.
Oxdy 0& oéon  on oy. o0& oén  on
Tapylan oniimleri berlen deiilemede goyup, alarys:
o'U Kl aU
=0 =
o5om ¢
Sonky denligi £ boyunga integrirldp, alarys:

= f(n).

Alnan deiilemé birinji tertipli ady differensial defileme hokmiin-
de garamak bolyar (¢ — berkidilen ululyk, # — iiytgeyén ululyk).
Bu denlleméni integrirldlin, onda

U(&n)=|s(n)dn+1(&).

_[fl )dn=1,(n) belgileme girizip we x, y iiytgeyan ululyklara
gecip, berlen defileminin umumy ¢ézliwiini alarys:

Ux,y)=f, Gx+2)+f, (x+y),

bu yerde f, we f, iki gezek lizniiksiz differensirlenyén funksiyalardyr.
2-nji mysal.

62U+(x_ ) oV oU
4 ox’ 4 Ox0y oy’
defilleméniit umumy ¢ézliwiini tapmaly.
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Cogziilisi. I1ki bilen berlen denleméni yonekey gorniise getirelin.
Onun {igin ol denleménin diskriminantyny hasaplalyn:

2 2
A(x,)’)=BZ—AC:(%j +xy=(x;yj .

Sonky denlikden gorniisi yaly, berlen defileme x + y # 0 bolanda
giperbolik gdrniise eyedir. x +y = 0 gbni ¢yzyk bolsa, onuil parabolik
dinyin ¢yzygydyr.

Indi hisiyetlendiriji defileméni diizelini:

y (dy)’ = (x —y) dxdy — x (dx)* =

Bu denleménin 6zgerdip, alarys:

,:@:(x—y)i(xjty)
dx 2y '

y

x +y # 0 halda soniky ady differensial defilemeleri integrirlép,

x+y=C,x*—y*=C,—gobni gyzyklaryf we giperbolalaryii mas-
galasyny alarys.

¢=x+y, n=x*—y? hisiyetlendirijileri (bellemeleri) girizip, ber-
len defillema giryédn oniimleri hasaplalyn:

U_ou ,ou  aU_au_, U

o o9& on’ oy 0§ 071

U U U , 00U oU
= +4x

o Y PREIE .
x ¢ &on n n

2 2 2 2
ou = 0 ({+(—2y+2x) ou —4xya ({
oxoy 0& 0&on on

o°’U o°U o°U ,0'U oU
2 - 7 Ty 4x 2 y :
oy” 0 o&on on on




Tapylan 6niimleri berlen deiilemede goyup, alarys:

o°U oU
2 ? 2 = o,

Soniky denlleméni x + y # 0 ululyga gysgaldyp we hasiyetlendiriji
tytgeyin ululyga gecirip, alarys:

2
C§8U+6—U:0 = ic?,a—U+U =0.
oson  on on\ "~ og
Sonky denligi # ululyk boyunca integrirldlin. Onda
ou
—+U= .
§5TU=A)

Bu yerde f, ({) — erkin funksiyadyr. Alnan defileméni ¢ liytgeyén
ululyk boyunca (n-berkidilen) birinji tertipli ady differensial deiileme
hokmiinde garamak miimkin. Sonun {i¢in ol deilleméni integrirlép,
alarys:

U:fﬁ(é)ig&fw(n)'

Soniky defilikde = /(&) belgileme girizip we kone

[ £(¢) ac
£

x,y Uytgeyan ululyklara gecip, berlen denleméninn umumy ¢oziiwiini
tapalyn:
2 2
vix -y
U(x,y):f(x+y)+—( ),
x+y

bu yerde: f'we y — iki gezek {lizniiksiz differensirlenydn erkin funksiya-
lardyr.
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II BAP
MATEMATIKI FIZIKANYN ESASY
DENLEMELERINI GETIRIP CYKARMAK

§7. Kirsin yrgyldylarynyn denlemesini cykarmak

Kesgitleme. Inge, absolyut ¢eye, mayysgak sapaga Kiris diyilyér.

Goy, kirsin ahyrky nokatlary (uclary) berkidilen, 6zi bolsa gaty
dartylan diyelin. Beyle diydigimiz ndméni anladyar? Siz kirsin ndhili
cekilendigi dartys giiyjiinin iisti bilen kesgitlenilyindigini bilyéansi-
niz. Eger kirsini haysy hem bolsa bir nokadyndan beyleki tarapynda
yatyan bolegini ayyrsak, onda sol ayrylan bdlegin tisirini ¢alysyan
gord agyrlyk giiyclerini hasaba almasan hem bolyar.

Indi kirsinl kesgitlemesinde ulanylan sézlerden ndhili matematiki
manylar ¢ykaryp bolyandygyna garalyn. “Inge” diyen s6z sapagyn
dinie bir ¢yzykly Olceginiii (uzynlygynyn) bardygyny ailadyar. “Ab-
solyut ¢eye” diyen sozler uzynlygyna liytgemeyin, forma liytgemele-
rine sapagyn hig hili garsylygynyn yokdugyny anladyar. Bu bolsa ma-
tematikada T dartys giiyjiinif kirse galtasyan goni boyunca ugrukdy-
rylandygyny anladyar. “Mayysgak” diyen s6z bolsa kirsin Gukur
kanunyna boyun egyiandigini anladyar: dartys giiyjiinin ululygynyn
liytgemesi kirsii uzynlygynyn liytgemesine goni proporsionaldyr.

Goy, denagramlylyk yagdayynda kiris x oky boyunga ugrukdy-
rylan bolsun. Eger kirsi deiagramlylyk yagdayyndan ¢ykarsak (my-
sal licin, ony cekip goybersek), onda ol yrgyldap baslar. Biz dinie kese
yrgyldylara garajakdyrys, yagny hereket dinie bir tekizlikde bolup
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gecydr we kirsin hemme nokatlary x oka dik hereket edyirler diyip
hasap etjekdiris. Bu tekizlikde xOU goniiburgly koordinatalar ulga-
myny alalyn, onda U kirsin denagramlylyk yagdayyndan gysarma-
syny aiilladar, sunlukda, yrgyldy wagtynda U x we ¢ ululyklara bagly
bolar. Hereketi suratlandyrmak {i¢in biz U (x, ) tapmalydyrys. Her bir
kesgitli (berkidilen) #-de U (x, ) funksiyanyn grafigi kirsin su wagt-
daky (pursatdaky) formasyny (sekilini), %—U bolsa x absisaly nokat-
X
da galtasma ¢yzygynyn bur¢ koeffisiyentini kesgitleyir. Berkidilen
x-de U (x, f) funksiya x absisaly nokadyn Ou oka parallel ¢yzyk bo-

yunga hereketiniii kanunyny beryir, onda 88_U — bu hereketin tizligi,

2 t
6(;;2] — bolsa tizlenmesi bolar.

Biz dine kici yrgyldylara gararys, yagny U we 88_U seyle kici
X
bolanlygy ii¢in U?~0, U =0, U U =0 bolar diyip hasap etjekdiris.
Kirse onun yrgyldayan tekizliginde Ou oka parallel gliygler té-
sir edyér diyip kabul edelin. Kirsin yrgyldayan gursawynyn garsylyk
gliyclerini hasap etmélin (/-nji ¢yzgy).

Ay

T (x,)
0 (x,)
T (x)) o (x)) M,
M,
Ve
T, O N x I T, x

1-nji ¢yzgy

Kirsifi erkin (x, x,) bolegini saylap alalyfi. Yrgyldy wagtynda ol
bolek M M, duga deformirlenyén bolsun.
Islendik ¢ wagtda M M, duganyn uzynlygy

S':TwllJrUf de=x,—x =8
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bolar, yagny deformasiya wagtynda uzalma bolmayar. Onda kirsii
bellibir nokadyndaky 7 dartys giiyjiinii ululygy Gukufi kanunyna
layyklykda wagta baglylykda liytgemeyir, yagny 7 =T (x) bolyar.

Indi bizifi caklamalarymyzda 7 dartys giiyjiinifi x-¢ hem bagly
déldigini, yagny T =7, =const bolyandygyny gorkezelin. Hakykat-
dan hem, kirsift M M, bolegine M, we M, nokatlarda kirse gegirilen
galtagyanlar boyunca ugrukdyrylan galtasma giiy¢leri, inersiya giiyji
we dasky giiycler tédsir edyérler. Bu giiy¢lerin x oka proyeksiyalary-
nyn jemi nola den bolmaly. Biz difie kese yrgyldylara garayarys, diy-
mek, inersiya giiycleri we dasgky giiycler OU oka parallel ugrukdyry-
landyr, onda

T (x) - cosa(x)—T(x,) " cosa(x,) =0,

bu yerde o (x) — ¢t wagtda kirsin x absisaly nokadynda gecirilen galtas-

yan goni bilen x okuf polozitel ugrunyii arasyndaky bur¢dur. Yoéne

bizii caklamamyzda

)= 1 1
\/1+ tg’ar (x) \/1 +U?

Diymek, T'(x)) = T (x,).

Biz x, we x, nokatlaryn erkinliginden 7 dartys giiyjlinii x-¢ bagly
déldigini aldyk. Seylelik bilen, x we #-nifi islendik bahalarynda 7'= T,
diyip hasap etmek bolyar.

Indi U (x, ) funksiyanyin kanagatlandyryan differensial dele-
mesini getirip ¢ykaralyn. Onun iicin Dalamber prinsipinden peyda-
lanalyn. Ol prinsipin esasynda kirsin saylanyp alnan kébir bolegine
tasir edydn gliycler denagramlagmalydyr.

Kirsifi erkin M M, bolegine garalyit we ol bolege tésir edyén ahli
giiyclerin OU oka proyeksiyalarynyn jeminifi nola defi bolmagynyn
sertini tapalyn.

M, we M, nokatlarda tésir edyén dartys giiy¢lerinifi proyeksiya-
larynyn jemi

cosa (x ~1.

V,=T,[sina (x,) — sina (x,)]
bolyar. Bizini caklamamyzda
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tga (x) U,
= ~ ~U_.
\/1+tg2a(x) \/1+Uf

) 2]
a‘x X=X, ax X=X

X3 A2
(G_U] _(a_Uj - I 0 ljdx
X Jooy, \OX )., 7 Ox

bolyandygyny nazarda tutup, alarys:

sina (x)

Onda

Indi

U
V=T, ;[ydx. (7.1)
Kirse tisir edyédn dasky gliyjiin ¢yzykly dykyzlygyny p(x,?) diyip
belldlif, onda M, M, bolege tésir edydn dasky giiyjiin OU okuna

proyeksiyasy

V,= | p(x.1)dc (1.2)
bolar.
Goy, p (x) — kirsinl ¢yzykly dykyzlygy bolsun, onda M M, bole-
gin inersiya giiyji
U
V.= —£ p(x) 5 (7.3)

bolar.

Yokarda aydylanlaryii esasynda kirsii M M, bdlegine tisir edyéin
giiy¢lerin OU oka (7.1) — (7.3) proyeksiyalaryn jemi nola deni bolma-
ly, yagny
‘.. ou o’U
j [TO P -p (x) v +p(x,t)} dx =0.

X1
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Bu yerden x, we x -niii erkinliginden integral astyndaky funk-
siyanyn kirsii her bir nokady {i¢in islendik # wagtda nola den bolma-

lydygy gelip ¢ykyar, yagny

o*U o*U
P(N) =l

+p(x,t). (7.4)

Bu denllema kirsin yrgyldysynyn deflemesi diyilyér.
Eger kiris birjynsly, yagny p(x) = const bolsa, onda (7.4) defileme

o’U o’U
at2 :a2 ax2 +f(x’t) (7'5)
gorniisde yazylyar,
2 =5,f(x,t): p(x,t)_
P p

(7.5) denillemai birjynsly kirsin mejbury yrgyldysy diyilyar.
Eger dasky giiy¢ tisir etmeyén bolsa, onda p(x, ) = 0 we (7.5)
denileme
2 2
oU_poU (7.6)
ot ox

gornlisi alar. (7.6) deiilemé Kirsifi erkin yrgyldysynyn denlemesi
diyilyér.

§8. Membrananyn yrgyldylarynyn denlemesini
cykarmak

Kesgitleme. Erkin egreldip bolyan dartylan gabyga (plyonka)
Goy, denagramlylyk yagdayynda membrana xy tekizliginde yer-
lesen we kdbir D yaylany eyeleyian bolsun. Mundan basga hem mem-
brana onun gyralaryna goylan dendlcegli 7" dartys giiyjiinin tésirinde
yerlesyar diyelinn. Bu diyildigi, eger membrana boyunca islendik ugra
¢yzyk gecirsek, onda ol ¢yzygyn elementi bilen boliinen iki bolegin
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arasyndaky Ozara tédsir edydn giiy¢ elementiin uzynlygyna proporsi-
onal we onun ugruna perpendikulyar: ¢yzygyn dS elementine tisir
edyan giiyjin ululygy 7dS bolar.

Membrananyn her bir nokadynyn xy tekizlige perpendikulyar OU
oka parallel hereket edydn kese yrgyldysyna garalyil. Onda membrana-
nyn (x, y) nokadynyn U siiysmesi x, y we ¢-¢ bagly funksiya bolar.

Membrananyn ki¢i yrgyldysyna garap, U (x, y, ¢) funksiya we
onun x, y boyunga hususy oniimlerini, olaryn kwadratlaryny hem-de
kopeltmek hasyllaryny ol ululyklaryn 6zleri bilen deniesdireniiide ha-
sap etmin bolar yaly, ki¢i diyip giiman etjekdiris.

Membrananyin denagramlylyk yagdayynda /-yapyk egri bilen
ciklenen o bolegini alalyil. Hagan-da membrana denagramlylyk yag-
dayyndan ¢ykarylanda bu bolek /" ginislik ¢yzygy bilen ¢éklenen o’
tiste deformirlener. ¢’ Ustiin £ wagtdaky meydanyny hasaplalyn:

, oUY (oUuY
o :#\/l-i_(@_xJ +(a—j dxdyzC'g)dxdyza.

o Y

Seylelik bilen, bizin ¢caklamamyzda yrgyldy wagtynda membra-
nanyi islendik boleginin meydanynyn liytgemegini hasaba almasak
hem bolyar we membrananyn islendik bolegi ilkibasdaky 7 dartys
gliyjlinin tésiri astynda yerlesyar diyip hasap etmek bolyar.

Membrananynt yrgyldysynyn denlemesini getirip c¢ykaralyi.
Membrananyii erkin ¢’ bdlegine garalyn. Membrananyii bu bolegine
onun galan bolegi tarapyndan /' egriniii normaly boyunga ugrukdyry-
lan, membrananyn {istline galtasyan tekizlikde yatan, dendlcegli pay-
lanan 7 dartys giiyji tasir edydr. Membrananyn o' bdlegini ¢éklendir-
yan /" egrd goylan dartys giiyjiiniii U oka proyeksiyasyny tapalyn. dS’
bilen /" egriniii dugasynyn elementini belgildlin. Bu elemente ululy-
gy boyunga 7 -dS’ -e den dartys gliyji tasir edyar. T dartys wektoryn
OU ok bilen emele getiryan burgunyn kosinusy, bizin ¢aklamamyzyn

esasynda, 66_U -e den, n-denagramlylyk yagdayynda membrananyn o
n

bolegini ¢iklendirydn / egrd dasky normalyn ugry. Bu yerden /" egri-
nin dS’ elementine goylan dartys giiyjlinint OU oka proyeksiyasynyn
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7Y 45
on
dendigi gelip ¢ykyar. Diymek, /' egréd goylan dartys giiyjiinin OU oka

proyeksiyasy asakdaky yaly kesgitlener:

95_”]5' 8.1)

Membrananyn ki¢i yrgyldysynda dS =dS" diyip hasap etmek bo-
lar. Onda (8.1) integralda /" egrini / egri bilen ¢alsyrmak bolar. Grin
formulasyny ulanyp alarys:

oU o’U  oU
T|—dS=T + dxdy . (8.2)
-!. on ”( o> oy’ j 4
Goy, membrana OU oka parallel birlik meydana niyetlenen
P (x, y, t) dagky giiy¢ tésir edydn bolsun. Onda membrananyn o'
bolegine tasir edyin dasky giiyjiin OU oka proyeksiyasy asakdaky
yaly kesgitlener:

”P(x, y.t) dxdy. (8.3)

(8.2) we (8.3) giiygler membrananyﬁ o' boleginin

inersiya giiyji bilen 1slend1k t wagtda denagramlasmagy, p (x, y) —
membrananyn iist dykyzlygy.
Seylelik bilen,

aU o’'U  oU
”[ % T{@xz + 2]—P(x,y,t)} dxdy = 0.

Oy

Bu yerden ¢ meydanyn erkinliginden

o’U o’'U oU
p(x,) = T[ = + " j+P(x,y,t) (8.4)
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gelip ¢ykyar. (8.4) defilemid membrananyn kese yrgyldysynyn deifile-
Eger p (x, y) = const bolsa, yagny membrana birjynsly bolsa, onda
(8.4) denleme asakdaky gorniisde yazylyar:

U (U oU
= +— |+ f(x,0,1), (8.5)
or "[&# P S (1)

2

2o P(x,y,t).

: f(x.p.1)=

Eger dasky giiy¢ P (x, y, £) = 0 bolsa, onda (8.5) detilemeden bir-
jynsly membrananyn

o N

o’'u  L,[(o'U U
+
or’

- ox> oy’

erkin yrgyldysynyi defilemesi alynyar.

§9. Elektrik yrgyldylarynyn denlemesini cykarmak

Elektrik gecirijiniii ugrunda R garsylyk, L — induktiwlik, G — yit-
gi we C — sygym lizniiksiz we endigan paylanan bolsun. L — 6z-6ziine
induksiya koeffisiyenti bolup, ol togui iiytgeme tizligi bilen 6z-6ziine
induksiyanyn EHG-sini baglanysdyryan proporsionallyk koeffisiyenti-
dir, yagny

U=L @
ot

C — sygym siiysme togy bilen U — giiyjenméniil iytgemesinin
tizligi arasyndaky proporsionallyk koeffisiyentidir, yagny

i-c.%Y
ot

Garalyan dx bolekde giiyjenménin peselmegi, Omun kanunyna

layyklykda, elektrik hereketlendiriji giiy¢lerin jemine dendir:
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oU Oi
- dx=iRdy+L-Z-ax.
ox o e ot * ©-1)

Gegirijinin dx elementinden df wagtda gec¢yén elektrik mukdary

Oi
i(x,t)—1i dx, t) | dt =—— dxdt.
[z(x,) l(x+ X, ):I ™ X

dx elementi zaryadlandyrmak {i¢in gerek bolan
ou
C-[U(x,t+ dt) —U(x,t):l dx = Cdedt,

elektrik mukdaryna we izolyasiyanynn kamil déldigi {i¢in yitydn
GUdxdt elektrik mukdaryna dendir:
—@dxdl = Ca—dedt +GU dxdt. (9.2)
ox ot
Seylelikde, (9.1) we (9.2) formulalardan telegraf dernlemeleri-
nin sistemasy diyip atlandyrylyan
ou +Ri+ L o =0;
ox ot
i 93
a +C- ou +GU =0 ©3)
ox ot
sistemany alarys.
(9.3) sistemanyn birinji defilemesini x, ikinji defilemesini bolsa ¢
boyunga differensirlélin:
2 . 2.
0 12]+R@+L o =0;
ox ox Ooxot (94)
o o0U  _oU
+C—F+G—=
Oxot ot ot
Bu ulgamyn ikinji denlemesinden alarys:

0.

2. 2
0l _ oY gV
oxor of o

(9.5)
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(9.2) we (9.5) deiliklerden peydalanyp, (9.4) sistemanyn birinji
denlemesinden giiyjenme ti¢cin
o'U 1 0°U RC+LG oU RG

o ICoxd e v -0
x IC o LC

defileméni alarys. Edil sunun yaly edip togun giiyji ii¢in

2. 2. .
621 1 62+RC+LG@+RGI,=O 9.7)
or LCox LC ot LC
defilemaéni alarys.

(9.6) we (9.7) deiilemelere telegraf denlemeleri diyilyir. Bu
yerden gorniisi yaly, giiyjenme we togun giiyji sol bir
0’w 0w ow
—=a,— +2b, — +c,® 9.8
o> ‘o T a ©3)

defileméni kanagatlandyryarlar, bu yerde a,= LC, 2b, = RC + LG, ¢,= GR.
Eger tize V (x, f) funksiyany

o= exp[—b—OtJ-V
a,

diyip girizsek, onda (9.8) deiilleme

2 2
?9;2/ =a gxz b
yonekey gorniisi alar:
1 b b —a,c,

§10. Gyra we baslangyc¢ sertler

On belldp gecisimiz yaly ady, seyle hem hususy 6niimli differen-
sial denlemelerin, umuman aydanynda, tiikkeniksiz kop ¢ozliwi bardyr.
Sonun ii¢in hem fiziki meseleler hususy 6ntimli differensial denileme-
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lere getirilen yagdayynda ol meseléni yeke-tik hisiyetlendirmek i¢in
denlema kébir gosmaca sertleri birlesdirmek zerurdyr. Seyle gosmaca
sertler bolup baslangyc we gyra sertler hyzmat edyar.
Kirsinl kese yrgyldysy hakyndaky yonekey meseld garalyn.
Kirsiii yrgyldayan wagty onuil baslangy¢ formasyna we baslan-
gyc tizligine baglydyr, diymek,

U(x, t) = ¢ (x),

oU (x,t,)
ot

“baslangyc sertleri” bermeli, bu yerde ¢ (x), y (x) — berlen funksiyalardyr.
Birinji jynsly gyra sertler. Eger 0 <x </ kirsin uglary berkidi-
len bolsa, onda

=v ()

U©,0=0,U( =0 (10.1)

gyra sertler yerine yetmeli. Eger kirsin uclary berlen kanun boyunga
hereket edyin bolsa, onda

U0, 0)=p, (01, UL )= ps, () (102)
gyra sertler yerine yetmeli, u (?), 1,(f) — berlen funksiyalar.
Ikinji jynsly gyra sertler. Eger kirsin uclary yumsak (gowsak)
berkidilen bolsa (u¢lary OU okunl boyuna azat), onda
oU(0,1)  oU(Lr)
—=0, ———==0 10.3
ox ox (10.3)
gyra sertler yerine yetmeli. Eger kirsinl uglarynda v (), v,(7) giiy¢ler
berlen bolsa, onda gyra sertler
oU (0,1)
— 2=y (1),
UG
gorniisde bolyarlar.
Uciinji jynsly gyra sertler. Eger kirsin uglary mayysgak berki-
dilen bolsa, onda

ouU(I,1)
— = =n() (10.4)

WO 0.y=0, YD =0, 0s)

Oox ox




h,>0,h,>0

gyra sertler yerine yetmeli.

Eger mayysgak berkidilen uglar gozganyan bolsalar we olaryi
baslangyg yagdaydan gysarmasy degislilikde 6, (¢), 6, (¢) funksiyalar
bilen berlen bolsa, onda gyra sertler

ou (0,1 —
L—hIU(O, 1)=06, (), h, >0,
ox
oU (1,1)

ox

B (1)=—h0,(1). 0 (1)=—1,0,()

gorniisde bolyarlar.
(10.1), (10.3), (10.5) gyra sertlere birjynsly gyra sertler, (10.2),

......

+hU(1,6)=0, (t), h, >0, (10.6)

Gyra sertlerin ii¢ gorniisinin hemmesini birlesdirip

oU (0,1)

——2+ BU(0,t)=p, (¢

124 ax +ﬂ ( > ) lul( )a
oU (1,1)
4 8U(Lt) =, (1),

y o HoU(Le)= (1)

bu yerde:
a, f, v, 0 — hemiselikler; >+ p2£0,92+02#0

gorniisde yazmak bolyar.

§11. Giperbolik defilemeler iicin goyulyan esasy
meseleler
0= (0, 1) x (0, T) goniiburclukda

o’'U 0 oU
P02 p S e s (5 )
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denilemi garalyn, p (x) > 0, p (x) >0, g (x) > 0, sunlukda, p (x), p (x),
p' (x), g (x) funksiyalar [0, /] kesimde iizniiksiz funksiyalardyr.
Gatysyk mesele. O goniiburglukda (11.1) denleménin

a%}?a’)wU(o,t):ul(f),y

gyra sertleri we

QUL | 507 (1,4) = gy (1), (11.2)

U (x, 0)= (p(x),—ang”o)
t
baslangyc sertleri kanagatlandyryan, aragékde {izniiksiz differensirlen-
yéan regulyar ¢ozliwini tapmaly.
Meselédnin goylusynda garsylyk bolmaz yaly

S, 1) e C(O), 9 (x) € C ([0,]), y (x) € C(0,]), p, (@), 11, (1) € C([0, T])
endiganlyk sertleri we gosmaga sertlerin, yagny

a9'(0) + p(0) = 1,(0), 9'(D) + o) = p, (D)

ylalasyk sertleri yerine yetmeli.

Egera=0,5=1,y=0,0=1 bolsa birinji gatysyk gyra mesele;
egera =1, =0,y=1, 0 =0 bolsa ikinji gatysyk mesele; eger-de
a=1,p=~h,y=1,0=h,bolsaliciinji gatysyk gyra mesele diyilyar.

Kosi meselesi: Bu meselede (11.1) defilemd — oo < x < oo aralyk-
da we islendik ¢ > 0 bolanda garalyar. Sonuii iigin hem x boyunca hig
hili gyra sertler bolmayar. Kosi meselesini formulirlalin:

a@_a( ()Y

=y (x), 0<x</, (11.3)

p(x) e —a plx 6xJ—q(x)U+f(x,t),—oo<x<-4-oo,t>0

denleméani we
U (x.0) :go(x),%zw(x),_m x <+

baslangyg sertleri kanagatlandyryan U (x, t) € C* (t>0) N C' (> 0)
funksiyany tapmaly:

S, ) € C(1>0),9 (x) € C' (-0, +0), y (x) € C (=0, +0).
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Gursa meselesi. Giperbolik denilemeler {icin gosmaca sertleri
basgaca gorniislerde goymak miimkin. Mysal {i¢in, Gursa meselesi
diyip atlandyrylyan meselede gosmaca sertler hasiyetlendirijilerde
berilyir. Gursa meselesini

o*U

ou ou
+a(x,y)—+b(x,y) —+c(x,y)U = f(x, (11.2)
avay HALR ) b y) T (e )U =S (x5)
denilleme tli¢in goyalyn.

0 = (0, x,) x (0, y,) goniiburglukda (11.2) defileménin, aragikde
izniiksiz, yzygiderli ¢6ziiwi bolyan we x = 0, y = 0 hésiyetlendirijilerde

U, 0)=¢ (x).0<x=x,

U, )=y »,0=y<y,
sertleri kanagatlandyryan U (x, y) funksiyany tapmaly.

§12. Gaty izotrop jisimde yylylyk gecirijiligin
defilemesini ¢cykarmak

Gaty jisime garalyn we onun /~-wagtda (x, y, z) nokatdaky tem-
peraturasyny U (x, y, z, f) diyip belldlin. Eger jisimin diirli bolekleri
diirli temperatura eye bolsalar, onda jisimiil gaty gyzan boleklerinden
pes gyzan boleklerine tarap yylylyk gec¢yar. Jisimin iginde kébir S tisti
we onda AS kici elementi alalyn. Yylylyk akymy diyip iistiii birlik
meydanyndan birlik wagtda gecyén yylylyk mukdaryna aydylyar we

“q” bilen bellenilyir. Eger n bilen su birlik meydanyn yylylygy here-
ketinin ugruna tarap bolan normal wektoryny bellesek, onda Furyenin
kanuny boyunca

bolar, bu yerde k£ > 0 bolup, ona icki yylylyk geg¢irijilik koeffisiyenti

......

AQ diysek, onda (12.1) boyunca
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oU
AQ =—k—-AS-At
0= o (12.2)

bolar.

Yylylyk gecirijiligifi defilemesini ¢ykarmak iigin jisimiii iginden
endigan yapyk S iist bilen ¢éklenen islendik V' gdéwriimi alalyn we bu
gowrtimde [7,, z,] wagt aralygynda yylylyk mukdaryny Giytgemesine
garalyn. Eger n normal § Ustlin igki normaly diysek, onda [z, ¢,] wagt
aralygynda S tistden, (12.2) formula boyunga V' gdwriime

J.dtgt__f)k X, V, z )88_ do

a1

vylylyk mukdary gecer.
Indi géwriimin AV elementine garalyi. Af wagt aralygynda onun tem-
peraturasyny AU = U (x, , z, t,) — U (x, , z, t,) ululyga tiytgetmek tigin

AQZ =) [U(xay’ Z, tz) - U(xaya Z, tl)] P AV
yylylyk mukdaryny har¢lamaly bolar, bu yerde y — jisimin udel yyly-
lyk sygymy, p bolsa jisimiii udel dykyzlygy. Bu formuladan V" gowrii-
min temperaturasyny — U (x, y, z, £, )-den U (x, y, z, t,) -€ galdyrmak tigin
gerek bolan yylylyk mukdaryny alarys:
:J'”y.[U(x,y, z,4,)-U(x, y, z,t cp-dV = J.dt ”J.;/p—dV
vV

¢linki
U(x,y,z,tz) xy,zt j—dt
Seredilyén jisimin i¢inde yylylyk gesmelerlmn hem bar bolmagy
miimkin. Ol yylylyk ¢cesmelerinini dykyzlygyny F (x, v, z, ) diyelin.

Onda ol ¢esménin [z, 7,] wagt aralygynda V' gowriimde emele getir-
yéan ya-da sindiryan yylylyk mukdary

=T dt jIIF(x,y,Z,t) dav
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bolar. Saylanyp alnan islendik V' géwriim ii¢in yylylyk mukdarynyn
balansynyi denilemesini yazalyi:

0,=0,+0,
yagny

Idt”jyp—dV— Idz@k dS+IdijF xX,p, 2, 1)dV.(12.3)

Sag bolekdéki tist boyunga 1ntegrala Ostrogradskiy-Gaussyi for-
mulasyny ulanyp, n-iii icki normaldygyny g6z 6niinde tutup alarys:

gj%k—ds——mdiv(k-gradU)dV. (12.4)

(12.4) denlikden peydalanyp, (12.3) denligi

Tdt”][yp%—ll]—div(k-gradU)—F(x, 2, t)}dV =0 (12.5)

gornilisde yazalyn.

(12.5) denlikde integral asagyndaky funksiyanyn tizniiksizligi, V
gowriimin we [z, ¢,] kesimifl islendik bolany ligin garalyan jisimifi
islendik (x, y, z) nokadynda we islendik # wagtda

yp%—lt]—div(k-gradU)+F(x, y,z,1) (12.6)

bolmaly. (12.6) defilemini asakdaky gorniisde yazalyn:

pa—U=ﬁ£k 5Uj R (P (k a—Uj+1v()c ».2,1).(12.7)
ot Ox ox 8y oy 82 Oz

(12.6) ya-da (12.7) denillemad birjynsly dil izotrop jisimde yylylyk
gecirijiligin denilemesi diyilyér. Eger jisim birjynsly bolsa, onda y, p
we k hemiselik sanlar bolyar we (12.7) denileme

ou o’U U  o'U
=a’ + +
o ox*> oy’ o7

j+f(x V,Z, t) (12.8)

gorniisi alar,
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F 2 2 Jt
=K p(xy,zn) - EE220
7P rp
(12.8) denlemi yylylyk gecirijiligin birjynsly dil denlemesi

diyilyér.
Eger garalyan birjynsly jisimimizde yylylyk ¢esmesi bolmasa,
yvagny F (x, y, z, t) bolsa, onda (12.8) defileme

ou ,(o'U o'U oU
=a + (12.9)

— +
ot ox*> oy’ oz
gorniisi alar. (12.9) denlema yylylyk gecirijiliginn birjynsly denleme-

......

Hususy halda, hagan-da temperatura dine x, y koordinatalara we
¢t wagta bagly bolanda (12.9) denileme
ou ,(oU oU
—=aqa + —_—
ot ox® oy

denlemé owrllyér.
Cyzykly 6lcegli jisim ti¢in yylylyk gecirijiliginn defilemesi
ou  ,0U
—=a 3
ot Ox

gorniise eyedir.

§13. Yylylyk gecirijiligiti deiilemesi iicin goyulyan
esasy meseleler
Asakdaky denlema garalyn:

ou  ,0U
—= + f(x,1). )

Gatysyk mesele. O = (0, /) x (0, 7) goniibur¢lukda (13.1)
denleménin

Ux,00=¢x),0<x<T
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baslangyc¢ serti we

o 6Ua(°”) £ BU(0.0) =y (1), o + B* #0;
X
ywwu(z,o:uzm, Y157 %0
X

gyra sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwini tapmaly, bu yerde
@ (x), 1, (1), u, (¢) berlen funksiyalar.
Kosi meselesi. — o0 <x <+ oo, > ( yarym tekizlikde (13.1) dein-
leménin
Ux,0)=9¢ (x),-0o<x<+owo

baslangyc serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly, bu yerde ¢ (x)
berlen {izniiksiz funksiya.

§14. Laplas derlemesine getiryin meseleler

Icinde yylylyk ¢esmesi yok izotrop birjynsly jisimde yylylyk
gecirijiligin denilemesi

oU (U U U
=a + (14.1)

— +
ot ox*> oyt oz
gorniise eyedir.
Goy, jisimin (x, y, z) icki nokatlarynda temperatura durnuklasan

o : ou
bolsun, yagny wagtyn ge¢cmegi bilen iiytgemesin. Onda — =0 we
(14.1) defileme o

U U U

P 0 (14.2)

------

len, (14.2) Laplas defilemesinin ¢éziiwi durnuklasan birjynsly jisimin
U (x, y, z) temperaturasyny kanagatlandyryar. U (x, y, z) funksiyany
kesgitlemek {i¢in difie wagta bagly bolmadyk gyra sertini berilmegi
yeterlik.
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Garalyan yaylada (14.2) denleménin aragdginddki bahasy
Garalyan yaylada (14.2) denleménin aragdkdiki normal 6niimi-
nin bahasy boyunca ¢oziiwini kesgitlemek meselesine Neymon me-

......

§15. Kowalewskaya teoremasy

I1ki bilen, asakdaky iki kesgitlemédni berelin:
1. U (x, t) funksiya goré differensial denileme

a.+oa
o'U ou 090 v
=, t, U ~—, ... (15.1)

ot 0 o
T o 0

gorniise eye bolsun. Eger @ funksiya k-dan uly bolmadyk we ¢
boyun¢a (k—1)-den uly bolmadyk oniimi saklayan bolsa, onda (1)

......

a,ta<k o <k-1.

Mysal {igin, tolkun deillemesi, Laplas deillemesi we yylylyk
gecirijiligin defilemesi x, y we z boyunga normal gorniisdedir; tolkun
deillemesi bolsa ¢ boyunca hem normal gorniisdedir.

2. Eger x, nokadyn etrabynda f (x) funksiyany defidlgegli yyg-
nanyan

F(9)=3e, (x=) = 3 T (r=)

n
n=0 dx

derejeli hatar gérniisde anladyp bolyan bolsa, onda f (x) funksiya x,

......

(15.1) denleme ticin Kosi meselesi asakdaky yaly goyulyar:
(15.1) denleménin

aU akflU
U|z=t0 =, (x)’g =0, (x),"'aW =(Dk_l(x) (152)

=l t=t,
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sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly, bu yerde ¢,, @,,:-,¢,,
funksiyalar kibir D < R* kopliikde berlen funksiyalardyr.

1-njiteorema.(Kowalewskayateoremasy). Egerx nokadyt kibir
etrabynda Po> @1>°**>P, 1 funksiyalar analitik we @ (x, LU ,"',Uaoa)
funksiya kibir (xo, lys @0 (%), (xo)) nokadyil etrabynda anali-
tik funksiya bolsa, onda (15.1)—(15.2) Kosi meselesinini ¢oziiwi bar-
dyr, 6zi hem analitik funksiyalaryn klasynda yeke-takdir.

§16. Kosi meselesi. Hasiyetlendiriji

Asakdaky giperbolik detilemé garalyn:

82
Zalk xl"xZ’ R )

o Ox,0x,

+F xlsz,...’xn’U’a_U’.. aU
ox, " ox,

] 0.(16.1)

Sunlukda, a, = a,, a, — funksiyalar kébir D yaylada kesgitlenen
hakyky funksiyalar diyip kabul edelin.

Goy, D vyaylada yeterlik¢e endigan (n — 1) Olgegi S iist we ol
iistiin her bir nokadynda S {iste galtasmayan hem-de S {ist bilen here-
ket edilende calt {iytgeyan / egri berlen bolsun.

Kosi meselesi asakdaky yaly goyulyar: (16.1) defileménin

U(xl, Xyttt xn)

/ :(P()(-x1, xza Ty Xn),
oU (x,, %, x,) (16.2)
ox

n

| :q)n (‘xl’ x2’ ) xn)

li

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.

(16.2) Kosi sertleri U (x,, -, xn) funksiyany we onufi birinji
tertipli ontimlerini S iistde doly kesgitleyar.

Asakdaky soraga jogap berelini: (16.1) differensial denileme bilen,
(16.2) Kosi sertlerini peydalanyp, U(x,, ---, x,) funksiyanyn ikinji
we sofiraky Oniimlerini tapyp bolarmy?

I1ki bilen Kosi sertleriniii yorite gorniisde berlen yagdayyna garalyi:

b
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Ul _o=00(x %, ), =@ (x,x,);  (16.3)

yagny baglangyg sert x, = x, tekizlikde berlen we / egrinin ugry diyip
normal alnan. (16.3) baslangyc¢ sert x; = x, tekizlikde &hli birinji ter-
tipli ontimleri we U, .~ 6niimden galan ikinji tertipli dntimleri tap-
maga miimkingilik beryér. U, . oniimi tapmak {igin X, = x; belgile-
me girizip, (16.1) defilemeden peydalanalyin. Iki yagdayyii bolmagy
miimkin:

0 0 _
L a“(x1 , xz,---,xn);tO. I a“(x1 , xz,---,xn)—O.

I yagdayda x, = x; tekizlikde U, onimi we ondan uly dniim-
leri birbahaly kesgitlaris.

II yagdayda x, = X, tekizlikde ya miimkin dél denligi ya-da toz-
destwo alarys.

Indi umumy yagdaya garalyn. Kosi sertleri kébir S {istde berlen
bolsun. § tistlin defilemesi

wl.(xl, Xy, ttty X

,)=0 (16.4)
gorniisde berlen bolsun. S iistlin — golay towereginde
él‘:a),‘(xla Xz,"', xn),izlaza"'a’/L (165)

Si» &, 005 &, tiize liytgeyin ululyklary girizelifi, sunlukda, S iist-
de o, (xl, Xy, X,) =0 funksiyalaryn 6zgertmesinin yakobiany nol-
dan tapawutly bolar yaly saylanyp alyndy. Oniimleriii

U U 0w,
ox, “ox, ox,

l

U _< U oo, 00, 33U o

ox,0x, [ Ox.0x, Ox, Ox, ,»:lﬁ_xl.‘@xl.@xk

bahalaryny (16.1) defilemede goyup, alarys:
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2
= 90U . _y (16.6)

11 852
1
bu yerde
_ C ow, 0w,
a, =) a, —- -—-. 16.7
T (16.7)

2

Yazylmadyk agzalar ziinde Oniimi saklanoklar. (16.4) we

2
(16.5) denlikden gorniisi yaly, 6zgerdilen (16.6) detileme tigin baslan-
gye sertler & = 0 tekizlikde, yagny yokardaky yorite gorniisde beril-
yar. Seylelik bilen, (16.7) deiilikden gorniisi yaly, (16.4) iistde Kosi
sertiniii berilmegi S Ustde ikinji tertipli oniimi kesgitlemeklik {i¢in
kesgitsizligin alynmagy o,(x,, x,, -+, x,) Ustiil o, (x,, x,, -+, x,) =c.

sertde

Sa oo 0oy _
D (16.8)

denligi kanagatlandyrmagy zerur we yeterlikdir.

o,(x,, x,, -, x,)=c. iiste (16.1) defilemaniii hisiyetlendiriji
isti diyilyar ya-da gysgaca hdsiyetlendirijisi diyilyér.

(16.8) denleme dasyndan goreninide birinji tertipli differensial
deiileme yaly, yone ol kesgitlemesine gord beyle didl. Hakykatdan
hem (16.5) deflik @, (x,, x,, -+, x,) =c. e gori tozdestwolayyn dal-
de, difie o, (xl, Xy, o, xn) = c. sertde yerine yetmeli.

Goy, (16.8) denilik X;> X5, =**» X, {iytgeyan ululyklara goré tozde-
stwolayyn yerine yetyin bolsun. Onda (16.8) denileme birinji tertipli
hususy ontimli differensial denlleme bolar we onun hemiselik sandan
tapawutly islendik ¢oziiwi dinie bir hésiyetlendirijini dél-de, hisiyet-
lendirijilerin masgalasyny berer:

o, (x, x,, -, x,)=c.
Bu yerde: ¢ — hemiselik san.
Eger S: o, = 0 tistde (16.8) deflik yerine yetmese, onda U funk-
siyanyn ikinji ontimi S Ustde kesgitlener. Bu yagdayda (16.5) 6zgert-
meden alnan (16.6) deiileméni
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- = b > + bik — ...
o8 = 05 T 0604
gornlisde yazmak bolar, sunlukda, Siist ¢, = 0 tekizlige geger. Bu bolsa
S uistde berlen Kosi sertini {, = 0 tekizlikde berlen Kosi serti bilen
calsylyandygyny anladyar.
Eger § st hasiyetlendiriji bolsa, onda U (xl, e xn) funksiya
we onun birinji tertipli 6niimleri ol tistde kébir baglanysykda bolyar.

o°U Z Ka Z U
ik

§17. Adamar mysaly

Eger kdbir meseldnin ¢oziiwi: 1) bar; 2) yeke-tdk; 3) durnukly,
yagny sertiil az tiytgemegine meselénin ¢oziiwinini hem az liytgemesi
1-3 sertlerin in bolmanda biri yerine yetmese, onda ol meseléd korrekt
dil ya-da korrekt goyulmadyk mesele diyilyar.

Meseldnin korrekt ddl bolmagynyii esasy sebébi sertlerii onaysyz
alynmagydyr. Bu aydylanlary anyk mysalda diisiindirelin.

Adamar mysaly diylip atlandyrylyan mysaldan gorniisi yaly, ellip-
tik denleme {i¢in Kosi meselesi korrekt déldir. Goy, U (x, y) funksiya

2 2
AU = 8_(2] + 0 12] =0
ox~ Oy

denileméini we

aU(x,y)

U)o =0 (g =vl)
Kosi sertlerini kanagatlandyryan bolsun.
sinnx - shny

v(x,y)=U(x,y)+ pe
funksiya hem Laplas deiilemesini kanagatlandyryar. Hakykatdan hem

v 0% (82U

2

—sinnx~shnyj + [2 l2] + sinnx - shnyj =0.
y

- =
ox* oy’ ox’

4. Sargyt Ne 8 49



Mundan basga v (x, y) funksiya asakdaky sertleri kanagatlan-
dyryar:

sin nx - shny
v(x,y)‘yzo = (U(x,y) + Tj

8v(x,y)

Oy

(8U sin nx-chny}
o oy n

U (x, y) we v (x, y) funksiyalar {igin baslangyc sertlerin ta-
pawudyny tapalyii:

‘v(x,y) - U(x,y)H =0,

=0

av(x,y) B 6U(x,y)|
y y

sin nx|

<L
n

n |
y=0

Seylelik bilen, yeterlik uly » san ii¢in baslangy¢ sertler yeterlik
kigidir, emma berlen ¢oziiwler {i¢in bolsa

sin nx - shny

2

‘v(x,y)—U(x,y)‘: »

tapawut x # 0, y > 0 bolanda yeterlik uludyr, sebébi

shny " —e™
n’ 2n’

—> 0.

Diymek, ¢oziiw durnukly dédl. Onda kesgitlemd gord, elliptik
denleme ticin Kosi meselesi korrekt daldir.

50



IIT BAP
ELLIPTIK DENLEMELER

§18. Laplas denlemesi, onun fundamental ¢coziiwi

Elliptik denilemeler stasionar, yagny wagta gora iiytgemeyén diirli
fiziki hadysalar 6wrenilende yiize ¢ykyar we asakdaky gorniise eye:

yU+&U+ﬁU_O
o’ Bt o - (18.1)
Laplas denlemesi elliptik denlemeleriit yonekey gorniisidir.
Bilsimizyaly, Laplas defilemesini bitjynsly izotrop jisimiii durnuklasan
U (x, y, z) temperaturasynyn funksiyasy kanagatlandyryar.
1-nji kesgitleme. Eger U (x, y, z) funksiya D yaylada ikinji terti-
pli tizniiksiz 6niimlere eye bolup, D yaylada her bir nokadynda (18.1)
Laplas denlemesini kanagatlandyryan bolsa, onda U (x, y, z) funksiya

------

Birjynsly dil
o°’U o°'U oU F
+ + =—f\xy,z), ] =—
6x2 ay2 622 f( y ) f a2

denlemeleri degislilikde asakdaky yaly yazylyar:
o'U  o'U
Tt <7 =
ox~ 0oy

0; (18.2)
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o’U  o'U
+

ox> oy’
2-nji kesgitleme. Laplas denilemesinini bir geometrik liytgeydn

ululyga, has takygy M (x, y, z) erkin nokatdan M (x,, y,, z,) berlen

nokada ¢enli

=—f(x.»).

r= =)+ (r=y,) +(z—2,)

uzaklyga bagly U(r) ¢oziiwine onun fundamental ya-da yonekey

Laplas denilemesinin fundamental ¢oziiwini tapalyn. Onuii li¢in

x=x,+rsinfcosp, y=y,+rsinfsing, z=_z +cosd,

r= =)+ (y=y,) +(z=2,)

sferik koordinatalar ulgamyny girizip, (18.1) Laplas denllemesini
1 o( ,0U 1 o(. oU 1 oU
AU = — | == = Zl——""Z =0
V=2 ar(r or )“L sin 0 06 (Sme 20 j+ i op2 0 (183)
gornilisde yazalyn. Kesgitlemd gord fundamental ¢oziiw diiie » ulu-
lyga baglydyr. Sonun ii¢in (18.3) deiileme

i.g(,ﬁ an =0

r or E

gOrniisi alar. Bu yerden

0 (ﬁan:o = rzd—U:C1

o\ or dr
ya-da

W_G Ly G,

ar r r

C, =-1, C, = 0 bahalary goyup, gifiislikde Laplas defilemesinii
fundamental ¢6ziiwini

52



1
U(x,y,2)=U(r)= - - = (18.4)
\/(x—xo) +(y_yo) +(Z_Zo)
gorniigde alarys. (18.4)-den gorniisi yaly, bu fundamental ¢oziiw
M, (x,, v, z,) nokatdan bagga nokatlarda garmonik funksiyadyr.
Indi (18.2) deiileménii fundamental ¢6ziiwini tapalyii. Onun {i¢in

X =x,+rcosg,y=y +rsing,

2 2
r:\/(x—xo) +(y=v,)
formulalarynn kdmegi bilen polyar koordinatalar sistemasyny girizip,
(18.2) Laplas denlemesini

1 o oU

1 U
ANU=s——|r— |+ =0
r@r(r 81/) ¥ 0’ (18.5)

gorniisde yazalyn. Fundamental ¢oziiwin kesgitlemesine gord, ol dine

r iytgeyéan ululyga baglydyr, dlymek —=0. Seyle c¢oziiwler ii¢cin
(18.5) denleme o

gorniisi alar. Bu yerden
d ( du j au du C,
=0 = = =
dr\ dr
ya-da
U =C/Inr+C,
C, = -1, C, = 0 bahalar li¢in fundamental ¢oziwi asakdaky

gorniisde yazalyn:

U(x,y):U(r)zlnl:ln 21 =
T rx) ()
(18.6) funksiya (x,, y,) nokatdan bagga nokatlarda garmonik
funksiyadyr.
Bellik. Fundamental ¢oziiw M, +# M bolanda M, berlen nokadyn
koordinatalary boyuncga hem Laplas deiilemesini kanagatlandyryar.
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§19. Grin formulalary

Goy, D —1igolcegli ginislikde bolek-endigan S iist bilen ¢dklenen
tiikenikli yayla bolsun. Bilsimiz yaly
P (x,y,2), Q (x, ¥, 2), R (x,y,2) € C(D) nC(D)
funksiyalar ii¢in

55 o

oy
- #(P cos(n,x)+Q cos(n,y)+ Rcos(n,z)) dS. (19.1)

Gaus-Ostrogradskiy  formulasy adalatlydyr, bu yerde:
dt = dxdydz D — yaylanyn elementi, n bolsa § iiste ge¢irilen dasky
normaldyr.

Grin formulalaryny getirip ¢ykarmak ti¢in

U(x,p,z), V(x,y,2) e C*(D)nC' (D)
funksiyalara garalyn.

P= Ua—V 0= Ua—V R= Ua—V
ox oy’ 0z

funksiyalar ticin (19.1) Gaus-Ostrogradskiy formulasyndan peydalanyp
alarys:

oU oV oU oV oU oV
[[jusras = gju L as- Uf{aa—x vy, a—}d (19.2)

82 o: 0
bu yerde: A= —+ —+— — Laplas operatory, dr = dxdydz
Yy o o o p p ry Y
uistiin elementi, ai — dasky normalynl ugry boyunga 6ntim. (19.2) for-
n

mula Grinin birinji formulasy diyilyar.
(19.2) formulada U we V funksiyalaryii orunlaryny ¢alsyryp alarys:

orv ou aV oU oV oU
ffvavar = g & as - % 22 D2 Do 93
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Indi (19.2) formuladan (19.3) formulany ayralyn. Alarys:

m [UAV -V AU] drz(ﬁ)[U?—Z—V%—Z} ds.  (19.4)

......

Bellik. Eger D yayla birnidge yapyk iistler bilen ¢éklenen hem bolsa
Grin formulalaryny ulanmak bolyar. Bu halda st integrallary D yayla-
ny ciklendiryén iistlerin hemmesi boyun¢a alynyar. D yaylanyn dagky
normalynyn bolsa bu yaylany i¢inden ¢éklendiryan listlerde iistiin igine
ugrukdyrylandygyny bellalin.

U (x,y) we V (x, y) iki liytgeyénli funksiyalar tigin hem Grin for-
mulalary yerine yetyér. L yapyk egri ¢yzyk bilen ¢éklenen D yaylada
Grinin ikinji formulasy

[[way -vaU) dedy = gS(Ua—V—Va—U) ds
o on on

2 2
"o o
egrd gecirilen n dasky normalyn ugry boyunga 6niim.

0
gorniise eyedir, bu yerde A, — Laplas operatory, - L
n

§20. Garmonik funksiyanyn integral gorniisi

Grinin ikinji funksiyasy iki gezek lizniiksiz differensirlenyan
islendik funksiyanyn integral gérniisini tapmaga miimkingilik beryér.

1-nji teorema. Eger D — bolek-endigan S iist bilen ¢éklenen tiike-
nikli yayla bolsa we U(x,y,z) e C*(D)NC' (13) sertler yerine yet-
se, onda

) = | S -u 2 (1] as o A% e, o)

bu yerde r = \/(x - X, )2 +(y—, )2 +(z- zo) — D yaylanyi iginde
yatan M (x,, y,, z,) berlen nokatdan erkin M (x, y, z) nokada ¢enli
uzaklyk, n bolsa § iiste gecirilen dagky normal.
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1
Subudy. V' =— funksiya garalyn. Bu funksiya erkin M (x, y, z)
r

nokat berlen M (x,, y,, z,) nokat bilen gabat gelende tiikeniksizlige
owrllyér. Sonun ligin hem U (x, y, z) we V (x, y, z) funksiyalara biitin
D yaylada ikinji Grin formulasyny ulanmak bolmayar. D yayladan
merkezi M nokatda bolan p radiusly K (M, p) sary kesip ayralyi. D
yaylanyn galan bolegini D, bilen bellélifi. Indi D, yaylada U we V
funksiyalar ticin Grinii ikinji formulasyny ulanmak bolyar, sebibi

U(x,y,z), V(x,y,z) eC? (Dp)m C' (DP).
K (M, p) saryti sferasyny o, bilen belgilélit we S U o, aragakli

yaylada U,V =— funksiyalar ii¢in ikinji Grin formulasyny ulanyp,
alarys: r

m{m( j—— AU} dr :@S[U% Gj_% %} s +

N

+SEI{U5 (;j—% %} ds.

1
V' =— — Laplas denllemesinin fundamental ¢6ziiwi, sonun {igin
r

D, yaylada

(om0

Seylelik bilen, (20.2) formula asakdaky gorniisi alar:
e ae=gilog (1) 4 e
f on\r) r on

(20.3)
+<ﬁ>[Ui (l) 1 6—U} ds.
- on\r) r on

Indi p radiusy nola ymtyldyryp predele gecelin. Onda sonky
(20.3) formulanyn ¢ep boleginde biitin D yayla boyunga integral ala-
rys. Formulanyn sag bolegindéki S list boyunca integral p bagly dil.

56



1
Indi sag bolekdéki ikinji gosulyja garalyn. o, sferada — funksiya
hemiselik, yagny r

o, P

o, sferada dagky normal D, yayladan ¢ykyar we ol sferanyn
radiusyna gapma-garsy ugrukdyrylandyr, sonun iigin

ﬁ(l) __o (1. L
on \r )|, op\p) p’

o (1
1%6(/&(;) ds = ——21 @S ds =

buyerde M, —o, sferanyn kabir nokadydyr. B

U (x, y, z) funksiyanyn birinji tertipli oniimlerinin D yapyk
vaylada tlizniiksizliginden olarynl ¢éklenendigi gelip ¢ykyar. Diymek,
seyle bir 4 > 0 san bar bolup

a_U a_Ucos(n’x)+a—U COS(n,y)+a—UCOS(n,Z)
on oy 0z

Ox
densizlik yerine yetyér. Onda

w¢E

2lamp* =4nU(M,), (20.4)

<A

ou

riiien

Indi (20.3) formulada p—0 bolanda predele gecip, (20.4) denligi
we (20.5) densizligi géz oniinde tutup alarys:

‘WA,, ﬁ‘{ - (r]_l‘z_ﬂ dS+4nU(M,). (20.6)

Sebibi p—0 bolanda o, sfera M, nokada yygnanyar. (20.6) for-
muladan bolsa (20.1) formula gelip gykyar Teorema subut edildi.

(20.1) formuladan garmonik funksiya ti¢in 6rdn mohiim integral
gorniisi almak bolyar.

@1 Y | <

r on

ds < —gj%ds —A et —4mp 4. 205)
n p
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2-nji teorema. D yaylada garmonik U € C' ( ) funksiya ii¢in

16U a0 (1
U(M,)= Eﬁ{_E_Uan (rﬂdS (20.7)

integral gorniis adalatlydyr.

Subudy. Eger U (x, y, z) funksiyanynn D yaylada garmonikligini
(AU = 0) we D Vapyk yaylada iizniiksiz differensirlenyédndigini goz
oniinde tutsak, teoremanyn tassyklamasy (20.1) formuladan gelip
cykyar.

Tekizlikde garmonik funksiyanyn integral gérniisi

1 oU 0 1
xO’yO _—¢|:1 ;E—U n(ln;ﬂdS

formula bilen anladylyar, bu yerde L yapyk c¢yzyk D yaylany
ciklendirydn ¢yzykdyr.

§21. Garmonik funksiyanyn esasy hisiyetleri

Goy, D — ginislikde S endigan tist bilen ¢éklenen tiikenikli yayla
bolsun. Garmonik funksiyanyn integral gérniisini we Grin formulalary-
ny peydalanyp, garmonik funksiyanyn esasy hésiyetlerini subut edelif.

1-nji teorema. (normal 6niimden integral). Eger U (x, y,z) e C'(D)
garmonik funksiya bolsa, onda onun normal énliminden S iist boyun-
ca integral nola dendir:

oU
9 as=0
gf;ﬁan 21.1)

Subudy. U (x, y, z) funksiya D yaylada garmonik funksiya we
D =DUS yaylada iizniiksiz differensirlenyir, yagny U (x, y, z) funk-
siya ligin Grin formulalaryny ulanmak bolyar. Sonu ii¢in birinji Grin
formulasynda V=1 goyup, (21.1) deiiligi alarys. Teorema subut edildi.

2-nji teorema (differensirlenmek). Eger U (x, y, z) funksiya D
yaylada garmonik bolsa, onda ol funksiya D yaylada tiikeniksiz gezek
differensirlenyar.
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Subudy. Hakykatdan hem (x,, y,, z,) nokat D yaylanyn igki no-
kady bolsun. Ol nokady dursuna D yaylanyi i¢inde yatan S, — D st
bilen gursalyn. U (x, y, z) funksiya D yaylanyi garmonik funksiyadyr,
onda ol funksiya S| st bilen ¢dklenen yaylada hem garmoniki funk-
siyadyr. Sunlukda, U (x, y, z) funksiya S, iste ¢enli ikinji tertipli
izniiksiz 6ntime eyedir. (20.7) formulany ulanyp alarys:

(xo,Y9:20) € S, bolany iigin

1 1

i (=) (7= 0) (2= 20)
lizniiksiz funksiyadyr hem-de x, y,, z, Giytgeyan ululyklar boyunga
islendik tertipdéki tizniiksiz 6nlime eyedir. Diymek, (21.2) formulanyn
sag bolegini integral astynda x, y,, z, Uytgeyanler boyunga m gezek
(m — islendik natural san) differensirlemek bolyar. Bu yerden bolsa
teoremanyn tassyklamasy gelip ¢ykyar.

3-nji teorema (orta baha hakyndaky teorema). Eger U (x, y, z)
funksiya K (M,,p) sarda garmoniki, K (M,,p) sarda iizniiksiz bol-
sa, onda ol funksiyanyii K(M,,p) saryh sferasyndaky orta bahasy
onun sferanyn merkezindidki bahasyna dendir.

Subudy. K (M,,p), R <R yapyk sarda U (x, y, z) funksiya iki

gezek tizniiksiz differensirlenyir. K, (M,,R,) sara (20.7) formulany
ulanyp alarys:

1 1 oU o0 (1

UM,))=—qp| - —-U—| —||dS.

( 0) 47rg{r on an(rﬂ (21.3)
Sy sferada r ululyk R, hemiselik sana dendir, yagny

1

r

Sk, 1

Sy, uste dagky normalym ugry saryii radiusynyi ugry bilen gabat
gelyindigi ligin alarys:
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L
R

i(l} _Q(l)
on\r 5 or \r

Seylelik bilen, (21.3) formula

r=R,

1 oU 1
U(M,)= —ds uds
(M,) 4R, 3 on +47er<~1eJS

Ry

gorniisi alar, ya-da (21.1) denligiil esasynda
1
U(M,)=——=UdS.
( O) 47[R12 Cﬁﬁ

Soriky denilikde R, — R bolanda predele geg¢ip, alarys:

1 1 T 2r .
U(M0)=47TR12<.95U61S=E£ {U(R, 0,p)sin 0d 0 dp. (21.4)

Teorema subut edildi.

4-nji teorema (maksimum prinsipi). Eger U(M) funksiya:

1. D yaylada garmoniki (AU = 0).

2. D=DNS yaylada iizniiksiz.

3. U (M) # const
bolsa, onda ol 6ziinin i1 uly we i1 ki¢i bahalaryny D yaylanyn S ara-
cdginde kabul edyar.

Subudy. U (M) funksiyanyit D =D (S Vaylada iizniiksizligin-
den onun maksimumynyi barlygy gelip ¢ykyar. Teoremany tersinden
subut edelifi. Goy, U (M) funksiya 6ziinifl in uly bahasyny M € D igki
nokatda kabul edyin bolsun:

mng(M):U(MO):A.

Tutuslygyna D yaylanyf iginde yatan, merkezi M, nokatda bo-
lan R radiusly S sfera guralyfi. Onda orta baha hakyndaky teorema
boyuncga
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A=U

M,) 47rR2 #

So

max , U (M) = 4 bolany iigin U (P)‘SO < 4 bolar. S, sferada U
(M) funksiyanyn A-dan ki¢i bahany alyp bilmeyindigini gorkezelini.
Goy, kébir P ¢ S nokatda U (P)) — A4 20 < 4 bolsun, onda U (M) funk-
siyanyn lizniiksizligi esasynda, alarys:

U(P)<A-8 VPeS,cS,.

Sy =S, — S, diyip belgililifi, onda

A:U(MO):47[R§ HU(P)dS+jSJU(P)dS <
1

<47rR [( ]

=w[<lsl+ s1)-olsi]=4- 258 < 4

Alnan gapma-garsylyk U (M )|ME$ = A bolmalydygyny gorkezyér.
P, — erkin nokatdyr. Sonuf tigin hem K (M, R,) sarda U (M) = A.

Indi erkin N nokady alalyn we U (N) = A4 bolyandygyny
gorkezelif. Onun Ugin M, we N nokatlary L < D egri ¢yzyk bilen
birikdirelin. Goy, d > 0 — L egriden S aragédge c¢enli il gysga uzak-

lyk bolsun. Yokarda subut edileniii esasynda M (Mo,g) sarda
U (N) = U (M) = A bolar. Goy, M, nokat L egrinini ]?(MO,%j saryfi
sferasy bilen in soniky kesisme nokady bolsun, U (M) = 4. Yokarda
subut edilenin esasynda K (Ml,gj sarda U (M) = A alarys. Seyle

sarlaryil gutarnykly sanyny gurmak bilen L egrini sarlar bilen orteris.
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N nokat bolsa i1 soniky saryn i¢ine diiser. Sonun licin U (N) = 4 bolar.
Seylelik bilen, U(M) funksiya i¢ki nokatda 6ziinii in uly bahasyny
(maksimumyny) kabul edyir diyip, U (M) = A bahany aldyk. Bu bolsa
teoremanyi 3 sertine garsy gelyar.

Indi U (M) funksiya 6ziinin in1 ki¢i bahasyny (minimumyny) hem
S aragikde kabul edyéndigini gorkezelin.

Goy, U (M) funksiya 6ziinit minimumyna M, € D i¢ki nokatda
eye bolyan bolsun. Bu bolsa (—U(M)) funksiyanyn 6ziinit maksi-
mumyna D yaylanynl icki nokadynda eye bolyandygyny anladyar
we teoremanynl subut edilen birinji bolegine garsy gelyér. Seylelik
bilen, yapyk yaylada iizniiksiz garmoniki funksiya 6ziinin ekstre-
mal bahalaryny yaylanyn aragdginde kabul edyir ya-da ol funksiya
hemiselik sana dendir. Teorema subut edildi.

Maksimum prinsipden asakdaky netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Eger U (M) funksiya D yaylada garmoniki,
D=DUS yaylada iizniiksiz we U (M )‘Mes — 0 bolsa, onda D yay-
lada

UM)=0.
Subudy. Serte gord

U =U_=0.

min mak
Bilsimiz yaly, U . <U<U__,
gelip ¢ykyar.
2-nji netije. Eger U, (M), U, (M) funksiyalar D yaylada garmoniki,
D=DUS yaylada iizniiksiz we (U,(M)-U, (M))‘S <0 bolsa,
onda D yaylada

bu yerden U (M) =0 VM eD

U M)-U, (M) <0.

Subudy. U (M) = U, (M) — U, (M) tapawuda garalyfi. Bu funk-
siya D yaylada garmoniki, D= DS yapyk yaylada iizniiksiz we
U (M ) S 0. Maksimum prinsipine gord U (M) funksiya 6ziinin
maksimumyny S tistde kabul edyér, sona gora-de

U(M)|, <0 =(U,(M)-U,(M)) <o

Me MeD
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3-nji netije. Eger U, (M), U, (M) funksiyalar D yaylada gar-
moniki, D= DU S yapyk yaylada iizniiksiz we

U (M), <U.(M)

MeS MeS

bolsa, onda D yaylada
U, (M) < U, (1),
Subudy. Serte gora

_Uz (M)‘S SUI(M)‘ SUz (M)‘

S S

Bu yerden

(-0, (M)-U,(M))| <0, (U,(M)-U, (M) <0
-U,(M)-U, (M), U (M)~ U, (M) funksiyalar igin 2-nji netijani
ulanyp, alarys:

(_Uz(M)_Ul(M))‘ <0, (Ul(M)_Uz(M))‘ <0.

D D

Bu yerden

_U2 (M) < U] (M)> _U1 (M) = U2 (M):
Sonky iki densizligi birlesdirip, islendik M € D {igin alarys:

_Uz(M)SUl(M)SUz(M) = ‘Ul(M)‘SUz(M)'

§22. Dirihle we Neyman gyra meselesinin goylusy

Eger proses stasionar ya-da wagta bagly dél bolsa, onda tempe-
raturanyn U (x, y, z) paylanysy durnuklagyp, wagtyin gecmegi bilen
liytgemeyar, sonui iicin hem ol
o’U  o'U  o'U

Tttt T
ox~ oy oz

Laplas denlemesini kanagatlandyryar. Iki iiytgeyédnli Laplas
deillemesi

AU =

0. (22.1)
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2 2
_oU g _,

MY =r o (22.2)

gorniise eye.

Goy, ginislikde S yapyk iist bilen ¢éklenen D* icki yayla we D
dasky yayla berlen bolsun. (22.1) denleme, seyle hem (22.2) denle-
me ticin icki we dasky Dirihle we Neyman meseleleri asakdaky yaly
goyulyar.

Mesele. D* (i¢ki Dirihle meselesi). Asakdaky

1. D* yaylada kesgitlenen we tizniiksiz.

2. D" yaylada A U = 0 denileméni kanagatlandyryan.

3.U(x,p,2)lg=f(x,y, 2), f— berlen funksiya.

sertleri kanagatlandyryan U (x, y, z) funksiyany tapmaly.

Mesele. D-(dasky Dirihle meselesi). Asakdaky

1. D" US yaylada kesgitlenen we iizniiksiz.

2. D yaylada A U = 0 denileméni kanagatlandyryan.

3. U(x,p,2)[g=f(x,y, 2), f— berlen funksiya.

4. M — o bolanda U (x, y, z) — 0, yagny M (x, y, z) nokat tiike-
niksizlige ymtylanda U (x, y, z) funksiya nola ymtylyar.

sertleri kanagatlandyryan U (x, y, z) funksiyany tapmaly.

Mesele. N* (icki Neyman meselesi).
D" yapyk yaylada iizniiksiz we

oU (x, v, z)
on s
bu yerde n — S listliit normaly, serti kanagatlandyryan garmoniki, yag-
ny (22.1) denlleménin ¢oziiwi bolyan U (x, y, z) funksiyany tapmaly.
Mesele. D (dasky Neyman meselesi.) D~ U S yaylada iizniiksiz we

oU (x,y,z)
on

bu yerde f — berlen funksiya, n — § istiin normaly, serti kanagat-
landyryan garmoniki U (x, y, z) funksiyany tapmaly.

(22.2) denlleme iicin hem Dirihle we Neyman meseleleri edil
sunun yaly goyulyar.

= f(x,y,z), f —berlen funksiya,

= f(x,.2),

N
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§23. Dirihle meselesinin ¢oziiwinin yeke-tikligi

1-nji teorema. Icki we dagky Dirihle meselesinin ¢oziiwi yeke-
takdir.

Subudy. I1ki bilen igki Dirihle meselesine garalyn.

Goy, meselénin U, (x, y, z) we U, (x, y, z) iki ¢oziiwi bar bolsun.
Onda U (x,y,z)= U, (x,y,2) - U, (x, y, z) tapawut asakdaky sertleri
kanagatlandyryar:

1) D* yaylada kesgitlenen we tizniiksiz;

2) D" yaylada A U = 0 defilemini kanagatlandyryan;

U,y 2) =0.

Eger U (x, y, z) # 0 we iii bolmanda bir nokatda U > 0 bolsa, onda
ol funksiya 6ziinit maksimumyna yaylanyi i¢inde eye bolar. Bu bol-
sa maksimum prinsipine garsy gelyér. Edil sonun yaly U < 0 bolup
bilmez. Diymek,

U(xayaz): Ul (X,y,Z)_Uz (xaysZ)EO

yagny
U xy2)=U Y, 2).

Indi dasky Dirihle meselesinini ¢oziiwininn yeke-takligini gorke-
zelin.

Goy, meseldnin U, (x, y, z) we U, (x, y, z) iki ¢ozliwleri bolsun.
Onda U (x,y,z)= U, (x,,2) - U, (x, y, z) tapawut

1. D" US yaylada kesgitlenen we iizniiksiz.

2. D yaylada A U = 0 denleméni kanagatlandyryan.

3.UM) =0.
4. M — o bolanda U (M) — 0,

sertleri kanagatlandyryar. U funksiya {igin hem 4) sert yerine yetydr,
onda islendik & — oo san tigin R" sany r > R bolanda

U (x,p,2)| <e

densizlik yerine yeter yaly saylap almak bolyar, bu yerde » — M nokat-
dan koordinat baslangyjyna ¢enli uzaklyk. Goy, M (X ,¥,Z) nokat D
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yaylanyn erkin nokady bolsun. M (x V52 ) nokady we S {isti dursuna
0z i¢inde saklayan, merkezi koordinat baslangyjynda we » > R radi-
usly S_sferany guralyil. Onda maksimum prinsipine gord S_sfera we
S iist bilen ¢iklenen D, yaylanyii M nokadynda U(M)<e defisizlik
dogrudyr. € sanyn erkinliginden bolsa U < 0 denisizlik dogrudyr. M

nokat D~ yaylanyn erkin nokady, sonun iicin hem D" yaylada U =0,
yagny U, = U,. Bu bolsa dasky Dirihle meselesinifi ¢oziiwiniii ye-
ke-takligini subut edyér.

§24. Tegelekde polyar koordinatlara gecip iiytgeyin
ululyklary bolme usuly bilen Dirihle meselesini cozmek

S: x? +)? = R*towerek bilen ¢dklenen icki we dasky yaylalary
degislilikde D", D~ bilen belgildlin. D* we D~ yaylalarda icki we
dasky Dirihle meselelerine (mesele D we mesele D) garalyi.

Mesele D*. D" yaylada
_ o°U  oU

AU=—+
oot 97

0 (24.1)

Laplas defilemesini kanagatlandyryan, D* yapyk yaylada iizniiksiz we

U(xy)|,=/(xp).f(xy)eC'(S) (24.2)

gyra sertleri kanagatlandyryan U (x, y) funksiyany tapmaly.

Mesele D~. D~ yaylada (24.1) denlleméni kanagatlandyryan,
D~ US yapyk yaylada iizniiksiz, tikeniksizlikde ¢éklenen we (24.2)
gyra serti kanagatlandyryan U (x, y) funksiyany tapmaly.

1. Formal ¢6ziiwi gurmak

x =rcos ¢,y =rsin ¢ formulalar bilen (», ) polyar koordinata-
lara gecip, (24.1)-(24.2) meselédni

2
AU = 1 g(ra_u}% U _y (24.3)
r




U(re),_,=rf(¢), f(p+27)=1 (o) (24:4)

gorniisde yazalyi.

U (r, p) ¢coziiwin tizniiksizliginden we tiikeniksizlikde ¢dklenen-
liginden onuil periodikligi: U (r, ¢ +27) = U (r, p) we ciklenendigi:
seyle bir 4 > 0 san bar bolup islendik (7, ¢) ticin |U (r, p)| < A4 gelip
cykyar.

Dirihle meselesini Furye usuly bilen ¢ozelifi. Onun ii¢in (24.3)
denleménin periodik we ¢éklenen ¢oziiwini

U(r,p)=T () @ (p) (24.5)
gornlisde gozlilin. U (r, ¢) funksiyanyn periodikliginden we cikle-
nenliginden

D (¢ +271) =D (p) (24.6)

T (r)| <A (24.7)
gelip ¢ykyar.
(24.5) gorniisddki ¢oziiwi ( 24.3) Laplas denlemesinde goyup,
alarys:

ya-da

D (p)[ #T"(r)+rT'(r) |+ T (r)@" (9) = 0.
Uytgeyin ululyklary béliip alarys:

PT(r)+rT'(r) _ @' (p)

()  @(e)

Alnan denligiii ¢cep bolegi dinie r-e bagly, sag bolegi bolsa ¢-¢
baglydyr. Deiligin yerine yetmegi {i¢in bu gatnagyklaryn ikisi hem
kébir hemiselik sana deni bolmaly. Ol hemiselik sany 4? bilen bellép,
alarys:

D" (p)+ 270 (@) =0 (24.8)
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rzT"(r) + rT'(r) - /lzT(r) =0. (24.9)

Eger hemiselik sany — A*> bilen belldn bolsak, onda (24.8)
deiilemeden

O(p)=Ce™ +Ce™

coziiwi alarys, bu bolsa periodik ¢éziiw dildir. (24.8) denileménin
umumy ¢0ziiwi

O (@) =A'cos Lo+ B'sinA¢

gorniise eye. (24.6) gyra sertden peydalanyp, A =k, k= 1,2,3,... taparys.
Indi 4 = 0 yagdaya garalyn. A = 0 bolanda (24.8) deiilemeden
alarys:

"(p)=0 = @(9)=4+By¢

sertden bolsa B, =0 bolmalydygy gelip ¢ykyar.
Seylelik bilen, (24.8), (24.6) meseldnin A* = k* hususy bahalaryna
degisli hususy funksiyalary

D (p)=A4,coskp+B sinkg

k=0,1,2, ...

gorniise eye.

k = A, k # 0 bolanda (24.9) denlleminin ¢oziwini 7T (r) = r*
gornilisde gozlalin, u-ndbelli san. Bu ¢oziiwi (24.9) denilemede goyup
alarys

P u(u—1)r2+rw -k r=0
ya-da
uu—1)+u—k=0 — u==xk

(24.9) denleménin 7, »* hususy ¢6ziiwleri ¢yzykly bagly dildir.
Onda onuil umumy ¢6ziiwi

T (ry=C.r*+D,r*
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gorniisde bolar. 1 = k = 0 bolsa (24.9) denileme
I’ZT"(V) + rT'(r) =0

gorniisi alar. Bu defileméni integrirlép, onunt umumy ¢6ziiwini taparys:
T,(r)=C,Inr+D,.

Coziiwin  c¢éklenendigini talap edydn (24.7) sertden
C,=0, T, (r) = D, bolyandygy goriinyér. Sebébi Inr funksiya r» = 0
nokadyil etrabynda (D" mesele {i¢in) we tiikeniksizlikde (D~ mesele
ticin) ¢dklenmedikdir; seylelik bilen, k£ =0,1,2,---. bahalar {i¢in ta-
pylan ¢oziiwlerin gorniisleri £ = 0 bolanda hem dogrudyr.

@ (p), T,(r) funksiyalary (24.5) formulada goyup (24.3)
denileminin periodik ¢ozliwlerini

U, (r,9)= (A,i coske + B, sin k(p) (Ckrk +D, r"k), k=0,1,2,---

gorniisde yazalyn. Coziiwin c¢dklenen bolmagy, yagny (24.7) sertin
yerine yetmegi l¢in D" yaylada D, = 0, D~ yaylada bolsa C, = 0 diyip
almaly.

Seylelik bilen, Laplas denilemesinini 2z — periodly hususy perio-
diki ¢oziiwleri asakdaky gorniise eye:

U, (r,p)=r"(4, coskg + B, sinke) (mesele D*)
U, (r,p)=r"(4,coskg + B, sinkg) (mesele D*)

k=0,1,2,---.

Eger-de hususy ¢oziiwlerden diiziilen hatar we ony 7, ¢ boyunca
iki gezek differensirlenip alnan hatarlar dendlgegli yygnanyan bolsa,
onda bu hususy c¢oziiwlerden diiziilen hatar hem Laplas defilemesinin-
¢Oziiwi bolyar. (24.1) we (24.2) meselédnin ¢oziiwini

0

U(r,p)=>_r" (4, coskp + B, sinke) (mesele D+)(24.10)

k=0
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Zr (4, coske + B, sinkg) (mesele D’) (24.11)

gorniisde gozlahn.
A, we B, koeffisiyentleri kesgitlemek ti¢in (24.4) gyra sertden
peydalanalyn:

M

U(R,p)=) R"(A,cos ko + B, sin kp)= 1 (¢p) (mesele D*)(24.10’)

b
Il

0

= iR'k (A, cos ko + B, sin ko) = f (@) (mesele D"). (24.11"
k=0

[ (p) funksiyanyn Furye hataryna garalyi:

=a7 z o, coske + B, sin k,B) (24.12)
k=1
bu yerde

27

1 .
a=—[ 1 (v) dy:

0

127r

— : 24.13
o = .([f(l//)COS kydy; ( )

1 : .
Bo=—] 1 (y) sinkydy;

0

k=123,
(24.10") we (24.12), (24.11") we (24.12) hatarlary denesdirip alarys:

/10=%,Ak=ﬁ Bk=% (mesele D+)

AOZ%,Ak:akR"’Bk:ﬂkRk (mesele D_)

A, we B, koeffisiyentlerifi bahalaryny (24.10), (24.11") hatarlarda
goyup, tegelek ticin Dirithle meselesiniii formal ¢oziiwlerini alarys:
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© k
0 z (%j (o, cos ko + B, sin ko) (mesele D*)(24.14)

- k
0 4 z (ﬁj (o, cos kg + B, sin ko) (mesele D’) (24.15)
r

2. Usulyn esaslandyrylysy

Indi biz (24.14), (24.15) hatarlaryn yygnanyandygyny we D, D~
yaylalarda (24.3), (24.4) Dirihle meselelerinini degislilikde ¢oziiwleri
bolyan funksiyalary kesgitleyandigini gérkezmeli.

Serte gord f(p) € C' ([0,27]), diymek,

A X AR

0
2| =

hatar yygnanyar we

R < 1 bolanda bolsa D~ yaylada (24.15) hatar {igin mazorant hatar
r

bolyar. Sonun iicin (24.14), (24.15) hatarlar dendlcegli yygnanyarlar,
hem ol hatarlarda agzama-agza predele ge¢mek bolyar.

r — R bolanda (24.14), (24.15) hatarlaryn sag boleklerinde f'(¢)
funksiya ticin Furye hatarlary alynyar, diymek,

lim U(r.p)=f(¢) Ve

% < 1 bolanda D" yaylada (24.14) hatar {i¢in,

yagny (24.4) gyra sert yerine yetyar.

(24.14), (24.15) hatarlaryn Laplas deiilemesini kanagatlan-
dyryandygyny gorkezeliii.

(24.14) hatary r we ¢ boyunga iki gezek differensirldp, alarys:

k-2

ink(k—l)(ij (o, coske + B, sinke);
R = R

" k 24.16
Zkz (%) (—ak coskp - f3, sink(p). ( )
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- k
S (%j N N =max (o |+ |8 <R
hatar yygnanyar (Dalamber nysany boyung¢a) we r < r, < R bolanda
(24.16) hatarlar ticin mazorant hatar bolyar. Diymek, (24.16) hatar-
lar dendlgegli yygnanyar we (24.14) hatary agzama-agza differensir-
lemek amaly kanunalayykdyr. (24.14) hataryn her bir agzasynyn
(24.3) denleminin ¢6ziiwi bolany {i¢cin umumylasdyrylan super-
pozisiya prinsipi esasynda (24.14) hatar D* yaylada (» < R) Laplas
denlemesini kanagatlandyryar.

(24.15) hatarynn D yaylada (» > R) Laplas denlemesini kanagat-
landyryandygy suna menzes gorkezilyar.

Seylelik bilen, (24.14) funksiya D* meselanifi D yapyk yayla-
da, (24.15) funksiya bolsa D meselinint D~ yapyk yaylada iizniiksiz
¢Oziiwi bolyar.

3. Puasson integraly

Tegelek ticin icki we dagky Dirihle meselelerinin (24.14), (24.15)
coziiwlerini integral gorniisinde hem yazmak bolyar. Onun ii¢in ol
hatarlary

a o0
U(r,go):;o + > q" (o, coskg + B, coske) (24.17)
k=1
gorniisde yazalyn, bu yerde

(mesele D+)
0<g<l.

S | x x|y

(mesele D")

a, we B, koeffisiyentlerin bahalaryny (24.13) formuladan alyp
(24.17) hatara goyalyn:

2r

Ulrg) =5 | £(w)dy+

0
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© 2 2r
+> 4" [cos k<p~l I /(w) cos kydy +sin k(p~l '[ /(w) sin kl//dl//].
k=1 T 5% %
Integrallary birlesdirip, integrirlemegin we jemlemegin tertibini
iiytgedip, alarys:
2r

U(ro)=50 [ £ () dy [ £ () Lo cosk (v -0) dy.(24.18)

0

ikt —ikt
coskr=5-1¢ Eyler formulasyndan peydalanyp
> q" cos kr
k=1
jemi tapalyn.
S 0 ikt —ikt
+
> q"coskr =) 4" € e -
k=1 k=1 2

:lz qkeikr +lz qk e—ikr.
2T 245
lg| < 1 bolanda alnan hatarlar tiikeniksiz kemelyin geometrik
progressiya bolyar, sonun licin

0 1 eiT 1 e—ir
quCOSkT -4 —+— A —

k=1 2 1 - qe 2 1 - qe
q (eir +efir) 29 gcost—q’
2 1—ale" +e™) 1-2acost—a*’

Bu denligi peydalanyp, (24.18) denligi

12 1% QCOS(I//—([))—(f
U = dy +— d
(r.0) 21 ;[f(w) l//Jrﬂ!)‘f(l//)l—2qcos(l//—(p)+qz
gorniisde yazalyn we integrallary birlesdirelin, netijede alarys:

1% 1-¢°
U =— dy.
(r.0) 2 !f(l//) 1-2gcos(y —9)+¢ V. (2419
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R
(24.19) integralda g = é, q =— diyip (24.3), (24.4) Dirihle
r

meselesinin ¢éziiwini Puasson integraly gorniisinde alarys:

R 2
1-2rR cos(y —@)+r

U(r,q))=%jf(w) = dy (mesele D*),

U(r,¢)=ijf(ll/) oK

d le D).
0 1-2rR cos(y —¢)+7° v (mesee )

§25. Goniiburclukda Laplas denilemesi iicin
Dirihle meselesi

Goy, O ={0<x<p, 0 <y <g — goniiburcluk berlen bolsun. Bu
yaylada i¢ki Dirihle meselesine garalyn.
Mesele D*. O goniiburglukda

2 2
A2U58—12]+a—12]20. (25.1)
ox~ Oy
Laplas denlemesinin aragidgine cenli lizniiksiz we
U,y =9 @), Uy, = v x); (25.2)
U y),=0,Ux»l_,=0, (25.3)

bu yerde ¢ (x), w (x) lizniiksiz funksiyalar bolup,

p0)=9o P =y 0)=w (@) =0

ylalagyk sertlerini kanagatlandyryarlar, gyra sertleri kanagatlandyryan
¢Oziiwini tapmaly.
Bu meseldni Furye usuly bilen ¢ozelini. Onui tigin bu (25.1)—(25.3)
meseldnin ¢oziiwini
U, ) =Xx) Y () #0 (25.4)
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gorniisde gozldlin. Onda (25.3) sertden peydalanyp, alarys:

{U(O,y):X(O)Y(y):O = X(0)=0;

25.5
Ulpy)=X(p)Y(»)=0 = x(p)=0.
Indi (25.4) ¢ozliwi (25.1) deiillemede goyalyn:
. ") X'(x)_ Y'()
X (x)Y(y)+X(x)Y (y)—O = X(x) = Y(y) .

Sonky denligin ¢ep bolegi diie x ululyga bagly bolup, sag bole-
gi bolsa dinie y ululyga baglydyr. Sonui iicin bu denlik difie ondaky
gatnasyklar hemiselik sana denl bolanda dogrudyr. Ol hemiselik sany
1 harpy bilen bellép, alarys:

X" (x) — X (x) = 0, (25.6)
Y" () + 1Y () = 0. 25.7

Biz X (x) funksiya {igin
X" (x) — X (x) = 0 (25.6)
X(0)=0, X(p)=0 (25.5)

Sturm-Liubill meselesini aldyk.
Asakdaky hallara garalyi:
a) Goy, 1 > 0 bolsun. Onda (25.6) denleménin umumy ¢oziiwi

X (x)=Ce™ ™ + el (25.8)

bolar. (25.5) gyra sertleri goz oniinde tutup, (25.8) umumy ¢oziiwdaki
C, we C, erkin hemigelikleri tapalym. Alarys:

X(0)=0 =C,+C,=0 =C,=-C, (25.9)

X(p)=0 = Cel" +Ce " =0 = ¢ (eﬁ”we*ﬁ*):o‘(zs_lo)
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Bu yerden AR e bolany tigin (25.10) denlikden
C,=0.(25.9) detilikden bolsa C, = 0 gelip gykyar. Seylelikde, biz bu
halda

Xx)=0

¢oziiw aldyk. Bu bolsa (25.4) serti kanagatlandyrmayar. Diymek, al-
nan ¢oziiw bizi gyzyklandyrmayar.
b) Goy, 1« = 0 bolsun. Onda bu halda (25.6) defileme

X"(x)=0
gorniisi alar. Onun umumy ¢oziiwi bolsa
X(x)=C x+C,

gorniisde bolar. Indi (25.5) serti goz 6niinde tutup, C, we C, erkin
hemiselikleri tapalyinl. Alarys:

X(0)=0 =C, =0,
X(p)=0 = Cp=0.
Bu yerden p # 0 bolany tigin C, = 0. Diymek, bu halda hem
Xx)=0

¢Ozliw aldyk.
¢) Goy, u <0, yagny u =— A> < 0 bolsun. Onda (25.6) defileme

X'(x)+22X(x)=0 (25.11)
gorniisi alar. Onuil umumy ¢6ziiwi bolsa

X (x)=C, cos Ax + C, sin Ax (25.12)

gorniisde bolar. Indi (25.5) serti peydalanyp, C, we C, erkin hemise-
likleri tapalyil. Alarys:

X(0)=0 = C =0
X(p)=0 = C,sinAp=0.
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Eger sofiky defilikde C, = 0 diysek, onda X (x) =0 gbrniisli ¢oziiw
alarys. Sonufi tigin C, # 0 diyip,

sinip=0

gorniisli trigonometrik defileme alarys. Bu yerden

A2 = ﬂ)z
, (p (25.13)

hususy bahalary, (25.12) umumy ¢6ziiwden bolsa

Xn(x):sin%x, n=1,2,3-- (25.14)

gorniisli hususy funksiyalary alarys. Seylelikde, (25.6), (25.5)
Sturm-Liuwill meselesinint hususy bahalary we hususy funksiyalary
degislilikde (25.13) we (25.14) gorniisdedir.

1 =—2?<0Dbolanda (25.7) denileme

") -AY(») =0
gorniisi alar. Onun umumy ¢oziiwi bolsa
Y, (y)=4, ch™ 4B sh’E
p p

gorniisde bolar.

Tapylan X (x), Y (), funksiyalary (25.4) defilikde goyup hem-
de superpozisiya prinsipinden peydalanyp, (25.1)-(25.3) meselénin
A we B _erkin hemiseliklere bagly ¢oziiwini alarys:

Ul(x,y)= Z(An Ch%wB,, sh%y] Sin%x. (25.15)

n=1

Indi (25.2) serti peydalanyp, 4 we B, erkin hemigelikleri tapalyii.
Alarys:

U(x.0)=p(x) = 4,51 x,
n=1 p
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U(x,q)=vy(x)= i[An chﬂq+Bn shﬂqJ sin % . (25.15)
q p p

n=1

Alnan bu denliklere berlen j(x) we @(x) funksiyalarynn Furye
hatary hokmiinde garap alarys:

27 nm
A, =—|¢(x)sin— xdkx,
P! ) p

20 .
4 ch™q+B sh™y :—Il//(x)smﬂxdx.
q p P p

Bu sistemany ¢6ziip, 4, we B erkin hemiselikleri taparys, sofira
olary (25.15) deiilikde goyup bolsa, berlen (25.1) — (25.3) meselénin
¢Ozliwini alarys.

§26. Goniiburclukda Puasson defilemesi ii¢cin
Dirihle meselesi

O goniiburclukda Puasson deiilemesi {i¢in Dirihle meselesine
garalyn.
Mesele D*. O goniiburclukda

o°’U oU
MU=Za 57 ~elw) (6.1)
Puasson denllemesinin
U)o =0 0, U@, =y @) (26.2)
U=/, Uy ,=F©®) (26.3)

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
Bu (26.1)—(26.3) meseldnin ¢oziiwini

U, )=V, 0+ V,0xy)+ WX,y (26.4)
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gorniisde gozlélin. Onda (26.4) ¢oziiwi (26.1) deillemede we (26.2),
(26.3) gyra sertlerde goyup, alarys:

AV ANV, +V, W=g(x,Y);
V=V, W =9 ()
VL +V,+ W = wX);
V=V, + MWl =10
v, +V,+w) x:p:F(V)-

Indi V', we V, funksiyalary degislilikde asakdaky sertleri kana-

1

gatlandyrar yaly edip saylalyii:

AV =0,

Ml =0(x), hl,., =w(x)

Vl|x:o =0,7|_ =0 (26.5)
AV, =0
V|, =0, V| =0 (26.6)
Mlo=rW)s "l =F(»)

Onda W(x,y) funksiya
A W=g(x,y) (26.7)
deiileménin
W =W =W =W _ =0 (26.8)

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwidir.

Biz (26.5) we (26.6) meseleleri yokarda ¢ozdiik. Sonunl {i¢in
garalyan (26.1)-(26.3) meseldni ¢ézmekligi (26.7)-(26.8) meseldni
cozmeklige getirdik.
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Indi (26.7), (26.8) meselédnin ¢oziiwini degisli birdlgegli Sturm-
Liuwilli meselesinin hususy funksiyalary boyunga yazylan hatar
gorniisinde gozlalin:

Y sm—x 26.9
Z p (26.9)

W (x, y) funksiya W (0, y) = W (p, y) = 0 gyra sertleri kanagatlan-
dyryar, yone onun (26.8) gyra sertleri doly kanagatlandyrmagy ii¢in

Y (0)=Y,(q9)=0 (26.10)
sertleri hem talap etmelidiris.
Indi g (x, y) funksiyany sin%x funksiyalar boyunca hatara da-
gydyp, soiira ony we (26.9) ¢oziiwi (26.7) denlemede goyup, alarys:

—Z[IWJ smk—x+ZY” sm—x ng sm—x
p

p
bu yerde

2% . krm
g, (x,y)==|g(x,y)sin —xdx.
' p { P
Furye hataryna dagytmaklygyn yeke-tikliginden

knz

Yk”(y)—(?] Y (v)=g(») (26.11)

defilleméni aldyk.

Seylelikde, Y, (y) funksiyany tapmak tgin (26.11), (26.10)
meseldni aldyk.

Goy, Y, (») funksiya (26.11) birjynsly dédl denleminini haysy
hem bolsa bir hususy ¢6ziiwi bolsun. Onda onuit umumy ¢oziiwi

Y, (v)=4, ch%rkash%ﬂerﬁ(y) (26.12)

gorniisde bolar. Indi (26.10) gyra sertleri peydalanyp, alarys:
80



Y,(0)=0 = 4,+7,(0)=0;

Y,{(q)zO = Akchk—nq+Bkshk—ﬂq+I7k(q)
p p

0. (26.13)

Bu (26.13) sistemany ¢0zip 4,, B, koeffisiyentleri taparys,
sonra olary (26.12) deiillikde goyup, (26.12), (26.10) gyra meseldnin
¢Oziiwini alarys. Ol ¢oziiwi bolsa (26.9) denlikde goyup, (26.7)—
(26.8) meselédnin ¢ozliwini taparys.

Seylelikde, goylan (26.1)—(26.3) meseldnin ¢oziiwi (26.4) denlik
arkaly hatar gorniisinde yazylyar. Eger-de bu hatar dendlgegli yyg-
nanyp, ony x we y boyunca agzama-agza iki gezek differensirlemek
hem miimkin bolsa, onda ol regulyar ¢oziiwdir.

§27. Laplas denlemesi iicin Dirihle meselesinin
Grin funksiyasy we onun kiibir hésiyetleri

1. Dirihle meselesininn Grin funksiyasy

Goy, D — § vyapyk {st bilen ¢édklenen tiikenikli yayla,
U(M)=U (x,y,z) bolsa D yaylada garmoniki funksiya bolsun. Onda
belli bolgy yaly

1 [1oU a1
U(Mo)zggﬁj{———Ua(—ﬂdS (27.1)

D
formula yerine yetyir, bu yerde r — M, € D nokatdan M < S erkin

iiytgeydan nokada ¢enli uzaklyk.
Bilsimiz yaly, Dirihle meselesinde S aragékde difie U (M), funk-

siya berilydr, normal boyunca a_n onlim bolsa berilmeyér (ndbelli).

S

Eger (27.1) denlikde normal boyunga oOnlim integral astyn-

dan yok bolar yaly 6zgertme edip bilsek, onda ol deiilik D yaylada

U (M) ; bahasy belli garmoniki funksiyany tapmaklyga, yagny Dirihle
meselesinifl ¢oziiwini yazmaklyga miimkingilik berer.

D yaylada garmoniki g(M,M,)eC' (D) funksiya garalyn. U (M)

we g (M, M) funksiyalara (19.4) ikinji Grin formulasyny ulanyp alarys:
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ozggﬁ{U(M)M—g(M,Mo)aU(M)} ds. (27.2)

on on
(27.1) denlikden (27.2) denligi ayralyn:
U(Mo):
1 \oU (M) a( 1 j
= M M)+ — |——-U(M)— M, M,)+— | dS.
iﬁ{(g( 0)+47rr) on ( )8n g( 0)+47T7’
Indi
1
G(M,M,)=—+g(M,M ,
(M. M,)=—+g(M.M,) (27.3)
belgileme girizip, soiiky deiiligi
oU (M) oG (M, M,)
um)=4qb| c(Mm, M —U (M) s (27.4
(1) = g 600,00 2120 a) UL s 7.0

gorniisde yazalyn. Bu yerden gorniisi yaly, eger g (M, M) funksiyany

integral asagyndan
S

G (M, M,)| ;=0 bolar yaly saylap alsak, onda %—U
yok bolar. n
Kesgitleme. Eger G (M, M) funksiya:

1°. M nokada gora funksiya hokmiinde D yaylanyn M nokadyn-
dan bagga dhli nokatlarynda garmoniki;
2°.GM, M|, . =0;

1
3° G(M, M) =——+g(M.M,), (27.3)

bu yerde: r = M, M|, g (M, M) — D yaylada garmoniki funksiya;
sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda ona Laplas defilemesi ii¢in
Dirihle meselesinin Grin funksiyasy diyilyér.

Kesgitlemeden gorniisi yaly, Grin funksiyasyny gurmaklyk onun

1
Ag(M,M,)=0, g(M,M0)|S = (M, eD)
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Dirihle meselesinifi ¢oziiwi bolyan g (M, M) regulyar bolegini tap-
maklyga getirilyar.

(27.4) formuladan asakdaky tassyklama gelip ¢ykyar:

Eger D yaylada Grin funksiyasy bar bolsa we

AU (M M), = £( (27.5)

Dirihle meselesiniti D yapyk yaylada dziiniii birinji tertipli dniimleri
bilen birlikde tizniiksiz ¢oziiwi bar bolsa, onda ol ¢oziiw

aLMM
#f SO(MM,) 4 (27.6)

formula gorniisinde berllyar.

Gordymage (27.6) formula peydasyz (manysyz) yaly, sebibi bir
Dirihle meselesi basga bir Dirihle meselesi bilen calsyrylyar. Yone
beyle dildir. Kop mohiim yaylalar iigin Grin funksiyasyny, diymek,
(27.5) Dirihle meselesinin ¢ozliwini anyk gorniisde yazmak bolyar.

(27.6) formuladan Dirihle meselesinin ¢oziiwinin yeke-takliginin
we durnuklylygynyn gelip ¢ykyandygyny bellélin.

Dasky Dirihle meselesi iigin Grin funksiyasy yokardaky yaly gi-
rizilyar (kesgitlenyar).

Bellik. (27.6) formula getirilip ¢ykarylanda Dirihle meselesinin
D=Dc S yapyk yaylada iizniiksiz differensirlenyin ¢oziiwi bar diyip
giiman edildi. Eger S — Lyapunow {isti diyip atlandyrylyan iist bolsa, onda
AM. Lyapunowyn dernewleri (27.6) formulanyn Dirihle meselesinin
U (M ) eC (5) ¢oziiwini hem beryandigini gorkezyir.

2. Grin funksiyasynyn hésiyetleri

1-nji hisiyet. Eger Grin funksiyasy bar bolsa, onda ol yeke-tékdir.
Subudy. D yaylada

1
G1(M’Mo)=m+g1(M’Mo)’

1
GZ(M’MO):4_m+g2(M’M0)

iki sany Grin funksiyasy bar diyip giman edelin. Onda
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8 (M’ M()) = G1 (M9 M()) - G2 (M9 M()) = g1 (M9 M()) _gz (M9 M())
funksiya D yaylada garmoniki we
g (M, M)

yeke-tiklik teoremasyndan

M{S

g(M,MO)EO = GI(M,MO)EGQ(M,MO)

gelip ¢ykyar.
2-nji hisiyet. G (M, M) Grin funksiyasy D yaylanyfi iginde
poloziteldir.
1
Subudy. M nokatdyf etrabynda — fundamental ¢oziiw ¢éksiz
1 r
artyar, yagny M — M bolanda —— o, g (M, M) funksiya iizniiksiz
r

we ¢éklenen, sonufi tigin d > 0 san bar bolup, merkezi M nokatda
bolan ¢ radiusly S (M, 6) = S, sferany iistiinde

>0

MeS;

G(M.M), :(L+g(M M ))

Arr

alarys. G (M, M) funksiya S iistde nola owriilyar:
GWM, M), =0

Bu yerden garmoniki funksiyanyn maksimum prinsipinden
G (M, M,) funksiyanyn D yaylada poloZziteldigi gelip ¢ykyar.
3-nji hisiyet. Grin funksiyasy simmetrikdir, yagny

G (M, M) =G (M,, M). (27.7)

Subudy. D yayladan M, M, erkinnokatlary alalyn we D yayladan

K (M, ¢), K (M,, ¢) sarlary ayralyn. Bu sarlaryfi istlerini degislilikde S ,

S, bllen belgﬂahn. SUS VS, aragékli D_yaylada U= G (M, M), V=

G (M, M,) funksiyalar garmoniki funksiyalardyr. Bu funksiyalara D,
vaylada (19.4) ikinji Grin formulasyny ulanalyn. Alarys:

JI] [G(M.M,)AG (M, M,)~G(M,M,)AG (M, M,)]dr =
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oG (M, M,)

. -G (M, M,)

ds. (27.8)

= ¢ {G(M,Ml) —8G(M’M1)}
SUSUS, on

D yaylada AG (M, M) =0, AG (M, M) =0, sonuii Gigin D_yayla
boyunga integral nola dendir. G (M, M))|,, = 0 gyra sertleriii esasyn-
da S iist boyunga integral hem nola defidir. Bu aydylanlaryni esasynda
(27.8) denlik asakdaky gorniisi alar:

#{G(M,MJ%—G(M,MQ%PS:

S, n n

= Cﬁ{G(M, Mz)%— G(M, Ml)%}d& (27.9)

(27.9) detiligin gep bolegini 6zgerdelin. S, sferada % fundamen-

1 N
tal ¢coziiw — hemiselik bahany kabul edyér:
€

.1
r MeS, &
Sonun {igin
1 oOg(M,M
G(M.M,), = Age T (an ) (27.10)
MeS;

S, sfera M € S| nokatda gegirilen n dasky (D, yayladan gykyan)
normal sferanyn radiusy boyunga onuil garsysyna ugrukdyrylandyr,
sona gora

on T oel\le) &

1
a(rj @ (lj_L
MeS,
diymek,

oG (M, M,)
on

L, og (M, M, )|
Arg? on

> (27.11)

MeS,

MeS;
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og (M , M 1)
on
M
D yaylada garmonikdir. %2) G (M, M) funksiyalar S, sferada
n

bu yerde: lizniiksiz funksiya, sebibi g (M, M) funksiya

lizniiksiz. Seylelik bilen, S st boyunca integralda integral astyn-
daky funksiya iizniiksiz funksiyadyr. (27.10), (27.11) deiliklerden
peydalanyp we orta baha hakyndaky teoremany ulanyp, alarys:

@[G(M,MJ%—G(M,MZ)%}JS:

s, n n

. oG (M, M,) . 1 dg(M* M)
:|:(A+g(M,M1))a—n—G(M ’Ml)[47l—82+ an 47'[82,
bu yerde: M" — S, sferanyn kébir nokady. ¢ — 0 bolanda S, sfera M,

nokada yygnanyar, M" — M, Ae*> — 0, sofia goré-de

0G (M, M, oG (M, M,
(an )_G(M’MZ) (an )} T (27.12)

&0

lim [G(M,Ml)

=-G(M,M,).

Seyle pikir yoretmani ulanyp, S, tist boyunga integral ti¢in alarys:

oG (M, M,) _G(M,Ml)aG(M,MQ)

li G(M,M — =2 1dS =
i {(’2) on on } (27.13)

&0
Sl

= G(M,M,).
Indi (27.8) denllikde ¢ — 0 bolanda predele gecip we (27.12),
(27.13) denlikleri goz 6niinde tutup, alarys:
GM,M)=GM,M,).

Bu yerden, M| we M, nokatlaryn erkinligi esasynda (27.7) defilik
gelip ¢ykyar.

Netije. Grin funksiyasy M nokat {iytgemeydn bolsa, onda ol
M, (M # M,) nokadyn koordinatalary boyunga Laplas defilemesini
kanagatlandyryar.
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Bellik. Tekizlikde Grin funksiyasy
1,1
G(M,M,)= Eln;jtg(M,Mo), r=|M,M|

gornilise eyedir. L yapyk egri ¢yzyk bilen cdklenen D tekiz yaylada

icki Dirihle meselesinin ¢oziiwi bolsa
6G M, M,

95f oG (M, M) ds, U(M)| = f(M)

gorntlisde yazylyar

§28. Sar iicin icki Dirihle meselesini Grin
funksiyasynyn komegi bilen ¢6zmek. Puasson integraly

1. Sar iicin Grin funksiyasy

Goy, saryn icinde garmoniki, yapyk sarda {izniiksiz we saryn S
iistiinde berlen f'(P) iizniliksiz bahany kabul edyéan U (M) = U (x, y, 2)
funksiyany tapmaly bolsun.

Bu meseldni ¢6zmek {i¢in, ilki bilen, sar iicin Grin funksiyasyny
guralyn. Goy, R — merkezi O nokatda bolan saryi radiusy bolsun.

2-nji ¢yzgy

Saryni iginde yerlesen M nokadyn Ustiinden saryn radiusyny
gecirelin we ony
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p,p=Rr (28.1)

denlik yerine yetydncd dowam etdirelii hem-de alnan kesimin ahyr-
ky nokadyny M harpy bilen belldlifi, bu yerde p,=OM, p=0OM
(2-nji ¢yzgy).

Sunlukda, M| nokada kesgitli M nokady degisli edyan (28.1) 6zgert-

......

......

Sarda P (&, n, {) nokady alalyn we ol nokatdan M, M nokat-

lara ¢enli uzaklyklary degislilikde r, | bilen belgilélin. P 1’101(211'[ saryil
lstlinde yatanda » we r, uzaklyklaryf arasyndaky gatnasygy tapalyf.
Onun tigin OPM we OPM, tg¢burgluklara garalyn. Bu tigburgluklar
menizesdirler, sebédbi O depediki burc umumy, ona seplesyin taraplar

bolsa (28.1) deiilik esasynda proporsionaldyr:

p_R
R p,
Ucburgluklaryf mefizesliginden alarys:
r_pP
n R
ya-da
1 R1
—=——, (PeS
;o (PeS) (28.2)
gatnasyk gelip ¢ykyar.
Indi sar ticin Grin funksiyasynyn
1 1 R1
G(PM)=—————
(P M)=— e (28.3)

gorniise eyedigini gorkezelin.

Hakykatdan hem, G (P, M) funksiya P nokada gord funksiya
hokmiinde saryn i¢inde, M nokatdan basga nokatlarda, garmoniki
funksiya, M nokatda bolsa tiikeniksizlige owriilyar. (28.2) deiilikden
gorniisi yaly, saryn istiinde ol nola dwriilyér. Seylelik bilen, (28.3)
denllik boyunca kesgitlenyédn funksiya Dirihle meselesiniii Grin
funksiyasynyn dhli sertlerini kanagatlandyryar.
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2. Puasson integraly

Tapylan (28.3) Grin funksiyasyny (27.6) formulada goyup, alarys:

= ——g[g% an [——— —j ds. (28.4)

(28.4) formulany ozgerdehn. Alarys:

(21 £ Yt &2t &t

R

1 &E—x
2

r r

cos(n, )+ucos(n,n) + Ecos(n,g)} _
r r
= —%[cos(r,ﬁ)cos(n,é) +cos(r,n)cos(n,n)+
r

+cos(r,§)+cos(r,§)cos(n,é’)] = —chos(r,n).

Edil suna menzeslikde alarys:

o1 1
a—n[;lJ = —G—ZCOS(I’i,I’Z).

Seylelik bilen,
i 1_5 l —_Lcos(r n)+£icos(r I’l) 2
on 7 , pr o (282

OMP we OM P Tgburgluklardan kosinuslar teoremasyny
peydalanyp, alarys:

p*=R>+7r*—2rR cos (r, n),

pl =R’ +17 =25Rcos(r;,n).
Bu yerden cos (7, n) we cos (7, n) tapalyfi:
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2, .2, 2 2, .2 2
cos(r,n) :%, cos(r;,n) :RJ;];—RPI.
1

Bu tapylan bahalary (28.5) formulada goyup, alarys:

0 [1_£1j_p2—R2—r2+R2+nZ—pf_

on\r pr 2R 2pr’
R’ R
=3P s h=—r¢=
p P
R’ +R—2r2 —R—4
_p2_R2_r2+ p2 p2_pz—Rz—I’2+p2R2+R27"2—R4_
a 2R 2RY? a 2R 2R a
:2p2_2R2:p2_R2
2R: R

Normal boyunca 6niimin tapylan anlatmasyny (28.4) formulada
goyup, alarys:

U(1‘4)=L<ﬁ>f(P)R2_'02 ds. (28.6)
4 R’ ’

(28.6) formula Puasson formulasy diyilyér.

Seylelik bilen, eger sar {i¢in icki Dirihle meselesinin ¢6ziiwi bar
bolup, ol ¢oziiw 6ziinin birinji tertipli 6nlimleri bilen birlikde yapyk
sarda lizniiksiz bolsalar, onda ol ¢oziiw (28.6) Puasson formulasy
arkaly yazylyar.

3. Puasson formulasynyn esaslandyrylysy

Eger f (P) funksiya {izniiksiz bolsa, onda (28.6) Puasson
formulasynyn sar iicin icki Dirihle meselesinin ¢oziiwi bolyandy-
gyny subut edelin. Onui {igin (28.6) formuladaky integralyn saryn
icinde garmoniki funksiya bolyandygyny we (28.6) formula bilen
kesgitlenydan U (M) funksiyanyn yapyk sarda iizniiksizdigini hem-
de saryn S iistiinde berlen tizniiksiz /' (P) bahany kabul edyandigini
gorkezmeli, yagny M nokat S listde alnan erkin P nokada ymtylanda
U (M) funksiyanyn bahasy f(P) baha ymtylmaly.
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p < R bolanda U (M) funksiyanynn garmonikligi asakdaky
denlikden gelip ¢ykyar:

R* - p’ R +r —p° 1
r r r

:_2RAi(lj:2Ri(lj =0 (PeS).

on\r on\r

Saryn lstliinden erkin N nokady alalyn we M — N bolanda
U (M) — f (M) bolyandygyny gorkezelinn. Getirilip ¢ykarylysyndan
gorniisi yaly, (28.6) formula f/(P) = 1 hususy halda hem dogrudyr. Bu
yagdayda Dirihle meselesinin ¢oziiwiinin bardygy aydyndyr, 6zi hem
ol ¢coziiw

UM =U(x,y,2)= 1.
Seylelik bilen,

2 2
T S Sy A (28.7)
s 47 R v

(28.7) denligin iki bolegini hem f (N) funksiya kopeldelin we
(28.6) Puasson formulasyndan ayralyn:
R? _ pz
— dS. (28.8)

r

U(M)= 1 (N)= 4 BB ()= ()]

N nokady radiusy 2 ¢ bolan sar bilen gursalyn, 6zlinem J sany S
sferanyn su saryi i¢ine diisydn hemme nokatlarynda f(P) funksiyanyn
izniiksizligi esasynda

£ (P)~ 1 (N) <§ (28.9)

densizlik yerine yeter yaly yeterlikce kici edip alalyn, ¢ > 0 — yeter-
likge kici erkin san. ¢ bilen S sferanyn merkezi N nokatda bolan 2
o radiusly saryn i¢ine diisydn bolegini bellélin, galan bolegini bolsa
S — o bilen belldlin. Onda (28.8) deiligi asakdaky gorniisde yazmak
bolyar:
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UM)-f(N)= o
L () (05 Pas

1 _ R -p’ (28.10)
R;J%[f(f’) f(N)J7—=—=as.

(28.10) denligin sag boleginddki gosulyjylaryn her birini ayra-
tynlykda bahalandyralyn. (28.9) densizligin we (28.7) deiligii esa-
synda alarys:

RX_p? R?
4ﬂR”[f ] r3p dS<§4 H ” ds <
&

2
<< 1 #R 3p ds =
2 4zRYT 2

(28.11) densizlik saryn i¢inddki islendik M nokat ii¢cin yerine
yetyar. (28.10) denligin sag bolegindikiikinji integraly bahalandyralyi.
Onun ii¢cin merkezi N nokatda bolan ¢ radiusly tize sar guralyi. Goy,
M nokat N nokada yakynlagyp, su saryn i¢inde yatan bolsun. Eger P
nokat S — ¢ listde yatan bolsa, onda M nokadyn seyle yagdayynda
r=|MP| > ¢ densizlik yerine yeter, f(P) funksiya S sferanyi iistiinde
izniiksiz, diymek, ol ¢dklenendir, yagny |/ (P)| < K.

Seylelik bilen, (28.10) denligin sag bolegindéki ikinji integral
asakdaky yaly bahalandyrylar:

1 R2_ 2 K RZ_ 2
G ()= r sl 5 [ 50

g K(R? —pz)ﬂ)dsz 2KR(R* - p?)

(28.11)

2nRS® 5 '
M — N bolanda R* — p* — 0, onda
R? _pz s
yo ﬂ [ (P)-r ())& <5 (28.12)

(28.11) we (28.12) deisizliklerin esasynda (28.10) denlikden
alarys:
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UM) —f(N)| <e.
¢ > 0 erkin san, sonun {i¢in hem sonky densizlikden
tim U (M) = £ (V)
gelip cykyar.

Merkezi O nokatda bolan sferik koordinatalary girizelin. Goy,
(@', ¢") — P nokadyn bur¢ koordinatalary bolsun. (p, 6, ¢) — M nokadyn
sferik koordinatalary bolsun, y — bilen OP we OM wektorlaryn arasynda-
ky burgy bellélin. Onda (28.6) Puasson formulasy asakdaky goOrniisi alar:
>~ p*)sin6'd0’ dg’

2

U(p.0.0)= ﬂ”f

3°
(R2 —2Rpcosy +p )
4. Puasson integralynyn netijeleri
D yaylanyn iginde otrisatel dil U (M) garmonik funksiya garalyn.
D yaylanyn kébir M nokadynyn dagyndan merkezi M nokatda bolan,
dursuna D yaylanyn i¢inde yatan, R radusly S sferany guralyn. M bi-
len § sferanyi i¢inde yatan kébir nokady belgildlin (3-nji ¢yzgy).

3-nji ¢yzgy

93



M MP tgburglukdan alarys:
R—p<R+p;

R—p)y <r’<(R+p);

1 R-p < 1 R2—p2< I R+p
477,'R(R+p)2_47rR P _47TR(R-|—p)2.

2 2
e U(P) s (P U ()
47R (R+p) 4rR 1 47R (R-p)
ya-da

1 R—-p 1 R*-p’
U(P)dS < <HD U(P)dS <
471R9§ﬁ(R+p)2 ( ) A R? s r ( )

1 R+p
< (H) U(P)dS.
47TR2 f (R_p)Z ( )

Sonky densizlikden Puasson integralyny ulanyp alarys:

R-p 1
(R+p) 47R %

R+p 1

U(P) dSSU(M)sWM—R S

U(P) dS.

Orta baha hakynda teoremany ulanyp alarys:

R(R-p)
(R+p)2

R(R+p)

() SU ()< T

(M) (28.13)

funksiyanyinl S sferanyn i¢inde yatan nokatdaky bahasyny ol sferanyn
merkezinddki bahasy bilen bahalandyryar.
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Teorema. Biitin ginislikde garmonik funksiya tozdestwolayyn
nola dendir.

Subudy. Goy, U (M) funksiya biitin ginislikde garmonik funk-
siya bolsun. Merkezi koordinata baslangyjynda bolan erkin radusly
S sferany guralyn. Bu sferanyn i¢inde U (M) garmonik funksiya sfe-
ranyn Ustiinddki bahasynyn, yagny Puasson formulasynyn komegi bi-
len anladyp bilner. Alarys:

U(M)=——pE=L" y(p) as

 4nR E P

Indi R sany |U (P)| < ¢ densizlik yerine yeter yaly saylalyi, bu
miimkin, sebébi U (P) — 0. Eger-de P — o bolanda, onda (28.14)
deiilikden alarys:

1 RZ_pZ 1 RZ_p2
U (M)|= M—qu_f)U(P) SEds| < — <Ef>|U(P)| SEds <
1 RZ_pZ
<847rR# 3 as =g,

N

sebibi

! #Rz_p2d5=l.

A7 R f P

Diymek, |U (P)| < &, ¢ > 0 sanyii erkinliginden U (M) = 0. M no-
kadyn erkinligi ii¢in biitin san okunda U (M) = 0. Teorema subut edildi.

§29. Sar iicin dasky Dirihle meselesi

Goy, R — merkezi O nokatda bolan saryn radiusy bolsun we ol
saryn S iistliinde erkin, lizniiksiz /' (P) funksiya berlen bolsun.
Sar ti¢in dasky Dirihle meselesinin ¢oziiwi

1 *_R?
U(M)=47ZR<J{JSP S—/(P)ds, (29.1)
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p=|0M|,r=|MP|,p — R

Puasson integraly bilen berilyér.
Hakykatdan hem, p > R bolanda, yagny saryn dasynda (29.1)
integral bilen kesgitlenyén U (M) funksiyanyn

AU (M) =0

Laplas denilemesini kanagatlandyryandygyny §28-déki yaly subut et-
mek bolyar. Indi M — o bolanda U (M) funksiyanyn nola dendlcegli

ymtylyandygyny gorkezmeli. M nokady p > 2R ya-da R <§

deinisizlik yerine yeter yaly koordinatalar baslangyjyndan yeterlikge
dagda alalyn. Onda r > p — R densizligin esasynda

pP_P
r>p—R>p—-——==—.
P P )
Bu yerden
1.3
i p3
we
pz—R2<8(p2—R2)<§
3 3 :
r P P
Diymek,
()< gl as=2
bu yerde

=z fflr ) as

Sonky densizlikden gorniisi yaly, p — oo (M — o) bolanda U (M)
funksiyanynl nola ymtylyandygy goriinydr. M — N (NeS) bolanda
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U (M) — f(N) bolyandygyny gorkezmek tigin (29.1) integraly sferik
koordinatalarda yazaly:

2

p’9¢ _ R;Tj}]if(e pz_RZ
00

_sin 0 d0’ dg’ (29.2)
(R2 —2Rpcosy + pz)i

bu yerde: (p, 8, ) — M nokadyn sferik koordinatalary, (6, ¢") — P nokadyn
burg sferik koordinatalary, y = ZMOP . M (p, 6, ¢) (nokatda radiusa
ters 6zgertme (inwersiya) edelifi. Ozgerdilen M, (p,, 0, p) nokat OM
goninif Ustiinde, saryf merkezinden p, daslykda, onuf i¢inde yatar
we

pp, =R
serti kanagatlandyrar.
Indi (29.2) integraly
p 2n Rz_pz
U(p.0.90)=21 [[r(0.0) L_sin 0'd6’ do’ (29.3)
00

(R2 _2Rp1 + plz )E

gorniigde yazalyn: (p, <R). M (p, 0, p) nokat S sferanyi iistiinde yatan
erkin N (p, 0, ¢) nokada ymtylanda M (p,, 6, ¢) nokat hem sary igin-
den sol N (p, 9 @) nokada ymtylar. Sarda icki Dirihle meselesi {i¢in

R 2 Rz_ 2
4—Hf(9',<p') Pi____sin6'do' dp'— f(N).
T (R*~2Rp, +p} )

Onda M — N bolanda p, — R bolyandygyny goz 6iitinde tutup,
(29.3) formulanyn sag bolegi hem f(N) baha ymtylar diyip tassykla-
mak bolyar.

Seylelikde, (29.1) Puasson integraly bilen kesgitlenyén U (M)
funksiya sar ticin dagky Dirihle meselesinin &hli talaplaryny kanagat-
landyryar, yagny onun ¢éziiwini beryar.

7. Sargyt Ne 8 97



§30. Garmonik funksiyanyn oniimlerinin
tilkkeniksizlikde ozlerini alyp baryslary

Goy, U (M) — S yapyk iist bilen ¢dklenen D yaylada garmonik
funksiya bolsun. Koordinatalar baslangyjyny D* yaylanyn i¢inde
yerlesdirelin. Merkezi koordinatalar baglangyjynda we R radiusy S
lsti dursuna 6z i¢inde saklar yaly yeterlik uly S, sferany guralyf.
U (M) funksiya D yaylada garmonik, diymek, ol S, sferanyn dagynda
we lstiinde garmonik funksiyadyr. Sonun ti¢in U (M) funksiyany S,
sferanyn dagynda

1 p’—R’
U(M) ks U(P) > s (p>R). (30.1)

Puasson integraly gorniisinde anlatmak bolyar, bu yerde

p:|OM|:\/x2+y2+22;

r=|MP|=\(x—&) +(y-n) +(z=¢)’.
§29-da U(M) funksiya tigin p — yeterlik uly bolanda

C 1
\U(M)\s;, C_Ei:}%\U(M)\dS

bahalandyrmany aldyk.
Indi (30.1) denligi x boyunca differensirldp alarys:

2 2
ou__1 U(p)i P—3R s (r=0)  (302)
Ox 47'L'RSR Ox

"
a[pz—sz:,Z_x_?)(pz—Rz) x—&

ox P e r r

%—U oniimi bahalandyralyn. Goy, M nokat p > 2R, yagny R < g
X
denisizlik yerine yeter yaly koordinatalar baslangyjyndan yeterlik

dasda bolsun. Onda
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er—R>p—5:— = —<=.

x| < p,

| §| <1 bolyandygyny belldlin. Bu bahalandyrmalary
r

g0z onlinde tutup alarys:
3(p°—R*)|x— ) 0’
2|x|+ ( - )|x §|<6_3+48_4—6_j‘

i p2 _R2 -
ox\ 7~ P r r p p p

Sonky bahalandyrmany pe}’ldalanyp, (30.2)-den alarys:

p AR @‘U ‘dS__z

A——SE_MU )| ds.

Suna menzeslikde
A
T2

oU| A4
—|<—, .
| op az| p
Seylelik bilen, D vyaylada garmonik U(M) funksiya ficin

yaylanynl koordinatalar baslangyjyndan yeterlik daslasan nokatlary
iigin

ax

oUu

v
0z

<A 303

2

panf< -

ou| 4 oUu| A4
<=, |[=l<=

lox Jo} oy

bahalandyrmalar yerine yetyér.

§31. Neyman meselesinin ¢oziiwinin
yeke-tikligi barada

1-nji teorema. Icki Neyman meselesinin ¢0ziiwi hemiselik
gosulyjy takyklygynda yeke-tékdir.

Subudy. Goy, U (M) we U (M) — D" yaylada i¢ki Neyman mese-
lesinin sol bir
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o,
on

- 7(N), ou,

P on

=/ (N)

S

gyra sertleri kanagatlandyryan iki sany ¢oziiwleri bolsun. Onda olaryn
tapawudy U = U, — U, funksiya D" yaylada

vl _y
o, (1.1)

serti kanagatlandyryan garmonik funksiya bolar.
V= U diyip (19.2) birinji Grin formulasyndan peydalanalyn, onda

2
CﬂéU JS — J‘”‘ (an ou +(8Uj Jr.
Ox ay oz
(31.1) sert esasynda bu denligin ¢ep bolegi nola dendir, diymek,
denligin sag bolegi hem nola dendir:

2 2
(5 (5] (5] Jor-e
7\ ox oy 0z
Bu yerden U (M) funksiyanyn we onuf birinji tertipli onlimlerinin
tizniiksizligi esasynda

U _o, Y _p, Y
ox oy 0z

gelip ¢ykyar. Sonky denliklerden gorniisi yaly, U (M) funksiya x, y, z
uytgeyén ululyklara bagly déldir, yagny

UM)=const - UM)=U,M)+C.

Teorema subut edildi.
Icki Neyman meselesinii mydama ¢oziiwiniii bolmayandygyny
belllin. Onun ¢oziiwiniii bolmagy ii¢in

55, as=4pr ()=
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sertin yerine yetmegi zerurdyr. Bu sertin zerurlygy garmonik
funksiyanyn hasiyetlerinden gelip ¢ykyar.
Laplas denlemesinin

2-nji teorema. Dasky Neyman meselesinin tiikeniksizlikde yzy-
giderli ¢oziiwi yeke-takdir.

Subudy. Goy, U, (M) we U, (M) — dasky Neyman meselesinifi
sol bir gyra serti kanagatlandyryan iki sany ¢oziiwleri bolsun. Onda ol
¢oziiwlerint U = U, — U, tapawudy D~ tiikeniksiz yaylada

o
on

=0

N

serti kanagatlandyryan garmonik funksiya bolar. D* yaylany i¢inde
saklayan S, sferany guralyni. D, bilen bolsa § we S, tistler bilen ¢dkle-
nen yaylany belldlin. Birinji Grin formulasynda V' = U diyip, sofira
ony D, yayla l¢in ulanyp, alarys:

s+ fjuias- m[( j [@‘Uj +(<';U”df(313>

, oUu

Bu yerde —

on |,

U (M) funksiya tlikeniksizlikde yzygiderli bolany iicin yeterlik¢e uly
R —radiusda (31.2) bahalandyrmalar yerine yetyar. Alarys:

=0 bolany tgin birinji gosulyjy nola dendir.

%—gcos(n,x) + %—Zcos (n,y)+ aa—lzjcos(n,z)

au
on

34
<—2.

P

Yeterlik uly R iigin S, sfera boyunca integrirlenyén ikinji
gosulyjyny bahalandyralyn:
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oU

1271/12
—|dS < ds = —4 R*= .
- <ﬁﬁ

ngU—dS

Indi (31.3) denilikde R — o bolanda predele geg¢ip, alarys:

01(%2) +(2) (5] |0

Bu yerden
6_U=8_U=8_U:O - U(x,y,z)=const.
ox oy 0Oz

Indi M — o bolanda U (M) — 0 bolyandygyny goz 6iilinde tutup,
alarys:

const = 0.
Bu bolsa

U(M)EO = Ul(M)EUz(M)

bolyandygyny anladyar. Teorema subut edildi.
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IV BAP
POTENSIALLAR NAZARYYETI

§32. Gowriim potensialynyn kesgitlenilisi

1

Ja=&  +(y-n) +(z—¢)

funksiya M (&, n, {) nokatda yerlesdirilen birlik massanyf potensia-
lyny anladyar we (&, 7, {) nokada gord Laplas denlemesini kanagat-
landyryar. Bu funksiyadan parametr boyunca alnan integrallara po-
tensiallar diyip atlandyrylyar.

Goy, kdbir M, (¢, n, {) nokatda m, massa yerlesdirilen bolsun.
Biitindlinyd dartylma kanuny boyunga M (x, y, z) nokatda yerlesdiri-
len m massa

1
r

dartys giiyji tdsir eder, 7, = L M M ugry boyunca birlik wektor,
r

¥ = M M,y — grawitasion hemiselik. Sistemany y = 1 bolar yaly say-

lap alalyn we m = 1 diyelini:

my .

it
r

Fe-
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Bu giiyjiin koordinat oklaryna proyeksiyasy asakdaky yaly kes-
gitlener:

X =Fcosa :—m—f(x—f);
r

m
Y= Foosf===2(y-n); (32.1)

Z=Fcos;/=—m—3°(z—§)
r

bu yerde: o, B,y — F giiyjiin koordinat oklary bilen emele getiryan
burg¢lary.
Gliy¢ meydanynyi potensialyny we
F:gradU: a_U’a_U’a_U
ox oy Oz
denlik bilen kesgitlenyan U (x, y, z) funksiyany girizelifi. Yokarda
seredilen mysalymyzda

v="0
r
n material nokadyn potensialy

U=3U,-=
i=1

formulanyn komegi bilen anladylyar.
Goy, p (&, n, {) dykyzlykly D jisim berlen bolsun. Onda M (x, y, z)
nokadyn D jisime dartyan giiyjiinin komponentleri

n

"y

=1 1

1

1Y=—i”ﬁﬂéﬂhi)x2§ch;

r

r

v =-[[fp(&n.0) 50 dr; (322)

2= plen e ae

bu yerde: dr = d¢ dn d{. M (x, y, z) nokadyn potensialy
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u(M)=[[[p(enc)s ar

formula boyunca kesgitlenyar.

Eger D tekizlikde iizniiksiz paylanan u (&, ) dykyzlykly yayla
bolsa, onda p (x, y) nokadyn dartys giiyjiinit komponentleri iki gat
integral bilen ailadylyar:

X ==2[[u(&n) dédn,

(x=&) +(y-n)

- y-n
Y = 2{)[#(5,77)()6_&) Py dédn.

p (x, y) nokadyn potensialy bolsa

Eger P (M) dykyzlyk ¢éklenen, yagny C > 0 san bar bolup,
|P (M)| < C densizlik yerine yetyén bolsa, onda (32.2) we (32.3) husu-
sy dél integrallar D yaylanyn i¢inde yatan M (x, y, z) nokatda yy-
gnanyar. Munun seyledigi (32.2) integral ii¢in

x—§<£
< =,

r r

P

2
r

a=2<3

X —
3

%

deiisizlikden, (32.3) integral ii¢in bolsa

p

r

Sg,a=1<3
r

densizlikden gelip ¢ykyar.
U (M) potensial we dartys giiyjiinint X, ¥, Z komponentleri biitin
giniglikde iizniiksiz funksiyalardyr.
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§33. Gowriim potensialynyn birinji 6niimi

X(M)=—[[[ p(en.€) 55 dr,

X() =[] p(En.£) == d:

xX=¢
X(M):_J‘J.J-p(éanag) l"3 dTp
D
integrallaryn asagyndaky funksiyalar

U(M)=[[fp(enc) -,

integralyn agsagyndaky funksiyanyn degisli argumenti boyunga 6niimi
bolup duryar.

Eger M nokat D yayla degisli dél bolsa, onda U (M) integraly
integral asagynda differensirlemek kanuny we

g U U, U
Ox oy 0z

D yaylanyn dasynda U (M) potensialyn yokary tertipli dnliimleri
hem integral asagynda differensirlemeginn komegi bilen hasaplamak
bolyar. Sonui {igin U (M) potensial D yaylanyn dasynda

AUM)=0

Laplas denllemesini kanagatlandyryar.

M nokat D yaylanyn i¢inde yatyan hem U (M) potensialyni birin-
ji tertipli Oniimini integral asagynda differensirlemek arkaly hasap
bolyandygyny gorkezelin.

Goy, p (x, v, z) dykyzlyk ¢dklenen bolsun: |p (x, y, z)| < C san iigin
36 > 0 san tapylyp |Ax| < ¢ densizlik yerine yetende

|U(x+Ax,y,z)—U(x,y,z)
Ax

- Xl<eg
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deisizligin yerine yetydndigini gorkezelin.
M nokady merkezi M nokatda bolan radusly K (M, J') sar bilen
gursalyn we U (M) potensialy iki gosulyja bolelin:

UM) = U, M) + U(M);
bu yerde U, (M) gosulyjy K (M, 6') sar boyunga integrirlemegi, U, (M)
gosulyjy bolsa D, = D — K (M, ¢') yayla boyunga integrirlemége de-
gisli (4-nji ¢yzgy). Onda
U(x+Ax,y,z)—U(x,y,z)
Ax
U (x+Ax,y,2)-U (x,,2) . U,(x+Ax,y,z)-U,(x,,2)
Ax Ax '

D, =Dk (M,3")

4-nji ¢yzgy

M nokat D, yayla degisli dal, sonufi ti¢in
X=X +X

diyelin, onda

|U(x+Ax,y,z)_X S|U2(x+Ax,y,z)—U2(x,y,z)_X2 N
| Ax | Ax
(33.1)
|U,(x+Ax,y,z) Ul(x,y,z)|




gorkezelin:

|X1|=\II

il

_|U1 (x+Ax,y,z)—U1(X,y,Z)|_

S i <cm§:

T #sin 9a’9d(pdr (33.2)
0

—4ns'C<E

S1=| Ax r
RS 1. 1),
e I e[ o= [ 7

bu yerde

r=(x=&) +(y=n) +(z=¢)’;
p(x+ A=) +(y-n) +(z-¢)".

MM, P ugburglukdan | — p| < |Ax|, sonui ligin

si<c [ ﬁ%{ Il ﬁ}:6c7r5'<§. (333)

k(M. 87 k(v e P

" sany (33.3) densizlikden kesgitldp (33.2) we (33.3) densiz-
likleriﬁ ikisini hem kanagatlandyryarys. (33.1) densizlik ¢ > 0 san
|Ax| < 0" demisizlik yerine yetende

U, ()HrAx,y,Z)—U2 (x,y,z)

-X,|<¢
Ax
e e oUu
densizligiii yerine yetydndigini ailadyar. Seylelik bilen, X =—.
v, U | ox
Y = . Z = — densizlikler sufia menzes subut edilyar.
y 4
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§34. Gowriim potensialynyn ikinji 6niimi

Eger

I”P(f, 1, C)aa—;[%]df :_”J.p(f’ n, C)[é_3(x;§2)jdf

MP

diyip alsak, onda alynyan integrallar dargayarlar. Gowriim potensia-
lyny

UM) = U M) +U,M)

gornligde yazalyi, bu yerde U (M) — K(M, J) sar boyunga,
UM)—D, =D —K(M, o) yayla boyunca integrirlemekligi afiladyar.

Goy, p (¢, n, {) dykyzlyk iizniiksiz we differensirlenyén bolsun.
M nokat D, yayla degisli dél, onda

o°U, o (1
d =j]£jp(§,77£)@(;)d”' (34.1)

U, M potensial M nokatda birinji tertipli ontime eye we ol 6niimi
integral asagyndaky differensirlemek arkaly hasaplamak bolyar:

Tom I pen )2 (3= I pleme) Z{ 1o
Ostrogradskiy-Gauss formulasyna gori

= <ﬁ>£cos adS + ”I ig’;

bu yerde: S — K (M, o) saryn sferasy, o — S iiste dasky normal. Alarys:

azU :_@ () (jcosadS+ m ¥ ax[rjd (34.2)

(34.2) denligin sag bolegindiki gosulyjylary bahalandyralyn.
Alarys:
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<¢ [ dT" 47C.5. (34.3)

KM5

seadr )
65 ox\r

Birinji gosulyjy icin orta baha hakyndaky teoremany ulanyp
alarys:

_qf;ﬁp x(rjcosadS Cﬂ)p

P
3

cos? a _
cos adS = —ﬁ)
)

#r—lz(cos a +cos’ B +cos’ y)dS=—4—ﬂp*
S

3
yagny

o (1 4r .
- —| — |cosadS = ——
<-Ej.>p8x(rj . 3 P

bu yerde: p* — p funksiyanyn S sferanyi iistiinde orta arifmetik bahasy.
Islendik 0 > 0 san ii¢in

(34.4)

o°’U o'U, 0U,
= +
o’ oxt o’
denlik dogry. (34.2), (34.3), (34.4) formulalardan peydalanyp (34.5)
denlikde 0 — 0 bolanda pridele geg¢ip alarys:

_4np +mp En,C) Gj dr,. (34.6)

Edil suna menzes edlp

?;yzzj 4np j [[p(em.¢) (%} de, (34.7)

(34.5)

47rp I ” p(&.n.¢) Gj (34.8)
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denlikler gorkezilyér. (34.6), (34.7), (34.8) denliklerden gorniisi yaly,
gowriim potensialynyn ikinji tertipli oniimleri Puasson deiilemesini
kanagatlandyryar:
2 2 2
AUEalzj+alj+al{:—4ﬂp.
ox° oyS Oz

§35. Gosa gatlagyn potensialy we onun hésiyetleri

Lyapunow iisti boyunga paylama, x« (N) dykyzlykly gosa gatla-
gyn potensialyna garalyn:

<ﬁ>u Gn(rjds cjjsu(N)Cisz¢dS (35.1)

S

bu yerde 6niim S sttt N (&, 77, {) nokatdaky » dasky normal boyunga
alynyar, » wektor M (x, y, z) nokatdan N (&, 7, {) nokada ugrukdyrylan:

o =(r, n).

Gosa gatlagyn potensialy S istiin dagynda dhli tertipli onlime
eye we Laplas denlemesini kanagatlandyryar. Gosa gatlagyn poten-
sialynyn tiikeniksizlikde nola ymtylyandygyny gorkezelin. Koordinat
baslangyjyny S iist bilen ¢éklenen D yaylanyi icinde alalyi. Onda

MN > OM - ON

ya-da
r>R—-ON
L bilen § iistiin koodinat baslangyjyna ¢enli il uzyn aralygy
bellalinn. Onda
r>R-L.

M nokat koordinat baslangyjyndan R >2L ya-da L< R densiz-
lik yerine yeter yaly daslykda yerlesen bolsun. Onda
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|cosg0| A4
00 G2 as < g s 2

S N

bu yerde

A=4p|u(N)|ds.

Diymek, gosa gatlagyn potensialy tiikeniksizlikde L yaly nola
ymtylyar.

(1) gosa gatlagyn potensialy biitin ginislikde kesgitlenendir.

u (M) =1 bolanda gosa gatlagyn potensialyna garalyn. Onda

=5 o=t es

s T

1 .
Goy, N nokat § iistiint dagynda yatan bolsun. — funksiya S {istiin
icinde garmonik, diymek, r

W (M) = —@a%[lj ds =0, M nokat S iistiin dasynda.
S

r

Goy, M nokat § istiin icinde yatsyn. M nokady merkezi M no-
katda bolan p radiusly C sfera bilen gursalyn. S we C sferalar bilen

caklenen D' yaylada 1 garmonik funksiya. Onda
r
#i(ljdb’ + @i(l)ds =0.
$ on\r ‘. on\r
1

__QH
"l or\r c

0
Cp sferada —(—j

o = ? denlik yerine yetyar.

Onda
0
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ya-da

@3(1jd5+4n=0.
$ on\r

/4 (M) = —(ﬁ)i 1 dS+4r, M nokat Sistiin i¢inde.
: S on\r

M nokat S tstiin iistiinde yatyar. (2) gosa gatlagyn potensialynyn
goni bahasyny tapalyn. Merkezi M nokatda bolan p < d radiusly C,
sferany guralyn. Bu sfera S {istiin kibir bolegini S — o bilen belgilalin.
Hususy dil integralyn kesgitlemesine goré

o (1 o (1
lim —| = |dS=qp—| — |dS.
po0 &9 8n(}”] Cj.?an(rj (35.3)

Goy, C', - C, sferanyin § {stiin icinde yatan bolegi bolsun. S — o
we C) sferalar bilen ¢dklenen yayla garalyi. M nokat bu yayla de-

gisli dél, onda bu yaylada 1 garmonik funksiya. Seylelik bilen,
r
0 i(ljam 25 Jas=o
$on\r ¢ on\r
ya-da (35.3) denlik esasynda
”i(leS =—lim [[ 3(1}151,.
§ on\r p—0 ¢ on\r
Merkezi M nokatda bolan sferik koordinatalary girizeliii. Alarys:
s
on\r

8. Sargyt Ne 8 113
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Onda

S E
=27 + TCOSO((P)dW
Bu erden alarys: 0
im [f Sl s =om
sebibi

2

lim | cosO(¢)de =—-2m, M nokat S iiste degisli.

—0
’ 0

Diymek, agakdaky dogrudyr:

5 (1 0, M nokat S ustiin dasynda;
w(M)= Cﬁ)a—(—de =127, M nokat S iistiin iistiinde; (35.4)
AT 4r, M nokat S istin icinde.

......

(35.4) formulada gorniisi yaly, « (N) = 1 bolanda gosa gatlagyn
potensialy S tistden geg¢ende iiziilyér. Indi islendik u (N) dykyzlykly
potensiyalynyn hem iiziilyandigini gorkezelin.

Teorema. W (M) gosa gatlagyfi potensialy M nokat S istiiii N,
nokadyna dasyndan we i¢inden ymtylanda pridele eye. Eger W (M)
gosa gatlagyn potensialynyn pridel bahalaryny dasyndan ymtylanda
W, (N,), iginden ymtylanda bolsa W, (N,) bilen belgilesek, onda asak-
daky formulalar dogrudyr:

W, (N,) =<§35N(N)w:—z%d3—2ﬂu(No) =W (N,)-2mu(N,);

S 0
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ﬁ)u COS(pO dS +2mu(Ny) =W (N, ) +2ru(N,),
N
bu yerde: @, —r = N oIV ugur bilen S istiin N nokadyndaky n dasky
normalyn arasyndaky burg.
Subudy: Goy, N, — S ustiifi fiksirlenen nokady bolsun. W (M)

gosa gatlagyn potensialyny asakdaky gorniisde yazalyn:

:@[”(N)_“(NO)JC(;#QSJF“(NO)#uj,#dS:

=W, (M)+ p(N,) W, (M). (35.5)

Goy, § ustiifi dagyndan we i¢inden M — N, bolsun. WV, (M) gosa
gatlagyfi potensialyna garalyfi. S istiii N, nokadyny kesip gegende
hem W, (M) funksiyanyn lizniiksizligini gorkezelin.

Goy, ¢ > 0 erkin san bolsun. u (N) funksiya iizniiksiz, onda S
tsttin N, nokady saklayan bolek o, Uisti bar bolup

&

‘y(N)—u(NO)‘<R (35.6)
deiisizlik dogrudyr, K — hemiselik.
§S isti o, we § — o, gbrniisde yazyp alarys:
wy(M)=w\" (M) +w (M), (35.7)

bu yerde

= ([ (V)= u(n,)] <52 s,
= [[ [u(N) = (¥,)] =57 .

S-o,

M nokadyn islendik yagdayynda

w0 ()] < [[ (V) - ()] ‘ﬁ#ds,
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(35.6) denligin esasynda alarys:

‘WO(I)(M)‘ < %. (35.8)
(35.7) denlikden alarys:
Wy (M) =W, (Ny) =Wy (M) =" (N,) + W, (M) =, (N, ),
bu yerde
7, (M) =, (N < [ ()| + i ()| +| 2 () = w2 (W, )
ya-da (35.7) densizlik esasynda

P (M) =1, (N, ) < 5+ 7 (0) = ().

N, nokat yakyn M nokatlar tigin

[ (1) - () < £

diymek,
[, (M) =, (N,)| < e

densizlik yerine yetyér. Seylelik bilen,
Jim 17, (M) =, (N,).
Eger M — N, iginde bolanda, onda
lim,, ,, W,(M)=W,(N,)+4mu(N,). (35.9)

Goy, (35.5) formulada M nokat § Ustiit N, nokady bilen gabat
gelsin. Onda

W (N,) =W, (N,)+ 2mu (N,). (35.10)
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(35.9) we (35.10) denlikleri denesdirip alarys:
W, (N) = W, (N) + 2 (N)).
Goy, § ustiifi dasynda M — N, bolsun. Onda
lim W(M) =W, (No) = Wo(No)’

M—N,
sonun iigin hem (35.10) denlik esasynda alarys:

W,(N) =W (N,) -2z (N,).

§36. Yonekey gatlagyii potensialy we onuii hisiyetleri

1.Yo6nekey gatlagyii potensialy

Lyapinow boyunca paylanylan iizniiksiz u (N) dykyzlykly yone-
key gatlagyn potensialyna garalyn:

U(M):@@ds, (r=MN). (36.1)

Ginigligin S tste degigli dél &hli M (x, y, z) nokatlarda yonekey
gatlagyn potensialy islendik tertipli onlime eye we Laplas deiilemesi-
ni kanagatlandyryar.

Gecen mowzukdaky yayla edip tiikeniksizlikdidki yonekey gatla-

gyn potensialynyn nola % valy ymtylyandygyny gorkezmek bolyar,

Teorema. Uzniiksiz dykyzlykly yénekey gatlagyn potensialy
biitin giiislikde tizniiksiz funksiyadyr.

Subudy. S tiste degisli ddl M nokatlarda yonekey gatlagyn poten-
sialy U (M) iizniiksiz funksiya. S iiste degisli nokatlarda hem U (M)
funksiyanyi tizniliksizligini gorkezelin. Onun ii¢in S iistiin nokatlaryn-
da (36.1) integralyn dendlgegli yygnanyandygyny gorkezelini. Goy, N,
nokat § iistiifi erkin nokady bolsun. N, nokatda yerli koordinat siste-
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4
seti kanagatlandyryan § ustiiii bolegi bolsun. N, nokadyn kabir etra-
bynda M nokat nihili hem yerlesende

@Mdg

masyny girizelifi. Goy, ¢ > 0 san berlen o, iist &> +n” <d; (dl < —j

<é& (36.2)

detisizlik yerine yeter yaly d, sany saylap alyp bolyandygyny gorke-
zelin. Alarys:

dd
< ZA@%, (36.3)
o) 1

@BM ds

bu yerde o, — merkezi N, nokatda bolan d| radiusly towerek, p, — MN
kesimifi N, nokatda § liste galtagyan tekizlige bolan M, N, proyek-
siyanyf uzynlygy; |u (N)| < A. M nokat merkezi N, nokatda bolan d|
radiusly sferanyn iginde yatan bolsun. M| nokat o', tegelege degisli
we eger (¢, 1) tekizlikde merkezi M| nokatda bolan 2 d| radiusly ¢”
tekizlige alsak, onda ol d, tegelegi saklar. (36.3) densizlikde alarys:

@Mds

27 24,
<24 @Mzm IIM:SnAd,.
0 0 pl

p1=2d, P

Bu bahalandyrma S iiste N, nokadyn yerlesisine bagly dil. d,
sany 8 mAd, < ¢ densizlik yerine yeter yaly berkidip, merkezi N, no-
kat bolan d| radiusly sarda M nokadyn yerlesisine bagly bolmayan
(36.2) bahalandyrmany alarys. Bu bolsa (36.1) integralynn N, nokatda
denodlcegli yygnanyandygyny anladyar. Seylelik bilen, S iiste degisli
N, nokatda U (M) tizniiksiz funksiya.

Teorema subut edildi.

2. Yonekey gatlagyii potensialynyii normal boyunca éniimi

Goy, n, — § ustin kibir N, nokadynda gegirilen dagky normalyfi
ugry bolsun. M nokat S iiste degisli dél diyip yonekey gatlagyn (36.1)
potensialynyfi n, ugry boyunca 6niimini tapalyi.
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1
— kopeldijd dine M nokada bagly, diymek, differensirlemegi in-
r

tegral astynda ge¢irmek bolar:

M:@g“(mﬁ(l)ds =Jpu(N) CO:’;/’ ds, (36.4)

on, & on, \ r &

bu yerde w = (r, n)). M nokat § iistiin N, nokady bilen gabat gelende
hem (36.4) integral bardyr.

Yonekey gatlagyi potensialynyii normal boyunca 6niimi kesgitli
pridele eyedir we ol prideller li¢in asakdaky denlikler dogrudyr:

(M] :@#(N)w:# ds +2mu(N,);

on, ; : (36.5)

oU(N,)) _ cos,
[ - l_gzﬁu(N) - dS+2mu(N,)  (36.6)

bu yerde 7, =|N,N|, v, =(r,n,).
(36.5) we (36.6) deiliklerden gorniisi yaly, yonekey gatlagyn po-
tensialynyn normal boyunga 6nlimi asakdaky bokiise eyedir:

(aU(NO)j _(6U(N0)J _dzu(N,).

on, on,
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V BAP
GIPERBOLIK DENLEMELER

§37. Dalamber formulasy

Bilsimiz yaly, kirsin erkin yrgyldysy

o°U _ ,0U T
P a P a= 5 (37.1)
denileme bilen yazylyar, bu yerde T — kirse tdsir edyédn dartys gliyji,
p — kirsinn ¢yzykly dykyzlygy. (37.1) denileme iicin Kosi meselesini
goyalyn.

Kosi meselesi. —o < x < +o0, t > 0 yarymtekizlikde (37.1) denile-
ménin

U (x,0)=p(x), w v (x) (372)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢ozliwini tapmaly, bu yerde
@ (x), ¥ (x) (—o0 < x < o0) — berlen funksiyalar.

(37.1) denleménin ¢oziiwini tapmak {icin ony kanonik gorniise
getirelin. (37.1) defileménin hésiyetlendiriji defilemesini yazalyi:

(a’x)z—(adt)2 =0 = dx*ta-dt=0.

Bu denlemeleri integrirldp alarys:

x—at=C,x+tat=C,
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¢, n téze ytgeydn ululyklary
E=x—at,n=x+at
formulalaryn komegi bilen girizelin. Alarys:

oU ___8U 38U U _oU  oU

o o Yon e o om

o’'U  ,0U , 0°U , 0°U
—=a —+2a —a =,
ot o0& o&on on

U U .U U
2 2 + + 2"
x> 8&> " oefon  on

Oniimleriii tapylan afilatmalaryny (37.1) defilemede goyup, kir-
sin erkin yrgyldysynyn defillemesini

2
U o O aU 0
ocon oz

gorniisde yazalyn. £ boyunca integrirldp alarys:
oUu
o g(n),

bu yerde: g () — differensirlenyén erkin funksiya. Soiiky defileméni #
boyunca integrirldp alarys:

U(&n)=[g(n)dn+ £ (),

J. g(n dn f2 ) belgileme girizip, (37.3) defileméninn umumy
¢Ozliwini

Um=£©+5 0
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gornilisde yazalyn. Kone x, ¢ liytgeyan ululyklara gecip, (37.1) denle-
manin umumy ¢oziiwini alarys:

U, 0)=f (x—at) +f (x+at), (37.4)
bu yerde: f,, f, — iki gezek differensirlenydn erkin funksiyalar.
Eger (37.1)—(37.2) Kosi meselesinin ¢dzliiwi bar diyip giiman et-

sek, onda ol ¢oziiwi f, we f, funksiyalary (37.2) sertler kanagatlanar
yaly saylap, (37.4) gorniisde almak bolar. Alarys:

Ux,0)=f (x)+f, (x)=0¢ (x), (37.5)
oU (x,
% =—af(x)+af (x)=y(x). (37.6)

J, we f, funksiyalary tapmak Ugin (32.6) defiligi integrirlélif:

—fi(x)+ fy(x Il// )dz+C, C=const. (37.7)

(32.5) we (32.7) deniliklerden alarys:

o(x)-— [v(z) dz-C, (37.8)

0

fi()=3 (+—Jw ez +C. (37.9)

(37.8), (37.9) denhklerde X ululygy x — at we x + at ululyklar
bilen calgyp alarys:

x—at

fi(x—ar)= ;(p(x at —2LJ- z)dz—C,

l,(/(z)dz+C.

=
ce—
Bl

1 1
f2(x+at):§g0(x+at)+z

Tapylan funksiyalary (37.4) formulada goyup we integrallary
birlesdirip, Dalamber formulasyny alarys:
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1 x+at

[w(z)E  37.10)

(p(x—at)+(p(x+at) L
2 2a 7.
Eger p(x)eC*(E)), w(x)eC'(E)) bolsa, onda Dalamber formula-
synyn (37.1)~(37.2) Kosi meselesininl ¢oziiwini beryéndigini gés-go-
ni barlamak arkaly g6z yetirmek bolyar.

U(x,t)z

1. Meselinin korrektligi

(37.1)—(37.2) Kosi meselesininl korrektligine géz yetirmek iicin
ol meseldnin ¢oziiwinifl barlygyny, ol ¢oziiwin yeke-takligini we dur-
nuklydygyny gorkezmeli. Dalamber formulasynyn getirilip ¢cykaryly-
syndan ¢ozliwin barlygynyn gelip ¢ykyandygyny belldlin. Hakykat-
dan hem, f, (x), f, (x) funksiyalardan tapylan (37.5), (37.6) sistemany
yazmak bilen biz eyydm (37.1) denlleméanin (37.2) baslangyg¢ sertleri
kanagatlandyryan ¢oziiwi bar diyip hasap edydris.

(37.1)—(37.2) meseldnin ¢oziiwinin barlygyna (37.10) funksi-
yany (37.1) denillemd we (37.2) baslangyc sertlere goymak arkaly
goz yetirmek bolyar. Cozliwin yeke-tikligi Dalamber formulasynyn
gurlusyndan gelip ¢ykyar. Hakykatdan hem, eger meseldniil yene bir
U, (x, 1) ¢ozliwi bar bolsa, onda ol ¢oziiwi (37.1) defilemédniit hemme
coziiwlerini 6ziinde saklayan (37.4) gorniisde anlatmak bolar. Onki
pikir yoretmémizi gaytalap, ol ¢coziiwi (37.10) gérniise getireris, bu
bolsa ¢oziiwin yeke-tdkligini subut edyar.

Kosi meselesiniii —o < x 00, 0 <¢ < T yaylada ¢oziiwinin dur-
nuklylygy, yagny baslangy¢ sertlere iizniiksiz baglydygy Dalamber
formulasyndan gelip ¢ykyar. Hakykatdan hem, goy, U, (x, r) Kosi me-
selesinin

oU, (x,0)

o =y, (x), (-o<x<oo)

Ul(x,O):(pl(x),

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolsun, bu yerde
lp (¥) =9, )| <& [y (x) -y, (Y] <& &> 0 (-0 <x <+0).

U, (x, 1) ¢0ziiwi (37.10) gorniisde yazalyf we |U (x, 1) - U, (x, 1) ta-
pawudy bahalandyralyn:
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‘U(x,t)—U1 (x,t)‘ < %‘(p(x—at)—(p1 (x—at)‘Jr

+%‘(p(x+at)—(pl(x+at)‘+i I ‘l//(z)_l//l(z)‘d2<

x—at

<lg+lg+ig-2at<g(l+T).
2 2 2a

Serte gord, ¢ > 0 yeterlik¢e kici, 7" — gutarnykly san, diymek,
¢ (1 + T) kopeltmek hasyly yeterlikce ki¢i san, bu bolsa Kosi mese-
lesiniil ¢ozliwinin durnuklydygyny ailadyar.

2. Goni we ters tolkunlar

Dalamber formulasyny 6zgerdip

1 L
U(x,t)zz{w(x—at)+;x£tw(z)dz}+
1 (p(x+at)+lxja[l//(z)dz
2
gorniisde yazalyn we
%{qo(x—at)+l J y/(z)dz}:fl(x—at),

a

x—at

a

0
%{go(x—at)+l [ v (z)dz} = £, (x +a)
x—at
belgilemeler girizip, (37.1)-(37.2) meselédnin ¢oziiwini
U, 0)=f (x—at) +f, (x+at) (37.11)

gorniisde yazalyil. Bu formulanyn her bir gosulyjysyna ayratynlykda
garalyni. Goy, f, = 0 bolsun, yagny kirsifi siiysmesi

U, (x,0)=f (x—at) (37.12)

formula bilen kesgitlenyén bolsun.
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Gozegei ¢t = 0 baslangyc wagtda kirsin x = C nokatdan ¢ykyp
x okunynl polozitel ugruna a tizlik bilen hereket edyér, yagny onun
abssissasy x —at = C ya-da x = C + at kanun boyunca liytgeyar diyelii.
Seyle gbzegei ticin kirsin (37.12) formula bilen kesgitlenyan siiysmesi
islendik wagt f, (C) hemiselige dei bolar.

U, (x, 1) = f, (x — at) funksiyanyn kesgitleydn hadysasyna goni
okuny polozitel ugruna a tizlik bilen yayrayan goni tolkundyr. Edil
sunuil yaly U, (x, 1) = f, (x + at) ¢ziiw x okunyfi otrisatel ugruna a
tizlik bilen yayrayan ters tolkundyr.

Seylelik bilen, (37.11) ¢ozliw goni we ters tolkunlaryn jemidir.

Yokarda aydylanlar ¢ pursatda kirsifi formasynyn grafigini gur-
maga mimkingilik beryar. Onun tigin f, (x) funksiyanyf grafigini saga,
/, (x) funksiyanyfi grafigini bolsa ¢epe at ululyga siiysiirip, f, (x — at)
we f, (x + at) funksiyalaryn grafiklerini alyarys. Kirsifi grafigini almak
licin bu egrileriil ordinatalarynyn algebraik jemini gurmak yeterlikdir.

§38. Bagly, kesgitlenis we tisir edis yaylasy

(37.1) denleméanin bagly dil tiytgeyanleriniit Oxt tekizligine faza
tekizligi, Kosi serti berilyédn ¢ = 0 ¢gyzyga bolsa baslangyc egri diyilyar.
M, (x,, t,) nokatdan ¢ykyan

X—at=x,—at,xtat=x +at

hdsiyetlendirijiler baglangy¢ egrini P, (x, — at,, 0), O, (x, + at,, 0)
nokatlarda kesyarler. Dalamber formulasynda x = x, ¢ = 7, diyip, ony

U(M)=>o(R)+0(0)]+5- | w(z)d
e
gornligde yazalyni. Bu formuladan gorniisi yaly, M, (x,, #,) nokatda
Kosi meselesinin ¢6ziwi ¢ funksiyanyn P, (, nokatlardaky ba-
halary; w funksiyanyfi bolsa P, O, kesimdéki bahasy bilen doly kes-
gitlenydr. M nokatdan ¢ykyan hasiyetlendirijilerin baglangy¢ egriden
kesip alyan bolegine M nokadyn bagly yaylasy diyilyér. Garalyan
meselede M nokadyn bagly yaylasy Ox okunyn P, O, kesimi bolyar.
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Eger (37.2) baslangy¢ sertler bilen Ox okunda dil-de, P O, ke-
simde berlen bolsa, onda Dalamber formulasyndan gorniisi yaly,
(37.1)~(37.2) meseldnin ¢oziiwi depeleri M, P, O, nokatlarda bolan
tigburglukda kesgitlener. M ¢ AF,Q,M, nokatda ¢6ziiw kesgitlenip
bilmez, sebébi onuit PQ bagly yaylasy P O, kesime degisli dal.

t
B AN
Tasir edis vaylas
\
Kesgitlenis
/ yaylasy
i
>
P \Po 0 QJO X
A4

5-nji ¢yzgy. Bagly yaylasy

Sonun t¢in P Q,, M, hisiyetlendiriji tigburgluga P, O, kesim-

------

------

(3-nji ¢yzgy). P, O, kesimini tésir edis yaylasy P, O kesimin we P, O,
nokatlardan gec¢yin hdsiyetlendirijilerin aralygydyr.

§39. Birjynsly dél denleme

Kirsiii yrgyldysynyn birjynsly dél denilemesi licin Kosi mesele-
sine garalyn:
o°’U _ ,0U

a

or’ ox?

+f(x.1), —o<x<o,t>0  (39.1)

GU(x,O)

o :l//(x), —00 < X < 400, (39,2)

U(x,0)=¢(x),
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Meselédnin ¢oziiwini U= U, + U, jem gorniisde gozlalin. Bu jemi
(39.1) denilemede we (39.2) baslangyg sertlerde goyup alarys:

o’U, oU, ,(oU, U,
+ = + + ,1),
PRI ERL etk el MG

U, (x,0)+ U, (x,0) = o (x), 2 létx’o) + aUza(tx’O) v (x).

U, (x, t) funksiyany birjynsly defileménin birjynsly dil baglangy¢
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolar yaly saylap alalyi:

o’u,  ,o0U,
o "ok
(39.3)
oU, (x,0)
U, (50) =0 (1), 5 < (v),
onda U, (x, 7) funksiya ligin asakdaky mesele alnar:
o’U o’U
at22 :a2 ax22 +f(x’t)’
(39.4)
U, (x,0) =0, W ~0.

Bilsimiz yaly, (39.3) meselédnin ¢oziiwi Dalamber formulasy bi-
len kesgitlenyar.

(39.4) meseldnin ¢oziiwini tapmak {i¢in asakdaky komekei me-
seld garalyn:

o oV ov(x,z
il %#(m), [>T (39.5)

t, =t — 7 téze uytgeyan ululyk girizip, (39.5) meseléni

V(x,0)=0,

oV 282_V

8V(x,0)
ar e
1 X

V(x,0)=0, —
1

zf(x,r),t> 0

gorniisde yazalyn. Sonky meseldnin ¢oziiwi Dalamber formulasy
boyunga tapylyar:
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X+ar
1"

V= Zx:[, f(z,r)dz.

t iytgeyan ululyga gecip, (34.5) meselinin ¢ozliwini

x+a(f—‘r)

V(x,t;r):i [ f(zr)e
X*a(f*T)

gorniisde alarys. Indi (39.4) meseldnin ¢oziiwinin

U, (x.0) =V (x.t:7)dr (39.6)

gorniisde kesgitlenydndigini gorkezelin.
(39.6) funksiyany differensirldap we V (x, t; 7) funksiya ii¢cin
baslangyc¢ sertleri peydalanyp, alarys:

%:V(x,t;t)—i-j—m/(;;t;r)dr:j—at dr,
0

0

o’U, 8V(x,t;7:)| +J’-82V(x,t;f)

- dr =
812 ot t=t 0 atz i
1 taZV ,t,
- L[ (svali-ye)as s s-ati-e)o)a] [T g
[0V (x,t7)
= ’l‘ —d ,
f(x )+.(|: o7 T

oU, ZjGV(x,t;r)dT o°U, 0V (x,17)
x o 0 ’

= dr.
15 X ox? I ox?

Bu yerden gorniisi yaly, (39.6) funksiya (39.4) meseldnin ¢oziiwi
bolyar. Seylelik bilen, (39.1)~(39.2) meselénin ¢oziiwini asakdaky
gorniisde alarys:

0

1 X+at x+a(1-7)

J.l//(z)dz+ij;dr 7J~ f(z,r)dz.

X a(r—r)

(p(x—at)+<p(x+at)+_
2 2a

U(x,t) =

x—at
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§40. Yarymcikli kiris yagdayy

x > 0 yarymgikli goniide kirsin yrgyldysyna garalyn. Bu yagday-
da mesele asakdaky yaly goyulyar:

kirsin yrgyldysynyn
o’U _ ,0U
=a ,0<x <+00, >0 40.1
or’ ox’ (40.1)
deiillemesinin

oU (0,1)

U(0,¢)= y(z‘)(T =0 (t)] (1>0) (40.2)
gyra serti we

U(x0)=p (x), 2 L0)
t
baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.

Ilki bilen, kirsiii yrgyldysynyn deiilemesinin tiikeniksiz goniide
kesgitlenen ¢oziiwinin hisiyetleri baradaky iki sany lemmany subut
edelin.

1-nji lemma. Eger (40.1)—(40.3) meselede ¢ (x) we y (x) funk-
siyalar x = 0 nokada gora tdk funksiyalar bolsalar, onda (37.10) Da-
lamber formulasy bilen kesgitlenyan U (x, ¢) funksiya

=y (x), 0<x<+w (40.3)

U@,n=0

serti kanagatlandyryar.
2-nji lemma. Eger (40.1)-(40.2) meselede ¢ (x) we y (x) funk-
siyalar x = 0 nokada goré jiibiit funksiyalar bolsa, onda (37.10 ) Da-
lamber formulasy bilen kesgitlenyédn U (x, t) funksiya
oU (0,1)

— 7 =0
Oox

serti kanagatlandyryar.
1-nji lemmany subut edelin. Serte gord ¢ (x) we y (x) funksiyalar
x = 0 nokada gora tdk funksiyalar, yagny
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¢ (¥) == (=x), ¥ (x) =y (-=x).
x=0we t> 0 bolanda (37.10 ) formuladan alarys:

U (0,7) [q) (at)+o( at]+2 {tl// =0,
sebibi birinji gosulyjy ¢ (x) funksiyanyn tikliginin esasynda nola den,
ikinji gosulyjy bolsa tdk funksiyadan koordinat baslangyjyna gora
simmetrik kesim boyunca alnan integralyii nola denliginin esasynda
nola den.
2-nji lemma hem suna menizes subut edilyir. ¢ (x) we y (x)
funksiyalaryn jiibiitlik serti

9 ()= (x),y x)=y(x)
gorniisde yazylyar. Jiibiit funksiyanyin oniiminin tik funksiya bolyan-
dygyny bellalin:
¢’ (x)=—¢'(-x), y' (x) =—y' ().
(37.10 ) formuladan alarys:

w:—[ —¢'(—at)+¢'(at) :|+—[l// (at) (—at)J:0t>O,

sebdbi birinji gosulyjy ¢’ (x) funksiyanyn tékligi, ikinji gosulyjy bolsa
v (x) funksiyanyn jiibiitligi ti¢in nola den.

Bu lemmalaryii komegi bilen asakdaky meseleleri ¢6zmek bol-
yar: (40.1) defileménin

U(x,0)=¢(x), Wm//(x), 0<x<+0
baslangyc we
U@,H=0,t>0

gyra serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
o (x) we y (x) funksiyalaryn tdk dowam etdirmesi bolan @ (x) we
¥ (x) funksiyalara garalyi:
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q)(x):{go(x), x>0 , \P(x):{l/_/(x),x>0

-¢(—x), x<0 v —(x), x<0.
(32.10) Dalamber formulasynyn esasynda
U(50)=0(x), LDy

serti kanagatlandyryan U (x, ¢) funksiya

1 1 x+at

U (1) =S [@(x—ar) + @ (x+ar) |+ ijw?(z)dz (40.4)
gornilisde yazylyar. (40.4) deiilik bilen kesgitlenyén funksiya islendik
x we t > 0 iicin kesgitlenendir. 1-nji lemmanyn esasynda

U (0,1 =0.
Mundan bagga hem bu funksiya # = 0, x > 0 bolanda

U (x.0) =0 (x)=p (x).
oU (x,0 x>0
O () (),
baslangyc sertleri kanagatlandyryar. Seylelik bilen, alnan U (x, ¢)
funksiya diie x > 0, ¢ > 0 ligcin goylan meseldnin hemme sertlerini
kanagatlandyryan funksiyadyr.
Ofiki ¢ (x), w (x) funksiyalara gegip, asakdaky yaly yazmak bolar:

x+at

¢(x—at)+go(x+at)+i I\P(z)dz <X x>0

2 2a x—at a
U(X,Z): x+at
gp(x+al)—§0(x_al)+L J. \P(z)dz, t>£, x>0.
2 Za x—at a
Eger
oU (0,1) 0o
ox

gyra sert berlen bolsa, onda ¢ (x) we y (x) funksiyalaryi jiibiit dowam
etdirmeleri bolan
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x), x>0 x), x>0
& (x) = ¢(x) w(x)= v (x)
o(-x), x<0 v(-x),x<0
funksiyalary alyp, kirsiii yrgyldysynyn denlemesininn x > 0 yaylada
(34.3) baglangyg sertleri we U_(0, #) = 0 gyra serti kanagatlandyryan

x+at

U(x,t):%[d)(x+at)+d)(x—at)]+i I ‘I’(Z)dz

x—at

ya-da

1 x+at X
U(x.1) 2 Z.Ja,w(z)dz’K;
X, t)=
(p Y+at +§D at—x 1 x+at at—x (40.5)
( )2 ( )+Z{Iw(z)dz+ J;l//(z)dz },t>§.

(p(x+at)+go(x—at)+

0

¢Ozliwini alarys.
Indi umumy yagdaya garalyn. Onui ti¢in (40.1) denileménin

(j(x’()) :O,Mzo,
ot

U(0,¢)=pu(t), t>0

sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapalyn. Bu meseldnin ¢ozliwini

U(x,t) = f(x—at)
gorniisde gozlélin. f funksiyany gyra sertden peydalanyp kesgitlalin:

U(0, 1) = f(-at) = (1),

bu yerden

Seylelik bilen,

U(x,t)zy(—x;atjzy(t—gj.




Yo6ne bu funksiya difie x —ar <0 yaylada kesgitlenen, sebibi u (7)
funksiya ¢ > 0 ligin kesgitlenen.

U (x, t ) funksiyany argumentlerin islendik bahalarynda kesgitle-
mek li¢in u (¢) funksiyany #-nin otrisatel bahalarynda x4 (1) =0, 1 <0
diyip dowam etdireliii. Onda

— X
Ulx,t)=ult——
e
funksiya argumentleriii islendik bahalary {icin kesgitlener we bir-
jynsly baslangyg¢ sertleri kanagatlandyrar.
Bu funksiyanyn we (40.5) funksiyanyn jemi (40.1)-(40.3) mese-
lanin ¢oziiwini berer:
o(x+at)+e(x—at) +L J~ l//(z)dz, feX
a

2 2
U (x’ t) - o x+at

x+at)— r—x 1
H(1—£j+(p( 0)2(0(61 )+ZIW(Z)dZ’t>§'

at—x

§41. Gursa meselesi

Maglumatlary hdsiyetlendiriji ¢yzyklarda berlen yonekey mese-
14 garalyn:

o’'U
=f(x,»),
OOy 41.1)
U(X’O) :(p('x)a
U(0,y)=w(»)-

Gosmaga sertler (41.1) denleme iicin hésiyetlendiriji ¢yzyklar
bolyan x = 0, y = 0 goniilerde berlen. ¢ (x) we y (x) funksiyalar dif-
ferensirlenyan funksiyalar we ¢ (0) = w (0) ylalagyk sertini kanagat-
landyryar diyip giiman edelin. (41.1) defileméni x we y boyuncga yzy-
giderli integrirldp alarys:
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Wlry) _UO2)  re vy,

oy oy ;
U(x,3) = U (%,0)+ U (0,7)~U (0,0)+ [dn[ £ (&:m)dé

ya-da

U(x,y)=@(x)+w(y)—<p(0)+fdnjf(§,n)d§- (41.2)

Seylelik bilen, yonekey deiileme iicin garalyan meseldnin
¢cOziiwini (41.2) anyk gorniisde yazmak bolyar. (41.2) formuladan
meseldnin ¢oziiwinin yeke-tékligi we barlygy gelip ¢ykyar.

Bilsimiz yaly, kébir sertler yerine yetende, iki liytgeyénli ikinji
tertipli ¢yzykly giperbolik denillemeleri

o’U
Ox0y
kanonik gorniise getirmek bolyar. (41.3) denileme licin Gursa mese-
lesi diyip atlandyrylyan meseld garalyn.
Gursa meselesi: O = (x,, x) X (y,, y) goniibur¢lukda (41.3) defile-
méiniil Q yaylada tizniiksiz, yzygiderli ¢6ziiwi bolan we

+a(x,y)aa—lj+b(x,y)%—;]+C(X,y)U=f(an/) (41.3)

Ux,p) =0 @), U, )=y ) (41.4)
gosmaga sertleri kanagatlandyryan U (x, y) funksiyany tapmaly,
¢ (x) =¥ (¥)), a,b,c,feC (Q);

¢ (x) € C' ([xp, D), v () € C" ([ Y-

(41.3), (41.4) meseldni integral denlemelerin sistemasyna
getirelin.
oU oU
V=" W=—-
o oy (41.5)
tdze funksiyalary girizip, (41.3) deiileméani ona dengiiycli ii¢ denle-
meler sistemasy gorniisde yazalyii:
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a—V=f—aV—bW—cU;

oy

a—W:f—aV—bW—cU, (41.6)
ox

U _w.

oy

(41.4) sertden alarys:

V(%) =—6U(5);’y°) =¢'(x);

() = L2y

U(x,yo) zq)(x).
(41.6) sistemanyn birinji we lgiinji defilemelerini [y, y] kesim,

ikinji defillemesini bolsa [x, x] kesim boyunca integrirldp hem-de (41.7)
sertleri ulanyp, asakdaky integral defilemelerin sistemasyny alarys:

(41.7)

V(5,9) =0/ (x)+ [ £ (om)dn— [ (aV + bW +cU)(x,1),

Yo Yo

W (5,0) =" (x) + [ £ (& 9)de— [ (aV + W +cU)(,2)dE, (41.8)

Xo Xo

U(x,y) =9 (x)+ [ W (xn)dn.

Yo

1. Meselelerin ekwiwalentligi

Gursa meselesiniii integral denlemelerinn sistemasyna ekwi-
walentdigini gorkezelin. Goy, U (x, y) funksiya (41.3)—(41.4) meselédnin
¢Oziiwi bolsun.

(41.5) orun ¢alysmanyn komegi bilen (41.3), (41.4) sistemany
(41.6), (41.7) tozdestwolara getirmek bolyar. (41.6) sistemany in-
tegrirldp, (41.8) integral denlemelerin sistemasyny alarys, yagny
(U, V, W) — integral denlemelerinn sistemasynyn {lizniiksiz ¢Ozliwi.
Tersine, goy, (U, V, W) — (41.8) sistemanyn iizniiksiz ¢6ziiwi bol-
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sun. (41.8) sistemadan gorniisi yaly, (U, V, W) funksiya (41.7) sert-
leri kanagatlandyryar. (41.8) sistemada integral asagyndaky anlatma
tizniiksiz, diymek, (41.8) sistemany differensirlemek bolyar. Birinji
we lclinji denlemeleri y boyunga, ikinji defilemini bolsa x boyunca
differensirlédp, (41.6) (41.7) tozdestwolar bilen gabat gelyén tize toz-
destwolaryn sistemasyna geleris. Diymek, (U, V, W) — (41.6), (41.7)
meseldnin ¢oziiwi (41.6), (41.7) mesele bolsa (41.3), (41.4) Gursa
meselesine ekwiwalentdir. Meseldnin ekwiwalentligi subut edildi.

2. (41.8) sistemanyn coziilisi

(41.8) sistemany Pikaryn yzygiderli yakynlagsma usuly bilen ¢6-
zelin. Nolunjy yakynlasmany asakdaky yaly saylap alalyn:

V(v ) =0'(x)+ [ £ (om)dn,

Yo

. (41.9)
W, (x,0)=y'(v)+ [ /(& r)dE,

Uy (x%.7) = ¢(x),
onda sonky yakynlagsmalar asakdaky yaly gurlar:

v
Vk (xv y) = Vo (xay) - _[ (aV:’c—l + bVVk—l +CUk—1)(x7rl)d77>

Yo

X

W (x,) =W, (x,) = [ (aVyy + bW, +cU, ) (€, 9)dE, (41.10)

Xo

y
U (x,y)=U,(x,y)+ J W, (x,n)dnk=12,..

Yo
vy, AW}, {U,} yzygiderliklerini defidlgegli yygnanyandygyny
subut etmek iigin

Vot 2 (Ve =Vl ) Wy Y. (W ~W,,), Uy +D (U, ~U,,)  (41.11)
k=1 k=1 k=1
hatarlary girizeli. Bu hatarlaryl n-nji bolek jemleri V, W , U bilen
gabat gelyar.
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(41.10) sistemadan alarys:

.
Vew=Ve ==[[a(V,=Viu) +b(W, =W, ) + (U, ~U,.,)](x.n)dn,

Yo

Wea =Wy :_J.[G(Vk _Vk-1)+b(Wk _VVk—l)+c(Uk _Uk-1)](§ay)d§> (41-12)
Uk+l _Uk = I[VK( _ka—l](x’rI)dn’k = 17273:"'

Yo

k=1,2,--- bolanda D yaylada asakdaky bahalandyrmalaryn ye-
rine yetyandigini gorkezeliii:
k-1
(x TV =X =) 0)

(k—1)!

k-1
W, -, | < - ; fol;yo) (41.13)
(x+y—xo _yo)k_1

(k—1)!

V.-V, |<4"'B

U, -U,_ |<4"'B

bu yerde

A= max (LM), M= max (|a| +[b]+|c ),B — kibir hemiselik san.

k = 1 bolanda bahalandyrmalaryn yerine yetyindigi dsgirdir.
(41.13) densizliklerde £-ni k& + 1 bilen ¢algyranyiidda hem yerine yet-
yandigini gorkezelin. (41.12) we (41.13) densizliklerden alarys:

(x+y—xo _yo)k_1

y
AR ARY W : (Iaf+ [6]+c]) dn <

yo (k—1)!
k k k
SAkB((x"'y_xo_yo) _(x_xo) < 4B (x+y—x0—y0) _
k! k! k!
W, — W] |U,_,, — U] l¢in hem suha mefizes gorkezilyar.

k!
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hatar (x, y) tekizlikde yygnanyar. Munun seyledigini, mysal {i¢in,
Dalamber nysanyny ulanyp gorkezmek bolyar. (41.13) densizlikler-
den Weyerstrasynl nysany esasynda, (41.11) hatarlaryni, sonun yaly
hem {V.}, {W}, {U,} yzygiderliklerin O yaylada denolgegli yyg-
nanyandyklary gelip ¢ykyar. (41.10)-da predele gegip, (41.8) integral
detilemeler ulgamynyn (U, V, W) ¢oziiwini taparys. Uzniiksiz funk-
siyalaryn denélgegli predeli hokmiinde (U, V, W) ¢oziiw O yaylada
tizniiksizdir, diymek, U (x, y) funksiya (41.3)—(41.4) Gursa meselesi-
nin ¢ozuwidir.
3. Coziiwin yeke-tikligi

(41.8) sistemanyn (U, V|, W) we (U,, V,, W) iki sany lizniiksiz

¢oziiwi bar diyelin, onda
U=U-U, V=V -V, W=W-W,

tapawutlar

y
v =—[(aV+bW+cU)(x.n) dn,

Yo

W[ (aV + bW +cU) (£, ) de

%o

(41.14)

U= .y[W(x,n) dn

Yo

birjynsly sistemanyn ¢oziiwi bolar. U = V' = W = 0 bolyandygyny
gorkezeliti. (U, V, W) ¢oziiwiti € yaylada iizniiksizliginden onuii
caklenendigi gelip ¢ykyar:

Ul <B, |V <B,|W <B.

(41.14) sistemanyn birinji defilemesinden alarys:

(x+y—xo_yo)2
1! )

V| B[ (la|+[o] + el n < 45

Yo
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|W], |U| ligin hem sunia menizes densizlik yerine yetyar. Induksiya
usulyny ulanyp, (41.14) sistemany we alnan deiisizlikleri peydalanyp
islendik 7 {i¢in alarys:

(x—i—y—xo—yo)n
n!

V|<A4"B

2

(x+y—x0—y0)"
n!

W|< A"B ,
(x+y—x, —yo)"
n! '
Sonky densizliklerden U = V = W = 0 gelip ¢ykyar, yagny
(U, V,w)ywe(U, V, W) coziwler gabat gelyirler. Diymek, (41.3)-
(41.4) Gursa meselesinin ¢oziiwi yeke-takdir.

U|< A"B

§42. Catyrymlanan operator

Asakdaky

2

 oxdy

operatora garalyn.
Eger V (x, y) - LU (x, y) — U (x, y) L' V (x, y) anlatmany kébir

wektoryin dwirgensiyasy gorniisde ailladyp bolyan bolsa, yagny

V-LU—U-L*V:a—Q+a—P
ox Oy
bolar yaly Q (x, y) P (x, y) funksiyalar bar bolsa, onda L" operatora L

------

L

0 0
+a(x,y)a+b(x,y)5+c(x,y) (42.1)

L operatora ¢atyrymlanan L” operatory tapalyn. V- LU afilatmada
asakdaky 6zgertmeleri edelini:

V-cU=cV-U,
v %= 2 r.vy-Ler) v,
oy 0y oy
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ou o0 0

Via—=—(aV -U)——|(aV)-U,
a@x é‘x(a ) ax(a)

2
V.aUZQ(V.a_Uj_a_V.a_UZQ(V.G_UJ_[Q(VU)_VXYU}
oxdy Oy ox ) 0Oy ox Oy ox ox !

X
Bu denlikleri gosup alarys:

2
V~LUEU{ o —g(aV)—i(bV)+cV}+
oxoy Ox oy

+i —8—VU+aVU +Q(V8—U+bVUj:
ox\ oy oy\ Ox

2
=U o _aa_V_ba_V+ C_@_a_@ V+
OxOy ox oy ox Oy

+i —a—VU+aVU +3(V8—U+bVUj.
ox\ Oy oy

2
L= g _ai_bi+(c_8_a_8_bJ

Q=-V,UtaVU P=VU +bUV
belgilemeler girizip

vv-v.rv=2.%

ox Oy
bolyandygyny gérmek bolyar, yagny L* operator L operatora ¢atyrym-

2

lanan operatordyr. > %0 anlatmany gosup we ayryp, funksiyalary
xXoy

basga gorniisde yazalyn:

ox Oy
_9 —a—VU+aVU+13(UV) +Q{V6—U+bVU—lQ(VU)}.
ox| Oy 2 0y oy| Ox 2 ox

Seylelik bilen, asakdaky tozdestwony alarys:
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VLU —ULV =

ol ov 10 o[ oU 10
_a{—gu avu + 2ay(UV)}ay[ = bVU—Ea—(VU)}(42.2)
§43. Riman usuly

Eger Kosi meselesinint ¢6zliwi bar bolsa, onda Riman usuly ol
¢Ozliwi tapmaklyga we ony integral gornilisde anllatmaga miimkingilik
beryir.

2
sxg; +a(x,)/)%—(x]+b(x,y)g—)l}]+c(x,y)U = f(x,y) (43.1)

denlema garalyn. Bu defileménin hésiyetlendiriji defilemesi dx - dy =0
gorniise eye, sonun iicin hem denleménin hasiyetlendirijileri koordi-
nat oklaryna parallel bolan x = const, y = const goniilerdir.

Oxy tekizlikde koordinat oklaryna parallel bolan goni ¢yzyklar
bilen birden kdp bolmadyk nokatda kesisydan 4B egri ¢yzyk berlen
bolsun. (43.1) denlleme iigin Kosi meselesi asakdaky yaly goyulyar.

Kosi meselesi. (43.1) denleminin

LU =

Ul, =9, — Ul (43.2)
on |,
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly, bu yerde n — 4B egriniil
normal wektory.

Tekizlikde erkin M (x, y,) nokady alalyfi we ol nokatdan 4B egri
bilen degislilikde P we Q nokatlarda kesisyén x = x, y = y, hésiyet-
lendirijileri gegireliii. Bu hésiyetlendiriji ¢yzyklar we PQ duga bilen
caklenen yaylany D bilen bellalin.

(43.2) tozdestwonyii iki bolegini hem D yayla boyunca integrir-
lap we

ﬂ(g——j ~ [ pdcs0dy

y POMP
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Grin formulasyny ulanyp, alarys:

” (VLU ~UL"V |dydy =

D
=j i{—a—VU+aUV+lQ(UV)}+£{V8—U+bUV—l£(UV)} dxdy =
- J’ (—Va—U—bUV+li(UV)]dx+[—a—VU+aUV+l£(UV)]dy-
PoVP Ox 2 Ox ay 28);

D yaylanyin POMP aragégini PQ, OM, MP boleklere boliip we
OM kesimde dy = 0, MP kesimde bolsa dx = 0 bolyandygyny nazarda
tutup, alarys (6-njy ¢yzgy)

H (VLU ~UL"V |dxdy =
D

= (—Va—U—bUml 0
PO

X 25

(UV)jdx+[—Z—jU+aUV+%%(UV)]dy+

+ | (—V%—U—bUVJrl aﬁ(UV)jdH
ou\ X 2 Ox (43.3)

ov 10
+ ——U+aUV+——(UV)]dy.
JP( oy 20y

yA IB

6-njy cyzgy
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Sonky iki gosulyjyny 6zgerdelin:

j( Va—U—bVU+13(UV))d
om ox 2 0x

ov 1
= — bV |Udx+—-(UV

j (—a—VU+aVU+l£(UV)]dy =
A 20y

| (—8—V+anUdy+l(UV)P -
i\ Y 2

Bu yerde (UV), ailatma UV kopeltmek hasylynyf P nokatda-
ky bahasyny arnladyar. Integrallaryn bu bahalaryny (43.3) formulada
goyup, PO duga boyunca integraly 6zgerdip we (UV),, gbrd ¢oziip
alarys:

1
S(wr),.

S(wr),

uv), +(Uv
(UV)M :( )P 2( )Q +
lj( y Y Ua—V—2bUV)d +[ v, a—UV+2aUdey+
2 dy 0Oy
+| (G—V—ijde— | (a—V—anUdy—
oM Ox Mmp y
~[[[veU -uL "V dxdy. (43.4)

D
Goy, U (x,y) (43.1) denileminin (43.2) sertleri kanagatlandyryan
¢Ozliwi we V (x, y) funksiya bolsa

. 0’ 0 0
LV ——(aV)——(bV)+cV =0 (43.5)
Ox0y  Ox oy

catyrymlanan denleménin haysy hem bolsa bir ¢6ziiwi bolsun. Onda
(43.4) formulany asakdaky gorniisde yazmak bolar:
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(or),+Ur),
2

(ur),, = +

+l (—Va—U+Ua—V—2bUdex+ —Ua—V+a—UV+2aUV dy +
25 Ox Ox oy 0oy

+| (aa—j—bV]de—JP(Z—j—anUdy—gidxdy. (43.6)

oM

(43.6) formuladaky QM we MP hésiyetlendirijilerin boyuna
alynyan integrallara U (x, y) funksiyanyn nébelli bahasy giryir. Ol
integrallary yok etmek iicin (43.5) denleménin asakdaky {i¢ serti
kanagatlandyryan ¢6ziiwini alalyn:

oV

1. Fa bV =0 OM hasiyetlendirijide.
X

2. 2—V —aV =0 MP hisiyetlendirijide.
y
3. V=1 M nokatda.
V (x, y) funksiyany yokardaky yaly saylap alsak, (43.6) formula

(ur), +(UV)Q N

or), =
L j (—Va—U+Ua—V—2bUdex+(—Ua—V+a—UV+2aUdey—
2PQ ox ox oy Oy
—[[ 1 dxy (43.7)
D

''''''

mula (43.1),(43.2) Kosi meselesininl ¢oziiwini beryir, sebdbi PQ du-
ganyn boyuna alynyan integralyn astynda belli funksiyalar saklanyar.

oU oU
Hakykatdan hem, V (x, y) funksiya yokarda kesgitlendi, U oy
x oy
funksiyalar bolsa (43.2) sertint esasynda AB egri ¢yzykda kesgitlenen.
Eger s — 4B egrinin dugasy bolsa, onda
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a_U =(6_U COS(S’)C)—}-a—UCOS(S,y)] :ﬂ

0s | 4 ox oy AB 1+f'2(x)
(43.8)

a_U = a—Ucos(n,x)+a—UCOS(naJ’) :‘//(x)

on | ox y AB

cos(s,x)cos(s, ) 0
#0.

cos(n,x)cos(n,y)
sonun ii¢in hem (43.8) sistemanyn yeke-tak ¢6zliwi bardyr.

(43.5) denileménin 1-3 sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi iiytge-
yanlerin iki jlbiitine, yagny x, y jiibiitine we fiksirlenen x, y, jiibiite
bagly funksiyadyr. Sonun {i¢in

V=R, y:%,¥,)
belgileme girizeli. Onda (43.5) deiileme we 1-3 sertler asakdaky
gorniisde yazylar:
R 0

0
——(aR)——(bR)+cR =0
Ox0y ax(a) Gy( J+e (43.9)

LR =

10. aR(X yoﬁxO’yO)
ox
2°. GR(xO,y,xO,yO)
y
3% R (xg Y3 X ¥) = 1.
(43.6) formula bolsa

U(M)= U(P)R(P,M)J;U(Q)R(Q’M) )

=b(x,3,) R(x, 45 %05 1, )

a(xo’y)R(x07y; xo:ay())a

lj(R——U— 2bURjdx—
2Q ox

(43.10)
(R——U—+2 URjdy—”Rfdxdy
gornlisi alar. ’
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1°-3° sertleri integrirldp alarys:

R(xayo; -x()ayo) ZCXPLJ‘b(T,yO)dT];

Xo

R(xoay; Xo,yo)zexptj‘a(xo,f)df} (4311)

Yo

(43.9) denileminin (43.11) sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwine

------

hokmiinde bardyr we yeke-takdir.

§44. Telegraf denlemesi iicin Kosi meselesi

Telegraf denlemesi diyip

o°U 2 o'U
or’ o’

+bU (44.1)

deiillema aydylyar.
(44,1) denleménin Kosi sertlerini

oU (x,t
U, = (), 20
=0

kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmak {i¢in Riman usulyny ulanalyn.
(44.1) dentlemede ¢ we 7 liytgeyén ululyklary

=y (x) (44.2)

e=(xvar),n=L(x—ar) (443)

a a
formulalaryil kdmegi bilen girizip, kanonik gorniise gegirelin. Onda
ol deiilleme asakdaky gorniisi alar:

2
ocon 4 (44.4)
Téze liytgeyanlerde ¢ = 0 goni ¢yzyk
E=nq (44.5)
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bissektrisa bolar (7-nji ¢yzgy).

;71\ P
A
0 > M
0 ’
7-nji ¢yzgy
(44.3) formuladan alarys:
oU_au_1au
o on b ot

Seylelik bilen, (44.2) sertlerin esasynda alarys:

u&n)| =<p(%§j, (44.6)
ou(Em) au(&n)) 1 (ﬁj
( Y. on jné—bv/ 55| (44.7)

(43.10) Riman formulasyndaky a =0, b =0, f= 0 diyip we (44.5)
denligi goz oniinde tutup alarys:

U(&y, &0 ) R(E9sM05E0:E0) +U (195110 ) R (E9s 195105100 .
2

U(&:m0)=

f R(Emit. 5)[6U—‘3—Uj

s dé.(44.8)
50

o0& on)

5——JU55 [aR a—RJ

=
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Indi R (¢, 7; €, n,) Riman funksiyasyny tapalyfi, ol funksiya ca-
tyrymly
2
R 1, (44.9)
oéon 4

deiillemédni kanagatlandyrmaly we MP, MQ hasiyetlendirijilerde bir-
lige Owriilmeli.
(44.9) denleménin ¢oziiwini

R(‘g’n;éoano):w()‘)’ l:\/(é_éo)(n_no)

gorniisde gozldlin. Buanilatmany (44.9) defilemede goyup R (¢, 77; . 77,)
funksiyany

a)"(/l)+%co'(i)+w(/l):0 (44.10)

ady differensial defileméni kanagatlandyryandygyny goryaris. (44.10)
denileménin hususy ¢oziiwi bolup nolunjy tertipli

At A° ¢
[,(A)=1-—+ — + e 44.11
0( ) 22 (2.4)2 (246)2 ( )
Bessel funksiyasy hyzmat edyar. (44.11) dargytmadan gorniisi yaly,
R (& m; & my) =1, (A) (44.12)
diyip, (44.9) denlleménin
R n:&pmy) =1,
R(&ny &pmy) =1

sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini alarys, yagny (44.12) deiilik bilen
kesgitlenyan funksiya MP, MQ kesgitleyjide birlige owriilyar.
Diymek, Riman funksiyasy guruldy, ol asakdaky gérniise eye:

R(éarl;éo’no)zlo\/(é_50)(77_770). (44.13)
Bu yerden alarys:
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oR| _o o, _1 - ’70 1!(,1)‘

0 -
og =t 2\/5 60 n- 770 o
oR| _d oL, _1 - 50 1/(1)‘

0 e
517 n=¢& aﬂ“ 877 n=¢& 2 \/ 5 50 77 170 e

bu yerde
1 S~

OR OR
LJ(E=E)(E-n,)). (44.14
[aéanjw 2 Jle-&)(E-m) (e=a)(e=m)) a1
Indi (44.6), (44.7), (44.14) denlikleri (44.8) formulada goyup we

U(§0,50)=(p[§50], U(no,no)=<p(§n()}

deiilikleri g6z o6niinde tutup alarys:

(P(aéo)"'@(anoj
U (&) =—2 bty

2

+—j1( (E-&)(E- no))w[%é)dé—

gont (o BE-E)E-m))
e ey @

x we t kone tliytgeyanlere gegip (0 belgileme taglanylan) hem-de

a
z =z§ orun c¢alsyrma edip, (44.1) denleménin (44.2) serti kana-

hatlandyryan ¢oziiwini alarys:

x+at

U(x,t)=¢(x_at)+(p(x+at)+i | u/(z)lo(g (z—x)z—aztzjdz+

2

x—at

(b
bt X+at IO [a (Z— x)2 _Xthj

+— J. v (z)

2 x—at \/(z—x)2 —xr
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§45. Tolkunyn derilemesi iicin Kosi meselesinin
coziiwinin yeke-tiklik teoremasy

1. Kosi meselesinin goylusy

Bilsimiz yaly
aZU—az az_U aZU cee aZU +f(x XAt X l‘)
or o od o XN (45.1)

selesi agsakdaky yaly goyulyar.

Kosi meselesi. (x,,x,, -, x,,7) iytgeyanleriii > 0 yarymginisli-
ginde (45.1) denleméni we

U(xvxz’“'axnvo) :(p(xpxz:"':xn)a

8U(x1,x2,-~-,xn,0)
ot

=[//(xl’x2’...’xn)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan
U(x,,xz,---,xnt) € C(t > O)HCI (t > 0)
funksiyany tapmaly:

@(x,%,,,x,)eC(E,),y(x,x,,x,)eC(E,),

J(x,x,,---,x,0) e C(E,).

2. Yeke-tiklik teoremasy

Tolkunyn detilemesi iicin Kosi meselesininn ¢oziiwinin yeke-
-tikligini subut edelifi. Yonekeylik iigcin ¢ = 1 diyelii, munuii iigin

defilemede 7 -ni - bilen calsyrmak yeterlik. Kesgitlilik {i¢in ii¢ bagla-
a
nysyksyz tiytgeyénli yagdaya, yagny

150



o’'U _oU . o’U
or o O 8y2 > (45.2)
U(x,,0) = gD(x,y),M

ot
meseld garalyn.

Iki gezek lzniiksiz differensirlenydn funksiyalaryin klasynda
(45.2), (45.3) Kosi meselesinin yeke-tik ¢coziiwinin bardygyny subut
edelin. Tersine giiman edelifi. Goy, (45.2), (45.3) meseldnin U (x, y, 7)
we U, (x, y, t) iki ¢oziiwi bar bolsun. Onda ol ¢oziiwlerin U= U, - U,
tapawudy (45.2) denleménin

=y (x,y) (45.3)

oU (x, y,O)
ot
birjynsly baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar.
(x, ) islendik bahasynda we islendik > 0 {i¢in U (x, y, ) = 0 bol
yandygyny gorkezelin. (x, y, ¢) li¢ lcegli giniglige garalyii we erkin
M, (x,, v, t,) (¢, > 0) nokady alalyn. Depesi M nokatda bolan

(t_ ZL())z - (X _x0)2 - (y _y0)2 =0
konusy ¢ = 0 tekizlik bilen kesisdirelin. Goy, D — konusyn gapdal iisti
we ¢ = 0 tekizligin konusyn i¢inde yatan bolegi bilen c¢éklenen yayla
bolsun.

U(x,y,0)=0, =0 (45.4)

25‘_U o’u B o°’U B o°’U
o\ o ox* oy

anlatmada agsakdaky 6zgertmeleri edelin:
,USU 2 (a_Uj
oo ot oat|\aot) |

a_UaZU_zz(ﬁ_Ua_Uj_g (a_U]
ot ox* ox\ or ox ) ot|\ox ) [
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oUU _,a(auau)_al(auY
or o° “av\lor oy ) at|lay ) |

Netijede, alarys:

o\ o ox* oy
0 (a_vj U (a_vj _2g(a_w_vj_2g v ou
ot|\ ox oy ot ox\ ot Ox oyl ot oy )
Sonky deiligi D yayla boyunga integrirldlin. Cep boleginiil in-

tegraly nola den bolar, sebébi U (x, y, t) funksiya (45.2) deiileménii
cozliwi. Alarys:

PS5 (B aER 3 )

bu yerde dr = dxdydz. Ostrogradskinin formulasyndan peydalanyp,
D yayla boyunca integraly iist boyunca integrala 6zgerdelin. /" bilen
konusyni gapdal {istiini, o bilen bolsa onun esasyny bellélin. (40.4)
baslangyc¢ sertleriil esasynda o — de

U_ou_au_
ox oy ot
sonui ticin hem /" boyunca integral galar

I K%) i @_ﬂ ' (aa_lt])z]ms(n’f) ds -

oU oU oU oU
.U{2§Ecos( )—25500s(n,y)} dS =0,

28_U(8U U 62]

ya-da
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ouyY (OUT )
—| — | cos™(n,y)+| — | cos™(nm,t)+ dS =0. 45.5
(&) cost )+ 5] cos* ) @55)
Hisiyetlendiriji konusyn /" gapdal {istiinde
cos? (n, t) — cos? (n, t) — cos? (n, y) = 0.
Sonun {igin (45.5) formula asakdaky gorniisi alar:
2
“‘; [a—Ucos(n,t)—a—Ucos(n,x)} +
2 cos(n,t) || ox ot
(45.6)
v

2
+[8—Uc0s(n,t) —a—Ucos(n,t)} }a’S =0.
0 ot

Iiistde cos(n,1) = % we integral astyndaky funksiya iizniiksiz

hem-de otrisatel dél. Sonuii ticin hem (45.6) denilikden ol funksiyanyn
nola denligi gelip ¢cykyar, yagny

Z—Ucos(n,t) - aa—ltjcos(n, y)=0,

X

6—Ucos(n,t) - %—gcos(n, y)=0,

Oox

ya-da
ou W
o O

cos(n,x) B cos(n,y) B cos(n,t) = (45.7)

Goy, = konusyinl kdbir emele getirijisi bolsun. (45.7) formula-
dan peydalanyp alarys:
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- ‘Z_gcos(z,x)+%_;fcos(7,y)+‘2_fcos(z,,) -
=2 [cos(n, x) cos(i,x) +cos(n, y)cos (7,1) +cos (n,t)cos(i,tﬂ =
= lcos(n,f) =0

sebdbi konusyil emele getirijisi normal bilen elmydama goniiburg
emele getirydr. Diymek, / emele getirijiniii boyuna

U (x, y, t) = const.

[ emele getiriji £ =0 tekizlik bilen kesisende U (x, y, ) = 0 sonui
Ugin / emele getirijiniii boyuna U (x, y, f) = 0. Bu deillik M nokatda
hem yerine yetyir. M erkin nokat, sonuii li¢in hem

U(x,y,t)EO = Ul(x,y,l‘)EU2 (x,y,t).

§46. Kirhgof formulasy

Tolkunyn

= +—+
o o o o (46.1)

birjynsly defilemesinini

U z(azu o°U azUj

oU (x, V,Zz, O)
ot
baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan ¢ozliwini tapmaklyga garalyn,
bu yerde ¢ 0ziinin {i¢ilinji tertibe ¢enli, y bolsa 6ziinin ikinji tertibe
¢enli Ontimleri bilen birlikde lizniiksiz funksiyalar.

I1ki bilen

U(x,»,2,0)=¢(x,,2), =y (x,0.2)  (46.2)

U(x,y,z,l) _ 471[a :!‘-‘[ IJ(@U,C) dGT (46.3)

r

funksiyanyn (46.1) denileménin ¢6ziiwi bolyandygyny gorkezelin, bu
yerde SY —merkezi M (x, y, z) nokatda bolan » = at radiusly sfera.
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S,/ sferany nokatlarynyi koordinatalary
E=x+aat,n=y+Pat,{ =z+yat
gorniisde anladylyp bilner, (06, ﬂ,}’) -8, sferanyn radiusynyn ug-
rukdyryjy kosinuslary:
a=sinBcosg, f=sinBsing,y=cos0,0<0=<7,0<¢<2x.

Bu ¢alysmadan son S sfera merkezi koordinatalar baslangy-
jynda bolan birlik S| sfera geger, bu sferalaryni degisli do. we do, ele-
mentlerinin meydanlary asakdaky yaly baglanysykda bolar:

do =r*o =a’ t do = a* * sin 0dOdy.

Onda (46.3) integral
U(x, v, z,t) = #J;j u (x +aat,y+ Pat, z+ j/at) do, (46.4)

gorniisi alar. Bu yerden, eger u (&, #, () funksiya 6zlinin ikinji tertibe
¢enli ontimleri bilen birlikde iizniiksiz bolsa, onda U (x, y, z, t) funk-
siyany1 ikinji tertipli tizniiksiz 6niime eyedigini gormek kyn dal.
(46.4) formuladan alarys:
82U+8U o°U _ ”aU U, oU
ox*> oy’ oz > on’ 84’

jdal (46.5)

va-da, SY sfera gecip alarys:

o°’U o'U oU
47rat~”

82U o’'U o'U
2 + 2 + 2 dGr.
ox~ oy° 0Oz

+
sk o¢’ 8772 Gl

(46.4) formulany ¢ boyunga differensirlédp alarys:

aU

M ”,u x+aat,y+ Pat,z+yat)do, +

arf g Oty g OK O
s [f{%ﬁ%n ag]dc (46.6)
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2

or’
yazalyn:

onlimi hasaplamak ticin (46.6) deiiligi asakdaky gorniisde

ou U 8,u ou
— == do..
ot 4nat”( ﬂ on agj o

Ostrogradskiy formulasyny ulanyp, sonky denligi asakdaky gor-
niisde yazalyn:

. 2 aTIZ aé/

ou U 62U aU o*U
Sl

jdédndé,

bu yerde DY — merkezi M (x, v, z) nokatda bolan r = af radiusly sar.

1= Mazz{ 2% g;jj dzdnd;

diyip alarys:
ou_U 1
ot Anat’

Bu anlatmany ¢ boyunga differensirlédp alarys:

o'U U 1oU 1 1 ol

2, -T2 7T P
o't 4 t ot Arat 4rat Ot

U l(U I) 1 1 ol 1 ol
=——+-|—+ - =

+ —= —.
# t\t 4dnmat) 4mat® 4mat ot Amat Ot (46.7)

8_U ontimi hasaplalyil. Onun tigin / integralda merkezi M (x, y, z)
t

nokatda bolan (p, ¢, 6) sferik koordinatalara gegelii:
at 2n w 2 2 2
3 0 M 0 M ou) 5.
]—-([ .([ I( -+ o -+ o jp sin 0dOddp.
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¢t boyunga differensirlédp alarys:

s 2 2 2
j[a“ n,ou ](at)zsin9d9d¢=

=da

O'—;E‘)

o\ 08* on® og?
o’ 82,u o’
do ..
off| e e e 469
(46.7) we (46.8) denliklerden alarys:
o'U o’u o’u 0o’
- ” ‘j 28 ldo, (46.9)
or  Ant on® ¢’

(46.5) we (46.9) denhklerl denesdirip, iki gezek tizniiksiz diffe-
rensirlenyén islendik u (x, y, z) funksiya {igin, (46.3) denlik bilen kes-
gitlenyan U (x, y, z, t) funksiyanyn (46.1) denileméni kanagatlandyr-
yandygyny gormek kyn dal. (46.4) we (46.6) formulalardan gorniisi
yaly, (46.3) deiilik bilen kesgitlenyédn U (x, y, z, f) funksiya

8U(x v,Zz, O)
ot

baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryar.
Eger U (x, y, z, f) funksiya (46.1) defileménin ¢oziiwi bolsa, onda

oU (x, v,Zz, t)
V s Vo at = -
(x o ) ot
lar. Hakykatdan hem
oV LoV . 62V oV
t ox> oy’ 82

——(a—Uf ) bi5rois)

U(x,y,2,0)=0, =u(x,»,2) (46.10)

funksiya hem sol denlleménin ¢6ziiwi bo-

0 6U o°’U o'U
=— + +
ot ox* oy oz
0 8U o°’U oU
=— ~+—+—1[=0.
ot oy~ Oz
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V(x,y, z, t) funksiyanyn

V(x,y,2,0)=u(x,y,z2), W
baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryandygyny gérmek kyn dal.

Indi (46.10) baslangyg sertler yagdayynda u (x, y, z) = v (x, y, 2),
(46.11) baslangyg sertler yagdayynda bolsa u (x, v, z) = ¢ (x, y, 2)
diyip we alnan ¢oziiwleri gosup, (46.1) defileménin (46.2) baslangyc
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini alarys.

Seylelik bilen, (46.1) denileménin (46.2) baslangyc¢ sertleri kana-
gatlandyryan ¢6zliwi asakdaky gorniisde alarys:

) e,

......

=0 (46.11)

Klrhgof formulasy ti¢ 6lgegli ginislikde tolkunyfl yayraysyny
fiziki taydan diisiindirmige miimkingilik beryar.

Goy, baslangyc¢ sertler ginislikde lokallagdyrylan bolsun, yagny
gutarnykly D, yaylanyii dasynda ¢ (x, v, z) =0, v (x, y, z) = 0 bolsun.
M (X, y,Z) ¢ D, nokady alalyii we ony sofira iiytgetmalifi (fiksirlilif).
L we Ibilen M (x, y, z) nokatdan D, yaylanyn S iistiine ¢enli degislilikde
in das we in golay uzaklyklary belléliil. at </ ya-da ? <£ bolsa S

sfera D yaylanyn dagynda yatyar, sonuf tigin S. sferada o (x, ), 2),
v (x, , z) funksiyalaryn ikisi hem nola den we Krihgof formulasyn-
dan U (x, y, z, t) = 0 alarys, yagny baslangyg¢ sertler M (x, y, z) nokada

gelip yetisenoklar, 7 <£ pursatda S sfera S iiste galtasyar we tol-
kunyn onki fronty M (x, y, z) nokatdan gegyér, 7 < i pursatdan baslap
t= L pursata genli S sfera S {isti kesyir we U (x v,z ) #£0. t =
pursatdan baslap S sferanyn S iist bilen umumy nokady bolanok we
U,z 1)=0.t= L pursat bolsa M (x, y, z) nokatdan tolkunyn yzky
frontunyn ge¢mesi dggisli (8-nji ¢yzgy).
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<>

8-nji cyzgy

Seylelik bilen, ginislikde lokallagdyrylan baslangy¢ sertler her
bir M (x, y, z) nokatda

/ L
—<t<—
a a
wagt aralygynda bolup ge¢yin lokallagdyrylan hereket doredyirler
(Gyugens prinsipi).

§47. Silindrik tolkunlar. Gaytma usuly

o (x, v, 2), ¥ (x, y, z) funksiyalaryn difie x, y tiytgeyén ululyklara
bagly bolan hususy halyna garalyn, yagny olar z okuna parallel bolan
her bir goniide 6zlerinin hemiselik bahalaryny saklayan bolsun. Eger
M (x, y, z) nokady z okuna parallel siiysiirsen, onda (46.12) Krihgof
formulasynyn sag bolegindiki integrallaryn bahasy liytgemez, yagny
U (x, y, z) funksiya hem z-e bagly bolmaz we (46.12) formula

(47.1)

o°’U _ L o°U N o°U
or’ ox? 6‘y2
denleméanin
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oU (x, v, 0)
ot
sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini berer. (46.12) ¢oziiwe xy tekizlik-

U(x,y,O) =@ (x,y), =y (x,y) (47.2)

de seretmek bolyar. Onuii ii¢in (46.12) formuladaky S, sfera boyun-
ca integrallary xy tekizliginde yatan towerek boyunga integrallara
ozgertmeli. xy tekizliginden M (x, y) nokady alalyn. (¢, #, {) koordi-
natalary

E=x+aat,n=y+Pat,{ =z+yat

formulalar bilen kesgitlenyédn nokat z = 0 bolanda merkezi M (x, y, 0)
nokatda bolan af radiusly S sferanyn {iytgeyan nokatlary bolar. Ol
sferanyn xy tekizlikden asakda we yokarda yatan bolekleri tekizlige
merkezi M (x, y) nokatda bolan af radiusly C. tegelek gdrniisinde
proyektirlenyirler. Sferanyn we onufi proyeksiyasynyn do,, dcy/

elementlerinin meydanlary

dC, =cos(n,z)do,

denlik bilen baglanysykly, bu yerde 77— S. sfera gegcirilen normal
wektoryn ugry, yagny z oky bilen yiti bur¢ emele getirydn radiusy.
Eger N sferanyn iiytgeyén nokady, N, onuf xy tekizlige proyeksiyasy
bolsa, onda

N (@) = (- x) = (n -

|MN)| at ’

cos(n,z)

bu yerde (&m)-C,/ (&) tegelegin liytgeyan nokadynyn koordinata-
lary. (46.12) formulany 6zgertméniil netijesinde alarys:

1 o @(&n)dédn
2ma &1\ g J(ar) ~ (%) = (n-»)
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v (& dédn

277.'a-“.\/at B (77 y)z'

(47.1) denleménin (47.2) baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan
¢oziiwini berydn (47.3) formula Puasson formulasy diyilyér.

¢ (x, y) we v (x, y) baslangy¢ oyanmalar xy tekizligin S kontur
bilen ¢dklenen D gutarnykly yaylasynda noldan tapawutly, yaylanyn
dasynda bolsa nola deni bolsun. Goy, M (x, y) nokat D yaylanyn da-
synda yatan bolsun. M (x, y) nokatdan S kontura ¢enli in golay uzak-

(47.3)

[
lygy [ bilen, int das uzaklygy bolsa L bilen belldlin. < - bolsa C.
tegelegin D yayla bilen umumy nokady yok, ¢ (x, y) we v (x, »)

funksiyalar biitin cY tegelekde nola deit we (47.3) formulanyn esa-
synda U (x, y, f) = 0 — M (x, y) nokada tolkun heniz gelip yetisenok.

/ L
1< - pursatda M nokada tolkunyn onki fronty gelyér. 7 < = bahalar
ticin C. tegelek D yaylany 6z i¢inde saklayar we (47.3) formulanyn

esasynda

@ (&,n)dEdn
U(x y, 27m 8t '”

b J(at) ~(£-x) ~(n-»)

(S n dédn

“Srall | —— “7.4)

Bu yagdayda ¢ = L wagtdan son li¢ Olgegli yagdaydaky yaly
a

U (x, y, ) funksiya nola dwriilmeyir. Yone maydalawjyda a? £ = nyi
barlygyny nazarda tutup, t — oo bolanda U (x, y, f) — 0 diyip tassyklap
bilyéris. Seylelik bilen, baslangyc oyanmalar tekizlikde lokallasan
bolanda hereket wagt boyunca lokallasan dildir. Bu yagdayda onki
fronty bar bolup, yzky fronty bolsa yok tolkun doreyar (Gyugens
prinsipi yerine yetmeyér).
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§48. Birjynsly dil defileme iicin Kosi meselesi

Asakdaky meseld garalyn:

o'U o’U U
e =a2(8x2 EE j+f(x,y,t), (48.1)
oU(x,y,0
U0 =0 (), Dy (). 82

Bu meselinin ¢oziiwini
Uy, )=U, (x,y,0)+ U, (x,,1) (48.3)
jem gorniisde gozlilin. (48.3) jemi (48.1) deiilemede we (48.2)
baslangyc¢ sertlerde goyup alarys:
2 2 2 2 2 2
6(2{, +6(£2 =a’ 6(51 +6(£2+8l£, +8U22 + f(x,3,1),
ot ot ox ox oy oy
U (x,0+U,xy0=¢(y),
oU, (x,y,0) N oU, (x,,0)
ot ot
Goy, U, (x, y, t) funksiya
o’U, ,[(oU, U,
2 =a 2 + 2 ’
ot ox oy
U (x,,0)=0(x,y), (48.4)
oU, (x, V, 0)
ot

meselénin ¢oziiwi bolsun. Onda U, (x, y, 7) funksiya

=y (x, ).

=y (x.»).

o'U o’U, oU
PR aZ( ax22 +_ay22j+f(x,y,t),
U, (x,y,O):O, (48.5)
ou, (x,y,O) 0
ot -

meseldnin ¢oziiwi bolar.
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(48.4) meseldnin ¢ozliiwi (47.3) Puasson formulasy bilen berilyar.
(48.5) meseldnin ¢ozliwini tapmak tigin

oV 2(521/ anj
=a +—1, >7

or’ ox> oy’
48.6)
oV (
Ve =00 = =f(x».7)

komekg¢i meseld garalyn. (48.6) meseldnin ¢oziiwini, #-ni ¢ — 7 bilen
calsyryp, Puasson formulasyny ulanyp yazmak bolyar, sebébi baslan-
gyg sertler = 0 bolanda dél-de, ¢ = 7 bolanda berilyar. Alarys:

1 7 (&.m.7)dédn
V(x,y,t;t) = ; 5 > (487
2”%”{:} Ja (1=1) (& ~x) ~(n-») (387
Indi
(x.2:8) = [V (%, 3,157) (48.8)

formula bilen kesgitlenyén U, (x, y, ) funksiyanyfi (48.5) meselénin
¢Ozliwi bolyandygyny gorkezelin.
Hakykatdan hem, (48.8) formuladan alarys:

o°U, . o’u, oV . oV I (48.9)
oxt oyt laxt ox? ’
(48.8) anlatmany ¢ boyunga differensirlédp alarys:
ou,
=V(x,p,t ‘L' + —dr .
2=V (xyn7)| f (48.10)

Bu yerde integralyn dagyndaky agza baslangy¢ sertii esasynda
nola den. 7 boyunga yene bir gezek differensirldp alarys:

82U2 :aV(X,y,t;T)| +j.62V

~ dr,
or’ ot . or i

1=t

Oziinem integralyn dasyndaky agza baslangyc sertin esasynda f(x, y, )
funksiya den, yagny
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o°U,
or’
(48.9), (48.11) formulalardan we (48.5) meseldnin defilemesin-
den U (x, y, t) funksiyanyn (48.5) denilemidni kanagatlandyryandygy
gelip ¢cykyar. Baslangyc¢ sertlerin yerine yetydndigi (48.8) we (48.10)
formulalardan goriinyar.
U, (x,y, 1) we U, (x, y, 1) funksiyalaryn afilatmalaryny (48.3) for-
mulada ornuna goyup, (48.1) denlleménin (48.2) baslangy¢ sertleri
kanagatlandyryan ¢6ziiwini asakdaky gorniisde alarys:

oV
=f(x,y,t)+j¥dr. 48.11)
0

én d&dn
at) =(&-x) =(n-»)
1 I w(é,n)dédn N
2ma 2 J(at) ~ (& ~x) ~(n- )

Lt Gt
2ra I JI \/ V- x)z _(77 _y)z

U(x y,

" 2naor ”\/

+

§49. Umumylasdyrylan ¢oziiw diisiinjesi

Yonekeylik iigin kirsin erkin yrgyldysynyn defilemesi iigin Kosi
meselesine garalyn:

2 2
alzjzazalzj,—oo<x<+oo,t>0, (49.1)
ot ox
8U(x. O)
U(x,0)=9(x), T:w(x), —o<x+ow0.  (49.2)

Bilsimiz yaly, Dalamber formulasy ¢ (x) € C*(E), y (x) € C*(E))
bolanda (49.1)-(49.2) Kosi meselesinin ¢6ziiwini beryar we ol ¢oziiw
o(x), w(x) funksiyalara iizniiksiz bagly bolyar. Dalamber formulasy
bilen kesgitlenyén U(x, ¢) funksiya ¢(x), w(x) funksiyalar dine tizniik-
siz bolanda hem olara iizniiksiz bagly bolyar. Yone ol funksiya kirsii
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yrgyldysynyn (49.1) defilemesini kanagatlandyrmayar, sebabi U (x, ¢)
funksiyanyn gerekli tertipdédki onlimleri bolmayar.

p(x) e C'(E), v (x)e C(E,) bolanda U(x, t) funksiyanyn ola-
ra iiznliksiz baglydygyndan peydalanyp, umumylasdyrylan ¢6ziiw
diisiinjesi girizilyar.

¢ (x) € C'(E)), y (x) € C(E)) funksiyalara dendlgegli yygnanyan
9, (x) e C*(E), y, (x) € C'(E)) funksiyalara garalyii. Onda

o'U _ ,0U oU (x.0
Y (0= (), Py (v

Kosi meselesininl ¢oziiwi bardyr we ol ¢oziiw

x+at

@, (x—at)+ e, (x+at)

)= : I v (z

Dalamber formulasy bilen berilyar. Sonky denhkde predele gecip alarys:
1 x+at

(x—at)+ (x+at)
L 2@ too J. v (z)dz.

x—at

Alnan U (x, ) funksiya Kosi meselesinit umumylasdyrylan ¢oziiwi
diyilyar. Umumylasdyrylan ¢éziiwinn Dalamber formulasy bilen anlady-
lysyndan, onuil baglangyg sertleri kanagatlandyryandygy gelip cykyar.

Seylelik bilen, Kosi meselesinin umumylasdyrylan ¢oziiwi diyip
9, (x) e C*(E),y, (x) e C'(E))funksiyalar g (x) € C'(E)), y (x) € C(E))
funksiyalara dendlgegli yygnananda U, (x, 1) yzygiderli ¢oziiwleriii
U (x, t) dendlgegli predeline aydylyar.

U(xt

U(x,t) =

§50. Giperbolik denlemeler ii¢cin gatysyk meselinin
coziiwinin yeke-tikligi, baslangy¢c maglumatlar bilen
tizniiksiz baglylygy

1. Meselinin goylusy
O={(x,1):0<x<I,0<¢t<T} goniibur¢lukda

o’U 8[ ou

P(x)g
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deiilemi garalyn, bu yerde p (x), p (x), p' (x), g (x) — [0, /] kesimde
tizniiksiz funksiyalar, sunlukda,

px)>p,>0,p(x)>p,>0,q(x)=0.

(50.1) denileme iicin birinji, ikinji we {igiinji gatysyk mesele diyip
atlandyrylyan meseleler asakdaky yaly goyulyar.

Birinji gatysyk mesele. O goniiburclukda (50.1) defileménin O
yapyk goniibur¢lukda iizniiksiz

U(x,O):go(x),w:w(x) (0sx<l)  (502)
baslangyc¢ sertleri we
U0, 0)=pu, @0, UL)=un, () (0<t<T) (50.3)

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly:

©(0)=1(0),0 ()= 1,(0),y7 (0) = 1 (0),y (1) = 15 (0).

Ikinji gatysyk mesele. O goniiburglukda (50.1) denleménin 0
goniiburglukda tizniiksiz, (50.2) baslangyc sertleri we
ou(0,r) ou (L)

— =, (1), — =, (¢) (50.4)

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly.
Uciinji gatysyk mesele. O goniiburclukda (50.1) defileménin O
goniiburclukda {izniiksiz, (50.2) baslangyg¢ sertleri we

WO 0 (01)=0,0)

U (); ) (50.5)
. +hU (1,t) =0, (1),

h, >0, h, >0,

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly.
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2. Yeke-tiiklik teoremasy

Q goniiburclukda iki gezek tizniiksiz differensirlenyén funksiya-
laryn toparynda gatysyk meselelerini ¢oziiwlerinin yeke-takligini su-
but edelin.

Goy, (50.1), (50.2), (50.3) gatysyk meselanin U, (x, 1) we U, (x, )
iki sany ¢oziiwi bar bolsun. Onda olaryf V' (x, £) = U, (x, 1) — U, (x, ?)
tapawudy

oV 0 oV
X)—=—| plx)— |—q(x)V
P55 =2 p0 5 -a( (506
birjynsly defileménin
oV (x, 0)

V(x,0)= 0.——=>=0, (50.7)

V(0,0=0,V (=0 (50.8)

sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. 0 gontiburclukda V (x, ) =0
bolyandygyny gorkezelin.
Energiya integralyna garalyn:

E(1) =%j|:p(x)(%—lt/j2 n p(x)(z_:f +q(x)V2:| de (509)

0

(50.7) baglangyg sertlerin esasynda £ (0) = 0. (50.6) denleminin
(50.8) gyra sertleri kanagatlandyryan islendik ¢6zliwi ticin E () funk-
siyanyn hemiselikdigini gorkezelin. Hakykatdan hem, (50.9) denligi
differensirlédp alarys:
dE(t) | ov oV ov oV
— = X)— —+p(x)—

dr I{ % 2 P o
Ortaky agzany bolekler boyunca integrirldp alarys:

L[ o0 -2 p %L ) +atoly |

. or’ o ot

ov v\
+ p(X)aE

oV
V — |dx.
+q(x) Ot} 2%

0

(50.10)

x=0
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Bu yerden (50.6) denleméanin we (50.8) gyra sertlerin esasynda

dE (t
J:O = E(t)=const
dt
gelip ¢ykyar. £ (0) = 0 bolanlygy iicin £ (t) = 0. Onda (50.9) deiilik-
den alarys:
TV o = v(xi)=0.
ot 0Ox

(50.7) baslangy¢ sertin esasynda ¢t = 0 bolanda V' (x, ¢) nola
den. Sonufi iigin hem O goniiburclukda V (x, £) = 0. Diymek,
U x,0)=U,(x,1).

Ikinji gatysyk meseldnin ¢oziiwinin yeke-tdkligini subut edelin.
Goy, (50.1), (50.2), (50.4) meselanin U, (x, ) we U, (x, ) iki ¢oziiwi
bar bolsun. Onda ol ¢oziiwlerin V' (x, 1) = U, (x, 1) — U, (x, t) tapawudy
(50.6) denleménin (50.7) baslangyg sertleri we

oV (0,1) ov (L,t)

=0, — 70 50.11
Oox ox ( )

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢o6ziiwi bolar. (50.10) denlikden (50.6)
denleménin we (50.11) gyra sertin esasynda

dE (t
J:0 = E(r)=const
dt
gelip ¢ykyar. Yene-de E (0) = 0 bolany ii¢in £ (f) = 0. Onda (50.9)
denlikden

8_V:8_V:0 =  V(x,t)=const.
ot Ox

Bu yerden (50.7) baslangyg sertiii esasynda O yaylada V (x, £)=0
bolyandygy gelip ¢ykyar. Diymek, U, (x, 1) = U, (x, t), yagny ikinji
gatysyk gyra meseldnin ¢ozliwi yeke-takdir.
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Indi tiglinji gatysyk meseldnin ¢oziiwinin yeke-tdkligini subut
edelin. Goy, (50.1), (50.2), (50.5) meseldnin U, (x, £) we U, (x, ?) iki
¢Oziiwi bar bolsun. Onda ol ¢oziwlerin V' (x, 1) = U, (x, ) — U, (x, 1)
tapawudy (50.6) denileménin (50.7) baslangy¢ sertleri we

oV (0,1)
ox
ov (1,1)
ox

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. (50.6) deiilemédni we
(50.12) gyra sertleri peydalanyp, (50.10) deiilikden alarys:

dE(1) } oV (L,t) oV (L¢) oV (0,7) oV (0,7)

- N7 — — O =
a PO, o PO ot

—hy (0,¢)=0,
(50.12)

+hV (L,1)=0

oV (L,1) ov (0,1)

ot

=—hyp(1)V (1) —hp(0)V(0,7)

ya-da
dE(r) 10

L Lhp ()72 (L) +hp (0)77 (00)]

Sonky denligi [0, 7] kesimde integrirldp alarys:

E()-E(0)=
10

= =25 [P (V2 (L) = hap (1)1 (1,0)+ hp ()1 (0.0) =y p (0)1*(0,0)]
Bu yerden (50.7) baslangyg sertlerin esasynda

1
E(t)= —E[th(z)rﬂ (L) +hp(0)V2(0,1)[<0
(50.9) formulanyn sag bolegindéki integralyii astyndaky funksiyanyn
otrisatel ddldiginden E (¢) > 0 gelip ¢ykyar. Diymek, £ () = 0. Onda
(50.9) formuladan alarys:

 _,

— — Y __0’
ot ox
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yagny
V (x, ) = const.
Bu yerden
V(x,O) =0 = V(x,)=0 = U, (x,t) =U, (x,t).

Seylelik bilen, {igiinji gatysyk gyra meseldnin yeke-takligi subut
edildi.

3. Coziiwin baslangyc sertlere iizniiksiz baglylygy

1-nji teorema. Goy, U (x, 1) we U (x, t) funksiyalar 0 gontiburg-
lukda (50.1) defileménin (50.3) birmetizes gyra sertleri we

oU,(x,0)

Ul(x,O):gol(x), or :V/l(x)°
U(0)=e,(r), D (),

baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan iki sany ¢oziiwi bolsun. Eger
9 ()=, (x)—9, (%), ¥ (x) =y, (x) -y, (x) tapawutlar we ¢’ (x) Snim
[0, /] kesimde absolyut ululyklary boyunca yeterlik kici bolsa, onda
U, 0)=U, (x, 1)~ U, (x, t) tapawut hem Q goniibur¢lukda absolyut
ululygy boyunca yeterlik kicidir.

Subudy. V' (x, 1) = U, (x, t) — U, (x, t) tapawut

o’U 0 oU
=— — |- U 50.13
p0)ZE =2 0% -0t (50.13)
birjynsly defileménin
Uu,n=0,U(,nH=0 (50.14)

birjynsly gyra sertleri we

aU(x,O)

=y (x) (50.15)

U(x,0)=9(x),
baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryar.
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Yene-de energiya integralyna garalyi:

E t):%i{p(x)(%—gjz+p(x)(%—gjz+q(x)U2}dx.

Bilsimiz yaly, E (¢) funksiya (50.13) deiileméanin (50.14) gyra
sertleri kanagatlandyryan islendik ¢ozliwinde hemiselik alamatyny
saklayar. Seylelik bilen, £ (t) = E (0), (0 <¢ < T) ya-da (50.15) baslan-
gyc sertlerin esasynda

j{/’ (X)(aa—lt]T + p(x)(?a—gjz + q(x)U2:|dx =

0

= ([P (x)w? (x)+ p(x)0™ (x) + 4 (x)0* (x) ] .
Goy,

M =max{p (x), p(x).q(x);]

bolsun, onda

j{ (a j (—ij+q(x)U2}dx£
i x)+¢ (x)] dx

serte gord densizligin sag bolegi yeterlik kici. Sonui ii¢in hem islen-
dik 7 € [0, 7] li¢in alarys:

j {P (X)@—(tj)z * p(X)@—ij + q(x)Uz} dx<g’.

Bu yerden

2
p(x)(%—lx]j dx<g’.
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Alarys:

rlou

‘U(x,t)‘ < j —

o | Ox

= ! X
dx }[W p( )
o5 o <| gt (& o] <xe

0 0

bu yerde: K — hemiselik san. Seylelik bilen, U (x, ¢) funksiya Q gonii-
burclukda yeterlik kici. Teorema subut edildi.

Bellik. Coziiwin baglangyc sertlere iizniiksiz baglydygyny ikinji
we li¢iinji gyra sertler licin hem subut etmek bolyar.

§51. Kirsin erkin yrgyldysynyn
defilemesi iicin birinji gyra mesele. Furye usuly

Uytgeyin ululyklary bolme ya-da Furye usuly hususy éniimdiki
differensial detilemeleri ¢ozmekde ginden yayran usullaryn biridir.
Bu usuly uclary berkidilen kirsin erkin yrgyldysynyil deiilemesi iigin
beyan edeliil.

Goy,
o°’U  ,o0U
=a , O<x<l[,t>0
o 2 (51.1)
deileménin
Uu,n=0,U(,1H=0 (51.2)
birjynsly gyra sertleri we
oU (x,0
U(x,O)z(p(x),%) v (x) (51.3)

baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaklyk talap edil-
yéan bolsun.
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1. Formal ¢oziiwin gurlusy

Ilki bilen (51.1) defilleménin tozdestwolayyn noldan tapawutly,
(51.2) birjynsly gyra sertleri kanagatlandyryan we

U(x, )= X (x) T (0) (51.4)

kopeltmek hasyly gorniisde anladyp bolyan hususy ¢oziiwini tapalyn.
(51.4) gorntisdéki ¢oziiwi (51.1) denilemede goyup alarys:

X@)T"@®)=a*X"(x) T(¢)
ya-da

X)) T(0) (51.5)

X(x) a7 (1)
(51.4) funksiyanyn (51.1) deiileméniil ¢6ziiwi bolmagy ii¢in (51.5)
gatnasyk 0 <x </, ¢t > 0 iiytgeyan ululyklaryn islendik bahasynda ye-
rine yetmeli. (51.5) denligin sag bolegi difie ¢ — e bagly funksiya, ¢ep
bolegi bolsa dinie x — bagly funksiya. Diymek, deiligiil yerine yetme-
gi ligin gatnagyklaryn ikisi hem sol bir hemiselik sana den bolmaly, ol
hemiseligi — /4 bilen bellalin:

X”(X) B T"(l() __21
X(x) - azT(t) - (51.6)
(51.6) gatnasyklardan X (x), 7 (¢) funksiyalary kesgitlemek {i¢in
X"(x)+AX (x)=0, X(x)=0, (51.7)
T +a AT (£)=0,T () #0, (51.8)

ady differensial denllemeleri alarys. (51.2) sertlerden X (x) funksiya
icin gyra sertleri alarys:

U0, )=XO)TH=0,UL,ty=X()T()=0,
bu yerden gorniisi yaly, X (x) funksiya
X0)=0,X0)=0 (51.9)
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gyra sertleri kanagatlandyrmaly.
Seylelik bilen, X (x) funksiyany kesgitlemek ii¢in yonekey husu-
sy baha hakyndaky mesele alyndy: 4 parametrin

X"(x) + /'LX(x) =0,
X(0)=0,Xx(7)=0
meseldnin noldan tapawutly ¢oziiwi bolar yaly bahalaryny we ol

cOziiwleri tapmaly. A parametrin seyle bahalaryna (51.10) meseldnin
hususy bahalary, olara degisli ¢oziiwlere bolsa hususy funksiyalary

......

(51.10)

(51.10) meselédnin hususy bahalaryny we hususy funksiyalaryny
tapalyn. Onun tigin 4 <0, A = 0, 4 > 0 ii¢ yagdaya ayratynlykda gara-
lyn.

1. 4 <0 bolanda (51.7) denleméniit umumy ¢oziiwi

X(x) = Cleﬁ"‘ + Czeﬂ'x

gomiisde yazylyar. C, we C, — erkin heniselik sanlar. (51.9) gyra sert-
lerden alarys:

X(0)=C,+C,=0,
X()=Ce +Ce ' =0.

Bu yerden

C,==C, G e =) =0,

V=4 -1 — hakyky we polozitel, sonui iigin e’ —e V4 0,
Onda
c =0, C,=0,
diymek,
X (x)=0.



2.4 =0 bolanda (51.7) deileménin umumy ¢oziiwi
Xx)=C/x+C,
gorniise eye. (51.9) gyra sertlerden alarys:
X0)=C -0+C,=0,
X(=C, 1+C,=0,

yagny

diymek,
X(x)=0.
A >0 bolanda (51.7) defileménin umumy ¢oziiwini

X (x)=C,cosv/2x +C,sin/Ax

gorniisde yazmak bolyar. (51.9) gyra sertleri ulanyp alarys:
X(0)=C,+C,-0=0,

X (I)=C cosNAl +C,sin\/21 = 0.
Bu yerden

C, =0, C,sinV2 -1=0.
Eger X (x) # 0 boljak bolsa C, # 0 bolmaly, sonufi ii¢in hem
sin\/% -1=0,

ya-da
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Diymek, (51.10) meseldnin tozdestwolayyn noldan tapawutly
¢Oziiwi dine

2
Azlﬂz(%) . =123

bahalar ii¢in miimkin. Bu hususy bahalara

X, (x)=C,sin %x, n=1,2,3:
C — erkin hemiselik, hususy funksiyalar degisli.
Seylelik bilen, 4 parametrin difle

n

2
A =(%) . n=1,2,3 (51.11)

bahalarynda (51.10) meseldniii hemiselik kopeldijd ¢enli takyklykda
kesgitlenyin

Xn(X)=sin%x, n=123, (51.12)
noldan tapawutly ¢6ziiwi bar. 4 parametrin (51.11) bahalaryna (51.8)
deiileménin

n

T (t)=A cos? at + B sin2Z ar
! / " [

¢oziiwleri degisli, 4 , B, — erkin hemigelikler.
X (x) T () funksiyalary (51.4) defilikde goyup, (51.1) detillema-
nin (51.2) gyra sertleri kanagatlandyryan

U,(x,t)=| 4 cos?® at+ B sin?Z at |sin 7% x
! ! / ! / /

hususy ¢oziiwlerini alarys.
Umumylasdyrylan superpozisiya prinsipinden peydalanyp,
(51.1)—~(51.3) meselénin formal ¢oziiwini
U(x,t)= Z(An cos?t+ B, sin@tjsin%x (51.13)
n=1
gornilisde yazalyn.
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(51.13) hatary ¢ boyunga formal differensirlalin:

= nma . nw ra T nmw
Z( A —smT at+ B TcosTatj&nTx (51.14)

1

we (51.13), (51.14) funksiyalaryn (51.3) baslangyc¢ sertleri kanagat-
landyrmagyny talap edelin:

=Y 4, sin""x (51.15)
n=l1

Uy (x)=3 B, sin 4 (51.16)
at n=l1 l l

(51.15), (51.16) hatarlar degislilikde ¢ (x) we y (x) funksiyalar ii¢in
Furye hatarlarydyr, sonun {i¢in

nr 2 nr
A, s1n—xdx B =— x)sin—uxdx (51.17
j I l " nrma -!- v(x) l ( )
A,B hemlsehklerl (51.13) hatarda goyup, (51.13)-(51.3) meseldnin
formal ¢6ziiwini alarys.

2. Furye usulyny esaslandyrma

Ilki (51.13) denlik bilen kesgitlenyan U (x, f) funksiyanyi tizniik-
sizdigini gorkezmeli, bu yerden U (x, f) funksiyanyn baslangyc we
gyra sertleri kanagatlandyryandygy gelip ¢ykyar. Onun ii¢in U (x, ?)
funksiyany kesgitleyédn hataryn dendlcegli yygnanyandygyny gor-
kezmek yeterlik, sebibi ol hataryin umumy agzasy iizniiksiz funksiya,
tizniiksiz funksiyalardan diiziilen dendlcegli yygnanyan hatar bolsa
tizniiksiz funksiyany kesgitleyr.

U, (x, < |4,|+ B,

deiisizligiii esasynda

) (51.18)
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san hatary (51.13) hatar {icin mazorant hatar bolyar. Eger (51.18) ma-
zorant hatar yygnanyan bolsa, onda (51.13) hatar dendlgegli yygnan-
yar, yagny U (x, ) iizniiksiz funksiyadyr.
oU (x,t)
ot
g0z yetirmek li¢in ol funksiyanyn iizniiksizdigini gorkezmeli. Onuil
ticin (51.14) hataryn dendlgegli yygnanyandygyny ya-da

funksiyanyn baslangyg¢ serti kanagatlandyryandygyna

A

n

B

n

+

T

n=1

) (51.19)

mazorant hataryn yygnanyandygyny gorkezmek yeterlik.

U (x, t) funksiyanyn (51.1) defileméni kanagatlandyryandygyny
gorkezmek ti¢in (51.13) hatary x we ¢ boyunca iki gezek agzama-agza
differensirldp bolyandygyny gorkezmeli. Onui {igin bolsa

o*U ) & ) nmw . Nm . Nm
—=—|— Zn A cos—at+ B, sin—at |sin—x,
ox [ [ [ [

n=1

2 2 »
812]:— ar an Ancosﬂat+aninﬂat sin % &
ot / = / / /

hatarlaryn dendlgegli yygnanyandygyny ya-da hemiselik kopeldija
cenli takyklykdaky

an ( A |+
n=1
san hatarynyn yygnanyandygyny gorkezmek yeterlikdir.
/

An:q)n’ Bn:n_Wn’

B,) (51.20)

:—Iqo sm—xdx v, ——Iw sm%xdx

bolyandygyny nazara alsak, (51.18), (51.19), (51.20) hatarlaryn yyg-
nanyandygyny gorkezmek ti¢in
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dYntg, k=012 (51.21)

n=1

Yoty k=-1,0,1 (51.22)
n=1

hatarlarynn yygnanyandygyny gorkezmek yeterlik. (51.21), (51.22)
hatarlarynn yygnanyandygyny gorkezmek {i¢in Furye hatarynyn belli
hisiyetlerinden peydalanalyi.

Eger 2/ periodik F (x) periodik funksiya k-njy tertipli lizniiksiz
onlime eye bolup, (k + 1)-nji tertipli 6niimi bolek-lizniiksiz bolsa,
onda

+

bl’l

an

2 )
n=1
hatar yygnanyar, a , b, — Furye koeffisiyentleri.

. ha
Eger dine (0, /) aralykda berlen f (x) funksiyanyn SmTX funk-

siyalar boyunca dagytmasyna garasak, onda yokardaky sertler f (x)
funksiyany tdk dowam etdirip alnan F (x) funksiya iicin yerine yetmeli.

f (x) funksiyany tdk dowam etdirip alnan F' (x) funksiyanyn
iizniiksiz bolmagy ii¢in x = 0, x = / nokatlarda f'(0) = f (/) = 0 bolmaly.
F (x) funksiyanyn birinji tertipli oniimi x = 0, x = / nokatlarda lizniik-
siz. Umuman, jibiit tertipli onitimlerin tizniiksiz bolmagy {i¢in

F90)=r(1)=0, k=0,2,4,-,2n
sertlerin yerine yetmegini talap etmeli.
Seylelik bilen, (51.21) hataryn yygnanmagy {i¢in ¢ (x) funksiya
asakdaky sertleri kanagatlandyrmaly:
1. ¢ (x) funksiyanyi ikinji tertibe ¢enli onlimleri lizniiksiz, li¢tlinji
tertipli Oniimi bolsa bdlek-iizniiksiz bolmaly we
9 (0)=¢()=9"0)=9"()=0.

(51.22) hataryn yygnanmagy li¢in y (x) funksiya asakdaky sert-
leri kanagatlandyrmaly:
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2. v (x) funksiya tizniiksiz differensirlenyin, bdlek-lizniiksiz
ikinji tertipli 6niime eye bolmaly we

w (0)=y () =0.
Seylelik bilen, asakdaky teorema subut edildi.
1-nji teorema. Eger ¢ (x) funksiya [0, /] kesimde iki gezek tizniik-
siz differensirlenyén bolek-lizniiksiz {igiinji tertipli 6niime eye we
9 (0)=9()=¢"0)=9"()=0.
sertleri kanagatlandyryan bolsa, w (x) funksiya lizniiksiz differensirlen-
yéan, bolek-lizniiksiz ikinji tertipli 6niime eye we

y(0) =y (=0

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda (51.13) formula bilen kesgit-
lenydn U (x, t) funksiya ikinji tertipli izniiksiz 6niime eye, (51.1)
denileméini, (51.2) gyra sertleri, (51.3) baslangyg¢ sertleri kanagatlan-
dyryar. Oziinem (51.13) hatary x, ¢ boyunca iki gezek agzama-agza
differensirlemek bolyar we alnan hatarlar absolyut hem-de dendl¢egli
yygnanyar.

§52. Sturm-Liuwil meselesi.
Hususy bahalar we hususy funksiyalar

1. Meselénin goylusy

Matematiki fizikanyn defilemeleri iigin gatysyk meseleleri Furye
usuly bilen ¢ozmeklik Sturm-Liuwil meselesi diylip atlandyrylyan
meseld getiryar.

Asakdaky giperbolik denleméd garalyii:

o’'U 0 oU
pSE =L P0G a0 s

bu yerde p (x), p' (x), p (x), g (x) —[0, /] kesimde iizniiksiz funksiyalar,
Oziinem p (x) > 0.
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Goy, (52.1) denleménin

a%o’t)ww(o,r) =0, a*+p° =0,

X

y%Jr(SU(l,t):O, Yy +682#0 (52.2)
X

birjynsly gyra sertleri we

8U(x,0)

U(x,0)=9(x), ==L =v (x) (52.3)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmak talap edilyin
bolsun.

Ilki bilen (52.1) defileménin noldan tapawutly, (52.2) gyra sertle-
ri kanagatlandyryan ¢oziiwini

Ux, ) =X T (@) (52.4)

kopeltmek hasyly gorniisinde gozlélin. (52.4) ¢coziiwi (52.1) deiileme-
de goyalyni:

105 ) |0 X (70 p X (70

dx

ya-da

= : (52.5)

Sonky denligiil ¢ep bolegi dine x ululyga, sag bolegi bolsa dine
t ululyga bagly. Sonun iigin hem (52.5) deiilik gatnasyklaryn bahala-
ry hemiselik bolanda miimkin, ol hemiseligi —4 bilen belldlin. Onda
(52.5) denlikden iki sany ady differensial defileme alarys:

T" () + AT (£) =0 (52.6)
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%[p(x)x(x)} [7p(x)-q(x)]X(x)=0.  (527)

(52.1) deiilleménin (52.2) gyra sertleri kanagatlandyryan (52.4)
gorniisdiki noldan tapawutly ¢oziiwini almak tigin X (x) funksiyanyn

aX'(0)+BX(0)=0,
{yX'(l)JrEX(l) -0 (52.8)

gyra sertleri kanagatlandyrmagy zerur.

(52.7) denileménin (52.8) gyra sertleri kanagatlandyryan noldan
tapawutly ¢oziiwini tapmaklyga Sturm-Liuwil gyra meselesi ya-da
hususy baha hakyndaky mesele diyilyér. A parametrin (52.7)—(52.8)
gyra meseldnin noldan tapawutly ¢6ziiwi bolyan bahalaryna Sturm-
-Liuwil meselesinint hususy bahalary, olara degisli ¢oziiwlerine bol-
sertlerinl ¢yzyklylygy hem-de birjynslylygy ticin hususy funksiyalar
hemiselik kopeldiji takyklygynda kesgitlenyér. Berlen A hususy baha
degisli ¢yzykly bagly dél hususy funksiyalaryii sanyna onufi kratny-

~~~~~~

------

Eger

.(i;p(x)Xk(x)Xs(x)dx=0, k#s

bolsa, onda X,(x),X,(x),---, x€(0,/) funksiyalaryi toplumyna

------

2. Hususy bahalaryn we hususy funksiyalaryn hisiyetleri

1-nji hisiyet. (52.7)—(52.8) gyra meseldnin hususy bahalary ha-
saply kopliikdir.
2-nji hisiyet. (52.7)—(52.8) Sturm-Liuwil meselesininn hususy
bahalarynynt hemmesi yonekeydir, yagny her bir hususy baha ditie bir
hususy funksiya degislidir.
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Subudy. Goy, kébir 4 hususy baha iki sany ¢yzykly bagly dal
X, (x), X, (x) hususy funksiya degisli bolsun. Onda olaryfi

X(x)=C X (x)+C, X, (x)

¢yzykly kombinasiyasy hem (52.7) deilleménin ¢oziiwi bolar we
(52.8) sertleri kanagatlandyrar. Hususy yagdayda, islendik C,, C, he-
miselikler ticin
aX'(0) + pX (0)=0. (52.9)

Basga tarapdan X (x) funksiya (52.7) defileméninn umumy ¢oziiwi,
sebibi X, (x), X, (x) ¢yzykly bagly dil. Diymek, X (0) =, X' (0) = «
bolar yaly C,, C, sanlary tapmak bolar. Onda (52.9) deilik esasynda
alarys: o + ,82 O bu bolsa o, f sanlara goylan serte garsy gelyar.

3-nji hasiyet. (52.7)-(52.8) meseldnin diirli hususy bahalaryna
degisli hususy funksiyalary [0, /] kesimde p (x) > 0 agram bilen orto-
gonaldyr.

Subudy. Goy, 4, 4, diirli hususy bahalar, X (x), X, (x) olara de-
gisli hususy funksiyalar bolsun. Asakdaky tozdestwolary yazalyn:

p(x) X1 (3)]= ()X, (x) + p (x) X, () =0,

%[p(x)X,: (x)]_Q(x)Xk (X)-i-/'tkp(x)Xk (x) -0.

Bu tozdestwolaryfi birinjisini X, (x), ikinjisini X, (x) kopeldip, bi-
rinjiden ikinjini ayryp we [0, /] kesim boyunga integrirldp, alarys:

1

[l (o] ()10

o ax

+(4, —lk)jp(x)XS(x)Xk(x)dx:O.

0
Ilkinji iki gosulyjyny bolekler boyunca integrirlélin:
1
! / ! r !
p() X (x) X, ()], = [ 2 () X (x) X5 (x) v = p () X (x) X, ()] +
0
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l

+J.p(x)X,i (x)X_: (x)dx+(ﬂ,s —/lk)j)‘p(x)Xs(x)Xk (x)dx =0,

0

ya-da
':[p dx+{ (x)[X;(x)Xk(x)—X,g(x)Xk(x)]}‘ =0.

X, (x), X, (x) funksiyalar (52.8) gyra sertleri kanagatlandyryar,
sonun esasynda

aX!(0)+BX,(0)=0,
{axg (0)+BX,(0)=0

deilikleri yazmak bolyar. Bu deiliklere o, f gord birjynsly sistema
hokmiinde garamak miimkin. Sistemanyi noldan tapawutly ¢oziiwi
bar (serte gord o + 2 # 0). Diymek, onun kesgitleyjisi nola den bol-
maly:

X:(0)X,(0)- X, (0).x; (0) =0.
Edil sunun yaly edip
X1(0).X, (0)- X, (0) X7 (0) =0

S

bolyandygyny subut etmek bolyar. Seylelik bilen, alarys:

j.p (x)dx=0.
0

A, — A, #0, onda

[p(x) (x)dx =0. (52.10)

Subut edildi.
4-nji hisiyet. (52.7)—(52.8) meselédnin hususy bahalarynyn dhlisi
hakyky sanlardyr.
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Subudy. Goy, 4 = a + iff kompleks san (52.7)—(52.8) meseldnii
hususy bahasy, X (x) = X, (x) + iX, (x) ofia degisli hususy funksiyasy
bolsun. Onda

—[p )X, +iX,) = q(x)(X, +iX,)+p(x)(a+iB)(X,+iX,)=0.
Sonky denligin hakyky we hyyaly bolegini nola denldp alarys:

%[p )X ]=q(x) X, +ap(x) X, - Bp(x) X, =0,

[P ()] a(0) X, o (3) X, Bp(x) X, =0
Ikinji denligi i-e kopeldip, birinjiden ayralyn:
[p )(X[ =i X3) = q(x)(X] =i X;) +ap (x)(X, ~i X,) -
~Bp (x)(X,-iX,)=0,
va-da

%[p X" |=q(x) X +2p(x) X" =0.

Diymek, A =a—if8 san hem (52.7)-(52.8) meselinifi hususy
bahasy, ol hususy baha X = X, — iX, hususy funksiya degisli.
X (x) we X* (x) hususy funks1yalara 3-nji hasiyeti ulanalyn:

Jp(x)X(x)X*(x)dxzo

0

ya-da

© —

p(x)(X, +iX,)(X,—iX,)dx =0.
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Bu yerden

p(x)(Xl2 +X22)dx=0.

© —

Sofiky defilikden X (x) = 0, X, (x) = 0, yagny X (x) = 0. Subut
edildi.
5-nji hisiyet. Eger gyra sertler
' !
o (x)X(x)X (x)‘o <0
deiisizligi kanagatlandyryan bolsa, onda (52.7)—(52.8) meselédnin dhli

4, hususy bahalary otrisatel daldir.
Subudy. Goy, 4, — (52.7)—(52.8) meseldniit hususy bahasy,

X, (x) — ona degisli hususy funksiyasy bolsun.
d :
a[p(x)Xk (x)]+[ﬂ,kp(x)—q(x)Xk (x):l =0

tozdestwony X, (x) kopeldelif we integrirldlif:
]

j;Xk (x)%[p(x)X,i (x)]alx+),k':[p(x))(,{2 (x)dx—jq(x)X,f (x)dx=0.

0

Birinji gosulyjyny bolekler boyunca integrirldp alarys:

p(x)X Ip X'2 dx+

I
2, p (1) X2 (x) v [ p (x) X2 (x) e =0
0 0
Bu detilikden 4, > 0 gelip gykyar, sebibi birinji gosulyjy otrisatel
dal, p (x), p (x), ¢ (x) = 0.
Netije. Eger gyra sertler
a)X(0)=0,X()=0,

b) X' (0)=0,X" () =0,
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Q) X' (0)—h, X (0)=0,X (1) +h,X(D)=0,h, >0, h >0

gorniiglerde bolsa, onda éhli hususy bahalar 4, > 0.
6-njy hisiyet. Eger g (x) =0, f=0, 6 =0, bolsa, yagny

%[p(x)X'(x):|+lX(x):O, X'(0)=0,X"(1)=0

bolsa, onda A = 0 san dine we dinie sonda (52.7)—(52.8) gyra mesela-
nin hususy bahasydyr.
4 =4, bolanda (52.6) deflleméniit umumy ¢oziiwi

T, (1) = 4, cos</Ar + B, sin\/A1
gornlise eye, bu yerde: 4 , B — erkin hemiselik sanlar.
Seylelik bilen, (52.4) deilik esasynda

U, (x,1) = 4, cos[2, 1+ B, sin [,
funksiyalaryin her biri (52.1) denleménin (52.2) gyra sertleri kana-

gatlandyryan ¢oziiwi bolar.
(52.3)  baslangyg sertleri kanagatlandyrmak {i¢in

U(x,t)=i(Ancos\/Zt+anin\/Zt)Xn(x) (52.11)

hatary diizeliii. Eger bu hatar we ony x, ¢ boyunca iki gezek differen-

sirldp alnan hatarlar deiidlgegli yygnanyan bolsalar, onda onuil jemi

(52.1) denileméinin (52.2) gyra sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolar.
(52.3) baslangyg sertlerin yerine yetmegi ii¢in

0

U(x,0)=¢(x)=> 4,.X,(x) (52.12)

GU(x,O) 3

5 —W(X)=iBn\/ZXn(X) (52.13)

deilliklerin yerine yetmegi zerur. Seylelik bilen, biz erkin funksiya-
ny (52.7)~(52.8) gyra meseldnifi X (x) hususy funksiyalary boyunca
hatara dagytmak hakyndaky meseld geldik. (52.12) we (52.13) ha-
tarlary p (x) X (x) kopeldip we x boyunga 0-dan /- genli integrirlép,
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A , B koeffisiyentleri tapyp bileris. Onda (52.10) denligi nazarda tutup
alarys:

1 !
= X - Ip (x)o(x)X, (x)dx,

0

n

3, =ﬁ%ip(x>w<xm (1),

Xl o

n

X,

’ =jp(x)X3 (x)dx.

Eger-de (52.10) hatar we ony x, ¢ boyunga iki gezek differensir-
lép alnan hatarlar dendlgegli yygnanyan bolsalar, onda 4, B koeffi-
siyentlerin bu bahalaryny (52.11) hatarda goyup, (52.1)—(52.3) gaty-
syk meseldnin ¢ozliwini alarys.

§53. Birjynsly dél defileme we birjynsly dél
gyra sertler yagdayynda Furye usuly bilen
gatysyk meselani ¢cozmek

1. Uclary berkidilen kirsiii mejbury yrgyldysy
Goy, kirsiit mejbury yrgyldysynyn

o'U _ ,0U
=a’=—+ f(x,1), 0<x<[,t>0 (53.1)
o = ot )
denilemesinin
U,H=0,U, =0 (53.2)
gyra sertleri we
oU (x,0
U(x,0)=(p(x),%=v/(x), 0<x</  (53.3)
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baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edil-
yan bolsun.
(53.1)—(53.3) meseldnin ¢oziiwini

Ux,H=Vx0)+twi)

jem gorniisde gozlalin.
Goy, V (x, t) funksiya birjynsly dal

oV Lol
yzazﬁﬂr(m), 0<x<l,t>0 (53.4)
deiileménin
V,6H)=0,V(1£=0 (53.5)
gyra sertleri we
oV (x,0
V(x,0)=0, %:0 (53.6)

baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolsun.
Onda o (x, ) funksiya birjynsly
2 2

a_?zaza_?’ 0<x<l,t>0 (53.7)

ot Ox
deiileménin

w(0,)=0,0((, =0

gyra sertleri we
Ow(x,0
o(x.0)=p(x), %

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar.

(53.7)—(53.9) meseldnin ¢oziiwi §51-de tapyldy. Sonun iigin
hem bu yerde (53.4)—(53.6) meseldnii ¢ozliwini tapmaklyga garalyn.
(53.4)—(53.6) meselénin ¢oziiwini

=y (x), 0<x</  (53.9)

V(n)=>T, (t)sin%x (53.10)
n=1
hatar gorniigde gozlilini, 7, (¢) — hazirlikge nabelli funksiya.
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V (x, t) funksiya (53.6) gyra sertleri kanagatlandyryar. Indi T (7)
funksiyany (53.10) hatar (53.4) denileméni we (53.6) baslangyc sert-
leri kanagatlandyrar yaly kesgitlélin.

f (x, t) funksiyany (0, /) aralykda sinuslar boyunga Furye hatary-
na dagydalyii:

f(x)=>71 (r)sin%x, (53.12)
bu yerde

£ (1) = %If(x, t)sin%xdx. (53.13)

(53.10) we (53.12) hatarlary (53.4) deiilemede goyalyn:

i{Tn"(f) + (gjz T,(1)-f, (I)}Sin%x 0.

n=1

Sonky dagytmanyn hemme koeffisiyentleri nola den bolmaly,
yagny

T;’(z)+(@) T.()=/,(:). n=1,23- (53.14)

T (1) funksiyany kesgitlemek ti¢in hemiselik koeffisiyentli ady
differensial defileme aldyk. (53.7) baslangyc sertlerden alarys:

o0

v (x,0)= ZT (o)sin%x ~0,
w = iTn’(O)singx =0.

n=1
Bu yerden T (7) funksiya ti¢in

1,(0)=0,7,;(0)=0 (53.15)

sertleri alarys. (53.14) denileméiniil (53.15) baslangyc sertler kanagat-
landyryan ¢oziiwi
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nar
T (t)=— )sin——(t—1)dr
nar I f [ ( )

gornlise eye, ya-da f (7) funksiyalaryii ornuna onufi (53.13) afilatma-
syny goyup alarys:

2 0. ’ :
Tn(t):Ej.smg(t—T)dr'[f(x,t)sm?xdx. (53.16)
0

Eger-de (53.11) hatar we ony x, ¢ boyunga iki gezek difterensirlép
alnan hatarlar defidlgegli yygnanyan bolsa, onda T (¢) l¢in tapylan
anlatmany (53.10) hatarda goyup, (53.5)—~(53.7) meseldnin ¢oziiwini
alarys. Mununi seyle bolmagy ii¢in iizniiksiz f (x, #) funksiyanyn x
boyunca ikinji tertibe ¢enli tizniiksiz hususy Oniiminiit bolmagyny we
islendik 7 ii¢in

f0,H=0,f(1)=0
sertlerin yerine yetmegini talap etmekligin yeterlikdigini gérkezmek
bolyar.
Yokarda aydylanlardan gorniisi yaly, (53.1)-(53.3) meselinii
¢coziiwini U (x, t) = V (x, 1) + o (x, ) denlik esasynda agsakdaky hatar
gornilisinde yazmak bolyar:

ZT 51n—x+

+Z(an cosTt +b, sinth sin %x

bu yerde T (¢) koeffisiyent (53.16) formula bilen kesgitlenyér:

n=1

!
a, = —J‘(o(x)sin%xdx, b, = ﬁjw(x) sin%xdx.

2. Birinji gatysyk meseldniii umumy gorniisi
Kirsin yrgyldysynyn denillemesi iicin birinji gatysyk meseldnin
umumy gorniisine garalyn:
o°’u  ,o0U
—=a
ot ox’

(x t) O<x<l[l,t>0, (53.17)
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U@, 0)=u (1), U0, 6)=u, (), t=0, (53.18)
8U(x,0)
ot
#(0)=¢(0),15(0) = (Z), 1/(0) =y (0), 15 (0) =w (1)

(53.17)—(53.18) meselédni birjynsly gyra sertli meseld getirmek kyn
dil. Hakykatdan hem téze J/ (x,7) ndbelli funksiyany

U(x,O):go(x), :l//(x), 0<x<l, (53.19)

U(x,t)=U(x,1)+V (x,2)

formulanyii komegi bilen girizelif. Onda V (x,7) funksiya

277 277 277 2771
oV _ 29 V{f(x,z)mz@ v_o U} (53.20)

or’ ox’ ox’ o
deiileménin

V(0,0)=U(0,1)-U(

V(Lt)=U(Lt)-U(lzt
gyra sertleri we

t
) (53.21)

V(x,O) = U(x,O)—U(x,O) =q)(x)—l7(x,0),
oV (x,0) _ oU (x,0) aU(x,0) Ly (x)- oU (x,0) (53.22)

ot ot ot ot
baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolar.

U (X,l‘ ) funksiyany (53.18) gyra sertler yerine yeter yaly saylap
alalyn:

0(x.0)=m(0)+ 5[ ()= (0)]
Bu yerde

0(00)= 10 (1), T(00)= (1)
bolyandygyny barlamak kyn dal. U(x,7) funksiyanyii afilatmasyny
(53.20)—(53.22) meselede goyup alarys:
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oV _ 20T {f(x,t) — (1) - ;(Hé'(f) - Hf'(t))}

V(0,)=0,V(,¢)=0,

7(x0)=0(x)=(0)- 7 [ (0) - (0)]. (5323
517((;,0) = (x) -1 (0) =14 (0)- 5 (0) ]
Asakdaky belgilemeleri girizelin:
F (o) = £ (eot) =l (0) = [ (1) - ()],
7 (x)=0(x) = 1 (0) =714 (0) - 4 (0) ),
7 () =y (x) - (0) ~ [ (0) - ()]
Onda (53.23) meseldni
oV o =
?:a ﬁJrf(x,t),
V(0,1)=0,V (L,r)=0, (53.24)

_ _ oV (x,0) _
7(20)=5 (). 7
gornilisde yazyp bileris. (53.24) meseldninl ¢oziilis usuly §53-in 1-nji

punktynda beyan edildi.
Birjynsly déldigi wagta bagly bolmadyk (stasionar) gatysyk me-

seld garalyn.
Goy, birinji gatysyk meseldnin umumy gorniisindiki gyra sertler

we denilleminin sag bolegi wagta bagly dil bolsun:

o’U o'U
P =a’ = (x), (53.25)
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U(0,7)=a, a=const,
(53.26)
U(l,t)= B, B =const.
U(x,o):q)(x),w:w(x). (53.27)
Bu meseldnin ¢oziiwini
U )= @)+ V(x 1) (53.28)

jem gorniisde gozlalin. (53.28) jemi (53.25) deiillemede, (53.26) gyra
sertlerde we (53.27) baslangyg sertlerde goyalyi:

oV oV ,
e =4’ = +a’w (x)+f(x),

V(0,)+w(0) =0,V (L, t)+a)( )= B,

(50)+0(x) =0 (x), 20 1y (1)

ot

 (x) funksiyany

o(0)=a, ()= [3

gyra meseldnin ¢oziiwi bolar yaly saylap alalyn:

{ ‘o' (x)+ f(x)=0

X X éjf(n) r ‘5f(n)
o(x)=a+(p —a)7+7.([d§'([7dn—_!:déjo.7d
Onda V (x, ) funksiya ii¢in
oV Lo

= a .
ot ox
V(0,1)=0,V(Lt)=0,
_ oV (x,0
(0= () LDy ),
bu yerde ¢ (x) =¢(x)—@(x) meselanin ¢oziiwi bolar. Bu meseliniti
¢Oziilis usuly §51-de beyan edildi.
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§54. Kopolcegli yagdayda Furye usuly

Asakdaky denlemé garalyn:

=LU, (54.1)
bu yerde

koeffisiyentleri x = (xl, Xy, -,xn) iytgeydnlerin gutarnykly, bir
baglanysykly D yaylada kesgitlenen we

a(x)ZO,a,.jZaji,zay§;5j2a25i2,a>0, (54.2)
i=1

i,j=1
sertleri kanagatlandyryar.
(54.2) sertlerin ikinjisi (54.1) denleménin giperbolik defllemedi-
gini ailadyar.
(54.1) deiileme tigin agsakdaky gatysyk meseld garalyn: silindrde
(54.1) denleménin

8U(x,0)

U(x,0)=0(x), P (x) (54.3)
baslangyc¢ sertleri we
U(x,1),=0, te[0,T] (54.4)

gyra serti kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly, bu yerde: S — D yayla-
nyn aracagi.

Ilki bilen (54.1) deilleméninl (54.4) gyra serti kanagatlandyryan,
noldan tapawutly ¢6ziiwini

U@, 6=V (x) T (%) (54.5)
kopeltmek hasyly gorniisinde gozlélin. (54.5) ¢oziiwi (54.1) deiileme-
de goyalyn:
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ya-da

Sonky denliklerden X (x), T (¢) funksiyalary kesgitlemek ii¢cin
" () +AT(H=0 (54.6)

LV+AV =0 (54.7)

deiilemeleri alarys. (54.1) denileménin noldan tapawutly, (54.4) gyra
serti kanagatlandyryan (54.5) gorniisdéki ¢oziiwini almak ti¢in V' (x)
funksiyanyn

Vx)lg=0 (54.8)

gyra serti kanagatlandyrmagy zerurdyr. Seylelik bilen, biz asakdaky
hususy baha hakyndaky meseléni aldyk:

A parametrin (54.7) denleméanin (54.8) gyra serti kanagatlandyr-
yan noldan tapawutly ¢ozliwi bolar yaly bahalaryny tapmaly. 4 pa-
rametrin seyle bahalaryna (54.7)-(54.8) meselénin hususy bahalary,

(54.7) denileménin we (54.8) gyra sertin birjynsly bolany sebépli
V. (x) hususy funksiya hemiselik kopeldiji takyklygynda kesgitlenyir.

Hususy bahalaryn we hususy funksiyalaryn kébir hisiyetlerine
garalyi.

1-nji hisiyet. (54.7)-(54.8) meseldnin tiikeniksiz kop hususy ba-
hasy bar:

MSA, << < lim 4, = co.

n—»0

2-nji hisiyet. (54.7)-(54.8) meseldnin diirli hususy bahalaryna
degisli hususy funksiyalary 6zara ortogonaldyr.
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Subudy. Goy, 4,, 4, (54.7)-(54.8) meselanin diirli hususy bahala-
ry we V,, V; olara degisli hususy funksiyalary bolsun. Asakdaky den-
likleri yazalyn:

$ 20 W% |-ty sa -0

i,j=1

5 0 oV
— a,(x a(x)Vs+AJ5 =0.
52 a2 |-atoioa,

Bu deiliklerin birinjisini ¥ funksiya, ikinjisini ¥, funksiya ko-
peldip, soiira birinjiden ikinjini ayryp, alnan deiligi bolsa D yayla
boyunca integrirldp alarys:

13 ,{ Zi}d fvzax[ 9%

1/1 Jj i,j=1

'[V x)dx =0.
Birinji iki gosulyjyny bolekler boyunca integrirllin:
IV Zay —cos (x,,n)dS — JZ a; 8V Ve dx —
i,j=1 j Di,j=1 axl- a.x]
8V ov,
—\V, ) a,(x)==cos(x,,n)dS + — dx +
J- Z i I Z a 8x o,

i1 X Dl ;
wa—aunuwxww=a
bu yerde: n — S iiste gecirilen Zasky normal. Onda
(A =24) [V (x)7 (x) e =0,
Serte gord 4, — /15 #0, onfia

jV x)dx =0.

Subut edildi.
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3-nji hisiyet. (54.7)—(54.8) meseldnint hususy bahalary otrisatel
daldir.

Subudy. Goy, 4, —(54.7)—(54.8) meseldnifi hususy bahasy, V, (x) -
funksiya ona degisli hususy funksiyasy bolsun.

> [ a,(x >§f] a(x)Vi + 2V, =0

551 0x,

deriligin iki bolegini hem V, (x) funksiya kopeldelifi we alnan defiligi
D yayla boyunca integrirlélin:

8
Y 2% =—|V, dx + x)dx.
k£ k ( J. ; ax ( y 8 j) J- )

Sonky denligin sag boleginddki birinji integraly bdlekler bo-
yunga integrirldp we V, (x)|, = 0 serti peydalanyp alarys:

3 V2 (x)ate = [ 3 a, (1) 2 Do e [a(x) 0 (x)
" = Ox; Ox, 0

(54.2) sertin esasynda alarys:
),k'[Vz dx>IZa( j dx+_[ V2 (x)dh.
D D i=l

Bu yerden 4, > 0 gelip ¢ykyar. Subut edildi.
A = 2, bolanda (54.6) defileme

1) = A, cos\[A, -1+ B sinJA, -1, k=1,2

gorniisdaki ¢oziiwe eye, 4,, B, — erkin hemiselik sanlar.
Seylelik bilen, (54.5) esasynda

U, (x,0) =V, (x)T,(t) = (Ak cos\[A, 7+ B, sin\/}Tkt)Vk(x)

gornlisddki funksiyalar (54.1) deileménin (54.4) gyra serti kana-
gatlandyryan ¢6zliwi bolar.
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Asakdaky hatary diizelin:

U(x,t)zi(Ak cos\[2, 1+ B, sin\/Zt) V, (x). (54.9)

(54.3) baslangygisertleri kanagatlandyryp alarys:

0(1)=T A (x), v (x)= BT (),

bu yerden

1 1
A= e[ = o) ()

Eger (54.9) hatar we ony x, ¢ boyunga iki gezek differensirldp alnan
hatarlar dendlgegli yygnanyan bolsa, onda 4,, B, koeffisiyentleriii tapy-
lan bahalaryny goyup, (54.1), (54.3), (54.4) meselanin ¢oziiwini alarys.
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VI BAP
PARABOLIK DENLEMELER

§55. Yylylyk gecirijiligiii defilemesi ii¢in
maksimum prinsipi

1. Maksimum prinsipi

Matematiki fizikanyn denlemeleri iicin mesele goylanda esasy
soraglaryn biri olaryn korrektligi, yagny goylan meselénin ¢oziiwinin
barlygy, ol ¢oziiwin yeke-tikligi we durnuklylygydyr. Yylylyk geci-
rijiligin denilemesi tigin ¢ozliwin yeke-tékligi we durnuklylygy bara-
daky sorag maksimum prinsipinint komegi bilen ¢oziilyar. Ol prinsipi
beyan edelin.

1-nji teorema (maksimum prinsipi). 0 =(0< x </)x(0<r<T)
goniiburglukda kesgitlenen we {lizniiksiz, Q= (0 <x</) x (0<t<7T)
goniiburglukda yylylyk gecirijiligin

ou _ .oU (55.1)

ot ox’
denilemesini kanagatlandyryan U (x, ¢) funksiya 6zlinil i uly we in
kici bahalaryny ya-ha ¢ = 0 baslangy¢ pursatda, ya-da QO gontiburclu-
gyn gapdal taraplarynda (x = 0 ya-da x =/ bolanda) kabul edyar.

Subudy. Ilki bilen teoremanyn birinji bolegini, yagny in uly
baha ti¢in subut edelin. U (x, ) funksiyanyn Q goniibur¢lukda tizniik-
siz bolany ti¢in in uly bahany kabul edyér. Goy, U (x, ¢) 6ziinin inl uly
bahasyny (x, 7,), (0 <x <[) x (0 <7< T) nokatda kabul edyén bolsun:
200




mQaXU(x,t)=U(x0,to)=M.

U(x,t)¢oziwint=0(0<x</)ya-dax=0ya-dax=1[(0<t<T)
bolandaky in uly bahasy m we m < M diyelin.
Maksimumyn zerurlyk sertinden alarys: eger ¢, < T'bolsa, onda
5U(x0,t0) 0 5U(x0,t0)

_ 52U(x0,t0) <0
b 2 —_ .

ot ox ox

Eger U (x, t) funksiya maksimum bahany 7, = T bolanda kabul
edyin bolsa, onda U (x, ¢) funksiya 7 nokadyn ¢epinde artyan bol-
maly, diymek, ¢, = T bolanda

U (x,.1,) > 0: oU (x,.1,) o U (x4,

; <0.
ot Oox ox?

Asakdaky komekgi funksiyany girizelin:

V (wt) == (x= ) +U (x0).

t =0 ya-da x = 0 ya-da x =/ bolanda

M—m
277

M+m

V(x,t)S P+m= 5 <M

we
Vixy,t)=U(x,t)=M.

Diymek, V' (x, t) funksiya in uly bahany ya-ha géniibur¢lugyn
icki nokadynda ya-da ¢ = T bolanda kabul edyir. Goy, U (x, ¢) funk-
siya ifi uly bahany (x, ), (0 <x, <) x (0 <t < T) nokatda kabul
edyan bolsun. Onda

6V(x1,tl)>0. OV (x,,1,)

>0; <0.
ot ox?
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Bu yerden

oV (x,,1,) 2 oV (x,.1,)

>0.
ot ox?

Basga tarapdan, V (x, ¢) funksiyany (55.1) denilemede goyup we
U (x, f) funksiyanyn sol denileménin ¢oziiwidigini nazarda tutup alarys:

<0.

ov. L0V oU L[oU M-m » M —m

——a =—=—a + =-a

ot ox’ ot [ ox’ & ] &

Seylelik bilen, biz gapma-garsylyga geldik we U (x, ¢) funksiya
il uly bahany (x,, 7)) nokatda kabul edydr diyip eden giimanymyz
yalan bolup ¢ykdy.

Teoremanyn in kigi baha hakyndaky bolegini subut etmek {i¢in
U (x, t) funksiyany —U (x, f) funksiya bilen ¢alsyrmak yeterlik. U (x, ¢)
funksiyanyn in kig¢i bahany kabul edydn nokadynda —U (x, ) funk-
siya it uly bahany kabul edyér, 6ziinem —U (x, ) funksiya hem (55.1)
defilleménin ¢oziiwi bolyar. Teorema subut edildi.

Bu teoremadan asakdaky netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Eger yylylyk gegirijiligini defilemesiniii U, (x, 1) we
U, (x, ?) iki ¢oziiwi

U@0)<U (x,0),U 0,)<U 0,0, U (l,y<U(L1)
sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda islendik x, 1 (0 <x <L 0<¢t<1T7)
ticin

U (x,)<U,(x,1)
densizlik yerine yetyér.
Subudy. Hakykatdan hem V (x, 1) = U, (x, t) - U, (x, f) tapawut
maksimum prinsipiniin hemme sertlerini kanagatlandyryar we

Vix,00>0,V(0,6)>0,V(,1)>0.
Sonun {i¢in
Vix,)>0,0<x<[,0<¢t<T.
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Sebibi tersine bolsa, onda V (x, ¢) funksiya 0 <x </, 0<¢<T
yaylada otrisatel minimuma eye bolar. Onda U, (x, t) < U, (x, 1),
0<x<L0<t<T

2-nji netije. Eger yylylyk gegirijiligifi defilemesinint U, (x, ©),
U(x, 1) U, (x, 1) g ¢oziiwi

U@ H<Ux,0)<U,(x,0),
U 0,)<U(0,H<U,(0,2
UWLnysUWLn=<U (01
sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda
U@H<UKH<U (x1),0<x<[0<t<T,

deiisizlik yerine yetyar.
Bu tassyklamany subut etmek {i¢in 1-nji netijéni

U (x,0,U(x, t)ywe U(x, 1), U, (x, 1)

funksiyalar ticin ulanmak yeterlik.
3-nji netije. Eger yylylyk gegirijiligin defillemesininl U, (x, 1) we
U, (x, t) goziiwleri

‘U1 (x,O) -U, (x,O)‘ <g,
U, (0,)-U, (0,)| <,

U, (L1)-U, (L1)|<e
deiisizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda
U, (x,)-U,(x, 1) <e,0<x<,0<t<T.

Bu netijini subut etmek iicin 2-nji netijini yylylyk gecirijiligin
deiilemesinin

—(U,-U,),&, U U,
ii¢ ¢Oziiwi tigcin ulanmak yeterlik.
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2. Yeke-tiklik teoremasy

Maksimum prinsipinden peydalanyp, birinji gatysyk meseldnin
¢coziiwinin yeke-tékligini subut edelin.
2-nji teorema. Asakdaky

ou  ,o0U

E—a P +f(x,t),0<x<l,0<t£T, (55.2)
U, 1) =u, (1), U, t)=pu, (1) 55.3)
U@, 0)=09¢(x) (55.4)

meseldnin ¢dziwi O=(0<x<l)x(0<r<T) yaylada yeke-tikdir.

Subudy. Goy, (55.2)-(55.4) meseldnin U, (x, ) we U, (x, ?) iki
sany ¢oziiwi bar bolsun, onda V' (x, 1) = U, (x, f) — U, (x, f) funksiya
vylylyk gegirijiligin birjynsly denlemesinin

Vo,H=0,V({1t)=0,V(x,0=0
sertleri kanagatlandyryan ¢6zliwi bolar. Sonui {icin hem maksimum
prinsipine layyklykda
Vx,t)=0
ya-da
U (x,)=U,(x,1).

Teorema subut edildi.

3-nji teorema. (55.2)—(55.4) gatysyk meselédnin tizniiksiz ¢oziiwi
O - yaylada durnuklydyr.

Subudy. Goy, U (x, t) funksiya (55.2)—(55.4) meseldnin ¢ozliwi,
U’ (x, t) bolsa (55.2) denllemanif

U (0.0) = 15 0). U (1) = 15 (1), U (x.0) =0 (x)

sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolsun, bu yerde (1), 1 (1), o (x)
funksiyalar degislilikde 0 <¢< T, 0 <x <[ kesimlerde iizniiksiz funk-
siyalar we
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lo(x)-p(x)|<e,  0<x<L

V(x, ) U (x, f) — U (x, t) funksiya yylylyk gegirijiligini birjynsly
denilemesinin

sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. Onda maksimum prinsipin-
den gelip ¢ykyan 3-nji netiji layyklykda

[V (x,0)|<e,0<x<[,0<¢<T,
ya-da
U (x, )~ U (x, 1) <&,0<x<[,0<t<T.

Teorema subut edildi.

§56. Yylylyk gecirijiligiii defilemesi ii¢in birinji gatysyk
gyra meselesini Furye usuly bilen ¢6zmek

1. Birjynsly meselinin ¢coziiwi
Goy,
ou  ,0U

—=a >
ot ox
birjynsly defileméanin

O0<x<l,0<t<T (56.1)
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U,H=0,U(, =0 (56.2)
birjynsly gyra sertleri we
Ux,0)=9¢(x) (56.3)

baslangyc¢ serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmak talap edilyan bol-
sun.

(56.1)-(56.3) meseldnin formal ¢oziiwini Furye usuly bilen tapa-
lyn. (56.1) denlleménin (56.2) gyra sertleri kanagatlandyryan noldan
tapawutly ¢oziiwini

Ux,t) =X ) T (@) (56.4)

gornilisde gozlélin. (56.4) gorniisdiki ¢oziiwi (56.1) deiilemede goyup
alarys:

Xx)T'(O)=a* X" (x) T (¢)
ya-da
I'() _X"(x)

azT(z‘) X(x) '

Deriligin ¢ep bolegi dine ¢ bagly, sag bolegi bolsa x ululyga
baglydyr. Deiiligini yerine yetmegi licin gatnasyklaryn ikisi hem sol
bir hemiselige deii bolmaly; ol hemiseligi — bilen bellép alarys:

T'(O)+@ AT (1) =0 (56.5)

X" (x) + AX (x) = 0. (56.6)

(56.4) ¢oziiw gyra sertleri kanagatlandyrmaly, sona gord (56.2)
sertlerden alarys:

U,H=X0)T@®=0, UO,H=X0)T®=0
bu yerden
X0)=0,X(=0. (56.7)
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Seylelik bilen, X(x) funksiyany kesgitlemek {i¢in birjynsly kir-
sinn yrgyldysy hakyndaky meselede deriielen hususy baha hakyndaky
(56.6)—(56.7) mesele alyndy. Sol yerde A parametrin difie

2
A =[%j n=1,2,3-

n

bahalarynda (56.6)—(56.7) meseldnin noldan tapawutly ¢oziiwinii
barlygy we ol ¢oziiwlerin

X, (x) :sin%x, n=1,2,3,-

gorniigdedigi gorkezilipdi. 4 = A bahalara (56.5) defilleménifi

T, (1)= Aﬂe["f”“j L on=1,2,3

n

¢oziiwleri degisli. X (x), T, (x) funksiyalary (56.4) ¢6ziiwde goyup,
(56.1) denleminin (56.2) gyra sertleri kanagatlandyryan hususy ¢o-
ziiwlerini alarys:

U, (x.1)=X,(x)T,(f) = Ane_(’aj ’ sin%x.
(56.1)-(56.3) meseldnin ¢oziiwini tapmak tigin

U(x.t)= iAne_(’aj tsin%x (56.8)
n=1

hatary diizelin. (56.3) baslangy¢ sertini yerine yetmegini talap edip
alarys:

U(x.0)=p(x)=3 4, sin "
n=l1

Sonky hatar berlen ¢ (x) funksiyanyn (0, /) aralykda sinuslar
boyunga Furye hataryna dagytmasyny beryir. 4 koeffisiyentler belli
bolan
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= —_[q) s1n—xa’x (56.9)

formula bilen kesgitlenyar. 4 koeffisiyentlerini bahalaryny (56.8) ha-
tarda goyup, (56.1)—(56.3) meseldnin formal ¢oziiwini alarys.

2. Usulyii esaslandyrylysy

Koeffisiyentleri (56.9) formula bilen kesgitlenyén (56.8) hataryi
(56.1)~(56.3) meseldninl ¢oziiwi bolmagy iicin ¢ (x) funksiyanyn ka-
nagatlandyrmaly sertlerini tapalyn.

1-nji teorema. Eger ¢ (x) funksiya [0, /] kesimde lizniiksiz, ikinji
tertipli bolek-lizniiksiz 6niime eye we

p(0)=9 ()

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda (56.8) hatar (56.1)-(56.3) gaty-
syk meseldnin (0 <x </) x (0 <t < T7) yaylada iizniiksiz ¢6ziiwi bolyar
we 0 <¢ <T,0<x</bolanda tiikeniksiz differensirlenyar.

Subudy. ¢ (x) funksiya goylan sertlerden

0

2

n=1

A

n

hataryn yygnanyandygy gelip ¢ykyar. Islendik >0 tigin

<

Ane_[n’naj sin%x <|4

n

yaylada densizlik yerine yetydr. Diymek, (56.8) hatar
(0 <x<[)x(0<¢t <t=<T) goniburglukda dendlgegli yygnanyar
we lizniiksiz U (x, ¢) funksiyany kesgitleydr. U (x, ¢) funksiyanyi
(0<x<0)x(0<¢ <t<T) goniburglukda tiikeniksiz differensirlen-
yéandigini subut etmek ti¢in onunl m + £ tertipli Onlimini hasaplalyn we
alnan hataryn dendlgegli yygnanyandygyny gorkezelin:

m+ . 2m+k 7ﬂa2
L) Z (;’) ane jsm(%ﬁk j(56 10)

or"oxt =
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¢ (x) funksiyanyn 4 Furye koeffisiyenti ¢éklenen. Sonufi ti¢in

2m+k _(nm, ’
4,(-1)" (%) a’e 7) sin(%yﬁrk%j

A — kébir hemigelik, 0 <z <.
Dalamber nysanynyn esasynda

,(ﬂaj ;
S An2m+ke 1

b

iAnz’””‘e_(n;Ta) ’ (56.11)
n=l

hatar yygnanyar. Hakykatdan hem

n

lim

n—»0

n+l ’
O E)

2
n+l )
ﬂa) 4 n—

An?" e [ 1

(56.11) hatar (56.10) hatar {icin mazorant hatar, diymek, (56.10)
hatar dendlcegli yygnanyar we (56.8) hatary agzama-agza differensir-
lemek miimkingiligini peydalanyp (56.8) hatar (56.1) denleméni we
(56.2) gyra sertleri kanagatlandyryar diyip jemldp bilyaris. (56.3) bas-
langyce sert ¢coziiwin gurlusy boyunga yerine yetyér. Teorema subut
edildi.

§57. Yylylyk gecirijiligiii defilemesi
icin birjynsly dil mesele

Parabolik denlemeler iicin birjynsly ddl gatysyk meseleler ¢o-
ziilende hem, giperbolik denilemelerdiki yaly, Furye usulyny ulanmak
bolyar.

Goy,

ou  ,0U
—=a
ot ox?

+f(x,t),0<x<l,l‘>0 (57.1)

birjynsly dél denileménin
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U (0, 0) =, (0, UL )= p, () (572)
birjynsly dél gyra sertleri we
U(x,0)=9¢(x) (57.3)

baslangy¢ serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmak talap edilyén bolsun.
(57.1)~(57.3) meselénin ¢oziiwini

Ux,)=o (x, )+ V(x1) (57.4)

jem gorniisde gozlalin we w (x, ¢) funksiyany (57.2) gyra sertler yeri-
ne yeter yaly saylap alalyii:

o(n) = (042 ()= 14 (1))

Onda V (x, ) funksiya ii¢in

oV _ LoV oo (x,1
E:a ¥+fl(x,t),fl(x,t)=f(x,t)— a)((; ), (57.5)
V,H=0,V({1=0, (57.6)
Vix,0)=9,(x), 9 (x)=¢ ) -o(,0) (57.7)

meseldni alarys.
(57.5)~(57.7) meselénin ¢oziiwini
Vi, =V 0+ 7V, 0

Jjem gorniigde gozlalin, bu yerde V| (x, 7) funksiya

ov, ,0%,
—L=a ,0<x<l,t>0,
Ot ox’ (57.8)

1 (00) =0, (1) =0,
V,(x.0)=0,(x)
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meseldnin ¢oziwi, V, (x, £) funksiya bolsa birjynsly dal denleménin
birjynsly gyra we birjynsly baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi

2
%:Cﬂaz +f(x z) O<x<l,t>0,
ot ox
(57.9)
V,(0,2)=0, V,(,t)=0,
Vz(x,0)=0.

Gecen temadan bilsimiz yaly, (57.8) meselédnin ¢oziiwini agakda-
ky hatar gorniisinde yazylar:

v (x.t)= Ane_(’a) tsin%x, (57.10)

n=1
2 ¢ nm
A, :7'[(o(x)sin7xdx. (57.11)
0
(57.9) meselénii ¢oziiwini

ZT sm—x (57.12)

hatar gorniisinde gozlalin, bu yerde T (2) hazulikge nébelli funksiya.
V, (x, t) funksiya gyra sertleri kanagatlandyryar, sebébi hataryn her
bir agzasy ol sertleri kanagatlandyryar. Indi /| (x, 7) funksiyany Furye
hataryna dagydalyn:

Zf sm—x (57.13)

f,,<r>=§ J (e sin 2 . (5714

(57.12) ¢oziiwi we (57.13) dargatmany (57.9) denlemede goyup
alarys:

o 0 2
ZTn’(t)sinﬂx:—azZ(nlnj T(t)sm—x+2f sm7ﬂx
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ya-da
ni{ﬂ'(’)(%a)z T,(1)- f, (ﬁ}sin%x 0.

Alnan denlige nol funksiyanyn sinuslar boyunca hatar dargytma-
sy yaly garamak miimkin, diymek,

2
n0+(a| 1.0)-1.0) 5719
V. (x, t) funksiyanyn baslangyg serti kanagatlandyrmagy ligin
T (0)=0 (57.16)

sert yerine yetmeli.
(57.15)—(57.16) Kosi meselesinii ¢oziiwi

%LIJZ (H)dr

gornilisde yazylyar.

T (7) funksiyany (57.12) ¢oziiwde goyup, (57.9) meseldnifi ¢o-
zliwini alarys:

[ nmw 2
= -5 () . Nm
nW)—Z[mf)e(’) dr}me- 571
n=1\ ¢
V, (x, 1) we V, (x, 1) funksiyalary gosup, (57.5)-(57.7) meselénini
V (x, f) coziiwini taparys. o (x, t) we V (x, ) funksiyalary (57.4) for-
mulada goyup bolsa, (57.1)-(57.3) meselédnin ¢oziiwini taparys:

U (0= (0)+ [ (0= (0] +
+i Ane_(’a] ’ sin%x + gﬁfn (r) 9_(%a) (”)dT]Sin%x,

buyerde 4 (57.11) formula, f (¢) (57.14) formula bilen kesgitlenilyar.
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§58. Yylylyk gecirijiligiii defilemesi ii¢in Kosi
meselesinin ¢oziiwinin yeke-tikligi

1. Meselénin goylusy

Yylylyk gegirijiligin defilemesi iigin Kosi meselesi asakdaky

yaly goyulyar.
Kosi meselesi. —0 < x <+, 0 <¢< T zolakda

ou ,0U
—=a"—+ f(x,1 _
PR AC)) (58.1)
denleméinin
Ux,0)=¢(x), (-o0<x<-+w0) (58.2)

baslangyc serti kanagatlandyryan U (x, ¢) ¢6zliwini tapmaly, bu yerde:
@ (x) — lizniiksiz we ¢éklenen funksiya.

2. Yeke-tiiklik teoremasy

1-nji teorema. (58.1)—(58.2) Kosi meselesinin ¢dklenen ¢oziiwi
yeke-tikdir.

Subudy. Goy, meselédnin U, (x, t) we U, (x, ©) iki ¢oziiwi bar
bolsun, onda ol ¢ozliwleriil

U, H)=U (x,)-U,(x, 1)
tapawudy yylylyk gecirijiligin birjynsly denilemesinifi
Ux,0)=0, (—o0o<x<-+o0)

serti kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. Coziiwleriii ¢idklenendiginden
M > 0 san bar bolup

U, &x, )| <M, |U, (x, )| <M
densizliklerin yerine yetydndigi gelip ¢ykyar, diymek,
U (x, 0] < |U, (x, Ol +|U, (x, )| < 2M.
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Maksimum prinsipini ¢édklenmedik yayla ii¢in gos-goni ulanmak
bolmayar, sebédbi U (x, ¢) funksiyanyn in uly we il ki¢i bahany hig
yerde kabul etmezligi miimkin. Bu prinsipi ulanmak {i¢in

x| <L, 0<¢t<T (58.3)
¢akli yaylada

2
V (x,t) = 4M (% + aztj

komekei funksiyany girizelin. V (x, ¢) funksiyanyn yylylyk gecirijiligiii
birjynsly deillemesinini ¢6ziiwi bolyandygyny gormek kyn dil. Ala-
rys:

Vix,0)2U(x,0),

2
V@lj)zty(%"ﬂfJZZAIZKKiLJ»

(58.3) yaylada V (x, t) — U (x, t) we V (x, {) + U (x, t) funksiyalara
maksimum prinsipini ulanyp alarys:
Vi, )-Ux, >0,V (x, )+ U(x,6)>0, x| <L,0<t<T.
Bu yerden
V@ HSUX )<V (x, 1), x| <L,0<t<T

ya-da

X|<L0<t<T.

2
U (x,0)| <V (x.1) = %(% + ath,

Sonky deisizlikde (x, t) nokady fiksirldp ya-da berkidip, L — oo
bolanda predele gecip alarys:

U, )=U (x,0)-U,(x,H)=0
ya-da
U @, H=U,(x, 1)

Teorema subut edildi.
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§59. Yylylyk gecirijiligiii birjynsly defilemesi iicin
Kosi meselesi

1. Formal ¢oziiwin gurlusy

Goy,
2
8_U:a28(2], —wo<x<+0,0<t<T, (59.1)
ot ox
birjynsly denleménin
U (x, 0) = ¢ (x), —o0 <x+ o (59.2)

baslangyc serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmak talap edilyén bol-
sun, ¢ (x) — tizniiksiz we ¢dklenen funksiya.
I1ki bilen, (59.1) defileménin

U, 1) =X ) T (1) (59.3)

gorniisdiki hususy ¢ozliwini tapalyn. (59.3) gorniisdiki ¢oziiwi (59.1)
deiilemede goyup alarys:

X@)T'(t)=a*X"(x) T (2),
ya-da

') _X'(x)
azT(t) X(x)

e
Seylelik bilen, 7' (7), X (x) funksiyalar li¢in
") +22a>T (1) =0,

X' x)+22X(x)=0

denilemeleri alarys. Bu yerden

T(7)= e X (x)=AcosAx + Bsin Ax,
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A, B — A parametre bagly bolan funksiyalar. Gyra sertlerin yoklu-
gy li¢in A parametr erkin.
(59.3) denligin esasynda

U, (x,1) = eilz"z’[A(/l)cosﬂvx+B(l)sin/lx] (59.4)

funksiya islendik 4 (1), B (1) ticin (59.1) denilleménin hususy ¢oziiwi
bolar. (59.4) deniligi 4 boyunca integrirldp alarys:
U(x,t)= [ "' [A(1)cosix+B(A)sinAx]di.  (59.5)

Eger integral dendlgegli yygnanyan bolsa we ony integral as-
tynda ¢ boyunga bir, x boyunga iki gezek differensirlemek bolyan
bolsa, onda (59.5) deiilik bilen kesgitlenyén U (x, ¢) funksiya (59.1)
denleménin ¢oziiwi bolyar.

A (1), B (1) funksiyalary (59.2) baslangy¢ sert yerine yeter yaly
saylap alalyn. (59.5) denilikde # = 0 goyup, (59.2) esasynda alarys:

o (x)= T[A(),)cos}tx+B(/’t)sin),x]d/l. (59.6)

Deiligin sag bolegindéki integraly ¢ (x) funksiya iigin

1 +00 +00

p(x)=— J d/lj @(&)cosA(&E—x)dE =

Furye integraly bilen deniesdirip, (59.6) denligi

A(Q) :i @ (&)cos AEdE,

[ (59.7)



diyip, kanagatlandyryp bolyandygyny goryéris. 4 (1), B (1) funksiya-
larynn (59.7) anlatmalaryny (59.5) denlemede goyup, (59.1)—-(59.2)
Kosi meselesinini formal ¢oziiwini alarys:

Ul(x,t)= iMKT@(é)cos}tédéJcosix +

+ ( j o (&)sin /lgda;]sm Ax}e-”z’ da.
¢ boyunca integrallary birlesdirip we integrirlemegin tertibini
calsyryp alarys:

U(x,t)zi [o(&)de [ e cosa(&—x)de.

Bilsimiz yaly,
[ e cos prda = £
o

—o0

Eger bu yerde o = o* t, f = & — x diysek, onda

+00 . /77,' 7(é—x)2
2ra’t AE=NdA = 4a%t )
_J;e cosA(&E—1) a\ﬁe

Seylelik bilen, Kosi meselesinin formal ¢6ziiwi ligin
+00 7(5—)()2

U(x,1)= f (€ )2af€ o dg (59.8)

formulany alarys

------

1 7(5_";)2
G(x,t;é) = me 4a't ,
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funksiyanyn yylylyk gecirijiligin (59.1) denlemesinin ¢6ziiwi bol-
yandygyny goOs-goni barlamak bilen gorkezmek bolyar. (59.9) funk-
siya yylylyk gecirijiligini (59.1) denlemesiniin fundamental ¢oziiwi

......

2. Usulyii esaslandyrylysy

Indi haysy sertler yerine yetende (59.8) funksiyanyn (59.1)—(59.2)
Kosi meselesiniil ¢ozliwi bolyandygyny gorkezelin.

Lemma. Eger ¢ (x) funksiya san okunda tizniiksiz we ¢dklenen
bolsa, onda (59.8) Puasson integraly # > 0 bolanda tiikeniksiz differen-
sirlenydn funksiyany kesgitleyar we ol funksiyanyn ontimleri integral
astynda differensirlemek bilen hasaplanyar.

Subudy. (59.8) integralyn integral astynda differensirlemai-
nin kanunalayykdygyna goz yetirmek iicin ol integralyn we ony
x, t boyunga birnice gezek formal differensirlenip alnan integrallaryn
dendlgegli yygnanyandygyny gorkezmek yeterlik. (59.8) integraly x
we ¢t boyunca birndce gezek differensirlap

2

(6
1= j (E—x)"e " dE (59.10)
U . : c—x
gorniisdiki integrallaryn jemini alarys. (59.10) integralda radi =a
orun ¢alsyrma edip, alarys: av't

n+l

I= I (x + 2a\/7) 2 (2 )’Z+1 a'e da.
Serte goré ¢ (x) ¢éklenen funksiya, onda 7> ¢, > 0 bolanda M > 0
san tapylyp

<M

o(x+2ara )t 71( 2a)"

densizlik yerine yeter. Seylelik bilen,
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1< MTa”eazdoc.

Soniky integral islendik # {igin yygnanyar, onda (59.10) integral
dendlgegli yygnanyar we (59.8) integraly integral astynda differensir-
lemek kanunalayyk. Lemma subut edildi.

1-nji teorema. Eger ¢ (x) san okunda tizniiksiz we ¢idklenen bol-
sa, onda (59.8) Puasson integraly (59.1)-(59.2) Kosi meselesiniil yzy-
giderli ¢6ziiwi bolyar.

Subudy. Puasson integralyny

Uxr)= [ Glxn&)o(&)ds

gorniisde yazalyn. G (x, t; &) funksiya yylylyk gecirijiliginn defilemesi-
nin ¢oziiwi we lemma layyklykda differensirleméni integral astynda
yerine yetirmek bolyar. Sona gora-de

ou ,o0'U (oG ,0°G
- ¢ PR B R 2
ot ox~ | ot ox

0

](P((S)dé=0,

yagny (59.8) funksiya (59.1) deiileméni kanagatlandyryar.

(59.8) ¢ozliwin (59.2) baslangyc serti kanagatlandyryandygyny
gorkezelin. x fiksirldp ¢+ — + 0 bolanda |U (x, t) — ¢ (x)| tapawudy

X
bahalandyralyn. Puasson integralynda : =« orun ¢alsyrma edip
alarys: 2avt

U(x,t)= % I ) (x + 2a\/E)e*“2da.
T —00
Belli bolsy yaly,

1 +00 L
ﬁfe da =1. (59.11)
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Alarys:

2 1 e 2
U(x,t)— x+2avta \e ¥ do——— x)e " da |<
UG -0(s)=| = o+ 20d)eda——1- Tyt
ﬁj ‘(p (x + 2a\/a) —@ (x)‘e"”‘ do.
(0, +o0) aralyk boyunga integraly (~0, =), (=N, N), (N, +o0)
aralyklar boyunca ti¢ integrala bolelin:

‘U(x - (x Hq) x+2a\/_) o(x )‘ “do +
++ﬂcp(x+2a\/a)—go(x)‘e“ da + j ‘(p x+2ax/a)—(p(x)‘e’“2da.

¢ (x) funksiyanyn san okunda ¢éklenendiginden
‘(p(x+2ax/g)—qo(x)‘ <2M
deisizlik gelip ¢ykyar. Sonun ii¢in

-N

‘U(x,t)—go(x)‘ﬁ%:[o da+\/7.”q0 x+2a\/a)—(p(x)‘doc+

2M ~+00 )
+— | eda
=

+00

_[ e * da integral yygnanyar. Seylelikde, N sany
oM
Jeled

denisizlikler yerine yeter yaly saylap almak bolyar. Indi N fiksir-
lenen bolsun. ¢ (x) funksiya san okunda iizniiksiz, diymek, ol

[x —2a+tN , X+ 2atN ] kesimde dendlgegli lizniiksiz we nola go-
lay islendik ¢ ticin

¢ , % T e da
T

&
< —
3
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‘(p(x+2a\/;a)—(p(x)‘ <§

densizlik yerine yeter. Seylelik bilen,

va-da nola golay islendik #-ler we islendik x ti¢in |U (x, 1) — ¢ (x)| < &.
Bu yerden ¢ sanyn erkinliginden

lim U(x,t)=¢(x)

gelip ¢cykyar. Teorema subut edildi.
3. Coziiwin baslangyc¢ funksiya iizniiksiz baglylygy

Goy, U (x, 1) (59.1) denileménin (59.2) baslangyg serti U, (x, 1)
bolsa, (59.1) denleménin

U (x,0)=9, (x) (59.12)

baslangyc¢ serti kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolsun.
Eger (—o0, +o0) aralyga degisli islendik x iigin |p (x) — ¢, (x)| <&
bolsa, onda

U, )= U, (x, )| <g —0<x+o0,1>0.

Hakykatdan hem, (59.1) deiileménin (59.12) baslangyc¢ serti ka-
nagatlandyryan ¢oziiwi (59.8) formula bilen anladylyar. U (x, f) we
U, (x, t) funksiyalaryf tapawutlaryny bahalandyraly:

1 (5_ )2

U(x,0)=U,(x,0)| = L [0 (x)-0,(x)] o~ ¢ gel<
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E-x ...
o= divip alarys:
Za\/; yip y

U(x,t)=U, (x,t <3L+we‘“zda:8.
Jr
71-_00

(59.8) formuladan yylylygyn sterzenin boyuna tiikeniksiz tizlik
bilen yayrayandygy gelip ¢ykyar. Hakykatdan hem, goy, ¢ (x) baslan-
gy¢ temperatura a < x < f kesimde polozitel we bu kesimiin dasynda
nola den bolsun. Onda temperaturanyi sonraky paylanysy ti¢in alarys:

2

1 (&

B x)
U(x,t):'[go(é)ZG\/Ee A e,

Bu yerden islendik ki¢i # > 0 ti¢in we islendik uly x ti¢in U (x, £) >0
bolyandygy goriinyér. Bu hésiyet yylylyk gecirijiligiit defilemesinini
kdamil dildigi, denllemdni getirip ¢ykarylanda peydalanylyan fiziki
nétakyklygy bilen diigiindirilyar.

4. Fundamental ¢oziiwin fiziki manysy
Yylylyk geirijiligiti birjynsly defilemesinii
e T
(x,t;&) = 2a\/ﬁe

fundamental ¢6ziiwinin fiziki manysyny anyklalyn.

Goy, t = 0 pursatda tiikkeniksiz uzyn sterZende yylylyk
U (x, 0) = ¢_ (x) kanun boyunca paylanan bolsun, bu yerde ¢_(x) =0
hagan-da x ¢ (y —¢&,y +¢) bolsa we

yt+e

T‘Ps(ﬁ)dcf = [ ¢, (&)ac=1.

Eger ¢ = 0 pursatda nol temperaturasy bolan sterzenin y nokady-
nyin ¢ etrabyna sol bada
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[0.(&)epde=cp [ ¢, (£)dé=cp
-0 y—¢
mukdardaky yylylyk berilse, onda yokarda gorkezilen paylanysyk
alynyar.
¢t > 0 pursatda sterZzende yylylygyn paylanysy Puasson integraly
bilen kesgitlenyér:

y+e

U, (x.0)= [ G(x1:€)p, (£)dE = J (x.15€ )0, (£)dE.

Orta baha hakyndaky teoremany ulanyp we ¢_(x) funksiyanyn
hésiyetini nazarda tutup alarys:

y+£
U,(x1)=G(x,68) [ 0,()de =G(x.5E),
y-€
Fely—gyte).
(x, ) nokady fiksirldp, e — 0 bolanda predele ge¢ip alarys:
16123 U, (x,t) = G(x,t;y).

Seylelik bilen, eger ¢ = 0 pursatda nol temperaturasy bolan ster-
Zenin x = y nokadyna sol bada cp deit mukdardaky yylylyk berlen
bolsa, onda yylylyk gec¢irijiligin G (x, t; y) fundamental ¢oziiwi ¢ bo-
landa sterzende paylanysygy beryér, yagny G (x, t; ) cesme funksiya-
sy bolar.

§60. Yylylyk gecirijiligiii birjynsly d:l
denlemesi iicin Kosi meselesi

Goy, yylylyk gegirijiligin birjynsly dal

v _ azaU (x t) —o<x<+0, >0 (60.1)
ot ox?
denlemesinin
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Ux,0)=0 (60.2)

baslangyg serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmak talap edilyén bolsun.
Eger baslangyc¢ sert nola den dél bolsa, yagny U (x, 0) = ¢ (x)
bolsa, onda

U, )= (x,0)+ ¢ (x)

formulanyn komegi bilen tize w (x, f) funksiya girizip, baslangyc¢ ser-
ti nola den bolan mesele alarys:

acoa(j,t) _ a%;)(;,g [ £ (00)-0"(x)], ©(x,0)=0.

(60.1)-(60.2) Kosi meselesinin ¢oziiwini tapmak {i¢in

oV (x,t OV (x,t
ét )=a2 8)(62 ), 1>, (60.3)

V(x, 7) = f(x, 7) (60.4)

komekgi meseld garalyn. (60.3)—(60.4) mesele birjynsly deiileme
ticin baslangyc sert £ = 0 bolanda dil-de, # = 7 bolanda berlen Kosi
meselesi. Sonun licin hem bu meselédnin ¢éziiwini 7-ni ¢ — 7 bilen ¢al-
syp, Puasson integralynyn komegi bilen yazmak bolyar:

x—§2
1 _ (=9

V(x,t;7) = If(g,f)me d4a*(1-1) dé.

Indi (60.1)-(60.2) meseldnin ¢ozliiwini

U(x,t) = jV(x,t;r)dr

ya-da

U(x,z)=jdrjf(§,r)ﬁe

gorniisde yazmak bolyar.
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