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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederlent ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyi nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén oiiinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizift ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



GIRIS

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly Berdimuhamedowyn
parasatly yolbascylygynda ata Watanymyz Berkarar dowletin
Bagtyyarlyk dowriinde uly Osiislere eye bolyar. Hormatly Prezidentimiz
bilim ulgamyny kdmillesdirip, diinyénin dsen yurtlarynyn derejesine
yetirmekde uly isleri amala agyryar. Bilim ulgamynda amala asyrylyan
isler talyplara bilim berydn mugallymlaryn oniinde uly wezipeleri
goyyar. Milli bilim ulgamyndaky 6zgertmelerin mdéhiim ugurlarynyn
biri hem halkara tejribesini ¢uiiiur 6zlesdirip, ony Tiirkmernistanyi
orta we yokary okuw mekdeplerinin okuw prosesine girizmekden,
yurdumyzyn hem-de diinyd ylmynyn sofky gazananlaryny, tdze
ondebaryjy tehnologiyalary dwrenmekden ybaratdyr.

Diskret matematika — it gadymy dowiirde dordn matematikanyn
bir boliimi. Soziin gii manysynda diskret matematika — algebra,
sanlar nazaryyeti, kopliikler nazaryyeti, matematiki logika we s.m.
yaly matematikanyn klassyky bdliimleri, seyle hem kompyuterlerini
giindelik durmusa ornasdyrylmagy sebdpli matematikanynn gegen
asyryn ortalarynda dordn tize boliimleri degislidir. Hazirki dowiirde
“diskret matematika” ylmy soziih dar manysynda ulanylyar, ona
cylsyrymly dolandyryjy ulgamlary seljermek bilen bagly bdliimler
degisli edilyar.

Okuw kitaby alty boliimden ybarat. Birinji boliimde kopliikler
nazaryyeti we sanamaklygyn usullary beyan edilyér.

Ikinji boliimde bolsa, kombinatorikanyn elementlerine, rekurrent
gatnagyklar usulyna seredilyir. Ugiinji boliim graflar nazaryyetini
beyan etmeklige bagyslanyar.

Dordiinji boliimde logiki algebranyn esasy disiinjeleri, pikir
aytmalar logikasynyn elementleri — koplilkde bul algebrasy {cyn,
yalan} beyan edilydr. Bu yerde elementleri adaty yagdayda sanlar
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bolmadyk, yone kiabir hisiyetleri boyunga ona menzes bolan {0,1}
kopliik esas bolup duryar. Bésinji boliim maglumatlary kompyuteriii
komegi bilen tertiplesdirmeklige, saylamaklyga bagyslanyar. Altynjy
boliimde kodlasdyrmak nazaryyetinin esasy diisiinjeleri beyan edilyar
we ona degisli meseleler berilyar.

Okuw kitabynda her bir boliime degisli kop sanly mysallar we
Ozbasdak islemek {i¢in yumuslar berlendir.



I. KOPLUKLER WE OLAR BILEN
GECIRILYAN AMALLAR

1.1. Esasy diisiinjeler

Matematikada kopliik we kopliigin elementleri diistinjeleri beyleki
diisiinjeler bilen kesgitlenmeyan ilkinji diisiinjeler hasap edilyér.

Kopliiklerin  mysallary: yokary okuw mekdebinde okayan
talyplaryn kopliigi, 100-den uly bolmadyk natural sanlaryn kopliigi,
tekizlikde radiusy bire den bolan we merkezi koordinata baslangyjynda
bolan tegelege degisli nokatlaryn kopligi.

Kopliikler bir bas harp bilen ya-da onuil elementlerininn sanawy
bilen berilyar. Meselem, 1-den 100-e ¢enli natural sanlaryn kopliigi
M= {1,23,..,100} = {i —bitin, 1 <i <100}

gorniisde berilyar.

x obyektin 4 kopliigin elementi bolyanlygy xe 4 gorniisde
yazylyar. x ¢ A yazgy x-in A kopliige degisli dildigini anladyar.

Elementleri yeterlik derejede kop bolan kopliigi saylap alyp,
onun ¢dginden ¢ykmazlygy sertleselin. Bizini seretjek kopliiklerimizin
elementleri su agzalan kopliigin c¢dginden c¢ykmayar diyip hasap
edelin we ol berkidilen kopliige uniwersal kopliik diyip at bereliii
(ol kopliigi biz E bilen bellélin).

Eger, xe £ elementin 4 koplige degislidigi ya-da degisli
déldigi belli bolsa, onda A4 kopliikk berlen diyilyir. Koplikler 6z
elementlerini hésiyetlendirijiler bilen hem berilyir. Seyle kopliigii
hemme elementleri we difie solar sol gorkezilen hisiyete eyedir.
A kopligin x elementlerinin P(x) hésiyete eyedigi baradaky fakt
A={x:P(x)} gorniisde yazylyar. Meselem, A= {x:x=2k, k=1,2,...}
vazgy A kopliigin jiibiit polozitel sanlardan diiziilendigini anladyar.
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Eger A kopliigin hemme elementleri sol wagtynn 6ziinde B
kopliigin hem elementleri bolyan bolsa, onda A4 kopliige B kopliigin
bolek kopliigi diyilyar we 4 — B gorniisde yazylyar.

Kabir ayratyn dhmiyetli kopliikler ligin yorite standart belgilemeler
ulanylyar:

N —natural sanlarynl kopliigi, Q — rasional sanlaryn kopliigi, R —hakyky
sanlaryn kopliigi, Z — bitin sanlaryn kopliigi.

Bu kopliklerin arasynda asakdaky yaly degislilik bardyr:
NcZcQcR.

Eger AcB we BcA bolsa, yagny bu koplikler sol bir
elementlerden ybarat bolsalar, olara den kopliikler diyilyar (4=8B
yazylyar).

Hi¢ bir elementi 6ziinde saklamayan koplige bos kopliik
diyilydr. Bos kopliiklerin mysallary: taraplarynyn uzynlygy 2 sm,
3 sm, 7 sm bolan iicburcluklaryn kopliigi, kwadraty 2-4 den bolan
rasional sanlaryn kopliigi, x+y=1, x+y=2 denlemeler ulgamynyn
coztiwlerinin kopliigi. Bos kopliik islendik kopliigin bolek kopliigi
hasap edilyar.

Kopliikler barada pikir yoretmek iigin yorite shemalardan (Eylerii
diagrammasyndan) peydalanylyar.

A we B kopliiklerin jemi (birlesmesi) diyip, bu kopliiklerin i
bolmanda birine degisli bolan elementlerin kopliigine aydylyar we
asakdaky yaly yazylyar:

AUB={x:x €4, ya-da x € B}.
Eger A kopliigiii her bir elementi B kopliigin hem elementi bolsa,

AcB AUB
Eger 4,, A,, ...., A, kopliikler berlen bolsa, olaryn birlesmesi

simwoliki gorniisde UA,- yaly yazylyar. Kopliiklerin birlesmelerine
i=1
mysallar getirelifi.
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1. Polozitel jiibiit sanlaryn we polozitel tak sanlaryn kopliiklerinin
birlesmesi natural sanlaryn kopliigidir:

{2,4,6,...} U{1,3,5,...}={1,2,3,4,5,6,...}.

2. Uzynlygy 2 sm deii bolan MN kesim berlen. Tekizlikde
esasynyn uzynlygy MN-e denn bolan, meydany 1 sm?-dan kigi
bolmadyk denyanly iicburcluklaryn hemme depelerinin kopliigine
seredilydr. Bu kopliik size belli bolan iki sany figuranyn, yagny MN
kesime perpendikulyar bolan iki sany sohldnin birlesmesidir.

3. Her bir ligburgluga nokatlaryn kopliigi yaly seredelin, sunlukda
iicburclugyi icinde we onun ¢éklerinde yatyan nokatlary bu kopliige
degisli edelin. Berlen toweregin icinden ¢yzylan hemme dogry
icburcluklaryin birlesmesi berlen towerek bilen c¢éklenen tegelegi
afladyar.

A we B kopliiklerin kesismesi (kopeltmek hasyly) diyip, bu
kopliiklerin ikisine-de degisli bolan elementlerin kopliigine aydylyar,
basgaca aydanynda, bu kopliiklerit umumy elementlerinin kopliigine
aydylyar we asakdaky yaly yazylyar:

ANB={x:xe A we x € B}.

A,,A,,..., A, kopliikleriii kesigsmesi diyip, bu kopliiklerin hemmesi

icin umumy bolan elementleriil kdpliigine aydylyar we ﬂ 4, gorniisde

i=1

belgilenyiér.

%

ANB

4. {0,1,3,5}{1,2,3,4}={1,3}

5. Goy, A — hemme goniiburcluklaryn kopliigi, B hemme
romblaryi kopliigi bolsun, sonda 4B kopliik hemme kwadratlaryn
kopliigini diizyar.

6. Her bir goniibur¢luga onun gyralaryna degisli ya-da icinde
yatyan nokatlaryn kopliigi yaly seredelini. Berlen towereginl i¢inden
¢yzylan goniiburgluklaryn kesismesi tegelegiin merkezini anladyar.
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A we B kopliiklerin tapawudy diyip, 4 kopliigin B koplige
degisli bolmadyk elementlerine aydylyar we asakdaky yaly yazylyar:

A\B = {x:xe A wex¢B}.

E\ A tapawuda (bu yerde E — uniwersal koplik) 4 kopliigin
doldurgyjy diyilyir we 4 gorniisde belgilenyar.

1.2. Dekart kopeltmek hasyly

Goy, X we Y — erkin kopliikler bolsun. Elementlerini (x,y) x € X,
sunlukda, x,=x,, v, =y, bolanda we dine sonda (x,,y,)=(x,,y,) hasap
edilyar.

Iki sany X we Y kopliigin X x Y dekart képeltmek hasyly diylip,
hemme tertiplesdirilen (x,y) jiibiitlerin kopliigine aydylyar we asakdaky
yaly yazylyar:

XxY={(x,y):xeX,yeY}.

Goy, R — hemme hakyky sanlaryin kopliigi bolsun. Onda
R*=R xR dekart kwadrat tekizlikddki hemme nokatlaryn koordinata
oklaryna gord dekart koordinatalarynyn kopliigidir. Edil suia
menzeslikde, ti¢ kopligin X, x X, x X;, dort kopliigin we s.m. dekart
kopeltmek hasyllaryny girizip bolar. X,=...=X =X bolsa, gysgaca
X*xXx X=X"yazylyar we ona kopliigin n-derejeli dekart kopeltmek

......

elementlerin toplumlarydyr.

1.3. Kopliikler bilen gecirilyin amallaryn héasiyetleri

Goy, 4,B,C — uniwersial U kopliigiii bolek kopliikleri bolsun.
Asakdaky gatnasyklar dogrudyr.
1. Gosa doldurgyjyn kanuny:

A=4.
2. U we N amallarynyn kommutatiwligi:
ANB=BNA4
AUB=BUA4
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3. we U amallaryn assotiatiwligi:
ANBNO)=ANBNC
{AU(BUC)=(AUB)UC
4. N we U amallaryn distributiwlik kanuny:
ANBUC)=4NBUMANOC)
AUBNC)=A4UB)NAUOC)

5. Sindirme kanuny:

AN(AUB) =4
AUANB)=4
6. De-Morganyn kanuny:
ANB=AUB
AUB=4NB
7. ANA=T
AU4=U

8. ANU=4 AND~D
AUU=U AUD~4
UxD D~U
Bu yerde = belgi kongurent denligi anladyar.

1.4. Sekillenme (funksiya). Dengiiycli kopliikler

1.4.1. Umumy diisiinjeler

X koplugin Y kopliige bolan f sekillenmesi f: X— Y gorniisde
anladylyar. Eger X kopliigin her bir x elementine Y kopliigiii y=/(x)
elementi degi@li edilse, onda ofla X képlﬁgifl Y kopliige / sekillenmesi

------

------

X koplﬁgifl Y kopliige f'sekillenmesi /: X— Y gorniisde anladylyar.
Ondan basga-da, Y kopliiginn bir elementine f sekillenmede x, € X
birndce elementin degisli bolmak miimkingiligi aradan ayrylmayar
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(f(x)=y). Seyle gorniisdiki {x;} cX bolek kopligi f sekillenmede

......

[T)=lxeX: f(x)=y}.

X, c X kopliigin obrazy f sekillenmede f(X,)={f(x):xe X,} Y.

Y, c Y kopliigin proobrazy diylip, (f sekillenme {igin) Y,-e degisli
elementlerin proobrazlarynyn birlesmesine aydylyar we agsakdaky yaly
bellenilyér:

ST =eX: fmeri=J /M eX
yeh

Sekillenme soziinit (adalganyn) yerine “Operator” ya-da
“funksiya” sozleri ulanyp bolar.

f:X— X sekillenmi X kopliigin 6z-0ziine dwrililmesi hem diyilyar.

f:X—Y funksiyanyn grafigi diylip, (x, f(x)) gOrntisdiki
jubiitlerin kopliigine aydylyar.

1.4.2. Sekillenménin kompozisiyasy (¢ylsyrymly funksiya)

Goy, f:X—>Y, g:Y—>Z. fwe g funksiyalaryn kompozisiyasy

(superpozisiyasy) diylip, gof:X—Z gornlisde bellenydn we
de

(go f)x) =f g(f(x)) denlik bilen kesgitlenyédn funksiya aydylyar.

Sonky denligin sag tarapy kompozisiyanyn x nokatdaky bahasynyn
ilki bilen £, sonira g funksiyanyi tésir etmegi bilen hasaplanyandygyny
gorkezyar.

Goy, f"R— R we f(x)=sinx, g:R—>R we g(x)=x"

Onda (gof) (x)=sin’x, (fog) (x)=sin (x?).

Bu yerden gorniisi yaly, funksiyalaryn kopliiginde fog we gof
kompozisiyalar ligin kommutatiwlik hésiyeti yerine yetmeyar.

1.4.3. Sekillenméinin gorniisleri

Eger Y kopligin her bir elementiniil it bolmanda bir proobrazy
bar bolsa, yagny f(X)=Y bolsa, onda f: X— Y sekillenmd suryektiw

Suryektiw sekillenmd mysal edip, f:R—[-1;1] y=sinx we
y=cosx funksiyalary gorkezip bolar.
14



Kesgitleme. Eger her bir f(x) obrazyn dine bir proobrazy bar
bolsa, yagny x, #x,-den f(x,) #/(x,) gelip ¢ykyan bolsa, onda f: X— Y

Inyektiw sekillenméniii mysaly bolup, y=log,x, y=3*, y = Jx
we s.m. gorniisddki monoton funksiyalar hyzmat edydr. Inyektiw
sekillenme umumy gdrniisde /: D(cR)— R yaly bellenyir.

Kesgitleme. Eger, /: X— Y sekillenme bir wagtda suryektiw we
inyektiw bolsa, onda ona biyektiw sekillenme diyilyar.

1.4.4. Sekillenmelerin owriilisikliligi

f:X—Y fsekillenme tarapyndan doredilen f(z) =y (1)
dentllema seredelin. Bu yerde: z(€ X) — nidbelli, y (€ X) — parametr.

Eger f suryektiw bolman, inyektiw bolsa, onda parametriii (1)
dentlleménin ¢oziiwinin bolmayan bahalary tapylmagy miimkin. Eger
bu denlemininn parametrin kdbir bahalarynda ¢6ziiwi bar bolsa, ol
coziiw yeke-takdir.

Eger f inyektiw dél-de, suryektiw sekillenme bolsa, onda (1)
deiileménin parametrin islendik bahasynda ¢6ziiwi bardyr we ondan
basgada y parametrin it bolmanda bir bahasy tapylyp, (1) defileménii
birden kdp ¢coziiwi bardyr. f— biyektiw sekillenme bolsa, parametrin her
bir bahasynda (1) denleminin yeke-tdk ¢oziiwi bardyr. Bu yagdayda,
f sekillenme beyleki bir /': Y— X sekilleméni kesgitleyér. Ol ye Y
elementlerin her birine (1) defileméanin bir ¢oztiwini degisli edyar. Ol
¢coziw f!(y) gornlisde bellenyar. f7': Y— X sekillenme f sekillenma
ters sekillenmedir.

1 (f(x))=x we f(f(y))=y bolyandygyny gérmek kyn daldir.

Kesgitleme. Eger (f'of)(x)=x, VxelX, (fof(v)=y, VyeY
sertleri yerine yetiryédn f~!: ¥ — X sekillenme bar bolsa, onda f/: X— Y

Teorema (Owrilisikliligin ~serti). f:X—Y sekillenméanin
owriilisikli bolmagy ti¢in onun biyektiw bolmagy zerur we yeterlikdir.

Asakdaky mysallara seredelin:

1) sin: R— R owrililmeyiér;

2) sin: R—[-1; 1] owriilmeyar;

3) sin:[—7x/2; w/2]— R Owriilmeyar;
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dej
4) sin:[-7/2; n/2]—[~1;1] dwriilisilikli, sin™ =farcsin.
Yumus. Goy, g:X— Y we f:Y—Z — biyektiw sekillenmeler
bolsun. Onda olaryfn fog kompozisiyasynyn hem biyektiw
bolyandygyny subut etmeli, yagny (fog)'=g'of"l.

1.4.5. Kuwwatlylyk
Eger X— Y biyektiw sekillenme bolsa, onda X we Y kopliiklere

------
------

------

Natural sanlaryn kopliigi hemme jiibiit sanlaryn kopliigi bilen
dengiiyclidir. Bu yerden kopliigin 6z bolek kopligi bilen hem
dengiiy¢li bolup biljekdigi gelip ¢ykyar. Bu hisiyet hemme tiikeniksiz
kopliikler ticin mahsusdyr. Tiikenikli kopliikler {i¢in bu tassyklama
dogry daldir.

1.5. Sanamak. Elementar tozdestwolar

Kopliikler nazaryyetinde sanamaklygyn meseleleri ¢oziilende
hasaplamak {i¢in asakdaky diizgiinler ginden ulanylyar:

1. Deiilik diizgiini. Eger A we B tiikenikli koplikler we F: 4 — B
biyektiw sekillenme bolsa, onda |4|=|B|, bu yerde |4| — tiikenikli A
kopliigin elementlerinini sany;

2. Jemleme diizgiini. Eger, 4,,4,,....A, tikenikli kesismeyin
kopliikler bolsa, onda [4,U...UA4,|=4, |+....HA4,];

3. Kopeltmek diizgiini. Eger, 4,,4,, ....A, — tiikenikli kopliikler
bolsa, |4, % ... XA, |=|4,[%....X|4,];

Yokarda gorkezilen diizgiinleri sanamagy girizmek bilen bagly
meseleleri ¢ozmekde ulanalyn.

1. Goy, A={a,,...,a,} we B=1{b,,...,b, } koplikler berlen bolsun.
n — A kopligin, m — B kopligin elementlerinin sany bolsun, onda
F:A— B islendik sekillenméni n uzynlykly B kopligin (' (a,)),...,F(a,))
elementlerinden diiziilen kopliikk gorniisinde berip bolar. Seylelikde,
F:A— B sekillenménin sany |B|“'=m" formula bilen kesgitlenilyar.
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Eger bizi bolekleyin sekillenménin 4-dan B-e ¢enli sany
gyzyklandyrsa, onda ol (1+|B|)"'=(1+m)" — formula bilen berlip
bilner.

2. Goy, n—A kopligin m bolsa B kopligin inyektiw
sekillenmesinii sany bolsun. Islendik F': 4 — B — inyektiw sekillenme
n uzynlykly B kopligin (F(a,),.....F(a,) gormisli elementlerinin
birbahaly képliigi arkaly berilyér. F'(a)+F(a), i+j. F(a,) — element |B|
bahany almagy miimkin. F'(a,) — bellenen halda F'(a,) — element
|B|—1 bahany almagy miimkin. Seylelikde, F:4—B — inyektiw
sekillenménift sany |B|(|B|~1)...(|B|-|4+1|)=m(m—=1)..(m—n+1)
formula bilen kesgitlenilyér.

3. n — berlen kopliiginn bolek & elementli kopliiginini sany. Goy,
A={a,,...a,} —|B|=k sertde 0<k<n, BcA bolsa, kopliigin sanyny

n
tapmak talap edilyan bolsun. Pl gozlenilyén san we goy, B, ...B[n)
k

— k elementli bolek kopliik 4 bolsun.
Her bir B, kopliige £ sany inyektiw sekillenméni gabat getirmek
miimkin:

1 2
F:( k], N, ={1,2,..k}, B ={ay,...a,}.

a, d, dy

n
Seylelikde, hemme ( j — k — elementli 4 bolek kopliige

k

n
(kj x k! — inyektiw sekillenméni gabat getirip bolar. Onda F': N,— A

n
— inyektiw sekillenménifi sany ( kj k! — sana den bolar, yagny
n
n(n—-1)..(n—k+1)= [ijk! .

) n) nn-1)..(n-k+1)  n! NN R
Bu yerden, [k]_ il _k!(n—k)!’o'_l’ ) =1

2. Sargyt Ne84 17



n
(%j =0, £>n bolanda {kj — sana binomial Kkoeffisiyent diyilyar.

a € A — elementi bellép, |4A|=n 4 — kopliigin hemme & bolek kopliiklerini
iki sany klasa boliip bolar:
1. a — elementi saklayanlar; 2. a — elementi saklamayanlar.

n_
I-nji yagdayda ( i J bolek kopliigi alarys, induksiyanyn

k—1)"

tassyklamasyna gord, = 7
(k=D (n—k)!

n—q (n—1)!

-1
2-nji yagdayda [nk J bolek kopliikleri alarys, induksiyanyn

tassvkl N R (n=D!
assyklamasyna gori, =

Y yna g k) K—k—1)!
Seylelikde, & bolek kopliiklerit umumy sany (jemleme diizgiinine

gord) asakdaky ululyga dendir:

n—1 n—1 n—1)! n—1)! n—1)! 1 1 n! n

[k+lj+( k j: (k+(1)!(n)fk)!+k!((nfk)71)! - (k—1§!(n—)k—1)![n—k7}: k!(n—k)!:[kj

4. n — berlen kopliigint hemme bdlek kopliiklerininn sany. Goy,
A — n elementden diiziilen kopliik bolsun. B(A4) — A kopliigin bahasy
bolsun, bizi |B(4)| san gyzyklandyryar.

{0,1} kopliige seredelin we bu kopliik bilen B(4) kopliigin
biyektiw gabat gelmesini gurnalyn.

F:4-{0.1}. Erkin 4, bolek képlik i¢in 4,4, F, : 4—> {0.1} ,

FAl(a):{

Eger 4,+4,, F, +F, bolsa, F:4-{0,1} sekillenme 4,4, bu

leger —ae A;

0,eger —ae A4,

" (n
yerde, A,={ala € A we F(a)=1}. Bu yerden, B(4)=2" Z(kj =2",

k=0
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1.6. Binomial koeffisiyentlerinn we olar bilen bagly
toZdestwolaryn hisiyetleri

Kombinatoriki hasaplamalarda binomial koeffisiyentler esasy orun
oynayar. Olaryn Ustiinde amallar gecirilende asakdaky héasiyetlerden
peydalanylyar:

1. :( J — simmetriya hédsiyeti,
k n—
n n—1 n—1
2. = + — gosmak hésiyeti;
-1
3. i — indeksi peseltmek hasiyeti,
k) k\k-1

R A I n-k — indeksleri ¢alsyrma hisiyeti;
m)\ k k)\m-k

(AT

6. Goy, p — yonekey san bolsun, onda:

a) ’; j — 0(mod p); 1<k<p<1 bolanda;

b) pk_ lj = (—l)k (mod p); 0<k<p<1 bolanda;

7. ) i(Z}z"; b) é(—l)k[g=o;

k=0

Q)

Wandermondyn tozdestwosy;
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Yumuslar

Tozdestwony subut etmeli.

4.1_[;]+(zj_(g]+ ..... 2% o
s (1]@@ (7] ..... 2 sin %

1.7. Binar gatnasyklar

1.7.1. Esasy diisiinjeler

Kesgitlemeler. Goy, 4, %.....xA4, kopliiklerin dekart kdpeltmek
hasyly berlen bolsun.

RcA,x...xA, bolek koplige n orunly 4,.....4, kopligin

a,.....,a, elementlere bolsa R gatnasykda yerlesen diyyirler.

Eger (a,,....,a,) € R, A, % A, dekart kdpeltmek hasylynynl R binar
gatnasygyna A,-iil 4,-4 gabat gelmesi hem diyilyar.

Eger A=A V.=1, bolsa, A kopliigin »n orunly gatnasygy
berlipdir diyyarler.

Eger RcA,xA4, — A, we A, bolek kopliiklerin gabat gelmesi
binar gatnasyk bolsa, onda olaryn P,, R we P,, R proyeksiyalaryny
hem kesgitlemek miimkin:
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PrR= {at1 |(a1, a,) € R, islendik a, € 4, iigin};

Pr,R={a,|(a,a,) € R, islendik a, € 4, iigin};

Eger Pr,R = A, bolsa, onda R gatnasyk kesgitlenendir.

Eger Pr,R = A4, bolsa, onda R gatnagyk suryektiwdir.

Goy, A — n koplik a,,a,, ....a, elementlerden diiziilen bolsun.

Onda R-ifi 4 bolan binar gatnasygy D, ={r, },i,s €1,n matrisany
kesgitleyér:

_ | Leger—aRa;

* 0, tersine bolanda.

D, — matrisa, R binar gatnagygy bir bahaly kesgitleydr. 4,%x 4,
kopliiklerinn R binar gatnasygy F: 4, — A, kesgitleyar.

Eger a,Ra, we a/Ra,=~a =a bolsa, onda (a,a,)cR
kopliiklerin jiibiiti F sekillenménin grafigini beryér.

1.7.2. Gatnasyklar bilen gecirilyin amallar

Kopliikler bilen amallarynl gegirilisi yaly, gatnagyklar bilen hem
nazary kopliik amallaryny kesgitldp bolar.

Yonekeylilik iicin 4 kopliigiii binar gatnasygy berlen diyip
hasaplalyn.

R, we R, binar gatnagyklaryn kesismesi (R,(R,) diyip, 4 kopliigin
jubiit elementlerinin kesismesi bolyan binar gatnasyga aydylyar.

a, (R NR)a, < aRa, we a,R,a,.

R, we R, gatnagyklaryn birlesmesi (R, UR,) diylip, A kopligin
jubiit elementlerinin birlesmesi bolyan binar gatnagyga aydylyar.

a,(R UR))a, < aRa, ya-da a\R,a,.

Binar gatnagyklar iicin girizme amaly R, CR,, eger R, gatnasyk
ticin 4 kopliigin jiibiit elementleri R, gatnasyk ticin kopliiklerin jiibiiti
saklanyan bolsa, onda girizme amaly kesgitlenen diyilyar.

R gatnasygyi doldurgyjy diylip, a,Ra, < (a,,a,)€R sertde

kesgitlenyén R gatnasyga aydylyar.
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Eger R — A-nyn gatnasygy bolsa, onda ona ters R gatnagyk
a,R'a,=a,Ra, sertde kesgitlenilyar.

Eger R,, R, — A-ny1n gatnagyklary bolsa, R, X R, kopeltmek hasyly
a,(R xR,)a, <=-3be 4| a,R,b we bR,a, — sertde kesgitlenilyar.

R gatnagygyn tranzitiw (goni yol bilen) utgasdyrmagy Iv2 -
asakdaky formula bilen kesgitlenilyér:

Vv
1
aRa, <=-3(z,=a,z,....2,, =a,) € A" |z,Rz,...,z, Rz,)
Bu yerden,
\2
a|Ra, < Eln‘alR"aT
Seylelikde,

R=RURUR'U...

1.7.3. Gatnasyklar bilen gecirilyin amallaryn hésiyetleri

Gatnasyklaryn kesisme, birikme, doldurma amallary kopliiklerin
amallary bilen gabat gelyédr we olaryn hdsiyetlerine eyedir.

Indi algebraik amallara seredelin.

1. Owriilme hisiyeti:

(R =R

a (R 'a,<==a,R'a, < aRa,.

2. Assosiatiw kanun:

(R,"R)) Ry=R, (R, Ry);

Eger, a,(R,"R,) R;a,, onda ze€ 4, a,(R,"R,)z,zR; a,;

a(R -R,)-Iwe 4, aRw we

Ryz= zR,a, = W(R, - R;)a, = aR,(R, - R))a,.

Tersine, eger, aR -(R,-R;)Iwe 4, a, R, w we w(R, R;)a,,
W(R,-R))a, 3ze AwR,z we zR,a,; a,Riw we wR,z alarys.

a,(R,"R)z=R;a,, a;(R,"R,)) Ry ay;
3. Kopeltmegin owrililme diizgiini:
(R-R)'=R"R>.
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4. Distributiw kanunlar:

a) (RUR)-R,=(R-R)H)U(R,R);

b) R,(RUR)=(R,-R)U(R,-R));

¢) (RNR,) R, = (R R)N(R-R,);

d) RR,(RNR)<R,-RNR,-R,;

) (RUR)" =R"UR,";

2) (RNR)" =R'NR,;

7z) RSR =-R'cR;

k) R<R,=-R-RcR,-R we R-R CR-RVR;
) R CR, =>;€1g;€z;

m) k:fe

Yumuslar

1. Islendik R binar gatnasyk iigin R =(R)" bolyandygyny
subut etmeli.

2. Eger R,cR, bolsa, a) R' = R,'; b) Ri  R> —bolyandygyny
subut etmeli.

3. Goy, 4 — n elementden ybarat bolan gutarnykly kopliik bolsun,
A kopliigin binar gatnagyklaryny tapmaly.

1.7.4. Binar gatnasyklaryn yorite gorniisleri

1. Ekwiwalentlilik gatnasygy. Eger aRava e A denlik yerine

------

Esasy dioganaly birlikler bolan matrisa refleksiw gatnagyga mysal
bolup biler. Bu yagdayda R — gatnagyk simmetrikdir.
Eger islendik a,,a,€A4 l¢in a,Ra=>a,Ra, bolsa, onda R —

------

Dy=(ry); r,=r;Vvi,s=i,n matrisa mysal bolup biler.
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Eger va,,a,,a,€ A4, a,Ra, we a,Ra,=~a,Ra, bolsa, onda R
sekillendirilyén graflarda aydyn gorkezip bolyar.

Eger binar gatnagyk refleksiw, simmetrik we tranzitiw bolsa, onda
R gatnagygyn refleksiwliginde a € R[a], va e 4 gelip ¢ykyar we 4
kopliigini her bir elementi a € A ekwiwalentlilik klasynda yerlesyér
diyilyér.

Eger R ekwiwalentlilik gatnasygy bolsa, ekwiwalentlilik klasynyn

Goy, 4 — erkin kopliik bolsun. x=(x,) kopliiklerit masgalasynda
i € s, s — indekslerin kopliigi bolsun, eger asakdaky sertler yerine yetse:

1. Ux,=4.

2. x,Nx,=q, i#s, i,j €s, onda x,c A4, A erkin képliigi bolmiini

Teorema. Goy, x=(x,), ies; A kopligin boliinmesi bolsun.
Goy, R—A-nyn binar gatnasygy bolsun, kesgitlenen sertde
aRa, <=~3Ties |ai , @, € X,, R gatnagyk ekwiwalentlilik gatnagygydyr.

Ekwiwalent gatnagyklar bilen gecirilyin amallar. Asakdaky
tassyklamalar dogrydyr:

1. Eger R — ekwiwalentlilik gatnasygy bolsa, onda R' hem
ekwiwalentlilik gatnasygydyr.

2. Eger R, R, — ekwiwalent gatnasygy bolsalar, onda R, R, hem
ekwiwalent gatnasygydyr.

3. Eger R, R, ekwiwalent gatnagyk bolsa, R, (R, gatnasyk diiie
R,-R,=R,UR, sert yerine yeten yagdayynda ekwiwalent gatnasyk
bolar.

4. R eR, ekwiwalent gatnagyklaryn kopeltmek hasyly dine
R,-R,=R,-R, sert yerine yetende ekwiwalent gatnasyk bolar.

2. Tolerant gatnasyklar. Eger gatnasyk refleksiw we simmetrik
bolsa, onda A kopliigin R binar gatnasygyna tolerant gatnasyk

......

------
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Tolerant gatnasyklaryn tistiinde hem adaty amallary gegirip bolar.
Eger T, we T, gatnasyklar tolerant gatnasyklar bolsalar, onda

T\UT,, T\NT,, T, T gatnagyklar hem tolerantdyrlar.

Teorema. 7 - 7, kopeltmek hasylynyn tolerant gatnagyk bolmagy
ticin 7, we T, — gatnagygyn tolerant bolmagy we 7,-7,=T,- T yerine
yetmegi zerurdyr we yeterlikdir.

3. Bolekleyin tertipli gatnasyklar. Eger aRb, bRa=>a=>b hésiyet
dogry bolsa, onda A4 kopliigin R binar gatnagygyna antisimmetrik

------

------

Goy, A harplaryn tertipli berkidilip bellenen elipbiy kopliigi
bolsun. Sozlerden diiziilen 4" kopliige seredelin. A™ kopliigin ¢yzykly
tertibini asakdaky gorniisde kesgitlélin.

1. Bir harpdan diiziilen sozler tertibi 4 elipbiyin tertibi bilen
gabat gelyar.

2. Erkin iki sany soz ii¢in S,=a,,a,,...a,, we S,=a,,a,,...a,,. A
elipbiyde S, 0S,<>0—A4" ¢yzykly tertibi beryén sert yerine yetmelidir.

1. §,=pa,a,, S,=pa, a, we a,0a,. Bu yerde, p, q,, g, — birndge
sozler a,a; € 4,

2. 8,=S8,p; p — bos dil soz.

Bolekleyin tertipli gatnagyklaryn iistiinde adaty amallar gecirip
bolar.

Eger R,, R, bolekleyin tertipli gatnagyklar bolsalar, R,”', R,NR,
gatnagyklaryn hem bolekleyin tertipli gatnagyklar bolmagyny
gorkezmegiii kyngylygy yokdur.

Teorema. R, JR, — birlesménin bolekleyin tertipli gatnasyklar
bolmagy li¢in asakdaky degisliliginn yerine yetmegi zerurdyr.

R-R,UR,-R R UR,.

Girizilen binar gatnasyklar bilen baglanysykly san gatnagyklaryna
degisli mysallar getirelinn. Goy, 4 — n elementli kopliik bolsun.

1. 4 kopliigin binar gatnagyklarynyn sany 2" -a defi.
2. A kopligin refleksiw gatnagyklarynyn sany 277" ¢ de.

n(rHl)*l

3. 4 koplugin simmetrik gatnasyklarynyn sany 2 2 -e den.
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n(n—])"‘l

4. A — koplugin toleriant gatnasyklarynyn sany 2 2 e den.
Teorema. Goy, p,—n elementli kopligin » ekwiwalent
gatnasyklarynyn sany bolsun. Onda asakdaky formula dogrudyr:

P, =Z('fij -1,

P, funksiyanyn birndce baglangy¢ bahalarynyn tablisasyny
getirelin.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P, 1 1 2 5 15 | 52 | 203 | 877 | 4110 | 21147

P, sana Bellanyi sany diyilyar.

P, bilen n elementli kopliigin £ ekwiwalent gatnagygyny bellaliii.
Teorema. P, san iicin asakdaky gatnagyklar dogrudyr:

Pyu=P, 1t kp, 1 i

P, =1,P,=0.

Yumuslar

n—1

1. n elementli kopliigin +2"" 3 rangly ekwiwalent

gatnasykdygyny subut etmeli.

2. n celementli kopligin 2" '—1 2 rangly ekwiwalent
gatnasykdygyny subut etmeli.

3. E, (n uzynlykly ikilik toplumlarynyn kopliigi) islendik bolek
kopliik ti¢in (n+2)-den az bolmadyk toplumyn saklanyandygyny we
jiibiit detiesdirilmeyén toplumyn saklanyandygyny subut etmeli.

4. Islendik k elementi saklayan (O < k < n)e x € E, toplum (nobat)
icin 2¢+2"*—1 denesdirilydn toplumyn bardygyny subut etmeli.
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II. KOMBINATORIKANYN ELEMENTLERI

2.1. Saylama

Goy, U={a,,a,,...,a,} tikenikli sanly elementlerin kopliigi
bolsun. @, , a,, ..., a, , a, €U,j=1,2, .., relementlerii toplumyna

seredelin. Bu topluma n elementden r gowriimli saylama diyilyar.

U kopliikdiki islendik bolek kopliik saylama bolup duryar. Yone
islendik saylama U kopliigin bolek kopliigi dildir, sebdbi saylama
bolek kopliikden tapawutlylykda sol bir element birndce gezek girip
biler.

Kombinatorikanyi esasy meseleleri n elementlerden diiziilen
gowriimli saylamalarynn sanyna baglydyr. Saylamalar kébir sertlere
boyun egyirler. Saylamalaryn sany kopliikler nazaryyetinin iki sany
diizgilinine esaslanyar.

Jemlemek diizgiini: Eger-de card A = m, card B=n we A(\B=J
bolsa, onda card AUB = m+n.

Kombinatorikanyn dilinde seyle manyny beryir: eger 4 obyekti
m usul bilen, B obyekti galan n usul bilen saylap bolyan bolsa, onda
“A ya-da B” saylamany m+n usul bilen amala asyryp bolar.

Kopeltmek diizgiini: Eger-de, card A=m, card B=n bolsa, onda
card (4 X B)=m"n.

Kombinatorikanyn dilinde seyle manyny beryir: eger 4 obyekti
m usul bilen saylap bolyan bolsa, A-nyn islendik saylamasynda B
obyekt n usul bilen saylanyp bilner, onda “4 we B” saylamany mn
usul bilen amala asyryp bolar.

1-nji mysal. Goy, 4 = 10 {diirli sokoladlar}, B =5 {diirli gaply
kokeler} bolsun. “4 ya-da B” we “4 we B” saylamany tapmaly.

Coziilisi. “4 ya-da B” saylama haysy hem bolsa birinin saylanyp
alynmagyny anlladyar, onun 15 sany saylama usuly bar. “4 we B”
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saylama 1 sany sokolad we 1 gap kokédni saylamaklygy ailadyar,
seyle saylamanyn 50 sany usuly bar.

2-nji mysal. Iki sany alty granly siink zynylyar. Olaryn ikisinde
hem jiibiit ogkolarynn ya-da ikisinde hem tidk ockolaryn diismek
miimkingiliklerinii sany nige?

Coziilisi. Goy, m — bir slinkde jibiit ockonyn diismek
miimkingilikleriniii sany, n — tik ockonyn diismek miimkingiliklerinin
sany bolsun. Bu yerde, m=n=3. Kopeltmek diizgiini boyunga
jubiit, edil sonun yaly-da, tik ockolaryn sany 9-a den. Gosmak
diizgiini boyunca iki sany jibiit we iki sany tdk ogkolaryn diismek
miimkingiliklerinini sany 18-e denl bolar.

Kesgitleme: Eger-de elementlerinin yerlesis tertibi berlen
yerlesis tertibi &hmiyetsiz bolsa, onda ol saylama tertiplesdirimedik
diyilyar.

2.2. Calsyrmalar

Kesgitleme: Ahli elementi diirli bolan, n elementden alnan n
gowrilimli tertiplesdirilen saylamalara n elementden alnan ¢alsyrmalar

Teorema: P, = n! (n! = 1*2*3....(n — 2)*(n — 1)*n).

Subudy induksiya usulynda getirilyér. n=1 bolanda, ¢alsyrmalaryn
sany bire defi, onda P,=1!. Goy, n=k bolanda teorema dogry bolsun:
P, = k!, onun n = k + 1 iicin hem dogrylygyny gorkezelil. (k+1)-nji
elemente seredeliii, ony A+1 usul bilen alyp bolyan 4 obyekt diyip
hasap edelin. Onda B obyekt — galan k elementden k& boyunca alnan
tertiplesdirilen saylamadyr. Induktiw ¢aklama boyunga B obyekti
k! usul bilen alyp bolar. Kopeltmek diizgiini boyunca 4 we B-ni
k!(k+1) = (k+1)! usulda saylap bolar. 4 we B-ni bilelikde saylamak
k+1 elementden k+1 boyunca alnan tertiplesdirilen saylamadyr.

3-nji mysal. 10 sany diirli kitaby tekjede nédce usul bilen
yerlesdirip bolar? Jogaby: 10!

Basgaca pikir yoredip hem bolar. Birinji elementi n usul bilen
saylap alyp bolar. Soiira ikinji elementi (n—1) usul bilen saylap alyp
bolar. Kdpeltmek diizgiini boyunca iki elementin tertiplesdirilen
saylamasyny n % (n—1) usul bilen amala agyryp bolar. Sofira ii¢linji
elementi saylayarys, ony saylap almak ti¢cin n — 2 miimkingilik galyar,
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in sonkky elementi difie bir usul bilen alyp bolar. Biz yene-de o6iiki
formula dolanyp geldik: n(n—1)(n—r) ... 1.

2.3. Yerlesdirmeler

n elementden alnan m goéwriimli (m < n) diirli elementlerden

n elementden diiziilmegi mimkin bolan m elementli
yerlesdirmelerin hemmesinin sany A" bilen bellenilyr.

n!
(n—m)!

Subudy. x=4" yaly belldlin. Onda galan (n—m) elementi
(n—m)! usul bilen tertiplesdirip bolar. Kopeltmek diizgiini boyunga,
eger A obyekti x usul bilen saylap alyp bolyan bolsa, B obyekti
bolsa, (n — m)! usul bilen saylap alyp bolyan bolsa, onda “4 we B”
bilelikddki saylamany x-(n — m)! usul bilen amala asyryp bolar,
“A we B” bilelikddki saylama bolsa, calsyrmadyr we P, = n! Bu

n!
(n—m)!’

Basgaca pikir yoredilse, birinji elementi » usul bilen, ikinjini
(n — 1) usul bilen we s.m., m-nji elementi (n — m + 1) usul bilen
saylayarys. Kopeltmek diizgiini boyunca n(n — 1)...(n — m +1) san
A" bilen gabat gelyar.

4-nji mysal. 15 adamdan diiziilen topar 3 sany diirli kitap utdylar.

Bu kitaplary topardaky adamlara nédce usul bilen paylap bolar?

|
£, :% = 151413 = 2730 bolar.

Teorema: 4" =

yerden, x=A4" =

2.4. Utgasdyrmalar

n elementden alnan m gowriimli (m<n) tertiplesdirilmedik

......

m!

Teorema: C,' = ———.
m!(n—m)!

Subudy. Gorniisi yaly, A" =C"m!. Hakykatdanam, 4 obyekt

n elementden alnan m gowriimli tertiplesdirilmedik saylamalar,
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olaryn sany C'. m element saylanandan sonra, olary m! usul bilen
tertiplesdirip bolar (B obyekt — saylamadaky “tertiplesdirmek” bolup
duryar). “4 we B” bilelikdiki saylama — tertiplesdirilen saylama.
5-nji mysal. 15 adamdan diiziilen topar 3 sany birmeiizes kitap
utdylar. Bu kitaplary topardaky adamlara néce usul bilen paylap bolar?

3 15! 15x14x13

U320 1x2x3

Utgasdyrmalar, yerlesdirmeler we calsyrmalar berlen kopliigin

bolek kopliikleri bolup duryarlar. Bolek kopliklere degisli dél
saylamalara seredelin.

=455.

2.5. Gaytalanyan yerlesdirmeler

n elementden alnan m gowriimli elementleri gaytalanyp bilyin
Olaryn sany 4 (n) bilen bellenilyir.
Teorema: A" (n) = n".

Subudy. Birinji element 7 usul bilen saylanyp alnyp bilner, ikinji
element hem # usul bilen saylanyp alnyp bilner we sona menzeslikde,
m-nji element hem » usul bilen saylanyp alnyp bilner. Kdpeltmek
diizgiini boyunga, olaryn sany n".

6-njy mysal. Kodlanan acaryn dort sany razryady bar, her bir
razrzyadda biri-biri bilen baglansyksyz 0-dan 9-a ¢enli sifrleri saylap
alyp bolar. Miimkin bolan kombinasiyalaryi sany néce?

Bu yerde n = 10, m = 4 we teorema layyklykda jogaby 10* bolar.

7-nji mysal. m uzynlykly wektora seredelin, onun koordinatalary
dine 2 sany bahany 0 ya-da 1-i alyp bilydr. Seyle wektorlaryn sany
nige?

Bu m gowrlimli 2 element boyunca saylamadyr. Jogaby: 2.

2.6. Gaytalanyan calsyrma

k, sany birinji gorniisli, k, sany ikinji gérniigli we s.m., k, sany
s-nji gorniisli elementleri bolan n sany element bar diyelin, sonlukda,
k, + k, + ... + k, = n. n elment boyunca seyle n elementlerden diiziilen
tertiplesdirilen saylama gaytalanyan calsyrma diyilyir, olaryn sany
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C.(k, k,, ..., k) yaly bellenyér. C, (k,, k,, ..., k) sanlara polinomial
koeffisiyentler diyilyar.

n!
k Ve \k

Subudyny s boyunga, yagny elementlerin gorniiglerinin sany
boyunga induksiyany ulanyp gegireli, s=1 bolanda tassyklama
gorniip dur: k,=n, dhli elementi bir gérniisli we C (n)=1. Induksiyanyn
bazasy hokmiinde s =2-ni alalyn, n = k, + k,. Bu yagdayda gaytalanyan
calsyrma n elementden k, (ya-da k,) element boyunga utgasdyrma
owrller: k, sany yer saylalyn, ona birinji gorniisli elementleri
yerlesdirelin.

Teorema: C (k, ..., k) =

! !
Colkih) = € ==
k\n-k)! k!k,!
Goy, formula s = m li¢in dogry diyelin, yagny n =k, +... + k, we
!
Ckyy s k)= — 1
k k) k !

Onuns=m+1(mn=k +..+k,+k,,) lUcin dogrulygyny subut
edelin.

Bu yagdayda gaytalanyan ¢alsyrmany iki sany obyekti bilelikde
saylama hokmiinde seredip bolar:

A obyekt (m + 1)-nji gorniisli element ii¢in &, , sany yer saylamak,
B obyekt (n — k,,.,) element boyunca gaytalanyan calsyrma. 4 obyekti
C,f’"*‘ usul bilen, B obyekti C wk, .y (K5 .. k,) usul bilen saylap bolar.
Kopeltmek diizglini boyunga

C,(kysewrsk Ky ) = Cy x C, o hek,) =
B n! (n k,.)! n!
(kmﬂ)!(n-kmﬂ)' k k. k, 1 k 'k, k k!

Biz talap edilydn formulany aldyk.

!
Bellik: C =— T anlara binominal koeffisiyentler
m!(n—m)!

------
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Bu formuladan C" =C"™".

8-nji mysal. “Matematika” soziinddki harplaryn yerini ¢alsyp,
nice sany diirli soz alyp bolar?

Coziilisi. “a” harp 3 gezek giryér (k, = 3), “m” — 2 gezek (k, = 2),
“r’—2 gezek (k; = 2), “e”, “k”, “i” harplar bir gezekden giryirler, bu
yerden, ky =k, = ks = 1.

|
Co3,2,,2, 1,1, 1) = —2 — 151200,
312121

2.7. Gaytalanyan utgasdyrma

Goy, n gorniigli elementler bar bolsun, her bir gorniis m-den
az bolmadyk birmeiizes elementleri 6ziinde saklayar. Bar elementler
boyunga m gowriimli tertiplesdirilmedik saylama (onun sany > m x n)

Gaytalanyan utgasdyrmanyn sany C!" (n) bilen bellenyar.

Teorema: C'(n) =C, ..

Subudy. Goy, saylama birinji gérniisli m/ element, ikinji gérniisli
m, element, ..., n-nji gérniisli mn element degisli bolsun. Her biri {i¢in
0<m.,<m u m,+m,+...+ m,=m. Bu saylama seyle gorniigli wektory
degisli edip bolyar:

b,=(11...1011...10...011...1).

Tertiplesdirilmedik gaytalanyan saylamalar kopliigi we {b,}
wektorlar kopliiginin arasynda bieksiyanyn barlygy aydyndyr.
Seylelikde, C" (n) san b, wektorlaryn sanyna dendir. b, “Wektoryn
uzynlygy” 0 we 1 sana dendir, ya-da m + n — 1. Wektorlaryn sany
m birligi m + n — 1 yere goymak miimkingiliklerininn sanyna dendir.
Ol bolsa C,, | den.

9-njy mysal. Konditer diikanynda bally kokeleriii 7 gdrniisi bar.
Alyjy olardan 4 gérniisini alyar. Ol muny néce usul bilen amala agyryp
biler?

oo 10! 7x8x9x10

T 4160 1x2x3x4
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10-njy mysal. Goy, V' = {a, b, ¢} we saylamanyn gowriimi bolsa
m=2 denn bolsun. Calsyrmalary, yerlesdirmeleri, utgasdyrmalary,
gaytalanyan yerlesdirmeleri, gaytalanyan utgasdyrmalary tapmaly.
1. Calsyrmalar: {abc, bac, bca, ach, cab, cba}. P3=3!=6.
, !
2. Yerlesdirmeler: {(ab), (bc), (ac), (ba), (cb), (ca)}. A; = % =06.
!
LI
112!
4. Gaytalanyan yerlesdirmeler: {(ab), (bc), (ac), (ba), (cb), (ca),
(aa), (bb), (cc)}. 4 (3)=32=09.
5. Gaytalanyan utgasdyrmalar: {(ab), (bc), (ca), (aa), (bb), (cc)}.

Ci0)=Cio =Ci="2 =6

3. Utgasdyrmalar: {(ab), (ac), (bc)}. C;

2.8. Kombinatorika degisli meseleler

1. Bir giinliik rejede 5 sany sapak bar. On bir sany dersden
saylamaly bolanda, seyle rejeleriii sanyny kesgitlemeli.

Jogaby: 55 440.

2. Is topary baslykdan, onun orunbasaryndan we yene-de bis
sany adamdan ybarat. Is toparynyn agzalary 6z aralaryndaky borglary
nice usul bilen paylasyp bilerler?

Jogaby: 42.

3. 20 adamdan ybarat bolan topardan ii¢ sany nobat¢yny nice
usul bilen saylap bolar?

Jogaby: 1140.

4. Eger her bir ses diiziimi 3-den 10-a ¢enli sesden duryan bolsa,
saylanan 10 klawisada nédge sany diirli-diirli ses diiziimlerini alyp
bolar?

Jogaby: 968.

5. Giildana 10 sany gyzyl we 5 sany giilgiine renkli ¢igildem
giilleri dur. Giildandan 5 sany sol bir renkli ¢igildimleri ndge usul
bilen saylap bolar?

Jogaby: 253.

3. Sargyt Ne84 33



6. Tramway gatnawlarynyn belgileri kdwagt iki sany renkli
fonarlar bilen bellenyérler. Eger-de, sekiz sany reiikli fonarlar ulanylsa,
nice sany diirli gatnawlary belldp bolar?

Jogaby: 64.

7. 16 sany komanda gatnagyan ¢empionat iki aylawda gegirilyér
(yagny her bir komanda islendik beyleki komanda bilen iki gezek
dususyar). Nége sany dususyk gecirilmelidigini kesgitlemeli.

Jogaby: 240.

8. Gulp dine kesgitli ii¢ belgili san basylanda agylyar. Berlen
5 sifrin tiglisi totdnden basylyar. Bar bolan &hli miimkingiliklerin in
sonikusynda gerekli nomeri tapmak basartdy. Gerekli nomer tapylyanga
nd¢e synanysyk ge¢irildi?

Jogaby: 124.

9. 800+400+200+100 estafetasyna gatnasjak dortliigi 15 adamdan
ybarat topardan saylap alyarlar. Sportsmenleri estafetanyn etaplarynda
nég¢e usul bilen yerlesdirip bolar?

Jogaby: 32 760.

10. Bis adamdan ybarat bolan topar suwda yiizmek boyunga
yarysa gatnasyarlar, ol yarysa yene-de 20 sportsmen gatnasyar. Bu
toparyn agzalarynyn alan yerleri nége usul bilen paylanylyp bilner?

Jogaby: 25!/20!.

11. Kiist tagtasynyn Ustiinde yerlesen iki sany pili biri beylekisini
almaz yaly nice usulda yerlesdirip bolar (Bir pilin beylekini almagy
licin onun bilen kiist tagtasynyn bir gorizontalynda ya-da bir
wertikalynda yerlesmeli)?

Jogaby: 3 126.

12. Diirli renikli iki sany pil kiist tagtasynda biri beylekisini alar
yaly yagdayda yerlesen. Sunun yaly nédge sany yerlesdirmeler bolup
biler?

Jogaby: 896.

13. Bislesige gatnasyjylaryn sekizisinii ¢ykys etmek tertibi bije
bilen kesgitlenilyér. Bijede nd¢e sany diirli netijeler bolup biler?

Jogaby: 8!.

14. Otuz adam her haysynda on adamdan ybarat bolan {i¢ sany
topara boliindi. Toparlaryn nige sany diirli diiziimi bolup biler?

Jogaby: 30!/(10!)°.
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15. Eger her bir san menzes sifrleri saklamayan bolsa, 0, 1, 3, 5, 7,
sifrlerden 5-e boliinydn dort belgili sanlaryi nigesini diiziip bolar?

Jogaby: 42.

16. Towerek boyunca 10 sany diirli renkli ¢yrajyklary yerlesdirip,
nice sany diirli yagtylanyan halkalary alyp bolar (refikleri sol bir
tertipde bolan halkalar menzes hasap edilyarler)?

Jogaby: 9!.

17. Kitap tekjesinde 30 tomluk yerlesyér. Birinji we ikinji tomlary
duldegsir durmaz yaly olary nice usulda yerlesdirip bolar?

Jogaby: 30!-2-29!.

18. Dort sany atyjynyn oklary sekiz sany nysana degmeli (her
atyjy iki-ikiden). Olar nysanalary 6z aralarynda nége usulda paylagyp
bilerler?

Jogaby: 2 520.

19. 12 adamly topardan 6 giliniin dowamynda her giin iki sany
nobatcyny saylap alyarlar. Her bir adam bir gezek nobatgylyk etmeli
bolanda, nobatgylygyn sanawyny nége usulda diiziip bolar?

Jogaby: 12!/(2!)°.

20.0, 1,2, 3, 4, 5 sifrlerden 3-lik sifri 6zlinde saklayan nége sany
dort belgili sanlary diiziip bolar (Sanlarda sifrler gaytalanmayarlar)?

Jogaby: 204.

2.9. Polinomial teorema

Kopagzalaryn deiiligi licin

!
n_ n! @ oa a
(x,+...4x) = E NN Y
ay+tay=n Ay 2o e Ayt

formula dogrudyr.
Subudy. Deiligin ¢ep tarapyna seredelif.

(x,+otx) =(x +otx) (g +.4x, )=

3
Z A al, ak XXX

at..tap=
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Buyerde, 4(a, ..., o) koeffisiyent dhli o, ..., o0, o, t o, ...+ =n
toplumlaryn sanyna dendir. Bu sany hasaplalyii. x, liytgeyan ululygy »
sany miimkin bolan a, kopeldijilerden, yagny C:* usul bilen saylap
bolar. x, iiytgeyan ululygy n-a, sany miimkin bolan a, kopeldijilerden
saylap bolar. Seylelikde,

A1) = € Cy - C s = ,(nn_!a = Tyt
1° 1/ k* 1° 72" kot
Hususy yagdayda,
n
(x+x,)" = Z Chxlfx)™.
k=0

Nyuton binomynyn klassyky formulasy alynyar.
Yumuslar

1. n — kopliigint hemme bolek kopliiklerinin sany 2n-e dendir.
Gorkezme.

1+ =>.Cs
k=0
denlik dogrudyr.
2. Subut etmeli:
C'+C+CH+...=C +C +C +..
Gorkezme. (1-1)"=0- binoma seretmeli.
3. Subut etmeli:
cro=> cer
i=0

Gorkezme. Asakdaky tozdestwony ulanmaly.
(I+x) (1+x)" =(1+x)".
4. Denligi subut etmeli.

5.).Cl=2" 127" -cos%.
k

Gorkezme. Deillige seretmeli:
A+D)"+ 1+ +(1+7)" =4-> . C.
k
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2.10. Girizmeklik, cykarmaklyk usuly

Goy, N elementden diiziilen X kopliik berlen bolsun. Goy, ¢ sany
P,, P,... P, hisiyet bar bolup, X kopliik bu héasiyetleri ailadyp ya-da
anladyp bilmeyédn bolsun. Goy, N(P,) — X kopliigin P, hdsiyetlerini
anladydn elementlerin sany bolsun. Islendik bodlek koplik iicin
{BI,PZ.Z,...,PI,/} hisiyetleri, N(B,EB,...F) bilen bolsa B.P,..E
hisiyetleri anladyan X kopliigin elementleriniii sanyny bellalin.

1-nji teorema. X koOpliigin yokarda ady agzalan hésiyetleri
anlatmayan N(0) elementlerinin sany asakdaky formula bilen berilyar:

N(0)=S(0)-S(1)+S(2)+...+(-1)'S, . (1)
Bu yerde, S, = N
S,= > N(P..P), k=Lt

1<i<...<i <t

(1) formula girizmegin we ¢cykarmaklygyn formulasy diyilyar.

(1) formulada gorkezilen hdsiyetleri anlatmayan a € X element

bir gezek S, agzada hasaba alynyar we beyleki agzalaryn igine

girmeyér. P, hésiyetli aeX element S, agzada bir gezek we
t

S, = Z N(P) agzada hem bir gezek hasaba alynyar, seylelikde, gosant

i=1
1+(-1)=0.
Takyk F,,F,,...,F, r—hasiyetleri afladyan (r>1) a € X — element

r
S, agzada, gosant 1-1 beryir. S, agzada gosant (1] gezek, gosant
r r r
(1 j -e den. S, agzada gosant (2] gezek, gosant (2} -e den. S, agzada

gosant (l’;] gezek, gosant (-1)* (;j -¢ den.

Seylelikde, (1) denlikde elementlerih umumy gosandy
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1 v r ol T NEa "=0
_[1]+[2J_,,,+(_1) (kj+...+(_1) [J—(l—l) =0.

(1) formulanyn sag tarapy her elementi bir gezek hasaba alyar,
gorkezilen hésiyetleriii birini hem anlatmayanlary 0 gezek hasaba
alyar.

2-nji teorema. X koOpliigin gorkezilen takyk r» hisiyetlerini
anladyan N(r) — elementleriniii sany asakdaky formula arkaly berilyar.

r+1 (r+s [t
N(r)=S. - S+ +(=1) S, +...+(=1 S,.(2)
r r r
Formulanyn sag tarapyndaky 7 hésiyeti ailladyan a € X element
1-nji gosulyjyda bir gezek hasaba alynyar, beyleki gosulyjylarda
hasaba alynmayar. Goy, takyk & hisiyeti anladyan a € X element
r<k<tbolsun. Onda ol S, S, ,,...S, gosulyjylarda, degislilikde,

L

san gezek hasaba alynyar.

O ()i o

Yeiiil barlanylyan tozdestwolary ulanyp alarys:
bl(c) (c)fc—a)
al\b) \a)\b-a)
HE A e ()
- + —...+(=1) .
r 0 r 1 r 2 r)\k—r
Seylelikde, alarys:
0 W g e
- + —...+(=D
r 0 r 1 r 2 k—r

Geljekde girizmegin we ¢ykarmagyn umumylasdyrylan
formulalary asakdaky gorniisde yerine yetiriler.

0.
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Goy, a € A element W(a) agramy aiiladyan bolsun. W(a) — birnice
meydanyn elementi bolsun. { £, F,,..., P, } hésiyetleriii bolek kopligini

W(F,,F,,....F,)bilen X elementitt £, F, ,..., B, hésiyetlerini afiladyan

hemme elementlerin agramlarynyf jemini bellélin.
W, = Z W(Pim“"Pz; )
I<ij <. .<i. <t
W(0) — X elementlerin hemme agramlarynyn jemi.
Goy, E(r) — r hiasiyetleri anladyan X-in hemme elementlerinin
agramlarynyn jemi bolsun.
3-nji teorema. Asakdaky formula dogrudyr:
r+1 r+2 ot
E(r):W(r)—[ j-W(r+1)+[ )-W(r+2)—...+(—l)”[ )-W(t).
r r r
Girizme-¢ykarma formulalarynyn ulanylysyna seredelin.

1. Goy, X,,...,X, X — bolek kopliigin masgalasy bolsun. Onda
asakdaky tozdestwo dogrudyr:

=Zn:|Xf|_ 2 ‘Xi ﬂX,‘+...+(_1)"-1

1<i<j<n

x,U..UX, (4

X,N..NX,

2. Goy, X, Y erkin kopliikler bolsun. |X|=n, |¥Y|=m. Onda W,
suryektiw sekillenméanin sany asakdaky formula bilen berilyar:

m m m
Wmnzmz-( ]~(m—1)”+( j~(m—2)”—...+(—l)"( J-(m—n)”. (%)
1 2 m

3. Goy, X, Y erkin kopliikler bolsun. |[X|=k, |Y|=m. N nabellili
bahalary Y kopliikde bolan f(x,,...,x,), x, € X — funksiya seredelin.
x; Uytgeyan ululuga fiktiw ululyk diyilyar, eger-de

SX,en X XX e X )= (X e X X X0 X); (6)
N=m";
NEB)=m";

N(Pi’Pj)zmk"—z;
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4. Goy, X={X,,...,X } koplik n elementli kdpliik bolsun.

1
0, =(n!y’ ( ETAETES +(=D)" —) (7
Iki sany gapma-garsy ¢alysmanyn sanynyn formulasy:
I 1 1

D =nl1-—+—- - — .
n(l TRETRE ) n!j ®)
Beyleki ¢calysma garsylykly bolan, O, jlibiit tolerant ¢calysmanyn

sany:

(l’l ') _l 1 n—k 1

an k' 1' 2| ( ) (n k)] (9)

Garsylykly jibiit sekillenménin sany M,
M, =m"(m—1)". (10)
K sany fiksirldlin, islendik iki sany fwe g sekillenméi g X>Y

f(x)=g(x) yerine yetse, n — kopliigin m bolsa Y kopliige bolan k&
jubiit tolerant sekillenmesinin sany N, formula bilen berilyir.

N = n NG
=\ g (m=1)""m". (11)

Toplumlary gaytalamazlyk usuly bilen X= {x,...,x,} n—kopliklerii
calysmalaryny gurmagyn meselesine seredelin. Usulyfn mazmuny
asakdakydan ybaratdyr. £<n san berkidilip, ¢ uzynlykly X kopliigin
erkin a=(a,,a,, ...,a,) elementlerinin yzygiderliligine seredilyar. Onda
a yzygiderlilik boyunga 7, calysma asakdaky yaly gurulyar. z,(x,)=a,.

Eger, 7, (x,),...,m,(x,), kesgitlenen bolsa, 7, (x,,,)=a,, bu yerde
in kici indeks 1-e den.
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a#n,(x), a #m,(x,),....a #m,(x,).

Hemme elementleri X (¢>n) koplikkde saklanyan X= {x,...,x,
elipbiyin a=(a,,a,, ...,a,) yzygiderliliginin R , sany asakdaky formula
bilen anladylyar:

n n n\
Rmzn’—( j~(n—l)’+( J~(n—2)’—...+(—l)"£ j (12)
1 2 n

a=(a,a,,...,a,) yzygiderliligi ¢:Y—>X sekillenme, bu yerde,
Y={1,2,.,t} yaly goz oOniine getirsek we a=(a,,a,,...,a,)=(p(1),
®(2),...0(2)) alarys.

Hemme elementleri X={x,...,x,} koplikde saklanyan
a=(a,,a,,...,a,) yzygiderlik ¢ : Y— X suryektiw sekillenmedir.

6. Goy, X={x,...,x,}. X — kopliigin ¢ ¢alysmasynyn

(p(xi);txi’ (p(xi)¢xi+19i€1’n_la (p(‘xn)#xn’ (p(xn)¢x1

sertde U, sanyny tapalyi. Biri-birine garsy bolan calysmalaryin U,
sany bizi gyzyklandyryar.

X, X, .. X, X, X, .. X,
we .
X, X, .. X, X, X, .. X

4-nji teorema. U, san licin asakdaky formula dogrudyr.

m (2n-1 m (2n=2 2
U =ni-—" [ ”1 J~(n—1)!+2nf2( "2 J~(n—2)!—...+(—l)"7”[:)-0! (13)

Bu teoremanyn subudy asakdaky getiriljek iki sany lemmadan
gelip ¢ykyar.

Kesgitleme. (x,x, ) gornisli iki elemente gonsy elementler

1-nji lemma. k elementli X bolek kopliigin gonisy elementlerini
Oziinde saklamayan f(n,k) san asakdaky formula boyunca hasaplanyar:

n—k+1
f(n,k))=( i j (14)
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2-nji lemma. Goy, X kopligin (x,x,.,) iel,n—1 we (x,x,)
gorniisli elementleri gonisy elementler bolsun. Onda & elementli
X bolek kopliigin gonsy elementlerini 6ziinde saklamayan g(n,k) san
asakdaky formula boyunca hasaplanyar:

n—k
- (70 »

2.11. Rekurrent gatnasyklar usuly

g(n,k)) =

Goy, F — birndge meydan we {uy,u,,...} F-in yzygider sanlary
bolsun. Eger a,,...,a, € F elementler bar bolup,
u . =au,  +au, ,+-+a, -u,,
u,, =au +au,  +---+a -u,

un+r = al n+r—1 teeet a U

sert }'/erine yetse, onda bu yzyglderhhge r tertipli rekurrent

......

{u,} — rekurrent yzyglderhhk uc;m
f()=x"—ax"'—..—a = (x—a)el...(x—as)e“

......

Zel. =r,a,,.a, cF.
i=1
Eger
u,=Fu, ,..,u,,), Vnzk (1)

sert yerine yetse, {ugu,,...} elementlerin yzygiderliligi £ tertipli
rekurrent gatnasyklary kanagatlandyryar diyilyér.
Eger
u,=au,  +..+au, ., Vnxk (2)

sert yerine yetse (bu yerde a,,...,a, — elementler), onda rekurrent

......
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g(x) = uytu,x+tu,x>+...,

hatara {u,} yzygiderliliginn ondiiriji funksiyasy diyilyir. Goy {u,}
yzygiderlilik rekurrent bolsun we

1 . .
p(x)=x"f(=)=1-ax—ax’—..—ax" sert yerine yetsin.
X
Kopeltmek hasyla seredelin:

g(x)-p(x) = (iu,-xi)(l —ax-ax’ —.—ax")=

i=0

U, + (u, — auy)x + (u, — au, —auy)x” +..+u,_ —au,_, —..—a,_u)x"" +
-1
+u, —au, | —..—au)x +.+,, —au _,—..—a _u)x  +u, —au, , —..—-
—au)x +..+w, —au,  —au)x"" +..=b+bx+.+b_x" =y (x)
Seylelikde,
Y (x) Y (x)
g(x)= =

p(x)  (=ax) (-ax"

Drobyn sag tarapy dogry drob, ony tiikenikli yonekey droblaryn
jemine dargadalyn:

ﬁ AeF,tSei.
—-ax
g(x) = B By - Be

+ +-

(I-ax) (-ax)’ (1-ax)"

n i " By I B.e,
(I-a,x) (1-a,x)’ (1-a,x)

ﬂsl + ﬁsZ N ﬁses

(I-ax) (-ax)’ (1—o,x)*
Seylelikde,
;k:l_k.x+...+<—k><—k—1>---<—k—(n—1>>-X” .
(1+x) n!

k-1 k-1_2 k-1
=1-C, x+C x" —+(=D)"-C, X"+,
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onda

B

m:ﬁ-i_zc:;i—l Bra”-x"
n=l1

Cep we sag taraplaryil mefizes derejelerini denlép, alarys.

u, =4, (n)aln +q, (n)a; tet g, (n)a:,

Cyzykly rekurrent gatnasyklara mysal edip, Fibonagginiii sanynyi
alnysyny gorkezmek bolar:

u, =1

u, =1

un = un 1 + un—25

f () = —x— 1.
Hasiyetlendiriji (harakteristik) kopagzanyi

14+/5 1-/5
o= p=—-

2 2

kokleri bardyr, yagny
k(x) = (1 - ox)(1 - Bx)

w¢E

g(x)~k(x):iunx"(l—x—x2):u0 +(uy —up)x+ (uy —u, —u)x* +...=1.

Seylelikde,
1 _al@=B) piB-a)_1[ a B
e pn (-ax) | (- _ﬁ{l—ax 1—/3x}

_ %[a(l+ax+a2x2 +a’x’ +..) =B+ Bx+ B+ X +.)]=

:%{(a =B+ (@’ = BH)x+.+ (" = B+

Binenint formulasyny alarys:
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1

u __(OCnH—[)’"H)—L \/§+1 n+1_ i n+l
e B2 5 .

Asakdaky yzygiderliligin mysalynda

u, =1, w,=2, wu,,=8u,—15u,,, n=>1.

2-nji  tertipli rekurrent yzygiderliligin umumy agzasynyn
hasaplanys usulyny gorkezelin. oc we f sanlary asakdaky denlemelerden
tapalyn: o+ =8 we aff =15, (a =3, p=5)

u,,, = 8u,— 15u, .
Deriligi asakdaky gornilisde yazalyn:
Uy = Su, = 3(u, = Su, ),
u,., =3u,=5w,=3u,,).
Sonky denlikden
Uy = S, =3 {3(u, ; — Su, )} =3 (u, , = Su, ) =
=31 (u, — Su,) = 3" (u, — Suy) = — 3",
U,y —3u,=5{5w,, —3u,,)} =5 w,,—3u,,) ="
=5"(u, — 3u,) = - 5"

Bu yerden gelip ¢ykyar:
~ 3l _gn
n 2 *
Indi 3-nji tertipli rekurrent yzygiderlilige seredelin:

u

u,=+1, u, =5, u, =10,
U,y =U.,+5u,, +3u, n=>0.
Bu yzygiderliligin n-nji agzasynyn formulasyny tapalyn:
f(x)=x*—x>—5x - 3.
Hisiyetlendiriji kdpagzanyn 3,-1,-1- kokleri bar. Sona gord
(g + ux +ux®> + .. )1 —x = 5% = 3x%) = uy + (u, — uy)x +
+(uy—u, = Su)x*+0-x*+0-x*+--=1+4x
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Onda g(x) — ondiiriji funksiya asakdaky droba dendir:
1+4x
(1-3x)1+x)*
Bu dogry droby yonekey jemlere dagydalyn.

It4x 4 B _C
1-3x)(1+x)° (1-3x) (+x) (1+x)?*

Denligin sag tarapyny umumy maydalawja getirip, sanawjynyn
menzes derejelerini denldp, asakdaky denlemeleri alarys:
A+B+C=1;
A-3B=0;
24 -2B-3C=4.

Bu denlemeleri ¢oziip, alarys:
A =21/16, B=17/16, C = — 3/4.

Seylelikde,
21 7 3

xX)=145x+ 4] =-3"+—(=1)" + = (n+1)(-1 "“jx”+...
g(x) (16 16( )"+ (DD

21 7 3 |

=34+ —(=D)'"+=(n+D)(-D"",
U, = 16( ) hd )(=1)
n>0.

2.12. Ondiiriji funksiyalar

Hatarlaryn komegi bilen ailadylyan funksiyalara ondiiriji
funksiyalar diyilyar. Olarynl birnédgesini yazalyi:

1. %:bek; a, =1, k>0;
—X k=0
R ! = = (k+1)-x"; a,=k+1, k>0;
—X k=0
1 =1 1
3. In—=) —-xf; =0,a, =—, k>0;
1—x Z'k * Q=D = 0
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|
—_
N
("
=
'~

(__1)k+1
. 1n(1+x):2—-x ; a,=0,a, = ,k>0;

()]
~
—
+
=
p—
~
Il
x
1l 8
f=}
VR
0N
N—
=
=
Q
=
Il
7\
—
bl
|
J—i

6. ex:Zi.xk; ak:i,kZO;
k=0k! k'
© k k

7. " =Yk a, =, k>0
= k! k!

= (r+k—1 +k-1
L _sf” X a =|" k=1,
1-x) = r k
Meseleler

1. Asakdaky rekurrent yzygiderliliklerin umumy agzalaryny
tapmaly:

a) u0=—2,u1=3,u =10un_9un_l’n21;

=3u

2. a,a,...a, sdzde nage usul boyunca yaylary goymak miimkin.
Gorkezme: Goy, {u,} — seyle usullarynn sany bolsun we
u,=0, u,=1 bolsun, onda

n+l

b) u,=Lu,=2,u,=0,u,=—Lu +3u,,,—Tu, , —6u,,n>0.

n+4 n+3

wu,=1, u;=2, u,=3.
Yaylary goymagyi asakdaky usullaryny alarys:
(a, a) as, a, (a, a3),
(a, @) a3) a,, (a, ay) (a5 ay), a, (a, (a5 a,)),
(a, (a, a3)) ay, a, ((a, a3) ay).
u,=u U, Tu,u, o tu,  u,n=2.

n—1

Bu deiilikden ondiiriji funksiya ii¢cin gatnasyk alnar:
f)=2ux": f(x)" = f(x)-x.
i=0
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Bu yerden

1-+V1-4x
J)=—
2
Seylelikde,
N
y = (2n-2)! >
nl(n—1)!

3. Asakdaky yzygiderlilik ii¢in 6ndiiriji funksiyalary tapmaly:
Ln=0,1,...,N,

e { 0,n> N.

Jogaby:

gx)=1+x+-+xV

4. Umumy rekurrent gatnagyklary tapmaly:

a)a,,—4a,, +3a,=0;

b) a,.; +3a,, + 3a,, +a,=0;

¢) @5 — 3,y + @,y — 3a,=0,

a,=3,a,=7,a,=27,

d)a,,—2cosa - a,,+a,=0,a, =cosa, a, = cos2a.

5. Rekurrent gatnasyklary ¢6zmeli:

a)a,,—a,=n,a, =17,

b)a,,+2a,,—8a,=27"-5,a,=-9,a,=45.

6. Goy a, — asakdaky denleménin otrisatel dél ¢ozliwlerinin sany
bolsun.

2x +5y+7z=n
Yax"=(1-x)"1-x)"1-x7)"
n=0

denligi subut etmeli.
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2.13. Hollyn teoremasy

S6zaydyjy hakynda meseld seredelin. Goy, n sany yas oglan
gyzlar bilen dostlagan bolsun we islendik & yas oglanlaryn toparyndan
in bolmanda & sany gyzlar bilen dostlaganlary bar bolsun. Her bir
oglany 0z dostlasan gyzyna 6yermeli diyen pikir aytma dogrumy?

Bu soragyn jogabyna Hollyn teoremay jogap beryar.

Teorema. Goy, S,,S,,...,S, S — koplugin bolek kopliikleri bolsun.
S1,S,, ..., —masgalada diirli wekilleriii bolmagy {i¢in x,,x,,...x, € X
elementler ii¢cin

x,€S,i<n we X, #Xx,1#]. (*)

Islendik diirli 7,,4,, ...,i, indeksler tligin
S, Us, U..Us,
kopliigin i bolmanda £ diirli elementlerinin bolmagy zerurdyr we
yeterlikdir.

Teoremany subut etmezden ozal bir mysala seredelin. Goy,
S={1,2,3,4,5,6} we S,={1,2,3}, S,={1,2,4}, S;={1,2,5}, S,= {2,5,6},
S,=1{2,5,6} kopliikler berlen bolsun.

leS§,4€8,,5€8,,2€5,,6€ S,

elementler berlen kopliiklerii maggalasy ticin diirli wekillerin
ulgamlaryny diizyirler. Eger

T ={1,1,3},7, ={1,1,3},T, = {3,3,1},T, = {1,2,3,3}

bolek kopliikklerin masgalasyny alsak, onun tigin diirli wekillerin
ulgamlaryny diizyan |T,U7T,UT;|=2 kopliik bardyr.

Subudy: Teoremanyn subudyny n koplik iigin matematiki
induksiya usuly boyuncga gecirelin. n=1 {i¢in teoremanyn subudy anyk
goriinyér. Indi subudy unduksiya usuly boyun¢a n sany elementleri
bolan kopliiklerin masgalasy ticin gegirelin.

Goy, |S)|=1S,)=...=1S,| =1 bolsun,
onda teoremanyn (*) serti S,={x,},...,S,={x,}, x, #x, i #j aydyn
yerine yetyar.

{S,....S, } masgala, bu yerde, s =S, U...S, |> 7 bloklar diyilyir.

Eger s =k bolsa, onda kritiki blok diyilyar.
4. Sargyt Ne84 49



Goy, {4,,...4,,C,..,....,C.;} =B, , we {4,,...4,,C,,,....,D,; =B,
iki sany (4,,B,D,€ {S,,...,S,}) blok bolsun. 4, ..., 4, — kopliikler iki
blok ii¢in hem umumy bolsun. Goy, B, (1B, ={4,,...,4,}

we B UB, ={4,...4,,C,....C,.,D,.,,..D,}=B

wA4,,C e - it 32U, 22—
1-nji lemma: Iki sany kritiki bloklaryn birikmesi we kesigsmesi
kritiki blokdyr.
Subudy: Goy, B,,NB,=B,, we B, UB, =B

z>r+t-39, z>r+t—u, $>u alarys:

bellip,

r+t—u,z
rt+t-9>z>r+t—-uu>%u=9,z=r+1t—u
2.14. Tekizlikde kabir kombinatoriki meseleler

1-nji mesele. Sdherde yolaggy gatnadyan ulaglaryn hereketini
ndhili gurnamalydygyny, yagny:

a) 3 sany duralgasy bolan yolaggy gatnadyan ulaglaryn her bir
marsurutyny;

b) umumy bir sany duralgasy bolan iki sany yolagcy gatnadyan
ulaglaryn her bir marsurutyny;

¢) diistip miinmezden islendik duralgadan beyleki islendik duralga
gecip bolyandygyny gorkezmeli.

Gorkezme: Grafa seretmeli.

2-nji mesele. Tekizlikde » nokat berlen. Bu nokatlaryn islendik
ikisini birlesdirydn islendik goni ¢yzykda juda it bolmanda olaryn
yene biri yatar yaly edip yerlesdirmeli. Bu nokatlaryin hemmesiniii
bir goni ¢yzykda yatyandygyny subut etmeli.

50



Gorkezme:

3-nji mesele. Birndge saherlerin arasynda awtobus (n>3)
gatnawynyn marsurutlary diiziilen. Sol marsurutlaryii islendik biri
yapylanda islendik bar bolan duralgalardan diisiip miinmek bilen
islendik duralga gecip bolyan miimkingilikli, iki marsurut yapylandan
soil bolsa, iki sany duralga tapylyp, birinden beylekisine gegmek
miimkin bolmadyk gatnaw toruny meyillesdirmek miimkinmi?
Gorkezme: Seyle meyillesdirme bolup biler.

A C
®

B B,
/

Kesisydn n jiibiit géni ¢yzyklara seredelin. Her bir goni ¢yzygy
awtobus marsuruty, her bir nokady duralga hasap edeliin. Eger 4 we
B nokatlar bir goni ¢yzykda yatsalar, / bilen gabat gelmeseler, onda
duralgasyz gecip bolar. Eger bir ya-da iki duralga / goni ¢yzykda
yatsalar, onda pikir yoretme yokardaky yaly bolar. Iki sany marsuruty
ayran yagdayynda olaryn kesismesinde yerlesen duralga yetip
bolmayar.
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III. GRAFLAR NAZARYYETI

3.1. Esasy diisiinjeler

Bos didl X kopliikde gatnasyklaryn 7 kopligi graf diylip
atlandyrylyar we G (X, T) bilen belgilenilyar.

Eger-de X kopliik ¢ikli bolsa, onda graf ¢dkli diylip atlandyrylyar.

Geometrik nukday nazardan G (X, 7) graf nokatlaryn bos bolmadyk
kopliigi (depeler) we uglary X kopliige degisli bolan kesimlerin
kopliigi (gapyrgalar) bolup duryandyr. Grafyil hi¢ bir gapyrgasyna
degisli bolmadyk depeler izolirlenen diylip atlandyrylyarlar.

Gapyrga bilen birlesdirilen iki depe yanagyk diylip atlandyrylyar.

Eger-de iki gapyrganyn umumy depesi bar bolsa, onda olar
yanasykdyrlar. Gapyrga we onuil islendik depesi insident diylip
atlandyrylyar. Baslangy¢ we sonky depesi den bolan gapyrga halka
diylip atlandyrylyar.

Depeler kopleng x; bilen belgilenyérler. x;, we x; depeleri
birikdirydn gapyrgalaryn sanyny a; bilen belgilalifi. Bu elementlerin
emele getiryén 4, ,=(a;) matrisasyna yanasyklyk matrisasy diyilyar.

Asakdaky belgileméni girizelin:

J
i

1, eger x, depe [/, gapyrga insident bolsa,
B 0, garsylykly yagdayda.

Bu elementlerint emele getiryin B, ,=(b,) matrisasy insidentlik
matrisasy diylip atlandyrylyar.

Gapyrgalar bilen birikdirilen depeleriii jiibiitlerinii sanawyny
ya-da her depe iicin yanasyk depeleriii kopliigini bermek bilen graflary
beyan edip bolar.

Grafyn hisiyetnamalary

Eger-de islendik iki diirli depeler dine bir gapyrga bilen
birikdirilen bolsalar, onda G(X,T) graf doly diylip atlandyrylyar.
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Doly grafda her depe gapyrgalaryn sol bir sanyna degislidir, sebébi
ol galan dhli depeler bilen birlesdirilendir. Doly grafy bermek {iigin
onun depelerinint sanyny bilmek yeterlikdir. Doly bolmadyk grafy,
yetmeyan gapyrgalary gosup, sol depelere eye bolan doly grafa
0zgerdip bolyar.

G (X, T) grafyn doldurmasy diyip, bu grafdan doly grafy almak
iicin gosulyan gapyrgalardan we basdaky grafynka den bolan
depelerden duryan G(X,T) grafa aydylyar.

G (X, T) grafyn x, depesinin derejesi diyip grafyn bu depa insident
bolan gapyrgalarynyn d; sanyna aydylyar. Derejesi jiibiit (tdk) bolan
depd jiibiit (ték) diyilyar.

1-nji teorema. Eger-de halkasyz, ¢ékli G(X,T) grafda n depe
we m gapyrga bar bolsa, onda

Zn:dl. =2m.
i=1

2-nji teorema. Islendik grafyn tidk depelerinini sany jiibiitdir.

3-nji teorema. n depeli islendik grafda (»>2) hemise ifi azyndan
iki sany den derejeli depeler tapylyar.

4-nji teorema. Eger-de n depeli (n>2) grafda denl derejeli die
iki depe bar bolsa, onda bu grafda hemise 0 derejeli difie bir depe
ya-da n—1 derejeli dine bir depe tapylar.

Grafda yol we sikl

Grafyil gapyrgalarynyn iki gonisy gapyrgasy umumy depéd eye
bolan we hig bir gapyrgasy iki gezek dusmayan x, depeden x; depé
(;,enli alyp baryan yzygiderligine x, depeden x; depa genli yol diyilyar.
Yoluii uzynlygy diyip onun gapyrgalarynyn sanyna aydylyar. Bir
depeden bir gezekden kop gegmese x; depeden x; depé genli yola
Yonekey diyilyar.

Sikl diylip baslangy¢ we ahyrky depeleri dein gelyén yola
aydylyar. Siklin uzynlygy diyip ondaky gapyrgalaryi sanyna aydylyar.

5-nji teorema. Eger-de G(X,T) grafda &hli yonekey siklleriii
jubiit uzynlyklary bar bolsa, onda grafda tidk uzynlykly hi¢ bir sikl
yokdur.
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Grafyn baglanysyklylygy, agaclar

Iki depede uglary bolan yol bar bolsa onda bu iki depe baglanysykly,
beyle yol yok bolsa baglanysyksyz depeler diylip atlandyrylyar.

Grafyn islendik iki depesi baglanysykly bolsa, onda bu graf
baglanysykly diylip atlandyrylyar, garsylykly yagdayda bolsa graf
baglanysyksyz diylip atlandyrylyar.

6-njy teorema. Baglanysykly G (X,T) graf hagan-da onun her
depesi 2 derejd eye bolsa we diiie sonda yonekey sikl bolup duryandyr.

(x,x;) gapyrga ayrylandan sofira alnan grafda x, we x; depeler
baglanysyksyz bolsalar, onda bu gapyrga kopri diylip atlandyrylyar.

Siklleri bolmadyk baglanysykly graf aga¢ diylip atlandyrylyar.

Agajyn derejesi 1 bolan depesi asylgy diylip atlandyrylyar.

Tekiz graflar

Hig bir iki gapyrgasynyn difie umumy depesinden basga umumy
nokatlary yok bolar yaly gorniisde tekizlikde anladyp bolyan grafa
tekiz graf diyilyar.

Grafyn hig bir iki gapyrgasy kesismeyéin gorniisddki ¢yzgysyna

Tekiz sekillendirma dinie tekiz graf eyedir hem-de tersine, islendik
tekiz grafyn tekiz sekillendirmesi bardyr.

Grafyn tekiz sekillendirmesinde gran diyip, tekizligin yonekey
sikl bilen ¢dklendirilen we i¢inde basga siklleri saklamayan bolegine
aydylyar.

Tekizligin, grafyn tekiz sekillendirmesinini dagynda yerlesen we
icinden yonekey sikl bilen cdklendirilen bolegine tiikeniksiz gran
diyilyar.

Eger-de serhetleri in bolmanda bir umumy gapyrga eye bolsa,
onda iki gran gonsy diylip atlandyrylyar. Iki sikli birikdiryan kopra
germew diyilyar.

Agajyn tekiz sekillendirmesinde gran hokmiinde ¢yzgynyn dhli
tekizligini alyarlar.

Islendik germewsiz tekiz graf ti¢in depelerini # sany, gapyrgalaryn
m sany we granlaryn g sany (tlikeniksizini hasaba almak bilen)
asakdaky formula bilen baglanysyklydyrlar:
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Eger-de grafa tekiz graf alar yaly hi¢ bir gapyrga gosup bolmayan
bolsa, onda tekiz graf maksimal tekiz ya-da triangulirlenen diylip
atlandyrylyar.

Grafyn tekiz sekillendirmesinde her gran gos-goni li¢ depd eye
bolar yaly tdze gapyrgalary gosmaklyga grafyn triangulyasiyasy

7-nji teorema. Islendik tekiz G (X, T) graf ti¢in tekiz sekillendirme
bardyr, onda @hli gapyrgalar goni ¢yzykly kesimlerdir.

Eylerin graflary
Grafyn dhli gapyrgalaryny saklayan we olarynl hersinden dine

Grafyn dhli gapyrgalaryny saklayan we olarynl hersinden dine
bir gezek gec¢yin sikle Eylerin sikli diyilyar.

Eyler sikline eye bolan grafa Eylerin grafy diyilyér.

8-nji teorema. Eylerin grafy baglanysyklydyr, onun dhli depeleri
jiibtitdirler.

9-njy teorema. Eger-de G (X, 7) graf baglanysykly we onun dhli
depeleri jiibiit bolsa, onda ol Eylerin sikline eyedir.

10-njy teorema. Eger-de G (X, 7T) grafda sonlary 4 we B bolan
Eyler yoly bar bolsa, onda bu graf baglanysyklydyr hem-de 4 we B
onun yeke-tdk tidk bolan depeleridirler.

11-nji teorema. Eger-de G(X,7) graf baglanysykly hem-de
A we B onun yeke-tik tdk bolan depeleri bolsalar, onda grafyn sonlary
A we B bolan Eyler yoly bardyr.

12-nji teorema. Eger-de G (X, T) graf baglanysykly bolsa, onda
sikliki marsruty gurup bolar, onda &hli gapyrgalar difie iki gezek, her
tarapa bir gezek bolarlar.

Gamilton graflary

Grafyn her depesinden dine bir gezek gecyén yola Gamiltonyn

......

Grafyn her depesinden dinie bir gezek ge¢yan sikle Gamiltonyn

sikli diyilyér.
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13-nji teorema. m depesi bolan grafyn Gamilton sikline eye
bolmagy ticin onun islendik A4, depesi ii¢in su sert yerine yetmelidir:

dereje (A)= % .

Ugrukdyrylan graflar

Eger-de bir depe baslangyc, beyleki depe bolsa ahyrky diylip
hasaplanylyan bolsa, onda G (X,T) grafyn gapyrgasy ugrukdyrylan
va-da duga diylip atlandyrylyar.

Suratda dugany gorkezgi¢ bilen anladyarlar. Baslangyjy x; depede
we ujy x; depede bolan dugany (x,x,) bilen belgileyirler.

Ahli gapyrgalary ugrukdyrylan grafa ugrukdyrylan graf diyilyér.

Ugrukdyrylan grafyn x; depesinden ¢ykyan dugalaryn sanyna x,
depénin ¢ykys yarymderejesi; x; depd giryan dugalaryn sanyna x; depi

Eger-de grafyn giris yarym derejesi nula den bolsa, onda x; depe
cesme diylip atlandyrylyar. Eger-de grafyn ¢ykys yarymderejesi nula
deil bolsa, onda x; depe akym diylip atlandyrylyar.

Ofnki duganyi ujy indiki duganyii baslangyjy bilen defi gelyéin
(xp,x,), (X5,X3), ..., (x4, x,) dugalaryn yzygiderligine x, depeden x, depé

Bagdaky we sofiky depeleri deni gelyidn marsruta yapyk marsrut
diyilyér.

Ahli depeleri diirli bolan marsruta x, depeden x, depi genli yol
diyilyér.

Eger-de x; depeden x; depé ¢enli yol bar bolsa, onda x; depi x,
depeden yetip bolyar diyilyir.

~~~~~~

------

14-nji teorema. Islendik doly ugrukdyrylan grafda dhli depelerden
gecydn yol bardyr.

Ugrukdyrylan G (X,7) grafy insidentlik matrisasy bilen berip
bolyar.
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Goy, x,x,, ...,x, — grafyn depelert, /,1,,...,1, — grafyn dugalary
bolsunlar. Asakdaky belgileméni girizelin:

1, eger [/, duga x depeden gykyan bolsa,
b, =<-1, eger [, duga x, depd giryén bolsa,

ij

0, eger [/, dugawe x, depeinsidentdilbolsalar, onda

B,.,=(b,) matrisa hem G (X, T) grafyh insidentlik matrisasy diyilyér.
Meseleler

1. Her biri difie iki adam bilen tanys bolan 5 adamdan ybarat
topar miimkinmi?

2. n depeli grafy n = 2, n = 3, n = 5 bolanda sekillendirin.

3. Suratdaky G(X,T) graflara doldurma bolan G(X,7) graflary

tapyn.

4. Dokuz sany kiist¢i bir aylawly yarys geciryar (her kim her
kim bilen difie bir gezek oynayar). Islendik pursatda oyunlaryn den
sanyny oynan iki kiist¢liniit bardygyny subut edin.

5. Bir aylawly futbol yarysynda 30 topar bar. Islendik pursatda
oyunlaryfi defl sanyny oynan (bir oyun oynalmadyk hem bolup biler)
iki toparyn bardygyny subut edin.

6. Yedi sany talyp dyng alysa gidenlerinde her kimii basga iic
kisd elektron hat ugratjakdygy barada sertlesdiler. Her kimifi 6z hat
yazanlaryndan hat almaklygy miimkinmi?

7. Syyahatcylyk firmasynda A punktdan B punkta c¢enli
syyahatgylar licin marsrut diizlilyar. Punktlar (gara nokatlar) we yollar
(kesimler) agakda gorkezilendir. Syyahatgylar her punkta bir gezekden
kop barmaz yaly, marsruty diizmeklik talap edilyér. Yollaryn bu iki
shemasynda nice sany diirli marsrut bolup biler?
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8. Asakdaky grafyn dhli depelerinden gec¢yén x, depeden x; depd
cenli yonekey yol barmy?

x}
X,
Xy

9. Asakdaky grafyn &hli kopriilerini gorkezin:

X, X,
Xy
X; Xy
X3 Xs
X
X, X K

10. Asakdaky graf berlen:

X, X, Xq

1) x, we x, depeleri baglanysdyryan yoly tapmaly.

2) Bu graf baglanysyklymy?

3) Ahli siklleri gorkezifi. Olaryf iginde yonekeyi barmy?

11. Téze alnan graf agag bolar yaly asakdaky grafdan gapyrgalary
ayyrmaly.
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12. Asakdaky suratlardaky graflaryn sol bir graflardygyny
subut edin:

L= <o
s

13. Eylerinn formulasyny asakdaky graflarda barlan:

by <Zv

14. Asakdaky grafda Eylerin sikli barmy?

X,
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15. Asakdaky grafyn Gamiltonyn grafydygyny subut ediii. Onda
ni¢e Gamilton siklini gurup bolar?

X, X;

Xy

Xy
Xs

3.2. Graflar nazaryyetinin elementlerini diirli meseleleri
¢ozmekde ulanmak

Graflar nazaryyetinin elementlerini transport
modellerinde ulanmak

Transport (ulag) meselesi ¢yzykly programmirlemekligin gii
yayran we kop 6wrenilyén meselelerinini biridir. Onuni maksady yiikleri
dasamaklygyn inl rasional yollaryny we usullaryny isldp diizmek, 6rén
uzak, garsylyklayyn, gaytalanyan dagsalmaklary aradan ayyrmakdyr.

Yiik hokmiinde bu Yerde diirli harytlar, sol sanda, ¢ig mal,
material, mallar we s.m. bolup bilerler.

Bu modelde dasalyan yiikiin gdwrlimleri, yagny olaryn bar
bolan dtiyaclyklary we olara bar bolan islegler-talaplar bilen bagly
kébir sertler yerine yetmelidirler. Umumy yagdayda ulag meselesinin
modelini basga kébir, meselem, bellenmeler, tablisalary diizmek
baradaky meseleleri ¢c6zmek tigin hem ulanyp bolar.

3.2.1. Ulag meselesinin goylusy, meselinin
matematiki modeli
Goy:
1. Kébir ondiirijinin birmenzes oniimi ondiirydn (ugradyan) n
punkty (baza, sklad, sdher, oba we s.m.) bar bolsun, olaryn atlaryny
sertli gorniigde:

A, Ay A

n

yaly bellali.
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2. Bu 6niimleri sarp edydn m punkt (kabul ediji, ulanyjy, miisderi
we s.m.) bar bolsun, olaryn atlaryny sertli gorniisde:

B.,B,,...B,
yaly bellélin.

3. Oniimgilik punktlarynyf maksimal éndiirijilikleri bolan

a, a, ..., a,

ululyklary berlen diyip hasaplarys.
4. Sarp edis puktlarynyn minimal zerurlyklaryny bolan
b,, by,..., b,
ululyklary berlen diyip hasaplarys.

5.¢;,i=1,2,...,n;j=1,2,...,m — Oniimif bir birligini 4, 6ntimgilik
puktundan B, sarp edis punktuna ¢enli dasamaklygyfi gymmatlaryny
berlen diyip hasaplayarys.

Mesele. Yiik dasamaklygyi jemi ¢ykdajylaryny azaldyin yiik
dasamaklyk meyilnamasyny tapmaly, yagny yiik dasamaklygyn
cykdajylaryny azaltmak iicin haysy punktdan haysy punkta néce
yiik dasamaly?

Meseldnin matematiki modelini diizelin.

x,i=1,2,...,n; j=1,2,...,m bilen 4, Onimgilik puktundan
B, sarp edis punktuna g¢enli dasaljak 6niimifi mogberini belgildlin.

Bu {x,,i=1.2,...,n; j=12,...,m} niébelliler yik dasamaklygyn
meyilnamasyny diizyérler.
Bu yerde:
Cl 1 c12 clm
C: 021 622 CZm
Cnl CnZ Cnm

rrrrrr

xl 1 xl 2 xlm
X = xZI x22 x2m
xnl xn2 xnm
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matrisa meyilnama (plan) ya-da ¢oziiw (yiik dasamak) matrisasy
diyilyar.

Meseledédki maglumatlary asakdaky tablisa gorniisinde gérkezmek
onaylydyr.

Kabul edis punktlary — B | B, | .. | B | .. |B,
Ugradys | Gerekli yiilk mogberi — b

punktlary { Bar yiik mogberi ! SO S "
Cn | Cn2 Cy; Clm

4, a,
X | X Xy Xim
G | €2 Gy Com

4, a,
Yo | *» Xy Xom
Cit Ci Cij Cim

A, a
X | X Xij Xim
Ca | Co | | Cy | | Cum

An aVl
X | X | e | Xy | e | Xam

I. Cykdajylary hasaplalyn.

1-nji sarp ediji:

— 1-nji yiikk ugradys punktundan x,, yiik mogberini c,, baha
boyunca alyar we onunt bu yol boyunca ¢ykdajylary c,, x,, ululygy
diizyarler,

— 2-nji yiik ugradys punktundan x,, yiik mogberini c,, baha
boyunca alyar we onufi bu yol boyunga ¢ykdajylary c,, x,, ululygy
diizyarler, we s.m.

Seylelikde, 1-nji sarp edijinin jemi ¢ykdajylary asakdaky ululygy
diizyarler:
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Zcilxil =X T O X X,
i=1
Beyleki sarp edijilerin ¢ykdajylaryny hem suna menzeslikde
hasaplap, asakdaky maksat funksiyasyny alyarys:

Z = ZZCUxU

j=1i=1

II. Ugradys punktlaryndan yiikleriii alynmak serti n defisizlik
gorniisinde yazylyar:

— 1-nji yiik ugradys punktundan alnan yiikleriit mogberi ol yerde
bar bolan a, yiik atiyaclygyndan ge¢meli dildir, bu punktdan 1-nji
yiik kabul edis punktuna x,,, 2-nji yikk kabul edis punktuna x,,,...,
m-nji yiik kabul edis punktuna x,,, jemi bolsa x,,+x,,+ - +x,, yik
alynyar. Onda asakdaky deiisizlik yerine yetmelidir:

X, +x,++Xx, <a.

Beyleki yiik ugradys punktlaryndan yiiklerin alynmak sertleri
hem suna menzeslikde yazylyarlar.

I11. Kabul edis punktlarynda yiikleri kabul edip almak serti
m densizlik gorniisinde yazylyar:

— 1-nji yiik kabul edis punktunda alnan yiikleriit mogberi ol yerde
zerur bolan b, mogberden az bolmaly dildir, bu punkta 1-nji yiik
ugradys punktundan x,,, 2-nji yiikk ugradys punktundan x,,, ..., n-nji
yiik ugradys punktundan x,,, jemi x,, +x,,+--+x,, yik gelydr. Onda
asakdaky densizlik yerine yetmelidir:

X, +Xy, +...+x, 2b.

Beyleki kabul edis punktlarynda yiikleri kabul etmek sertleri hem
suna menzeslikde yazylyarlar.

IV. Yiikleriii yzyna dasalmazlyk (ya-da fiziki many boyunca
yiiklerin mocberinin otrisatel dil bolmaklyk) serti:

x,. >0, i=1n, j=1m.
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I-1V punktlary jemlip, asakdaky ulag meselesini alyarys:

Z= izn:cijxlj — min

Jj=1i=l
X, tx,+...+x, <q

Xy + X+t X, La,

xijZO, i=ln, j=1lm

Has gysga gornlisde bu meseldni asakdaky yaly yazyp bolar:

Z= izn:cijxﬁ — min

j=1 i=l

m

inj <a, i=ln

J=1

Bu yerden, ulag meselesinin ¢yzykly programmirlemekligin
meselesidigi gortinyér. Dagamaklygyn {x,,i=1,2,...,n;j=1,2,...,m}
meyilnamasyny, eger-de ol cdklendirmeleri kanagatlandyryan bolsa
yol berilyin diyip atlandyryarlar. Dasamaklygyn yol berilyin
meyilnamasynda dasamaklygyn jemi ulag cykdajylary minimal
baha eye bolsalar, onda bu meyilnama optimal meyilnama diylip
atlandyrylyar.
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Optimal ¢6ziiw ¢dklendirmeler ulgamyny kanagatlandyryan we
maksat funksiyasynyfi minimum bahasyny beryén X, ,=(x,)),.,, (n setirli,
m siitlinli) matrisadyr. Ulag meselesi ¢yzykly programmirlemekligin
meselesi hokmiinde simpleks usuly bilen ¢oziilip bilner, emma
nédbellilerin we ¢éklendirmelerin  sanynyn kop bolmaklygy
hasaplamalary kynlagdyryar. Su sebépli, ulag meselesini ¢ozmek tigin,
yorite usullar iglenilip diiziilendirler, ol usullarda simpleks usuldaky
yaly sol bir tapgyrlar bardyrlar, yagny:

— baslangy¢ dayang ¢Oziiwi tapmak;

— bu dayang ¢oziiwi optimallyga barlamak;

— optimal ¢6zliw tapylyanca bir dayang ¢oziiwden indiki dayang
coziiwe gecmek.

3.2.2. Dasamaklygyn yol berilyin bazis
meyilnamasyny tapmak

Yol berilyin bazis meyilnamany tapmak iigin graflar nazaryyetinden
kébir diigtinjeleri ulanalyn. Dasamaklygyn x;; meyilnamasyny graf
gornlisinde sekillendirelin. Onun iicin Onlimgilik punktlaryny we
sarp edis punktlaryny tekizlikde nokatlar (grafyn depeleri) arkaly
afiladarys. Eger-de dasamaklyk meyilnamasynda x,; > 0 bolsa, onda
ofla A4; o6ntimgilik punktuny we B; sarp edis punktuny birikdiryan
kesim (grafyn dugasy) layyk gelyar Gurlan grafy dasamaklyk grafy
diyip atlandyralyn.

Eger-de grafyn dugalary boyunca islendik depeden islendik depa
barmak miimkin bolsa, onda grafy baglanysykly diyip atlandyrarys.
Eger-de depelerin toplumynyi islendik bir depesinden ugramak bilen,
onun dugalary boyunga su depédniii 6ziine gaydyp gelmek miimkin
bolsa, onda grafyn depelerinin toplumy sikl diylip atlandyrylyar. Agag
diylip, siklleri bolmadyk baglanysykly grafa aydylyar. Dasamaklygyii
yol berilydn bazis meyilnamasyna dasamaklygyn agajynyn layyk
gelyindigini subut etmek miimkindir. Ozi hem bu yerde dasamaklygyii
agajynda duga layyk gelyén dhli x,; nébellileri bazis niibelliler, galan
nébellileri bolsa bazis dél nibelliler diyip atlandyrarys.

1-nji mysal. Oniimgiligif {i¢ 4,, 4,, 4, punktlarynda degislilikde
a,=30, a,=40, a,=20 mogberlerde birugurly oniim tayyarlanylyar.
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Bu 6ntimleri sarp etmegin dort B,, B,, B;, B, punktlaryna degislilikde
b,=20, b,=30, b;=30, b,=10 mogberlerde eltmeklik talap edilyar.
C matrisa ontiiminl birligini 4; 6ntiimgilik punktundan B, sarp edis
punktuna ¢enli dagsamagyti ¢;; bahalaryny beryar:

2 3 3 4
C=|3 2 5 1].
4 3 2 6

Jemi ulag cykdajylaryny has azaldyan dasamaklygyn meyil-
namasyny kesgitlemeklik talap edilyr.

Coziilisi.

Ahli baglangy¢ maglumatlary ulag tablisasyna yerlesdirelifi. Ol
tablisada her Oyjligin yokarky sag burgunda dasamaklygyn degisli
gymmatlary yerlesdirilendirler. x,; bilen 4, 6ntimgilik punktundan B,
sarp etmeklik punktuna ¢enli dasaljak oniimiit mogberini belgildliii. Bu
x;; ndbelliler dagamaklygyfi meyilnamasyny beryérler. Ol meyilnama
bu meselede n - m =3 -4 =12 nabelliden ybaratdyr. Polozitel x,;
nébelliniii bahasyny tablisada 6z degisli yerinde yazyarys. Bahasy
0-a defi bolan x;; nébelliniii yerini tablisada bos goyarys.

Oniimcilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,

10

L
o HE

Asakda seredilen mysallar her bir yol berilydn dasamaklyk
meyilnamasynyn yol berilyin bazis meyilnamasy bolup bilmejekdigini
gorkezyairler.

1) Asakdaky dasamaklyk meyilnamasyna seredelii:

x, =0, xy, = 30, x;3 =0, X, =0,
Xy = 20, Xy = 0, Xoy = 20: Xog = 09
x5, =0, X5, =0, X33 = 10, x5, = 10.
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Bu meyilnama layyk gelyin ulag tablisasy asakdaky yalydyr:

Oniimcilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b, =30 b,=10
B 2 | 3 3 4
a, =30 30
a, = 40 3 [ 2 [ s [ [
2 20 20
B 4 | 3 2 6
4, =20 10 10

Bu meyilnama layyk gelydn dasamaklyk grafyny guralyii:

Bu graf baglanysykly dildir, sebébi 4, depeden difie B, depa
baryp bolar, diymek ol aga¢ dildir, yagny meyilnama yol berilyin
bazis meyilnamasy hem déldir. Bu grafy baglanysykly grafa dwrelin,
onun {i¢in, meselem, 4, depeden B, depd dugany girizelin:

Dasamaklyk meyilnamasy ti¢cin bu dugany girizmeklik bazis dél
x,;=0 nibelliniii indi bazis nébelli hasaplanylyandygyny ailadyar.
Diymek, yol berilydn bazis meyilnamany almaklyk {i¢in “yasama”
dasamaklyk x,,=0 girizilydr. Ulag tablisasynda degisli “yasama”
dasamaklyk 6yjligine 0 bahany goyyarys. Netijede sol bir dasamaklyk
meyilnamasy yol berilyédn bazis meyilnama bolar, onunt simpleks
tablisasy asakdaky yalydyr:
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Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10
_ L2 | [ [ 3 ;
a, =30 0 30
_ 3 | 2 | 5 1
a,=40 20 20
- 4 | 3 | 2 6
4, =20 10 10

x, =0, x,, =30, x,, =20, x,;, =20, x;; =10, x;, = 10 nébelliler
bazisde, galanlary bazisde déldirler.
2) Dasamaklygyn asakdaky meyilnamasyna seredelini:

x,, = 10, x,, = 20, X3 =0, x,=0,
x,, = 10, X, = 10, Xy = 20, Xy, =0,
X3 =0, x5, =0, Xy = 10, xy, = 10.
Ona layyk gelydn ulag tablisasy asakdaky yalydyr:
Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10
B 2 | 3 E 4
@ =30 10 20
B 3 | 2 | 5 1
a, =40 10 10 20
B 4 | 3 | 2 6
a,=20 10 10

Bu meyilnama boyunca dasamaklygyn grafyny guralyii:
4, 4, 4,

B, B, B, B,

Dasamaklygyn bu grafy agag¢ bolmaz, sebdbi ol 4,, B,, 4,, B,, 4,
depelerden duryan sikli 6ziinde saklayar, yagny yene-de A4, depa
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gaydylyp gelinydr. Bu sikli, dugalaryn birini ayyrmak bilen kesip
bolar. Onui ii¢in, meselem, 4, depeden B, depé ¢enli dugany © belgi
bilen bellélin. Siklin dhli beyleki dugalaryny @ ya-da © belgileri bilen
asakdaky gorniisde bellélin: siklin umumy depeleri bar bolan dhli
dugalaryny diirli alamatlar bilen belgileyéris, meselem, 4, depeden
B, depé ¢enli © alamaty goylupdy, diymek, indi 4, depeden B, depa
cenli duga @ alamaty bilen belleniler, B, depeden A4, depé ¢enli duga
hem @ alamaty bilen belleniler we g.m.

Dasamaklygyn grafyndan bu belgileri ulag tablisasyna geciryaris:

Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b, =30 b,=10
_ | 2 | 3 3 4
@ =30 0 o | 20 g
} BE | 2 5 1
4 =40 0 @ | 10 o | 20
| 4 BE 2 6
a,= 20 10 10

Indi bolsa © alamaty bilen bellenen Oyjiiklerini i¢cinden in kigi
bahalysyny tapalyi. Bizin yagdayymyzda bu baha 10 bolar, ol bolsa
A, depeden B, depi ¢enli we 4, depeden B, depi ¢enli dasamaklygyn
bahasyna deni bolar. Bu bolsa siklden bu dasalmaklyklaryi
islendiginin ayryp bolyandygyny anladyar. Meselem, 4, depeden
B, depé cenli dugany ayralyn. Onui iicin @ belgi bilen bellenilen
oyjikleirin hemmesine 10 birligi gosyarys, © belgi bilen bellenilen
4hli oyjiiklerden 10 birligi ayyryarys. Ozi hem ulag tablisasynda A4,
depeden B, depéd dasalmaklyk ticin 0 baha (“yasama” dasalmaklyk)
goyyarys, A, depeden B, depéd dasalmaklyk ii¢in bolsa degisli 6yjiik
doldurylman goyulyar. Netijede yol berilydn bazis meyilnamany
alyarys:

x,=0, x,, =30, x5 =0, x,=0,
x,, = 20, X, =0, Xy, = 20, X,, =0,
x5, =0, X3, =0, x5, = 10, xy, =10
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Bu meyilnamanyn ulag tablisasy asakdaky yalydyr:

Oniimcilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10
_ 2 | [3 [ 3 1
a, =30 30
=40 3 | 2 | 5 1
2 20 0 20
_ 4 [ 3 [ 2 6
4= 20 10 10

Bu meyilnama layyk gelyén dasamaklyk grafy agag¢ bolar:

x,, =30, x,, =20, x,,=0, xp3 =20, x;; =10, x;, =10 ndbelliler
bazisde, galanlary bazisde dildirler.

Yokarda seredilen Yol berilyin bazis meyilnamalaryn
diirliidiklerine {ins bermek gerek, sebébi olaryn yasama dasalmaklary
diirlidirler, emma bu meyilnamalaryn praktiki amala asyrylmaklygy
menzesdir.

Baglangy¢ yol berilydn bazis meyilnama hokmiinde seredilen
mysalda gurlan iki meyilnamanyi islendigini alyp bolar. Asakda, sol
meyilnamada, dagamaklygyil meyilnamasynyn demirgazyk-giinbatar
bur¢ usuly bilen gurulmaklygyna serederis.

3.2.3. Demirgazyk-giinbatar burc¢ usuly

Demirgazyk-giinbatar bur¢ usuly ulag meselesiniii dayang
¢Ozliwini tapmak {i¢in islenilip diiziilendir.

Demirgazyk-giinbatar bur¢ usulynyn algoritmini beyan edelin.

1) Bahalara seretmezden, ulag meselesiniii tablisasyndaky
¢Oziiwlerin ~ Oyjiiklerini  demirgazyk-giinbatar bur¢cdan baslap
dolduryarys, yagny 1-nji yiik ugradys punktundan 1-nji sarp edis
punktuna nige yiik alyp bilsek alyarys:
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a) eger-de 1-nji ylik ugradys punktunda yiikk mogberi 1-nji sarp
edijé gereginden az bolsa, yagny a,<b, bolsa, onda ol punktdan dhli
a, yiiki alyarys, sonda ol punktdan bagga punktlara yiik gitmez, yagny
ol setirddki galan nibelliler 0-a den bolarlar.

x, =minia,b} =a, x,;=0, j=23,...,n. Diymek, birinji yiik
ugradys punktunda 0 yiik galar, 1-nji sarp edijé a, yik eltiler, bu sarp
edijé yene gerekli yilk mdcberi bolsa b,—a, ululyga den bolar.

b) eger-de 1-nji yiikk ugradys punktunda yiik 1-nji sarp edija
gereginden kdp bolsa, yagny a,> b, bolsa, onda ol punktdan dhli gerekli
b, yiiki alyarys, sonda 1-nji sarp edis punktuna basga punktlardan yiik
gelmez. 1-nji siitiindéki galan nébelliler 0-a den, yone 1-nji ugradys
punktunda entek yiik galar. x,,=min{a,,b,}=b,, x,=0, i=23,...,m.

Diymek, birinji yiik ugradys punktunda a,—b, yliik mogberi galar,
1-nji sarp edijé b, yiik eltiler, bu sarp edijinin yiike bolan islegi doly
kanagatlandyryldy.

2) Sonira dolman galan Gyjiikler iigin, yagny entek yiik doly
alynmadyk we yiik geregice doly eltilmedik punktlar {i¢in tablisany
kiceldip tazeleyéris. Dolan dyjiikleri ayyryarys, bar bolan we gerekli
yiklerin mogberleri tiytgeyérler, ondan sonra 1) punkty tdze tablisa
licin gaytalayarys.

Mysal. Yokardaky mysal boyunga demirgazyk-giinbatar burg
usulynyn beyan edilen algoritmini graflar nazaryyetinin iisti bilen
berelin.

Ulag tablisasyny yokarky c¢ep (demirgazyk-giinbatar burc)
oyjikden dolduryp baslayarys.

1) Basda x,,=20 diyip alyarys, bu bolsa A, Oniimgilik
punktundan B, sarp etmek punktuna maksimal miimkin bolan 6ntimin
dasalyandygyny anladyar. B, sarp etmek punktunyn zerurlyklary doly
kanagatlandyryldy. Emma 4, 6niimgilik punktunda 6niimin 10 birligi
galdy, ony bolsa B, sarp etmek punktuna ugradyarys.

2) Indi A4, 6nlim¢ilik punktundan dasalmaklary gurnayarys. B,
sarp etmek punktuna yene-de Oniimin 20 birligini eltmeli. Onda
X,,=20 diyip alyarys. Bu bolsa 4, oniimgilik punktundan B, sarp
etmek punktuna maksimal miimkin bolan oniimin dasalyandygyny
afiladyar. Bu dasalmak bilen B, sarp etmek punktunyn zerurlyklary
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doly kanagatlandyrylyar. Emma A, onlim¢ilik punktunda oniimin
yene-de 20 birligi galdy, olary B, sarp etmek punktuna yollayarys.
3) Indi bolsa 4, onlimgilik punktundan dasalmaklary gurnayarys.
B, sarp etmek punktuna yene-de 10 birlik 6nlim gerek. Onda x,,=10
diyip alyarys. Bu bolsa 4, onlimg¢ilik punktundan B, sarp etmek
punktuna maksimal miimkin bolan 6niimini dasalyandygyny anladyar.
Bu dasalmak bilen B; sarp etmek punktunyn zerurlyklary doly
kanagatlandyrylyar. Emma A4, onlimgilik punktunda 6niimiil yene-de
10 birligi galdy, olary B, sarp etmek punktuna yollayarys.
Seylelik-de, ulag tablisasy guruldy.

Oniimcilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10
B 2 | 3 | 3 4
a =30 20 10
_ 3 | 2 | 5 1
a, =40 20 20
_ 4 | 3 | 2 6
a; =20 10 10

Onda dagsamaklygyn baslangy¢ meyilnamasy asakdaky yaly bolar:

x,, =20, x, = 10, x; =0, X, =0,
X, =0, Xy, = 20, X3 = 20, Xy =0,
x; =0, X3, =0, x5 = 10, x;, = 10.

Bu meyilnama yol berilydn bazis meyilnama bolar, sebdbi onun
dasamaklyk grafy agac bolyar:

x;, =20, x,,=10, x,, =20, x,; =20, x;3; =10, x;,= 10 nébelliler
bazisde, galanlary bazisde dildirler.

Demirgazyk-gilinbatar bur¢ usulynyfi hemige yol berilyén bazis
meyilnama getirmeyandigini bellemek gerekdir.
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3.2.4. Potensiallar usuly

Potensiallar usuly ulag meselesininn optimal ¢oziiwini tapmak
ticin islenilip diiziilendir.
Yapyk ulag meselesi.

caklendirmelerde

ulag ¢ykdajylaryny azaldyan dasamaklygyni {x,} meyilnamasyny
tapmaly.
Bu meseld taydas mesele asakdaky yalydyr:

W = Zm:ijj + Zn:al.u,.
j=1 i=1

funksiyany asakdaky

X; > u,tv,<cy

u,, v; nébellilerin alamatlaryna ¢éklendirme yok ¢aklendirmelerde
ulag ¢ykdajylaryny kopeldyan u,, v, ndbellileri tapmaly.

Bu yerde — belgi x,; dasalmaklyga layyk gelyén ¢éklendirméni
gorkezyar.

Goy, goni meseldnin kdbir yol berilydn bazis meyilnamasy
bar bolsun, yagny x; dasalmaklyk meyilnamasy goni meselanin
n+m c¢idklendirmelerini (denliklerini) kanagatlandyryan bolsun.

D.a,=), b, deiiligi goz ofiinde tutsak, bu defiliklerifi biri
galanlaryndan gelip ¢ykyandyr, yagny x;, dasalmaklyk meyilnamasy
goni meseldnin n+m—1 garassyz deiliklerini kanagatlandyryandyr.
Diymek, bazis nébellilerin sany gos-goni n+m—1 sana defi bolmalydyr.
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Yol berilyin x;; dagalmaklyk meyilnamasy boyunca taydas
u;, v; nébellileri guralyfi, olary su yerden beyldk potensiallar diyip
atlandyrarys. Onufi Ui¢in bazis x,; nébelld layyk gelydn her taydas
u;tv,<c, c¢éklendirmini deflik bilen ¢alysyarys. Bazis nébellilerin
sanynyfi n+m—1 bolandygy sebépli n+m sany u, v, nébellileri
kesgitlemek ti¢in n+m—1 denlemeler ulgamyny alyarys:

u,tv,=cy

Bu denlemeler ulgamynyn haysy hem bolsa bir ¢dzliwini
kesgitlemek Ugin u, v, nébellilerifi birini 0-a defi diyip alyarys,
galanlaryny bolsa soiiky ulgamdan tapyarys. Eger-de u,, v, nabellilerin
alnan bahalary ahli u, + v, < ¢, defsizlikleri kanagatlandyrsa, onda
gurlan yol berilyan bazis x,; meyilnama optimal bolar.

Bu defisizliklerinl barlagyny diiie bazisde bolmadyk x,; nébelliler

ticin gecirip boljakdygyny belldlin. Téze belgileme girizelin:
Ay=cy—u =,

Onda gurlan yol berilydn bazis x;, meyilnama ligin optimallyk
Kkriterisi bolup asakdaky sert hyzmat edyér:

ahli bazisde bolmadyk x;; nébelliler iicin A, > 0.

Potensiallar usulynyn ykdysady manysyna seredelin.

1-nji mysal. Goy, kibir aragy firma Ondiirijiden &hli 6niimi satyn
almaklygy we ony sarp ediji 6ziinii satmaklygyny teklip edyar, 6zi
hem 6niimi dasamaklygy bu firma 6z iistiine alyar. Ykdysady taydan:

—u, nabelliler onlimin birliginin 4, Oniimg¢ilik punktundaky
bahasyny anladyarlar,

—v; nébelliler onimifi birliginii B; sarp edis punktundaky
bahasyny anladyarlar.

Onda maksat funksiyasy

W= Zm:bj"j B (_iai“i j
=l i1

aracy firmanyn oniimi satmakdan alan peydasyny we sol bir wagtda
bolsa ondiiriji firmanyn yitgisini anladyarlar.
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Taydas meselénin ¢aklendirmeleri sarp edis we Ondiiris punktlarynda
bahalaryfi tapawudynyti dasamaklygyi ¢, tapawudyndan kop déldigini
afiladyarlar. Ozi hem bazis x,; dasalmaklyklar tigin u, + v, = ¢, defilikden
v, =—u, + ¢, diyip yazyp bolyar. Ykdysady taydan bu deiilik sarp edis
punktunda 6nlimifi birliginifi v, gymmatynyt 6niimeilik punktundaky
—u, gymmatdan we transport c¢; ¢ykdajylaryndan duryandygyny
afiladyar. Bazisde dil x;; dasalmaklyklar tigin v, + v, < ¢, defisizlik sarp
edis we onlimgilik punktlaryndaky bahalaryn tapawudynyn transport
¢ykdajylaryny yapmayandygyny afladyar. Eger-de A, = ¢;, — u, — v,
otrisatel bolsa, onda 6niimin birligini 4, 6ndiiris punktundan B, sarp
edis punktuna ¢enli dasamaklyk transport ¢ykdajylaryny A, ululyga
azaldyar:

n m

T = ZZcijxl.j =W = Zm:ijj + Zn:al.ul.
j=1 i=1

i=1 j=1

bahalarynyn ulag ¢ykdajylarynyn aragy firmanyn girdejisine den
yagdayyny beryédndigini anladyar. Bu bolsa ondiiriji iigin 6niimi
Oziinin dasamaklygynyn ya-da dasamakda aragynyn hyzmatlaryndan
peydalanmaklygynynn tapawudynyn yoklugyny anladyar. Sonky
yagdayda ondiiriji dasamaklyk {icin aladalary etmeyér. Eger-de aragy
firmanyn girdejisi transport ¢ykdajylaryndan uly bolsa, onda 6ndiiriji
iicin 6nlimi dagamaklygy 6z iistline almaklyk bahbitlidir.

Potensiallar usuly optimal bahalara getiryan —u, v, bahalaryn
yzygiderligini gurmakdan ybaratdyr.

2-nji mysal. Yokarda seredilen mysal tigin potensiallar usulyny
ulanalyn.

Baslangyc¢ bazis meyilnama hokmiinde denirgazyk-giinbatar burg
usuly bilen gurlan meyilnamany alalyn:

x,, = 20, x,, = 10, x,;=0, x4 =0,
X, =0, X,, = 20, Xy, = 20, X5, =0,
x5, =0, X3, =0, X33 = 10, x3, = 10.

Bu meyilnamanyi ulag tablisasyna u; potensiallar {i¢in siitiin we
v, potensiallar ti¢in setir gogalyi.
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Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10

_ | 2 BE BE | 4
=30 20 10

_ | 3 [ 2 B 1
=40 20 20

_ | 4 | 3 [ 2 L 6
a;=20 10 10

Vi

ulgamyny diizelin:
u,tv,=cy

yagny her dasamaklyk amala asyrylan 6yjiik {icin bu 6yjlige degisli
potensiallaryn jemini 6yjlige degisli baha bilen denlélin. Onda alarys:

x,; = 20 dasalmaklyk ti¢cin u, + v, =2 denleméni,
x,, = 10 dasalmaklyk ticin u, + v, =3 deiileméni,
X,, = 20 dasalmaklyk iicin u, + v, =2 deiilleméni,
Xy; = 20 dasalmaklyk ticin u, + v; =5 deiilleméni,
x;; = 10 dasalmaklyk tigin u, + v; = 2 deflleméni,
x;, = 10 dasalmaklyk ticin u; + v, = 6 defleméni.

ya-da asakdaky deiilemeler ulgamyny alyarys:

u +v, =2;
u, +v, =3;
u, +v, =2;
u, +v, =3;
U, +v, =2;
u, +v, =6.

Alnan denlemeler ulgamyny ¢6zmek {iigin u,=0 diyip kabul
edelin. Onda:

— birinji denlemeden v, =2 —u, =2 — 0 =2 diyip tapyarys,

— ikinji defllemeden v, =3 —u, =3 — 0 = 3 diyip tapyarys,
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— Ui¢linji defilemeden u, =2 —v, =2 -3 =—1 diyip tapyarys,

— dordiinji defilemeden v;=5—u,=5—(-1) =6 diyip tapyarys,

— bédsinji deiilemeden u; =2 — v, =2 — 6 = — 4 diyip tapyarys,

— altynjy denilemeden v, =6 —u, =6 —(—4) =10 diyip tapyarys.

Ulgamyn ¢oziiwini dasamaklygyn grafyny ulanyp tapyp bolar.
Onun iigin her duganyn yanynda bu duga boyunca dagamaklygyn
bahasyny yazalyn. 4, depdniil yanynda ona degisli #,=0 potensialy
goyaly:

A, depeden grafyn dugalary boyunca ugrap, galan dhli depeleriii
potensiallaryny tapalyil. 4, depeden B, we B, depelere baryp bolyar.
A, B, duga boyunga hereket edip, B, depe licin potensialy tapyarys:
v,=2-0=2. 4, B, duga boyunca hereket edip, B, depe li¢in potensialy
tapyarys: v,=3—-0=3. Indi potensiallary tapylan tize B, we B,
depelerden baglanysykly depelere gegyiris we olaryn potensiallaryny
tapyarys. B, depeden difie potensialy belli bolan 4, depd ge¢ip bolar,
B, depeden bolsa potensialy ndbelli 4, depd gecip bolar, onda:
u,=2-3=-1. A, depeden potensialy ndbelli B, depd gecip bolar,
onda: v;=5-(—1)=6. B, depeden potensialy ndbelli 4; depd ge¢ip
bolar, onda: u,=2—-6=-4. A, depeden potensialy nébelli B, depé gecip
bolar, onda: v, = 6 — (—4) = 10.

Potensiallaryn alnan bahalaryny ulag tablisasyna yazalyn:

Oniimgilik Sarp edis punktlary

punktlary | 5, =20 b, =30 b, = 30 b,=10 | u,
a, =30 50 2 10 [ 3 [ 3 [ 4 | 0
a, =40 IL | 2 | > I—l -1

20 20
a,=20 L4 ] L3 [ 2 L6 | 4
10 10
v, ) 3 6 10
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Ondiiriji firmanyf ulag cykdajylaryny we aragy firmanyn
peydasyny hasaplalyi:

T=2-20+3-10+2-20+5-20+2-10+6 - 10 = 290;
W=20-2+(10+20)-3+ 20+ 10)-6+10- 10 +
+(20 +10) - 0 + (20 + 20) - (~1) + (10 + 10) - (-4) =

=20-2+30-3+30-6+10-10+30-0+40- (1) +20 - (-4) = 290.

Gorsiimiz yaly bu ululyklar den.
b) Optimallyk A, > 0 Kkriterisini barlamak. Yiik alynmadyk

oyjikler ti¢in Ajj = ¢;, — u, — v; ululyklary hasaplalyi.

As=c;—u -v;=3-0-6=-3, A, =c,—u,—v,=4-0-10=-6.
—u,—v,=3-(-1)-2=2, A, =c,, —u,—v,=1-(-1)-10=-8.

Ay =c; —uy—v=4—(-4)-2=6, A, =cy, —u,—v,=3-(-4)-3=4.

Ay =0y

Bu bahalary ulag tablisasynyn degisli 6yjlkleriniini asaky cep
burgunda yazalyn:

Oniimgilik Sarp edis punktlary

punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10 u,
_ | 2 BE BE | 4
=30 20 10 -3 -6 0
_ BE [ 2 e L]
@, =40 2 20 20 -8 !
_ [ 4 [ 3 [ 2 (6 |
a;=20 6 4 10 10 4
v, 2 3 6 10

Bu A, ululyklaryfi arasynda otrisatellerinii bardygy sebépli
optimallyk kriterisi yerine yetirilmeyir, yagny dasamaklygyn seredilen
meyilnamasy optimal dildir.

¢) Tize yol berilydn bazis meyilnamasyny gurmak. Otrisatel
A,; ululyk 4, 6niimgilik punktundan B, sarp edis punktuna genli 6niimifi
birligi dagalanda transport ¢ykdajylarynyn ululygynyn azalmaklygyny
gorkezydr. Diymek, 4, oniimgilik punktundan B, sarp edis punktuna
cenli oniimin bir birligi dasalanda transport ¢ykdajylary 8 pul birligi
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azalarlar. 4, punktdan B, punkta oniimifl ugradyp boljak i1 uly
mogberini tapalyn. Dasamaklyk grafynda punktir bilen 4, punktdan
B, punkta ¢enli dasamaklygy bellélin. Alnan grafdaky “asma” dugalary
ayyrmak bilen, sikli emele getirydn depeleri tapalyn. Siklin dugalaryny
“+” we “—” alamatlar bilen asakdaky gorniisde belldlin. 4, depeden
B, depi cenli punktir ¢yzygy “+” alamaty bilen bellélin, galanlaryny
bolsa umumy depesi bolan dugalar diirli alamatlar bilen belleniler
yaly belldlin:

Dasamaklyk grafyndan bu bellemeleri ulag tablisasyna geciryéris:

Oniimgilik Sarp edis punktlary

punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10 u;

a, =30 IL | 3 | 3 4

20 10

a, =40 IL | 2 | S 1

20 20 = n

a, =20 |L | 3 | 2 6

10 + 10 -

Yi

A, depeden B, depd cenli dasamaklygyn girizilmekliginii
A, punktdan bagga sarp edis punktlaryna harydyn akymynyn
azalmaklygyna we B, punkta Onlimgiligin beyleki punktlaryndan
akymyn azalmaklygyna getirydndigini belldlin. Sonun {igin 4,
punktdan B, punkta c¢enli akymyn ululygyny kesgitlemek {i¢in
belgilenen &yjiliklerin i¢inden dasalmaklygyn i ki¢i bahasyny
tapalyn. Bizin yagdayymyzda bu baha 4, punktdan B, punkta ¢enli
10 birlige den. Bu bolsa siklden 4, punktdan B, punkta ¢enli dugany
ayryp bolyandygyny anladyar. Onun ii¢in dhli “+” bilen bellenen
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Oyjuklerin dagalmak bahalaryna 10 gosulyar, dhli “—” bilen belgilenen
oyjiikleriti dasalmak bahalaryndan 10 birlik ayrylyar. Ozi hem A4,
punktdan B, punkta ¢enli dasalmaklyk ticin degisli 6yjiik doldurylman
goyulyar.

Netijede tidze ulag tablisasyny alyarys:

Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10
_ [ 2 [ 3 [ 3 [ 4
“=30 1 9 10
_ [ 3 [ 2 L5 L1
4= 40 20 10 10
4 3 2 6
o | . |
Vi
Téze meyilnama asakdaky yaly bolar:
x,, = 20, X, = 10, x;; =0, x,=0
Xy =0, Xy, = 20, Xy = 10, Xy, = 10,
x;, =0, x5, =0, X33 = 20, X, =0

Bu graf agag¢dyr, yagny gurlan meyilnama yol berilyidn bazis
meyilnamadyr.

Bu meyilnamada A4, punktdan B, punkta cenli dasamaklyk
yokdur, yagny x,,=0, hem-de onda A4, punktdan B, punkta cenli
x,,= 10 dasamaklyk emele geldi. Yokarda bellenilisi yaly, 4, punktdan
B, punkta ¢enli 6nlimin bir birligini dasamaklyk ulag ¢ykdajylaryny
8 birlik azaldyar. Sonun {igin tdze meyilnama ulag ¢ykdajylaryny 80 pul
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birligi mogberde azaldar, yagny bu meyilnamada ulag ¢ykdajylary
T=290 — 80 = 210 bolar.

3-nji mysal. Tdze meyilnama iicin potensiallary hasaplalyn we
bu meyilnamanyn optimaldygyny barlalyn.

a) Potensiallary Kkesgitlemek. Dasamaklygyn grafynyin her
dugasynynn yanynda bu duga boyunca dasamaklygyn bahasyny
yazalyn. 4, depede potensialyn u, = 0 bahasyny goyalyn. 4, depeden
B,, B, we B, depelere baryp bolyar.

A, B, duga boyunca ugrap, B, depdnii potensialyny tapyarys:
v,=2-0=2.

A, B, duga boyunca ugrap, B, depdnii potensialyny tapyarys:
v,=5-0=5.

A, B, duga boyunca ugrap, B, depdnii potensialyny tapyarys:
v,=1-0=1.

B, depe petik depedir, B, depeden bolsa A4, depi baryp bolyar,
onun potensialy: u;=2-5=-3.

B, depeden A, depd baryp bolyar, onun potensialy: u,=3-2=1.

A, depeden B, depé baryp bolyar, onun potensialy: v,=2—1=1.

Potensiallaryn alnan bahalaryny ulag tablisasyna yazalyn:

Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10 u;
_ L2 ] [3 [ 3 4
“=30 | 9y 10 !
_ [3 ] [2 [ s I
4 =40 20 10 10 0
v, 1 2 5 I

Onda aragy firmanyn peydasy asakdaky yaly bolar:
W=20-1+30-2+30-5+10-1+30-1+40-0+20-(-3)=210.
b) Optimallyk A.. > 0 Kriterisini barlamak. Yiik alynmadyk

yy -

oyjukler tigin A, = ¢;; — u, — v, ululyklary hasaplalyri:
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As=cy—u —v,=3-1-5=-3, A, =c,~u —-v,=4-1-1=2;
A, =cy—u,—v,=3-0-1=2, A, =c;,—u;—v, =4—(-3)-1=6;
Ay, =cyy —uy—v,=3—-(-3)-2=4, A,,=cy, —u,—v,=6—(-3)—-1=8.

Bu bahalary ulag tablisasynyn degisli ¢yjiiklerinin asaky cep
burcunda yazalyi:

Oniimcilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10 u;
_ | 2 | 3 | 3 | 4
=301 5 10 -3 2 !
B BE | 2 BE |1
=40 2 20 10 10 0
4 3 2 6
a=20 1 ¢ | 4 | 20 | 8 | -
v 1 2 5 1

Bu tapylan A,; ululyklaryfi arasynda otrisateliniii bardygy sebapli
optimallyk kriterisi yerine yetmeydr, yagny dasamaklygyinl seredilen
meyilnamasy optimal dildir.

¢) Taze yol berilyin bazis meyilnamasyny gurmak.
Otrisatel A, ululyk 4, oniimgilik punktundan B, sarp edis punktuna
cenli Onlimin birligi dasalanda ulag ¢ykdajylarynyn ululygynyn
azalmaklygyny gorkezyir. Diymek, A4, onlimgilik punktundan B,
sarp edis punktuna ¢enli 6nlimin bir birligi dasalanda ulag ¢ykdajylary
3 pul birligi azalarlar. 4, punktdan B, punkta 6nlimin ugradyp boljak in
uly mdcberini tapalyil. Dasamaklyk grafynda punktir bilen 4, punktdan
B, punkta ¢enli dasamaklygy belléliii. Alnan grafda, ondaky “asma”
dugalary ayyrmak bilen, sikli emele getirydn depeleri tapalyn. Siklini
dugalaryny “+” we “~” alamatlary bilen agsakdaky gdrniisde bellélin.
A, depeden B, depd ¢enli punktir ¢yzygy “+” alamaty bilen bellélin,
galanlaryny bolsa umumy depesi bolan dugalar diirli alamatlar bilen
belleniler yaly bellélin.
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Dasamaklyk grafyndan bu belgileri ulag tablisasyna gegiryaris:

Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b, =30 b,=10 | u
30 2] [3 [ 3 [ 4
! 20 0 - | -3 + |2
_ 3 | 2 BE [ 1]
2, =40 2 20 1 |10 — |10
_ 4 | 3 [ 2 [6 |
=20 6 4 20 8
Vi

A, depeden B, depd cenli dasamaklygyn girizilmekliginii
A, punktdan basga sarp edis punktlaryna harydyn akymynyn
azalmaklygyna we B, punkta Onlimgiligin beyleki punktlaryndan
akymyn azalmaklygyna getirydndigini belldlin. Sonun {igin 4,
punktdan B, punkta c¢enli akymyn ululygyny kesgitlemek {i¢in
“~” alamaty bilen belgilenen &yjiiklerin i¢inden dasalmaklygyn
in kici bahasyny tapalyn. Bizin yagdayymyzda bu baha A4,
punktdan B, punkta ¢enli we 4, punktdan B, punkta ¢enli 10 birlige
dent. Siklden A, punktdan B, punkta cenli dugany ayralyn. Onun
ticin dhli “+” bilen belgilenen &yjiiklerin dasalmak bahalaryna
10 gosulyar, &hli “~” bilen belgilenen Oyjiklerin dasalmak
bahalaryndan 10 birlik ayrylyar. Ozi hem 4, punktdan B; punkta cenli
dasalmaklyk tigin degisli 6yjiik doldurylman goyulyar, 4, punktdan
B, punkta ¢enli dasalmaklyk {i¢in 0 (“yasama” dasalmaklyk) bahany
goyyarys.

Netijede tdze ulag tablisasyny alyarys:
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Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10 u;
_ [ 2 | 3 | 3 | 4
a,=30 20 0 10
_ |3 [ 2 BB 1
a,=40 30 10
4 3 2 6
o | . |
Vi

x,, = 20, X, =0, x5 = 10, x,=0,
X, =0, x,, = 30, X, = 0, x,, = 10,

4-nji mysal. Tdze meyilnama {i¢in potensiallary hasaplalyn we
bu meyilnamanyn optimaldygyny barlalyn.

a) Potensiallary kesgitlemek. 4, depede potensialyn u, = 0
bahasyny goyalyn.

Bu depeden grafyn dugalary boyunca ugrap, galan dhli depelerin
potensiallaryny tapalyn.

A, depeden B,, B, we B, depelere baryp bolyar.

A, B, duga boyunca ugrap, B, depédnin potensialyny tapyarys:
v, =2-0=2.

A, B, duga boyunca ugrap, B, depédnin potensialyny tapyarys:
v,=3-0=3.

A, B, duga boyunca ugrap, B, depédnin potensialyny tapyarys:
v,=3-0=3.
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B, depe petik depedir, B, depeden bolsa A4, depd baryp bolyar,
onun potensialy: u, =2 -3 =—1.

B, depeden A4, depé baryp bolyar, onunl potensialy: u,=2—-3=—1.

A, depeden B, depé baryp bolyar, onun potensialy: v,=1—(-1)=2.

Potensiallaryn alnan bahalaryny ulag tablisasyna yazaly:

Oniimgilik Sarp edis punktlary
punktlary b, =20 b,=30 b,=30 b,=10 u;
_ L2 ] [3 [ 3 4
“=30 | 9y 0 10 0
_ 4 | 3 | 2 6
a, =20 20 -1
v, 2 3 3 2

b) Optimallyk A,>0 Kriterisini barlamak. Ahli yiik alynmadyk

ij—
(eyelenmedik) dyjiikler tigin A,;=c;,—u,—v; ululyklary hasaplalyx.
Ay=c,—u—-v,=4-0-2=2A, =¢, —u,-v,=3-(-1)-2=2,
Ay =cp—u,—v,=5—(=1)-3=3, A, =c;, —u; —v,=4—(-1)-2=3,
Ay, =Cy—ty—v, =3—(-1)=3=1 A, =cy, —u, —v, =6—(-2)—(-1)=5.

Tapylan A, ululyklaryn i¢inde otrisatellerinifi yoklugy sebépli
optimallyk kriterisi yerine yetydr, yagny dasamaklygyn seredilydn
meyilnamasy optimaldyr.

Seylelik-de, dasalmaklygyn optimal meyilnamasy asakdaky yaly
bolar:

x,, = 20, X, =0, x,; =10, X, =0,
x,, =0, x,, = 30, Xy, =0, x,, = 10,
x5, =0, X3, =0, X33 = 20, Xy =0

Bu meyilnamada ulag ¢ykdajylary asakdaky bolar:
'=2-20+3-0+3-10+2-30+1-10+2-20=180.
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Mysallar

Paylanma tablisalary bilen berlen asakdaky ulag meselelerini
demirgazyk-giinbatar bur¢ we potensiallar usullary bilen graflar

nazaryyetiniil elementlerini ulanyp ¢6zmeli we ¢oziiwleri defiesdirmeli.
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b 112 b 11217374
a, 60 70 | 110 a 25 25 50 | 100
Tl e o] [ TG
150 60
(R [z (OB AT
60 70
T (BB 5] [ EEEE
30 70
9 10.
b 1 [ 21374 b 1 121374
a 30 | 170 | 60 | 140 a, 20 10 70 20
T B 2 ] ] TG T
80 30
(B B 2] (OB R
120 40
IREERCRGRE I AGRERORD
200 60

3.3. Graflar nazaryyetiniii elementlerini torlayyn
modellerde ulanmak

Graflar nazaryyeti esasynda yatan torlayyn modeller bu torlaryn
optimizirlenilmekligini ge¢irmeklige miimkingilik beryirler hem-de
tdze onlimler we tehnologiyalar islenilip diiziilende isleriii toplumyny
dolandyrmak boyunga hasaplayys we guramagylyk cérelerini
gecirmeklige sert doredyarler.

Ykdysady meselelerde graflary tor, olaryin depelerini bolsa —
diiwiin diyip atlandyryarlar. Her gapyrga (duga) kesgitli bir san baha
beryirler, ol meselédnin manysyna goréd aralygy, gecirijilik ukybyny,
wagty we s.m. anladyar. Toruil her gorniisi bilen akymlaryn kesgitli bir
gorniisi baglanysdyrylandyr, meselem, nebitiii akymy, awtoulaglaryn
akymy we s.m.
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3.3.1. Torlayyn modelin esasy diisiinjeleri

Torlayyn model islerin toplumynyil yerine yetirilmek
meyilnamasynynn  grafiki  sekillendirilmesidir. Ol sapaklardan
(islerden) we diiwiinlerden (wakalardan) duryar, olar bolsa &hli
operasiyalaryn logiki 6zara baglanysyklaryny anladyarlar. Torlayyn
modelirlemekligin esasynda islerin meyillesdirilydn toplumyny
graf gorniisinde sekillendirmek yatandyr. Graf — ¢yzyklar ulgamy
bilen birikdirilen berlen nokatlardan (depelerden) duryan shemadyr.
Depeleri birikdiryian kesimler grafyn gapyrgalary (dugalary) diylip
atlandyrylyarlar. Ahli gapyrgalarynyn ugurlary gorkezgicler bilen
bellenilen grafa ugrukdyrylan graf diyilyar. Bu yagdayda iki serhet
depénin haysynyn baslangycdygyny, haysynyn bolsa ahyrkydygyny
kesgitlemek miimkindir. Beyle torlary 6wrenmekligi graflar
nazaryyetinifl usullary bilen geciryirler.

Graflar nazaryyeti Ozara baglanysdyrylan gapyrgalaryn
yzygiderligini birlesdiryédn yol diisiinjesi bilen is salysyar. Kontur bu
baslangyc we ahyrky depeleri den gelyian yoldur. Torlayyn grafik —
bu kontursyz, ugrukdyrylan grafdyr.

Biz bu kitapda torunl il kici siitiin (esasy) agajyny tapmak, in
gysga yoly tapmak yaly meselelere serederis.

3.3.2. Tory minimallasdyrmak (torun in Kici esasy agajyny
tapmak) meselesi

Tory minimallasdyrmak meselesi torun &hli diwiinlerini
birlesdirydn we in ki¢i jemi uzynlygy bolan gapyrgalary tapmakdan
ybaratdyr.

Bu meselénin ¢oziiwinin algoritmi asakdakydan ybaratdyr.

Islendik diiwiinden baglayarys we ony torui iii yakyn diiwni bilen
birlesdiryaris. Birlesdirilen iki diiwiin baglanysykly kopliigi emele
getirydr, galanlary bolsa baglanysyksyz kopliigi emele getiryérler.
Ondan sonira baglanysyksyz koplikde baglanysykly kopliigin
islendik diiwiine beylekilerden yakyn yerlesen diiwni saylap alyarys.
Baglanysykly we baglanysyksyz kopliikleri tézeleyéris we bu prosesi
baglanysykly kopliige torun &hli diwiinleri diisyéncd gaytalayarys.
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Den uzaklasan diiwiinler yagdayynda olaryn islendigini saylap alyarys,
bu “in kigi aga¢ — esasy” algoritminin birbelgili dildigini gorkezyar.

1-nji mysal. Telewizion firma 5 sany tdze etrapda tdze gurlan
yerlere hyzmat etmek ii¢in kabel toruny doretmekligi meyillesdiryér.
Gapyrgalardaky sanlar kabelin uzynlygyny gorkezyarler (3. 1-nji surat).
1-nji diiwiin — telewizion merkezi. Iki diiwniin arasynda gapyrgalaryn
yoklugy degisli etraplary birlesdirmekligin uly ¢ykdajylara eyedigini
ya-da biitinley miimkin déldigini afiladyar. Etraplary birlesdirmekligin
jemi uzynlygy il az bolar yaly meyilnamany tapmaly.

3.1-nji surat
Couziilisi.
Kabeliit minimal uzynlygy 14+3+4+3+5=16 (3.2-nji surat).

3.2-nji surat

2-nji mysal. 3.3-nji suratda kenarda kabul edis punkty, agyk
deniizde bolsa 9 sany gaz ¢ykaryjy desgasy bolan kommunikasiyalaryn
uzynlyklary berlen. 1-nji skwaZinanyn kenara hemmelerden yakyn
yerlesendigi sebépli, ol galan skwazinalardan kabul edis punktuna
gelydn gazy sorujy bilen giiyclendirmek tigin gerekli enjamlar bilen
iipjlin edilendir.
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Ahli skwazinalary kabul edis punkty bilen birlesdiryin we
turbalaryin umumy minimal uzynlygyna eye bolan turbagecirijileriii
toruny gurmaly.

[ ] Kabul edis punkty

3.3-nji surat

Coziilisi.
Turbalaryn in gysga uzynlygy: 5+6+4+3+7+5+6+5=41 km
(3.4-nji surat).

[ ] Kabul edis punkty

3.4-nji surat

3.3.3. In gysga yoly tapmak meselesi

Bu mesele ulag torunda baslangy¢ punktdan bellenilen punkta ¢enli
in az uzynlyga eye bolan 6zara baglanysykly yollary tapmaklykdan
ybaratdyr.

Belgilemeleri girizelin:

d;; — torda yanasyk i we j punktlaryfi arasyndaky uzaklyk;

U, — i we j punktlarynl arasyndaky ifi gysga aralyk, U, = 0.

Bu U, ululygy hasaplamak U¢in formula agsakdaky yalydyr:
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U, :rniin{Uiery}.

Bu formula 6nki 7 diiwne ¢enli in gysga aralygyi alynmaklygyny
we onun Ustline hézirki j diiwiin bilen 6nki i diiwniin arasyndaky
aralygyn gosulmaklygyny anladyar.

Bu formuladan j ditwne ¢enli ifi gysga U, aralygy difie j diwiin
bilen duga arkaly birlesdirilen her 6nki i diiwne ¢enli il gysga aralyk
tapylandan sofira hasaplap boljakdygy gelip ¢ykyar. Bu hasaplamalar
in soniky zynjyr licin il gysga aralyk tapylandan soiira tamamlanyar.

1-nji mysal. 3.5-nji suratda 1 we 7 diiwiinlerin arasynda in gysga
aralygy tapmaly.

3.5-nji surat

Coziilisi.

Minimal aralyklary tapaly:
U=0U,=U+d,=0+2=2,U,=U,+d,=0+4=4;

s =min{U, +d,;;U, +dy; Uy +dy } = min{0+10;2+11;4+3} =7,

—mzn{U +d,;U, +d, } mzn{2+5;7+8} =7;

—mm{U +dy;U, +d, } min{4+l;7+7} =5;
U, =min{U; +d;;Us +dg;} =min{7+6;5+9} =13.

Jogaby: 1 we 7 diiwiinlerin arasyndaky iil gysga uzaklyk 13-e,
degisli marsrut bolsa 1-2—5—7 deil.

2-nji mysal. Awtoulag parkyny calysmak baradaky mesele.
Awtoulaglary kirendé beryin firma geljekki 5 yylda awtoulag parkyny

calysmagy meyillesdirydr. Awtoulag firmasy awtoulag parkyny
calysmak meselesini goyyanca azyndan 1 yyl islemelidir. 3.6-njy
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suratda awtoulagyn ulanysda bolan yyllaryna we calysmaklygyn
wagtyna baglylykda awtoulaglary c¢alysmaklygyn gymmaty sertli
birliklerde getirilendir.

13,7

3.6-njy surat

Awtoulaglary c¢alysmaklygyn in az ¢ykdajylary beryin
meyilnamasyny kesgitlemeli.

Coziilisi.

In gysga uzaklyklary tapalyn.
U =0U,=U +d,=0+4=4,
U, = min{U, +d;;U, +d23} = min{0+5,4;4+4,3} =5,4;
U,=min{U,+d,;;U, +dy,;U, +dy, } =min{0+9,8;4+6,2;5,4+4,8}=9,8;
Us =min{U, +d,;;U, +d ;U +dy;U, +ds} =
=min{0+13,7;4+8,1;5,4+7,1;9,8+4,9} =12,1.

Gysga yol 1-2-5, onuin gymmaty 12,1 sertli birlik. Bu her
awtoulagynn 2 yyldan ¢algylyandygyny, 5 yyldan bolsa hasapdan
ayrylyandygyny anladyar.

Jogaby. Gysga yol 1-2-5, il az ¢ykdajy 12,1 sertli birlik.

Meseleler

1. Awtoulag kédrhanasy 4 we B sdherlerin arasynda tize marsruty
0zlesdirmeli. 3.7-nji suratda 4 sdherden B sdhere barmagyn diirli
marsrutlary gorkezilendir, ol yollar birndge beyleki ilatly punktlardan
gecydrler. Aralyklar gorkezgiclerin yanlarynda kilometrlerde sanlarda
gorkezilendirler. Awtobuslarynn 4 sdherden B sdhere barmagynyn i
gysga marsrutyny kesgitlemeli.
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3.7-nji surat

2. Yangyn gullugyna garazdan (4 punkt) nebiti gaytadan isleyin
zawoda (B punkt) ¢enli in gysga yoly kesgitlemek gerek. Aralyklar
kilometrlerde 3.8-nji suratda gorkezilendirler.

3.8-nji surat

3. Awtoulag kompaniyasy ilatly punktlary birlesdirydn yollaryn
toruny guryar. Toruil diizimi we ilatly punktlaryil arasyndaky
uzaklyklar 3.9-njy suratda gorkezilendirler. I az ¢ykdajylar bilen
yollaryn toruny gurmaly.

3.9-njy surat
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4. 3.10-njy suratda ilatly punktlaryii arasyndaky ulag yollaryn
tory gorkezilendir:

3.10-njy surat

Ilaty punktlaryil arasyndaky il gysga marsrutlary tapyi:

a) x, we x, arasynda; b) x, we x, arasynda;

¢) x, we x, arasynda; d) x, we x, arasynda.

5. 3.11-nji suratda 4 we B ilatly punktlaryn arasyndaky yollar
gorkezilendirler. Ol ilatly punktlaryi arasyndaky ifi gysga marsruty
tapmaly:

a) 10 45

3.11-nji surat

6. Yiikler demir ol ulgamy boyunca dasalyar. 3.12-nji suratda
demir yol menzilleri we olaryn arasyndaky uzaklyklar gorkezilendirler.
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Ahli menzilleri birikdiryin we yiikleri dasamaklygyn jemi ¢ykdajysy
i1 az bolan marsruty tapmaly:

2000 N800
1300

1400

3.12-nji surat
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IV. LOGIKI ALGEBRANYN FUNKSIYALARY
4.1. Logiki algebranyn elementar funksiyalary

Belgilemeleri girizelin: E,={0,1}; E,)'=E,xE,x..XE, — n
|E,|=2 bolsa, onda |E,"|=2".

1-nji kesgitleme: Logiki algebranyn funksiyasy diylip, £,"=E,
sekillendirméni amala agyryan kanuna aydylyar, bu sekillendirme dhli
yerde kesgitlenendir we funksionaldyr.

E," kopliik tiikenikli bolany {igin, E,"= E, sekillendirméni bermek
diymek, E,"-den alnan toplumlaryn kopliigini bermek we her bir
toplum ti¢in onun E,-ddki sekilini gérkezmek diymekdir.

1-nji mysal. Goy, n = 2 bolsun, onda £,>={(0 0), (0 1), (1 0), (1
1)}, E,>= E, sekillendirme, mysal {i¢in, seyle berlip bilner: (0 0)=>0;
ODH=110=1;(11)=1.

Seyle gornilisde funksiya berlendir, onunl {i¢in biz f(x,x,) yaly
standart belgileme ulanarys, bu funksiyany tablisa gérniisinde yazmaly.

Coziilisi.

X ) Jxpxy)
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

Bu yerde, x, we x, — siitlinlerin ady, f — sekillendirméini afiladyan
simwoldyr. f(x,,x,) we f(,,),) funksiyalaryn sol bir sekillendirméni
anladyanlygyna tinsiinizi ¢ekelin, olaryn tablisalary dine siitiinleriniii
bellikleri bilen tapawutlanyarlar.
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2-nji kesgitleme. f(x,,x,,...,x,) funksiyany beryédn tablisa bu
Bir nébellili funksiyalara seredelin. Olaryi dhlisinin sany 4-e den
bolar, olar asakdaky yaly ¢ynlyk tablisalary bulen berilyar:

X Si®)
0
1 0

funksiya konstanta 0 diylip atlandyrylyar, £, (x)=0 gorniisde yazylyar;

X i)
0 0
1 1

funksiya tozdestwo diyilyir, f; (x) = x gornlisde yazylyar;

X f,(x)
1
1 0

------

X f,(x)
1
1 1

funksiya f; (x)=1 gorniisde yazylyar we konstanta 1 diylip atlandyrylyar.

Eger-de x nébellinin standart yerlesisi birinji siitiinddki 0 we ikinji
stitiindéki 1 diyip hasap etsek, onda f;, f,, f,, f; funksiyalar birmanyly
toplumlaryn bahalary bilen kesgitlenyérler: £,=(0,0), /,=(0,1), £,=(1,0)
we f,=(1,1). Funksiyalarynn toplumlarynyii bahalary E,xE, kopligi
emele getiryir, sonui ti¢in bir ndbellili funksiyalaryn sany |E, X E,|=4
dendir. Funksiyalarynn nomerlerinini ikilik kody bu funksiyalaryn
bahalar toplumy bilen gabat gelyar.

Iki nabellili f(x,,x,) funksiyalara seredelin.

Iki ndbellili funksiyalar £,>={(0 0), (0 1), (1 0), (1 1)} kopliikde
kesgitlenendir, £,>-déki ndbellilerin bu toplumyna 0,1,2,3 sanlaryn
ikilik kodlary yaly seredip bolar, (x,,x,) toplumlaryn seyle yerlesislerini
standart hasap etjekdiris. Onda f(x,,x,) funksiyalar (B,, B, B;, B,)
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bahalar toplumy bilen birmanyly kesgitlenyérler, her bir ;€ E,, sonun
tcin (B, B,, By, By) € E,*. Seylelikde, iki nabellili funksiyalaryn sany
24=16-a dendir, olary nomerlerinin ikilik kody funksiyalaryn bahalar
toplumy bilen gabat geler yaly edip, 0-dan 15-e ¢enli sanlar bilen
nomerlalin.

X | N AL LE VL L AL S | fo | Jo | Ju S| S| S| fis
00j0j0jO0OjO|O|jOf(O|OfT |11 |T]1|1]1]|1
oryojojojof1{1f{r{1fojojojo0oj1|1rj1|1
10/{0jO0|1(1]O0jO|T|1|0jO|T1T|1|0]|O|1]]1
11/0(1{0[1]0(1|10j1|0]1|0]1[0]|1|0]]1

Bu funksiyalarynn kibiriniii yorite atlary bar, olar analizddki
elementar funksiyalaryin roluny oynayarlar, sonun ii¢in olara logiki

1) f,(x,,x,) = (x,&x,), «x, konyunksiya x,» yaly okalyar, kdwagtlar
& belligin yerine e bellik ulanylyar ya-da bellik goyulman, (xx,)
valy hem yazylyar. (x,&x,) adaty kopeltmek hasyly x,x, yaly yazylyar
we min (x,,x,) bilen gabat gelyir. Bu amala logiki kopeltmek hasyly
diyilyér.

2) f(x,.x,) = (x, ®x,) — x, we x,-ni1 ikilik modul boyunc¢a gosmak,
kawagtlar (x,+x,),., valy yazyarlar.

3) fix;.x,) = (x,vx,), «, dizyunksiya x,» yaly okalyar, ol
max (x,,x,) bilen gabat gelyar, ona logiki gosmak diyilyar.

4) fo(x,x,) = (xli«xz), «x, Pirsiit strelkasy x,» yaly okalyar we
dizyunksiyany inkdr etmek bilen gabat gelyir, basga atlary: Webbin
funksiyasy, Daggerinl funksiyasy.

5) fo(x,,x,) = (x,~x,), «x; ekwiwalent x,» yaly okalyar.

6) f5(x,.x,) = (x, >X,), «x, implikasiya x,» yaly okalyar, kdwagtlar
(x,ox,) yaly bellenyir, yagny, x, element x,-ni 6z i¢inde saklayar.

T) fia(x.x,) = (x|x,), «x, Sefferin strihi x,» yaly okalyar, ol
konyunksiyanyn inkér etmesi bolup duryar.

Elementar funksiyalaryn belgimelerine gatnagyan *,&,v,—>,~,~L,€B,|
0 we 1 tiytgeyan ululyklar logiki ya-da bul tiytgeyén ululyklary diyilyar,
0 «yalany», 1 — «¢yn» diymekdir, logiki algebranyn funksiyalaryna bul
funksiyalary hem diyilyar.
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f(x,..x,) funksiyalara seredelin, bu yerde (x,...x,) € E,”, onda
f(x,...x,) funksiyalaryni berilmeli (x,...x,) toplumlarynyn sany |E,"|=2"-¢
dendir. Iki belgili logiki algebranyn &hli funksiyalarynyn kopliigini P,
bilen belldlin. » lytgeyédn ululyga bagly funksiyalaryn sanyny P,(n)
bilen belldlin. Gorniisi yaly, P,(n) = 2*".

n-il artmagy bilen P,(n) san calt artyar: P,(1)=4, P,(2)=16,
P,(3)=256, P,(4)=65536. Uly n ii¢cin funksiyanyn formulaly berlisi
ulanylyar, tablisaly berlisi kabul ederlikli dildir. Formula diisiinjesini
girizmezden 6n hakyky lytgeyédn ululygyn kesgitlemesini berelii.

3-nji kesgitleme: Eger-de x,,...x; |, x,,,,...x, Uytgeyan ululyklaryn
oy,... 0y, O4y,...q, bahalary bar bolup, olar tl¢in f(a,,...a; .0,
a,,...o)=f(e...a, 1, o,,,...0)) sert yerine yetydn bolsa, onda
J(X)5eeX, X XiyseX,) funksiya x-e hakyky bagly diyilyér. Tersine

2-nji mysal. Iki ndbellili birndge funksiyalara seredelin.

X1 X, (x; & x,) fs Js
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1

(x,&x,)-yn x,-e hakyky baglylygyny gorkezmeli.
(0,1) we (1,1) toplumlara seredelin, bu yerde, o,=1, f(0,c,)=0
we f(1,a,)=1-e den daldir.

x,-nifl hem hakyky tiytgeyédn ululykdygyny gorkezelin. (0,1) we
(1,1) toplumlara seredelini, bu yerde, a,=1, f(1,0)=0 we f(1,1)=1-e
den déldir.

[5(x,,x,) funksiya ti¢in x,-nin fiktiw Giytgeyén ululykdygyny, yagny,
fi(a,0)#f(a,,1) bolar yaly (a,,0) we (ay,1) toplumlaryn yoklugyny
gorkezmeli.

Goy, a,=0, yagny (0,0) u (0,1) toplumlara seredelin,
£(0,0)=£(0,1)=0. Goy, a,=1, yone f(1,0)=f(1,1)=1.

/s funksiya U¢in x, we x, hem fiktiw lytgeyan ululyklardyr.
Eger-de f(0,a,)#/(1,0,) bolar yaly (0,a,) we (1,a,) toplumlar yok
bolsa, onda x, fiktiw tiytgeyén ululyk.
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Eger-de a,=0 bolsa, onda f(0,0)=/(1,0)=1. Goy, a,=1 bolsun,
onda £(0,1)=/(1,1)=I.

Goy, x, Uytgeyan ululyk f(x,,...,x,...,x,) funksiya ti¢in fiktiw
uytgeyén ululyk bolsun. Onda ony («,,...¢, |, 1, a4, ...0,) yaly ya-da
tersine (o, ..., ;, 1, @4, ...c,) yaly dhli setirlleri we x; tiytgeyéan ululyk
licin siitlini ¢yzmak arkaly ¢ynlyk tablisadan ayryp bolar. Sunlukda,
kabir g(x,...,x; |, X,,,,...x,) funksiyany alarys.

g(x,,..x; |, x5 ...x,) funksiya f(x,, ...,x,, ...x,) funksiyadan x, fiktiw

......

4-nji kesgitleme: Eger-de f,-ni f,-den fiktiw iiytgeyin ululygy
gosmak ya-da ayyrmak arkaly alyp bolyan bolsa, f; we £, funksiyalara

------

3-nji mysal.

Xy X, J
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 1

Tablisany diistindirii.

(a,1) gorniisli setirleri, yagny, (0,1) we (1,1) -1 we x, {igin siitlini
cyzdyk.

Sy, xy) = glx)) = x, aldyk.

4-nji mysal.

X, X

[N

0
0
1
1

_ o = O
—_ 0 O O (%

Goy, g(xx,) funksiya tablisa gorniisinde berlen bolsun we iki
ndbelld hem hakyky bagly bolsun. g(x,,x,)-den x; fiktiw liytgeyén
ululygy girizmek arkaly alnan f(x,,x,,x;) funksiyany gurmaly.
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X1 X, X3 S
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

(x,,x,) topara x,=0-y gosyarys, (a,,a,,0) gorniisli topary alyarys.
Bu toparlarda f funksiyany g(a,,a,)-e deilélin, sofnra (¢,,a,,1) gorniisli
toparlary gosalyn, f(a,,a,,1) funksiyany g(a,,a,)-e denlélin.

Hakyky tliytgeyénleri yok bolan we iiytgeyénlerin bos kopliigine
goré funksiyalar hokmiinde seredip bolyan 0 we 1 konstantalar ayratyn
rol oynayarlar.

4.2. Logiki algebranyn funksiyalarynyn formulaly berlisi

Kopliiklerin istiinddki formulalaryin induktiw kesgitlemesini
berelin. Bu kesgitleménin formasy boyung¢a ¢ylsyrymly bolmagyna
garamazdan, gelejekde peydaly bolar. Induktiw kesgitleme matematiki
analizde d"f(x)-n-nji derejeli differensialynynn kesgitlemesinde
ulanylypdy: birinji differensial df(x) diislinjesi girizilipdi, sonra
n-nji differensial d""f(x)-den alnan birinji differensial hokmiinde
kesgitlenipdi.

1-nji kesgitleme: Goy, Mc P, bolsun, bu yerde P, — logiki
algebranyn &hli funksiyalarynyn kopliigi, M-P, koplige degisli
funksiyalaryn kopliigi, onda:

1) her bir f(x,, ...,x,) € M funksiya M-in tistiindaki formula diyilyér;

2) goy, g(x,....x,)eM, G,,...,.G, — uytgeyan ululyklar ya-da
M-in tstiinddki formulalar bolsun. Onda g(G,...G,) ailatma — M-in
iistiindéki formula.

Formulalary bas harplar bilen bellejekdiris: formulalary gurnamaga
gatnasan funksiyalary goz oiilinde tutmak bilen: N[f,...,f]] ya-da
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formula giryin lytgeyédnleri goz onilinde tutmak bilen: N(x,...,x,).
g(G,,...,G,)-ni gurnamaga gatnasan G, — formulalara i¢cki formulalar
diyilyér.

1-nji mysal. Coy, N={(x,&x,), (x,VvXx,), (X)} bolsun, onda
((x,&x,) vx;) — N-in tstlinddki formuladyr.

Her bir N(x,,...,x,) formula f(x,,...,x,) € P, funksiyany degisli
edelin. Degisliligi formulanyn induktiw kesgitlemesi boyuncga gegirelin.

1) Goy, N(x,,...,x,)=f(x,,...,x,) bolsun, onda N(x,,...,x,) formula
f(xy,...,x,) funksiyany degisli edelin.

2) Goy, NMN(x,..,x,)=g(G,,...,G,) bolsun, onda induktiw
caklama boyunca her bir G, f; € P, funksiya ya-da x; liytgeyan ululyk
degisli edilen, bu funksiyany tozdestwo-funksiya hasap edip bolar,
bu yerde, her bir G, — M-in Ustiinddki formula ya-da iiytgeyin
ululyk. Sunlukda, her bir G, formula f(x,,...,x, ) funksiyany

degisli edip bolar, sonun yaly-da: {x,,...x, } = {x,,....x,}, sebdbi

N(x,,...,x,) formulada ony diizmdge gatnasan &hli uytgeyénler
getirilydr. Ahli £, funksiyalary (x,,...,x,) iiytgeyinlere bagly hasap
edip bolar, tiytgeyénleriii kdbiriniii fiktiw bolmagy miimkin. Onda
Ny .sx,)=2(Gy ..., G, )=2(f1(X1s o0 X,), s f(X5..,X,)) DOlar.

Bu formula A(x,,...,x,) funksiyany asakdaky gorniisde degisli
edelin: goy, (o, ..., @,) — (x,, ...,x,) Giytgeyanlerin erkin toplumy bolsun.
Her bir f; funksiyanyn bahasyny bu toplumda kesgitlalin.

Goy, f(a,...,a,)=p; bolsun, soiira g(x,,...,x,) funksiyanyn
bahasyny (f,, ..., §,) toplumda kesgitldlin we A(a, ..., &t )=g(B,, .., B,,) =
=g(fi(a,...a),..., f.(a,..,a)) yaly goyalyn. Her bir f(x,,...,x,)
funksiya bolany ii¢in, her bir («,,...,a,) toplumda ol birbelgili
kesgitlenyar, g(x,,...,x,) hem funksiya, seylelikde, ol (f,,...,3,)
toplumda birbelgili kesgitlenydr, bu yerde, A(x,,...,x,) islendik
(e, ..., a,) toplumda kesgitlenen funksiya.

M-in istlindédki dhli formulalar kopliigini <M> yaly bellilin.

2-nji Kkesgitleme: <M>-ddki N we D iki formulanyn emele
getiryan funksiyalary den bolsalar, onda N=D — dendir ya-da N~D

------

2-nji mysal. Formulalaryn ekwiwalentligini subut etmeli:
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(x_l&(xz D x;)) ~ (x v (x, > x;) &(x; > x,)).

X x| x| u0x | & |08 | xox | & v | o
0] 01O 0 0 1 1 1 1 0
0] 0] 1 1 1 1 0 0 0 1
0] 110 1 1 0 1 0 0 1
0| 1] 1 0 0 1 1 1 1 0
1100 0 0 1 0 1 1 0
1101 1 0 1 0 0 1 0
1|10 1 0 0 1 0 1 0
1111 0 0 1 1 1 1 0

Formulalaryn yazgysyny yonekeylesdirmek:

1) dasky yaylary ayryp bolyar;

2) baglylyklary ulanmagyn artykmaglygy asakdaky tertipde
artyar: ~, =, v, &;

3) bir ndbellinin tistiinddki baglylyk — dhli baglylyklardan giiy¢liidir;

4) eger baglylyk formulanyni yokarsynda duran bolsa, onda ilki
formula, sofira inkdr etme yerine yetyér;

5) yaylar yok bolsa, onda ~ we — amallar iii sofiundan yerine
yetyérler.

Icki formulalary ekwiwalentleri bilen ¢calysmak baradaky teorema

Teorema: Goy, N € <M> we seyle gorniisde bolsun: N(x,...,x,)=
=g(G,...G,...,G,). Eger kici formula G,~ G, bolsa, onda N(x,, ...,x,)=
=g(G,,....G,...,G,) formula we N'(x,,..,x)=g(G,,...,G/,....G")
formula ekwiwalentdirler.

Subudy. Eger-de N we N’ sol bir funksiyany emele getirydn
bolsalar, onda ol formulalar ekwiwalentdirler. Formulany emele
getiryén funksiyanyn gurlusyna layyklykda alarys:

Ny ooy X,) = (100 s X)) ey [i (s s X))y ey [, (X 05 X,),

Ny eos X, )= (1 (s s X))y ees [ (X e X)) s [ (X e X,).

Sert boyuncga, G,~ G/, seylelikde, (a, ..., o)) toplumda f,(a, ..., @)=
=f'(a,,...,a,) alarys, yagny, islendik («,,...,a,) toplumda g(f,...,
fo ) weg(fs.... [, ..., f,,)) funksiyalaryn bahalary gabat gelyirler.
N~N'alarys.
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Elementar funksiyalaryn kébir héasiyetleri

1. Idempotentligi & we v: x&x=x, xVX=Xx.

2. Kommutatiwligi &, v, @, |, ~3.

3. Assosiatiwligi &, v, @, ~, sonun {i¢in xyz gorniigli formulalarda
hi¢ hilli yaylary goymasa-da bolyar.

4. Distributiwlik:

a) &v gord: x& (yvz)=xyvixz,

b) v & gord: xv(y&z)=(xVvy)&(xVvz),

¢) & & gora: x(y Dz)=xyDxz.

5. Inwolyusiya: X = x.

6. De Morganyi diizgiini: XVy =X & y u Xy = XV .

7. 0 we 1 bilen hereketlerin kanuny:

xvO0=x,xv1=1,xvx=1,x&0=0,

x&1=x, x&x=0,x®1=x, x®0=x.

8. Implikasiyalaryn 6zara distributiwligi:

x—>—22)=x—>y)>x—>2).

Su formulalaryn &hlisinin deiiligi kesgitleme boyunga, yagny
olary emele getiryin funksiyalaryn denligi bilen subut edilyar.

Mysal {i¢in, implikasiyalaryn ozara distributiwligini barlap
gorelin: x> (y—z)=(x—>y)—>(x—>2).

x|yl|lz|yoz | xo>o0—>2) | x>y | x>z | >
0]0|0 1 1 1 1 1
0101 1 1 1 1 1
0|10 0 1 1 1 1
0|11 1 1 1 1 1
1100 1 1 0 0 1
1101 1 1 0 1 1
1|10 0 0 1 0 0
1|11 1 1 1 1 1

Elementar funksiyalaryn hisiyetlerinden gelip ¢ykyan netijeler

1. Yelmemek kanunlary:

xyvxy=x(yvy)=xel=x (v gord &-in distributiwligi);

(xvy)&(x vy)=xy=xv0=x (& gord v-in distributiwligi).
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2. Sindirmek kanunlary:

xvxy=x(1vy)=xel=x; x&(xVvy)=xvxy=x.

Elementar funksiyalaryin hésiyetleri we ki¢i formulalary
ekwiwalentleri bilen ¢alysmak teoremasy formulalary yonekeyles-
dirmige miimkingilik beryar.

3-nji mysal. Formulalary yonekeylesdirmeli.

Coziilisi:
L. 20y VX, X0 = X500, VX)) = X500 VX)) &(x, VX)) = (X VX)X
2. X VXX VXXXV XXX, = X VX (X VXXV XOXAX,)

X, VX (VX VIXX,) = (VX)X VX, VX VXX, = X V(G VX))V
(X, VX, =X, V(65 VX VX, VX)) VX VY, = X VX, VIV,

4.3. Taydaslyk usuly
1-nji kesgitleme: Eger-de f*(x,,...,x,)=f(X,,...,X,) bolsa, onda

......

1-nji mysal. Cynlyk tablisasynyn komegi bilen 0 konstantanyn
1-e taydaslygyny gorkezmeli.
Coziilisi:

X S S
0 0 1
0

1

f(x) = x funksiyalar we g(x) = x 0z-0ziine taydasdyrlar:

x| flf* g |g*
010 1
111

O =

sebibi £*(0) = f(1).
2-nji kesgitleme: Eger-de f*(x,,...,x,)=f(x,,...,x,) bolsa, onda

------

2-nji mysal. f(x,,x,x;,)=x,®x,Px;-yn Ozara taydasdygyny
gorkezmeli.
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Coziilisi:

X% | x| fSF
0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

Eger-de f* — 6zara taydas bolsa, onda f(x,,...,x,) = f(x,...,X,),
yagny, garsylykly toparlarda funksiya garsylykly bahalara eye bolyar.
3-nji mysal. x, v, funksiyanyf x, & x, gord taydasdygyny, x, 4 x,
funksiyanyn x, |x, funksiya gord taydasdygyny gorkezmeli.
Coziilisi:

XX, | fExvx | g=xlx g*le‘l’xz
00 0 0 1 1
01 1 0 1 0
10 1 0 1 0
11 1 1 0 0

Taydas funksiyalar barada teorema
Teorema: Eger-de f* funksiya f-e gord taydas bolsa, onda f/*-a
gord hem taydasdyr. )
Subudy. f*(xy,...,x,) = f(x,,...,x,). f*-a g0rd taydas funksiyany
tapalyn, yagny (f*(x;, ..., x,))*=(f(X;, .. x,))*= [ (X, ....X,)=f(x;,..x,).
Funksiya formula bilen berlen bolsun. Bu formula boyunca taydas
funksiyany tapyp bolarmy? Bu soraga jogaby asakdaky teorema beryir.

Taydaslyk usuly barada teorema

Teorema: Goy, h(x,,...,x,) funksiya h(x,,....x,)=g(G,,...,G,)=
=g(f,(x;5..sX,)s ey [ (X}5...,x,)) formula bilen berlen bolsun. Bu
yerde kabir liytgeyédn ululyklar fiktiw (yasalan) bolup bilerler, onda
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h*(x, nx,) =g (fi*(x)5 0 X))y oy [ (x5 ..0x,)). Eger-de funksiya
kdbir formula bilen berlen bolsa, taydas funksiyany almak {i¢in bu
formulada funksiyanyn @hli belgilerini taydas belgilere, 0-y 1-e, 1-1
0-a calysmaly.

Subud)i: n(xy,..0x,) = h(x),...%,) = (i(X5 - X,)s s fulXs s
X)) = gNG, nX)s o [, K X)) = g (A7 (0500x,)), s
(f, *(x5.x,))) = g5 ¥(x)500X,)s ooes [, ¥(x),..05x,)), tassyklamanyn
dogrudygy subut edildi.

Eger-de A (x,,...,x,) funksiya N[f,,..., f,] formula bilen berlen
bolsa, onda, N-e girydn f; funksiyany f* bilen ¢alysmak arkaly alnan
h*(x,,...,x,) formulany taydas diyip atlandyrjakdyrys we N*(x,,...,x,)
yaly bellejekdiris.

4-nji mysal. Eger-de = (x—>y)Vvz) (yz— (x®Dyz)) bolsa, onda
f*-1 emele getirydn formulany gurnamaly we onuni N = z(x @ y) formula
ekwiwalentdigini gorkezmeli.

Coziilisi: (x®y)* we (x—>y)* tapalyn.

Xy | x®y | (xdy)* x—>y | (x—=>p)*
00 0 1 1 0
01 1 0 1 1
10 1 0 0 0
11 0 1 1 0

Tablisadan gorniisi yaly,

x@Y)*=x~y=x®y =x0y®1, xOy = xyOxy,

(x—>y)* =Xyx—>y=XVy.

Taydaslyk prinsipi boyunca:

ff=xyzv(yvzx®d@vz)@)=xyzvyzxd (yvz)®1l)
=zxyv(yx @ yz @) = z(yviyx Oz @ 1)) = 2y vylx @ 2)) =
zxyv(zyx @ zyz) = z(xyvxy) =z(x @ ).

Onda f'= (*)* = [z(x@y)]* = zv (x~Y).

5-nji mysal. f* {i¢in formulany tapmaly we eger-de
f=(yz~(tvxy))vyt bolsa, onda onun N = (xv(z®t))y formula
ekwiwalentdigini gorkezmeli.
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Coziilisi: /* = (kvyvz)@t(xvy) vit) = (xvyvz
t(xvy)vixvyvz)t(xvy))yve)=xyztv(xvyvz)(ivxy)(yvi) =
=xyztv(xvyvz) iy vxyvixy)=xyztv (xvyvz) iy vxy)=
=y(ixvztvizvxvxz) =y(ztvxvizvxz) =yxv(zDt)).

Oz-oziine taydas dil funksiyalar barada lemma

Lemma: f(x), f(x) funksiyalary 6z-6ziine taydas dil funksiya
goymak arkaly haysy hem bolsa bir hemiseligi alyp bolar.

Subudy. Goy, f(x,,...,x,) — 6z-0ziine taydas dil funksiya bolsun.
Onda («, ..., o) toplum bolup, onuil iicin f(e, ..., ) =f(,, ..., O,).
f(ay, ..., a0,)-déki birlikleri x bilen, nullary bolsa x bilen ¢alysmak
arkaly % (x) funksiyany gurnalyn.

X =X,, X =X, bolany ti¢in, 2(x) = f(x*,...,x"). 0% =&, 1% =q,
bolyandygyny belldp gegelin.

Onda h)=f1%,...,1) = f(a,,...,a,) = f(a,,...,a,) =
= f(0“,...,0“) = h(0), yagny h(1)=h(0). Seylelikde, % (x) funksiya
haysy hem bolsa bir hemiselikdir.

4.4. Bul funksiyasyny iiytgeyénleri boyunca dargatmak

_’ = 0’
Bellik girizelifi: x° = {x o
x,0=1.

x we o-in diirli bahalarynda x’-nyn ndmé den bolyandygyna
seredelin.

x\o 0 1
1 0
1 0 1

Tablisadan gorniisi yaly: difie x = ¢ bolanda x* = 1.
Funksiyany iiytgeyénleri boyun¢a dargatmak hakynda teorema

Teorema: Goy, f(x,,...,x,) € P,. Onda islendik m tigin: 1 <m<n
asakdaky anlatma yolbererlikdir:

S Xy X, X peees X, ) = Vv )x{" &X7 &..&X)" & f(O 5 esT Xy yseesX,)s
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bu yerde, dizyunksiya f funksiyanyn x,,...,x, Uytgeyédnleri boyunca
dargatmasy diylip atlandyrylyan, @hli 0 we 1-den alnan toplumlar
boyunca alynyar.

Tassyklamany subut etmezden 61 mysallara seredelini.

1-nji mysal. m = 1, x liytgeyénler boyunca dargatmany yazmaly.

Coziilisi:

f(xl,...,xn)zg/xl"lf(ol,xz,...,xn)z)_clf(O,xz,...,xn)vxlf(l,xz,...,xn). (D)

2-nji mysal. m=2, x we x lytgeydnler boyunca dargatmany
yazmaly.
Coziilisi:

f(x,%,y,...x,) = v X' & x3P & f(0,,0,5,X55...,X,) =

(©1,0,)
=x%,/(0,0)vxx,f(0,D)vxx,f(1,0)vxx,/f(L]) :(01 07)}/(6]62):1 XX

Teorema: Eger-de f(x,, x,) =x, @ x, bolsa, onda sonky formuladan
X, @ x, =X,Xx, vV X, X, alarys.

Subudy. Subut etmek {i¢in erkin («, ..., ) toplumy alalyin we
(1) formulanyn ¢ep we sag taraplarynyn bu toplumda sol bir bahalara
eye bolyandygyny gorkezelin. Cepinde f(«,, ..., o) alarys. Sagynda:
v oAy .. (OO, 0, e QL) -

(©1::0,)

Dizyunksiya ~ miimkin  bolan (o)., ) toplumlar
boyunga alynyar. Eger-de bu toplumlarda in  bolmanda
bir  og#a(1<i<m) bar  bolsa, onda a’ =0 u
a'ay?...a)" f =0, netijede, nulsyz agza dine (o, ...,0,)=(a,, ..., a,,)
toplumda bolar, onda o'y’ ...a." f(0,...,0,,0, s...,Q,) =

alloy? .o f(ay,....a,) = f(a,...,a,).

1-nji netije. Islendik tozdestwalayyn nula den bolmadyk
f(x,,...,x,) funksiyany yeke-tik seyle gorniisde anladyp bolar:
f(xl""’x”)z(a] o Gﬂ):le‘ CX

Bu gorniise f(x,, ...,x,) funksiyanyn kdmillesen dizyunktiw normal

......
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Subudy. Tozdestwalayyn nula denn bolmadyk funksiyalar iigin
KDNF-nyn barlygy onki teoremadan gelip ¢ykyar. Sol KDNF-nyn
yeke-takligini gorkezelin.

Hakykatdan hem, 2% —1 sany tozdestwalayyn nula defi bolmadyk
n — yerli funksiyalar bar. n liytgeyénlere gora diirli-diirli KDNF-lerin
sanyny hasaplalyn.

C¥ n elementden k boyunca utgasdyrmalaryii sanyny afladyar.
Onda biragzaly x"...x; KDNF-lerifi sany C, -e defidir.

k agzaly KDNF-lerin sany C;,, -e dendir. n — agzaly KDNF-lerin
sany C), -¢ dendir. Ahli bar bolan diirli-diirli KDNF-leriii sany
1 2 k n 2"
Czn +C2,, +...+C2n +...+C2” =27 —1.

Seylelikde, 2* —1 sany funksiya 2* —1 KDNF arkaly amala
asyrylyar, yagny her bir funksiya yeke-tik KDNF degislidir.
Bellik. x{"...x)" —x, # x,,i# j bolanda, iytgeyén ululyklaryi

sany boyunca n rangly elementar konyunksiya, f(x,,...,x,) ig¢in
KDNF — n rangly elementar konyunksiyalarynn dizynksiyasy.

Eger-de funksiya il bolmanda bir elementar konyunksiyanyn
rangy n-den kici bolan elementar konyunksiyalaryn dizynksiyasy
gorniisinde afladylan bolsa, onda seyle forma dizyunktiw normal
forma (DNF) diyilyar.

2-nji netije. Logiki algebranyi islendik funksiyasy inkédr etme,
& we v Usti bilen formula gorniisinde anladylyp bilner.

Subudy:

a) Eger-de, f= 0, onda f(x,,...,x,) = x, & X,.

0) Eger-de, tozdestwalayyn f(x,,...,x,) # 0 bolsa, onda ony diie
&, v, ~ baglanysyklar ulanylyan KDNF gorniisinde anladyp bolar.
KDNF funksiyany &, v, ~ baglanysyklar ulanylyan formula gérniisinde
anlatmagyn algoritmini beryér.

3-nji mysal. Goy, f(x,, x,, x;) funksiya ¢ynlyk tablisasy bilen
berlen bolsun. Ony KDNF gorniisinde yazmaly.

Coziilisi:

Funksiyanyn 1-e den bolandaky toplumlary ii¢ sany:

110



(O: 1: O)a (1: 0: O) we (1a 1’ 1): $Ol’111fl ﬁgin:f(xlo xz: x}) = xlo &
& vl & &x vy &x, &x'=x &x,&x;vx &
X &x; vy &x, &x,

X1 X, X3 S/
0 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

3-nji netije. Biz funksiyany v(x" & x;* &...) gorniisde aniladyp
bilyéris. Ony &(x;" v x3* v...) gorniisde anladyp bolmazmy?

Subudy: Goy, f(x,, ...,x,) # 1 tozdestwo funksiyasy bolsun. Onda
f* # 0 funksiya hem tozdestwo funksiyasydyr we ony KDNF gorniigde
afiladyp bolar.

S(xpenx)=(f*(x,...,x,)*=( v X7 LXT)E,

(01.0,):/*0y..0,)=1

Taylyk prinsipi esasynda &-y v bilen we tersine, ¢alsyp, alarys

ce X)) = & MAVINRVE ST & JVLvx)=
S Gaees) <m_m)z?(&.umzl(x‘ ) <olﬂ,o”):f<6,~6,,):o(x‘ ) )
= & (X7 Vv X,

(0.0,):f(0)...0,)=0

------

(x"v...vx") n rangly elementar dizyunksiya diyilyr.

Funksiyany (2) gorniisde anlatmaklyga kdmillesen konyuniktiw
iicin KKNF — n rangly elementar dizynksiyanyn konyunksiyasydyr.
f(xy,...,x,) igin KNF-int bolmanda bir elementar dizynksiyanyn rangy
n-den ki¢i bolan elementar dizynksiyanyn konyunksiyasydyr.

4-nji mysal. Goy, f(x,, x,, x;) = x; = (x, = (x; ~ x,)) bolsun.
Ony KKNF gorniisinde anilatmaly.
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Céoziilisi: Onun {i¢in ¢ynlyk tablisany alarys.

X1 X, X3 X3~ X X, = (X3 ~x,) S
0] 010 1 1 1
010 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1
1 0] 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1

Funksiya difie (1, 1, 0) toplumda nula defdir, sonui ti¢in

fxrox)=x'vx,'vx'=x"vx vx'=x vx, vax,.
4.5. Dolulyk, doly ulgamlaryn mysallary

Kesgitleme: Eger-de islendik f(x,...,x,)e P, funksiya
{fis fos-esfis ..} © P, funksiyalar ulgamynynl funksiyalarynyn isti
bilen formula gérniisde yazylyp bilinydn bolsa, onda {f,, f,,..., f., ...}
funksiyalar ulgamy P,-de doly diyilyar.

Doly ulgamlara mysallar:

1. P, — doly ulgam.

2. M={x,&x,, x,Vvx,, X,} ulgam — doly ulgam, sebébi logiki
algebranyn islendik funksiyasy bu funksiyalaryn iisti bilen formula
gornilisinde yazylyp bilner.

Doly dil ulgamlaryit mysaly: {v}, {0,1}.

Lemma: (Dolulygyn yeterlik serti). Goy, U = {f,, f2»--» fis---}
ulgam P,-de doly bolsun. Goy, B={g.g,,....gp..; — P,-diki
kébir ulgam bolsun, ondan basga-da, islendik f; € U funksiya B-niii
iistlindéki formula bilen aiiladyp bolyan bolsun. Onda B ulgam P,-de
dolydyr.

Subudy. Goy, 4 (x,,...,x,) € P, bolsun, U-nyn P,-de doly bolany
ucin, A(xy,...,x,)=N[fi,....fos . ]=NIL, (15> Q)5 - LLE1 s &5 - 1=
Ulg.-. &l
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Bu yerde biz islendik i< ti¢in, f-ni B-nif Uistlinddki formula bilen
anladyp bolyandygyndan peydalandyk, sonun g¢in, f,=L,[g,...,Z,]-

3. {x,Vvx,, x,} ulgam P,-de dolydyr.

P,-de doly ulgam hokmiinde U= {x, vx,, X,, x, &x, }, B={x,vx,, X}
alalyn. x, & x,-ni B-nin ustiindéki formula bilen anladyp bolyandygyny
gorkezmeli. Hakykatdan hem, De Morganyi diizgiini boyunga alarys:

X, &x, =x VX,

Su lemmanyn {isti bilen bagga-da birndge ulgamlaryn dolulygyny
subut edelin.

4. {x, & x,, x,} ulgam P,-de dolydyr.

5. {x, | x,} ulgam P,-de dolydyr. Subut etmek iicin, P,-de doly
ulgam hokmiinde U= {x, & x,, x,}-ni alalyn we x, & x,-ni hem-de
X-1 x,|x,-n Usti bilen anladalyn:

X =0y | X, X & X, =0/ X, = (00 ]x) (0 |xy).

6. {x,¥x,} ulgam — P,-de dolydyr. U = {x,vx,, X,}, X, = x,¥x,,
X, VX, =X, \! x, = (¥ x)d (x4 xy).

7. {x,&x,, x, ®x,, 0, 1} ulgam — P,-de dolydyr, U = {x, &x,, X,},
X, =x,®l.

Netije: Zegalkiniii polinomy. f(x,, ..., x,) € P,, ony konyunksiyany
iisti bilen formula gorniisinde we 0 we 1 sanlary peydalanyp, ikilk
modully jem gérniisinde ailadalyi.

Bu miimkindir, sebdbi {x,&x,, x,®x,, 0,1} P,-de doludyr.
x&(y®z)=xy®xz hisiyeti boyunga, dhli yaylary agyp, menzes
agzalary yygnap we sonun netijesinde €@ belgisi bilen birlesdirilen
x,x, ...x, gornisli agzalardan duryan, n tiytgeydnli polinom alnar.

rrrrrr

Zegalkinifi polinomynyfi umumy goérniisi:

S(x,...x,)= z Qi i Xy Xy o Xy
(iy 5y el )
bu yerde, a, ;. € {0,1},s5 =0, 1, ..., n, s = 0 bolanda a, azat agzany

alyarys.

-
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Funksiyalary Zegalkiniii polinomy gorniisinde aiilatmak

1. Islendik funksiyany {x, &x,,x}-nyn iistiinde formula gdrniisinde
anladalyn we x=x@® 1 calysmany amala asyralyn. Funksiya formula
gorniisinde berlen yagdayynda, su usul amatlydyr.

1-nji mysal. (x;, = (x, 2 x;))(x; V X,) x; = (x; VX, V X3)(X; V X;)
X, = (XX, VXX VXX, VX, VXX)X = (XX VX)X, = X, X3X,X; =
(s @ 1)x, @ 1) x5 = X003 @ xyx; B x5

Jibiit sanly birmenzes gosulyjylary mod 2 boyunca jemlédnde
0 beryindigini yatda saklamalydyr.

2. Kesgitlenmedik koeffisiyentler usuly. Funksiya tablisa
gorniisinde berlen yagdayynda, bu usul amatlydyr.

2-nji mysal. Ug iiytgeyin ululykly funksiya iicin kesgitlenmedik
koeffisiyentli Zegalkiniii polinomyny yazmaly.

Coziilisi: f(x,, x,, x;) = (01101001) = a, & ax, &P ax, &
ax, @ bxx, ® byx,x; @ byxx; & cx,x,x,. Sofira funksiyanyil dhli
toplumlardaky bahalaryny peydalanyp, koeffisiyentleri tapalyn. (0, 0, 0)
toplumda £(0, 0, 0) = 0, basga tarapdan, bu toplumy polinomda goyup,
alarys: £(0,0,0)=a,, bu yerden, a,=0. f(0, 0, 1) =1, (0, 0, 1) toplumy
polinomda goyup, alarys: (0, 0, 1) = a, @ a,, a, = 0, bu yerden, a,=1.
Suna metizeslikde, /(0,1,0)=1=a,, f/(0,1,1)=0=a,® a,® b,=b,=0;
a=10=a ®a;,®b,=b,=0;,0=a, & a, ® b, =b =0;
=181 1®c; c=0; f(x, X5, X3) =X, B X, D X;.

3. Paskalyn ticbur¢lugynyn ¢ep tarapky birlikleri boyunca, tablisa
gorniisinde hem Zegalkinifi kopagzasyny alyp bolar. Zegalkiniii
kopagzasyny f = (10011110) funksiya iicin guralyi. Ucburclugyn
yokarky tarapy f funksiyadyr. Ucburclugyn islendik beyleki elementi
on yanyndaky setirin iki gongy elementlerinin modul boyunga
jemine dendir. Ugburclugyni f funksiya {icin asaky tarapy alty sany
birligi 6ziinde saklayar. Zegalkinini kopagzasy alty sany gosulyjyny
oziinde saklar. Ugburglugyn birinji birligi (000) topara degislidir.
K&pagzanyh birinji gosulyjysy 1-dir. Ucburclugyi cep tarapyndaky
asakdan t¢iinji birligi (101) topara degislidir. Kopagzanyn gosulyjysy
hokmiinde x,x,-i alyarys. Ucburclugyii galan birlikleri ii¢in hem suiia
menzeslikde alynyar.
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Toplumlaryii ¢epinde Zegalkiniii kopagzasynyn gosulyjylary
gorkezilen.

N X XpX5 | f | Paskalyn iicbur¢lugy
1 000 1 100111160
X, 001 0 1010001
X, 010 0 111001
X)X3 011 1 00101
X, 100 1 0111
X, X3 101 1 100
XX, 110 1 10
X\X,X5 111 0 1

Onda f(x,x,,x;) =1 @ x; & x, B x,x; D x,X, B Xx,X,X;.

Zegalkiniii teoremasy. P,-diki her bir funksiya Zegalkiniii
polinomy gorniisinde yeke-tdk anladylyp bilner.

Bu yerde yeke-tdklik diylip jemdidki gosulyjylaryn tertibine,
konyunksiyadaky kopeldijilerin tertibine goré takyklykda diisiinilyér.

S(x,..,x,)= Z a, ;%% ..x,a, . €{0,1},s=01..n

s
(i ol ey

Subudy. P,-diki islendik funksiya {x,&x,, x,®x,, 0, 1}-nyil
istiinddki formula gorniisinde anladylyp bilner, bu formula bolsa,
dhli yaylary acanymyzdan we menzes agzalary toplanymyzdan son,
Zegalkiniii polinomyny beryir. Afilatmanyii yeke-tikligini subut edelif.
n lytgeyin ululyklara gord f(x,,...,x,) funksiyalara seredelin. Biz
seyle funksiyalaryn, yagny olaryn ¢ynlyk tablisalarynyn &hlisinini 2"-e
denligini bilyéris, n tiytgeyan ululykly Zegalkinini diirli polinomlarynyii
sanyny, yagny Z a,; ;% X, ...x; gornisli wariasiyalaryfi sanyny

(i 51y 5ol )
hasaplalyn. (x, x, ...x, ) toplumlaryii sany {x,,...,x,} koplikdaki &hli
kici kopliiklerin sanyna denidir, bu yere bos kopliik hem giryar (s=0
bolanda). n elementden diiziilen kopliigin dhli kigi kopliiklerinin sany
2"-e deidir, her bir toplumyn iki sany: 0 ya-da 1 baha alyan a,,

koeffisiyenti bilen girydndigi ii¢in, miimkin bolan polinomlaryn
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sany 2% . Her bir polinoma yeke-tik funksiya degisli bolany iigin, n
uytgeyén ululykly funksiyalaryn sany yeke-tdk polinomlaryn sanyna
dendir, onda her funksiya yeke-tdk polinom degisli bolar.

Kesgitleme. Zegalkinifi polinomy f=a, ® ax, ® a.x, ® ... ®
ax, iytgeyinlere gord ¢yzykly gorniise eye bolan f(x,,...,x,) funksiya

Cyzykly dél funksiya barada lemma: Cyzykly dil funksiyanyn
superpozisiyasynyn, inkdr etmédnii we 1 konstantanyn iisti bilen
konyunksiyany alyp bolar.

Subudy. Goy, f(x,, ...,x,) — ¢yzykly dél funksiya bolsun. Onda bu
funksiya iicin Zegalkiniii polinomy x,x, kopeltmek hasylyny saklayan
gosulyja eyedir. Yonekeylik ii¢in Zegalkinii kopagzasyndaky x,x,-ni
sol kopeltmek hasyly diyip hasap edelin. Gosulyjylary toparlanymyzdan
sonra, f funksiyany asakdaky gorniise getireliii:

S, ux) = x50 (x, ... x,) © X 7y (xs,..0,x,) © X0, (s, ...,x,) ©
hy (x5 ...5X,).

h, funksiya tozdestwalayyn nul dildir, basgaca bolanda Zegalkiniii
polinomynda x.x, — kopeltmek hasylyny saklayan gosulyjy
bolmaz. Onda 0 we 1-den duryan (a,,...,a,) toplum bar we onunl
icin Aa,...,a,)=1. Goy, h/(a,,....,a)=a, h(o, ..., a,)=b,
hy(a, ..., )=c. Onda g(x,,x,) =f(x,,X,, s, ..., ) = XX, D ax, B bx, B c.

Funksiyany gurnalyn:

h(x,,x,)=g(x, ®b,x,®a)=(x, ®D)(x,Da)®a(x, ®b) D b(x,
@a)Dc=xx,Dax, ®bx, Dab®ax, ®ab® bx, Dc=xx,Dd,

bu yerde, d = ab®c. Eger-de, d = 0 bolsa, onda 4 (x,, x,) = xx,.
Eger-de, d = 1 bolsa, onda %(x,, x,)=xx,®1 we x,x,=h(x,,x,).
Lemma subut edildi.

Eger-de f(a,...,a)=a bolsa, f(x,...,x,) funksiya ae {0,1}
konstantany saklayar.

Mysal ii¢in, xy funksiya 0-y saklayar, 1-i saklayar. x— y funksiya
1-i saklayar we 0-y saklamayar.
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4.6. Utgasdyrma we yapyk klaslar

1-nji kesgitleme. Goy, McP, M-in {istinde formulalar
bilen ailladyp bolyan P,-déki @hli funksiyalarynn kopliigine M-in
utgasdyrmasy diyilyar.

M-in utgasdyrmasy [M] yaly bellenyiér.

2-nji kesgitleme. Eger-de [M]=M bolsa, M funksiyalar kopliigine

Mysalary getlrehﬁ: 1) P, — yapyk klas.

2) {l,x, & x,} koplik yapyk klas dildir. Cyzykly klaslar
funksiyasy [{1, x;, ® x,}] = {f(x}, ... Xx,) = c, D cx, ® ... ® cx,}
onun utgasdyrmasy bolup duryar. Hakykatdanam, M-ini {istiinddki
formulanyn kesgitlemesine gord, f(G,, x;) funksiya M-in Ustlindéki
formula bolar: f(G,, x;) = (x; @ x,) @ x;, bu yerde, f — 2-lik modul
boyunga jem, G, — x; @ x,-nin funksiyasy.

Bellik. Utgasdyrma we yapyk klas adalgalarynda dolulygyn, onka
ekwiwalent basgaca kesgitlemesini berip bolar:

Eger-de [M] = P, bolsa, M — doly ulgamdyr.

3) 4 = {f(x,....,x,) | f(1,1,...,1) = 0} — yapyk dil klas. Bu
kopliigin Ustliinddki formulany alalyi. Goy, f, g,...,g, €4 bolsun,
yagny, f(1,1,..,1) = 0, g(1,1,...,1) = 0, onda f(g,,....g,) € [4].
f(gy,...,g,) funksiyanynn 4 kopliige degisli ya-da degisli déldigine
seredelin. f(g,(1,...,1), g(1,....,1),..., g(1,....,1) = £(0,...,0)), yone
f(0,...,0)-in 0-a dent bolmagy hokman dél. Hakykatdanam, goy,
g1(x, X)) = X, ®x,, g,(x) =x € 4. Alarys: g,(g,(x,, x,)) = x; @ x, € [4],
2(g,(1,1)) =1 & 1 = 0, seylelikde, g,(g,(x,, x,)) ¢ 4, bu yerden
[A]#A4 we A — yapyk dil klas.

P,-diki in wajyp yapyk klaslar

1) 7,-0 konstantany saklayan  funksiyalarynn  klasy.
T—{f(xl, "X \f(O ,00=0,n=1,2,...}. ToyﬁP niflhususykigi
bolyandygyny gorkezehn

Onun tgin, 7,-a girydn funksiyalaryn mysallaryny we 7 -a
girmeyén P,-d degisli funksiyalaryi mysallaryny getirmek yeterlikdir:
X, &Xx,, X, VX,, x € T, We X,|X,, X, J«xz, x ¢T,
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[T,] = T, bolyandygyny gorkezelin. T, < [7,] degislilik gorniip
dur, sebébi formulanyn kesgitlemesi boyunga, 7;,-dan alnan islendik
funksiya 7,-yn Ustlinddki formula bolup duryar we seylelikde, [T} ]-a
degislidir. [7,]c T, bolyandygyny gorkezelin. Onun iigin, eger-de
ahli funksiyalar f, f,, £, 5, ..., f,, € T, bolanda, @ = f(f,,..., f,) € [ T;]
bolyandygyny gorkezmeli. Formulada f, funksiya hokmiinde
tozdestwaly funksiyalar hasap edilyén iiytgeyénleri alyp bolyandygyny
belldp gegmek gerek. Tozdestwaly funksiya 7, klasa degislidir, sonun
ucin, @ = f (f,,.... f,) € T, bolyandygyny gorkezmek yeterlikdir.
Onun iicin asakdaky funksiya seredelin: @(0,...,0) = f (f,(0,...,0),
£(0,...,0),...) = f(0,...,0) = 0.

n uytgeyinlere bagly we T,-a degisli funksiyalaryn sany:
| Ty(m)|=2""".

2) T, — 1 konstantany saklayan funksiyalaryn klasy.
T={f(x,,.) | f(1,1,..)=1};x,&xp, x, VX, x € T}, X, DXy, x, ¥ X, & T,
seylelikde, 7, — P,-nif hususy kici kopliigi. | 7;(n)|=2""

[T,] < T, bolyandygyny gorkezelin, tersine degislilik formulanyn
we utgasdyrmanyn kesgitlemesinden gelip ¢ykyar. Tozdestwalayyn
funksiyanyn 7)-e giryanligi ticin, @ =f(f,, ..., f,) € [T,] seredip bolar, bu
yerde, £, f,, ..., f, € T,. Tapalyn: @(1,...,1)=f(f,(1,....1),....1.(1,.... 1))
=f(1,...,1) =1, seylelikde, @ =f(f,,....f,) € T}, bu yerden, [T] = T,
gelip ¢ykyar.

3) S — Oz-6ziine taydas funksiyalaryi klasy. S = {f(x,,...) | f*=f};
X,X,X, ®x,®x; €8, x, &x,, X, VX, X; B X, ¢ S, seylelikde, S — P,-nii
hususy kici kopliigi. | S(n)|= 22

[S] < S bolyandygyny gorkezelin. Eger-de £, f,, ..., f, € S, seyle-de,
@ € S bolsa, @ = f(f,,..., f,) € [S]. Taydaslyk prinsipi boyungca,
Q*=f*(f*, ..., £.*)=f(f,,...., [,) = @, bu yerden S — yapyk klas.

4) L — c¢yzykly funksiyalaryn klasy. L={f(x,,...) | f=¢,
@cx, ®...PHcx,}; gomisi yaly, L+, basga tarapdan
L#P,  sebdbi x,&x,¢L. Tozdestwo funksiyasynyn L-e
degislidigini  we |L(n)|=2"" bolyandygyny belldp gegelin.
[L]<L bolyandygyny gorkezelin. @ = f(f,,..., f,)-¢ seredelin, bu
yerde, f, f,...., /,€L. Onda @=a, ® a,(c;)Pc;X;P... D, X,)D
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a(Crp@ X B, B ... B X)) D ... B, (CpgDC, X D ... BC,X,,) =
6,D6xX,D..Bex,—>Del.

Kesgitleme. & =(a,,...,a,) topar f =(B,,...,[,) toparyii oi
yanyndan gelydr we ¢ < ﬁ yaly bellenyér, eger-de 1<i<n bolanda,
a. < B, bolsa, meselem: ¢ = (0010), B = (0110), onda & < ﬂ~ .

Islendik iki topar 611 yanyndan gelyir gatnasykda bolup bilmez,
meselem, (0110) we (1010) toparlar beyle gatnasykda dildirler. On
yanyndan gelydn gatnasyk (<) n uzynlykly toparlaryn kopliigiinde
tertip gatnagygy bolup duryar, seyle toparlaryn kopliigi amallara gord
hususy tertiplesdirilen kopliik bolup duryar.

Kesgitleme. Eger-de ¢ < 8 bolan iki sany @ we B topar iigin,
f(a)< f(B) yerine yetydn bolsa, onda f(x,,...,x,) funksiya monoton

0, 1, x, x, & x,, X, v x, funksiyalar € M, x,¥x,, x, ® x,, X, ~ x,
funksiyalar ¢ M.

5) M — monoton funksiyalaryn klasy. » liytgeyénlere bagly bolan
monoton funksiyalaryn sany ti¢in yokarky we asaky bahalar bar, yone
anyk sanyny kesgitldp bolmayar. M-in yapyk klasdygyny gorkezelini.

Qe [M], D=f(f,...,[,) funksiya seredelin, bu yerde,
s fis s [, € M sunlukda, olaryn dhlisi n liytgeyan ululyklara bagly diyip
hasap edip bileris. Goy, & = (ay,...,,), B =(B,...B). P(ay,...,t,)
= S @)y [ Oy ) WE DBy B) = Sfi(Brs oo By
f.(B,,---, B,)) seredelin. Bu yerde, f,(a) < f,(B), ..., f,() < f.(B), onda,

topar ti¢in (fi(), ..., f,() = (f,(B), ... /,,(B)), yone onda @(a) = D(p),
sebibi fe M, bu yerden @ = f(f,,...,) — monoton funksiya.

Kesgitleme. Eger-de f funksiya M-in tistiinddki kédbir formula bilen
anladylyan bolsa, onda f funksiya M-in listiinddki superpozisiyadyr.

Monoton déil funksiya hakynda lemma. Inkér etmini 0 we 1
konstantalaryni tozdestwo funksiyasy we monoton dil funksiya bilen
superpozisiyasyndan alyp bolar.

Subudy. Goy, f(x,, ..., x,) — monoton dil funksiya bolsun. Onda

a=(a,...,a,) we B=(p,,...,,) toparlar bar bolup, olar ii¢in & < j3

yone f(a)> f (ﬁ ). Goy, argumentler {i¢in a, < ﬂip ,p=1,... .k yerine
yetyan dhli i, ...,7, nomerleri bolsun. Galan argumentlerin j yerinde
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a;=b. f(a,,...,a,) afilatmada nullary i, ..., i; yerlerde x bilen ¢alsalyn.

Netijede, g(0) =f(a ) =1 we g(1) =f( B) =0 delikler yerine yetyin
g(x) funksiyany alarys, g(x) funksiya inkér etme bolup duryar.

T, T,, L, S, M Klaslar kesisydrler, yone gabat gelmeyirler,

seyledigi asakdaky tablisadan goriinydr, bu yerde “+” funksiyanyn
idigini “~” — degisli déldigini anladyar.

T, | T, | L S | M

X + + + + +
X — — + + —
0 + — + — +

1 — + + — +
XX, + + — — +

A={x, x, 0, 1, x,x,) doly ulgam dildir, sebdbi elmydama P,-a
degisli bolan, bu klaslara degisli dél funksiyalar bardyr.

Meseleler

1. Islendik iki sany yapyk klasyn kesismesiniii yapykdygyny
subut etmeli.

2. Islendik iki sany yapyk klasyn birlesmesiniii elmydama yapyk
déldigini subut etmeli.

Dolulyk barada Postur teoremasy

Teorema. Funksiyalar ulgamynyn doly bolmagy iicin onun
T,, T,, L, S, M klaslaryni birine hem doly girmeyan bolmagy zerurdyr
we yeterlikdir.

Subudy. Bu sertinl zerurlygyny subut edelin. Goy, N={f,, f,...f,, ...}
P,-de doly bolsun, onda onunn O-da doly yatmayanlygyny gorkezelin,
QObilen biz T, T}, L, S, M klaslaryii islendigini belleyaris. Ters giiman
etmek arkaly subut edelin. Goy, Nc Q, gorniisi yaly, [N]<[Q] = O,
yone [N] = P,, sebdbi N — P,-de doly, bu yerden, P, = O, hakykatda
bu beyle dil. Zerurlygy subut edildi.

Yeterlikligi subut edelit. Goy, F = {f;, fi, f» f.» £.}, bu yerde,
foeT, fieT, fel, f,¢S u f,¢M. F funksiyalar ulgamynyn
superpozisiyasyndan G = {x, & x,, X} doly ulgamny alyp bolar.
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1. Goy, g(x) = f,(x,...,x). Onda g(0)=/(0,...,0) = 1. Sonra iki
yagdayyn bolmagy miimkin:

a) g(1) =1. Onda g(x) = 1. Funksiya A (x) = f,(g(x), ..., g(x)) =
f£i(,...,1) =0, yagny A (x) = 0. 0 we 1 konstantalary aldyk;

b) g(1) = 0. Onda g(x) = x. Oz-6ziine taydas dil funksiyalar
hakyndaky lemma boyunga {f, x}-in Uistiinddki superpozisiya bilen
konstantalaryn, meselem, 0-y alyp bolar. Onda f£(0, ...,0) = 1 beyleki
konstantadyr.

Iki yagdayda hem konstantalaryil ikisinem aldyk.

2. Monoton dél funksiyalar hakyndaky lemma boyunga {f,
istiinddki superpozisiya bilen inkér etmini alyp bolar.

3. Cyzykly dél funksiyalar hakyndaky lemma boyunca {f,,1,x}-iil
ustiindaki superpozisiya bilen konyunksiyany alyp bolar. Teorema
subut edildi.

Netije. P, bilen gabat gelmeyédn, P,-ddki islendik yapyk klas
T,, T,, L, S, M yapyk klaslaryn it bolmanda birinde saklanyar.

Hakykatdan hem, eger-de NO-nyn ki¢i kopliigi bolmasa, onda
[N] = P,, bu denlik bolsa dogry déldir.

,0,1}-ift

Postun teoremasynyi ulanylysyna mysallar
1. {fi=xx,, £,=0, f;=1, f,=x, ®x, ® x,} funksiyalar ulgamynyn
P,-de dolydygyny gorkezelin. Kriterial diyip atlandyrylylyan tablisany
diizelin:

T, T, L M S
XX, + + — +
0 + — + + —
1 — + + + —
X, S X, (&) X, + + + — +
XXX X Ox,dx
0 0 O 0
0 1 1 0
1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
I 0 1 0
1 1 0 0
I 1 1 1
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Biz haysy klasy alsak hem, berlen funksiyalar ulgamynda bu
klasa girmeyédn funksiyanyn barlygy tablisadan goriinyir. Seyle
diizgiini getirip bolar: funksiyalar ulgamynyn doly bolmagy {igin,
kriterial tablisanyn her bir siitlininde it bolmanda bir “minus”-yi
bolmagy zerur we yeterlikdir.

Getirilen ulgam degisli bolan yene bir yagdayy belldp gecelin.
Ulgamdan haysy funksiyany ayyrmagymyza garamazdan, ulgam
doly dil bolar, hakykatdan hem, {f, f;, fi} < L, {/,, /s, fui} < T},
Unnfo i} © Ty (i S fi} © M.

2. Biz {x,|x,} ulgamnyn P,-de dolydygyny bilyaris. Onun kriterial
tablisasy ndhili bolar? x,|x, = x,x, =x.x, ® 1.

T, | 1, L | M| S
x| | -l -1-1-1-

3. P,-de basga bir doly ulgamyn kriterial tablisasyny diizelin:
{0, 1, x,x,, x; @ x,}.

T, | T, | L | M | S

0 + — + + —

1 — |+ |+ |+ | -
XX, + + — + —
xXbx, | t | —| | — | -

Kriterial tablisa gord, {1, xx,, x; & x,} ulgam hem doludyr.
0 konstanta bu ulgam amatlylyk ii¢in girizilen. Onda biz Zegalkiniii
polinomyny, eger-de x,x, ...x, agzalar polinomda yok bolsalar,

a.. . -laryn 0-a den bolan gorniisinde yazyp bileris.

4. A=(LNT,)U(S\T,) ulgamnyn doly ya-da doly daldigini

anyklalyn. Kriteriyal tablisany diizelin, gorntisi yaly, LNT,cL,T,.
LNT, & T, bolyanlygyny gorkezmek tigin, fe LT, we f¢ T, funksiyany
tapmak yeterlikdir. Berlen sertleri kanagatlandyryan f=x, ®x,® 1-1
alalyn. Eger-de fe S\T,, onda f(0,...,0) =1, f(1,..., 1) = 0, seylelikde,
feM,feT,. h=xx,®xx,Pxx,=1 funksiya seredeliii, onun bahalar
toplumy: (11101000), # € S\T,, yone h ¢ L. Seylelikde, kriterial tablisa
asakdaky gorniise eyedir:

hjiy...
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T, | T, | L | M| S
int, | - [+ +[-1-
ST, | = [ -] -=-1+1-

A — doly funksiyalar ulgamy.
Kesgitleme. Eger-de {f,, ..., f,,...} funksiyalar ulgamy P,-de doly
bolsa, yone onun islendik kici ulgamy doly dil bolsa, onda ona P,-de

ulgamy bazisdir.

Dort funksiyanyn yeterlikligi hakynda teorema

Teorema: P,-diki islendik doly funksiyalar ulgamyndan doértden
kop bolmadyk funksiyadan duryan doly kici ulgamy alyp bolar.

Subudy. Goy, {/,, /., /.. firfs} — doly funksiyalar ulgamy bolsun,
onda ol T;, T\, L, M, S klaslarynl hi¢ birinde hem doly yatmayar.
Seylelikde, ulgamda f, ¢ T, f, ¢ T, f, ¢ L, fg& S u f,, ¢ M funksiyalar
bar. Ulgam {f,, f,, /,, /i fs} < P, we P,-de doly ulgamy emele getiryir.
Jo: 16(0,...,0) = 1 funksiya seredelin.

Eger-de f(1,....,1) = 0 bolsa, onda f &7, we f,¢ M, onda
{fo fs» f1.} — U¢ funksiyadan ybarat doly ulgam.

Eger-de f,(1,...,1) =1, onda f, & S we {f,, /., /;,./,,} dort funksiyadan
ybarat doly ulgamny emele getiryar.

Yokarda getirilen 1-nji mysal 4-lik sifri umumy yagdayda azaldyp
bolmanlygyny gorkezydr, {x,x,, 0, 1, x, ®x,®x;} doly ulgamdan doly
kici ulgamy alyp bolmayar.

Netije. P,-diki bazis i kdp bolanda 4 funksiyadan durup biler.

4.7. k bahaly logikanyn funksiyalary

Belgi girizelin: E, = {0, 1, 2,..., k—1}.

n iytgeyéanlere bagly & belgili logikanyn funksiyalary — E"= E,
sOhlelendiryin kanundyr. k£ belgili logikanyn funksiyalar kopliigi P,
yaly bellenyir. Eger-de ¢ynlyk tablisasy, yagny dhli toplumlardaky
bahalar kopliigi berlen bolsa, onda P,-déki funksiya doly kesgitlenen
sanlaryn yazgysy hokmiinde seredip bolar, dhli toplumlaryii sany 4"
n uytgeyan ululyklara bagly P,-déki funksiyalar |P;(n)| bolar, meselem,
n=2 bolanda, k=3 bolar, onda |P,(2)| = 3° = 19683 (k=3, n=2).
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XX, XX
0 0 0
0 0 0 1
0 0 k—1
0 0 1 0
k—1 k-1 k=1 k-1

k belgili logikada elementar diylip atlandyrylyan funksiyalar
hem bardyr. Olaryn kébirini getirelifi, mysallary £ = 3 we n = 2 {i¢in

getirelin.

1. Siklli stiysme ya-da Postuni inkér etmesi: x = x + 1(mod k).
2. Zerkal gohlelenme ya-da Lukosewigin inkér etmesi: N =k—1—x.
Su iki funksiya inkdr etminiit umumylasdyrmasy bolup duryar.

3.J() = {k-1,x=0i,1=0,1,2,...k—1}.

X | X% | N | 4 Ji(x) Jy(x)
0|12 2 0 0
1|21 0 2 0
21010 0 0 2

4. min (x,,x,) — konyunksiyanyn umumylasdyrmasy;
5. x,-x,(mod k) — konyunksiyanyn ikinji umumylasdyrmasys;
6. max (x,,x,) — dizyunksiyanyn umumylasdyrmasys;

7. x,+x,(mod k) — mod k boyuncga jem.

x| X, min (x;, x,) XX, (mod 3) max (x,x,) x,+x,(mod 3)
00 0 0 0 0
0] 1 0 0 1 1
0] 2 0 0 2 2
1 10 0 0 1 1
1 1 1 1 1 2
1|2 1 2 2 0
210 0 0 2 2
2 |1 1 2 2 0
2 |2 2 1 2 1
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min(x,,x,) -y x,&x, yaly bellemek, max(x,,x,) —y x,vx, yaly
bellemek kabul edilen. Iki belgili logikadaky yaly kopliigin tistiindéki
formula diistinjesini girizip bolar we P,-dédki doly funksiyalar ulgamy
baradaky soragy goyup bolar.

P,-diki doly funksiyalar ulgamy barada teorema

{max (x,x,), min(x,,x,),0,1,...k—1, J,(x), J,(x),....J,,(x)}
funksiyalar ulgamy P,-de doludyr we islendik f(x,,...,x,) € P, funksiya
bu ulgamyn iistiinde formula bilen asakdaky yaly anladylyar:
f(x,..x,)= . ma)xEn {min[-],-l (x),J, (x,),....J; (xn)’f(il""9in):|}-

Bu formula KDNF-in 6zbolusly menzesligidir.

Subudy. Bu formulanyn islendik erkin (a,,...,c,) toplumda
dogrydygyny gorkezelin. Cepinde f(c,, ..., @,) alarys. Sagynda

max {min[]i] (al),Jiz(az),...,Jin(an),f(il,...,in)]} alarys.

(i s iy ) € ER
Eger-de haysy hem bolsa bir {1,2,...,n}-déki bolan j li¢in i# o,
onda Jl./ (o) =0 we rnin[Jil (o)), J, (), -oes Jin (e), f(i},.0)] = 0.
(i, ...,1,) topluma seredelin, bu }'Ierdé, i =a,i,=0,..I =a0a,onda
J,(a)=k=1,J, (a,)=k-1,., J, () =k-1wemin[J, (a),..., J,

(o) flay, ..., o). ] =min[(k—1),...,(k—1), (e, ..., ). ]= fley, ..., @),
yone, onda max {0, f(a,...,a,)} = f(a,,...,a,).

(i iy )€ ER
(o, ...,,) toplumyn erkin bolany {i¢in onun istiinde denlik
dogrudyr, onda formula dogry. Bu formulada J(x), (i=0,....k—1),
min (x,x,), max (x,x,) funksiyalar we 0, ...,k—1 konstantalar ulanyldy,
sebdbi f(i,,...,i ) funksiyalar {0,1,...,k—1}-dan alnan sanlardyr.

4.8. Logiki algebranyn funksiyalaryna degisli
meseleler we goniitkmeler

Logiki algebranyn funksiyalary bilen amallar gegirilende
asakdaky ekwiwalentlikler peydaly bolyarlar (adatca olaryn kopiisini
logiki algebranynesasy ekwiwalentlikleri diyip atlandyryarlar). Degisli
funksiyalar ti¢in tablisalary gurup, asakdaky ekwiwalentliklerin
dogrulygyna goz yetirin:
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1. x*y=y*x — baglanysygyin kommutatiwligi *, bu yerde,
* simwol &, v, @, ~, |, ¥ baglanysyklaryi umumy belligi bolup
duryar.

2. (x*y)*z=x*(y*z) — baglanysygyn assosiatiwligi *, bu yerde,
* - &, v, @, ~ baglanysyklarynn umumy belligi.

3. Distributiwlik:

aA)x& (yvz)=(x&y) Vv (x & z) — konyunksiyanyn dizyunksiya
goré distributiwligi;

b)xv (y &z)=(xvy) & (x Vv z)— dizyunksiyanyn konyunksiya
goré distributiwligi;

x& (Y ®z)=x&Yy) & (x & z) — konyunksiyanynt mod
2 boyunca jemine gord distributiwligi.

4.a) x&y=Xxvy;b) xvy=x&y de Morganyn diizglininin
mazmuny.

S.a)xv(x &y)=x;b)x & (xVvy) =x iginde saklamak diizglininin
mazmuny.

6.a)xv(x & y)=xvy;b)x & (xvy)=x & y.

7.a)x&x=x&0=x®x=0;b)xvx=xvl=x~x=x—>x=1;

xvx=x&x=x&1=xv0=x® 0=x;

Dx®l=x—>0=x~0=x|x=4yx=x;1) X=x.

B.a)xdy=x&y)vE &y =(xvy) & (xVvYy),

b) x~y=x@y=(x&y)v(x&Y)=(xvy)&(XVY);

Ox—>y=xvy=((x&y ®&x) &L

9.2) x|y=x&y=xvy;b) xly=xvy=x-y.

1. Degisli funksiyalaryn tablasalaryny gurmaly, v we o
formulalaryn ekwiwalent ya-da déldigini anyklamaly:

Do=(x>»)®((y>2z)>xy), oc=y&z->x
2)U=(x\/;7)»l«()?—>(y—>2)), o=y—>(xvz)
Hv=x-((y—>z)>yz). o =(xv(y—2)(x®);

4)U:<X‘L)’)V(x~2)|(x<‘9y-z), G=f-(y-z)vx—>z;
5) v=((xvy)Z>((x~2)@7))-((x®y)Z),0=(x>y&z)&x—>;
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6) v=(¥vy)>((»|z

7) v=(x| (( 12)>(x®2), o=x(yz)®(x >z);
(( (x]y) ¢z)|y)¢ (F—2).0=((xIy)d(»12)) (x> (y—>2));

9 v=(xy=>z)v((xdy)iz).o=((x>y-2)@(x~y))v(y—>x-2);

10) v=x®y-z-y>x-z(3 1 y), Gz()g/—)(yiz))vx-z-z.

Jogaby: 2), 6), 9), 10) — ekwiwalent; 3), 7) — ekwiwalent dal.
2. Degisli funksiyalaryn tablisalaryny gurmak arkaly, asakdaky
ekwiwalentliklerinn dogrylygyna g6z yetirmeli:

) x xz)) G=xyV(x—>x)7—>z);

8) v

D xvy=(x—>y)>y;

2) x~y=(x—>y)&(y—>x);

3) x4y =((e ) 1)) (v]9))3
4) xv(y~z)=(xvy)~(xvz);

) x&(y~)=((x&r)~ (ra)~
6) x> (y~z)=(x>y)~(x>z2);
7) xv(y—>z)=(xvy)>(xvz);

8) x&(y—>z)=(x>y)>(x&2);
9) x> (yvz)=(x>y)v(x—>2z);
10) x> (y&z)=(x—>y)&(x > z);
11) x—)(y—)z)=(x—)y)—>(x—)z)~

3. Yokarda getirilen esasy ekwiwalentlikleri we gatnasyklary
ulanyp, V' we U formulalaryn ekwiwalentligini subut etmeli.

DV =(E-y)>(Fr~(x@y)), U=(x-y—x)>
) V=(x-yv(xoyz))~((x>¥)>z), U=(x>»)®(y®z);
3) V=(x@y~z)—>(f—)(y—>z)), U=x—>((y—>z)—>x);

Y V=F>0->@~2))x~(y>GEvE->),U=(x>(y—>2)->x
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Jogaby:
V:()?VJ:/\/(XNZ))-(XN()_;vzvay)):

=(xvyvxzviz)(x~1)=(xvyvz)&x=x

U=Xvyvzvx=xzVvx=Xx.
5) Vz()?\/)_/-Z)—)((X—)J/)—)((yvz)—)f)),U=(x—>y)—>()7—>)?);
6) V=(xyviz)®((y>z)>xy), U=(x(y2)Dy)®z;

NV=x>(F7>(F2>y)>y)z Usx(yo2),

) V=(x~y)>(x>2)Vv(x®y-z), U=x~(z-y);

9) V=(xvy2)(F272)(x(y~2)). U=((x>0)~ (y > (x> 2))) ®x:(y-2);
Jogaby:

V= xvﬁva—yz) (xv y~z))=(x(yvz)vi(yvz))(¥vyzviz)=

(_yvfzvﬁ)'(xvyzvyz)z)?-(xvyzvyz)zx;

=((xvy)~(Fvrvz))@xz=((Ox@y)®xZ Sxpz =

=x)PyBxDydxy=x.

C

10) V=((xvy)oyz)v(yoxz)v(x>(3>2)),U=(x>y)vz

4. Bul funksiyalarynyn taydaslygynyn goni kesgitlemesini,
sonun yaly-da, esasy ekwiwalentlikleri we gatnasyklary ulanyp,
g funksiyanyn f funksiya taydasdygyny ya-da déldigini anyklamaly:

Df=x&y, g=x~y;
2)f=x|y, g=x1y
3)f=x—>y, g=x"y
Hf=E—>y) > -, g=(x—->y) (-
5f=x@y &z g=x®ydz
6)f=x-yvVz, g=x-(y vz

T f=xy & xz D yz, g=Xy Vv XZVyz

) f=x-y—>z g=Xx"y-z

Nf=(xvyvz)y-tvx-y- -z, g=@xvyvz) tvx-y-z
10) f=xyvyzvztv tx, g=Xxz VL,
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I f=Gvy >, g=|[y) - ~0;
12)f=(x—>y) (>0, g=(x—>2) x>0 (—>2)- (0.

Jogaby: 4) [ =(Xx>y)>(yox)=xvyv(yvx)=1=0,
g=(xvy)&(yvx) = x—y # 0. Yagny, gf-e taydas dil. 6) — taydas
dil; 8), 9), 11) — taydas.

5. Taydaslyk tdrini ulanyp, f funksiya taydas funksiyany
emele getirydn formulany gurnamaly, alnan formulanyn V' formula
ekwiwalentdigine goz yetirmeli:

Df=x-1vy - (zv0vx-y-z V=x: (& 2);
Df=xine x|y E~y2), V=x-Jvivyvy z
N f=Fviv@-ze )z V=xvyvz
4yf=x-yvy-zvy-z, V=x-y-zvy:z
5/=((x>yva)(yz>@®yz), V=&)Y z

6) /= ((viv(rz~1))@D—>0)y, V=X ZVF
Nf=xvyvz) - y~(x®y-2), V=(x~2) "y

) f=x-yvy-zvz-t, V=x-zvz-yvy-t

f=xvyvz)-ivx-y-z, V=Xxvyvz)-ivxyz
10) f=(x-(y-zv0)~(-1vxy)vyt, V=xv(Ezdl))- ).
Jogaby:
l)f*=(x&1vy&(zv0)v3?&)7&2)*:(va)&(yvz)&()_cvj/vZ):
=x&((y®z)(yvz))=x-(y®2);
D f =xyvxyvynS)ff=xen)&z10)fT=xvEzat) &).
6. f funksiyanyn dhli fiktiw (gosulan) tiytgeyénlerini gorkezmeli:
1) £(¥)=(10101010); 4) £(x*)=(1011010110110101);
2) £(¥)=(01100110); 5) f(¥*)=(0101111101011111);
3) f(F)=(11110011); 6) f(¥*)=(1100110000110011).
Jogaby:
1) iki sany fiktiw Giytgeyéni bar;
3) bir sany fiktiw liytgeyéni bar;
5) x, we x; fiktiw liytgeyénleri bar.
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7. x,-in f funksiyanyn fiktiw iiytgeyanidigini gorkezmeli (bu
maksat bilen f funksiyany x, iiytgeyani gos-goni 6ziinde saklamayan
formula gorniisinde aiilatmaly):

D fE)=(x > x) (5 ¥ x);

2) f(Z)=(x,~x,)V (% |x,);

3) f(F)=((x,®x,) > X)X, = X,;

4) f(F)=((x,vx,) = (x, ~x))x, = (X, VX,);

5) S(E)=(( v, %) ~F =% %)) (x4 x);

6) f(F)=((x,vx,vX)—>(x- X |x)®(x, > x) X,

7 fGED = = (x, > x) = x))~x (X, = x,) X,
8) F(XH)=(x,-X,vx) (x, vy x,) = (x, = (x, > X))
9) f(EH)=(xx,vxx,) (X, ®x, ®x,)—x,) @ (x,x,(x; > X,) Vv X,x,);
10) (&)= (0 [ 20) ¥ (0o b ) [ 4 ) (O 3 [ x,).
Jogaby: 4),8),10) - f=1;

9)f=0.
8. f funksiyadan tozdestwolasdyryp we ondaky tliytgeyénlere tize
at goyup, g funksiyany alyp boljakdygyny ya-da dildigini anyklamaly:

1) f(¥)=(11001011), g(¥*)=(1011);

2) f(¥)=(10101100), 2(¥*) = (1000);

3) f(¥)=(00110010), g(¥*)=(0110);

4) f(x*)=(0110110111100011), 2(¥’)=(01100111);
5) f(Z)=(1111110100011011), 2(¥*) =(1001);

6) f(5c3):x1x2vx1)?3vx2)73, g(iz):)ﬁxz;

7) f(i3)=(xlvx2)x3®x1)?2, g(iz):xlvxz;

8) f()?3):(x,—)(x2—>x3))—>(x,—>x3), g(fcz):x,—ncz;

9) (XY =(x,x, VX, X,) > (x,x, > (x; VX)), g2(x) =x,=>(x, Vv x;);

10) fGEH= (0%, v x,X,) © (XX, v x,X;), g(x") = x| X,
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Jogaby: 1), 2),5),7),28),9), 10) — miimkin;
3), 4), 6) — miimkin dil.
9. Asakdaky funksiyalary KDNF-de anlatmaly:

1) SE) = vx,) = x; 6) f(F)=(x > x,x,x,)-(x; >4 %,);

2) [(Z)=0x, = x,)® (x| x,x,); 7) f(F) =(x, ©x,) (x; > T,x,);

3) f(¥*)=(01010001); 8) £ (x*)=(0100100011000010);

4) £(*)=(01111000); 9) f(x*)=(1000011100110001);

5) f(&)=(10001111); 10) f(x*)=(1100100010010011);
Jogaby:

2) X, X, X5 V X[ X, X5 V X)X, X3;

4) X, X,%; V XX, X5 VX, X, X5 VX X, X,

T) XX, XX, V X[ Xy X3X4 VX Xy X5 X, VX Xy X3 Xy
10. Asakdaky funksiyalary KDNF-de anlatmaly:

1) f(F)=(x, ®x,); 6) f(¥')=(00101110);

2) FE)=x 4 x,; 7 SEHY = v, ve)x vELS;

3) f(F)=xX, vix vix; 8) fGEH=x - (x, > x,x,);

4) f()= xx, ®x,; 9) f(x¥*)=(0101111101110011);

5) f(&')=(01011101); 10) £(x¥*)=(0110111011100101).
Jogaby:

1) (e v o) (e v X3

2) (x; v X)0 v )0, v X,);

6) (x; VX, VX)X, VX, VX)X VX, VX)X VX, VX)),

8) (X, VX, VX VX)X VX, VX VX)X VX, VX VX,).

11. Ekwiwalent 6zgertmelerinn kdmegi bilen f(x") funksiyanyn
DNF-ini gurmaly:

D) fE)=GF Vv 5V 5 (xx,Vv X)),

2) (&)= (Fx, ®x)) (xx; > x,);

3) f(F)=(x ~x,)v (3 @ (x, = x3));
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4) f(F)=(x ¥ 5x) [((F [5) ¥ x);

5) f(F)=x, = (x, > x)®(x, | (x, ®Dx,));

6) f(F)=xX, Vv, ~(x = xX,);

7) f(@)= (6 v n%) (6T VE) (X, v X,);

8) f(Z")=(x, v, % X)X, vx,)®xx) VX, (x,V )E);
9) fEH =(x, > x,) (x, > %) (x, > x,X,);

10) £(F) = (x4 ) (0 | %)V 5 E)- (5 ¥ (5 [ x,).
Jogaby:

4) fE) =2 V005X, VX = (4 V5n) VIR, V) =

=X, VXX VX VX, VX=X VX, VX

10) £(x") :)m(xzx3 VX X)X VXX, =X, (X, VX, VXXX XX, =
= XX, XX,
12. Ekwiwalent 6zgertmeleri ulanyp, f(x") funksiyanyin KNF-ini
gurmaly:
D SE) = (05 > 1)@ 04 [6) (5 ~ %, (4 > x5,));
2) f(F) =05, v (0 (v (5 =)
3) fE) =20 Va1 v (5 = 5x);
4) f(7) =0 =05 > x) Ox 53,
5) f(&)=(x ~(x, > X))V (¥, > xx,);
6) f(F)=x%, VXX, VXX, VX, X,
) FE) =00~ x,) v (51, ~ X))V 5.
Jogaby:
D SE)=(E Y 5) ®7x)(x ~1,(F v 5,)) =(55, @ T, (3~ x,) =
= (x5 @ x,)(x ~x,) =0=(x VX)X VX,)x V)5 VX,);
3) f(F)=xX, VX, VI VX, = XV, VX
6) (X=X VX, VX VIE)xX VXV VX,).
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13.4=4-XxvA-xweAdv A=A, gomiisli 6zgertmeleri ulanyp,
f(x") funksiyanyn berlin DNF-inden onun kamillesen DNF-ini
gurmaly:

D) f(F)=xx, VX3 6) (&)= XXV XXX
2) f(F)=XX, VXX, VXX, 7) f(E) =xx, VIx, VXX,;
3) f(F)=x VXX VvLX; 8) (") =xvxx VXX,

4) f(F)=xX, VXX V;
5) f(E)=x v vEx;
Jogaby:
2) f(F)=X3,x, VI VLY, VX LE, VXX, VX X,T, =
=X, X,X5 VX XX, V X X0 X5 VX XX, VXX, X,
5) f(F)=x%, VXX, VEX, VXX, VELX VXX, =
= XX, VX XX VX XX VX XX VXXX VXXX VX XX
14. A=(Avx)-(Avx) u A-A=A gorniisli 6zgertmeleri ulanyp,

f(x") funksiyanyn berlin KNF-inden onun kédmillesen KNF-ini
gurmaly:

) f(&)=(x VX)) x;

2) f(F)=(x,vx,) (X, VX)) X;

3) f(F)=(F vx,) (x V) (x, V)

4) f(B)=x% (X Vvx) (x,VE);

5) f(B)=(x vE) x- (x5 VE) (% V)

6) f(Z)=(x,vx,vx) (x, VX, VX,);

7 fGED = vx) (% vx) (X5 vX,);

8) /(E)=x%,-x;-(x, VX, VX, VX,).

Jogaby:

1) f(F)=(x VI Vvx)(x Vv Ve v V)=
=(x, VX, VX)X VX, V) VX, V)X VX, V),
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~3 — — — — — —
5) f(X)=( VX, VX)X, VX V)X Vv, Vvx)(x Vv, vVy,)
(v, vx) (X v, vie)&(x VI, V) (X VX, V).

15. x(yvz)=xyvxz distributiw kanuny we x-x=x, x-x=0,
A-0=0, Av0=4, ekwiwalentligi hem-de A v 4 -B=A4, ulanyp, f(x")
funksiyanyn berlen KNF-inden onuiit DNF-ine ge¢cmeli:

D fE)=(F V) (xvr) (X, VvE);
2) f(E)=x-(x, VX, VX)) (x,VT,);
3) f(E)=(xVE) (5 vE)-(FVE V)
4) f(F)=Fvx) FVE)(F V) (x5 v
5) f(F)=(x, VI VX)) (X VX, VE) (X VY, V)
6) f(xN)=(x,vX,) (x,vX) (x,Vx,) (x VX,
7 fE)=F vx,vivx) (x VX Vvx) (xVx,).
Jogaby:
3) f(F)=(x, VEL)E VI, VX)=X5X VXX VELY, VY, =
= XX, V XXy VXX, = XX VX, X
6) (M) =(xx, VXX, VX)X, VXX, VXX,) = XXX, V
VXXX, V X Xy X3 Xy V X X0 X3 X, = X, X, X5 VXX, X5
16. xvy-z = (xvy) & (xvz) distributiw kanuny we xvx = x,
xvx=1,Av1 =1,A4-1= A, ekwiwalentligi hem-de 4-(4Vv B) = 4,
ulanyp, f(x") funksiyanyn berlin DNF-inden onuin KNF-ine ge¢meli:
1) f(F)=%X Vvx; 6) f(X') =xx, VX,%, VEX, VXX,
2) f(F)=xX% VXX, Vvix; 1) fE)=x05T, VX5LY, VY,
3) fE)=X, vy vEY; 8) fE)=x VvrX VvIny, vixX,.
4) f(F)=XVx, VXXX,

5) f()E}) = )?1)?2 sz szfs;
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Jogaby:
2) SE)= (0 V)% v )4 VE (R VE) VG =(X VX, VE)
(6, VX, VI)(X, VX VX VX)) & (X VX, VX)X VI VX)X, VI V)=

=(x, VX, VX)X, VX)X, VX, V)= (X, V)X VX, VX;);

5) f(F)=(X VE)(X,VE)VELY = (X VL)X, VLY =X, VXX, =
=(X,vx,)(X,VX)=X,VX,.
17. Nibelli koeffisiyentler usulyny peydalanyp, asakdaky
funksiyalar {i¢in Zegalinifi polinomyny tapmaly:

D f(X)=x|x,; 6) f(&)=(10001110);

2) f(¥*)=(0100); 7) f(&)=(00000111);

3) f(F)=x(x,vX,); 8) f(¥')=(01100110);

4) f(F)=x,>(x,>x); 9 S(E)=(1000000000000001);

5) £(#)=(01101001); 10) (&) =(0000100010010000).
Jogaby:

Dxx,®1; 3)xxx,®xx;Px;

6) XX, DX, X; DX X, DX, Dx; D 1;

10) xx,x0x, @ x,x3x, B x,x; B xx, B x,x; B x,x, B x; D x,.
) 18. Paskalyn tigburcluklary usuly bilen berlin funksiyalar iicin
Zegalkinin polinomyny gurmaly:

1) f(F)=(1000); 2) f(¥*)=(0010);
3) f(¥)=(01101110); 4) f(¥)=(01110011);
5) f(¥)=(10101110); 6) f(¥)=(10000100);

7) £(¥*)=(0000010001100111); 8) f(x*)=(1010101010110110);
9) £(x")=(0100000000010001); 10) f(¥*)=(0000000100010001).
Jogaby:
Dxx,®x, &x,® 1;
4) x,X05 @ x,X3 @ x5 @ X, D x5

T) x,%%, B x,x3%, B x.x; B x.x, B x,x,.
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19. f(X") funksiyany {&, } birlesdirmeler kopliiginin tistiinddki
formula gdrniisinde afiladyp, alnan formulany f(x") funksiya tgin
Zegalkinin polinomyna éwiirmeli (4=4@® 1, 4-(B®C)=4-B®A-C,
AA=A, A-1=4, A®A=0, A®0=A ekwiwalentlikleri ulanmak
bilen):

1) f(;cz) =X = (xz - flxz); 6) f()?):(xl (X, 2x3))((x,2x,)—>x;);

2) f(;cz) =X '(xz ~ XX, ); 7) f(3~C3) = (x1 @XZ)V (x, \ x3);

3) FE)=(x b )b x); 8) F(F) = (x> x,) = (6 > xx,);

4) f(F)=(xvx,) (x]x); 9) fE)=x V(x> ((x—>x,)—>x,));

5) f(ch):xl\L((xl SHIVE); 10) f(E) = (x, VX, VX)X, Vx5,
Jogaby:

1) fE)=FVEVEY, =X VT, =xx, =55, O

3) f()?3):)c1\/)62-)c2vyc3 =X %% =@, ) (x, @)D=

=x,%,%, Dxx, Dxx; Dx,x; Dx, D x, Dxy;

9) fEN=x, VI, VX, VX VX, =X VT, VX, = X,X, =
=(x, ®Dx,(x, ) @l =xx,x, Dx,x, Dx,x, Dx, DI.

20. x,x, uytgeyédnlere bagly we A kopliigin utgasdyrmasyna
giryén dhli funksiyalar kopliigini gurmaly:

1) 4= {x}; 9N A= {x &x, dx};

2)A = {x, ® x,}; 10) 4 = {x;x, V X, X; V X;X, };
3) 4 = {0, x}; IDA={x, ®x,®x; D1}
4) 4 = {xx,}; 12) 4 = {xx,};

5) A = {xx, vV xX,x; VXX, }; 13) A = {X,X, vV X,x; V X;X, };
6) A= 1{x, v Xx,}; 14) 4 = {x, v X,V X;};

7 A=1{0,x, ~x,}; 15) 4 = {x\x, v x3}.

8) A = {x\x,, x; ® X,};

Jogaby:

1) {xlax']axza)_%}; 2) {Oaxlaxbxl@xz}; 3) {Oslaxlaxbxla)_cz};
4) {xl,xZJxl'xZ}; 5) {x1x2}; 6) {laxlaxbxlvxZ:xl\/)_CZ’xlsz}'
136



21. f funksiyany A kopliigin istiinddki formula gorniisinde
anladyp, f € [4] bolyandygyny gorkezin:
D) f=%4={0x>y}; 9)f=xy,d={xy®z};
2) f=x®y, Ad={x{y}; 10) f=xyzvi(xvyvz), A={xyvyzvzx};

3) f=x,A={x®y}; 1) f=x@yDz,A={X,xyV yz Vv zx};
4) f=x@y®@z, A={x~y}; 12) [=xDy@z,A={xyV yz v Ix};
5 f=0,A=py@z);  13)f=x®y A= (T 0V

6) f=x,4=4{xp}; 14) f=xvy,A={x—> y};

N f=xvy,A={xvyl; 15)f=x,A={xvy,xDy}.
8) f=x,A={xyVv yz Vv zx};

Jogaby:

1) f=x—0; 2) f=(d Loy
) f=xdx)dx; df=@x~y)~z 5)f=xx & x;
6) f = x(y%); 7 f=EvIVF V).

22. A kopligin utgasdyrmasyna giryan dhli jilibiit-jiibiitden
kongruyent (congruent) dil f(¥’)" funksiyalary yazyp gorkezmeli:

1) A= {1,x}; 6)A={xvyvz}

2) A= {xy}; 7A={x—>y};

3)A={x~y}; 8) A= {xy v zj;

4) A= {xy Vv yzVvzx}; 9) 4 = {xp};

SYA={xdy bz 1}; 10) 4 ={(x vy VvI(zVx)}.

Jogaby:

1) {0,1xx}; 2) {xxvxyz}; 3) {lxx~yx @y @ z};

4) {xxy v yz Vv zx}; XX x DYy Dzx Dy DzD 1}.

23. [4] klas ii¢in doly bolan ulgamdan bazisi boliip ayyrmaly:
1) 4 ={0,1x}; 2)A={x®yx~pl}
NA={x@yx @y @z A A={xyxVvyxyvzj
5)A={xVvyx >y} 6) A = {xy.xy};
N A={x@y@zxyvyzvexxy; 8 A={lx~yx @y @z l};
9) A = {xyxy v xz}; 10)4A={xxVvyxvyvzxyvVz}.
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Jogaby:

1) {0,x}; 2) {x@y,1}; 3) x®y}; 4) {oy.x vyl 5) {x >yl

24. P,-diki anyk doly ulgamlar {igin 4 kopliigin P,-de doly ulgam
bolyandygyny gorkezmeli:

D A={xdy;

2) A={xy®z,(x~y)Dz};

3) A={x >y, x®y®Dz};

4) A={x—>y, f=(01011110)};

5) A={0,m(%’)=xx, VX, v x,x,,x® y ®1};

6) A={x~y,x®y,xyDz};

7) A={xyvixz, f=(01111110)};

8) A={xy@zt@1, f =(10110110)};

9) A={0,1,x®yDz,xy ®zx D zy};

10) A={xyvz,x® y}.

Jogaby: 1) {x,xy,xvy} ulgam P,-de doludyr, sebibi islendik
f€ P, DNF ya-da KNF gorniisinde anladylyp bilner. Bagga tarapdan
seredenifide, x=x ¥ x, xy = (x4 x) L 4 y), xvy=xl I @iy

2) Alarys: 0 =xx @ x,xy =xy @ 0, x = (x ~x) @ x. {x,xy} ulgam
doly, sebdbi xvy=x&y;

3) Alarys: X=x®@x®x,xVy=X—>y,xp=X > ¥,

4) Alarys: 0= f(x,x,x),x =x>0,xy=x > y;
5) Alarys: x =x®0®1,xy =m(x,y,0);

25. f funksiyanyn 6z-6ziline taydas bolyandygyny ya-da déldigini
anyklamaly:

1) f=xx, VX% VXX 6) f=(x = x,);

2) f=xvx,; 7) [ =x®x,;

3)f=x,@x,Dx, D1 8) f=xx,Dx,x; ®x;x, Dx, Dxy;
4) f=(xvyvavz, 9 f=xx,Vvxy;

5) f=(xvyvaz)viyz 10) f=x,@x,D(x,X,VX,X; VXX, );
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D f=x50x00v5) 14) =5 x)@(x, 1)@ (% —>x)®x;;
12) f=x,x,%,®x,x,®x,x,®x,x,; 15) f=(x,—x,)D(x,—>x;)D(x;—>X,).
13) f=x,%,%,@x,x,%, ®x,x, ®x;x;;

Jogaby: 1), 3), 4), 8), 10) — bolyar; 2),5), 6), 7), 9) — bolanok.

26. Wektor gorniisinde berlen f funksiyanyn 6z-6ziine taydas
bolyandygyny ya-da dildigini anyklamaly:

1) a, =(1010); 9) @, = (1000001110 001100);
2) a, =(1001); 10) a, =(1001101110 111001);
3) a, =(10010110); 11) @, = (1100001110 100101);
4) a, =(01100110); 12) d, =(1010);

5) a, =(01110001); 13) @, =(1001011010 010110);
6) a,=(01001101); 14) @, =(1101010010 110010);

7) &, =(1100100101 101100);  15) &, =(1010010101 011010).
8) @, = (1110011100 011000);

Jogaby: 1), 3), 5), 6), 7), 8) — bolyar; 2),4),9), 10) — bolanok.
27. A kopliigin taydas bolyandygyny ya-da déldigini anyklamaly:

1) 4=1{0,1,x}; 9) A = [{m(x,y,2)}];
2) A= {0,x}; 10) 4 =[{l.x®y}];
3)4A={x®y,x~y,xDyDz}; 1) A=[{l,x®y,xy}];
4) A= {x>y,xVvyj; 12) A = [{Lxy}];

5) 4= {x—=>yxp}; 13) 4 =[{xvy,x®y};
6) A= {Xy,xvy,m(x,y,z)}; 14) 4 =[{x®y}];
TNA={x®yPzXx}; 15) A =[{xy®z1}].

8) 4 = [{x—>y}l;

Jogaby: 1), 3), 5), 6), 7), 10) — bolyar; 2), 4), 8), 9) — bolanok.

28. f funksiyany polinom gorniisinde ailadyp, onui ¢yzykly
bolyandygyny ya-da daldigini anyklamaly:
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D) f=x->y

2) f=x—>yDxy;

3) f=xy(x~y)

4) f=xyviyvz

5) f=(yvX-y)zvZ(xpviy);
6) f=((x—>»(y—>x)~z;
7 f=xyz Vv Xy,

8) f=xyz@xyz ®Xxy;

9 f=m(x,y,2)®Xx-y -z ®xyz,
10) f=(xvyz)®xyz;

11) f=(xvyz)®xyz;

12) f=(zvnz)®x(y®2);
13) f=(0z®x(E)®x(yv 2);
14) f=(xyz®xyz) v (xyz D Xyz);
15) f=(x-y-Z~xyz)~(xXyz~Xxyz).

Jogaby: 2), 3), 5), 6), 8), 9) — bolyar. 1), 4),7), 10) — bolanok.
29. Wektor gorniisinde berlin f funksiyanyn ¢yzykly bolyandygyny

va-da dildigini anyklamaly:
1) a, =(1001);

2) a, =(1101);

3) a, =(01100110);

4) a, =(11000011);

5) a, =(10100101);

6) a, =(10100110);

7) a, =(1100100101 101001);
8) a, =(01101001),

9) @, = (1001011001 101001);
10) @, =(0110100101 101001);
11) a, = (1010010110 011100);
12) a, =(1010);

13) @, =(1010011001 100101);
14) @, =(0011110011 000011);
15) @, =(1001100101 100110).

Jogaby: 1), 3), 4), 5), 7), 8), 9), 10) — bolyar; 2), 6) — bolanok.
30. 4 ulgamnyn L-de dolydygyny subut etmeli. 4 ulgamnyn L-de
bazisdigini ya-da dildigini anyklamaly:

1) A={1x, ®x,};

2) A={0,x,~x,};

3) A={0,1.x, ®x, P x,};
4HA={xD1x,®x,};

5) A= {x, @ x,,x,~X,};

6) A={x,®x,Dx;,x® 1,0};
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7) A={x,®x,®x;® Lx,~x,};
8) A={x,®x,®x;Dx,,x, D 1};
9) A={x,&x,®x;® 1,0};

10) A=L N P,(x?);

1) A=L N S)U {0};

12) A=L|S;



13) A={x,®x,,x,®x,Px; P 1,1};
14) A={x,x,vX, X, xD 1};

Jogaby: 1) x, @ x, funksiyalardan diiziilen superpozisiyalaryn
komegi bilen x,,®x,®...0x, P 1. gorniisli funksiya 1 — ornuna
goymany ulanyp, x, gorniisli islendik funksiyany alyp bolar. 4 ulgam
basis bolup duryar;

2), 3),4),5),7), 8),9) — bolyar; 6), 10) — bolanok.

31. f funksiyanyn T\7, kopliige degislidigini ya-da dildigini
anyklamaly:

15) A=(L|S) N P(X?).

D f=0 > x)(x, > x) >x)

2) f:m(xlax27x3);
3) f=x—>(x, > (x> X))
4) [ =xx% VXX, VX,

5) f=(x VX)X, VXX, VX,

0) f=XX,% VXX, VX,V XX,X;;

7) @, =(10010110);
8) @, =(11011001);
9) d, =(10000111);
10) @, =(00011011).

Jogaby: 1), 3), 4), 6), 8), 9) — degisli; 2), 5), 7), 10) — degisli dal.
32.x,,...,x, Uiytgeyinlere bagly we 4 kopliige degisli funksiyalaryn

sanyny hasaplamaly:

DA=T,NT;
2)A=T,UT;
NA=T,NL;
HA=T NS
5)4=T,UL;
6)A=L\T;
NA=CLUT)NS;
8 A=LNT NS
NA=LUSUT,
10) 4= (LU S)\T;;
1) A4A=L\T)NS;
12)4=SNT,;

13)4=(SNTYUT;
14)A=(SNL\T,;
15)4=(T,\T)NS;

16) A =(T,\T) N L;
1A= SUL)NT;

18) 4= (T, U T)NS;
1NA4=T7,NT,NL;
2004 =(T,NT,NL)\S;
21) A= (SNLD)\T,;

22) 4= (SN DT, NT);
23) 4= (SNI\(T,UTY;
28y A=(S\T)NT;
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25) 4 = S\(T, U T); 36) 4= SN (T,\L);

26) A= (SN TH\Ty; 37 A =(LNS)(T,N T):;
27) A = S\(T, U L); 38)A4=(LNTY\ (SN T):;
28)4=SNT,NL; 30 A=(SNTY\T;
294 =L\(T,UT); 40)A=(LNT,NT)S;
300 4=LW(L,UT)NS,  4)4=T,NTNS)IL;
31)4 = S\L; 42)A=T,UT, US;
32)4=L\S; 43)A=T,UT,USUL;
33)A=(L\S)N T}; 44y A=T,U T, UL;
34) A = (S\L)\T)\ T;; 45) A = (L\S) U (T,\T)).

35)A=((SNL)\T)\T;

Jogaby: 1) 2¥72;2) %-22" :3) 2% 4) 221 5) 227 427 6) 2

7) 27 427 8) 201 9) 27 427 4277 10) %(22"1 +27); 15) 0.

33. Asakdakylary subut etmeli:

DLNSNT,-LNSNT,=LNT,NT,=LNSNT,NT,

HSNT,=SNT,=SNT,NT,.

Gorkezme: eger-de fe T, S, O € {0,1}, onda fe T;() S; eger-de
feLNT,NT,ondafeS.

34. 4 kopliigin K klasda bazisdigini ya-da dildigini anyklamaly:

1) A={xy~z},K=T;

2) A={xyvz}, K =T;

3) A={xy,x~y,xvy}, K=T;

4) A={x®y®z,m(x,y,2)},K =T,NT;

5) A={xy,x® y®z,m(x,y,2)},K=T,NT};

6) A={xy,m(x,y,2)},K =T, NT;

7) A={x®y,m(x,y,2)},K =T,NT};

8) A={xvy,xy},K=T);
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9) A={(x®y®z,0}K =T, L;

10) A={x®y®z,x®yDzD¢t},K =T, L;

11) A={xy®y®z,x®y®z},K=T,NT;

12) A={m(x,y,z),x®y®z},K =TS,

13) A={(x~y)~2)},K =LNSNT,;

14) A={x~m(y,z,0)},K=T;

15) A={xy,x®@y®@z,xvy},K=TNT,.

Jogaby: 1) hawa. | =xx ~x,x ~y=xx~y,x®y ®z=(x~y) ~z,
xy =xy ~ 1 alarys;

2) A T,-de bazis dil, sebdbi 4 < T, T};

3) A T,-de bazis dal, sebébi [{xy, x ~y}] =T};

4) A T,-de bazis dil, sebdbi 4 < S;

5) A T,-de bazis dal, sebabi [{xy,x ®y ® z}1=T,N T;

6) A T, (N T,-de bazis.

35. Wektoryn a, bahalary boyunga f funksiyanyni monoton

1
bolyandygyny ya-da dildigini anyklamaly:

1) a, =(0110); 5) @, =(00010111);

2) @, =(00110111); 6) a, =(01010011);

3) @, =(01010111); 7) @, =(0010001101 111111);
4) a, =(01100110); 8) @, =(0001010101 110111).

Jogaby: 2), 3), 5), 8) — bolyar; 1), 4), 6), 7) — bolanok.
36. f funksiyanyn monoton bolyandygyny ya-da déldigini
barlamaly:
D= & x) & (x; ~x,);
2)f=x = (x, > x);
3)f=x > (x> x);
=X XX, VX XX VX Xy X3 VX Xy Xy VX X, X5
S)f=X X% VX X, X3 VX X, X3 VX Xy X3 VX X,y X35
0) /= (x; ® x,) x; Xy
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T f=x% @ x X3 @ x;x;

) f=x,%®x,x; ®x;x; B x,.

Jogaby: 1), 2), 4), 6), 7) — bolyar; 3), 5), 8) — bolanok.

37. Funksiyalar ulgamynyn doludygyny vya-da déldigini
anyklamaly:

1) A={xy,xVv y,x® y,xy ® yz @ zx};

2) A={xp,xVv y,xD®yDzDl};

3) A={LLx,x(y ~2)®Xx(yDP2z),x~ y};

4) A={0,x,x(yDz)D yz};

5) A={x,x(y~2)~(yvz),x®yDz};

6) A={X,x(y~2)~yz,x® yDz};

7)) A={xy(x®@ ), xy DxD y,1,xy D yz @ zx};

8) A={xy(x®2z),1};

9) A={x>y,Xx >, xDyDz1};

10) A={x—> y,x® y}.

Jogatly: 2),4),6)—doly; 1) yok, AcT,; 3) yok, AcL; 5) yok, AcS.

38. Oz bahalarynyin wektorlary bilen berlin 4 funksiyalar
ulgamynyn doludygyny ya-da dildigini anyklamaly:

1) 4 = {f, = (0110), £, = (11000011), £, = (10010110)};

2) A= {f, = (0111), £, = (01011010), £, = (01111110)};

3) 4= {f, = (0111), £, = (10010110)};

4) A = {f, = (0110), f; = (11000011), £, = (10010110)};

5) A4 = {f,=(1001), /; = (11101000)};

6) 4= {f,= (1), £,=(0111), f, = (00110111)};

7y A= {f, = (10), £, = (00110111)};

8) A = {f, = (11), £, = (00), £; = (00110101)};

9) 4 = {f, = (10000001), £; = (0111), £, = (1011)};

10) 4 = {f, = (10000001), £, = (0110), £, = (1001)}.

Jogaby: 3), 5) — doly; 1) doly dil, AcL; 2) doly dil, AcT,;
4) doly dil, A< S; 6) doly dél, Ac M.
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39. A ulgamnyn doludygyny ya-da déldigini anyklamaly:
HA=ESNMULIM); 6)A=M\T) U (S\L);
2) A=(LNT,NTYUSWTUT));  7) A= (LN M) U (S\Ty);
3)A=LNT)UENM); 8) A=((LNMIT)U(SNT;
4HhA=LNT)US\T); NA=MSUELNS);
5)A=M\T) U (L\S); 10) A=(MNSHU(T,\ MUT,NS).

Jogaby: 1),4), 6) —doly; 2) doly dil, 4 < S; 3) doly dél, 4 = T;
5) doly ddl, 4 < L.

40. A funksiyalar ulgamynyn P,-de bazisdigini ya-da déldigini
barlamaly:

) A={x—>y,x®y,xVvy};

2) A={x®@y®z,xVv ,0,1};

3) A={xDyD yz,x® yD1};

4) A={xyvz,xyDz,xy~z};

5) A={xPyPz,x@yDzDLxy® yz® zx, x};

6) A={xDyDz,xy D zx D zy,0,1};

7) A={x®y,x~ yz};

8) A={xy® yz®zt,0,1,x Vv y}.

Jogaby: 1) bazis dil, sebdbi {x — y, x @ y} kici ulgam doly;
2) bazis; 3) bazis dil, A < T,. 4) bazis dil, ayryp bolar: xyvz.

41. P,-de doly 4 ulgamdan miimkin bolan bazisleri bdliip
ayyrmaly:

) A={LLx,xy(x® y),xD®yDxy® yz® zx};

2) A={0,x® y,x > y,xy ~ xz};

3) A={0,,x®@ yDz,xy D zx® yz,xy D z,x Vv y};

4) A={xy,xVv y,xyvz,x®y,x > y};

5) A={xy@z,xDy®Lxy,x};

6) A={xyvxz,x,x > y,0,x®Dzy};

7)) A={xy,xyVv z,x® y,x > y,X};

) A={x®y,x~y,x®yDz,xy,x —> y}.
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Jogaby: 1) B, ={L,x,f}, b,={x,xy(x®y),f}, bu yerde
S=x®@y®xy@yz@zx;  2) b={0x—>y}, b={x®y.x->yi,
b,={0,xy~xz}, b,={x®y,xy~xz}.

42. Amaly-koplik amallary peydalanyp, A4 kopliigin
utgasdyrmasyny belli bolan 7,, 7', L, S, M we P, yapyk klaslaryn
isti bilen afilatmaly:

DA=P,(T,UT,ULUSUM); 7)A=S\T,UL\(T, UT,):;

2)A=M\(T,N L), 8)A=L\(SUT,);
3) 4= M\(T,NT)); 9) A =LI(T,U T);
4 A=T,N(L\S);, 10) 4 =(T,\T)) U (M\L);
5) 4= SWT,\T)); 1) 4= (T,)\T)) UM\ Ty);
6) A=(LNS)(T,U T); 12)A=M\(SUL).

Jogaby: 1) P, 2 M T;3) (M L)\S;4) T, S;5)S;6)LNS.
43. A kopliigi P,-déki bazise ¢enli gineldip bolyandygyny ya-da
bolmayandygyny anyklamaly:

A= {x~y, m,y,2)}; 5) 4 ={0,1};

2) A = {x}; 6) A=1{0.1.x v y};
NA={xDy,xVvy}; TNA=1{x—>y, xVvy};
4 A={xVvy,xy}; ) A={x®y x~y}.

Jogaby: 1) miimkin, A {0} — bazis; 2) miimkin dal, x funksiya ahli
dolulygyn 6n yanyndaky klaslara giryar; 3) miimkin, 4U {1} — bazis;
4) yok, xy we x vy sol bir dolylygynl 611 yanyndaky klaslara giryar;

44. A= {f, f,}; funksiyalar ulgamynyii doludygyny ya-da
déldigini anyklamaly:

DfieS\M,f,e LUS, f,>f,=1,;

Dfie LUTUT, f,e MNL, f, > f,=1;

NfheTWUL feS fi>fh=1;

4 fie SND\T,, /e M\(T,NL), f, >f,=1.

Jogaby: 1) umuman aydanda, doly dal. Seretmeli:

[=x®y Pz, f,=x VX, VX

2) doly, alarys: ,=1¢ S, f, e MULUT,UT,;

3) umuman aydanda, doly dil. Seretmeli: f, =x — y, f, = 1;

4) umuman aydanda, doly ddl. Seretmeli: f, =X, f, = 1.
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V. TERTIPLESDIRMEK

Su boliim berlenleri kompyuterin komegi bilen gaytadan
islemeklige degisi gabat gelydn meseleleri ¢ozmeklige bagyslanandyr.
Kompyuterin ulanylysynyn éhli yagdaylarynda diyen yaly obyektler
kopliigi  kébir oniinden kesgitlenen tertip boyunga tdzeden
yerlesdirilmelidir. Erkin yerlesdirilen berlen ululyklara seredeninde,
olaryn tertiplesdirilen yagdayy bilen islemekligini ansatlygy hemma
aydyndyr. Kop gowriimli berlen ululyklary tertiplesdirmek berlenleri
gaytadan islemegii esasy bolegini tutyar, tertiplesdirmegin netijeli
algoritmi ykdysady nukday nazardan hem wajypdyr. Algoritmiil
netijeliligine tutyan yeri we wagty, sonuni yaly-da programmirlemegin
yonekeyligi bilen baha berilyar.

Programmirlemegin yonekeyligi ulanylyan usuly diistinmekligin
hem yonekeyligini aiilladyar, sebdbi gowy programma yazmak {i¢in
ulanylyan usula gowy diisiinmek wajypdyr. Biz baha berenimizde dine
deniesdirmelerin sanyny hasaba aljakdyrys. Elementleri denesdirmeklige
esaslanan tertiplesdirmekligin in yonekey algoritmleri O(n?) derejeli
cylsyrymlylyga eyedir, olarynl it gowusynyn deniesdirmelerinin sany
O(n-log, n)-e dendir.

Tertiplesdirmek meselesini asakdaky yaly beyan edip bolar:
elementlerininl Ustiinde ¢yzykly tertip berlen, yagny islendik a, g
elementler t¢in a, < g, ya-da a, < a, ya-da a, = a, ya-da a, > q,
ya-da a, > a, defisizliklerifi biri yerine yetyan koplikden alnan, n
elementden diiziilen a,,a,,...,a, yzygiderlik berlen. Berlen yzygiderligi
an <ap <...<ay kemelmeyén yzygiderlige sekillendiryén berlen
elementlerin ¢algyrmasy I1=(IL,IL,...,I1 )—i tapmaly. Adatca
gelejekde tertiplesdirydn calsyrma II-ni dél-de, tertiplesdirilen
yzygiderligin 6ziini alarys.
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Tertiplesdirmegin  usullary i¢ki (berlenler isjen husda
yerlesdirilende) we dasky (berlenler dasky husda yerlesdirilende)
usullara boliinyérler. Dasky tertiplesdirmede isjent husda goni saklanyp
biljek elementleriii sanyndan has kop bolan elementler ige girizilyar.
Sonun ii¢in tertiplesdirmek usullary dasky husda saklayjy enjamlarda
yerlesyan berlenler {igin ulanylyarlar we uly dhmiyete eyedir. I¢ki
tertiplesdirme algoritmleri isldp diizmek {i¢in hem-de ulanmak {i¢in
amatlydyr.

Berlen tertiplesdirilen ululyklar isjen husda yerlesdirilyér.
Berlen ululyklary tertiplesdirmegiii kop sanly algoritmi bellidir.
Tertiplesdirmegin seyle kop wusullarynyn bolmagynyn sebébi
ndme? Her bir usulyn Oziinin artykmaclyklary we kemgilikleri
bardyr, sonun {i¢in ol kébir gurluslarda beylekilerden netijeli bolup
duryar.

Biz bu yerde tertiplesdirme usullarynyn wajyp hasap edilyanlerini
hem gorkezmekden, algoritmler diizmek ilicin we ulanmak {igin
peydalylarynyn iistiinde durup gegeris. Bu usullar berlen gollanmanyn
kop boliimlerinde algoritmler diizmek ti¢in isjen ulanylyarlar. Her bir
tertiplesdirmek usulynyn hésiyetlerini 6wrenmek ulanmaga amatly
usuly saylamak {i¢in peydalydyr. Algoritmleri dwrenmek meselesi
seyle bir ¢ylsyrymly hem déldir.

5.1. Ornuna goymak arkaly tertiplesdirmek

a,,a,,...,a, yzygiderligin elementlerini ornuna goymak arkaly
tertiplesdirmek has gin yayran usullara degislidir. Algoritmin jebis
bolmagy ti¢in a, fiktiw (gosulan) element girizilydr, onun bahasy —
oo-¢ dent diylip goyulyar. Tertiplesdirmek j=2,3,...,n lg¢in sikl gecyir,
onda her bir j ii¢in g, ezlement a,,a,,...,a, -lerii arasynda oziinii
dogry yerinde goyulyar. Yerinde goylan wagty a, element wagtlayynga
w-de yerlesdirilydr we a, |,q; ,,.....,a, atlar gozden gegirilydr, olar w
bilen denesdirilyérler we olar w-den uly bolsalar saga stiystirilyarler.
Bahasy — c-e den bolan fiktiw (gosulan) a, element ¢ep tarapdan
seredilméni duruzmak {i¢in hyzmat edyar.
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1-nji algoritm. Ornuna goymak arkaly tertiplesdirmek

a, = —0;
i=j-1
w=a;
or j=2tondo a.,, =a;
Jor j while w < a, do{ .
i=i+1;

a,, =w.

Algoritmin ¢ylsyrymlylygy siklde w<a, serti barlamagyn sany
bilen kesgitlenilyar. Anyk w<a, (j=2) t¢in w<a, defiesdirme 1+d,
gezek yerine yetirilydr. Bu yerde, d,—a-den uly bolan we ondan
cepde yerlesyan elementlerii sany, yagny d;, — ikinji elementi g,
bolan inwersiyalarynn sany. d;, sanlar, d,,d,,...,d, inwersiyalaryn
tablisasyny diizydr. O<d,<n-1, O<d,<n-2,..,0<d, <1, d, =0
bolany {i¢in, d,,d,, ...,d, elementlerin tertiplesdirmesi i kop bolanda
Z(1+d )<Z(l+n— y= =)
Jj=2 2
ornuna goymak arkaly tertiplesdirménin ¢ylsyrymlylygy kwadratikdir.

= O(n*) defiesdirmini talap edyir,

5.2. Kopiirjikli tertiplesdirme

a,,a,, ...a, yzygiderligi koptrjikli tertiplesdirmek usuly il aydyn
usullarynl biridir, ol her bir element 6z dogry yerini eyeleydncd
cepden saga saylanan tertibe gabat gelmeyidn gonsy elementlerii
yerini ¢alysmakdan ybaratdyr. Uly elementler kopiirjekldp yokary
galyarlar we sanawyn sofluna gecydrler, sonun iicin bu usul
koptirjikli tertiplesdirme adyny aldy. Bu usul 2 algoritmin komegi
bilen amala agyrylyar. Algoritmde her bir sikli gecende i uly
t indekse den bolyan b tiytgeyén ululyk ulanylyar, ¢ indeksde dhli
a,,a,, ...a, elementler 6ziinin gutarnykly pozisiyalarynda yerlesyirler.
Gorkezilen elementler {i¢in gézden ge¢irisi dowam etmegiii manysy
yokdur.
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2-nji algoritm. Kopiirjikli tertiplesdirme

b=mn;
t=0;
. . aj<_)aj+1;
while b #0do for j=1tob—1do if a,>a,, then ‘
=7,
b=t.

Algoritminl ¢ylsyrymlylygy siklde a; > d., sertleri barlamagyn
sany we a;<>d,. —a;a,...,a, eclementlerii galsyrmasyndaky
inwersiyalaryil sanyna deni bolan orun galysmalarynn sany bilen
kesgitlenilydr. Denesdirmeleriii sanyny kesgitldlin. In kop bolan
vagdayynda icki for siklininn yokarky c¢édgi b-1dasky while siklinin
her bir adiminde 1 birlik azalyar, onda deniesdirmelerin sany

_ n.(n—1)

1

D b-D=n-)+(n-2)+...+1 = O0(n*)—a dendir.
b=n

Bu tertiplesdirmdniii kwadratik ¢ylsyrymlylygy bardyr.

3-nji algiritmde “doly” kopiirjikli tertiplesdirme gorkezilen. Ol
2-nji algoritmin kop ulanylyan we yonekeylesdirilen wariantydyr.
“Doly” koptirjikli tertiplesdirménin algoritminin esasy artykmaglygy
programmirlemegin yenilliginde bolup duryar. 3-nji algoritminl
¢ylsyrymlylygy hemiselik bolup galyar, ol

_ n.(n—-1) _0(n")-a

Zn:(n—i)=(n—1)+(n—2)+...+1

denidir we berlenlerinl yerlesisine bagly déldir.
3-nji algoritm. Doly kopiirjikli tertiplesdirme

for i=1 to n do begin
for j=1 to n-i do begin
ifa,> a,, then a, <> a,.,
end;
end.
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5.3. Sanamak arkaly tertiplesdirmek

a,,a,, ...a, yzygiderligi sanamak arkaly tertiplesdirmegin manysy
a,,a,, ...a, elementleriii dhlisini jiibiit-jiibiitden denesdirmekden we
ybaratdyr.

Berlen ki¢i elementleri sanamak {icin algoritmde gosmaca
¢,,Cy...,c, wektor ulanylyar. Algoritm gutarandan sofira
¢+1,j=1,2,...,n bahalar r,r,,...r, tertiplesdirilen yzygiderlikdaki
a; elementifi gutarnykly yerini kesgitleyar.

4-nji algoritm. Sanamak arkaly tertiplesdirmek

fori=ltondo C,=0 (sanawy yza zynmak)
for i=n to 2 by-1 do begin

if a>a; then C,=C +1

else C,=C+1

end;

end.

for i=1 to n do begin,

v, =d, {r,— tertiplesdirilen elementler}

Ci

end.

Sanamak arkaly tertiplesdirmegin algoritminini ¢ylsyrymlylygy icki
sikllerin jlibiiti bilen kesgitlenilydr we O(n?) bolar. Cylsyrymlylygyn
ululygy berlen a,,a,,...a, yzygiderlikddki berlenlerinn yerlesisine
bagly déldir. Goy, ¢alysma II = (I1,,I1,,..,I1 ) yaly bolsun, bu yerde
[I=c+1,i=1,2,...,n.

Sanamak arkaly tertiplesdirmegin 4-nji  algoritmi I
calsyrmany  kesgitleyar. II' c¢alsyrma berlen ululyklaryn
ay —1<a, —1<...<a, -1 yerllesmesine degislidir.

5.4. Floydyn yiiziip cykmak tertiplesdirmesi

a,,a,, ...a, yzygiderligi tertiplesdirmegin &hli seredilen usullary
O(n?) tertipli denesdirmeleri talap edyardi we ol “hi¢ zada yararly
déldir”. Floyd tarapyndan hodiirlenen has kédmil we netijeli usullaryii

151



biri-¢ylsyrymlylygy O(n. logn)-e deni bolan tertiplesdirmegin usulyna
seredelin. Su wagta cenli bar bolan usullaryn i¢inde bu usul i onayly
usul bolmaklygyna galyar. Algoritmde tertiplesdirilen ikilik agag isjen
ulanylyar, onun mysaly asakdaky suratda getirilen.

b ) T,
22 17 2 28

5.1-nji surat. Tertiplesdirilen ikilik agajyn mysaly

Onun her bir depesinddki bahasy ondan g¢ykyan depelerdiki
bahalardan kici daldir.

Eger her bir depesi iigin tertiplilik hésiyeti yerine yetyén, yone
koki ticin bu hésiyet liytgeyan bolsa, onda ikilik agaja bolekleyin
tertipli agac diyilyar.

Bolekleyin tertipli agajyn mysaly asakdaky suratda getirilendir.

57

39/ \96
T~ N
22 17 2 28

5.2-nji surat. Bolekleyin tertipli ikilik agajyn mysaly

Cylsyrymlylygy O(n*) bolan o6nki seredilen tertiplesdirmek
usullarynda in uly (in ki¢i) element saylananda barlag gegirilip goylan
elementler baradaky maglumatlar yatdan ¢ykarylyardy. Agajyn gurlusy
a,,a,,...a, yzygiderlikdéki tertiplesdirmek prosesiniii yagdayyny
her bir d4dimde saklamaga miimkingilik doredyér, ony gelejekki
hasaplamalarda ulanmak we galan elementlerden i uly (in kici)
elementi gozlemekde deniesdirmelerin sanyny azaldyp bolar. Berlen
a,,a,,...a, yzygiderlik aralyk husda aga¢ gorniisinde berlendir.
Floydyn tertiplesdirmek usuly 5.5 algoritmde gorkezilendir (bir 6lgegli
massiw a[1.n]). Seyle agacda gapyrgalaryn barlygy goriinmeyér we
massiwin-aralyk husun elementlerinin indekslerinin tistiinde arifmetiki
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amallary gecirmek arkaly hasaplanyarlar. Ikilik agajyn mysaly
asakdaky suratda gorkezilen. Agajyn koki — a[1], her bir a[k] depinin
yz yanyndan a[2k] we a[2k+1] depeler dowam edyérler. 5-nji algoritmi
seljerenimizden soiira, agajyn gurlusynda aralyk husy ulanmaklygyn
beyleki artykmaglyklarynyn bardygy goriinyar.

a[l]
a[2] a[3]

af4] a[3] al6] a[7]

5.3-nji surat. Aralyk husdaky ikilik agajyn mysaly

5-nji algoritmin esasyny SURFACE (a[i.k]) — Floydyn yiiziip
cykmak prosedurasy tutyar, ol O (log,n) deniesdirmeleriii netijesinde
tertiplilige golay kici agajy tertipli agaja owliryar. Asakdaky suratda
kici agag bir dlgegli a[i. k] massiwinl listiinde berilyir, bu yerde, ali]
— kici agajyn koki, a[k] — massiwiii maksimal elementi, ol hem kigi
agaja degisli bolup biler.

afi]

5.4-nji surat. a[i..k] aralyk husun iistiinde gurlan ikilik kici aga¢

Floydyn yiiziip c¢ykmak prosedurasynyn g¢ylsyrymlylygyny
kesgitléliii. Proseduranynn mazmuny kokdéki baha (bu yerde tertiplilik
sertinin bozulmagy miimkin) yapraklara tarap ugra ylizyar (agagdaky
depelerin il soniky derejesi), bu proses ti agag tertiplesydngd dowam
edyér. Her derejede yiiziis wagtynda gutarnykly C sanly deiiesdirme
yerine yetirilyar. Eger-de, agajyn beyikligi (agagdaky derejelerin sany)
h-a den bolsa, onda bir sany yiiziisin ¢ylsyrymlylygy C-h=0O (h) bolar,
n sany depesi bolan ikilik agajyn 4 beyikligini n<2°+2!'+ . +2/!
gatnasykdan ansatlyk bilen tapyp bolar, bu yerde, 2! — agajyn i-nji
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derejesinddki depelerinin sany, i =1,2,...,n. Bu yerden, agajyn
beyikligi #=[log, (n + 1)] bolar.

Sunlukda, Floydyn SURFACE yiiziip ¢ykmak prosedurasynyn
¢ylsyrymlylygy O(log,n) bolar. Yokarda seredilen Floydyii SURFACE
yuziip ¢cykmak prosedurasy tertiplesen diyen yaly agacda il uly (in
kici) elementi O(log,n) sany denesdirménin komegi bilen tapmaga,
agajy bolsa doly tertiplesen gorniise getirmidge miimkingilik doredyar.

Netijede tapylan element agajyn depesinde yerleser. a,a,, ...,a,
elementler kopliigini tertiplesdirmek tigin 5-nji algoritm boyunca
olardan ilki Floydyn SURFACE yiiziip ¢ykmak algoritmini gaytadan
ulanmak arkaly tertiplesen diyen yaly aga¢ gurnalyar, ilki bilen
agajyh yapragynyn kici boleklerine gegilydr. Yapraklar yonekey
tertiplesdirilen, sonuil ii¢in agajyn birndge depesi bolan in kigci
boleginden baslap, kem-kemden ulaltmaly, her gezek yiiziip ¢ykmak
algoritmini ulaltmak arkaly agajyn kokiine yetydncd dowam etmeli.
Yiiziip ¢ykmak algoritmi ulanylyan agajyii her bir kici bolegi
tertiplesdirilen diyen yaly serti kanagatlandyryar, sebébi tertiplesme
yapraklardan koke baryar, 5-nji algoritmde edil seyle usul bilen ilkinji
tertiplesdirilen diyen yaly agajy gurmak amala agyrylyar. Agac¢ doly
tertiplesenson, i uly (in kigi) element onunl kokiinde bolar. 5-nji
algoritm boyunca tapylan element agajyn in sonky yapragy bilen
ornuny calysyar (seredilydn massiwin ifl sofiky elementi), agajyn bir
depesi kemelyér we kopliigin tdze il uly (i kici) elementini gaytadan
Floydynn SURFACE vyiiziip ¢ykmak prosedurasyny ulanmak arkaly
tapmaga dhli zat tayyar bolyar.

Asakdaky suratda calysmanyn we yiiziip c¢ykmanyii doly
yzygiderligi gorkezilen. Ol berlen kopliikden ilkinji tertiplesdirilen
diyen yaly aga¢ gurnalandan sofi, sol agacda dinie bir depe galyanca
dowam edydr, berlen kopliik doly tertiplesyér.

/ \ /
/ NN / \ A\
37 63 56 18 56
Yiiziip ¢cykma galsyrma
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4 37 18 66
tertiplesen diyen yaly agag

yiiziip ¢ykma calgyrma Yiiziip ¢ykma
—>65 > —»> 18 > —> 63
RN RN RN
/5{ /63\ 56 63 56 18
4 37 18 66 4 37 65 66 4 37 65 66
calsyrma yiiziip cykma calsyrma
—> 37 > —> 56 > —> 4
RN RN RN
56 18 37 18 37 18

4 63 65 66 4 63 65 66 56 63 65 66

Yiiziip ¢ykma calgyrma Yiiziip ¢ykma
—»>37 > —»> 18 > —> 18
7N / /

4 18 4 37 4 37
56 63 65 66 56 63 65 66 56 63 65 66
calsyrma
—> 4 4
18 37 18 —>37

56 63 65 66 56> 63>65>66

5.5-nji surat. 18, 4, 56, 65, 37, 63, 66 sanlary Floydyn
usuly bilen tertiplesdirmegin algoritmi
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5-nji algoritm. O (n-log,n) ¢ylsyrymlylygy bolan Floydyi yiiziip

cykmasy bilen tertiplesdirmek
Program Floid; {Floydyn yiiziip ¢vkmasy bilen dsydn tertipde

tertiplesdirmek}

uses CRT:

const n=1000; {Tertiplesdirmek iicin berlenlerin massiwinin
olgegi}

type

Vector=array [1..n] of Integer;

Var
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- Text; {Tertiplesdirmegin netijesi ticin tekst fayly}
procedure Init (var a:vector;n:integer);

{a[l..n] wektory totin sanlar bilen doldurmaly}
var

i:integer,

begin

Randomize;

for i=1 to n do a [i]:Random (100);

end;

procedure Surface (var a:Vector,l k:integer),
{ali...k] agagc boyvunca Floydyn yiiziip ¢ykma prosedurasy).
var

J,m,copy:Integer,

begin

copy:=alil;

m:=2%;

while m<k do begin

if m=k then j=m

else if afm]>a[m~+1] then j:=m else j:=m+1;

if a[j] >copy then begin

afi]:=alj];
ir=j;
m:=2%;
end



else break;

end;

ali]:=copy;

end;

procedure Sort (var a: Vector;n:integer);

{Floydyn usuly bilen a [1..n] wektory tertiplegdirmek}

var

i,k,w:Integer,

begin

Ulkinji tertiplesen diyen yaly agajy gurnamak}

for i:=n div 2 downto 2 do Surface (a,i,n);

{Agajyi her bir bolegi ticin Floydyn yiiziip ¢ykma prosedurasyny
yerine yetirmeli}

for k:=n downto 2 do begin

Surface(a,i,k);

{Tapylan maksimal elementi sanawyn sonunda yerlesdirmeli}

w:a [k];a[k]:=a[l]; a[l]:w,

end

end,

Var (Main)

a : Vector, {Iertiplesdirmek ii¢in berlenlerin wektory}

i : Integer,

begin; (Main)

Assing (f, ‘sort.out’);

Rewrite (f); {yazmak iigin fayl acylan }

Init(a,n);

{berlenleri husa salmaly)

for i:=1 to n do Writeln (f, ‘af"i:1,’]=",a[i]:3);

Sort(a,n);

{Tertiplesdirilen berlenleri husa salmaly.}

Write Ln (f);

Fori:=1 to n do Write Ln (f,5[i:1,’]=",a[i]:3),

Close (),

end. {Main}

Seredilen usul bilen berlenleri tertiplesdirmegiin algoritminin
umumy ¢ylsyrymlylygyny bahalandyralyin. Floydyn SURFACE
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yiziip c¢ykmak algoritminin prosedurasy ilki tertiplesdirilen
diyen yaly agajy (prosedura agajyn her bir depesi tigin ulanylyar)
gurmak ii¢in n gezek we sonra sol agagdaky her bir ini uly (ini kigi)
element iigin n gezek ulanylyar. Floydyn SURFACE viiziip ¢ykmak
prosedurasynyn ¢ylsyrymlylygy O (log,n) bolany tgin, a,a,,...a,
berlenleri tertiplesdirmegin algoritminin umumy ¢ylsyrymlylygy
O(n-log,n)-e den bolar. Bu berlenleri deniesdirmegiil esasynda gurnalan
tertiplesdirmegin il gowy bahasydyr. Hakykatdan hem, a,a,,...q,
elementlerinin miimkin bolan ¢alysmalarynyn sany n!-a dendir we
olaryn dine biri bizin tertiplesdirmédmizin sertini kanagatlandyryar.
n! calsyrmalaryn kopliiginin i¢inden g¢algyrma gozlemekligin ikilik
gozlegi log,n! sanly denesdirmeleri talap edyér. Yéneke;’/lesdirmek
ticin Stirlingin formulasyndan peydalanalyii: n!~~/2zn n" - /™", onda

log, n!~ ann' 07" = O(n-log, n).

Mesele. Kesimleriii birlesmesiniii uzynlygy. Tekstli fayl
a,,b,a,b,,...,a,b, bitin sanlary 6ziinde saklayar. Sanlaryn berlen
yzygiderligi goni c¢yzykda [a, b],i=1,2,...n—n sany kesimi
kesgitleyar. Gorkezilen kesimlerin birlesmesiniii uzynlygyny tapmaly.

Coziilisi. Tekst faylyndaky berlenler asakdaky yaly gurlusa
eyedir. Faylyn birinji setiri n — kesimlerin sany. Ikinjisi, li¢iinjisi
we s.m. setirleri degisli kesimlerinn cdklerini anladyan a, b, bitin
sanlary saklayar. Kesimlerin birlesmesiniii uzynlygyny hasaplamagyn
netijesini tekst faylynda husa salmaly.

Procedure SortBubble (n: Integer),
(afi], b[i] we g[i] ¢dkleri tertiplesdirmek)
Var i, j, w : Integer;,
begin
for i:=1 to n do begin
for j:=1 to n-i do begin
if ab [j] > ab[j+1] then begin

w:=ab[j],; ab[j]:=ab[j+1]; ab[j+1]:=w;
w:=g[j]; glj]:=glj+1]; glit1]:=w;
end;

end;
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end;
end;

Var {Main}
ik : Integer ;
n : Integer ; {berlen nokatlaryn sany}
m : LonglInt ; {kesimleri birlesdirmdnin uzynlygy}
begin {Main}
Assign (f,” Measure.in’) ;
Reset (f); {fayly okamak iicin acmak}
Read (f,n); {berlenleri girizmek}
for i:=1 to n do begin
k:=2%;
Read (f, ab[k-1], ab[k]),
glk-1]:=1; {¢cep ¢dgi}
2[l]:=0; {sag cigi
end;
close(f);
Assign(f,” Measure.out’);
Rewrite (f); {fayl yazmak ii¢in agylan}
SortBubble (2%*n);
Measure (m, 2*n);
Write Ln(f,m), {birlesdirmdnin uzynlygy}
Close(f);
End. {Main}

5.5. Yzygiderli gozleg

Diskret gurlusly algoritmlerde gbzleg meselesi esasy meselelerin
biri (fundamental) bolup duryar. Berlenleriii gurlusyna kép bolmadyk
ciklendirmeler girizip, diirli netijelilikleri bolan diirli gorniisli gozleg
strategiyalarynyn kopliigini alyp bolar.

Yzygiderli gozlegde a,,a,,....,a, kopligii elementleri olaryn
gabat gelsi yaly tertipde derielyar diylip hasap edilyar.
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“Basyndan basla we gerekli elementi tapyangan hereket et, sofira
saklan”. Seyle yzygiderli prosedura gozlegin aydyn usuly bolup duryar.
5.7 algoritm a,,a,,....,a, koplikde z elementin yzygiderli gozlegini
amala asyryar. Oziiniii yonekeyligine garamazdan, yzygiderli gozleg
oran gyzykly ideyalary 6ziinde saklayar.

Algoritm?7. Yzygiderli gozleg.
c=o0; {z yazgynyn gozlemegin nysany).
for i=1 to n do if z=a, then {c ’

break;

if c=1 then yazgy tapyldy else yazgy tapylmady.

a,,a,,.....a, kopligin elementlerini  gdzlemegiii  ortaga
¢cylsyrymlylygyny bahalandyralyfi. i-nji element a.-ni tapmak {i¢in
1 sany denesdirme talap edilydr. Gozlegin ortaca wagtyny hasaplamak
ticin kopliigin her bir elementine yiizlenmegin yygylygy baradaky
maglumaty bermeli. Bu yiizlenme deidlgegli paylanan, yagny &hli
elementlere birmenzes yygylykda yiizlenilyar diyip hasap etjekdiris.
Onda kopliigin elementini gozlemegiii ortaca c¢ylsyrymlylygy

lZi = ntl =0(n) — ¢yzyklydyr.
no 2

Elementlere  yiizlenmegin = yygylygynyn paylanysygyna
umumy gorniisde seredelin. Goy, S, a, elemente yiizlenmegin

yvygylygyny (&htimallyklarynyn paylanysygyny) amladyar diyelin,
bu yerde, S, > o0 we ZSi =1. Bu yagdayda elementi gézlemegin

i=1

ortaca cylsyrymlylygy (matematiki garagma) Zi-Sl. -e den bolar.

i=1

Yygylyklaryii paylanysygynyi hakykata yakyn gowy yakynlasmagy
Zipfiii kanuny bolup duryar: S, = E ,i=1,2,....,nigin. (Z.K.Zipf adaty
l

dildéki n-nji has kop ulanylyan séziin takmyny n-e ters proporsional
vygylykda gelyénligini belldpdir).
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Kadalasdyryjy hemiselik ZSi =1 bolar yaly edip saylanyar.
i=1
Goy, a,,a,,....,a, kopligin elementleri gorkezilen yygylyklara
1 1 1

layyklykda tertiplesdirilen bolsun. Onda c¢=——=—=—r
Zl Hn (nn

=1 !
we Ustlinlikli gozlegin ortaga wagty asakdaky vyaly bolar:
Zi-Sl. :Zi-g:n-c:n-izi, bu n—+1-den has kigidir.
Py P Hn /nn 2
Sonky mysal ini yonekey yzygiderli gézleg hem algoritmin isiniii
igjenligini yokary galdyrar yaly, kopliigii elementlerinin amatly
gurlusyny saylap almagy talap edydnligini gorkezyar.

Berlenlerin faylynyn mysaly:

3

0 2

-1 1

0 1

Cyvkysda berlenlerin faylynyn mysaly:
3

Coziiwi: Meseldni ¢ozmegin 5.6 algoritmi ab[1..2n] massiwdéki
a,,b,,a,,b,...,a,b, abssisalary oniinden tertiplesdirmége esaslanandyr.

n=n

ab[1.2n] massiwi tertiplesdireniden sofira kesimlerin ¢éklerini:
gli]=1 — ¢ep cégini, g/i]=0 — sag ¢égini saklayan g//..2n] gosmaga
massiw gurnalyar. Hasaplamalar ab/1..2n] massiwi ¢yzykly wagtyn
dowamynda yonekey seretmek bilen tamamlanyar. Algoritmin
umumy ¢ylsyrymlylygy berlenleri tertiplesdirmegini ¢ylsyrymlylygy
bilen kesgitlenilydr. Hézirki yagdayda kopiirjikli tertiplesdirménin
algoritminin ¢ylgyrymlylygy O(#?) ulanylyar.

5.6 algoritm. Kesimleri birlesdirmegin uzynlygyny hasaplamagyn
programmasy.

Program MeasureLength, (bélekleri birlesdirmegin uzynlygy.)

uses CRT, DOS;

const n_max=100;
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type
vector=array[0..2*n_max] of Integer;
var
[ Text; {tekstli fayl}
ab : Vector; {afi], b[i] kesimlerin cakleri}
g : Vector; {caklerinn nysanlary: I-cep, 0-sag}
Procedure Measure (Var m: Longlint; n: Integer);
{birlesdirmdnin hasaby}
Var
i, ¢ : Integer;
begin
ab[0]:=ab[1];
m:=0; {birlesdirmdnin uzynlygy}
c: =0; {biri-birini yapyan interwallaryn sany)
for i:=1 to n do begin
if c<>0 then m:=m+ab[i]-ab[i-1];
if g[i]=1 {cep cagi} then c:=c+1 else c:=c-1;
end;
end;

Ondan basga-da, saylanan strategiya gord, dasky husdaky
yzygiderli fayllaryil kopiisi ticin wagtal-wagtal berlenlerin tertibini
tiytgedip durmaly, ol faylyil yzygiderli gurlusy maglumatlary goteryéin
enjamyn tehniki hisiyetlendirijileri bilen baglylykda kesgitlenyar.
Berlenleri yzygiderli gozlemegin algoritmi a,,a,,....,a, kopliigi
dasky ya-da bagly huslarda yerlesdirmekde sol bir netijelikde yerine
yetirilyar.

5.6. Logarifmik gozleg

Berlenlerin logarifmik (binar ya-da denn yarpa bdlmek usuly)
gozlegi a,<a,<....<a, tertiplesdirilen aralyk husda yerlesdirilen
elementlerin kopliigi ticin ulanarlykdyr. Gozlegin uly netijeliligi ti¢in,
yonekey yzygiderli saylama seredeniiidde elementleri saylamagyn yoly
has yakyn bolmalydyr.
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Has aydyn usul: gézlegi orta elementden, yagny a[ o, elementden
2
baslamaly. Denesdirménin netijesi al,az,....,a[m],.... a, yzygiderligin
2

haysy yarymynda gozlegi dowam etmelidigini kesgitlemége
miimkingilik berydr, ona-da sol prosedurany ulanyarys, we s.m.
Binar gozlegin esasy ideyasy yonekeydir, yone “kop sanly gowy
programmistler {i¢in dogry programma yazmak synanysyklary
sowsuzlyk bilen gutardy”.

Algoritmden anyk bas alyp ¢ykmak ii¢in it gowusy a,<a,<....<a,
berlenleri binar gozlege jogap berydn deniesdirménin ikilik agajy
gorniisinde sekillendirmeli. Ikilik agaja defiesdirme agajy diyilyar, eger
onun islendik depesi (agajyn koki ya-da agajyi boleginin koki) tigin
{Agajyn ¢epki boleginin depeleri}<kokiin depesi<{Agajyn sag
boleginin depeleri).
sert yerine yetse a,,<a,<...<a, elementlerin arasyndaky binar gozlegin
ortaca ¢ylsyrymlylygyny ikilik agajyn (5.6-njy surat) beyikligi bilen
deniesdirip bolar. Has bolmadyk yagdayynda gozlenyéin element ini
sonky orunda bolmagy miimkin ya-da umuman tapylmazlygy miimkin.
Her bir orunda kesgitli sanly denesdirmeleri amala agyrmak zerur
bolyar.

5.4 punktda agacdaky derejelerin [log,(n+1)] bolyanlygy
gorkezildi. Seylelikde, gozlegin ¢ylsyrymlylygy O(log,n) —
logarifmikdir, bu gozleg usulynyn adyna hem gabat gelyar.

Seredilen binar gdzleg esasanam berkidilen n olgegli aralyk
husun a,,<a,<...<a, tertiplesdirilen elementleri {i¢in niyetlenendir,
eger wektoryn Olcegi dinamiki iiytgeyan bolsa, onda binar usuly
ulanmakdaky tygsytlylyk a,,<a,<...<a, elementleriii tertipliligini
saklamak ti¢in ¢ykdajyny yapmayar.

5.7. Hasaplanyan adresli tertiplesdirme
Goy, a,,<a,<...<a, tertiplesdirilydn bitin sanlaryn berlen
yzygiderligi we 7 = (7,7, ....,wn) — su elementlerin a, <a, <....<a,
tertipleyji calsyrmasy bolsun. g, — bitin sanlar diylen ¢éklendirme asakda
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serediljek algoritmlerin umumylygyny yitirmeyér. Tertiplesdirilen
a;, yzygiderlik bu elementlerifi bahalaryny olaryfi b, =a, bolan
b,b,.,,.....b, massiwdiki yerlesisinii indeksleri (salgylary) hokmiinde
ulanmak yaly aydyi usulyny salgy beryir. Tertiplesdirilen b,,b,,, .....,b
yzygiderligi yagny, berlenlerin a,,<a,<...<a, tertiplesdirilen
yzygiderligini alyarys.

Mysal hokmiinde a,,<a,<...<a, yzygiderligin degislilikde
6,3,5,7,2,4,1-1-den 7-a ¢enli diirli bahalara den bolan elementlerini
tertiplesdirmegiit hususy yagdayyna seredelin. a; elementiii her
bir bahasy b,<b,<....<b, tertiplesdirilen sanawdaky onun yerini
gorkezydr, bu yerde b,

fori=1to 7 do b, = a; siklden kesgitlenilyir.

Berlen usulyn ¢ylsyrymlylygy ¢cyzyklydyr: O(n), n=17.

a-nin bahalary hakykatda == {z,n,,.....,7,} = (7,5,2,6,3,1,4)
calsyrmany kesgitleyér, bu calsyrma a, <a, <....<a, eclementleri

tertiplesdirydr. z,-nin bahalary for i=1 to 7 do =m,=1i siklde
kesgitlenyar.

Berlenlerin 6,3,5,7,2,4,1 bahalary natural sanlaryn yzygiderliginin
tutus interwalyny dolduryanlygy iicin tertiplesdirme miimkin
boldy. Erkin a,,<a,<...<a, bitin sanlar ligin hasaplanyan adresli
tertiplesdirméniii umumylasdyrmagyna seredelifi.

Eger dhli a;,<a,<...<a, bahalar diirli bolsalar, tertiplesdirménin
algoritmi has yonekeylesyar.

Goy, yarpa bolmegin indiki ddiminde ¢,<a,.,<...<a, elementleriii

arasynda gozleg ge¢irmek gerek bolsun. Kok hokmiinde a i+, €lement

2

kabul edilyér, bu yerde, {H_J} — (%l) -4 den ya-da ondan ki¢i bolan

2
in uly bitin san. Agajyn gepki bolegi q,,qa,,,...,a, wektorda
[ArA ]
2
yerlesendir, sag bolegi bolsa, a{iﬁ] seees @ Wektorda yerlesendir.
—= 1+ ‘
2

5.6-njy suratda gapyrgalary yokarda gorkezilen a,,<a,<...<a,
elementlerin indekslerinin arasyndaky gériinmeyan gatnagyklar arkaly
anladylyan denesdirme ikilik agajyn mysaly gorkezilendir.
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5.6-njy surat. 3, 5,7, 9, 12, 19, 27, 44 tertiplesdirilen elementlerinn arasynda
binar gdzleg gecirmége jogap beryan denesdirme ikilik agajynyn mysaly

a,,<a,<..<a, elementlerin arasyndan z elementi den yarpa
bolmek usuly bilen gézlemekligin usuly 5.8. algoritminde gorkezilendir.

5.8 algoritm. a,,<a,<...<a,-de z-ii logarifmik gozlegi

find = 0; {yazgyny gozlemegin nysany}
i=1; {Agajyn boleginin ¢ep ¢dgi}

j=n, {Agajyn boleginin sag ¢digi}
while i <j do begin

m= [H_T]} {Agajyn berlen boleginin koki}

find =1
If z=a, then {Element tapyldy}

reak
else if z > a,then i = m+1 {Tdize ¢ep ¢dik}
else j=m-1 {Tdze sag ¢dgi}

end;
if find = 1 then yazgy tapyldy;
else yazgy yok;

a,,<a,<...<a, bahalar — diirli diirli

Tertiplesdirme usulynyn amala asyrylysy 5.9 algoritmde
gorkezilyar. b,b,.,......b, wagtlayyn massiw a,,<a,<...<aq,
elementlerin tertiplesdirilen yerlesdirmesi iicin ulanylyar, bu
yerde r=min(a,,a,,....,a,) we s=max(a,a,,......a,) b,b, ,....b,

massiwdéki bos yerler a,,<a,<...<a, elementlerinin bahalaryndan
tapawutly s+1 bahalar bilen atlandyrylyarlar.
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5.9 algoritm. Diirli a,,<a,<...<a, iicin hasaplanyan adresli
tertiplesdirme

{a,,<a,<..<a,—in i¢inden min we max bahalary gozlemek}
r=s=a,
for i=2 to n do begin
if r>a, then r=aq,
else if s<a, then s=a,
end,
{a-den tapawutly s+1, baha bilen b-ni atlandyrmak;}
fori=rtos do b=s+I;
{a,,<a,<...<a, elementlerin tertiplegdirilen yerlesdirmesi}
Jori=ltondob, =a;
{a, b.,b,,,....,b-den tertiplesdirilen a,,<a,<...<a, bellemek}
k=0,
for i=r to s do begin
if b# s+1 then begin
k=k+1;
a,=b,
end,
end.

Tertiplesdirilen a,,<a,<...<a, wektor b,b,,,......,b, massiwe
yzygiderli seredilenson, s+1 baha deii bolan bos elementleri ayrylandan
sofiky netije bolup duryar. Algoritm igki siklleri saklamayar, yagny
onun ¢ylsyrymlylygy cyzyklydyr: O(n).

a,,<a,<...<a, bahalaryn i¢inde denlerinin bolmagy miimkin
hasap edilyér. Bu usulynt amala asyrylysy 5.10 algoritmde gorkezyar.
a,,<a,<...<a,elementleriii arasynda defi elementleriii bolmagy, mysal
t¢in, a,=a;, b, =a, we ba/, = a; yerlesdirilende berlen 4, <q,<...<aq,
kopliikde berlenleriil yitmegine getiryér. Bir yere sol bir wagtda birnége
elementleri hasaplanyan adresli tertiplesdirménin hésiyetlerini saklamak
bilen bos yerlere gaytadan yerlesdirmek zerurdyr. Seyle maksat
bilen a,,<a,<...<a, ululyklaryn esasynda b,,b,,.....,b, massiwdaki
berlenlerin a,,<a,<...<a, tertiplesdirilen yerlesdirmesinin indeksler
wektory d,d ., .....,d, hasaplanyar. 5.9. algoritmde yerlesdirméinin
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indeksinifl roluny diirli-diirli bolany ti¢in a,,<a,<....... a, elementlerin
bahalarynyn 6zi gos-goni yerine yetirilip bilinyérdi. Hazirki yagdayda
d.d.,,...,d, bahalar a,,<a,<..<a,-ddki ululygy boyunga den
elementler b,,b,,.....,b, massiwde yerlesdirilende aralyk bolar yaly
edip dizilyar. C,C,,,,.....,C, wektor a,<a,<...<a,-ddki her bir

bahanyn elementlerinin sanyny hasaplamak ticin we d.d., ,.....,d,
yerlesdirmedéki indeksleri gurnamak ti¢in ulanylyar.

5.10 algoritm. Erkin a,,<a,<...<a, ii¢in hasaplanyan salgyny
tertiplesdirme

{a,,a,,.....a, bahalaryn arasyndan min we max gézlemek}
r=s=a,
for i=2 to n do begin
if r>a, then r=a,
else if s<a, then s=a,
end;
{Her bir a, bahanyn elementlerinin sanyny hasaplamak;
for i=r to s do c¢=0;
fori=1 to n do c,;=c,;+1;
{d.d ,....,d, verlesdirmanin indekslerini hasaplamak}
d=1I;
for i=r+1 to s do d=d_,+c,
{b,b,,.....b-diki a,a,...a, elementlerin tertiplesdirilen
verlesdirmesi}
for i=1I to n do begin
k=a,
by=a;
d=d+1;
end.

a,,a,,....,a, berlenlerin tertiplesdirilen netije = wektory
b,<b,<...<b, massiwde yerlesydr. Algoritm icki siklleri 6ziinde
saklamayar, sonuil {i¢in onun ¢ylsyrymlylygy cyzyklydyr — O(n).
Hasaplanyan salgyly tertiplesdirme 6rédn ¢alt usul bolup duryar, yone
ol s-r-iii uly bahalarynda isjent hugy wagtlayyn berlen C,,C..,,.....,C,
we d,d ., ,.....d, massiwleri saklamak nukdaynazaryndan alnanda
ordn onayly dél bolmagy miimkin.
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VI. KODLASDYRMAK NAZARYYETI
6.1. Esasy kesgitlemeler. Kodlaryin mysallary

n elementden duryan 4= {a,,...,a,} kopliige seredelin. 4 kopliige
n gdwriimli elipbiy diyip at berelin, onun elementlerini simwollar ya-da
elipbiyninn harplary diyip atlandyralyii. Meselem, tiirkmen harplary
30 gowriimli elipbiyi diizyérler, latyn harplary bolsa 26 géwriimli
elipbiydir.

A elipbiynin harplaryndan diiziilen m uzynlykly a,,....,q,
yzygiderligi m uzynlykly s6z diyip atlandyralyii.

Kesgitleme. A elipbiyde yazylan islendik bos bolmadyk sozlerin

......

m

......
......

......

Goniikme. m uzynlykly dendlgegli kodun gowriiminii
n"=2"-log,n sandan gecmeyindigini subut etmeli.

Goy, X = {X|,...,X } tikenikli kopliik bolsun. Eger X-in1 listiinde
dhtimallyklarynl paylanysygy P(X) berlen bolsa, yagny her bir x; € X,
i < e elemente P(x,) san degisli edilen bolsa, onda X habarlaryn diskret
ansamblydyr diyip aydyarys.

Sunlukda, P(x) >0, i=1,e we > P(x,)=1.

i=1

Her bir Y ¢ X ki¢i kopliige P(Y) = ZP(x) dhtimallygy (sany)
degisli edelin.

Kesgitleme. Erkin /: X — KX diskret ansablyin A4 elipbiyinin
K koduna sekillendirilmegine X-i kodlasdyrmak diyilyér.

1-nji mysal. Gowriimi N sany ikilik 6yjlige deii bolan yatda
saklayjy enjamly telegrafda telegrammalary awtomatiki gaytadan
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islemek yola goylan diyelin. Telegrammalary kodlasdyrmagyn
2 usulyna seredelin: Harpma-harp we doly sozleri kodlagdyrmak.
Birinji yagdayda tiirkmen elipbiyinini her bir harpyna ikilik hasaplayys
ulgamynda yazylan tiirkmen elipbiyinde harpyn nomerine den bolan
{0,1} elipbiyde yazylan 5 uzynlykly sozi degisli edyaris.

Coziilisi. Mysal tigin, @ — (00001), b — (00010), ¢ — (00011),
d — (00100). Biz birjynsly kodlagdyrmagy alyarys. Her bir telegramma
ortaca 20 sdzden ybarat diysek, soziin ortaca uzynlygy 5 harpdan
duryar diysek, onda yatda saklayjy gurala N/500 telegramma yazyp
bolar.

Ikinji yagdayda telegrammalary diizmek ti¢cin adatg¢a ulanylyan
213=8192 s6zden ybarat sozliik diiziip bolar. Tiirkmen dilindéki seyle
soziin her birine {0,1} elipbiyde 13 uzynlykly s6zi degisli edip bolar.
Yatda saklayjy gurala N/360 telegramma yazyp boljaklygy diisniiklidir
(yagny ikinji kodlasdyrmakda yatda saklayjy guralyn husunyi
gowrilimi iki esse diyen yaly kopdiir).

Kesgitleme. Eger kod s6zi tutus beyleki kod soziinin bagy bilen
gabat gelmeyin bolsa, onda koda dekodlasdyrylyan (ya-da prefiksli)

Meselem, denodlcegli kod dekodlasdyrylyan koddur.

Bellik. Harplaryn yzygiderligini kod sozlerine bire-bir bolméni
iipjiin edip bilyan prefiksli dél kodlar bardyr.

Tiirkmen elipbiyinde yazylan sozleri kodlasdyrmagyn usullary

1-nji usul (ornuna goyulyan sifr).

Eger tiirkmen elipbiyninl (sézleriii arasyndaky aralygy anladyan
gosmacga soOzli) kuwwaty > 31 bolan erkin kopliige inyektiw
sekillenmegine seretsek, soiira tekstde her bir harpyn yerine onun
sol kopliikddki obrazyny goysak, onda tekst yeterlik uly bolanda,
biziii tablisamyzdan ugur alyp, ansatlyk bilen sifri acyp bolyan
ornuna goymak kriptogrammany alyarys. Seyle sifre Sezaryn sifri
kodlagdyrmasyna eyedir: ¢ — z, b > a, ¢ — b we s.m. yagny her
bir harpyi yerine tiirkmen elipbiyinde onun 611 yanynda gelyan harpy
goyyarys.
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N Harp N Harp
1 a 18 0
2 b 19 o
3 ¢ 20 p
4 d 21 r
5 e 22 s
6 d 23 s
7 f 24 t
8 g 25 u
9 h 26 U
10 i 27 w
11 i 28 y
12 4 29 y
13 k 30 z
14 /

15 m

16 n

17 n

Mysal. Sezaryn sifri bilen “matematika aklyny tertiplesdiryar”
s0zi kodlasdyrmaly.

Jogaby: (Izsdlzshzz zzkwnw sdpshokdschpyep).

Sezaryn sifri bilen kodlasdyrylan tekstin sifrini agmak {i¢in
“siitlinjik usuly” ulanylyar. Her bir siitiinjik wertikal (yzly-yzyna)
yazylan tiirkmen elipbiynin harplaryndan duryar. Sonira bizii
mysalymyzdaky “lzsdlzshzz” s6ziin sifrini agmak i¢in on sany siitiinjik
alynyar we sol s6zi almak ti¢in biri-biriniii gapdalynda goyulyar. Sol
sOzln asagynda jogaby durar. Sezaryn sifri hokmiinde dine elipbiyi
1 harp yza siiysiirmek dél-de, fiksirlenen erkin sanly harp asak ya-da
yokary siiystirmeklige diisiinilyar. Meselem, asakdaky kodlasdyrma
harpyn obrazy ondan sonky ii¢iinji harp bolup duryar.

2-nji usul (¢algylyan sifr. Bu usul L.S. Hillin iglerinde hodiirlenen).

«dususyk bir hepdeden bolar» (6.1)

habary sifrlemek gerek bolsun.

Her bir harpa onun elipbiyddki nomerini degisli edelin, sézlerin
arasyndaky aralyga 31-i degisli edelin. Onda bizinn habarymyza
asakdaky sanlaryn yzygiderligi degisli bolar:
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4,25, 23,25, 23,28, 13, 31, 2, 10, 21, 31, 9, 5, 20,
4,5,4,5,16,31,2, 18, 14, 1, 21. (6.2)
Bu yzygiderligi Z;, halkada seredelin. Bu halkada erkin owriilisikli
elementi, meselem, 3 € Z,, (3-11=1) alalyn. Bu yzygiderligifi her bir
agzasyny 3-e kopeldelin:
12, 13,7, 13,7, 22, 8, 31, 6, 30,1, 31, 21,15, 29,
12,15, 12,15, 17, 31, 6, 23,11, 3,1. (6.3)
Seylelikde, biziii habarymyz agakdaky gorniisde kodlasdyrylyar:
Zkfkfsg dza rmyzmzmi dsjca (6.4)
(6.4) habaryn sifrini agmak {i¢in, ony (3.3) gorniisde yazmaly,
sofira (6.3) yzygiderligi 11 = 3" (Z,, halkada) kopeltmeli. Biz (6.2)
yzygiderligi alarys. Sanlaryn yerine degisli harplary goyup, biz 6z
tekstimizi dikelderis.

Z,, halkanyi iistiinde has dél matrisalary ulanyp, yokardaky usuly
cylsyrymlasdyralyn. (6.2) yzygiderligi jiibiitlere bolelin:

3 G G G R G a) 09

2
Berlen stitinleri A4 :( 3

6
7] € M,(Z,,) matrisa kopeldelin, bu

7
matrisany ters matrisasy bardyr: 4™ = (3 5 ] e M,(Z,,) . Asakdaky

stitiinlerden ybarat tize yzygiderligi alyarys:

PGP EHa CJEHRM MG G} 09
8)\13 3 23)12) 130 8 -1) 13 4 14)\13 ) 120
Harplara gaydyp gelip, biz asakdaky yaly kodlasdyrylan
maglumaty alarys:
cgikyclisbbjzingbzckkdzlwkdp (6.7)

Onun koduny agmak ii¢cin 4 matrisany bilmeli. Hakykatdan hem,
A-nyn derejesi 2x2 bolany iicin (6.7)-de harplaryn yerine olaryi
elipbiyddki tertip belgisini goyup we alnan sanlary jiibiit-jiibiitden
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boliip, biz (6.6) siitiinleri alarys. Bu yzygiderligi A" matrisa kopeldip
(cepden), biz 6z tekstimizi dikelderis. Berlen sanlar (nomerler)
yzygiderliginin boliinyén siitiinlerindiki elementlerin sanyny kopeldip,
berlen usuly ¢ylsyrymlasdyryp bileris.

Su usul bilen kodlagsdyrmak {iigin M, (Z;,) halkada owriilisikli
“acar” matrisany bilmeli, tekstddki harplaryin we aralyklaryin sany
n-e boliinmeli.

Bellik. “Akmak bolma atan yaly, akylly bol” diylen belli nakyl
tirkmen dilindéki teksti has anyk kabul etmek ti¢in nokat we otur
ticin hem kébir simwollary girizmek zerurlygy yiize ¢ykaryar. Bu
yagdayda biz Z,, halkan tistiinde igleyaris.

3-nji usul (calsylyan kod). “kdytendag — taryhy mekan” habary
kodlasdyrmak gerek bolsun.

Diirli harplardan diiziilen we difie teksti iberene we adres boyunca
alyana belli bolan agar sozi saylalyi. Meselem, “SEYDI” soziini
alalyn we asakdaky tablisa seredelin.

Ble B |x|~|n
o (= oo N
Zal S S (T I

o |5e |~ [ — T
B |+ |0 W

Bu tablisada acar soziin asagynda degisli harplaryn elipbiydaki
gelydn tertibini gorkezydn sanlar yazylan (bds belgili acar san
alyndy). Biziil tekstimize asakdaky kriptogrammany degisli edelin:
tghaddreetynknamyayk.

Bu yerde harplar tablisadaky siitiinler boyun¢a onunt nomerine
gord yazyldy. Bu kriptogrammanyn koduny a¢mak {i¢in acar sozi
ya-da 42513 sany bilmek yeterlikdir.

Mysal. “SEYDI” acar séziini ulanyp, berlen habaryii koduny
acmaly:

entlélgbnyylstyzyuzyuo.

Jogaby: tize yylynyz gutly bolsun.

4-nji usul (Tritemiusyn sifri). Tiirkmen elipbiyinii harplarynyn
1-den 30-a ¢enli tertip belgisine seredelin. Kébir acar s6zi, meselem,
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“SEYDI” s6zi saylalyn. Kébir tekstift koduny agmak ii¢in, meselem,
“doglan gilinlin gutly bolsun” tekstin koduny agmak ii¢in asakdaky
yazga seredelin:

DOGLANGUNUNGUTLYBOLSUN

S EYDI S EYD I SEYDI SEYDI SE

Harplaryn yerine sanlary goyup, asakdaky tablisany alarys:

4 |18 8 |14 1 [16] 8 26|16 |26[ 17| 8 |25
2215 1291 4110225 (29| 4 [10[22] 5 |29

24 |14 |28 | 2 |18 |14 |22 25|16
4 110122 512914 1022 5

Birinji we ikinji setirlerddki degisli sanlary gosup (Z,, halkada),
sanlaryn 26, 23, 7, 18, 11, 8, 13, 25, 20, 6, 9, 13, 24, 28, 24, 20, 7,
17, 18, 2, 17, 21 yzygiderligini alarys.

Sanlaryn yerine alfawitin harplaryny goyalyi.

Asakdaky kodlasdyrylan teksti alarys:

usfojgkupdhktytpfiiobir

Onun sifrini agmak ticin acgar soziin yazgysyny bilmeli
(Z,, halkada), kodlasdyrylan tekstden san yazga ge¢meli we her bir
sandan (mod 30 boyunga) degisli agar harpyn nomerini ayyrmaly.

5-nji wusul. Tiirkmen elipbiyinin NxN-ddki erkin inyektiw
sOhlelenmesi Y-e seredelin. Her bir s6zi kodlagdyrmak diymek, onun
her bir harpyny (X-y) ol harpyn obrazy (Y(X)) bilen calysmakdan
ybaratdyr.

Mysal {i¢in, Y s0hlelenme 6x6 gorniisli tablisa gorniisinde berlen
bolsun:

1 2 3 4 5 6
1 a 0 n m k
2 p b s
3 r y w S zZ
4 c u 1 g a z
5 t e ] ¢ d i
6 y f h n 0
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Onda “uniwersitet” soziine asakdaky tertiplesdirilen jiibiitlerin
toplumy degisli bolyar:

(4.2), (1.3), (5.6), (3.3), (5.2), (3.1), (2.6), (5.6), (5.1), (5.2),
(5.1), ya-da 4213563352312656515251 san degisli bolar, bu san
boyunga berlen séziin kody agylyar, onui iigin tablisany bilmek
zerurdyr.

Mysal. Yokarky tablisadan peydalanyp, 14 11 51 52 14 11 51
56 16 11 614361 1443 11 31 61 6521 11 51 61 34 11 26 61 55 61 31
habaryin koduny agmaly.

Jogaby: matematika — ylymlaryn patysasydyr.

Indiki mysal bolup Morze adyny alan, 2 géwriimli elipbiyi ulanyan
(nokat, tire) we telegraf habarlary ii¢in ulanylyan ¢alsylyan kod bolup
duryar. (Samuel Morze tarapyndan oylanyp tapylan: goyberilen nokat
togun gysga impulsyna degisli, tire togun uzak impulsyna degisli).

1-nji mesele. n uzynlykly birndge nuly yzly-yzyna saklamayan
nége sany ikilik sozler bar?

Coziilisi. Nullaryn sanynyn g=n-t < n/2 boljakdygy diigniiklidir.
Her bir seyle sdzden islendik gonisy nullaryn arasyndaky birlikleri bir-
birden ayryp, goni ¢ sany nuly saklayan n-(g-1) uzynlykly sozi alarys.
Bu degislilik biyektiwdir. Sonuf iigin, gézlenyén san C?  =C"'-e

n—q+l1 t+1
dendir.
6.2. Yaliiyslyklary diizedyin kodlaryii mysallary

Kabir tekstleri tiirkmen ya-da iiilis dilinde ¢ap edyén wagty harp
yygnayjynyn kébir yalnyslyklary géybermegi miimkin. Adatca, ol
dogry teksti dikeltmek {i¢in pasgel bermeyir. Ol dilii artykmaglyklary
bilen bagly.

Meselem, ifilis dilinii artykmaclygy 70%-e denl. Kodlasdyrylan
maglumat goyberlende berilydn maglumaty goyyan pisgelgiliklerini
déremegi miimkin. Sonuil ii¢in, habar goyberlende yaliiyslyklary yiize
cykarmagy onarmaly. Bu goyberilydn maglumatyn artykmacglygynyn
hasabyna amala agyrylyar. Ilki biz kodlagdyrylan habary gdybermegin
shemasyna (modeline) seredelin:
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S€S

l Pasgelcilik

Maglumatyn | | Gesmedéki

cesmesinden | | habary ikilik » koder »| modulyator | ,| kanal
yzygiderlige
Owriiji
v
demodulyator
Maglumaty ———
alyja Kabul ediji tigin ikilik
yzygiderligi berlen habara dekoder
D I — b <
owrliji

Berlen maglumat Owriijinin komegi bilen ikilik simwollaryn
yzygiderligine owriilyir, sofira kodlasdyryan gurala (kodere) berilyar,
ol yerde ona artykmaglyk girizilydr. Modulyator ona berlen simwollary
signallara owlirydr, olar 6z gezeginde kanal boyunca goyberilyar.
Signallar goyberilen wagty olara pésgelcilikler we sesler tésir edyarler.
Uytgesmeler peyda bolyar. Demodulyator iiytgin (iiytgemedik)
signallary ikilik simwollaryn yzygiderligine oOwiirydr. Dekoder
signallaryn artykmaclygyndan peydalanyp, yalilyslyklary tapyar we
diizedyar.

Yalityslyklary tapyan kodlaryii mysallaryna seredelifi.

1-nji mysal. t, wagtda “0” ya-da “1” gorniigli bir impuls
goyberilydn kanala seredelin.

Yaliyslygyii dhtimallygy P sana deit. Her bir a simwol kanal
boyunca 5 gezek goyberilydr, yagny aaaaa impuls gorniisinde
goyberilyar. Kabul edilende alnan yzygiderligi bloklara bolyérler (her
haysysynda 5 simwoldan).

Eger CJSP(1-p)’+C*P*(1-p)+P° dhtimallyk kigi bolsa, onda
ikiden kop bolmadyk 0-y (miimkin bolan 5 sanydan) saklayan
bloklar 77111 yaly, ikiden kdp bolmadyk /-1 6zlinde saklayan bloklar
bolsa, 00000 vyaly koddan agylyarlar. Bu usulyin kemgiligi kop
wagty talap edyinligidir (bir bit maglumaty gdybermek 5 t, wagt
talap edyaér).
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1-nji mesele. Goy, kanal boyunca n simwol géyberilyan bolsun we
goyberilenddki yaliyslygyn dhtimallygy p-e deil. & sany yalilyslygyn
ahtimallygynyn C* P* (1-p)™* dendigini subut etmeli.

2-nji mysal. Bizin C } habarymyz bar diyelin. Her bir habara 0 we
1-den duryan n uzynlykly yzygiderligi degisli edelin, bu yzygiderlikde

Coziilisi. Meselem, birinji 10 sany (sifr1) kodlasdyralyn.

0 — (00011)

1 — (00101)

2 — (00110)

3 — (01001)

4 —— (01010)

5 —» (01100)

6 — (10001)

7 — (10010)

8 —» (10100)

9 — (11000)

Bu yerde C/=10. Seyle yzygiderligi géyberende bir yalnyslygyn
yiize ¢ykmagy bir sany 1-lik ya-da 3 sany birlik bolan 5 simwoldan
ybarat bloga getiryér, yagny nirede yiize ¢ykanlygyny bilmezden, biz
yaliiyslygyn bardygyny goryaris.

3-nji mysal. 2"-den uly bolmadyk kuwwatly habarlaryn kopliigine
seretmeli.

Coziilisi. Her bir habar 0 we I-den duryan yzygiderlikler
gorniisinde kodlasdyrylan.

(a, ..., a,).
n

an+1 = zai
i=1

(mod2) serti kanagatlandyryan a,,, gosmaca simwoly girizelifi.
(a,...,a,) yzygiderligin yerine (a,,...,a,a,,,) yzygiderligi gdyberyéris.
Birliklerini sany téze yzygiderlikde jiibiitdir. Eger goyberlende tik
sany yalnyslyk goyberilen bolsa (hususy alnanda, bir yalityslyk), onda
goyberilen (a/,...,a,.,,") yzygiderlikde birliklerin sany tik bolar, yagny
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bu “jubiitlik” barlagy usuly bilen, eger tik sanly yaliiyslyk bolsa, onda
onun difie barlygyny yiize ¢ykaryp bolar.

2-nji mesele. Habarlar kopliiginin kuwwaty /0*-den kop daldir
diyelifi. Her bir a habara abcd natural sany degisli edelifi, yagny
a=-—>abcd, ab,c,de {0,1,...,9}. Kanal boyunga abcd yzygiderligi
goybermegin yerine abcde-ni goyberyéris, bu yerde, (e+a+b+c+d)=0
(mod9). Seyle kodlasdyrmak goyberlende ndmini anyklap biler?

Jogaby. Biz yalnyslygyn yoklugyny ya-da 0-un 9-a ¢alsylandygyny
ya-da 9-yn 0-a galsylandygy, ya-da 2-den kop yaliyslygyn bardygyny
anyklap bilyaris.

4-nji mysal. (R.W.Hamming, 1950). 4 bitlik maglumaty 6ziinde
saklayan 7 uzynlykly s6zde bir yaliyslygy diizedyan kody tapmaly.

Coziilisi. Nullardan we birliklerden duryan (a,b,c,d) yzygiderligi
goybermek gerek diyelin. Asakdaky wektora seredelin:

(@
[
QUL >N Qe K

Bu yerde x+a+b+d=0, y+a+c+d=0, z+b+c+d=0.
Bu sertleri matrisa gorniisinde yazalyn.

Goy,
1 01 01 01
H=0 1 1 0 0 1 1
0 00 1 1 11
,
matrisada i-nji siitiin | s | 6ziinde i=r-2°+s-2'+t-2°=(tsr), bolan 7, s, t
t

sifrleri saklayar, yagny bu sifrler i sanyn 2-lik yazgysyna giryarler
diyelin. Onda H-C=0.
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Goy, kabul ediji ¢ykysda asakdaky wektory kabul edydn bolsun:

pob
b7

Eger p — bir sifri goyberenddki yalnyslygyn &ahtimallygy
bolsa, onda C-ni goyberende birden koép bolmadyk yalinyslygyn
goyberilmeginin dhtimallygy asakdaky sana dendir:

9=(1-p)7+7(1-p)6:p. Meselem, eger-de p=0.1 bolsa, onda
9=0.998.

Eger 3 — 1-e yakyn dhtimallyk bolsa, onda R wektor C wektordan
birden kop bolmadyk giryani (bir koordinatasy) bilen tapawutlanyar
diyen ynam bolup biler.

E=R-C seredelin. H-R=H-C+H-E=H-E. Eger R=C bolsa, onda
E=0 we H-E=0. Eger-de R#C bolsa, onda E — bir koordinatasy 1-e
galanlary nula den bolan wektor — siitiindir. Bu yagdayda, H-E — H-daky
1-nji nomeri E-dédki 1-e deni bolan H siitiindir.

Meselem, eger

1 1

0 0

1 I 01 01 0 1)1 1
R=|1]|bolsa, H-R=|0 1 1 0 0 1 1}[|1]|=]1

0 000111 1)/0

1 1

1 1

0 1

0 0

0| (1 1
H-|0|=|1]|, yvagny C=|1 |.

0| U1 0

0 1

1 0
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1-nji goniikme.

1
1
1 0
a) eger-de, R=|0| bolsa, onda H-R=|1]| we
0 1
1
0
bolyandygyny barlap gérmeli;
0
0
0 1
b) eger-de, R=|1 | bolsa, onda H-R=|1 | we C=
0 0
0
1
0
1
0
¢) eger-de, R=|1 | bolsa, onda H-R=0 we C=R;
0
1
0
0
1
0
d) | 1 | sozin (wektoryn) koduny agmaly.
0
1
0

_ o o = = o O

oo oo/ /=
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6.3. Birbelgili acyp bolyan kodlar. Kraftyn denisizligi

Kodun tekstiniii uzynlygyny azaltmak we habaryn goyberilyan
wagtyny tygsytlamak ii¢in kop dus gelydn habarlar ki¢i uzynlykly
sozler bilen, seyrek habarlar bolsa, uly uzynlykly sozler bilen
kodlasdyrylyar. Bu Morze elipbiyin mysalynda aydyn goriinyar.
P(4)>P(4,)> > P(4,),

Zn:P(AI.):l.

Ahtimallyklar toplumy erkin A={A4,.....,4,} habarlar ansamblyna
seredelin. Fanonyn kodlasdyrmak algoritmi diylip atlandyrylan
algoritmi ulanalynl. 4 kopliigi iki topara bolelin. Sunlukda iki toparyn
her haysyndaky habarlaryn &htimallyklarynyn jemleri biri-birine
miimkin boldugyca yakyn bolar yaly edelin.

Birnji A, toparyn habarlaryna simwol 0-y, ikinji 4, toparyi
habarlaryna simwol 1-i1 degisli edeliil. Seyle usulda 4,, 4, toparlaryn
her haysy iki sany kopliige boliinyérler:

A=A4UA4", 4,=4UA4"

A] -ddki habarlara simwol 00-y, 4 -déki habarlar simwol 01-i,

A, -dékilere simwol 10-y, A4 -dékilere simwol 11-i degisli edeliti.

Berlen algoritmi 1 habardan duryan kopliikleri alyangak dowam
edelin. Netijede her bir habara 0 we 1-den duryan kod s6zi degisli
edilydr. A, — habaryn P(A,) dhtimallygy uly boldugyca degisli kod
s0zi gysga bolar. Gorkezilen algoritm graflar nazaryyetiniidilinde
anladylyp bilner. Anyklap aydylanda, Fanonyn algoritminin birinji
adimi asakdaky grafa (agaja) degislidir:

4, 4,

0 1
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Ikinji 4dimi agakdaky grafa degislidir:

Netijede biz habarlar ansamblynyn (kopliiginiil) Fano kod
agajyny alarys.

Mysala seredelin. Goy, A={4,,....,4,} dhtimallyklary P =P, = i ,

P=P =P = % we P, =P, = % bolan, 7 sany habardan duryan kopliik
berlen bolsun.
Birinji gezek boliinende 4,={A4,4,}, A,={4; A, A, A, 4.}
Ikinji gezek boliinende A4 ={4}, A" ={4,}, A ={4, A,
A ={4;, A, A,} . A, we A kopliklerde sufia mefizes bolmeleri

dowam edip, biz asakdaky agajy we degisli kod sozlerini alarys:
a)
4,
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b)
habarlar A4, 4, A, A, A A A,
Kod sozleri | 00 01 100 | 101 | 110 | 1110 | I111

Yokarda  getirilen Fanonyfi  kodlasdyrmagyna  degisli
7 habardan duryan {4,,...,4,} mysalyn dendlcegli kodlasdyrmak
bilen deniesdirilende tygsytlylygyny gorkezelin: 4,—000, 4,—001,
A,—010, 4,—011, 4,—100, 4,—110, A,—101. Hakykatdanam, eger
{4,,....,A;} elipbiyde 1000 habardan duryan teksti goybermeli bolsa,
onda dendlcegli kodlasdyrmakda biz 3000 ikilik simwollary ulanyarys,
Fanonyn usuly boyunca kodlasdyranda bolsa biz
250-2+250-2+125-3+125-3+125-3+125-2+125-2=2625 ikilik
simwollary ulanyarys. Tygsytlylygyn kriteriyasy bolup, kod soziinin
orta uzynlygy diylip atlandyrylyan e = z N LP(4,) ululyk hyzmat

edyir, bu yerde, /-4, kod soziinin uzynlygy. Biziii mysalymyzda

l+2~l+2+i~2:2§ ~2,62.
4 4 8 16 8

1-nji goniikme. Degisli orta uzynlygyny tapyp we kod agajyny
gurup, asakdaky habarlar kopliigini Fanonyn ikilik kody bilen
kodlagdyrmaly.

1) P=P=0,22; P,=P~=P~P~0,1; P=P~=P~=P,=0,04 vyaly
dhtimallyklary bolan on sany habary.

2) P=0,5; P,=0,25; P,=P,=0,125 yaly &htimallyklary bolan
dort sany habary kodlagdyrmaly we dendlcegli kodlagdyrmak bilen
deniesdirilenddki utusy anyklamaly.

Fanonyn algoritminde jemleyji deii dhtimallykly iki sany topara
bolmekligi ulanyp, d sany dendhtimallykly toparlara boliip, biz
habarlary d simwoldan ybarat ellipbiy arkaly kodlagdyrmaklyga
gelyiris. Degisli agajyn bir depesinde d-den kdp bolmadyk gapyrgasy
bardyr.

2-nji goniikme. Fanony1 ti¢liik kody bilen

L U I . dhtimallyklary bolan 9 sany habary

3°9°9°9°9°9° 277277 27
kodlasdyrmaly.
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3-nji goniikme. Fanonyn tglik kody bilen 0,3; 0,15; 0,15;
0,15; 0,07; 0,07; 0,07; 0,04 &htimallyklary bolan 8 sany habary
kodlasdyrmaly.

Fanonyn wusuly bilen kodlagdyrmak dendlgegli daldir.
Kodlagdyrmagyn dendlgegli déldigi kdwagt kody ac¢maklygyn
birbelgili bolmazlygyna getiryér.

Meselem, eger A, we A, habarlar degislilikde 1 we 11 yaly
kodlagdyrylan bolsa, onda kodlasdyrylan 111 yzygiderlik asakdaky
usullaryn biri bilen sifrden acylyp bilner:

A Ao}y 4y Ay}, {4y, 4y, 4,5

Eger her bir kod simwollarynyn yzygiderligi yeke-tdk gorniisde
kod sozlerine boliinydn bolsa, onda seyle koda birbelgili agylyan
denolgegli kod, sonuii yaly-da, prefiks kod (yagny tutus kod sozi
beyleki kod soziiniii baglangyjy bolup durmayan kod) giryér. Fanonyn
kody prefiks koddur, sebdbi kod soézleri kod agajynyn ahyrky
depelerine degisli edilyar. Ondan basga-da, bu ikilik kod doludyr,
yagny berlen elipbiyde islendik tdze kodun gosulmagy bilen prefiks
hidsiyeti bozulyar.

4-nji goniikme. Degisli kodlaryn birbelgili kody agylyan
kodlardygyny we prefiks déldigini subut etmeli:

{1, 10}, {01, 10, 011}.
Goy, V={a,,....,ay} kébir prefiks ikilik kod bolsun. Onun
prefiksliginden V-nin kébir (ikilik) grafyn (agajyn) ahyrky depeleridigi
gelip ¢ykyar.

Goy, n, — k uzynlykly kod sozlerininn sany, yagny n, — k-njy
gatdaky depelerin sany bolsun. n, < 2k bolyanlygy diisniiklidir. i-nji
gatyn her bir depesinden k-njy gatyn 2 k-i depeleri emele gelyir, onda
prefiks kod bolan yagdayynda asakdaky densizlikleri alarys:
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n<2k—-2k—1n,-2k—-2n,—....—2n,— 1,
4+ —2 + —k <l;
2 2 2
Eger / — kod sdzlerinit maksimal uzynlygy bolsa, onda Kraftyn
deiisizligi diylip atlandyrylyan deiisizligi alyarys:

112i<1 (1)
va-da
%+%+---+%£1,

bu yerde /, — a-nin uzynlygy, i < N.
Tersine, (1) denisizlik yerine yetydn bolsa, onda kod sdzleriniii
uzynlyklary /,, /,....,[ bolan prefiks kod bardyr. (1) densizlikden

n <2,n,<4-2n,, ny < 84n,-2n,,.....

densizlikler gelip ¢ykyar. Ikilik agajyn birinji gatynda n, depeleri
saylalyn, 2-nji gatynda erkin n, depeleri saylalyni, ol depeler birinji
gatyn bos (saylanmadyk) depelerinden ¢ykyar we s.m. Degisli ikilik
kodlasdyrmak gozlenyin prefiks kody diizyér.
Prefiks kod
1 1
2o
Gorkezme. Kodun kabir grafyn (agajyn) ahyrky depelerinin
ikilik yazgysy valy berlisinden peydalanmaly.
Bellik. d simwoldan ybarat elipbiyde kod sozleriniii uzynlyklary

— et 2L =1 bolanda we dine sonda doly koddur.

l,, L,,....[, denl bolan prefiks kodun %-ﬁ-dil-i- + di <1 bolanda we
dinie sonda barlygy sunia menzeslikde subut edilyir. Fanonyn prefiks
kody kod sozlerinin ortaca uzynlygynyn il gysga déldigi manysynda
alnanda yaramly ddldir (umuman alnanda).

D.Haffmenin kodlagdyrmak usulyna seredelini (1952). Bu usul
prefiks optimal kody beryir.

Ahtimallyklary P,, P,, ...., P, defi bolan A={4,, ...., A,} habarlar
ansamblyna (kopliigine) seredelin.
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Sunlukda, P,>P,>....>P, hasap edip bolar. Bu habarlar
uzynlyklary degislilikde /,, Z,, ....., [, denl bolan ikilik elipbiydiki
a,, a,, ...., ay sozler bilen kodlasdyrylan diyip hasap edelin. Eger /., </,
bolsa, onda 4, we A4,,, licin kod belliklerini ¢alsyp, ortaca uzynlygyn

Pl + PAl [+1 — P l+t = Pt ], = (P, =P ), = [+1) 2 0
ululykea kicelmegini alarys.

Seylelikde, P,,, < P, bolanda, biz ortaca uzynlygy /. ,< /. bolanda
kiceldip bileris. Eger P, = P,., we /.., < [i bolsa, onda 4, we 4,
habarlaryn yerini c¢alysyarys (we degislilikde olaryin kod sézlerini
calysyarys).

Gorkezilen hereketlerin netijesinde kodlasdyrmagy
onatlasdyrmaklyga ymtylyp, biz 4, 4,, ....., A, habarlarymyzy we {a,}
sozler bilen kodlasdyrmagyn tertibini P, > P, >....>P,we [, </, <...<l,
bolar yaly tertiplesdirip we tiytgedip bileris. Hususan-da, A4, habar
in uly /,, uzynlykly s6z bilen kodlagdyrylyar. Eger seyle soz yeke-
tak bolsa (yagny /, ,</,), onda a, sozin (/, uzynlykly) sonky soziini
zynyp, biz onkiiden ki¢i uzynlykly prefiks kody alarys. Eger a, soz
(s<N-1) sol bir [, (yagny [ =I_,=...[,) uzynlykly we a,-den sonky
simwoly bilen tapawutlanyan bolsa, onda a, we a,., kod sdzleriniii
yerini ¢alsyp, il soniky iki sany in uly uzynlykly a, ,, a, sozler dine
sonky simwoly bilen tapawutlanyarlar diyip hasap edip bileris.

Habarlaryn ilkibasda berlen A={A41, A2, ..., AN-1, AN} kopliigine
gaydyp gelelin, bu yerde Pi=P(Ai), i<N. Onunl gysylmasyna seredelifi:
A(l)={A, A,, ..., Ay, A}, buyerde P(4,)=P, i<N-2 we P(4)=P,, ,+P,.

Goy, A(1) u¢in K(1)={a,, a,, ..., ay, a} kodlagdyrmak gurlan
bolsun, yagny a,, ...., a,., a ahyrky depeleri bolan kod agajy gurlan
bolsun. Berlen 4 ulgam K={a,, ..., a,.,, a0, al} kod belgiler ulgamyny
degisli edelin, yagny a, ,=a0, ay=al. Seyle degislilige pytratmak

Lemma. Eger K kod AV ulgam {igin yaramly bolsa, onda K
kod A4 ulgam tiigin hem yaramlydyr.
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Subudy. Garsylyklayyn pikir edelin. Onda orta uzynlygy
L =I(K)<(K)= [ defi bolan 4 ulgamnyii K ; kodlar ulgamy bardyr.
Goy, K,={b,, ..., by, by} bolsun. Onki belliklere gord, b,
we b, i az dhtimallyklary bolan 4, , we A, wakalar {i¢in kod
sozleri bolup duryar. Sunlukda, olar difie i sonky simwoly bilen
tapawutlanyarlar, yagny b, ,=b0, b,=bl1 (ya-da b, ,=bl, by=b0). A"

ligin K,(E:{b],...,bN_z,b} koda seredelifi. L=1+P-(] :l_(Kl(l_))
alarys. I! <I we [ =I'+P (bu yerde I =1(K")), onda I/ <I".
Garsylykly densizlik alyarys. Lemma gord, biz habarlar kopliigini
birndge gezek gysmak arkaly (degislilikde kod belgilerine pytratmak
arkaly) yaramly kod gurup bileris (ilki gysyp, sonra bolsa ginieldip).

Mysal.
A Ahtimmal- | A® | Ahtimal- | A® | Ahtimal- | Ortaca
habar lyklar habar lyklar habar lyklar uzynlygy
A, 0.5 0 A, 05 (0 A, 0 |05
A, 0.25 | 10 A, 0.25 | 10 A 1 0.5 1.75
A, 0.125 | 110 A 0.25 | 11
A, 0.125 | 111

6-njy goniikme. Asakdaky &dhtimallyklary bolan habarlar
kopliigini Haffmenin ikilik kody bilen kodlasdyrmaly.

a) 0.4; 0.15; 0.15; 0.15; 0.15; 0.15;
b) 0.25; 0.2; 0.15; 0.15; 0.15; 0.1.

6.4. Cyzykly kodlar

On bellenip gecilisi yaly, kod ygtybarly, calt gdyberilyin
we amatly bolmaly. Su ii¢ yagdayyn utgasygy, seyle-de, habary
goyberende pisgelgiliklerin bolmagy yaramly kodlary olaryil anyk
gornlisinde ulanmaga miimkingilik bermeyér. Onuil ii¢in artykmag
maglumatly kodlar ulanylyarlar. Aragatnasygyn yonekeylesdirilen
modelini husa salalyn.
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“pasgelcilikler”

“artykmag sesler”
habar Kodlasdyrylan Aragatnasyk <—
kanaly
Kody agylan
habar <« | Alnan habar

Biz habarlaryn we kodlarynn yazgysyna girydn simwollary
GF(q)=Fq meydanyi elementleri diyip hasap etjekdiris. Kodlagdyrmak
—buf: Fq" — Fq” sekillenmedir, bu yerde n>k. Her bir al, a2, ...., ak
(a,e€ Fq) habar c,, ...., ¢, kod s6zi bilen ¢alsyrylyar. Sunia menzeslikde,
koddan agmak —bu g: F" — F, sekillenmedir.

Goy, x,y € F bolsun. x,y wektorlaryi arasyndaky Hemmingin
d(x,y) aralygy diylip, x we y wektorlaryn biri-birinden tapawutlanyan
koordinatlarynyni sanyna aydylyar, Hemmingin w(x) agramy diylip,
bu wektoryn nula den bolmadyk koordinatlarynyn sanyna aydylyar.
d(x,y)=w(x-y) bolyandygy we eger x — ugradylyan soz, y — kabul edilyin
s0z bolsa, onda d(x,y) — ugradylandaky goyberilen yalnyslyklaryn
sanydygy diisniiklidir. d(x,y) funksiyanyn F"(vx,y,z € F") gifislikde
metrikanyn asakdaky ii¢ hésiyeti kanagatlandyryandygyny ansatlyk
bilen goriip bolar:

d(x,y)=0 < x=y;

d(x.y)=d(y,x);

d(x,z) <d(x)y) + d(z).

Goy, V' c F, — kod sozlerinifi kébir kopliigi we 7 — natural san
bolsun. Eger islendik b e F", lgin birden kép bolmadyk d(b,a)<t
bolar yaly, a € V wektor bar bolsa, onda V" kod #-den kdp bolmadyk
yalyslyklary diizedyér diyjekdiris, yagny B, (b) ={x e F,'; d(b,x) <1}
aralykda V degisli birden kop bolmadyk wektor bardyr. d(V)=min{d(al,
a2); al, a2 € V, al #a2} sana V' kodun kod (in gysga) uzaklygy diyilyér.
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1-nji tassyklama. Goy, d(V) > 2¢+1 bolsun. Onda V kod #-dan
kop bolmadyk yaliiyslyklary diizedydér.

Subudy. Goy, b € F" bolsun. Eger-de B,(b) sar (aralyk) iki sany
a,,a, € Vwektory saklayan bolsa, onda d(a,,a,)<d(a,,b)+d(a,+b)<2t.
Bagga tarapdan seredeninde, d(a,,a,)>2t+1. Bu garsylyk tassyklamany
subut edyar.

Eger a s6z goyberlende #-den kop bolmadyk yaliyslyklar bar
bolsa, onda b sozi kabul etmek {i¢in, d(b,a)<t deiisizligi alyarys we
basga islendik kod sozi iicin ¢ € V(b,c)>t+1 yerine yetyar.

Kesgitleme. Goy, matrisa — (n-k)-n derejeli we (n-k) rangly
Fq meydanyn istiinddki matrisa bolsun. H-c7=0 ¢yzykly birjynsly
defilemeler ulgamynyii ¢ € F”, ¢6ziiwlerinifi C kopliigine F, meydanyi

......

......
......

------

Eger g=2 bolsa, onda binar kod diyilyar. Eger H=(4 I ,) bolsa,
onda ulgamly kod diyilyar, bu yerde, A(n-k k) derejeli matrisa, 7 ,
matrisa — (n-k) derejeli birlik matrisa. Eger ulgamly C koddaky her
bir kod s6ziinde ilkinji £ simwollar maglumatly bolsa (yagny berlen
habaryn & simwoly bilen gabat gelyén bolsa), galan (n-k) simwollary
bolsa barlaggy bolsa, onda H-c"=0 ulgam jiibiitligi barlayan denlemeler
ulgamy diyilyir. On biz H=(11 .... 11) matrisaly ulgamly binar koda
gabat gelyian mysal getiripdik.

On getirilen mysalymyz H=(-1-1,_,), yagny

-1'1.0 0 .0
H=-1 01 0 . 0
-1 0 0 0 . 1

barlag matrisaly ¢yzykly (n,1) koda degislidir.

Goy, H=(Al,,) — ¢yzykly (n,k) kodun barlag matrisasy bolsun.
Onda G=(1,-A") k*n tertipli matrisa C kodun dorediji (kodlasdyryan)
matrisasy diyilyar. Bu matrisa C'=(I,—A4)a"=(a ({,—A"))" denlik bilen
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baglylykda yiize ¢ykyar, bu yerde a=a,....a, — goyberilyidn habar,
c=c,,....,c, — degisli kod s6zi we H-c’=0 — barlayjy denleme.

H-c"=0 we c=aG bolany l¢in, HG'=0 (ya-da G-H"=0). Bu
denilikden ¢ kodun G setirler bilen doredilydndigi gelip ¢ykyar.
Erkin C ¢yzykly kod iicin dorediji matrisa diyip, setirleri C gifiisligi
doredyin islendik (kxn) tertipli matrisa aydylyar.

Kesgitleme: Goy, ¢ — kod s6zi we y — habary kanal boyunca
goyberlenden son alnan s6z (yalinyslyklary bilen) bolsun.
e=y-c=e,....e, tapawuda yalilyslyklarynn wektory diyilydr. Cyzykly
C kod ticin Hemmingin i1 gysga uzaklygy: d.=min{d(u,8); u,9 € C,
c#0}. Hemmingin i1 ki¢i agramy: min{w(c), c € C, c#0} bilen gabat
gelyér.

H barlagey matrisaly ¢yzykly C kodun in gysga uzaklygynyn
asaky c¢dgi baradaky kriterini subut edelin.

2-nji tassyklama. H-yn islendik s siitiinleri ¢yzykly bagly dal
bolanda we dine sonda d >s+1.

Subudy: Eger H-da ¢yzykly bagly bolan A,h,+...+A h,=0s
sany h,,.....h, sitinler tapylsa, onda wektor c¢=(0,0,...,0,4,0,...,
0,,,0,....,0) € C we s agrama eyedir, yagny d <s. Tersine, goy H-yil
islendik s siitiini ¢yzykly bagly dil we d <s bolsun. Goy, a € Hw(a)=d,,
a#0 bolsun. Onda H-a'=0 denlikden kébir d <s siitiinlerinin ¢yzykly
baglylygy gelip ¢ykyar.

Goy, C - F, meydanyn Ustiindéki ¢yzykly (n,k) kod bolsun. F",
giiisligi C boyunca yanasyk klaslara bolelin: 7, =0+C)UB"+C)U....
U®BdY+C), bu yerde s=¢"*-1. Her bir b¥+C (b”=0) klasda minimal
agramyn elementi bardyr. Ony saylalyin we sol yanasyk klasyn lideri
diyip at berelin. ¢ € C kod s6zi goyberilen bolsa, y sézi kabul edilen
bolsa, onda e=y-c yaliiyslyklar wektory y-iii degisli bolan yanasyk
klasyna giryar. Eger a®-y+C klasyn lideri bolsa, onda y-i x=y-a” € C
yaly koddan agalyn. Koddan agmagyn su usulyna yanasyk klasyn

Bu algoritmi anyklasdyralyn. Goy, a, ..., a®¥ — bI?, ..., b1¥
yanasyk klaslaryn liderleri bolsun we C={c"=0,c¢@..., ¢ -C kodun
ahli elementleri bolsun. Goy, y — kabul edilen wektor bolsun. (n-k)

......
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sindromlarynyn dinie olaryn yanasyk klaslary den bolan yagdayynda
gabat geljekdikleri disniiklidir. Sindrom S(y)=H-y" diyip hasap
etjekdiris.

S(a), ...., S(a®) liderlerin sindromlaryny bilip, biz y-in yerlesyan
yanasyk klasyny kesgitldp bileris. Meselem, y € a®. Onda y-i x=(y-a”)
valy koddan asarys.

Mysal. Asakdaky yaly barlaggy matrisasy bolan binar (5,2) — C
koda seredelin:

1 1110

H={0 0 1 0 1

1 01 00
1
Goy, y=(1, 1, 0, 1, 1) — alnan sindromly s6z. S(y)=H-y"=| 0
1

Baglangyjynda liderleri ayratyn bellemek bilen &@hli yanasyk
klaslary getirelin:
(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1), (1,0,1,0,1), (1,1,1,1,0)
(1.0.0.0.,0), (1,1,0,1,1), (0,0,1,0,1) (0,1,1,1,0)
(0,1.0.0.,0), (0,0,0,1,1), (1,1,1,0,1), (1,0,1,1,0)
(0,0.1.0.,0), (0,1,1,1,1), (1,0,0,0,1), (1,1,0,1,0)
(0,0.0.1.0), (0,1,0,0,1), (1,0,1,1,1), (1,1,1,0,0)
(0,0.0.0.1), (0,1,0,1,0), (1,0,1,0,0), (1,1,1,1,1)
(1,0.0.1,0), (1,1,0,0,1), (0,0,1,1,1), (0,1,1,0,0)
(1,1.0.0,0), (1,0,0,1,1), (0,1,1,0,1), (0,0,1,1,0)

s(y)=S(a")=5-

o o o o =
Il
—_— =

bolany ii¢in, gdzlenyan kod sozi x=y-a'V=(0,1,0,1,1) dendir.
3-nji tassyklama. Goy, C H barlagcy matrisasy bolan binar
(n,k) kod bolsun. Onda alnan y wektorynl sindromy nomerleri y-in
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yalnys koordinatalarynynl nomerleri bilen gabat gelydn H matrisanyn
stitlinleriniil jemine dendir.

Subudy. Hakykatdanam, goy x € C s6z goyberilen bolsun. Onda
y=x+e we S(y)=H-e"=h,+h,+...+h,, bu yerde ¢=(0,...,0,1,0,...,0,1,0,
...,0), sunlukda birlikler i, we i, yerlerde duryarlar.

Eger H-y1 ahli siitlinleri diirli-diirli we i-nji koordinatada dine bir
yaliyslyk bar bolsa, onda S(y)=h,, yagny matrisanyn yerlikli saylanyp
alynmagy bir yaliyslygy tapmaga we diizetméige miimkingilik beryar.

Kesgitleme. m x(2"-1) tertipli H barlaggy bolan 2”-1=n (m>2)
uzynlykly C, binar koda, eger H matrisanyn siitiinleri 1,2,...,2"-1
sanlaryn ikilik ulgamyndaky yazgylary bilen berlen bolsa, Hemmingin
kody diyilyar.

4-nji tassyklama. C, binar kod (2"-m-1) Olgege eyedir we bir
yalnyslygy diizedyar.

Subudy. C, matrisanyn rangy m-e dendir we dim,,C"=2"-1-m
gelip ¢ykyar. C, -i11 islendik iki siitiinininl ¢yzykly bagly dil we C, -iii
olaryn jemini saklayanlygy {i¢in d,,=2+1=3 (2-nji tassyklama seret).

1-nj1 tassyklama gord, C,, kod bir yalityslygy diizedyén kod bolup
duryar.

Mysal. Goy, C; — binar (7,4) — Hemmingin kody bolsun. Onun
barlagcy matrisasy

000 1 111
H=0 1 1 0 0 1 1]|e dendir
1 01 01 01
1 23 4 56 7
Goy, y = (0,0,1,0,1,0,1) — alnan s6z bolsun. Onun sindromy
0
0|-e
1

dendir. Bu H-yn 1-nji siitiinidir. Seylelikde, yaliyslyk birinji
koordinatada goyberilen we gozlenyin kod s6zi (1,0,1,0,1,0,1)-e dendir.
Kody hésiyetlendiryén esasy parametrler {i¢in kdbir bahalandyrmalary
subut edelin.
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S-nji tassyklama (Hemmingifi ¢égi). Goy, C — F, meydanyn
iistiinde gurlan kod bolsun, ol kod »n uzynlygy bolan we ¢ yalilyslygy
diizedydn M kod sozlerini 6ziinde saklayar. Onda

MA+Cl(g=D+-+Cl(g-1)<q".

Subudy. Hakykatdanam, kod sézlerinde merkezi bolan # radiusly
sarlar Ozara kesismeyérler. Her bir seyle sar kod soziinden basga,
yene-de, bir koordinatasy bilen tapawutlanyan C)(g—1) sozi, iki

koordinatasy bilen tapawutlanyan C>(g—1)" sdzi, we s.m. sdzleri
oziinde saklayar. | £, |=¢" bolany ii¢in defisizlik subut edildi.

Subutsyz asakdaky tassyklamany getirelin:
6-njy tassyklama (M.Plotkinifi ¢égi). Goy, C — F, meydanyi
istlinde gurlan ¢yzykly (n,k) kod bolsun. Onda

AN Vel
T (¢ -
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