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Tiirkmenistanyn Prezidenti
Gurbanguly Berdimuhamedow:

— Men halkymyn esretli durmusynyn goéz-
baslaryny ylym-bilim ulgamynyn kdmillesme-
ginde gorydrin.

SOZBASY

Birinji kitabyn dowamy bolan bu ikinji kitap uniwersitetin te-
bigy ylymlar boyunca diirli hiindrleri alyan talyplarynyn hemmesi
ulanyp biler yaly edilip ginisleyin yazyldy. Ona matematiki analiziii
dowamy (kop tytgeyénli funksiyalar, olaryn predeli, tizniiksizligi,
ontimleri we differensiallary, ikigat, licgat, egricyzykly we {ist integ-
rallary, san we funksional hatarlary), differensial defilemeler (birinji
we yokary tertipli ady differensial defilemeler, birinji we ikinji tertipli
hususy oniimli differensial defilemeler, matematiki fizikanyn yonekey
denlemeleri), dhtimallyklar nazaryyeti (kombinatorikanyn elementle-
ri, totdn ululyklar we olaryn paylanyslary, matematiki garagma, dis-
persiya, orta kwadratik gysarma, matematiki statistikanyn elementle-
ri, korrelyasiya nazaryyetinin esasy diisiinjeleri) girizildi.

Her boliimde nazaryyeti berkitmek maksady bilen onda beyan
edilen distinjelerin ulanylysyny gorkezydn mysallar getirilydr we
olaryn ¢ozilisleri gorkezilyér. Seyle hem her boliimin ahyrynda ta-
lyplar bilen amaly sapaklar gecilende we 6zbasdak islerde ulanar yaly
kopsanly mysallar getirilyar.

Kitapda yygy-yygydan dus gelyén «bar bolup» («tapylyp») soz-
lerinint yerine barlygy anladyan 3 belgi, «islendik» («her bir») soz-
leriniii yerine bolsa umumylygy aiiladyan V belgi ulanylyar. 4 = B
yazgy A sozlemden B sozlemin gelip ¢cykyandygyny anladyar. Eger-de,
onun listesine B s6zlemden 4 s6zlem hem gelip ¢ykyan bolsa, onda
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ol A< B yazgyda anladylyar. Mysal ii¢in, Ve>0, Vx € B, P > m3
gysgaca yazgylar «islendik € uludyr nol», «islendik x degisli B», «P
degisli m tapylyp» diylip okalyar. Teoremanyn subudynyn, mysalyn
¢oziilisiniil baglangyjyny we ahyryny gorkezmek ii¢in < we > belgi-
ler ulanylyar.

Bu kitapdan fizika hiinérini alyan talyplar, seyle hem beyleki yo-
kary okuw mekdeplerinin talyplary peydalanyp bilerler.



Il BAP

MATEMATIKI ANALIZ

(dowamy)
11.7. KOP UYTGEYANLI
FUNKSIYALAR
§7. 1. Kop iiytgeyinli funksiya
diisiinjesi

1. m olgegli ginislik diisiinjesi. Ilki bilen m OGlgegli arifmeti-
ki gifiiglik distinjesini girizelif. Hakyky x, x,, ..., x sanlaryn ter-
tiplesdirilen (x , x,, ..., x ) toplumyna m dlgegli nokat, sol sanlaryfi 6z-
lerine bolsa onun koordlnatalary diyilydr. Sunlukda, M(x, x,, ..., x )
yazgy x,, X, .., x_sanlaryfi M nokadyn koordmatalarydygyny
anladyar. Seyle nokatlaryn kopliigine m 6lcegli arifmetiki (koordina-

talar) g1n1s11g1 diyilydr. Eger bu ginigligin islendik iki M(x , x,, ..., x )
we M'(x}, x}, ..., x| ) nokatlarynyn arasyndaky uzaklyk

p(M,M') = \/(xl —x V4 (%=X Y+ o+ (x, — X, )

formula boyunca kesgitlenSIéin bolsa onda ona m é')lgegli 3’/ewklid

......

ginigligiii kopliiklerine mysal bolup biler:
1) Berlen M, (x{,x3,..,x5) nokat iigin koordinatalary

(x, _x1)2+(xz_xz)+ A (x, — )<r

densizligi kanagatlandyryan M(x , x,, ..., x ) nokatlaryn {M} kopliigi-
ne merkezi M nokatda we radiusy r bolan m dlgegli yapyk sar diyil-
yar.



2) Eger kopliigin dhli nokatlarynyn koordinatalary ii¢in
(2, — X0V 4 (x, — X9V + o+ (x, —x2F < r?
3) M(x,, x,, ..., x,) nokatlaryfi

(x, = x0F + (x, —x3) + ... + (x,, — xfn)2 = r?

rrrrrr

4) Koordinatalary [a, b] kesimde lizniiksiz x, =x(f) (i=1, m)
funksiyalar bolan M(x , x,, ..., x ) nokatlaryfi kopliigine R gifiislikde

------

A(x,(a), x(a), ..., x (a)) we B(x,(b),x,b), ..., x (b))

nokatlara degislilikde ¢yzygyn [a, b] kesimdéki baslangy¢ we ahyrky
nokatlary diyilyar.

2. m olgegli ginigligifi kibir kopliikleri. Merkezi M nokatda
we radiusy € bolan m dlgegli agyk sara M nokadyh ¢ etraby diyilyar.
M _ nokady 6ziinde saklayan islendik m 6lgegli agyk sara bolsa sol

------

------

arasyndaky uzaklyklarynyn takyk yokarky cigine onun diametri
diyilyar.

Goy, {M} koplik m olcegli R ginisligin kébir kopliigi, yagny
{M} < R" bolsun. Eger M nokadyn islendik etraby {M} kopliigin M
nokatdan tapawutly it bolmanda bir nokadyny 6ziinde saklayan bol-
predel nokady sol kopliige degisli bolup hem, degisli bolman hem
biler. Mysal iicin, x=2, x=4 nokatlar [2, 4] we (2, 4) kopliikleriii her
biriniii predel nokatlarydyr, yone olar birinji kdpliige degisli bolup,
ikinjisine degisli dildir. Eger M € {M} nokadyn sol kopliigin basga
hi¢ bir nokadyny 6ziinde saklamayan etraby bar bolsa, onda ol no-

------

rrrrrr

kopliige 6ziinin kébir etraby bilen degisli bolsa, onda ol nokada sol
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......

......

{M} kopliige degisli nokatlary hem, degisli dil nokatlary hem 6ziin-
de saklayan bolsa, onda M nokada sol kopligin gyra nokady diyil-
yar. {M} kopliiginn gyra nokatlarynyn toplumyna ol kopliigin aracégi
diyilyar. Her bir kopliik 6ziinin aragégi bilen bilelikde yapyk kopliigi
emele getiryar. Mysal i¢in, tekizlikde x*+)?<1 densizligi kanagat-
landyryan M(x, y) nokatlaryn kopliigi onun aragédgi bolan x*+)?=1
toweregin nokatlary bilen bilelikde x*+)?<1 densizligi kanaga-
tandyryan nokatlaryn yapyk kopliigini emele getiryar. Sonun yaly, m
olgegli yapyk sar hem R” ginislikde yapyk kopliikdir.

3. Kop iiytgeyidnli funksiya diisiinjesi. m Olgegli arifmetiki
ginisligin kibir X kopliiginifi her bir M(x, x,, ..., x ) nokadyna kes-
gitli u hakyky sany degisli edyén f diizgiine X kopliikde kesgitlenen
m Olgegli funksiya diyilydr we ol u=f(x, x,, ..., x ) gorniisde ya-da
gysgaca u = f{M) bilen belgilenyir. Hemiselik C san ligin R” ginigligin

S, x, . x )=C

denligi kanagatlandyryan nokatlarynyn kopliigine u =f(M) funksiya-

------

je ¢yzygy» adalgasy kartografiyadan alnandyr. Ol yerde dereje ¢yzyk-
lary deniiz derejesinden beyiklikleri hemiselik bolan yerin iistiinin
nokatlarynynl emele getiryin ¢yzyklarydyr. Sol ¢cyzyk boyunca dinie
yerin nokatlarynyn deniz derejesinden nice yokarda yerlesyandigi
kesgitlenmin, onunl relyefinin hésiyeti hem kesgitlenyér, ol bolsa
daglyk yerler licin wajypdyr.

1-nji mysal. f(x,y) = ﬁ funksiyanyn dereje ¢yzyklaryny
x4y
tapmaly.
< Berlen funksiyanyn dereje ¢yzyklary hemiselik C iigin
1
L _
4x* 4+ y*

denlikden, yagny C(4x*+)?)=1 denlikden kesgitlenyér. Ondan bolsa
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X2

2
XY
SRR
4Cc C
gelip ¢ykyar. Ol ellipsin denlemesidir. Diymek, berlen funksiyanyn

dereje ¢yzyklary ellipslerdir. >

§7. 2. Kop iiytgeyéinli funksiyanyn
predeli we tizniiksizligi

1. Kop iiytgeyinli funksiyanyn predeli. Goy, u = (M) funksiya
kdbir X © R” koplikde kesgilenen we M nokat X kopliigifi predel no-
kady bolsun. Eger Ve >0 iigin seyle 0>0 san tapylyp,

0<p(M, M)<0 (1)
serti kanagatlandyryan her bir M € X {i¢in
| fiv)-B | <e (2)

detisizlik yerine yetse, onda B sana u=f{M) funksiyanyfi M  nokat-

nyfh M nokatdaky predeli

Jim f(M) = B (3)

gorniisde belgilenyar.
Eger @ =a(M) funksiyanyfh M nokatdaky predeli nola def, yagny
Jim a(M) =0 4)

------

1-nji teorema. u=f(M) funksiyanyt M nokatda B predelinifi
bolmagy {i¢in
fMy=B+a(M),  lim a(M) =0 (5)

denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Bu teoremanyn subudy §2.4-ddki 5-nji teoremanyn subudy
yalydyr.

Bir iiytgeyénli funksiya iicin jemin, kopeltmek hasylynyin we
payyn predeli hakyndaky § 2.5-de subut edilen 9-njy teorema menzes
teoremany kop tiytgeyénli funksiya {icin hem subut etmek bolar.
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1-nji bellik. Iki tytgeyénli u =f(x, y) funksiyanyit M (a, b) no-
katdaky B predeli li¢in
limf(x,y) = B (6)
o
yazgy ulanylyar.
2-nji mysal. Jl(ijr%(3x2 + 4y — 1) predeli hasaplamaly.
)
<1 Jemin predelinini hésiyeti hakyndaky teorema esasynda
chilr%(3x2 +4y—1) = m(%) + }Cifr}(4y) —1=
y—2 y—2 y—2

= liml(3x2) +lim(4y) - 1=3+8-1=10.>>
X — y—

2. Kop iiytgeyénli funksiyanyn artymy. Bu diisiinjani yone-
keylik ti¢in iki iiytgeyéanli u = f(x, y) funksiya ti¢in girizelin.
Au=flx+Ax, y+Ay)-fix, y)
tapawuda u =f(x, y) funksiyanyi M(x, y) nokatdaky doly artymy,
A u=flx+Ax, y)-Ax, y),

Au=fx,y+Ay)—fx, y)
tapawutlara bolsa u = f{x, y) funksiyanyn sol nokatdaky (x we y boyun-
¢a) hususy artymlary diyilyar.
3. Kop iiytgeyinli funksiyanyn iizniiksizligi. Goy, u =£M)
funksiya kébir X © R” kopliikde kesgilenen we M € X bolsun. Eger
u = f{M) funksiyanyn M nokatda predeli bar bolup,

lim (M) = £(M,) (7
detilik yerine yetse, onda u=f(M) funksiya M nokatda {izniiksiz
funksiya diyilyar. Basgaga aydylanda, eger Ve >0 li¢in seyle 0>0 san
tapylyp,

oM, M))<o 8)
serti kanagatlandyryan her bir M € X {i¢in
| vy —fim) | <e 9
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densizlik yerine yetse, onda u =f(M) funksiya M nokatda lizniiksiz
funksiya diyilyér.
2-nji mysaldaky funksiya M (1, 2) nokatda tzniiksizdir, ¢iinki
fix, y)=3x*+4y—1 funksiya tigin f{1, 2)=10 we (7) derlik yerine yet-
yar:
}Cgr}(3x2 +4y—1) =10 =f(1,2).
y—2
Au=fM)-AM ) tapawudyn u = (M) funksiyanynn M nokatdaky
doly artymy bolyandygy esasynda, ol funksiyanyn M nokatda tizniik-
siz bolmagy ii¢in
AI;IEIOAM =0 vya-da Al,{no[f(M) —f(M)]=0 (10)

denligifi yerine yetmegi zerur we yeterlikdir (Ao=0(M, M)).
Hakykatdan-da, eger (7) yerine yetydan bolsa, onda
lim [f(M) = f(M,)] =0 ya-da  limAu =0,

vagny (10) denlik yerine yetyir. Tersine, eger (10) denlik yerine yet-
yéan bolsa, onda (7) deiilik hem yerine yetyar.

3-nji mysal. z =x?+)? funksiyanyn islendik (x, y) nokatda tizniik-
sizdigini subut etmeli.

< Berlen funksiyanyn (x, y) nokatdaky doly artymy bolan

Az=[(x+Ax)*+(y+Ap)"]—(x* +y?) =2xAx + 2pAy + Ax? + Ay?
deinilikde Ax— 0, Ay— 0 bolanda predele gecip,
lim Az = 0

Ax—0
Ay—0
denligi alarys, yagny funksiya tizniiksizdir. >

Eger funksiya kébir kopliigin her bir nokadynda tizniiksiz bolsa,
onda ona sol kopliikde lizniiksiz funksiya diyilyér.

Kesimde iizniiksiz bir iiytgeyanli funksiyalaryika menzes bolan
hidsiyetler kopliikde iizniiksiz bolan kop tiytgeyéanli funksiyalar ii¢in
hem yerine yetyar.

2-nji teorema. Eger u =f{M) funksiya cikli we yapyk kopliikde
izniiksiz bolsa, onda ol funksiya sol kopliikde ¢éklidir we i kici we
il uly bahalaryny alyar.
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u=f(M) funksiyanyn {iizniiksiz bolmadyk nokatlaryna onun
iizlilme nokatlary diyilyér. Funksiyanyn kesgitlenmedik, yone prede-
u=1/(y—x* funksiyanyn iziilme nokatlary y=x* parabolanyn &hli
nokatlarydyr. Bu halda y =x? parabola onun iiziilme ¢yzygy diyilyar.
Sona menzeslikde, u=1/(z—x?—)?) funksiya li¢in z =x> +)? {ist, berlen
funksiyanyn tiziilme stiidir.

§7. 3. Kop iiytgeyinli funksiyanyn
hususy oniimleri

1. Hususy oniimiii kesgitlenisi. Yonekeylik iicin iki iiytgeyanli
z=f(x, y) funksiya garalyii. Belli bolsy yaly, ol funksiyanyin x we y
boyunca M(x, y) nokatdaky hususy artymlary

AXZ :ﬂx + AX, y) _ﬂx’ y)’
Az=fx,y+Ay)-fx, y)
deilikler bilen kesgitlenyar. Eger
A
Jim 8 < lim yZ) (11)

Ax—0 AX Ay—0 Ay

predel bar bolsa, onda sol predele z=f{(x, y) funksiyanyn M(x, y) no-

’ 4 a ’ ’ a
foEY (g E Y

ox’ dx dy’ 9y

belgilerin haysydyr biri bilen belgilenyar. Seylelikde, kesgitleme
boyunca

z

X

oz LAz oz Az
o Alirpo Ax <8y - Alylglo Ayy )

Kesgitlemeden gorniisi yaly, iki liytgeyanli funksiyanyn x boyun-
¢a hususy Oniimi bellenen y {i¢in berlen funksiyanyn x boyunga adaty
onlimini anladyar. Sonun {igin hem hususy oniimler bir tiytgeyénli
funksiyalaryin 6nliminii formulalary we diizgiinleri boyunca hasapla-
nylyar. Amalyyetde tiytgeyanlerin biri boyunga hususy 6niim tapylan-
da sol liytgeydnden beylekilerini hemiselik hasap etmek bolar.
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4-nji mysal. f(x, y)=x’siny funksiyanyn hususy oniimlerini we
olarynn M (1, 7/4) nokatdaky bahalaryny tapmaly.
< Bir tliytgeyénli funksiyanyn oniiminiii formulalaryny we diiz-
giinlerini ulanyp, ilki y-1 we sofira x-1 hemiselik hasap edip, hususy
ontimleri taparys:
of
x
Indi olaryﬁ M (1, ©/4) nokatdaky bahalaryny hasaplalyfi:

|M—(2xsmy)\ =2- ‘/7 =2,

of

= 2xsiny, y = x*cosy.

I _ (.2 _ _
@‘Mu_(x cosy)!MO— - X2 =Y2

z=f{x, y) funksiyanyin M (x , y ) nokatdaky hususy oniimlerinifi
seyle geometrik manysy bardyr:

1, y)=tge,  fl(x,v)=tgbh,

bu yerde @ burg Ox oky bilen A(x , y , fix , y ) nokatda y =y tekiz-
lik bilen z=f{x, y) Ustin kesisme ¢yzygyna gegirilen galtagyanyn
arasyndaky burcdur; /5 burg bolsa Oy oky bilen 4 nokatda x =x_ tekiz-
lik bilen z=f{x, y) Ustin kesisme ¢yzygyna gegirilen galtagyanyn
arasyndaky burcdur.

z=fx, y) funksiyanyn x boyunca hususy oniimi funksiyanyn
berlen (y =y ) ugur boyunca liytgeyis tizligini ya-da bir lytgeyanli
f(x, y,) funksiyanyfi x boyunga liytgeyis tizligini afiladyar we ol hu-
susy ontimin fiziki manysyny gorkezyar.

Iki tytgeyinli funksiyanyil hususy Ontimlerinin kesgitlenisine
meiizeslikde, li¢ liytgeyénli u =f(x, y, z) funksiyanyn M(x, y, z) nokat-
daky hususy oniimleri seyle kesgitlenyar:

O _ iy S+ Axy.2) — flxy.z)

ox Ax—0 Ax

A _ i S0y + Ay.2) = f(x,3.2)

dy  Ay-0 Ay ’
A _ iy SO02.2 + A2) = f(x,3,2)

0z  Az—0 Az ’
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Kép ii}'/tge}'/énli funksi}’/anyﬁ hususy onlimlerine birinji tertipli
ontimlerin kesgltlemelermden gorntisi yaly, funksiyanyn M(x, V, Z)
nokatdaky hususy oniimleri sol nokadyn funksiyasy bolyandyr. Sona
gord onun hem hususy 6niimlerini tapmak bolar.

Berlen funksiyanyi birinji hususy oniimleriniii hususy oniimleri-
ne ol funksiyanyn ikinji tertipli hususy oniimleri diyilyar.

Iki tiytgeyénli z =f{x, y) funksiya ii¢in kesgitleme boyunca:

2 0 (05) [y, = £ (v

axz

2= A F) =L, = £ e

9%z _ 0 [0z , C ‘
0x9dy 3y<8x) [x(x’}’)]y—]ﬂ(y (x,y);

2
2 = ) =18 ) = ().

5-nji mysal. z=x>+4x?y—6xy’+)* funksiyanyn ikinji hususy
onlimlerini tapmaly.

<1 Oniim tapmagyn diizgiinlerini we formulalaryny ulanyp, ilki
birinji hususy ontimleri tapalyn:

0z _ 3,2 g2 0z _ 42 2
o 3x” + 8xy — 6y°, oy - 4x° — 12xy + 3y°.
Bu hususy oniimleri ulanyp, ikinji hususy oniimleri tapalyi:
872 _ P’z _ gy
o2 = 6x + 8y, 9y = 8x — 12y,
9’z _ 'z __
yox = 8x — 12y, 8y2 12x + 6y. >
Ikinji hususy ontimler ti¢in z'/ 0 L 2 20 belgllemeler hem

ulanylyar. 2"/, z' hususy oniimlere garysyk hususy ontimler diyilyar.
5-nji mysaldaky funk51ya ticin 2\ =z", ' denilik yerine yetyir, yone ol
deillik hemise yerine yetyar d1y1p bolmaz. Ol deiilik haysy sertlerde
yerine yetyarkd diyen soraga jogaby asakdaky teorema beryér.

2. Sargyt Nel186 17



3-nji teorema. Eger M (x , y ) nokadyni kébir etrabynda kesgit-
lenen z=f(x, y) funksiyanyn sol etrapda "/ , /' hususy oniimleri bar
bolup, olar M nokatda tizniiksiz bolsalar, onda

S0y )= (5,0 0,)
deiilik dogrudyr.

Seylelikde, eger garysyk Oniimler iizniiksiz bolsalar, onda olar
dendirler, yagny hususy oniimler differensirlemegin tertibine bagly
déldir.

Ikinji tertipli hususy onlimleri x we y boyunca differensirldp,
ticiinji tertipli hususy oniimleri ya-da ii¢iinji hususy oniimleri taparys:
3’z >z Dz z 'z 'z 9’z
ax®’  ox?9y’  0xdydx’  gyox?’  9ydxdy’  gy*ox’ Ay’

Sunia menzeslikde dordiinji, basinji we ondan-da yokary tertip-
li hususy oOntimler kesgitlenyar. Seylelikde, z=£f(x, y) funksiyanyi
(n—1)-nji tertipli hususy oniiminin birinji hususy énlimine onufi n-nji

......

yokary tertipli hususy oniimleri hem sular yaly kesgitlenilyar.
Qu *u
0xdyor’ 9x*dz*’

6-njy mysal. u=xysin2¢+x%z° funksiyanyn

5
g—? hususy ontimlerini tapmaly.
Z

<1 Uytgeyanlerini birinden beylekilerini hemiselik hasap edip, hu-
susy onlimleri taparys:

U _ o 5 u _ Pu .
o = ysin 2t + 2xz°, xdy sin 2t, oyl 2 cos 2ft;
2 3 4
U _ 9, U 0zt U 407%
ox ox“ 0z ox“0z
2 3
O _ 52zt T g0, DU 608727,
oz 9z? oz°

4 5
OU _ 1p0x%z, QU — 120, >
oz oz
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§7. 4. Kop iiytgeyénli funksiyanyn
doly differensialy

1. Birinji tertipli doly differensial. Eger seyle 4 we B sanlar bar
bolup, z =f(x, y) funksiyanyfi M (x , y ) nokatdaky
Az=j(x0+Ax, y0+Ay)—j(xU, v,) (12)
doly artymy
Az=AAx +BAy +aAo (13)

gorniisde anladylyan bolsa, onda AAx + BAy anlatma z =f(x, y) funk-
siyanyfl M nokatdaky doly differensialy diyilyér, bu yerde

Ao = Ax* + Ay we Ao—0 bolanda «o—0. (14)
z=f{x, y) funksiyanyn doly differensialy dz bilen belgilenyar:
dz=AAx+ BAy (15)

(13), (14) we (15) deiliklerden gorniisi yaly, z=£(x, y) funksiyanyn
doly artymy iki bolekden ybarat bolup, onunt Ax we Ay-e goré ¢cyzykly
bolegi sol funksiyanyn differensialyna dendir, ikinjisi bolsa Ao gord
yokary tertipli tiikeniksiz ki¢i ululykdyr.

4-nji teorema. Eger z=f(x, y) funksiyanyn doly artymy (13)
denilik gorniiginde anladylyan bolsa, onda 4 we B sanlar sol funk-
siyanyft M nokatdaky hususy niimlerine dendir:

A=f(x,y,), B=fi(x,,). (16)
< Eger Ay =0 bolsa, onda (13) denlik
A z=ANAx + a|Ax| (17)

gorniisde yazylar. Sunlukda, Ax — 0 bolanda @ — 0 bolar. Sonun ii¢in
hem (17) denlik esasynda

A z Az
X = + i X = 4 ==
Ax Axa, AlxerO Ax A, fix,y,)=A. (18)
Eger-de Ax=0 bolsa, onda (13) denlik
Az=BAy+alAy| (19)

gorniisi alar. Sunlukda, Ay— 0 bolanda @ — 0 bolar. Sonun ii¢in hem
(19) denilik esasynda
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Az Ayz

=B+ i = ! =
Ay B - a’ Al}}l;no Ay B’ fy(x()ﬁ y()) B' (20)

(16) denliklerin esasynda z=f{x, y) funksiyanyn (15) doly diffe-
rensialyny

dz=f(x,, y)Ax +f(x,, v )Ay 1)
gorniisde yazmak bolar.

2. Doly differensialyn barlygy. Haysy sertlerde z=f{x, y) funk-
siyanyit M nokatda doly differensialynyti bardygyna asakdaky teore-
ma jogap beryér.

5-nji teorema. Eger z=f(x, y) funksiyanyfi M nokadyn kébir
etrabynda birinji hususy oniimleri bar bolup, olar sol nokatda tizniik-
siz bolsalar, onda funksiyanyn sol nokatda doly differensialy bardyr.

< z=flx, y) funksiyanyii M nokatdaky (12) doly artymyny

Az=[flx,+Ax, y,+ A)-Ax,, y,+ M)+ [fx,, v, + Ay)-fix,, p,)]
gorniise 6zgerdelin we bu denligin sagyndaky tapawutlara Lagranzyn
formulasyny ulanalyii:

Sox, A, y, + A)-Ax, v, +A) =1 (X, ¥, T Ap)Ax,
Sx, v, A -Ax,, v )=/ (x,, 7 )Ay, (22)
XE[x,x,*Ax], V< v,y T4y (23)

Seylelikde, (23) esasynda Ax — 0, Ay — 0 bolanda
Fox, 7o,

bolar. Sert boyunca f'(x, ), f ;(x, y) 6niimlerifi M nokatda tizniksizli-

gi esasynda, predelin hisiyeti boyunca (5) denlik esasynda

[&y,tA)=f(x,y)ta,

1 D =f 15, 7)+ B, (24)
bu yerde Ax— 0, Ay— 0 bolanda @ — 0, 5— 0. (22)-(24) denliklerin
esasynda funksiyanyn doly artymy seyle gorniisde yazylar:

Az=f"(x,y )Ax+f (X, v Ay +aAx + BAy. (25)
Bu denligin sonky iki gosulyjysynyn jemini 6zgerdip, ony
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aAx + Ay Ap

aAx + Ay = Ao = aAp (26)
gorniisde yazalyn, bu yerde
a= OZAXA—;)’BA)), Ao = Ax* + Ay*. (27)
(27) deiilikden gorniisi yaly, ﬁx—p’ <1, iz’ < 1. Sonun iigin hem

‘d|_ ’ OZAX-I—BA}I

=" ap

Ax— 0, Ay— 0 bolanda @ — 0, 5 — 0 bolyandygy li¢in, (28) denisizlik

esasynda Ax — 0, Ay — 0 bolanda @ — 0, yagny Ao — 0 bolanda & — 0.
Seylelikde, (25) formula

Az=f"(x,, v )Ax+['(x,, v )Ay+aAo (29)

gdrniisde yazylar, bu yerde Ao — 0 bolanda @ — 0. Bu deligi (13)
detilik bilen deniesdirip, z=f(x, y) funksiyanyf M nokatda differen-
sialynynl bardygyny we onuil (21) formula boyunca tapylyandygyny
alarys. >

Berlen nokatda doly differensialy bar bolan funksiya sol nokat-
da differensirlenyén funksiya diyilyér. 5-nji teorema boyunga berlen
nokatda we onunl kébir etrabynda hususy Oniimleri iizniiksiz bolan
funksiya sol nokatda differensirlenyandir.

Eger funksiya kébir nokatda differensirlenyédn bolsa, onda onun
sol nokatdaky doly artymyny (29) gorniisde anladyp bolyandyr we

A
<la|{E[+18] 22| <lal+ 1Bl @3)

sonuil esasynda AlimOAz = 0, yagny funksiya sol nokatda tizniiksizdir.
p —

Bellik. Eger z =f(x, y) funksiya ii¢in 5-nji teoremanyn &hli sertle-
ri M(x, y) nokadyn etrabynda yerine yetyan bolsa,onda onui

_ 0z oz
dz = 8xAx+8yAy

differensialy dort iiytgeyanlerin funksiyasy bolup, bellenen Ax, Ay
icin ol difie x we y lytgeyanlerin funksiyasydyr. Sunlukda, eger
Ax =dx, Ay =dy alsak, onda funksiyanyn doly differensialy ii¢in

_ 0z oz
dz = 8xdx+ ayaly
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formulany alarys. Edil sonunl yaly, eger li¢c Uytgeyanli u=£x, y, z)
funksiyanyn birinji hususy Oniimleri izniiksiz bolsa, onda onun doly
differensialy

_ du u ou
du = ade+ dy ~-dy + 9z “=dz

formula boSIunga kesgitlen)?éir Bu formulanyﬁ sag bélegindéki her bir

......

_ou _ou :@
dou = axdx, dyu = oy dy, d,u o dz.

3. Differensialyn takmyn bahalary hasaplamakda ulanylysy.
Eger z=f(x, y) funksiya M nokatda differensirlenyén bolsa, onda
(21) we (29) formulalar esasynda onuil doly differensialy bilen doly
artymy seyle baglanysykdadyr:

Az=dz+aAp, lima = 0.
Ao—0
Sonuii {igin hem Az=dz takmyn denligi yazyp bileris. Ony
f(xo + Ax: yo + Ay) _f(xoa yo) zf;(xoa yo)Ax +f;,(x0’ yu)Ay
ya-da
fx, +Ax, y, + AN =Ax, v )+ (x, v )Ax+f(x,, v )Ay  (30)

gorniisde yazmak we ony takmyn hasaplamalarda ulanmak bolar.

7-nji mysal. /(1,97)° +(3,02) atilatmanyii takmyn bahasyny
hasaplamaly.
<llkibilenony y/(1,97)° + (3,02 = /(2 = 0,03) + (3 + 0,02
gorniisde yazyp, x =2, y =3, Ax=-0,03, Ay=0,02 alalyn we
flx,y) = x> +y> funksiya garalyn. Onda f(x,,y,)=/£(2,3)=
_ 2 ' Y
=v2'+3° =17 ~ 4,123, f_ﬁ £ NF el

6 _ 3
1 (x%9,) = £(2,3) = 5123 ~ 1455, £(2,3) = i3 ~0.727

Sonun ti¢in hem (30) formula esasynda

w¢E
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f(x, + Ax,y, + Ay) = /(2 = 0,03 + (3 + 0,02) =~
~ f(2,3) +£/(2,3)(—0,03) + £(2,3)- 0,02 =
~ 4,123 — 1,455-0,03 4+ 0,727 0,02 = 4,094. >

4. Yokary tertipli doly differensiallar. z=£{x, y) funksiyanyn
doly differensialynyﬁ doly differensialyna onufl ikinji tertipli doly

......

Seylelikde, eger dz=z'dx+ z, dy bolsa, onda dx we dy-gi he-
miselik hasap edip, birinji tertipli doly differensialyn kesgitlemesi
boyunca taparys:

&’z =d(dz)=d(z'dx + z;dy) =(z'dx+ z;dy) "dx +(z'dx + z;dy) 'dy =

=z"dx’+z "dxdy+z" dxdy +z ’y’yafy2 =
— 2 " " 2 [
2 dx*+ 2z dxdy +z" dy? (2 =z").
Seylelikde, z =f(x, y) funksiyanyn ikinji doly differensialy ii¢in

2 2
Pz=020¢ 4 2 02 gy 4 2 g2
o 9xdy Y dy* Y
formulany alarys. Edil sonun yaly, tigiinji tertipli d°*z=d(d?z) doly dif-
ferensial li¢in seyle formulany alarys:
3 3 3 3
&z = Q20 +3-9 2 ady + 3-9Z_axdy’ + 92 gy,
ox ox” Ay oxay dy
Suna mezeslikde, z=f(x, y) funksiyanyn (n—1)-nji tertipli doly
differensialynyfl doly differensialyna ol funksi}?anyﬁ n- nji tertipli

......

formulanyn dogrudygyny gorkezmek bolar. Bu formulany gysgaca

n__ (9 9 .\
dz_<axdx+8ydy>z

gornlisgde hem yazmak bolar. Bu formulanyn sag bdlegine seyle
diistinmeli: ilki ol kopagza hokmiinde n derejd goterilydr we sofira
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alnan anlatmanyn sanawjylarynda o belginifi degisli derejelerinii sa-
gyndan z-1 yazmaly. Mysal {i¢in,

FE 2 5 9
<axdx+a dy>2_<ax d’+ 255 dedy + 2 5y )z_

82 9%z 9%z
= o0 dx +2aa dxdy+82dy

rrrrrr

§7.5. Cylsyrymly we anyk diil
funksiyalaryn differensirlenmegi

1. Cylsyrymly funksiyanyn differensirlenmegi. Eger x we
y uytgeyénlere bagly bolan p=p(x, y), r=r(x, y) funksiyalar iicin
z=F(p, r) funksiya kesgitlenen bolsa, onda

z=1 [p(x y) r(x NI=Gx, )

......

p(x, ), r(x, y) funksiyalar x we y tiytgeyanlere gord we F(p, r) funk-
siya p we r lytgeyédnlere gord differensirlenyidn funksiyalar bolsun.
Bu halda z=F(p, r) funksiyanyn z', z’ hususy ontimleriniii bardygyny
gorkezelin. Eger p(x, y), r(x, y) funksiyalaryn x we y iiytgeyinlerini
bellédp, y-1 énkiiligine goyup, x-e Ax artym bersek, onda p we r funk-
siyalar A p, A _r hususy artymlary alar. Sunlukda, z= F(p, r) funksiya
A z artymy alar we ony (25) formula esasynda

_ 0z oz
Az= P Ap+ 5 A.r+aA.p+PA.r

gorniisde yazmak bolar, bu yerde A p—0, A r—0 bolanda @ — 0,
B — 0 bolar. Ol denligi agzalayyn Ax-e boliip,

Az 9z A0 | oz A A.p Ar

Ax — 9p Ax = or Ax TRy +3Ax

denligi, ondan bolsa Ax — 0 bolanda predele gecip, @ — 0, 5— 0 bol-
yandygy esasynda

dz _ 9z 9p | 9z or
ox  op ox tor or ox (31)
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formulany alarys. Edil sonuni yaly, y liytgeyén {i¢in

dz _ 9z9p 3z ar

dy dp Ay o dy (32)

formulany alarys.

Eger-de p =p(t), r=r(¢) dine ¢ gord differensirlenyin funksiya
bolsa we ¢ylsyrymly z = F[p(t), r(¢t)]=£(t) funksiya kesgitlenen bolsa,
onda onun ¢ gord oniimi

dz _9zdp  dzdr
dt ~ 9p dt " or dt

formula boyunga tapylyar we ol (31)-den x =¢ (ya-da (32)-den y =¢)

(33)

kop tiytgeyénli funksiya ticin hususy onlimler suiia menzeslikde kes-
gitlenydr. Hakykatdan-da, x, y we z-e gord differensirlenyén
p=p(x,y,2), r=rlx,y,2), s=s(x,y,2)
funksiyalar tigin differensirlenyén ¢ylsyrymly
u=Fp,r,s)=Flpx,y, z), r(x, y, 2), s(x, y, 2)| = g(x, y, 2)

funksiyanynl hususy oniimleri

du _ dudp  dudr , ouds,

ox OJp dx Jr dx  Os Ix’

Qu _dudp  dudr  duds,

dy Opdy Ordy 0s ay’

du _dudp | udr  duds

dz Odpdz Jdrdz Os Oz
formulalar boyunga tapylyar.

Eger-de p=p(?), r=r(f), s=s(f) dine ¢ gord differensirlenyén

funksiya bolsa we ¢ylsyrymly u = F[p(t), (), s(¢)] =f(¢) funksiya kes-
gitlenen bolsa, onda onun ¢ gord doly onlimi

du _dudp | dudr  duds
dt Jdpdt ordt 9sdt

formula boyunca tapylyar.
8-nji mysal. z = xsin% funksiyanyfi x=1+3¢, y = v/1 + #* bo-
landa ¢ boyunca doly 6nlimini tapmaly.
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< I1ki bilen birinji tertipli

oz X X x 0z x* x dx ¢

== = sin=- + =-cos=, == =—=5C08S~, - =

ox y 'y oy 9y yoooy dt 14
ontimleri tapalyn. Bu oniimleri we (33) formulany p=x, r=y ii¢in
ulanyp alarys:
dz _dzdx [ 0zdy _ (g X | X X _i x
dt ~ ax di T dy dr <s1ny+ycos >3 cosy —1+t

2. Anyk dil funksiyanyn differensirlenmegl. Eger y=y(x)
tizniiksiz funksiya anyk dél gorniisde berlen

F(x, »)=0 (34)

deiileme bilen kesgitlenydn bolsa, onda onuil haysy sertlerde diffe-
rensirlenyindigine asakdaky teorema jogap beryar.

6-njy teorema. Eger F{(x, y) funksiya we onunl F'(x, y), F’ (X, )
hususy oOniimleri M(x, y) nokady Oziinde saklayan kdbir kopliikde
lizniiksiz bolup, sol nokatda F'(x, y)#0 bolsa, onda (34) defileménin
kesgitleyin y=y(x) funksiyasynyii sol nokatda 6niimi bardyr we ol
onum

dy _ _9F /OF

dx = "ox/ oy (35)
formula boyunca tapylyar.

< M(x, y) nokatda F(x, y)=0. Eger x-e Ax artym bersek, onda

ona y =y(x) funksiyanyn Ay artymy degisli bolar. Sonia gord F(x + Ax,
y+Ay)=0. Sonui ii¢in funksiyanyn artymy hem nola dendir, yagny
F(x+Ax, y+Ay)—F(x, y)=0. Funksiyanyn AF(x + Ax, y + Ay)—F(x, »)
doly artymyny (25) formula boyuncga

_ oF oF
AF = axAX+ ayAy+an+ﬁAy

gornilisde ailadyp bolyar, bu yerde Ax—0, Ay— 0 bolanda @ —0,
£ —0. Doly artymyn nola denligi esasynda ahyrky denlik seyle
gOrniisi alar:

oF oF =
y Ax + R Ay + aAx + Ay = 0.

Bu dernligi agzalayyn Ax-e boliip, alnan denlikden Ay/Ax gatna-
sygy tapalyn:
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By _ _(dF oF
Ax (ax +a/)/< ay +B>'
Bu denlikde Ax — 0 bolanda predele gegip alarys:

. A ,
tim =50/ (&) =G/ (5) =

Bellik. Oniimin bu bahasyny y=y(x) funksiyanyn ¢yzgysynyn
abssissasy x_bolan nokadyndaky galtagyanyfi
Y=y, =y (x ) (x=x)
denilemesinde goyup, F(x, y)=0 ¢yzygyn M(x , y,) nokadynda gegiri-
len galtagyanyn denilemesini alarys:
Fi(x,,y ) x—x )+ F(x,, y)y-y,)=0.
Edil suna menzeslikde, eger
F(x,y,2)=0
denileminin kesgitleyin z =z(x, y) funksiyasy we onufl
F'(x,y,2), F ;(x, v,z), Fl(x,p,2)
hususy ontimleri M(x, y, z) nokady 6zlinde saklayan kdbir kopliik-

de tlizniiksiz bolup, sol nokatda F'(x, y, z)#0 bolsa, onda z=z(x, )
funksiyanyn hususy oniimleri seyle tapylyar:

aE)/G S15)/60

§7. 6. Uste gecirilen galtasyan
tekizlik we normal

1. Galtasyan tekizligin denlemesi. Eger ginislikde ¢cyzyk
x=x(0), y=y@), z=z0), (a<t<p) (36)

parametrik denilemeler bilen berlen bolup, x(¢), y(¢), z(¢) ¢t gord difte-

rensirlenyén funksiyalar bolsa,onda sol ¢yzyga M (x , v , z ) nokatda

(x, =x(t),y =¥(t),z =z(t)) gegirilen galtagyanyn deflemesi
X=X, Y=Y, Z—Z

X)) T ) T 2,
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. gorniigde bolar, bu yerde x'(z), y'(z), z'(¢)
ontimler birwagtda nola den dildir. (36) ¢yzy-
ga M(x, y,, z ) nokatda gegirilen galtagyanyi

ugrukdyryjy wektory
={x(), y'(1), 2'(2))} (38)
bolar.
) Ginislikde differensirlenyin F(x, y, z) funk-
I-nji surat siya arkaly
F(x,y,2)=0 (39)

detileme bilen berlen iiste seredelifi. Ol tstin M (x, v , z ) nokady
boyunca sol listde bitewiligine yatyan ¢yzyk gecirelin (/-nji surat).
Goy, ol ¢yzyk (36) denleme bilen berlen bolsun, onda (37) denileme
sol ¢yzyga M(x , y , z)) nokatda gegirilen galtagyanyn denllemesidir.
(39) deiilemede (36) anlatmalary goyup, ¢ gord tozdestwolayyn
Fx(2), y(), z(£)] =0 deiiligi alarys. Ony ¢ylsyrymly funksiya hokmiin-
de differensirlép,
F'xX(O)+F y()+Fz(1)=0
deriligi alarys. =1 Tgin ol deflik
Fl(x,»,zX(t)+F (x,,y,z)V'()+F(x,y,z)z(t)=0

gorniisi alar. Hususy oniimlerden diiziilen

n={F(x,y,2z),F(x,y,2), F(x,y,2)} (40)

wektora garalyf. Ol wektor (39) tist we M nokat bilen doly kesgit-
lenyar we M nokat arkaly gecyén ¢yzyga bagly daldir.

(38) we (40) wektorlar {li¢in yerine yetyén (n, ) =0 deiilik olaryn
ortogonaldygyny anladyar.

Seylelikde, (39) tstun M (x , y , z ) nokady arkaly ge¢yan islen-
dik ¢yzyk {i¢in sol nokat arkaly ge¢yédn T galtagyan wektor n wektora
perpendikulyardyr. Basgaga aydylanda, M nokat arkaly gegyién tistiin
islendik ¢yzygynyn galtagyany n wektora perpendikulyar tekizlik-
de yatyar. Ol tekizlige (39) Ustiin M nokadynda gegirilen galtagsyan

7 ee

tekizlik diyilyér, onun denlemesi
F; (xo’ y05 ZD)(X*)CO) +F:, (xo’ yoa Zo)(yiya) +F;(X0, yo’ Zo)(Z*ZO) =0 (41)

gorniisdedir.
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(40) formula boyunga kesgitlenyidn n wektora M (x , y , z ) no-

......

......

X—XO _ y—y, . z—2z,
F, ~ (F)y ~ (F)y,

(42)

gorniigdedir.

9-njy mysal. z=x"—)* iiste M (3, -2, 5) nokatda gegirilen nor-
malyn we galtagyan tekizligin defilemelerini yazmaly.

<1 Eger F(x, y, z)=x*—)y*—z bolsa, onda F' =2x, F'==2y, F'=-1
bolar. Sonun ii¢in

(Fxl)Mo =2:3=6, (Fy/)MD ==2(=2)=4, <FZ’>M0 =-1L
Bulary ulanyp, (41) we (42) esasynda galtagyan tekizligin
6(x—3)+4(y+2)—(z-5)=0 ya-da 6x+4y—z-5=0
denlemesini we normalyn
x—=3 _Yy+2 _z-5

6 4 -1
denilemesini alarys. >
ZA
M,
M
N,
M1 ~ T /7 Kz
N
N, < p
g /
KF—++——1¢
0 Vo WAy
x/_ / / y
7
*Q
. —
2-nji surat
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2. Doly differensialyn geometrik manysy. Eger {ist z=£(x, »)
ya-da z—f(x, y)=0 denleme bilen berlen bolsa, onda

oF __f oF __3f OF _,

ox ox’ Ay dy’ 0oz

bolar. Sonuii ticin hem ol {iste gecirilen galtasyan tekizligin defilemesi
of of
Z—zZ,= g(‘x_xo)_l_a—y(y_yo)

gomiigde bolar. Bu formulada x—x = Ax, y—y = Ay alyp, onui z =£(x, y)
funksiyanyn doly differensialydygyny goryaris:
_o KN
dz = I Ax + 8y
Seylelikde,

z—z =dz,
o

yagny iki liytgeyanli z=f(x, y) funksiyanyi doly differensialy sol
funksiyanyil x we y iiytgeyanleri Ax we Ay artymlary alandaky gra-
figi bolan tiste M (x , y , z ) nokatda gecirilen galtasyan tekizligin z
applikatasynyn artymyna dendir (2-nji surat).

§7.7. Ugur boyunc¢a 6niim we
gradiyent

1. Ugur boyunca oéniim. Kop tiytgeyénli funksiyanyn hususy
ontimlerinin ol funksiyanyn degisli ugurlar boyunca tlytgeyis tizligi-
ni ailladyandygyny belldpdik. Indi bolsa islendik ugur boyunca onufi
tytgeyis tizliginin néhili bolyandygyny gorkezmeklige giriselin.

Berlen M (x , y , z ) nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen we dif-
ferensirlenydn u =u(x, y, z) funksiya garalyn. Sol etraba degisli bo-
lan M(x +Ax, y +Ay, z +Az) nokat li¢in koordinatalar oklary bilen
degislilikde @, /3, 7 burglary emele getiryin M, M =1 = 1 wektory
alalyn (3-nji surat). Garalyan u = u(x, y, z) funksiyanynn M nokatdaky
doly artymyny (25) formula menzeslikde

_ (Ou ou ou
Au-(ax) Ax+<ay> Ay+(a )oAz+ale+a2Ay+a3Az
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ZA

|
7
|
oLl o Yot Ay
| / /
X __|___!( _______ v Y
7 7
I /
XS‘ |/ y
-
»&.,Q
X
3-nji surat

gorniisde yazmak bolar, bu yerde Ax— 0, Ay— 0, Az— 0, bolanda
a,—0 (k=1, 2, 3). Bu denligi agzalayyn Al = /sz + Ay* + AZ?
anlatma boliip,

M:(Lu) Ax au) Ay (LM) Az

Al ox /m, Al Iy Ju, Al oz /m, Al

A
+a, 25 o+ (43)

denligi alarys. 3-nji suratdan gorniisi yaly,

Ax _ Ay _ Az _
A = Cosa = cosf3, A = COs7

Bu denligin esasynda (43) deiilikde A/ — 0 bolanda predele gecip,
lim A — <8—”> cosa + <8u> cosf5 + (a—”) cosy
M M, A

Az

a0 Al \9x oy 9z /m

detiligi alarys. Bu predele u = u(x, y, z) funksiyanyi M (x , y , z ) no-
katdaky I wektoryii ugry boyunca oniimi diyilyar we (%)M bilen
belgilenyir. Seylelikde, '
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<?TL;>M _ (%>M cosa _,_(g;‘ >M0COSB+<35>MDCOS7/'

o 4

Erkin M(x, y, z) nokat {i¢in bu 6nlim seyle gorniisde yazylar:
Ju _ du u

ou u ou
3 = oy CO5¢ + R cosfB + 5, COS7- (44)

Bu formuladan gérniisi yaly, 0u/0l oniim difie wektoryh ugruna
bagly bolup, onuit uzynlygyna bagly déldir.

10-njy mysal. u =x*—2)?+32* funksiyanyit M (9, 6, —1) nokat-
daky I={1, 2, -2} wektoryn ugry boyunga 6niimini tapmaly.

< Berlen funksiya {i¢in

ou _ ou _ ou _ _1 _2 __2
o = 2x, = 4y, oz 6z, cosw 3 cosf 3> COSY 3
bolyany sebipli, (44) formula boyunca alarys:

ou _ou(1y (42 _2\_2, 8,

ol = 2(3)+ a5+ 6(=5) = 5x -y -4z

(%—%My - %9 —%6 —4(—1)=—6.1>
Kop tiytgeyanli funksiyanyn hususy onlimi onufi ugur boyunca
Ontiminin hususy halydyr. Mysal ii¢in, eger I={1, 0, 0}, yagny =0,
£=7=90° bolsa, onda
%—L; = S—ZCOSO + g—;‘cosg + %cos% = ?TZ
deiilik yerine yetyar.

2. Skalyar we wektor meydanlary. Eger ginisligin kopliiginin
her bir nokadynda kibir ululygyn bahasy kesgitlenen bolsa, onda sol
ululygyn seredilyidn koplikde meydany berlen diyilyédr. Sunlukda,
skalyar ululyk ti¢in ona skalyar meydany, wektor ululyk {i¢in wekror
meydany diyilydr. Skalyar meydanlaryna diiie san bahalary bilen kes-
gitlenydn temperatura meydany, dykyzlyk meydany, yagtylyk mey-
dany, wektor meydanlaryna bolsa san bahalary we ugurlary bilen kes-
gitlenyin tizlik meydany, gliyc meydany mysal bolup biler.

Eger seredilyén ululyk tekizlikde berlen bolsa, onda ona degisli

va-da u =u(M), M = M(x, y) funksiya bilen kesgitlenyar. Skalyar mey-

32



dany giniglikde u =u(x, y, z) ya-da u=u(M), M =M(x, y, z) funksiya
bilen kesgitlenyér. Eger kébir x, y, z dekart koordinatalar sistemasynda
u funksiya ol koordinatalaryn haysydyr birine, mysal {i¢in z-e bagly
bolmasa, onda onia degisli skalyar meydanyna tekiz-parallel meydany
diyilyér. Ona Oxy tekizliginde garamak bolar. Oxy tekizligine parallel
bolan &hli tekizlikler {igin ol meydanyn sol bir ¢cyzyk derejeleri bardyr
(mysal tigin, u =x*+)? funksiya bilen kesgitlenyan meydanyn dereje
cyzygy x*+y?=C? towerekdir).

3. Skalyar meydanynyn gradiyenti. Goy, ginisligin kabir kop-
liiginde differensirlenyan skalyar u =u(x, y, z) funksiya berlen bolsun.
Bu funksiyanyn berlen nokatdaky hususy ontimleri onun degisli ko-
ordinatalary bolan wektora ol funksiyanyn sol nokatdaky gradiyenti
diyilyar we gradu bilen belgilenyir, yagny

ou;  Ou;  ou
gradu = o i+ 8yJ + 3z k. (45)

Seylelikde, ginisligin seredilydn kopliiginde wektor meydany,
yagny berlen funksiyanyn gradiyent meydany kesgitlenendir. Funk-
siyanyn gradiyenti bilen onun ugur boyunca 6niiminini nihili baglany-
sykda bolyandygyny asakdaky teorema gorkezyar.

7-nji teorema. u = u(x, y, z) funksiyanyn / wektoryn ugry boyun-
¢a onlimi ol funksiyanyn gradiyentinin / wektora bolan proyeksiyasy-
na dendir.

< Goy, I wektor koordinatalar oklary bilen degislilikde «, £, ¥
burclary emele getiryén birlik wektor bolsun, yagny

I=icosa +jcosf+kcosy. (46)
Belli bolgy valy, (45) we (46) wektorlaryni skalyar kopeltmek
hasyly
ou

(gradu,l) = —xcosa +$cosb’+—cos7’ 47)
deiilik boyunga kesgltlenyéir (44) we (47) deiliklerden bolsa
2 = (gradu,l) (48)

81

deilik gelip ¢ykyar. Eger gradu we I wektorlaryn arasyndaky burgy ¢
bilen belgilesek, onda
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(gradu, l)=|gradul||l|cosp = |gradu|cosp =pr gradu

denligin esasynda (48) denlik
ou

a5 | gradu|cos ¢ = prgradu (49)

gorniisi alar. >

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Funksiyanyn kibir nokatdaky / ugur boyunca 6ntimi
in uly bahany / ugur gradiyentiii ugry bilen gabat gelende alyar we ol
|gradu| ululyga dendir.

<1(49) deiilikden gorniisi yaly, ugur boyunga 6niim i uly bahany
@=0 bolanda alyar, yagny

%—l; = | gradu|cos 0 = | gradu| = \/u'} + u’; + u'’? . >

Basgaca aydylanda, bu denlik skalyar funksiyanyn gradiyentinin
ugruna beyleki ugurlara garanynda ¢alt iiytgeyéandigini gorkezyar.

2-nji netije. u =u(x, y, z) funksiyanyn u(x, y, z)=C denleme bi-
len kesgitlenen dereje iiste gecirilen galtasyanyi ugry boyunga énlimi
nola dendir.

< Bu halda u =u(x, y, z) funksiyanyn gradiyentinin ugry ber-
len nokat arkaly dereje iiste gecirilen normalyn ugry bilen gabat
gelydr we ol galtagyana perpendikulyardyr, yagny ¢ =7x/2. Sonunl
ticin hem (49) denlik esasynda agzalan ugur boyung¢a 6niim nola
dendir. >

§7. 8. Kop iiytgeyinli funksiyanyn
Teylor formulasy

Kéabir D kopliikde kesgitlenen z=z(x, y) funksiya garalyi.
Goy, sol kopliigifi M (a, b) nokadynyni kdbir etrabynda funksiyanyn
(n+1)-nji tertipli (n>1) Uzniiksiz hususy Oniimleri bar bolsun.
x=a+tAx, y=b+tAy, 0<t<1 lgin ¢(f)=Ax, y) t gord ¢ylsyrymly
funksiyadyr. Sunlukda, /=0 bolanda M (a, b) nokady, =1 bolanda
bolsa M(a + Ax, b+ Ay) nokady alarys we ony M nokadyn garalyan
etrabyna degisli hasap ederis.
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Belli bolsy yaly, bir tiytgeyénli ¢(¢) funksiyanyn Teylor formu-
lasy

@(t)=¢>(z0)+$!t">(t t)+¢< o)

(t—t,Y+ ..+

"D (1, + Or)
(n+1)!
bu yerde 0</<1. Bu formuladan ¢ =0 bolan hususy halda

o(t) = (0)+ ¢/1(!O>t+ O0)p, +¢(n,;(0>t” +

+g0(n)< )

(t—1,) +

(t _ lco)n+1’

2!
(n+1) H
(P<n+ f)? o (30)

formulany alarys. Cylsyrymly ¢(¢)=f(x, y)=f(a +tAx, b+tAy) funk-
siyanyin ¢ gord oniimlerini tapalyn:

PO = XY = Ax Ay = dfe, )
Q)= XS XY S Y v
=" A2 AXAY 7, A = d A, )

PO =dfx,y), @"O=d"[x, ).
Bu denliklerin int sonikusynda ¢ ululygy 6t bilen salgyryp, ondan
ontindékilerde bolsa t=0 goyup, (50) formula giryén ¢(#) funksiyanyn
onilimlerini taparys:

¢'(0)=df(a, b),
@"(0)=d*fa, b), ..., p"(0)=d"fa, b),
@O =d" ' fla + OtAx, b+ OtAy).

Oniimin bu bahalaryny (50) defilikde goyup we alnan defilikde
t=1 alyp, iki tiytgeyénli funksiyanyn Teylor formulasyny alarys:

k n+1
fx) = ab) + 3 4 a.b) , ﬂa&?fgf’”@ 51)
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ya-da

n dkf(Mo) d”“f(M)
fM)=FM)+ 20—+ 1y
bu yerde M=M(a+0Ax, b+0Ay) € D. (51) formula n=1 bolanda
seyle gorniisde yazylar:
Ax, y)=fa, b)+[f'(a, b)Ax +['(a, b)Ay]+
1

+5[ fo (@.b)AX” + 2f7, (a.b)AxAy + £}, (a.b)Ay*], (53)

bu yerde d=a+ 0Ax, b=b+OAy, 0<0<1.
Edil sonun yaly, kop tytgeyénli u=f(M), M=M(x, x,, ..., x,)
funksiya {li¢in hem Teyloryn formulasyny getirip ¢ykarmak bolar.

(52)

§7.9. Kop iiytgeyinli funksiyanyn
ekstremumy

1. Ekstremumyi kesgitlenisi. Goy, z=f(x, y) funksiya M (x , )
nokadyn kabir etrabynda kesgitlenen bolsun. Eger ol nokadyn seyle et-
raby bar bolup, sol etrabyii islendik M(x, y) nokady li¢in f{x, y) <f(x ,y,)
(fix, y)=fix , v )) densizlik yerine yetse, onda M nokada z=f(x, y)

......

......

kesgitlemeden gorniisi yaly, eger M, funksiyanyn ekstremum nokady
bolsa, onda onufi sol nokatdaky Az=fM)—f(M ) artymy li¢in Az<0
va-da Az>0 densizliklerin haysydyr biri yerine yetyir we tersine, eger
M nokadyn kébir etrabynda bu defisizlikleriit haysydyr biri yerine
yetse, onda M funksiyanyn ekstremum nokadydyr. Kop tiytgeyanli
funksiyanyn ekstremumy hem suna menzeslikde kesgitlenilyar.

2. Ekstremumyn zerur serti. Kop tytgeyanli funksiyanyn
ekstremumynyn zerur serti asakdaky teoremada gorkezilyar.

8-nji teorema. Ekstremum nokadynda differensirlenyin funk-
siyanynl sol nokatdaky hususy oniimleri nola dendir.
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< Subudyny M (x, y ) nokat onuil ekstremum nokady bolan
iki tytgeyanli z=f(x, y) funksiya li¢in gorkezelif. Onufi tgin M
nokadyn etrabyndaky y=y serti kanagatlandyryan nokatlaryna
seredelin. Sunlukda, bir Uytgeyénli g(x)=fx, y,) funksiyany alarys
we x=x ol funksiyanyfi ekstremum nokadydyr. Sona goréd bir tlyt-
geyanli funksiyanyn ekstremumynyn zerur serti boyunga sol no-
katda g'(x )=f"(x, y )=0 denlik yerine yetyér. Sonuni yaly hem bir
tytgeyanli f{x , y) funksiya garamak bilen f )’)(xo, v,)=0 denligi alarys.
Seylelikde, M ekstremum nokadynda

[, )=0, fix,y)=0.> (54)

(54) yeterlik sert dildir. Ony z=x>—)” funksiya tassyklayar.
Onun (0, 0) nokatdaky hususy ontimleri nola dendir, yone ol nokat
onunl ekstremum nokady déldir, ¢iinki sol nokatda onufi bahasy nola
denidir we (0, 0) nokadyn hi¢ bir etrabynda onuni alamaty hemiselik
déldir: x=0 bolanda z<0 we y=0 bolanda z>0.

Seylelikde, (54) sert ekstremumyn zerur sertidir. Ol sertiii yerine

2. Ekstremumyn yeterlik sertleri. Ekstremumyn bolup biljek
nokatlarynyn hacan ekstremum nokatlary bolyandygyna asakdaky te-
orema jogap beryar.

9-njy teorema. Goy, z=/(x, y) funksiyanyfi M (a, b) nokadyn
kébir etrabynda ikinji tertipli tizniiksiz hususy ontimleri bar bolup, M,
nokatda onun birinji hususy oniimleri nola deit we

A=f"(a,b), B=f"(a,b), C=["(a,b) (55)
bolsun. Eger

1) AC-B*>0 bolsa, onda 4>0 bolanda M funksiyanyfn mini-
mum, 4 <0 bolanda bolsa maksimum nokadydyr;

2) AC-B*<0 bolsa, onda M nokatda funksiyanyi ekstremumy
yokdur.

< Ikinji hususy oniimlerin {izniiksizligi sebapli (55) esasynda

f" (@ by=A+a, lima, =0,
Ao—0

"ors R\ — : _
fxy(aa b)_B+a29 Alpll;l:loaz - O’
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f’;y(aN’ b):C+a3) Algl;n()a?) = O’
bu yerde Ao = v Ax* + Ay*. Sofia gord bu denlikler we f '(a, b)=0,
f ’y(a, b)=0 denlikler esasynda (53) formula seyle gorniisi alar:
flx,y) —fla,b) = %[AAXZ + 2BAxAy + CAY*| +

+ L@, Ax? + 20, AxAy + a, AY?].

2
Ony 6zgerdip,
fx,y)—fla,b) = Ay2[A< +2BAY 4 C]
’ ’ 2 Ay Ay
Ao’ [ Ax Ax Ay <Ay>2]
+— ) al<A‘0) +2a2Ap Ao + a, Ao
ya-da

fxy)— flab) = 2 [A(Ax> + 2B + C]+ aho®  (56)

gorniisde yazmak bolar, bu yerde

2
o=l ] -2 i i)
Yeterlik kici Ao ii¢in (56) denligiii sag boleginin alamaty kwadrat

yayyn i¢inddki anlatmanyn, yagny A#+2B¢+ C ligagzanyn alamaty

bilen kesgitlenyér, bu yerde ¢ =Ax/Ay. Milim bolsy yaly, AC—B>>0
we A>0 bolanda ligagzanyn alamaty polozitel, AC—B*>0 we 4<0
bolanda iicagzanyn alamaty otrisateldir, AC—B*<0 bolanda bolsa
onun alamaty tiytgeydndir. Sonun {igin hem (56) denligin esasynda

AC—B*>0 we A>0 bolanda f{x, y)>fla, b), yagny M funksiyanyf mi-

nimum nokadydyr, AC—B*>0 we A <0 bolanda f(x, y)<f(a, b), yagny

M funksiyanyti maksimum nokadydyr. 4C—B*<0 bolanda bolsa

fx, y)-fla, b) tapawut alamatyny Uytgedydr we sofia gord M

funksiyanyn ekstremum nokady bolup bilmez. >
11-nji mysal. fix, y)=x*+)*—2x+4y+8 funksiyanyn ekstremu-

myny tapmaly.
<t I1ki bilen funksiyanyn hususy ontimlerini tapalyi:

, lim @ = 0.
Ao -0
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fi=2x=2, fi=2y+4, fU.=2, [ =0, f" =2

Sunlukda, x=1, y=-2 bolanda f"=0, f"=0 bolar we sol no-
katda AC-B*=2-2-0=4>0, A=2>0. Sonun {igin hem M (1, -2)
funksiyanyii minimum nokadydyr we minf(x, y)=f(1, -2)=3. >

1-nji bellik. Eger 4AC—B*=0 bolsa, onda M_ funksiyanyn ekstre-
mum nokady bolup hem, bolman hem biler. Ony asakdaky mysallar
tassyklayar.

12-nji mysal. f(x, y)=x>+2xy+)? g(x, y)=x)° funksiyalaryi
ekstremumyny deriiemeli.

< Funksiyalaryfi ikisi tigin hem M (0, 0) ekstremumyf bolup
biljek nokadydyr we sol nokatda AC—B*=0 (6zbasdak barlan!).
Sunlukda, fix, y)=(x+»)*>0=£0, 0) bolyandygy iigin M  birin-
ji funksiyanyfi minimum nokadydyr, g(0, 0)=0 we M nokadyn
etrabynda ol funksiyanyfi alamatynyt tiytgeyéndigi sebdpli, M nokat
ikinji funksiyanyn ekstremum bokady bolup bilmez. >

2-nji bellik. Kop tytgeyénli f{M) funksiya tgin dfiM )=0 bo-

landa AM)—f(M,)) = %dz A(M) bolyandygy sebipli, M nokat

d*AAM)>0 bolanda funksiyanyfi minimum, d*{M)<0 bolanda mak-
simum nokadydyr.

§7. 10. Sertli ekstremum diisiinjesi

1. Sertli ekstremumyi kesgitlenisi. z=f{x, y) funksiyanyn x we

y lytgeyénleriniii
g(x, »)=0 (57)
deniligi kanagatlandyryan ekstremumyny tapmaklyga sertli ekstre-

............

Eger (57) denilleme y =y(x) funksiyany kesgitleyén bolsa, onda
ony z=f{x, y) funksiyada goyup, x-e goré bir liytgeyénli

z=1x, y(x)] (58)

funksiyany alarys. Sonufi iicin bu halda iki tytgeyéanli z=£fx, )
funksiyanyin sertli ekstremumyny tapmak meselesi bir iiytgeyan-
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li funksiyanyn ekstremumyny tapmaklyga getirilyir, yone (57)
denilemeden y =y(x) funksiyany kesgitlemek hemise basartyan daldir.
Bu halda sertli ekstremumy tapmaklyga basgaga cemelesmeli.

2. Lagranzyn usuly. Goy, g(x, y) differensirlenydn funksiya bo-

lup, 0g/dy+#0 bolsun. Onda mélim bolsy yaly, y,'= <_?)_§) / (g—i)

Cylsyrymly (58) funksiyany differensirlédp, z' =/ +/ | denligi
alarys. Ol funksiyanyf ekstremumynyfi zerur serti /7 +f"y' =0 defiligi

X

anladyar. Bu denlik esasynda y,/'= <—%> / (%) bolar. y’ oniim

icin alnan anlatmalary denesdirip,

20/ 20)-(2)/1%) v
(2)/1%)-(2)/(%)

deiiligi alarys. Bu yerdédki den gatnagyklary —A bilen belgilédp, funk-

siyanyn sertli ekstremum nokadynda f—’f = f—f =—A denlikleri,

g& &
olardan bolsa
f+Ag'=0, f;+ﬂg;=O (59)
denlikleri alarys. Eger Lagranzyn funksiyasy atlandyrylyan
L(x, y, H=flx, y) +Ag(x, y) (60)
funksiya seretsek, onda (59) deilikleri
L(x,y,4)=0, L'(x,y,A)=0 (61)

gorniisde yazmak bolar. (57)we (61) deiiliklerden sertli ekstremumyn
bolup biljek nokatlarynyfi koordinatalary we A parametrifi bahalary
kesgitlenyar.

Seylelikde, z=f(x, y) funksiyanynn (57) baglanysyk denligi
kanagatlandyryan ekstremumynyn bolup biljek nokatlaryny tapmak
ticin ilki bilen (60) denilik boyunga Lagranzyn funksiyasyny diiziip,
onuil x, y, A boyun¢a hususy oniimlerini nola deileyérler we sol
denilemelerden x, y, A kesgitlenyir. Ol deiillemeler sertli ekstremumyfi
zerur sertini anladyar.
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Ug¢ we ondan-da kop iiytgeyinli funksiyalaryni sertli ekstremu-
my, yagny ol funksiyanyn baglanysyk deillemeleri kanagatlandyryan
ekstremumy sonun yaly tapylyar. Mysal iicin, eger u =f{x, y, z) funk-
siyanyn

g, y,2)=0, p(x,y,2)=0 (61)
sertleri kanagatlandyryan ekstremumyny tapmak talap edilyin bolsa,
onda ilki bilen Lagranzyn

L(x, p,z, A, 1) =ftx, y, 2) + Ag(x, y, 2) + 1p(x, v, 2)
funksiyasy girizilyar we (61) denlemelere yene-de ii¢
L;(X, ya Za Aa ﬂ)zoa L;(xe ya Za Aa /l):O, L;(xa ys Za Aa ﬂ):() (62)

denleme gosulyar we ol denlemeler sistemasyndan ekstremumyn bo-
lup biljek nokatlarynyn x, y, z koordinatalary we A, ¢ parametrler kes-
gitlenyér. Sunlukda, (61) we (62) detilemeler u=£{(x, y, z) funksiyanyn
ekstremumynyi zerur sertini anladyar.

13-nji mysal. z=9-8x—6y funksiyanyn x>+)?=25 baglanysyk
denlemesini kanagatlandyryan ekstremumyny tapmaly.

< I1ki bilen (60) denilikden peydalanyp,

L(x,y, A)=9—8x—6y + A(x*+)*—25)
Lagranzyn funksiyasyny diizelin we hususy oniimleri tapalyii:

OL _ g1 9L __ 642y

ox ady
Olary nola denlap, x*+)*=25 denleme bilen bilelikde
-8+ 2Ax = 0;
-6+ 24y =0,
x*+y* =25

sistemany ¢ozelin. Onun ¢oziiwleri:
A=1; x,=4; y=3, A=-1; x,=-4; y,=-3.

2

Ikinji hususy oniimleri tapyp, ikinji differensialy taparys:

L _gp L _ . L _ 2 A (4
9 = 24; 8x8y_0’ 9y =24, d’L=2A(dx*+d)?).
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Ahyrky denliginn esasynda A =1; x,=4; y,=3 bolanda d°L>0
bolyandygy sebépli, ol nokat L(x, y, A) funksiyanyi sertli minimum
nokadydyr; A,=—1, x,=—4, y,=-3 bolanda d’L <0 we sonuii iigin bu
nokat L(x, y, A) funksiyanyn sertli maksimum nokadydyr.

Seylelikde,

z . =minflx, y)=£(4,3)=9-8-4-6-3=-41;

m

2z =maxf(x, y)=f(—4, —3)=9-8 - (4)—6 (-3)=59. >

m

§ 7. 11. Tekizlikde ¢yzyklar
masgalasy

1. Birparametli defilemeler masgalasy. Tekizlikde C parametr
ticin

F(x,y, C)=0 (63)

denileme boyunga kesgitlenyian ¢yzyklaryn kopliigine birparametrli

da bolan parabolalaryn kopliigini; 2) y=(x—C)*> — depeleri Ox okun-
da bolan parabolalaryn kopliigini; 3) xy=C (C#0) — koordinatalar
oklary asimptotalary bolan giperbolalaryn

kopliigini mysal getirmek bolar.
Oziinifi her bir nokadynda birparametrli
denilemeler masgalasynyn kabir ¢yzygyna
(6zem diirli nokatlarda onun diirli ¢yzyk-
4-nji surat laryna) galtagyan ¢yzyga ol deiillemeler
Goy, (63) birparametrli denleme bilen kesgitlenydn ¢yzyklar
masgalasynyn y =y(x) deiileme bilen kesgitlenyédn oramasy bar bol-
sun, bu yerde y(x) differensirlenyin funksiyadyr. Goy, M(x, y) nokat
(63) denleméinin oramasynyn erkin nokady bolup, ol berlen ¢yzyk-
lar masgalasynyn kébir ¢yzygyna hem degisli bolsun. Ol ¢yzyga C
parametrin kibir bahasy degisli bolup, ol bellenen x we y iigin (63)
denileme bilen kesgitlenyér, yagny C = C(x, y). Sonun ii¢in oramanyn
ahli nokatlary ticin F[x, y, C(x, y)]=0 denlik yerine yetyir. Eger
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y=y(x) bolsa, onda bu deiilik tozdestwa owriilyar. C(x, y) funksiyany
differensirlenydn hemiselikden tapawutly funksiya hasap edip, ol
toZzdestwony x boyunca differensirlélin:
OF | 9F , , 9F 3C , dF aC ,/ _
ox ToyY Tacex Tocay” T
ya-da
FA+F y'+F(C+C y)=0. (64)
Bu deilikden M(x, y) nokatda orama gegcirilen galtagyanyn burg
koeffisiyentini tapyarys. Sol nokatda berlen ¢yzyklar maggalasynyn
¢yzygyna gegirilen galtagyanyn burg koeffisiyentini bolsa (63) den-
lemeden taparys. Sol deiilemede C-ninn hemiselikligi esasynda ony

differensirlép,
F'+F'y'=0 (65)

denligi alarys. Cyzyklar masgalasynyn ¢yzygyna we orama sol bir
nokatda gegirilen galtagyanyn burg koeffisiyentlerinin biri-birine den-
ligi iigin, (64) we (65) denlemelerden
F(C+Cy)=0
deriligi alarys. Serte gord C(x, y)#const bolany tgin (C'+ c yN#0.
Sofia goréd-de oramanyf dhli nokatlary ti¢in £ (x, y, C)=0 defilik ye-
rine yetyar.
Seylelikde, (63) ¢yzyklar masgalasynyn oramasy
Flx,y, 0)=0, Fi(x,y,()=0 (66)

denilemelerden kesgitlenyar.
1-nji bellik. F(x, y) funksiyanyn hususy Ontimlerinin ikisinin
hem nola deni bolan nokatlaryna F(x, y)=0 ¢yzygyn ayratyn nokatlary

------

Fx,y)=0, F(x,y)=0, Fi(x,»)=0

denlemeler sistemasyndan kesgitlenyar.
2-nji bellik. Eger (63) ¢yzyklar masgalasy ti¢in kébir y=y(x)
funksiya onunl ayratyn nokatlarynyn kopliigini kesgitleydn bolsa,
onda ol nokatlaryn koordinatalary (66) denlemeleri kanagatlandyryar.
Seylelikde, (66) denilemeler oramany ya-da ayratyn nokatlaryn
kopliigini ya-da olaryn ikisini bilelikde kesgitleyar.
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Koordinatalary (66) denlemeleri kanagatlandyryan @hli nokat-
laryn kopliigine (63) cyzyklar masgalasynyn diskriminant ¢yzygy
diyilyar.

§7. 12. Empirik formulalar

Gozegeiligin netijeleri hasaplanylanda kopleng seyle mese-
1d dus gelinyér: x we y ululyklaryn kopsanly bahalary belli, yone
olaryn arasyndaky funksional baglylygyn hésiyeti belli dal. Al-
nan maglumatlar boyunca x we y ululyklaryil arasyndaky anali-
tiki baglylygy tapmaly. Seyle meseleleri ¢6zmekde alynyan for-
mulalara empirik formulalar diyilydr. Gézeggiligin we tejribénin
netijesinde diizlilydn empirik formulalar tebigy ylymlarda, hu-
susan-da fizikada, himiyada we beyleki ylymlarda ginisleyin
ulanylyar.

Empirik formulalary diizmek meselesi seyle amala agyrylyar.
Goy, 6lgeglerinl netijeleri esasynda

X )Cl x2 X3 )Ck xk+l )Cn

Y y1 yz y3 yk ka yn

tablisa diiziilen bolsun we y =¢(x, C,, C,, ..., C ) gozlenydn empirik
formula bolsun, bu yerde ¢(x, C,, C,, ..., C ) funksiya x ululyga we
C,C, .., C parametrlere baglydyr. Goy, x, we y,_degislilikde tablisa-
nyfi birinji we ikinji setirinddki sanlar we ¢(x)) = ¢(x,, C, C,, ..., C))
bolsun. Onda ¢(x )~y =€, (k=1, 2, ..., n) sanlara gysarmalar ya-da
hatalar diyilyédr. ¢(x, C, C, ..., C ) funksiyanyn C, C,, ..., C

m

parametrlerinin CO,CS,...CZ bahalary nahili alnanda gysarmalar
in kici bolar diyen meseld seredelin. Gysarmanyn i ki¢i bolmak
kriterilerininn i¢inde ginisleyin yayrany in ki¢i kwadratlar usulyna
esaslanyan kriteridir: ¢(x, C,, C,, ..., C ) funksiyanyn parametrlerini
gysarmalaryn kwadratlarynyn

n
Y=gttt (67)
k=1

jemi ifl ki¢i bolar yaly néhili saylap almaly?
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Bu usuly ilki bilen x we y ululyklaryn ¢yzykly baglanysykda bo-
lan haly iicin beyan edelin,yagny bu halda i1 ki¢i kwadratlar usuly
boyunca empirik formulanyn parametrlerini kesgitlemek meselesine
seredelin. Onuf tigin tablisadaky x, we y, sanlara tekizligifi goniiburg-
ly dekart koordinatalaryndaky

M (x,, ¥ My(x,, )5 oees M (X, 7,)
nokatlaryn koordinatalary hokmiinde seredeliii. Ol nokatlar tas kébir
goni ¢yzykda yatyar hasap edelin. Bu halda x we y ululyklar ¢cyzykly
baglydyr diyip gliman etmek tebigydyr, yagny

y=ax+b, (68)
bu yerde a we b kesgitlenilmeli parametrlerdir. (68) denligi
ax+b—y=0 (69)

gorniisde hem yazmak bolar. M (x,, y,) nokadyin (68) defileme bilen
kesgitlenydn goni ¢yzykda yerlesydndigi takmyn bolany iicin, (68)
formulanyn 6zi hem takmyndyr. Sonu ii¢in (69) formulanyn ¢ep bole-
ginde x we y ululyklaryfi yerine tablisadan alnan x, y, (k=1, 2, ..., n)
bahalary alsak, onda

ax, +b—y =¢;;

ax, +b— Yy = & (70)

ax,+b—y, =¢,
detilikleri alarys, bu yerde € , €, ..., €, — gysarmalardyr.

a we b koeffisiyentleri gysarmalar absolyut ululyklary boyunca
miimkin boldugye¢a kici bolar yaly saylap almak talap edilyar. In kigi
kwadratlar usulyna layyklykda a we b koeffisiyentleri

u=e+e+..+e (71)

gysarmalaryn kwadratlarynyn jemi ifi kici bolar yaly alyarys. Eger
bu jem yeterlik kici bolsa, onda gysarmalaryn 6zleri hem absolyut
ululyklary boyunga ki¢i bolar. (70) denlikleri (71) formulada goyup,
u=(ax, +b—y y+(ax,+b-y,) +..+(ax +b—y ) (72)
funksiyany, yagny a we b ululyklara goré iki tiytgeyénli funksiyany
alarys. Ol funksiyanyn a we b parametrlere gord il ki¢i bahany
ou ou

almagynyn zerur serti = 0, » = 0.
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(72) funksiyanyi a we b gorad hususy oniimlerini nola denlap,
a ZX? +bY =D NV
k=1 k=1 k=1

aY x,+bn= >y
k=1 k=1
deiilemeler sistemasyny alarys we ondan (68) empirik formulanyn a
we b parametrlerini taparys.

Indi x we y ululyklaryn kwadrat baglylyk haly {i¢in in kic¢i kwad-
ratlar usuly boyunca empirik formulanyn parametrlerini tapmak me-
selesine seredelin. Onui li¢in yene-de tablisadaky x, we y, sanlara
tekizligin nokatlarynyn goniiburgly dekart koordinatalary hokmiinde
garalyn we olara degisli M (x, y,), M,(x,,y,), ..., M (x ,y ) nokatlar tas
kibir parabolada yerlesyér hasap edelin. Bu halda x we y ululyklaryn
arasynda takmyn kwadrat baglylyk bar diyip giiman etmek tebigydyr,

yagny

(73)

y=ax*+bx+c, (74)
bu yerde a, b we c kesgitlenilmeli parametrlerdir.

Eger (74) formulanyn sag boleginde x we y ululyklaryn ye-
rine tablisadan alnan x,, y, (k=1, 2, ..., n) bahalary goysak, onda
z, = ax; + bx, + ¢ bolar. Eger a, b, ¢ parametrleri islendik & iigin
z,=y, (k=1, 2, ..., n) bolar yaly saylap bolsady, onda ol ifi ofiady bo-
lardy, yone n>3 ii¢in adat¢a ony beydip bolmayar, ¢linki

yy=ax; +bx, +c, y,=ax;+bx,+c, y,=ax;+bx;+c
deinliklerden kesgitlenyan a, b, ¢ parametrler kdpleng
Yy = ax; 4+ bx, +c,..,y, = ax; + bx, + ¢
detilikleri  kanagatlandyrmayar. Basgaca aydylanda z -y, =¢,
(k=1,2, ..., n) bolar, bu yerde €, gysarmalar ya-da hatalardyr.

(74) empirik formulanyin a, b, ¢ parametrlerini gysarmalaryn

kwadratlarynyn

U=+ +.+e=(z—-n+(zm—nP+.+(z,— )=
=(ax2+bx,+c—y) +(ax?+bx,+c—y,) + ..+
+(ax>+bx,+c—y,)
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jemi in kici bolar yaly kesgitldris. Onui {igin bolsa

du g, dU_g u_

da ob dc

denliklerin yerine yetmegi zerurdyr. u =u(a, b, ¢) funksiyanyn a, b, ¢
iytgeyédnler boyunca hususy oniimlerini tapyp we olary nola denldp,

+b Zxk +c Zxk Zykxk,

a2

Zxk +0b Zxk +cC Zxk Zykxk’
— = —1
a2

v

bek+ncZyk
K= K=

normal denilemeler sistemasyny alarys we bu sistemadan (74) empirik
formulanyn parametrlerininn bahalaryny kesgitléris.

14-nji mysal. Goy, tejribdnin esasynda argumentinl bias bahasyna
gozlenyin y funksiyanyn degisli bis bahasy alnan bolsun:

X ) 0 1 2 4
y 0,5 1 1,5 2 3

x we y ululyklaryn arasyndaky funksional baglylygy y=ax+b
¢yzykly funksiya gorniisinde aflatmaly.

< Cyzykly funksiyanyn koeffisiyentlerini tapmak ti¢in (73) siste-
madan peydalanarys. Onui {igin tablisany ulanyp alarys:

5 5 5 5
Dy, =165 Dxi=25 Ddx=5 Dy =8
k=1 k=1 k=1 k=1

Sona goré (73) sistema seyle gorniisi alar:
{25a + 5b = 16,5,
Sa + 5b = 8.

Bu sistemany ¢ozlip taparys: a=0,425, b=1,175. Seylelikde,
y=0,425x+1,175 gozlenydn goni ¢yzygyn denlemesidir. >
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Goniikmeler

y .
5 funksiyanyn f(1, 2), A2, -1), A2, 2) baha-

L flx,y) =
laryny hasaplamaly.

2. Berlen f(x,y) = xy + % funksiya boyunga f(y, x), fi—x, —),

A1, 1), (1, y/x) funksiyalary tapmaly.
Funksiyalaryn kesgitlenis oblastyny tapmaly:

2 2
3.2=3x+2y-5. 6.z= | STV =X
2x —x“—y

4.z=y9 —x*—y*. T.u =+ xyz.
1
5.z= . .u=x+yyz.
Jar4+y* =25

Funksiyalaryn dereje ¢yzyklaryny tapmaly:

1
9.z=x+y. 11. z = :
4 x% 4 3y?
10. 2= 163292, 12.z = y?
Funksiyalaryn dereje iistlerini tapmaly:
1
13. u=x—y+z 15.u = .
4 x* + 9y + 47°
14. u=x*+y*—z. 16. u = %
x4y
Funksiyalaryn predellerini tapmaly:
17. lim sinxy, 19, lim =+
-1y =0 X4y
y»O y—0
3.3 2.2
18. lim*~—> 20. lim— 2.
x=2 X—=Y x—0 X + y
y—2 y—0
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2.3

21. lim—2 . 22. lim—%X
x——2xy+2 X~0x2+y2
y—1 y—0

Funksiyalaryn tizniiksizdigini subut etmeli:

23.z=x—y+xy. 25, u=x-y+z.
24, z=x3+)3—3xy. 26. u=x*+y*—z%
Funksiyalaryn iiziilme nokatlaryny tapmaly:
1 1
27,z = 290 =———5—.
(x+2)7 +(y—3) X +y -z
28. 2 = L C30.u=—1
S+ 4P+ (- 37 sinyz
Funksiyalaryn hususy oniimlerini tapmaly:
31. z=ysin(2x—y). 34.z=2v.
32. z=x’cos(x+3y). 35.z = i I;) .
2 2
33.z = 4/dxy. 36.z=""2
W

Funksiyalaryn doly differensiallaryny tapmaly:

37. z=x*+y*—3x}*+5x)°. 39. y = \/m
2y — 3z2°

— 13X —
38.z=y* 40. u Ar — 55

41. Funksiyanyn artymyny differensialy bilen calsyryp, takmyn
bahasyny hasaplamaly:

a) /(1,03) +(2,98).
b) 1,982,
¢) /(2,02 + (1,03 + (1,97).

Funksiyalaryn ikinji tertipli hususy oniimlerini tapmaly:
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X—y

42, z=x>+y*—xy. 44, z = .
z=x*+y’—xy z=-"7 v
_ Xy
43. z=cos(2x—3y). 45. z = :
z=cos(2x—3y) z=—7 y
Funksiyalaryn ekstremumyny tapmaly:
46.z=(x—1)>+4~. 48. z=2x*—4xy+6)*—8x+ 16y +19.

47.z=x*+2y"—4x+12y.  49.z=3x>+2x)*—51x—24y.

50. Esasy ¢ we C depesinde sol bir burgy bolan &hli tigburcluklar-
dan perimetri il uly bolan ticbur¢lugy tapmaly.

51. Dort M (x,, ), M,(x,, ,), M,(x,, y,), M,(x,, y,) nokatlara
cenli uzaklyklaryn kwadratlarynyn jemi in ki¢i bolan M(x, y) nokady
tapmaly.

52. Perimetri 2p bolan, bir tarapynyn dagyndan aylananda géwrii-
mi ifi uly bolan jisimi emele getiryin licbur¢lugy tapmaly.

Jogaplar

1. 4/5; —4/5; 1. 2. xy+y/x; xy+y/; 2t; 2y/x. 3. Ahli Oxy tekizligi.
4.Merkezi koordinatalar baglangyjynda, radiusy 3-e den tegelegin icki we ara-
¢k nokatlarynyn kopliigi. 5. Merkezi koordinatalar baglangyjynda, radiusy
5-e den tegelegin igki nokatlarynyn kopliigi. 6. Oxy tekizligin x <x?+)*<2x
densizligi kanagatlandyryan nokatlarynyn kopliigi (ayjagaz). 7. Ginisligii
xyz>0 densizligi kanagatlandyryan nokatlarynyn kopligi. 8. Ginigligin:
1) y>0, z>0; 2) y<0, z<0 sertleri kanagatlandyryan iki oktantynyn top-
lumy. 9. x+y=C (goni ¢yzyk). 10. 16x>—9y*=C (C#0 bolanda gi-
perbolalar we C=0 bolanda iki goni ¢yzyk). 11. x>+3y*=C (C>0 bo-
landa ellipsler). 12. y*=Cx (parabolalar). 13. x—y+z=C (tekizlikler).
14. x> +)?—z=C (paraboloidler). 15. x> +9)? +4z>=C (C>0 bolanda ellip-
soidler). 16. z2=C*(x*+)?) (C#0 bolanda konuslar). 17. 1. 18. 12. 19. 0.
20. Predeli yok. 21. 1. 22. Predeli yok. 27. A(-2, 3). 28. A(-4,3). 29.z =x*+)?
paraboloidde yatyan nokatlar. 30. Koordinatalar tekizliklerinde yatyan no-
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katlar. 31. z/=2ycos(2x—y), z’=sin(2xfy)fycos(2xfy) 32. z’=2xcos(x+

. _1 Y
+3y)—x2sin(x+ + = / 4/
3y)—x*sin(x 3y),z —3x%sin(x +3y).33. z, 2 =2V 2

r— ), ’ ’ —2x
34. z\ =y2"In2, z' =x2"In2. 35. z/= z, = .
) (x + y) T (x+y)
2 2
36. z,'= %, z) = ¢ 37. (4x°—6xy* +5)%)dx + (4 —6x%y +
(x® +5%) (x* +y°)
~ 2xdx + 2ydy + 22dz
+15x%)dy. 38,  3y¥Inydx +3xy*'dy.  39.
J X+ y +7
40,32 = 322) 4 24z = Sx)dy + (152x = 89)dz 41 2)3.153:b)3.978:¢)3.003.
(4z — 5x) (4z — Sx)
3’z _ 9’z _ 3z _ 9*z _ P’z _ _
42. ol 2, 3y = E)yax =—1. 43. i 4 cosx(2x — 3y),
9%z 9’z 2’z
~—= =—9cosx(2x — 3 = = 6cosx(2x — 3y). 44. =
. (2x = 3y), axay yor (20— 3y). 44. =3
_ 4y 9%z 4 3z _2x=y) 4s 3z _ =2
(x+y)P" 9y (x+y) MY (x+y) w? (x+y)
¥z _ —2x 'z _ _ 2xy

= , . 46. minf{x 1,0)=0.47.minf(x,y)=
o (xtyP ady - (x +y) fx,y)=A1,0)= x,y)=

=f(-3, 2)=-22. 48. minflx, y)=A1, —1)=7. 49. maxfix, y)=f—4, -1)=152,
minf(x, y)=f4, 1)=—152, A(-1, —4) we B(1, 4) ekstremum nokatlary dal.

50, Deriyanly. 51, x = At TN X o WA TV HI 55 P

4 e 4 e T

_3 __3p
_2,2_4.

I1. 8. GAT INTEGRALLAR
§8. 1. Ikigat integrallaryn
kesgitlenisi we hisiyetleri

1. Ikigat integrallara getiryéin meseleler. 1) Silindrik jisimin
gowriimi hakyndaky mesele. Esasy Oxy tekizlikde yerlesyin S tekiz
figura bolan, gapdallaryndan emele getirijisi Oz okuna parallel we
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ZA z=f{x,y) VA

=Y

<V
S

[
[

N |_Q:I
b
L

R

5-nji surat

ugrukdyryjysy S figurany ciklendiryian y ¢yzyk bolan silindrik {ist
bilen we yokarsyndan z =f{x, y) iist bilen ¢éklenen jisime seredeliil
(5-nji a surat).

Silindrik jisim atlandyrylyan sol jisimiii gowriimini tapmak me-
selesine garalyi. Ony tapmak iicin S figurany ¢yzyklaryn tory arkaly
S.,S,, ..., S boleklere bolelin (5-nji b surat) we olaryn meydanlaryny
degislilikde AS|, AS,, ..., AS bilen belgildlif. Her bir S, (k=1,2, ..., n)
bolekde erkin M,(x,,y,) nokady alyp, funksiyanyfisol nokatdaky f(x ,y,)
bahasyny §_bdlegin AS, meydanyna kopeldelini. Sonda, f(x,, y,)AS,
kopeltmek hasyly esasynyf meydany AS_we h =f(x,, y,) beyikligi
bolan silindrik jisimini gdwriimidir. Sonui {icin ol kopeltmek hasyl-

laryndan diiziilen )’ f(x,,y,)AS, jem berlen silindrik jisimi takmyn
k=1
calgyryan basgangak silindrik jisimiii /. gdwrlimine dendir:

v, = kﬁ}f(xk,ykwsk. (1)

S, (k=1, 2, ..., n) bolekleriii diametrlerinifi ifi ulusyny d bilen
belgildlin. Onda d — 0= n—oo. Eger

V= limy, = im 3 /(x5 2)

rrrrrr
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2) Plastinkanyn massasy hakyndaky mesele. Oxy tekizlikde
v ¢yzyk bilen cdklenen § figura seredelinn (5-nji b surat) we onda
0=f(x, y) dykyzlygy bolan jisim yayradylan bolsun. Plastinka at-
landyrylyan ol figuranynt 0 =£(x, y)>0 dykyzlygy belli halynda onun
massasyny tapmak meselesine garalyn. Onun {icin 1-nji meselediki
yaly § figurany boleklere boliip, alnan boleklerii meydanlaryny AS,
AS,, ..., AS bilen belgildlin. Her S, bolekdéki dykyzlyk hemiselik we
kabir nokatdaky dykyzlyga defi hasap edelif, yagny o, =f(x,, y,). Onda
Sx,, ¥ )AS, kopeltmek hasyly plastinkanyfi S, boleginifi massasynyn
takmyn bahasy, seyle kopeltmek hasyllarynyn &hlisinint jemi bolsa S
plastinkanyf 6ziinifi massasynyfi m takmyn bahasy bolar, yagny

m, = Zf(xk’yk)ASk'
k=1

Sonun ii¢in hem bu jemint d — 0 bolandaky predeli plastinkanyn
massasynyi takyk bahasy bolar:
m = limm, = Llilfr(l)kglf(xk’yk)ASk' (3)
2. Ikigat integralyn kesgitlenisi. Tekizlikde yapyk / ¢yzyk bilen
caklenen D oblastda kesgitlenen z=fx, y) funksiya garalyii. D ob-
lasty D, (k=1, 2, ..., n) boleklere boliip, olaryft meydanlaryny AS,
AS,, ..., AS bilen belgilélif. Her bir bolek D, oblastda erkin M (x,, y,)
nokady alyp, funksiyanyn sol nokatdaky bahasyny AS meydana ko-
peldelin we seyle kopeltmek hasyllaryndan
I, = 2 f(xuy)AS, 4)
k=1
jemi diizelin. Ona f(x, y) funksiyanyin D oblast boyunca integral
jemi diyilydr. D, bolek oblastlaryni diametrlerinifi ifi ulusyny d bilen
belgildlin.
Eger Ve >0 san ligin seyle 6>0 san tapylyp, d<0 bolanda
l-1]|<e

densizlik D oblastyti boleklere boliinmegine we D, bolekden alynyan
M, nokada baglanysyksyzlykda yerine yetyén bolsa, onda / sana /

......
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Eger d— 0 bolanda integral jemin predeli bar bolsa, onda sol

......

we ol ﬂ. f(x,y)ds ya-da ﬂ Sf(x,y)dxdy bilen belgilenyér:
D D

gﬂmw$=gﬂmww@=g%§ﬂ%nm% (5)

bu yerde f(x, y) funksiya integral astyndaky funksiya, D bolsa integ-

Eger f(x, y) funksiya yapyk kwadratlanyan D oblastda {izniik-
siz bolsa, onda (5) formulanyn sag bolegindéki predel bardyr (onun
subudyny [1] kitapdan gérmek bolar). Bu halda f(x, y) funksiya D
siz funksiya integrirlenyindir. Uzniiksiz bolmadyk funksiyalaryii in-
tegrirlenyédni hem, integrirlenmeyani hem bardyr.

n
Bellik. Seredilen meselelerif ikisi hem ) f(x,.y,)AS, integral
k=1

jemi diizmeklige we ol jemin d — 0 bolandaky predelini tapmaklyga
getirildi. Ol predel bolsa kesgitleme boyunga f{x, y) funksiyanyn S
oblast boyunca ikigat integralyna dendir.

Seylelikde, (2) we (5) formulalaryn esasynda

V= fff(x,y)ds

denligi yazyp bileris we ol ikigat integralyn geometrik manysyny
anladyar, yagny esasy S bolan we yokarsyndan z=f{x, y) list bilen
ciklenen silindrik jisimin gdwriiminin f{x, y)>0 funksiyanyn S oblast
boyunga ikigat integralyna dendigini gorkezyér.

Sonui yaly-da (3) we (5) formulalaryn esasynda

m= || flx.y)ds

denligi yazyp bileris we ol ikigat integralyn fiziki manysyny anladyar,
yagny st dykyzlygy o=f(x, y)>0 funksiya bolan S plastinkanyn
massasynynl berlen funksiyanyn S oblast boyuncga ikigat integralyna
dendigini gorkezyar.
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Seylelikde, garalan meselelerin ikisinin hem ikigat integral dii-
stinjesine getiryéndigini gordik.

3. Ikigat integrallaryn hésiyetleri. 1) Eger f(x, y) we g(x, y)
funksiyalar D oblastda integrirlenyian bolsa, onda olaryn algebraik
jemi hem sol oblastda integrirlenyar we

ff[f(x,y)ig(x,y)]ds = ﬂf(x,y)dsiffg(x,y)ds

denlik dogrudyr.
2) Hemiselik kopeldijini integral belgisinin dasyna ¢ykarmak
bolar:

ff Kf(x,y)ds = k ff Fx,y)ds.

3) Eger f(x, y) funksiya D oblastda integrirlenydn bolsa we D
oblast kesismeyédn D, we D, boleklere boliinen bolsa, onda

[ fyyds = [[ fxyds + [ fx.y)ds

deilik dogrudyr.
4) Eger D oblastda integrirlenyédn f(x, y) we g(x, y) funksiyalar
V(x, y) € D ligin f(x, y)<g(x, y) deiisizligi kanagatlandyrsa, onda

ﬂf(x,y)ds < ﬂg(x,y)ds.

5) Eger f(x, y) funksiya D oblastda integrirlenyén bolsa, onda
|f(x, ¥)| funksiya hem D oblastda integrirlenyér we

JJ fxyyds| = ([ Ax.y)lds.

6) Eger flx, y) funksiya D oblastda integrirlenydn we
m<f(x, y)<M densizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda

ms < L{f f(x,y)ds < MS

densizlikler dogrudyr, bu yerde S berlen D oblastyn meydanydyr.
Ikigat integralynl bu héasiyetleri onunl kesgitlemesi ulanylyp, aii-
satlyk bilen subut edilyar.
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§ 8. 2. Ikigat integrallaryn
hasaplanylysy

1. Integrirleme oblastyii goniiburcluk haly. Goy, G oblast
a<x<b, c<y<d demsizlikler boyunca kesgitlenydn goniiburc-
luk bolsun. Sol goniiburglukda {izniiksiz f{x, y)>0 funksiya {i¢in

ﬂ f(x,y)dxdy integralyn hasaplanylysyny gorkezelin.
G

Belli bolsy yaly, bu integral esasy G goniiburcluk, yokarsyndan
z=f(x, y) Ust we gapdallaryndan x=a, x=b, y=c, y=d tekizlikler
bilen ¢dklenen silindrik jisimin gowriimidir:

V= ﬂf(x,y)ds.
G
Sonui yaly-da § 6.6-da gorkezilen formula boyuncga ol gowriim

V= fS(x)dx,

bu yerde S(x) meydan x nokat arkaly gecydn we Ox okuny perpendi-
kulyar kesyén tekizligin jisimi kesende kesikdéki alynyan figuranyn
meydanydyr. Ol kesikde alynyan figura bolsa bellenen x {i¢in yokar-
syndan z=f(x, y) (c<y<d) funksiyanyn grafigi bilen ¢dklenen egri-
¢yzykly trapesiyadyr we onun S(x) meydany

S(x) = [ flx.y)dy

formula boyunca tapylyar. Bu ii¢ denligin esasynda ikigat integraly
hasaplamak ii¢in
b

ff Sflx,y)dxdy = f

formulany alarys. Seylelikde, ikigat integraly hasaplamaklygy
iki sany kesgitli integraly hasaplamaklyga getirdik. Sunlukda,
icki (kwadrat yaydaky) integral hasaplanylanda x hemiselik ha-
sap edilyir.

d
ff(x,y)dy dx (6)
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Bellik. Subut edilen (6) formulanyn f{x, y) <0 bolanda, seyle-de
Ax, y) funksiyanyn goniibur¢lukda alamatyny tiytgedydn haly iicin
hem Verine yetyiandigini gérkezmek bolar.

(6) formulanyii sag bolegine gaytalanyan integrallar diyilyar we

ol
br d b d
[ feeyydy|dx = [ax [ fx.y)dy. (7
gorniisde yazylyar. Edil sonun yaly,
dr b d b
|| fxyydxay = [| [ fxy)dsldy = [dy [ fzy)dx (@)
G c lLa c a

formulany gérkezmek bolar. (6)-(8) formulalaryn esasynda
b d d b
[ax [ fxy)dy = [y [ flx,y)ax ©)

denligi alarys. Bu deilik ikigat integralda goniibur¢luk boyunca
integrirlemegin netijesinin onun integrirleme tertibine bagly daldigini
gorkezyaér.

2. Integrirleme oblastynyn beyleki gorniisleri. a) Goy, D
oblast asagyndan y =p(x) funksiyanyn grafigi, yokarsyndan y = g(x)
funksiyanyn grafigi bilen ¢dklenen oblast bolup, Oy okuna parallel we
D oblast bilen umumy nokady bolan islendik géni ¢yzyk D oblastyii
aracdgini dine iki nokatda kesyén bolsun (6-njy surat). Ona Oy okuna
gord yonekey oblast diyelin. Goy,

G{a<x<bh,c<y<d}
ol oblasty icinde saklayan in kici
goniiburcluk bolsun. Eger fix, y) d
funksiya D oblastda iizniiksiz bolsa,
onda ol funksiya sol oblastda integ-
rirlenyéndir we

[ Axy), (x,y)€D, ol
F<x’y)_{ 0, (xy)EGD

yA

QF-————F—— = ———

=y

funksiya ilicin integralyn 3-nji hd- O
siyeti boyunga 6-njy surat
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[J Fxy)dxdy = [| FCx,y)dxdy (10)
D G
deillik dogrudyr. (6) formulanyn esasynda bolsa
b d
ﬂF(x,y)dxdy = fdfo(x,y)dy. (11)
G a c

[p(x), g(x)] kesimin tutuslygyna D oblastda yerlesyindigi sebép-
li, p(x)<y<q(x) bolanda F(x, y)=f(x, y) we ol kesimin dasynda
F(x,y)=0. Sona gord hem bellenen x ligin
p(x) q(x)
fF(x y)dy = fF(xy dy + fF(xy)dy+ fF(xy = [ fxy)dy.
p(x) q(x) p(x)
Sonia gord-de bu denilik esasynda (11) deniligi
b alx)
ff Fx.y)dxdy = [dx [ f(x.y)dy (12)
a  p(x)
gorniisde yazmak bolar. (10) we (12) formulalardan bolsa
b alx)
" ﬂf(xy dxdy = afdxp({)f(xy dy (13)
denlik gelip ¢ykyar.
1-nji mysal. y=8x, y=x%/2, x=1,
x=23 ¢yzyklar bilen ¢éklenen yapyk D
;" oblast boyunca (7-nji surat) f(x, y)=
A =x+2y funksiyanyn ikigat integralyny
hasaplamaly.
< Bu mysaldaky D oblast Oy
— okuna gord yonekey bolan 7-nji su-

v ratdaky oblastdyr:
7;’: D{l <x<3ix?<y< 8x}
SxS3oxsys :

Sonia gord-de D oblast boyunca
ol 1 3 > ikigat integraly (13) formulany ula-
nyp hasaplamak bolar:

7-nji surat
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8x

ﬂ(x + 2y)dxdy = fdx f (x + 2y)dy = f(xy +y%)

x/2 1

> 1.3 1.4 3 1.4 1 s\P
= 1f<72x —fx — Zx >dx = (24x —gx — ﬁx )L =602,1.>
b) Eger D oblast c<y<d, p (y)<x<gq,(y) defisizlikler bilen kes-
gitlenyédn bolup, ol Ox okuna gord yonekey oblast bolsa we f(x, »)
funksiya sol oblastda iizniiksiz bolsa, onda a) haldaky yaly
a(y)
ff flx,y)dxdy = f dy [ flx.y)dx (14)
¢ n
denligi subut etmek bolar.
¢) Eger D oblast hem Ox okuna goréd, hem Oy okuna gord yone-
key oblast bolup, sol oblastda f(x, y) funksiya {izniiksiz bolsa, onda
(13) we (14) formulalaryn ikisi hem dogrudyr we sonun esasynda bu
halda amatyna garap ikigat integraly hasaplamak tii¢in olaryn islendi-
gini ulanmak bolar, ¢iinki sol formulalar esasynda

q(x) a(y)
f de [ flx,y)dy = f dy [ flx.y)dx (15)
a p(x) c n()

deillik dogrudyr. Bu deiilik gaytalanyan integrallarda integrirlemegin
tertibini iiytgedip bolyandygyny gorkezyiar. Ony kopleng gayta-
lanyan integrallaryn birisiniii hasaplamasy kyn bolanda ulanyarlar.
Ony ulanmak ii¢in ilki bilen berlen gaytalanyan integralyn integrirle-
me ¢dkleri boyunca integrirleme oblasty kesgitleyéarler we somra sol
oblast boyunca beyleki tertipdiki gaytalanyan integralyn integrirleme
oblastyny we céklerini kesgitleyirler, yagny berlen a, b, p(x), g(x)
funksiyalar boyunca c, d, p,(»), ¢,(v) funksiyalar tapylyar (ya-da ter-
sine).

d) Eger D oblast Ox okuna goréd-de, Oy okuna gori-de yonekey
oblast bolman, ony sol gorniisdiki birndge oblastlalara boliip bolyan
bolsa, onda olaryn hersinde degisli formulalary ulanmak arkaly ikigat
integraly hasaplamaklygy gaytalanyan integrallary hasaplamaklyga
getirmek bolar.
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§ 8. 3. Ikigat integralda iiytgey:inleri
calsyrmak

1. Egri¢cyzykly koordinatalarda meydan. Oxy tekizlikde endi-
gan / ¢yzyk bilen ¢aklenen D oblasta seredelin. Goy, x we y-e gora
birbahaly

u=u(x,y), v=v(x,y) (16)
funksiyalar D oblastda tizniiksiz bolup, olaryni sol oblastda tizniiksiz
hususy ontlimleri bar bolsun.

Goy, (16) denlikler x we y ululyklary yeke-tdk kesgitleyén bol-
sun, yagny

x=x(u,v), y=y(u,v), (17)
bu yerde x(u, v), y(u, v) funksiyalar Ouv tekizligin D' oblastynda
tizniiksiz bolup, olaryn sol oblastda lizniiksiz hususy Oniimleri bar
bolsun.

Serte goréd (16) funksiyalar D oblastyn her bir M(x, y) nokadyna
D' oblastyn yeke-tdk M'(u, v) nokadyny degisli edyér. (17) funksiya-
lar bolsa onun tersine, her bir M'(u, v) € D' nokada yeke-tdk M(x, y)
nokady degisli edyér. Sona gord u we v sanlara M(x, y) nokadyn téze
koordinatalary hokmiinde garamak bolar we olara M nokadyn egri-

Seylelikde, (16) funksiyalar D we D' oblastlaryin nokatlarynyn
arasynda Ozdra birbahaly degisliligi gurnayar, yagny D oblasty
D' oblasta owiirydr. Sunlukda, D oblasty ¢éklendiryén / ¢yzyk D'
oblasty ciklendirydn /' ¢yzyga 6zgerdilydr. Su 6zgertmede bellenen
u Ugin Ouv tekizligin u =u_ goni ¢yzygyna Oxy tekizligiil parametrik
detilemesi x =x(u , v),y =y(u , v) gorniisde bolan kibir ¢cyzygy degisli
bolar (bu yerde v parametrdir). Sonun ii¢in hem su dwiirmede Ouv
tekizliginl u=u, u=u +Au, v=v, v=v +Av goni ¢yzyklar bilen
ciklenen A'B'C'E’ goniiburclugy Oxy tekizligin egrigyzykly ABCE
dortburclugyna dwriiler (8-nji surat). Sunlukda, goniibur¢lugyn depe-
lerinifi koordinatalary A'(u , v ), B'(u,+Au, v), C'(u, +Au, v, +Av),
E'(u, v +Av), egricyzykly dortburg¢lugyn depeleriniii koordinatalary
bolsa seyle bolar:
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4 E VA
E' C
C
A
A B
B A -
0 x 0 i
8-nji surat
A('xl’ yl)’ X =x(u0, V(,): Y, Zy(uo, Vo),
B(x,, y,), x,=x(u,+Au, v), v, =y(u, +Au,v),
Clxy, ), x,=x(u, T Au, v +Av),  y =y(u, tAu, v +Av),
E(x,, v, x,=x(u, v, +Av), v, =y, v +Av).

Tikeniksiz ki¢i Au, Av ululyklaryn yokary tertipli takyklygynda
egricyzykly ABCE dortburclugyin meydany AE we AB wektorlar
esasynda gurlan parallelogramyn meydanyna dendir. Ol wektorlaryn
koordinatalary bolsa seyle kesgitlenyér:

E: {xz —)Cl, yz_yl} = {x(uo + Au’ Vo) 7x(uos yg)’ y(uo + Aua Vo) 7)/(1”0’ ya)}’
"E: {X4—X], y4 _y] } = {)C(MU, Vo + AV) _x(uoa yg)a J’(“oa VU + AV) _y(u(,a y,,)} .
Lagranzyn formulasyny ulanyp, olary seyle yazmak bolar:
AB = {aXAu,ayAu}, AE = {axAv,ayAv}.

ou ou v av
Bu wektorlaryn esasynda parallelogramyn meydany
o 9y
AS =|[AB,AE ]| = mod gl gj AulAy
av v
ya-da
AS=|I(u, v)|AS', AS'=AulAv (18)
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formula boyunga tapylyar, bu yerde
o 9y
— _ | du du
I=1uyv)= 9y | (19)
av v

------

tapawutly hasap ederis. Seylelikde, egricyzykly koordinatalarda mey-
dan (18) formula boyunca tapylyar.

2. Ikigat integralda iiytgeyinleri calsyrmak formulasy. Eger
D oblastda lizniiksiz f{x, y) funksiya iicin x we y liytgeyanleri (17)
formula boyunca u we v liytgeyénler bilen ¢algyrsak, onda

S, ) =Alx(u, v), y(u, v)]=F(u, v)

bolar. Bu funksiyanyn D oblast boyunca integral jemini diizeli:
é Ay )AS, = kZ:F(uk, v)AS,.
(18) deiilik esasynda ony seyle yazmak bolar:
kz: Fx)AS, ~ ,;:F% vl 11AS,.

Bu denlikde predele gecip, ikigat integralyn kesgitlemesi esa-
synda ikigat integralda tiytgeyénleri calsyrmagyn
ff fx,y)dxdy = ﬂ (), y(u,v)] J(u, v) |dudy (20)
D D
formulasyny alarys. Eger dekart koordinatalaryny x = ocosg, y = osing
formula boyunca polyar koordinatalary bilen ¢alsyrsak, onda (19) for-
mula boyunca

ox 9y .
_ |90 9o | _| cos¢ sing |
I=1 = = = 21
(0,9) x|~ |—psing pcose|=° 21)
Jop Jp
bolar. Sonun ti¢in bu halda (20) formula esasynda
ﬂ-f(x,y)dxdy = ﬂ-ﬂp cos @, 0 sin ¢ |ododp (22)
D D’

formulany alarys.
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2-nji mysal. Ikigat ﬂ(2x — y)dxdy integraly hasaplamaly, bu
D

yerde D oblast x +y=1,x +y=2, 2x—y=1, 2x—y=3 goni ¢yzyklar bi-
len ¢éklenen parallelogramdyr (9-njy surat).

< Suratdan gorniisi yaly, D YA
oblast Ox okuna goré-de, Oy okuna
gori-de yonekey déldir. Sonui tigin
integrala (13) we (14) formulalary
goniimel ulanyp bolmayar. Olary
ulanmak ii¢in D oblasty 9-njy surat-

da gorkezilisi yaly, ii¢ bolege bol- b K D
meli we degisli li¢ integraly hasap- _
lamaly. o / < X
x we y uytgeyanleri
u=x+y, v=2x—y 9-njy surat

formulalary ulanyp calsyrma girizmek integraly hasaplamaklygy
yenillesdirydr. Bu calsyrmada Oxy koordinatalar sistemasyndaky
x+y=1,x+y=2 we 2x—y=1, 2x—y=3 goni ¢yzyklar Ouv koordina-
talar sistemasynda degislilikde u=1, u=2 we v=1, v=3 gbni ¢yzyk-
lara gegydr, yagny D parallelogram integrirlemek iicin amatly bolan
taraplary koordinatalar oklaryna parallel bolan D’ goniibur¢luga 6z-
gerdilyér. Bu halda yakobian

ox 9y | |1 1
_ _|ou ou|_|3 3 |_ 1 2 _ 1
I=lwv)=5: =12 1|="9 "9~ "3
v v 3 3

Sonun ii¢in (20) formulany ulanyp, integraly hasaplarys:

3
Ig(Zx — y)dxdy = Iﬂ;vdudv = éjdujvdv = ;j <V22>‘1 du =

%_%)fdu:LA.l:iD

1

1
3
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Bellik. Integral astyndaky funksiya ya-da oblasty ¢dklendirydn
¢cyzygyn denlemesi 6ziinde x>+)? jemi saklayan halynda, kdpleng, in-
tegraly yonekeylesdirmek dekart koordinatalaryndan polyar koordi-
natalaryna gegmek arkaly amala agyrylyar.

3-nji mysal. Ikigat ﬂ e"z’Lyzdxdy integraly hasaplamaly, bu
D

yerde D oblast x*+)?=1 towerek bilen ¢idklenen tegelegin birinji
YA kwadrantda yerlesydn dortden bir
bolegi (10-njy surat).

< Dekart koordinatalaryny
x=pcosp, y=psing formula bo-
yunga polyar koordinatalary bilen
calsyrsak, onda x*>+)?=p* bolar
we (21) formula esasynda yako-
bian /=0 bolar. 10-njy suratdan
gorniisi yaly, ¢ bur¢ 0-dan 7/2-a
cenli, 0 bolsa 0-dan 1-e ¢enli iiyt-

=y

0 1
10-njy surat geyar. Sonuil ii¢in (22) formulany
ulanyp alarys:
/2 1 /2

dex2+y2dxdy = ()fd@ofef’zpdp = %(6 - 1)()fd¢ = %(e —1).>

§ 8. 4. Ikigat integrallaryn ulanylysy

1. Geometriyada ikigat integrallaryn ulanylysy. Ikigat integ-
rallaryn geometriyada kébir ulanylyslaryna biz eyyam dus geldik.
Mysal tigin, § 8.1-de jisimin gdwriiminin

V= || flx,y)dxdy
D
formula boyunca tapylyandygyny gorkezipdik. Eger ol formulada

fix, y)=1 alsak, onda V'=1-S=S denligi, yagny D oblastyn meyda-
nyny hasaplamak {igin
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S:ﬁﬂ@:iw
formulany alarys.

2. Fizikada ikigat integrallaryn ulanylysy. 1) Plastinkanyn
agyrlyk merkeziniit  koordinatalary. Eger tekizligih M (x, x,),
MJ(x,, y,), ... M (x , x ) nokatlarynda m , m,, ..., m massalar yerles-
dirilen bolsa, onda § 1.1-ift 5-nji mysalynda gorkezilisi yaly, ol mas-
salaryn sistemasynyil agyrlyk merkeziniii koordinatalary

n n
Z My Xy Z e yy

x=Ht=l—  y=4=l 21

ka ka
k=1 k=1

formula boyunga tapylyar. Su formuladan peydalanyp, Oxy tekizligii
D oblastynda yerlesydn plastinkanynl agyrlyk merkeziniii koordina-
talaryny tapalyn. Goy, o=0(x, y) plastinkanynn M(x, y) nokadyndaky
dykyzlygy bolsun. D oblasty n bolege boliip, olaryfi meydanlaryny AS|,
AS,, ..., AS bilen belgilalifi. Her bir D, oblastdaky dykyzlygy hemise-
lik we 0, =0,(x,, y,) defi hasap edelint we sol bolegint m, =0 (x,, ¥, )AS,
massasy M,(x,, x,) nokatda toplanan bolsun. Onda n sany M (x,, x,)
material nokatlaryil sistemasynyn agyrlyk merkezinin koordinatalary
(21) formula esasynda seyle formula boyuncga tapylyar:

Zxkp(xk,yk)AS Zykp(xk’yk)ASk
x =4t . y=*= : (22)
Z O (X Y ) AS kzlp<xk’yk)ASk

Olar plastinkanyn agyrlyk merkezinin koordinatalarynyn takmyn ba-
halaryny ariladyar. Eger D, oblastlaryfi diametrleriniii ifi ulusy bolan
d— 0 bolanda predele gegsek, onda (22) deiliklerin sag boleginda-
ki jemlerinn predelleri ikigat integrallara den bolar. Sonun esasynda
(22) denliklerde d— 0 bolanda predele gegip, plastinkanyn agyrlyk
merkezinin koordinatalary ii¢in

xo=1 gf xo(x,y)dxdy, y, =L [[f yo(x,y)dxdy — (23)
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formulalary alarys, bu yerde m ol plastinkanyn massasydyr:
m = ﬂp(x,y)dxdy-
D

(23) formuladaky ikigat
M, = ffxp(x,y)dxdy, M, = ffyp(x,y)dxdy
D D

integrallar boyunga D oblastdaky plastinkanyn degislilikde Oy we Ox
oklaryna goré statiki momentleri kesgitlenyér. Eger plastinka birjyns-
ly, yagny dykyzlyk hemiselik bolsa, onda (23) formula

X, = %ﬂxdxdy, v, = %Df vdxdy (24)

gorniisi alar, bu yerde S plastinkanyn yerlesen D oblastynyii meyda-
nydyr.

2) Plastinkanyn inersiya momenti. Massasy m bolan material
nokadyn massasynyn sol nokatdan haysydyr bir oka (nokada) ¢enli
uzaklygynyn kwadratyna kopeltmek hasylyna material nokadyn sol

Massalary m , m,, ...,m bolan M, M., ..., M material nokatlaryn
Ou okuna (O nokada) gora inersiya momentlerinin

Zn:mkrkz
k=1

------

bu yerde r, material nokatdan Ou okuna (O nokada) ¢enli uzaklykdyr.

Su kesgitlemeden peydalanyp, dykyzlygy o=po(x, y) bolan D
plastinkanyn koordinatalar oklaryna we koordinatalar baglangyjyna
gord inersiya momentlerini kesgitldlin. Onun ii¢cin D oblasty bolek-
lere boliip, onuit AS, meydanly D, béleginifi m,=p (x,, y,)AS, mas-
sasy M (x,, y,) nokatda toplanan hasap edelini. Sunlukda, » material
nokatlarynl sistemasyny alarys. Olardan Ox, Oy oklaryna we O bas-
langyja ¢enli r_uzaklyklaryn degislilikde

_ _ _ 2 2
"W=Ye ™% =XtV

bolyandygy sebdpli, material nokatlaryn sistemasynyn Ox, Oy oklary-
na we O baslangyja gord inersiya momentleri degislilikde
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rkzmk = Zylglo(xlayk)AS 5
k=1
e )
I, = Zrk m, = klekO(xk,yk)AS )

Iy = Zrkzmk = Z(xlg + ylz)p<xk’yk>ASk
=1 K=l

denlikler boyunca kesgitlener we olary degislilikde plastinkanyn Ox,
Oy oklaryna we O baslangyja gora inersiya momentleriniii takmyn ba-
halary hokmiinde almak bolar. Ol deiliklerde d — 0 bolanda predele
gecip, degislilikde D plastinkanyn Ox, Oy oklaryna we O baslangyja
g0rd inersiya momentlerininl takyk bahalaryny alarys:

1= [[ Yoley)dedy, I, = [[x*o(x.y)dxdy,
D D

I, = ff(xz + y*)o(x,y)dxdy.

Bu denliklerden gorniisi yaly / =1 +I.

§8. 5. Ucgat integrallar

1. Ucgat integralyii Kesgitlenisi. Ginislikde ¢ikli, yapyk O
oblasta we sol oblastda kesgitlenen tizniiksiz u=fx, y, z) funk-
siya seredelini. Q oblasty O, (k=1, 2, ..., n) bdleklere boliip, olaryn
gowrtimlerini AV, AV, ..., AV bilen belgildlifi. Her bir bolekde er-
kin M (x,, y,, z,) nokady alyp, funksiyanyn sol nokatdaky f(x, y,, z,)
bahasyny Q, bolegin AV, géwriimine kdpeldip, dhli seyle kopeltmek
hasyllaryndan

Gn = Zf(‘xk’ykazk)AV}c (25)
k=1

jemi diizelin. Onaf(x, y, z) funksiyanyii Q oblast boyunca integral jemi
diyilyar. O, boleklerifi d, diametrlerinifi ifi ulusyny d bilen belgildlifi.
Eger d— 0 bolanda (25) integral jemin predeli bar bolsa, onda sol pre-
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we ol ﬂ f(x,y,z)dV gorntisde belgilenyar.
0

Seylelikde, kesgitleme boyunca
ﬂ fx,,2)dV = ff f(x,y,z)dxdydz = [l,if% Zf(xk,yk,zk)AVk.
0 0 k=1

Eger f(x, y, z) funksiya Q oblastda {iizniiksiz bolsa, onda bu
denligifi sag bolegindéki predel bardyr we ol predel Q oblastyii O,
boleklere bolinmegine we her bolekde alynyan M, nokatlara bagly
daldir.

Eger O oblastda gowriim dykyzlygy tizniiksiz f(x, y, z)>0 funk-
siya bilen afiladylyan kébir jisim paylanan bolsa, onda f(x , y,, z,) AV,
kopeltmek hasyly O, bolegiii massasynyni takmyn bahasyny, (25)
integral jem bolsa Q oblastynl 6ziininh massasynyn takmyn bahasyny
anladyar. Sonun ii¢in ol massanyn takyk bahasy

m= ff f(x,y,2)dV (26)
0

licgat integral bilen anladylyar we ol iiggat integralyn mehaniki
manysyny gorkezyér: liggat integral integrirleme Q oblasty dolduryan
massadyr.

Eger (26) formulada f(x, y, z)=1 bolsa, onda m =V 1=V bolar
we bu halda ol formula

V= fff dv = ff dxdydz 27)
0 0

gorniisi alar we ol folmula boyunca Q oblastyii gdwriimi tapylyar.

Ucgat integrallaryii hem ikigat integrallaryiiky yaly hisiyetleri
bardyr.

2. Ucgat integrallaryi hasaplanylysy. O oblastyi kibir gor-
niigleri iicin iliggat integralyn hasaplanys formulalaryny getirip ¢y-
karalyn. Eger: 1) Oz okuna parallel we Q oblast bilen umumy nokat-
lary bolan islendik goni ¢yzyk ol oblastyn ara¢dgini dinie iki nokatda
kesyén bolsa; 2) O oblastyn Oxy tekizligine D proyeksiyasy Ox ya-da
Oy okuna gora yonekey oblast bolsa, onda Q oblasta Oz okuna gord

......
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Eger f(x, y, z) funksiya Oz okuna gord yonekey bolan Q oblastda
lizniiksiz bolsa we ol oblast asagyndan z=z (x, y) ust bilen, yokar-
syndan z =z (x, y) Ust bilen ¢éklenen bolsa, onda

2 (%,y)
fff f(x,y,2)dxdydz = ff

f f(x,y,2)dz
7 (x.y)
formulanyn dogrudygyny gorkezmek bolar. Sunlukda,eger Oy okuna
gord yonekey D oblast a<x<b, y,(x)<y<y,(x) defsizlikler bilen kes-
gitlenyén bolsa, onda

dxdy (28)

z(x.y) b X[ zxy)
ﬂ ff(x,y,z)dz dxdy = f{ f ff(x,y,z)dz a’y}dx =
D [z(xy) a y(x) Lz(xy)
b n(x)  z(xy)
= f dx f dy f f(x,y,2)dz (29)

a () z(xy)
formulany yazyp bileris. Sonun ii¢in (28) we (29) denliklerden
b nx) znxy)

ﬂf f(x,y,2)dxdydz = f dx f dy f f(x,y,2)dz (30)

0 a  yx) z(xy)
formula gelip c¢ykyar. Eger Q oblast a<x<A4, b<y<B, c<z<C
densizlikler boyunca kesgitlenyén parallelepiped bolsa, onda (30)
formuladan hususy hal hokmiinde seyle formula gelip ¢ykyar:

fff S(x,y,z)dxdydz = f dx f dy f f(x,y,2)dz. (31)
0 a b c

Bellik. Eger D oblast Ox okuna gord yonekey bolup, ol
x,(V)<x<x,(y), c<y<d densizlikler boyunca kesgitlenyén bolsa, onda

z(x,y) d xO[ z2xy)
ﬂ[ ff(x,y,z)dz dxdy = f{ f ff(x,y,z)dz dx}dy =
D [z(xy) ¢ n(y) Lz(xy)

d %0 )
= fdy fdx ff(x,y,z)dz
¢ x) zxy)
denligi yazmak bolar we bu halda {i¢gat integraly hasaplamak {i¢in
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0(y)  z(xy)
ﬂ f(x,y,z)dxdydz = fdy J.dx f X,y,z)dz (32)
¢ x0) zxy)
formulany alarys. (30) we (32) formulalaryn esasynda seyle denligi
alarys:

b nx) z(xy) 0(y)  z(xy)
f X fdy ff(x v,z)dz = fdy f by ff(x,y,z)dz.
a  yx)  z(xy) ¢ x) zxy)

2-nji bellik. Integrirleme Q oblastyn beyleki koordinatalar
oklaryna gord yonekey bolan hallarynda hem ti¢gat integraly hasap-
lamak ti¢in degisli formulalary almak bolar. Seylelikde, liggat integ-
raly hasaplamak {i¢in integrirleme céikleri diirli bolan alty gorniisdaki
formulany alarys (olaryn ikisi (30) we (32) formulalar).

§8. 6. Ucgat integrallarda
iiytgeyinleri calsyrmak

1. Dekart koordinatalarynda iiytgeyinleri ¢alsyrmak. Goy,
Oxyz dekart koordinatalarynyn kébir QO oblastynda differensirlenyén

u:u(xi y’ Z)’ v:v(x’ y’ Z)) W:W(‘x’ y’ Z) (33)
funksiyalar berlen bolup, olar birbahaly
x=x(u, v, w), y=yu,v,w), z=z(u,v,w) (34)
funksiyalary kesgitleydn bolsun, bu yerde x(u, v, w), y(u, v, w),
z(u, v, w) 0z lUytgeyinlerine gord kibir Q' oblastda differensirlenyin
funksiyalar.
(34) funksiyalar Q we Q' oblastlary 6zara-birbahaly dwiirmekligi

amala agyryar. Sunlukda, ikigat integral iicin subut edilen (20) formu-
la menzeglikde tliggat integralda iiytgeyénleri calsyrmagyn

[IJ £x.y.2)dxdyaz =
0

= ﬂf Ax(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)| I |dudvdw (35)
5

formulasyny alarys, bu yerde
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I=1I(uv,w)= (36)

pawutly hasap edilyar.

2. Ucgat integrallar silindrik we sferik koordinatalarynda.
Eger dekart koordinatalaryny x =ocos@, y =psing, z=z formulalar
boyunca silindrik koordinatalary bilen calsyrsak, onda u=p, v=¢,
w =z alyp, (36) formuladan yakobiany taparys:

cosp —psing 0O
I=|sinp pcosp O|=p.
0 0 1

Sonuii {igin hem bu halda (35) formula seyle gorniisi alar:
ﬂf Ax,y,z)dxdydz = ﬂ flocosg,osing,z)ododedz. (37)
0 o
Eger-de dekart koordinatalaryny x =rsinfcosp, y=rsinfsing,
z=rcost (r>0, 0<0<z, 0<@p<2r) formulalar boyunga sferik koor-

dinatalary bilen ¢alsyrsak, onda u=r, v=0, w=g alyp, (36) formu-
lany ulanyp, yakobiany taparys:

sinfcosg rcosfcosg —rsinfsing
[ =|sinfsing rcosfsing rsinfcose |=r’sinf. (38)
cos —rsind 01

Bu denligin esasynda (35) formula

mf(x’y’z)dXdydz =
0

:ﬂ f(rsin@cos @, rsin Osin o, rcos 0)r’sin Odrdfde  (39)
g

gorniligde yazylar.
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3-nji mysal. ﬂf J (5 + y* + 22) dxdydz integraly hasaplamaly,
0

bu yerde Q oblast x*+)?+z?<R? sardyr.

< Integraly hasaplamak {i¢in dekart koordinatalaryny sferik
koordinatalary bilen ¢algyrarys. Sonda Q oblast 0<¢ <27, 0<0<r,
0<0<R densizlikler bilen kesgitlenyin Q' oblasta 6zgerdiler. Sonuil
ticin (39) formulany ulanyp alarys:

[V + 52+ 227 dxdydz =[] 0°07 sin Bdpdbo =
0 0

2 T R
_ 0 (o7 sinbdo = 7R
Ofdgoofd OJ-,O sin 0do 2 >

§8. 7. Ucgat integrallaryi ulanylysy

Uggat integrallaryi ulanylysyna biz eyyim dus geldik, yagny O
Jisimin gowriimi we gdéwriim dykyzlygy o=o(x, y, z) funksiya bilen
anladylan material jisimin massasy degislilikde

V= ﬂ dxdydz, m = ﬂ o(x,y,z)dxdydz
0 0

licgat integrallar arkaly hasaplanylyar. Ikigat integrallaryn ulanylysy
yaly, liggat integraly gowriim dykyzygy o=p(x, y, z) funksiya bilen
afiladylyan Q material jisimifi agyrlyk merkezinifi C(x, y , z,) koor-
dinatalary ti¢in

X, = ;gf x0(x,y,z)dxdydz,
Ve = #ﬂf yo(x,y,z)dxdydz,
0

z, = ’ilgf zo(x,y,z)dxdydz

formulalary alarys, bu yerde m seredilydn Q jisimiil massasydyr we
ol yokarda gorkezilen formula boyuncga tapylyar. Sonun yaly-da, QO
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material jisimin Ox, Oy, Oz koordinatalar oklaryna we koordinatalar
baslangyjyna gord inersiya momentleri

I = Jﬂ(y2 + z2%)o(x,y,z)dxdydz,
0

I, = ﬂf(xZ + z2%)o(x,y,2)dxdydz,
0

I = Jﬂ(xz + yH)o(x,y,z)dxdydz,
0

I, = ﬂf(xz +y* + 2%)o(x,y,z)dxdydz
0

formulalar boyunca tapylyar. Koordinatalar tekizliklerine gord iner-
siya momentleri bolsa

1, = [ #0(x..2)dudya
0
Iyz = mXQD(X,y,Z)dxdydz,
0
I, = ﬂ y:o(x,y,z)dxdydz
0
formulalar boyunca kesgitlenyar.

Goniikmeler
Gaytalanyan integrallary hasaplamaly:
4 2 e 61
1. fzdxjxydy. 3.f1 de xdy.
2. fdxfz(x+y)dy 4. fdxfgldy
0 ’ T 42

Berlen G goniiburcluklar boyunga integrallary hasaplamaly:
5, ﬂ %dxdy, G=[2.,4; 6.8].
G
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6. ﬂ(ﬁ +y2)dxdy, G=[0,1; 0,1].
G

7. ff (3xy? + 4y*)dxdy, G=[0,1; 2.,4].
G

8. ff (sin(3x + 2y))dxdy, G=[0, 7/4; 0, 7/4].
G

Berlen D oblastda iizniiksiz bolan f{x, y) funksiya ii¢in ff fdxdy
ikigat integraly gaytalanyan integrallar gdrniisinde yazyp, Dintegral-
laryn ¢éklerini goymaly:

9. D oblast y =x?, y=4 ¢yzyklar bilen ¢dklenen.

10. D oblast x>+y=2, y*=x? ¢yzyklar bilen ¢dklenen.

11. D oblast x*+)?<9, x+y>3 densizlikler bilen kesgitlenen.

12. D oblast x*+)?<1, x+4y>1 densizlikler bilen kesgitlenen.

13. D oblast 4(-2, -2), B(-1, 2), C(6, 2) depeli ticburcluk.

14. D oblast depeleri 4(-2, 1), B(1, 4), C(5, 4), D(-2, —3) bolan
trapesiya.

Gaytalanyan integrallaryn integrirleme oblastyny gurup, olaryn
integrirleme tertibini tiytgetmeli:

2 x
15. J:dx fl Sy
1 —x? 4 2
16. £ dx f  fxy)dy fz dx j xydy.
Ikigat integrallary hasaplamaly:
17. ﬂ xdxdy, D oblast xy=6, x +y=7 ¢yzyklar bilen ¢éklenen.
D
18. ﬂ x*ydxdy, D oblast xy=1, y—x=0, x=2 ¢yzyklar bilen ¢ik-
D
lenen.
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19. ﬂ (xy* + 1)dxdy, D oblast 0<x<2, x/2 <y <,x/2 deii-
D

sizlikler bilen kesgitlenen.

20. ﬂ(X‘Fz}’)dXdy, D oblast —1<x<3, x2—1<y<x/2+5/2
D

densizlikler bilen kesgitlenen.

Polyar koordinatalaryny girizip, integrallary hasaplamaly:

21. ff V25 — x* — y* dxdy, D oblast x>+12<9 tegelek.
D

22. ff (x* + y*)dxdy, D oblast x2+)?=1, x*+)*=4 ¢yzyklar bi-
D

len ¢dklenen.

23. ﬂ(x‘l + 2x*y* + y*)dxdy, D oblast x2+)2>1, x*+)*<4
D

deisizlikler bilen kesgitlenen.

24. ﬂ (x* — y*)dxdy, D oblast (x2+)?)2=a*(x>—)?) lemniskata
D

bilen ¢éklenen.
Uytgeyénleri calsyryp, integrallary hasaplamaly:
25. ﬂ(x + y)dxdy, D oblast x+y=1, x+y=3, y=>5x, y=10x
D

cyzyklar bilen ¢éklenen.

dxdy
x + y

26.

, D oblast x+y=1, x+y=2, 3x—y=0, 4x—y=0

cyzyklar bllen ciklenen.

27. ﬂ J1e— X Y dxdy, D oblast X~ yz = 1 ¢yzyk bi-

len gaklenen.
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28. ﬂxydxdy, D oblast x> =3y, x>=5y, y*=x, y*=2x ¢yzyklar
D

bilen ¢dklenen.

Berlen ¢yzyklar bilen c¢dklenen figuralaryin meydanlaryny tap-
maly:

29. xy—6=0, 3x—2y=0, x—6y=0.

30. y=4-x*, y = V4 —x.

31. x*+)*=4, y*=3x.

32.y%=5x, y*=8x, y=8.

Berlen {istler bilen ¢éklenen jisimleriii gdwrlimini hasaplamaly:
33.x+2y—z=0,x-2y—-2=0,x-2y+5=0, x=—1,x=3, z=0.
34.z=25-x2—)?, x=42, y==43, z=0.

35. x*+y*+z—c*=0, z=0.

Berlen ¢yzyklar bilen ¢dklenen birjynsly plastinkanyi koordina-

talar oklaryna gord statiki momentlerini, agyrlyk merkezini we iner-
siya momentlerini tapmaly:

36.x+y=4,x-3y=0,x+5y=16.
37.y=x*+1,y=x+3.
38. x*+y*=4, y=2x—-x* (x>0, y>0), x=0.
Integrallary hasaplamaly:
39. fldxfdyf(xz +y* + 2)dz.
o 0 0
0

0 0
40. {dx fdy f y(4x+3ydj-z+2)5'

—1-x —1-x-

Silindrik ya-da sferik koordinatalaryna ge¢ip, integrallary hasap-
lamaly:
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41. ﬂf(xz =+ y2 =+ Z>2dXdde, Q OblaSt x2+y2:a2’ Z:O, N Si_
0

lindr bilen ¢éklenen.

42. M(Xz +y2 +22>3dXdde, Q OblaSt x2+22:1’ y:(), y:1 Si_
0

lindr bilen ¢dklenen.

43. ﬂf<x2 + v + 22 + 1) dxdydz, O oblast x>+)?+22<1 saryh
0

asaky bolegi.

dxdydz
44, , O oblast x>+y)?+2z2=R? sfera we z=0
J‘ﬂ(aczﬁL)72+22+1) 0 4
tekizlik bilen ¢éklenen.
Uytgeyinleri ¢alsyryp, integrallary hasaplamaly:
2
45, fﬂ<+ —|—> dxdydz, O oblast z—+§+%= 1

ellipsoid bllen caklenen.

46. {J xy"

y*=6z parabolik silindrler bilen ¢idklenen.

dxdydz, Q oblast y*=x, y*=2x, x*=3y, x*=4y, y*=5z,

Jogaplar
1. 9. 2. 20. 3. 10. 4. 9. 5. 3,5. 6. 2/3. 7. 268. J—+5)/12

fgle; fdy = Kdyf:; fdx. f dr fdy f dy f fdx+

—Lxl —x?

+fdyf~2 yfdxn.fdxf fdylzfdxf‘ fdy+fdxf fdy.

—V1—x%

13. fdyfzy”fdx 14. fdxfﬁly+fdxffdy 15. f dyf fxy)dx+ d

y+2

Fx,y)dx + fdyf fx,y)dx. 17. 202
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18. 7Q. 19.47/105.20.49.21.27/3.22.7,57. 23. 21 7. 24. a*/3. 25. 26. 26. 3/160.

27. 47(64 —v15%). 28. 4. 29. 12In3. 30. 32/3+27. 31. 1(\/7+47Z')

32.9,675. 33.49. 34. 496. 35. 7c*/2. 36. C(10/3,2). 37. M= 11,7, M,=2.25,
C(1/2, 3/15). 38. M =32/15, M =4/3, C(4/(37z74) 32/(157-20)),

4

431 43 928 R4 —7) 4rabce 675
42. o 43, Jrc w44, 5 45. JTOPC 46, G2 In 1.2,

3
[ =7-32/105, [ =7—-8/5. 39. 18,5. 40. 0. 41. 27r< ot a'c s )

I11.9. EGRICYZYKLY
INTEGRALLAR

§9. 1. Egricyzykly integral
diisiinjesine getiryin meseleler

1. Cyzygyn dugasynyi massasy hakyndaky mesele. Ginisligii
cyzygynyit AB dugasy boyunca dykyzlygy o=0(x, y, z) bolan jisim
yerlesdirilen hasap edelin. Sol material duganyn massasyny hasapla-
mak meselesine seredelin. Onufi ti¢in 48 dugany n sany 4, 4 k (k=1,
2,..,n; A=A, A = B) dugalara bolelifi we jisimifi her 4, 4, duga-
daky ortaga dykyzlygyny o(x, y, z) funksiyanyn sol duganyn kébir
M (xk, Y, z,) nokatdaky o,=o(x,, y,, z,) bahasyna defi hasap edelifi.

A, A, duganyfi Al uzynlygyny o, kopeldip, sol duganyfi massasynyfi
m=0(x,,y,» z,) Al takmyn bahasyny alarys. Sonuil esasynda

n

ka = Z‘O(xk’yk’zk)Alk (1)
k=1

jem AB duganyn massasynyn takmyn bahasy bolar. Sonun ti¢in ol
jemde d = max Al, — 0 bolanda predele gecip, massanyn takyk ba-

hasyny alarys:

m= lim > m, = hm 20 (X Yo 2 ) AL (2)

=00 =1 =1
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2. Uytgeyiin giiyjiii isini hasaplamak meselesi. Eger F giiy¢
(ululygy we ugry boyunca) hemiselik we gecilen AB=s yol goniigy-
zykly bolsa, onda F giiyjin sol yol boyunca isi (F, s)=|F||s|cosp
skalyar kopeltmek hasylyna dendir, bu yerde ¢ bur¢ F we s wektorla-
ryn arasyndaky burcdur.

Goy, liytgeyan

F=P(x,y,2)i+0(x,y, z)j tR(x, y, 2)k 3)

gliyc ginisligin ¢yzygynyi AB dugasy boyunca hereket edyén bolsun.
Sol ¢yzyk boyunca hereket edip, 4 nokatdan B nokada gecende F
giiyjiin eden isini hasaplamaly.

AB dugany n sany 4,_ A, (k=1, 2, ..., n; A/ =A, A =B) dugala-
ra bolelifi. 4, A, dugada F giiy¢ hemiselik we F,=F(M,) defi hasap
edelin, buyerde M, €4, A, M =M(,,n,,8),A,=4(x,y,z). Eger
A, A, horda hasap etsek, onda

bolar, bu yerde
Axk NN Ayk VTV Azk 4T 5
Sonui tigin hem 4, 4, bolekde edilen is

(Fio A1 Ay) = P& §) Axy + O(E o §) Ay = R(E4 11 §1) Az

formula bilen anladylyar. Sonia gord-de AB boyunca edilen isifi tak-
myn bahasy
W, = D (FoA 1 A) = 2 (PAx + Q Ay + ReAz) - (4)
k=1 k=1
formula boyunca anladylyar, bu yerde
Edilen isin takyk bahasy bolsa (4) jemin d — 0 bolandaky prede-
line dendir, yagny

W= limW, = mk;(PkAxk + O, Ay, + R, Az)). (5)

n— oo
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§9. 2. Egricyzykly integralyn birinji
gorniisi

1. Integralyn kesgitlenisi we hisiyetleri. Ginigligin bolek endi-
gan ¢yzygynyn AB dugasynda (//-nji surat) kesgitlenen u =£(x, y, z)
funksiya seredelin. 4B dugany n sany 4, A, (k=1, 2, ..., n; A =A,
zZA A, =B) dugalara bolelin we 4, A4,
duganyii uzynlygyny A/, bilen bel-
gilélin. Her bir 4, 4, dugada erkin
M(x,, y,, z) nokady alyp, funk-
siyanyn sol nokatdaky f(x,, v, z,)
bahasyny duganyn Al uzynlygy-

4, ; na kopeldelin we seyle kopeltmek
4, hasyllaryndan
A n
X ) 0, = 2 f(%ypz) AL (6)
11-nji surat k=1

jemi diizelifi. Bu jeme f{x, y, z) funksiyanyn berlen duga boyunca in-

rrrrrr

bar bolsa, onda sol predele f(x, y, z) funksiyanynn 4B duga boyunca
egricyzykly integralynyn birinji gérniisi ya-da AB duganyn uzynlygy

......

[ fx.y.2)al
AB
gorniisde belgilenyir. Seylelikde, kesgitleme boyunca

[ FGey,2)dl = 1im " f(x,307) Aly. (7)
AB k=1

Subut etmezden {lizniiksiz u =f(x, y, z) fuksiya {li¢in (6) integral
jemin predeliniii bardygyny belldlin.

Bellik. 1-nji meselede alnan (1) jem o(x, y, z) funksiyanyn 4B
duga boyunca integral jemidir we sonuii ii¢in ol integral jemin (2) pre-
deli o(x, y, z) funksiyanyii 4B duga boyunca egricyzykly integralynyn
birinji gorniisidir, yagny material duganyn massasyny hasaplamak
meselesi egricyzykly integralyn birinji goérniisine getirdi.
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Egricyzykly integralyn birinji gérniiginin kesgitlemesinden onu
asakdaky yonekey hasiyetleri gelip ¢ykyar:

1) Egrigyzykly integralyn birinji gorniisi integrirleme duganyn
ugruna bagly dildir, yagny

[ feey.2dl = [ flxy,z2)dl.
AB BA

2) Eger fix, y, z) we g(x, y, z) funksiyalar 4B dugada integrir-
lenyén bolsa, onda olaryn algebraik jemi hem sol dugada integrir-
lenyéndir we

[[fxy2)g(xy2)ldl = [ fxy2)dlx [g(xy.z)dl

AB AB AB
denlik dogrudyr.

3) Hemiselik kopeldijini egri¢yzykly integral belgisiniii dagyna
¢ykarmak bolar:

f Kf(x,y,2)dl = k f fx,y,z)dl.
AB AB

4) Eger AB duga AC we CB dugalardan diiziilen bolup, f(x, y, z)
funksiya 4B dugada integrirlenyéin bolsa, onda ol AC we CB dugalar-
da hem integrirlenyéndir we

[foxeyzydi= [ fxyz)di+ [ flxy,2)dl
AB AC CB

deiilik dogrudyr.
2. Egricyzykly integralyn birinji gorniisiniii hasaplanylysy.
Eger ¢yzyk parametrik gorniisde berlen bolsa:

x=x(t), y=y®, z=z20) (asi<p), ®)

A=, 2|, B=(x,»,2)|,_,

we x(7), y(?), z(¢) funksiyalar tizniiksiz differensirlenyin bolsalar, onda
AB dugada tlizniiksiz f(x, y, z) funksiya ii¢in

B
[ eyl = [ fx(0).y(6),2(0W x% +y> +22dt - (9)
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formulanyn dogrudygyny subut etmek bolar. Hususan-da, eger AB
duga tutuslygyna Oxy tekizlikde yatyan bolsa (z=0), onda (9) formu-
la seyle gorniisi alar:

B
[ Ayt = [ fx(6). (W2 + 2 dt. (10)

Eger tekizligin AB dugasy y=y(x) (a<x<b) deiileme bilen ber-
len bolup, y(x) tlizniiksiz differensirlenydn funksiya bolsa, onda (10)

formuladan seyle formula gelip ¢ykyar:
b

ff(x,y)dl = ff[x,y(x)]\/l +y? dx. (11)

Eger-de tekizligin 4B dugasy polyar koordinatalarynda o= o0(¢)
(a<@p<p) detileme bilen berlen bolup, o(¢) funksiya tizniiksiz diffe-
rensirlenyén bolsa, onda (10) formuladan

B
ff(x,y)dl = ff[p cos @,0sin@ly 0> + 0'* do (12)
AB a

formula gelip ¢ykyar.

§9. 3. Egricyzykly integralyn ikinji
gorniisi

1. Integralyn Kkesgitlenisi we hisiyetleri. Ginisligin ¢yzygynyn
baslangyjy 4 we ahyry B bolan 4B dugasyna seredelin (//-nji surat).
Goy, sol dugada tizniiksiz

F(x,y, 2)=P(x, y, 2)i+ O(x, y, 2)] + R(x, y, 2)k (13)
wektor funksiya berlen bolsun. 4B dugany 4,_ 4, (k=1,2,...,n, 4 =4,
A = B) dugalara bolelin we 4, A, (4, =4, (x, y,, z,)) dugada erkin
M =M(¢,, n,, ) nokady alalyn. Onda 4, A4, duganyn koordinatalar
oklaryna bolan proyeksiyalary seyle bolar:

A'xk BRI EE Ayk Ve Vi AZk T4 e
P(x, y, z), O(x, y, 2), R(x, y, z) funksiyalaryii M (&,, 7,, §,) nokatdaky
bahalaryny degislilikde Ax,, Ay,, Az_kopeldip, olary gosaly:
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P(Mk)Axk + Q(Mk)Ayk + R(Mk)AZk B

=P, 1, §)Ax, + 0, n,, §)AY, +R(E,, 1, §)Az,.

Seyle anlatmalaryn dhlisi boyunga seyle jemi diizelin:
0, = 2[P(M)Ax + O(M)Ay, + R(M)Az]. (14)
k=1

Bu jeme (13) wektor funksiyanyn koordinatalar boyunga integ-
ral jemi diyilydr. 4,_ A, dugalaryfi uzynlyklarynyn ifi ulusyny d bilen
belgildlin. Eger d— 0 bolanda (14) integral jemin predeli bar bolsa,
onda sol predele (13) wektor funksiyanyn egri¢yzykly integralynyn

------

[ PCx,y,2)dx + O(x,y,2)dy + R(x,,2)dz
AB

ya-da gysgaca
f Pdx + Qdy + Rdz
AB

gorniisde belgilenyir. Seylelikde, kesgitleme boyunca
fpdx +Qdy + Rdz =
AB

n

- y{%kzl[P(Mk)Axk + O(M,) Ay, + R(M,)Az,]. (15)

Bellik. Ikinji meseleddki (4) jem (13) gorniisddki wektor
funksiyanyn koordinatalar boyunca integral jemidir. Sonun ii¢in hem
ol integral jemin (5) predeli sol wektor funksiyanyn egrigyzykly
integralynyn ikinji gorniisidir, yagny liytgeydn giiyjlin isini hasapla-
mak meselesi egricyzykly integralyn ikinji gérniigine getirdi.

Kesgitleme boyunca egricyzykly integralyn ikinji gdrniisi tigin

dex+Qdy+Rdz = — dex+Qdy+Rdz
AB BA

denlik yerine yetyér, yagny integrirleminin ugry iytgénde egrigy-
zykly integralyn ikinji gorniisi alamatyny iiytgedyar, ¢iinki bu halda
bolek dugalarynl koordinatalar oklaryna bolan proyeksiyalarynyn ala-
matlary lytgeyar. Egricyzykly integralyn birinji gorniisiniii beyleki
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hésiyetleri egri¢yzykly integralyn ikinji gorniisi iicin hem yerine yet-
yar.

2. Egricyzykly integralyn ikinji gorniisiniii hasaplanylysy.
Eger 4B duga (8) parametrik defilemeler boyunga berlen bolsa, onda
[ P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x.y,2)dz =

AB
B

= f{P[x(f),y(f),Z(f)]X'(f)+Q[X(f),y(f),2(f)]y'(f)+

a

+R[x(1),y(1).2(1)]2'(¢)}dt (16)
formula dogrudyr. Eger AB duga Oxy tekizlikde yerlesydn bolsa
(z=0), onda (16) formula seyle gorniisi alar:

[ PCx.y)dx + O(x,y)dy =
AB

8
= f{P[x(f),y(t)]X'(f) + O[x(2).y(1)]y'(2)}dr. (17)

Eger tekizligin 4B dugasy y =y(x) (a<x<b) denlleme bilen ber-
len bolup, y(x) lizniiksiz differensirlenyén funksiya bolsa, onda (17)
formuladan

[ PCx.y)dx +O(x,y)dy =
AB

b

= [{Plxy(x)] + Olxy(x0)]y (x)}ax (18)
formula gelip ¢ykyar.

A 3. Egricyzykly integrallaryn

N birinji we ikinji gorniislerinin

arasyndaky baglanysyk. Ginislik-
de baslangyjy A we ahyry B nokat-
4 larda bolan ugrukdyrylan 4B duga
seredelin. Ol duganyn erkin N no-
kadynda gecirilen galtagyany hem
x 12-nji surat ugrukdyrylan géni ¢yzyk hasap

<V

84



edelin (/2-nji surat). Galtagyanyn Ox, Oy, Oz koordinatalar oklary
bilen emele getirydn burglaryny degislilikde @, S, 7 bilen belgilalin.
Duganyi uzynlygynyti d/ differensialy ii¢in dI= {dx, dy, dz} wektor
galtasyan boyunca ugrukdyrylandyr, sonun iicin hem dx=cosadl,
dy=cosfdl, dz=cosydl. Bu detlikler esasynda egri¢yzykly integralyi
ikinji gorniisini seyle yazmak bolar:
dex +Qdy + Rdz = f(Pcosa + Qcosf+ Reosy)dl.
AB AB

Bu denilik egrigyzykly integrallaryni birinji we ikinji gorniislerini
baglanysdyryan formuladyr. Eger 4B duga Oxy tekizlikde yerlesyin
bolsa, onda z=0 bolar we bu formula seyle gorniisi alar:

fpdx + Qdy = f(Pcosa + Osina)dl,
AB AB
¢linki bu halda cosff=cos(7/2 —a)=sina.

§9. 4. Egricyzykly integrallaryn
ulanylysy

1. Material duganyn massasy. Eger o=0(x, y, z) funksiya 4B
dugada yerlesdirilen jisimini dykyzlygyny ailadyan bolsa, onda (2)
we (7) formulalardan ol material duganyii m massasy ti¢in

m = fp(x,y,z)dl (19)
AB

formula gelip ¢ykyar.

2. Cyzygyn dugasynyn uzynlygy. Eger o(x, y, z)=1 bolsa, onda
AB duganyn m massasy licin m=1-/=[ bolar. Sonuni {i¢in hem (19)
formuladan AB duganyn / uzynlygyny hasaplamak ii¢in

Z:Aidl

formulany alarys.

3. Material duganyn agyrlyk merkezi. Eger o=p0(x, y, z) funk-
siva AB dugada yerlesdirilen jisimin dykyzlygyny anladyan bolsa,
onda ol material duganyn agyrlyk C(x , y , z ) merkezinini dekart ko-
ordinatalary ti¢in § 8.4-déki (23) formulalara menzeslikde
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X,

Cc

1
fxp(x y,z)dl, . = fyp(x v,z)dl,

AB

1
m

1
Ze= fz,o(x,y,z)dl
AB

formulalary alarys, bu yerde m berlen 4B duganyil massasydyr we ol
(19) formula boyuncga hasaplanyar.

4. Material duganyn inersiya momentleri. Eger 48 dugada
dykyzlygy o=0(x, y, z) funksiya bilen ailladylyan jisim yerlesdirilen
bolsa, onda ol material duganyn koordinatalar oklaryna we koordina-
talar baglangyjyna gord inersiya momentleri

L= [ +2)o(xy.2)dl,
AB

I, = J.(x2 +z2%)o(x,y,z)dl,
AB

I = f(y2 +x%)o(x,y,z)dl,
AB

I, = f(x2 +y* 4+ 2%)o(x,y,2)dl
AB

formulalar boyunca kesgitlenyér.
5. Uytgeyin giiyjiifi isi. Eger 4B dugada iizniiksiz P(x, y, z),
O(x, v, z), R(x, y, z) funksiyalar {i¢in

F(x,y, 2)=P(x, y, 2)i+ O(x, y, 2)] + R(x, y, 2)k
wektor funksiya 4B duga boyunca W isi edydn liytgeyan giiyji
anladyan bolsa, onda (5) we (15) formulalaryn esasynda
W= J.P(x,y,z)dx + O(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
AB

formulany alarys.
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§9. 5. Grinin formulasy we onur
ulanylysy

1. Grinin formulasy. Bu for- y,
mula kébir D oblast boyunca ikigat
integraly sol oblasty c¢éklendiryin d
vapyk L ¢yzyk boyunca egricyzyk-
ly integral bilen baglanysdyryan
formuladyr. Bu formulany koordi-
natalar oklarynyn ikisine gérd hem
yonekey bolan D oblast iigin subut
ederis. Goy, ol oblast asagyndan
y=y,(x) funksiyanyf grafigi (ACB
duga), yokarsyndan y=y,(x)
funksiyanyn grafigi (AEB duga) bilen ¢éklenen bolup, olar bilelikde
vapyk L ¢yzygy emele getiryan bolsun (/3-nji surat).

Goy, D oblastda we onuil L aracdginde tlizniiksiz P(x, y), O(x, y)
funksiyalar berlen bolup, olaryn tizniiksiz P/(x, y), Q!(x, y) onimleri
bar bolsun, onda '

o a b

13-nji surat

¥, (x)

ﬂapdxdy_fdx [ any-foy‘iz;z((;c))dx:

a »(x)

:f xyz(x))dx—fP(x ¥ (x))dx = fP x,y)dx — fP (x,y)dx =

AEB ACB

- fP(xydx— J‘nydx——inydx

BEA ACB

bu yerde L yapyk ¢yzyk boyunga hereket sagat dilinini aylawynyn ter-
sinedir. Seylelikde,

I g—idxdy =~ P(x,y)dx (20)
5 i

formulany subut etdik. Edil sonun yaly,
99 xdy =
gf ~Zdudy = fQ(w)dy 1)
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formulany goérkezmek bolar, bu yerde hem L yapyk ¢yzyk boyunca
hereket sagat diliniil aylawynyi tersinedir. (21) denilikden (20) denligi
ayryp, Griniii formulasy atlandyrylyan

g I (% _ %)dxdy - LSBde + Ody 22)

formulany alarys.
2. Grinin formulasynyn ulanylysy. Eger (20), (21) we (22) for-

mulalarda P(x, y)=-y, O(x, y)=x alsak, onda olar degislilikde

f dxdy = Sﬁydx, f dxdy = fﬁxdy, Zﬂdxdy = 9€xdy — ydx

D i D i D i
gorniisleri alar.Bu formulalaryn {i¢iisinin hem ¢ep bolegindiki ikigat
integral yapyk D oblastyii meydanyna dendir. Sonun ii¢in hem egri-
¢yzykly integralyn komegi bilen D oblastyn S meydanyny tapmak
ticin

_ — _ 1 _
S = ;ﬁydx, S = Laéxdy, S = 2?5xdy ydx

formulalary alarys.

11.10. UST INTEGRALLARY
§10. 1. Ust integrallary diisiinjesine
getiryan meseleler

1. Material iistiin massasy hakyndaky mesele. Kabir T iiste
seredelin. Goy,ol iistde dykyzlygy o=0(x, y, z) bolan massa yerlesen
bolsun. Sol material {istiil massasyny tapmak iicin 7 iisti dugalaryii
tory arkaly 7, boleklere bolelifi we ol boleklerifi meydanlaryny AS,
(k=1, 2, ..., n) bilen belgildlin. Her bir bolekde dykyzlyk hemiselik
we erkin M (x,, y,, z,) € T, nokatdaky o, =o(x,, y,, z,) bahasyna den
hasap edelin. Onda 0,AS, kopeltmek hasyly T, bolegifi massasynyni
takmyn bahasyny, seyle kopeltmek hasyllaryndan diiziilen

m, = Zp(Mk)ASk = Zp(xk’yk’zk)ASk (1)
K=l K=l
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jem bolsa 7 material {istiil massasynyn takmyn bahasyny anladyar.
Soma gord T, boleklerifi diametrlerinifi ift ulusy bolan d tigin

m = }lﬂn}) zp<xk’yk’zk)ASk (2)
=1

predel ol massanyn takyk bahasyny anladyar.
2. Ust arkaly gecyin suwuklyk akymy hakyndaky mesele.
Goy,
v(x, y, 2)=P(x, y, 2)i+ O(x, y, 2) T R(x, , 2)k

tizlik bilen akyan suwuklyk bilen doldurylan kdbir ginislik oblasty
berlen bolsun. Berlen T iist boyunga wagt birliginde akyp ge¢yin
suwuklygyn /7 mukdaryny tapmak meselesine seredelin. Onui {i¢in
T usti T, boleklere bolelift we ol boleklerit meydanlaryny AS, (k=1, 2,
..., n) bilen belgilélii. Her bir bolekde tizlik hemiselik we sol bolegin
erkin M (x,, y,, z,) nokadyndaky v, =v(x,, y,, z,) bahasyna den hasap
edelin. Sunlukda, birlik wagt aralygynda 7, bolek boyunga akyp geg-
yan suwuklygyh mukdary takmyn v AS_kopeltmek hasylyna def
bolar, bu yerde Y, ululyk v, tizlik wefdorynyﬁ ustiin M, nokadynda
liste gegirilen n, normalyn birlik wektory bilen kesgitlenyéin oka bo-
lan proyeksiyasy. Sonui esasynda, eger @,, 5, 7, burglar n,_normalyn
koordinatalar oklary bilen emele getiryén burclary bolsa, onda

Vo, = (Vo) = [P(M)cos a; + Q(M,)cos B, + R(M,)cos 7,]
formulanyn esasynda
v, AS, = [P(My)cosa, + O(M,)cos B, + R(M,)cos 7,]AS,

deiiligi alarys. Sona goréd-de dhli berlen iist boyunca wagt birliginde
akyp gecyén suwuklygyi mukdary takmyn

I1, = 3 [P(M,)cosa, + O(My)cos B, + R(M,)cos 7, ]AS,  (3)
k=1

jeme den bolar. Onunl d — 0 bolandaky

IT= iim Zn:[P(Mk)cosak + Q(M,)cos B, + R(M)cos 7, ]AS, (4)
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predeli bolsa suwuklygyn takyk mukdaryna den bolar. (3) we (4) den-

liklerdédki cosa,AS,, cosﬁ’kASk, cosy,AS, kopeltmek hasyllary 7, tstiin

degislilikde Oyz, Oxz, Oxy tekizliklere proyeksiyalarydyr. Olary
(ASyz)k= cosa,AS,, (AS ) =cospAS,, (ASxy)k= cosy AS, (5)

bilen belgilédp, (3) we (4) formulalary

n

[T, = 2 [P(M)(AS.,), + Q(M)(AS.), + R(M)(AS,,) ], (6)

M= ;%kﬁl[ka)(ASzy)k +O(M)(AS,.), + R(M)(AS,)] (7)

gorniislerde yazmak bolar.

§10. 2. Ust integrallarynyi birinji
gorniisi

1. Integralyn kesgitlenisi. Goy, 7 iistde u =f(x, y, z) funksiya
kesgitlenen bolsun. 7 iisti dugalaryf tory arkaly 7 boleklere bolelii
we ol boleklerin meydanlaryny AS, (k=1, 2, ..., n) bilen belgilalin.
Her bir bolekde erkin M (x,, y,, z,) € T, nokady alyp, funksiyanyf sol
nokatdaky f(x , y,, z,) bahasyny AS meydana kopeldelin we seyle ko-
peltmek hasyllaryndan

0, = kﬁ:lf(xk’yk’zk)ASk 3)

jemi diizelin. Bu jeme f(x, y, z) funksiyanyn 7 {ist boyunga integral
jemi diyilyir. T, boleklerifi diametrlerinifi ifi ulusyny d bilen belgilalin.
Eger d— 0 bolanda (8) integral jemin predeli bar bolsa, onda sol pre-
dele T iist boyunga iist integraly ya-da iist integralyn birinji gorniisi

diyilyér we ol ﬂ f(x,y,z)ds bilen belgilenyir, yagny
T

[[ #xy.2)ds = fllif%kil A%z AS,. )
) .

Eger f(x, v, z) funksiya endigan 7 iistde lizniiksiz bolsa, onda (8)
integral jemin predeli bardyr (ony subutsyz ulanarys).
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1-nji bellik. 1-nji meseledédki (1) jem (8) gorniisdéki integral
jemdir. Sonun {igin (2) we (9) esasynda material {istlii massasyny tap-
mak meselesi {ist integralynyn birinji gérniigine getiryar.

2. Integralyn hasaplanylysy. 7 stiin kébir gérniigleri tigin {ist
integralynyn birinji gorniisinin hasaplanysyny gorkezelin. Goy, en-
digan T iist z=g(x, y) defileme bilen berlen bolsun, bu yerde g(x, y)
differensirlenyén funksiyadyr. Goy, T st Oxy tekizlige birbahaly
proyektirlenyédn bolup, D oblast sol proyeksiya bolsun.

Kesgitleme boyunga (9) deiilik yerine yetyir. Ol denlikdiki in-
tegral jemi 6zgertmek maksady bilen iistiin denlemesini F(x, y, z)=0
gorniisde yazalyn, bu yerde F(x, y, z)=z—g(x, v). Bu liste gecirilen n
normal wektoryn koordinatalary (§ 7.6 seret)

9F __d 9F __9% oF _,
X ox’ 9y dy’ oz

_9% _9% _ (3_g> _(3_8’)
p - ax’ q - ay’ pk - ax Mk’ Qk - ay M, (10)

belgileme esasynda z—g(x, y)=0 iiste ge¢irilen » normalyn ugrukdy-
ryjy kosinuslary seyle formula boyunga ailladylar:

bolar.

—p —q
cosq = —————— cosff = ———>t—
V14 p*+¢* Vi+p'+4q

L (11)

oSy = —F— .
ﬁ/l—kpz—qu2

(5) formulanyn esasynda bolsa

AS
o =TT P85y,

K7 cosy,

denligi yazyp bileris. Sonui licin hem integral jem
kzlf(xk’yk’zk)ASk = kzlf[xk’yk’g(xk’yk)]\/ L+p*+¢° (ASy),

gorniisi alar. Bu denlikde d — 0 bolanda predele gecip,

fff(x,y,Z)dS = ffﬂx,y,g(x,y)]vl +p 4+ qtdxdy  (12)

T D
formulany alarys, bu yerde p we ¢ (10) denlikden kesgitlenyér.
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Seylelikde, 7' list boyunca iist integralynyn birinji gorniisini
hasaplamaklyk ol iistiin Oxy tekizlige proyeksiyasy bolan D oblast
boyunca ikigat integraly hasaplamaklyga getirildi.

2-nji bellik. Eger endigan T iist y=g(x, z) defileme bilen ber-
len bolup, D, oblast ol Ustiifit Oxz tekizlige bolan proyeksiyasy bolsa,
onda integraly hasaplamak {icin

ﬂf(x,y,Z)dS = ﬂf[x,g(x,z),z] 14 y2+y?2dxdz
T Dy

formula alynyar. Edil sonuil yaly, eger 7 list x =g(y, z) defileme bilen
berlen bolup, D, oblast ol iistiit Oyz tekizlige bolan proyeksiyasy bol-
sa, onda list integraly

ﬂf(x,y,z)ds = ﬂj[g(y,z),y,z}/l + x5 + x"2 dydz
T b

formula boyunca hasaplanylyar.

§ 10. 3. Ust integrallaryny ikinji
gorniisi

1. Ikitaraplayyn iist. Berlen 7 iistde kabir M nokady bellédp, sol
nokatda iiste gecirilen birlik #» normal wektoryn bir ugruny gorkezelin.
Indi nokat arkaly iistde yerlesydan we sol iistiin aragdgi bilen umumy
nokady bolmadyk yapyk L ¢yzyk gegirelin. M nokady sol nokatda
iiste gecirilen birlik » wektor bilen bilelikde L ¢yzyk boyunca hereket
etdirelin. Sunlukda, her bir tdze nokatda n wektor liste normal bolma-
gynda galmalydyr we ol iizniiksiz liytgemelidir. Seyle hereket edip, M
nokat bagdaky yerine gelende birlik » wektoryn ugry onkiiligine galar
ya-da onuil ugry garsylykly bolar.

Eger endigan iistde yerlesydn we onuil aragédgi bilen umumy no-
katlary bolmadyk islendik yapyk ¢yzyk boyunca sol iistiift normaly
hereket edip, bagdaky yerine gelende ugruny iiytgetmeyén bolsa, on-

Eger-de tistde kébir yapyk ¢yzyk bar bolup, sol ¢yzyk boyunca
hereket edip normal bagdaky yerine gelende ugruny garsylykly tarapa

------
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Ikitaraplayyn tiste mysallar: 1) tekizlik, tekizligin islendik bole-
gi, tegelek; 2) z =z(x, y) denlleme arkaly kesgitlenen islendik endigan
iist. Hakykatdan-da, tistiin her bir nokadynda normal gegirlende Oz
okun polozitel ugry bilen yiti bur¢ emele getirydn tarapy onun bir
(yokarky) tarapyny, kiitek bur¢ emele getirydn tarapy onun beyleki
(asaky) tarapyny kesgitleyir; 3) Oz-6ziini kesmeyin islendik yapyk
iist, mysal {li¢in, sfera, ellipsoid we s.m. Gowrilimi ¢iklendiryin listlin
her bir nokadynda normaly i¢ine ugrukdyryp ol stiin icki tarapyny,
normaly dasyna ugrukdyryp, listiin dasky tarapyny alarys.

Birtaraplayyn iiste yonekey mysal bolup Myobiusy listi atlandy-
rylyan iist hyzmat edyar.

2. Integralyn Kkesgitlenisi. Kébir endigan ikitaraplayyn {ist-
de kesgitlenen we tizniiksiz R =R(x, y, z) funksiya seredelii. Ber-
len Tusti 7, ..., T, boleklere bolelin. T tistifi we onuii boleklerinifi
Oxy tekizlige proyeksiyalaryny D we D, ..., D bilen belgildlin. D,
boleklerin meydanlaryny (ASXy)k bilen belgildlin. Her 7, bolekde erkin
M(x,, y,, £,) nokady alyp,

0, = > R(xuy20)(AS,), (13)
k=1

jemi diizelin, bu yerde (ASxy)k ustin 7, boleginifi Oxy tekizlige pro-
yeksiyasynyn ululygydyr we ol M, nokatda iiste gegirilen normal
Oz oky bilen yiti burg¢ emele getirydn halynda D,_bdlegifi polozitel
alamaty bilen alnan meydanyna, kiitek bur¢ emele getirydn halynda
bolsa otrisatel alamaty bilen alynyan meydanyna dendir. (13) jeme
R(x, y, £) funksiyanyn x we y koordinatalara gord 7 iist boyunca integ-

Eger d— 0 bolanda (13) integral jemin istiin bdleklere boliin-
megine we sol boleklerde M, nokadyn saylanyp alynmagyna bagly
bolmadyk tiikenikli predeli bar bolsa, onda sol predele R(x, y, 2)
funksiyanyil x we y koordinatalar boyunca {ist integraly ya-da ist

......

ﬂR(x,y,z‘)dxdy

T
vazgyda belgilenyér.
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Diymek, kesgitlema gora
ﬂR(x,y,%)dxdy = Cllif% D R(XYez)(AS,), - (14)
7 k=1

Eger ikitaraplayyn T {iist endigan we sol iistde R(x, y, z) funk-
siya lizniiksiz bolsa, onda d — 0 bolanda (13) jemin 7 istiini boleklere
boliinmegine we boleklerde alynyan M, nokadyn saylanyp alynma-
gyna bagly bolmadyk tiikenikli predelinini bardygyny subutsyz kabul
edelin.

Edil suna menzeslikde

[ PGy, 2)dvdz = lim > P(x 3, 2)(AS,0), (15)
T k=1

[[ 0.y 2)dsdz = im 3 0(v. 02880 (16

Ust integrallaryf ikinji gorniisleri kesgitlenydr, bu yerde (AS ), we
(AS ), degislilikde T, bolegifi Oyz we Oxz tekizliklere bolan proyek-
siyasynyn ululygydyr. (14), (15) we (16) esasynda umumy gorniisddki

ff Pdydz + Qdxdz + Rdxdy =
T

= ff P(x,y,2)dydz + O(x,y,2)dxd= + R(x,y,=)dxdy.  (17)
T

st integraly kesgitlenyar.

1-nji bellik. 2-nji meseleddki (6) jem R(x, y, £) funksiyanyn 7'
ist boyunca x we y koordinatalara goré, Q(x, y, z) funksiyanyi x we z
koordinatalara gora, P(x, y, z) funksiyanyn z we y koordinatalara gora,
integral jemlerinini jemidir. Sonun ti¢in hem (7), (14), (15), (16) we
(17) denlikler esasynda iist arkaly gecydn suwuklyk akymy hakynda-
ky mesele iist integralynyn ikinji gérniisine getirydr, yagny

IT= ﬂP(x,y,%)dydf + Q(x,y,2)dxdz + R(x,y,z)dxdy.
T

2-nji bellik. 2-nji meselediki (4) predele hem (2) predel yaly {ist

rrrrrr

ﬂ(Pcosa/ + QcosfS + Rcosy)dS =
T
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= lim > [P(My)cosa, + Q(M,)cos B, + R(M,)cos 7,]AS,
TVk=1

gorniisde belgilenyér.
(3) we (6) formulalaryn sol bir k£ boyunga (yone diirli gérniisda-
ki) jemleri anladyandygy sebidpli, olaryn predelleri hem dendir (ol
predeller bar halynda), sonuii tigin hem
ﬂ Pdydz + Qdxdz + Rdxdy =
T

:ﬂ(Pcosa/+QcosB+Rcosy)dS (18)
T

deillik dogrudyr we ol iist integrallarynyinl birinji we ikinji gorniisle-
rinin baglanysygyny gorkezyar.

3. Integralyii hasaplanylysy. Ust integralynyh ikinji gorniisi bo-
lan (14) integraly hasaplamak {i¢in endigan T iist z =g(x, y) defileme
bilen berlen hasap edelin. Goy, ol iist Oxy tekizligin D oblastyna
Ozara-birbahaly proyektirlenyin bolsun. Bu halda (14) denlikdéki in-
tegral jemi

kZIR(xk’yk’ fk)(ASxy)k = kle[xk’yk’ g(xk’ yk)](ASxy>k

gornlisde yazmak bolar. Bu denlikde d— 0 bolanda predele gecip,
iistiin yokarky tarapy ti¢in (cosy>0 hal iigin)

ﬂR(x,y,f)dxdy = ﬂR[x,y,g(x,y)]dxdy

T
formulany, asaky tarapy ti¢in (cosy <0 hal ii¢in) bolsa

ﬂR(x,y,f)dxdy = —ﬂR[x,y,g(x,y)]dxdy

formulany alarys. Sular yaly formulalary (15), (16) we (17) integral-
lar tigin hem gorkezmek bolar.

§10. 4. Ust integrallarynyi ulanylysy

1. Material iistiin massasy. Eger 7T istde st dykyzlygy
o=p(x, y, z) bolan jisim yerlesdirilen bolsa, onda (2) we (9) formu-
lalaryn esasynda ol material {istiiit massasy
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m= ﬂp(x,y,f)dS (19)
T

formula boyunca kesgitlenydér.

2. Ustiiti meydany. Eger o(x, y, z)=1 bolsa, onda m=1-5=S
bolar we sonun tigin (19) formuladan 7 {istlin S meydanyny hasapla-
mak ti¢gin

S = ff ds (20)
T

formula alynyar.

3. Material iistiiii agyrlyk merkezi. Ikigat integral li¢in degisli
formulalaryin getirilip cykarylysyna menzeslikde st dykyzlygy
0=0(x, y, z) bolan T material tstin C(x, y, z,) agyrlyk merkezinifi
koordinatalary

X, = %ﬂ xo(x,y,z)dsS,

Yo = ,Uf yo(x,y,z)dS,

_1
Ze= ﬂzp(x,y,f)dS
formulalar boyunga kesgitlenyér, bu yerde m material istiin mas-
sasydyr we ol (19) formula boyunca tapylyar. Birjynsly iist ii¢in
(o(x, v, z) = hemiselik) bu formulalar yonekey gorniisi alar:

xczéﬂxd& ycz}gﬂyd& z(,zéﬂzdS,

bu yerde S Ustiin meydanydyr we ol (20) formula boyunca tapylyar.

4. Material iistiiin inersiya momentleri. Ikigat integral {i¢in
degisli formulalaryn getirilip ¢ykarylysyna menzeslikde st dykyz-
lygy o=0(x, y, z) bolan T material iistiin koordinatalar oklaryna we
koordinatalar baslangyjyna gord inersiya momentleri

I = ﬂ(y2 +z%)o(x,y,z)dS,
I, = ﬂ(x2 +z%)o(x,y,2)dS,
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I = ﬂ(y2 +x%)o(x,y,z)dsS,

I, = ﬂ()f +y* 4+ 2%)o(x,y,2)dS
T

formulalar boyunca kesgitlenyar.

§10. 5. Stoksun formulasy

Stoksun formulasy berlen iist boyuncga integraly sol iisti ¢aklendir-
yan yapyk ¢yzyk boyunca egrigyzykly integral bilen baglanysdyryan
formuladyr.

Goy, yapyk L ¢yzyk bilen ¢éklenen 7 iist z=g(x, y) defileme bi-
len berlen bolup, ol L ¢yzygyn Oxy tekizlikddki proyeksiyasy bolan
I" ¢yzyk bilen ¢dklenen S oblasta 0zara-birbahaly proyektirlenyédn
bolsun (/4-nji surat). Stoksun formulasyny gérkezmek iicin L ¢yzyk
boyunca egri¢yzykly integraly /" ¢yzyk boyunga egrigyzykly integra-
la, ony bolsa S oblast boyunga ikigat integrala we i1l softunda ikigat
integraly T iist boyunca iist integralyna 6zgerdelini. Yapyk L ¢yzygyii
z=g(x, y) denleme bilen berlen 7 iistde yatyandygy sebépli

fPxy,2)dx = P,y g(x,y)]dx @1)
I r
deilik yerine yetyir. § 9.5-dédki (20) formulanyn esasynda
el aipiz
Sényg (x,y)]dx =— ﬂ( +5, )dxdy (22)
denligi alarys.
Eger a, 5, y burglar
2-g(x, ) =0 : =)

iiste gecirilen » normalyn koordi- @
natalar oklary bilen emele getiryan

L

burglary bolsa, onda (10) we (11) 0 : E >
formulalaryn esasynda m Y
dg _  cosp T
Ay ~ cosy X 14-nji surat
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ya-da
9z _ _cosp
ay cosy’

Bu derligi ulanyp, (22) formulany seyle yazmak bolar:

JPLx,y, g(x,y)ldx = —ﬂ(%ﬁ - aPCOSE)dxdy

dz cosy

(18) formulanynl esasynda
_J]‘(E)P — aPCOSB)dxdy —
% dy 0z cosy

_({(2P _ 2P cosp oP
= ﬂ( 3 92 cosy )cos ydS = ﬂ( cosff — cos 7>dS
Seylelikde,
#P[X,y,g(x,y)]dx = ﬂ(%—fcosﬁ - %cos 7>dS.
K D

Bu formulanyn esasynda (21) formuladan alarys:
— ([(oP _9oP
fP(x,y,z)dx = LJ)I( % cosfs 3 cos y)dS.

Edil sonun yaly, degisli sertler yerine yetende
= (129 cosy — 22
;ﬁQ(x,y,z)dy = [f)f( ET cosa)dS,

_ ([(2oR _OJR
j;R(x,y,z)dx = J):f( PR cosa — 5. cosb’)dS

formulalary alarys. Bu alnan {i¢ deiiligi agzalayyn gosup, Stoksun for-
mulasyny alarys:

dex+Qdy+Rdz=
L
9R BQ) 9P _9R
ﬂ ( y)cosy+<ay A cosa+(az ax)cos,é’ ds.
(23)

Bu formulany seyle hem yazmak bolar:
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dex+Qdy+Rdz_ﬂ<aQ ap)dxa’y+

IR 8Q> P OR
+< 5 dydz+(a x )dzdx. (24)

Bellik. Eger 7 iist Oxy tekizliginde yatyan tekiz oblast bolsa,
onda Stoksun formulasyndan Grinint formulasy gelip ¢ykyar, ¢iinki
bu halda deiligin ¢ep bolegindéki dz boyunga integral we sag bole-
gindiiki dydz, dzdx boyunca integrallar nola deii bolar.

§ 10. 6. Ostrogradskinin formulasy
we onun ulanylysy

1. Ostrogradskiniin formulasy. Bu formula giflisligin oblasty
boyunga liggat inegraly sol oblasty ¢éklendiryén iist boyunca iist in-
tegraly bilen baglanysdyryan formuladyr. Ginisligin Oz okuna gora
yonekey bolan (§8.5 seret) asagyndan z=z (x, y) lst, yokarsyndan
z=z/(x, y) lst we gapdallaryndan emele getirijisi Oz okuna parallel
bolan silindrik {ist bilen ¢éklenen G oblastyna garalyn. Onun Oxy te-
kizlige proyeksiyasyny D bilen belgildlin. Goy, R(x, y, z) we onui
R!(x, y, z) 6niimi G oblastda we onufi ara¢éginde tizniiksiz funksiyalar
bolsun. Belli bolsy yaly, bu halda (§ 8. 5 (28) seret)

m IR ixdydz = ff f o R 4,

Zl X y
denlik yerine yetyar. Sunlukda,
2(x, y)

dxdy

z=2(xy)
dz = R(x,y,z 2 = R[x,y,z,(x,y)] — R[x,y,z (x,¥)].
zl<xjy> Y )Z=Zl(x,y) [%,7,2, (x,9)] = R[x,5,2,(x,y)]

Sonun ii¢in hem ahyrky iki denlikden
IR — -
'([ﬂ. 3z dxdydz = gR[x,y,z2 (x,y)]dxdy gR[x,y,z1 (x,y)]dxdy

denlik gelip ¢ykyar. Bu denligin sag bolegindiki ikigat integrallary
list integrallary bilen ¢alsyrmak bolar: birinjisini z =z,(x, y) deflleme
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bilen berlen 7, lstuf yokarky tarapy boyunga alnan iist integraly bi-
len, ikinjisini z =z (x, y) defileme bilen berlen 7', iistiinl yokarky tarapy
ya-da minus alamaty bilen alnan 7' Ustiifi asaky tarapy boyunga tst
integraly bilen ¢alsyrmak bolar. Seylelikde,

gj%—];dxdydz = T[J- R[x,y,z|dxdy + Tflf R[x,y,z]dxdy,

bu yerde birinji integral T, lstiit yokarky tarapy boyunca, ikinjisi T
lstiift agaky tarapy boyunga alnan st integralydyr. Bu integrallara T,
silindrik iist boyunga alnan we nola den bolan

ﬂR[x,y,z]dxdy = ﬂR[x,y,Z]cos vdS
I I

(T, ustde n wektoryn Oz okuna perpendikulyar bolany sebipli cosy=0
bolyany {i¢in) integraly gosup,

g]%—fdxdydz = 7{ R[x,y,z]|dxdy +

+ ff R[x,y,z]|dxdy + ﬂ R[x,y,z|dxdy
f 5

ya-da
ﬂf%—fdxdydz = ﬂR[X,y,Z]dxdy = ﬂR[X,y,Z]cos vdS
G T 7

detiligi alarys, bu yerde T=T7 +T,+T, berlen G oblasty ¢iklendir-
yén Ustdir we integral ol ustiin dasky tarapy boyunca alynyandyr.
Ginisligin G oblasty we Q(x, y, z), Q}f(x, v, 2), P(x, y, 2), Pl(x, y, 2)
funksiyalar degisli sertleri kanagatlandyranda

Jﬂ dxdydz = ﬂQ x,y,z|dxdz = ﬂQ X,y,z]cos fdS,

ﬂf%dxdydz = ﬂ P[x,y,z]|dzdy = ﬂP[X,y,Z]COS adsS
G T -

denlikleri gorkezmek bolar. Ahyrky ii¢ denligi agzalayyn gosup,
Ostrogradskinin formulasy atlandyrylyan
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P 90 BR) _
gf ( ax "oy oz dxdydz = l Pdydz + Qdxdz + Rdxdy — (25)

ya-da
—+—+£ dxdydz =
(5 oz

= ﬂ(Pcosaz + Qcosf + Rcosy)dS (26)
T

formulany alarys.

2. Ostrogradskinin formulasynyn ulanylysy. Bu formulanyn
komegi bilen ginigligin kdbir G oblastyny ¢édklendiryédn 7 {ist boyunga
st integralyny ulanyp, G oblastyfl géwrﬁmini tapmak bolar. Haky-

katdan-da, P O, R funk51yalary 8 %Q + g = 1 denlik yerine
yeter yaly saylap,
4 OR
fff ( + 2R )dxdydz _ ﬂ dxdydz = V 7)

deiiligi alarys. Sonun iicin hem bu halda Ostrogradskinin (25) formu-
lasyny ulanyp, Q oblastyil géwrlimini tapmak {i¢in

V= f f Pdydz + Qdxdz + Rdxdy
T

formulany alarys.

Eger P = —x 0= 3y, —zalsak,ondaa %g—i-g 1

bolar we sonun li¢in (27) denlik yerine yeter. Sona gord-de gdwriim
tapylyan formula bu halda seyle gorniisi alar:

V= % | xdydz + yaxaz + zdxdy. (28)
T
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§10. 7. Wektor meydanynyin akymy,
diwergensiyasy, sirkulyasiyasy,
rotory. Ostrogradskinin we Stoksur
formulalarynyn wektor gorniisleri

1. Wektor meydanynyn akymy. Belli bolsy yaly, (§10.3-daki
I-nji we 2-nji bellikler esasynda) wagt birliginde 7 iist arkaly akyp
gecyan suwuklygyn /7 mukdary

II = JI(Pcosa + QcosfS + Rcosy)dS (29)
T

formula bilen anladylyar. Sunlukda, /7 ululyga suwuklygyn 7 {ist

arkaly akymy diyilydr. P, O, R funksiyalaryn F={P, Q, R} tizlik

wektorynyn koordinatalary, cosa, cospf, cosy ululyklaryn tiste gegiri-

len biplik n wektoryii koordinatalary bolyandygy sebépli,
Pcosa+Qcosff+Rcosy=(F, n)

deiligin esasynda (29) formulany

Il = ff (F,n)dS ya-da Il= ff F,dsS (30)

gorniisde yazmak bolar, bu yerde /' tizlik F wektorynyn T stiifi bir-
lik » normalyna bolan proyeksiyasydyr:

F =(F, n)=|F||n|cosp=|F|cosp
(¢ bur¢ F we n wektorlaryn arasyndaky burcdur).
F wektor meydany {i¢in ﬂ F,dS st integralyna sol wektor
T

------

Eger F wektor suwuklygyn hereketinin tizligini anladyan bolsa,
onda F wektor meydanynyn kébir {ist arkaly akymy wagt birliginde
sol st arkaly akyp gecyédn suwuklygyin mukdaryna dendir.

Basga gorniisddki wektor meydanlary tigin akymyn basgaca fizi-
ki manysy bolar.

2. Wektor meydanynyi diwergensiyasy. FF'= {P, O, R} wektor

oP , 90 | OR

meydany {i¢in o + 2y + I jeme den bolan we divF bilen belgi-
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lenyén skalyar funksiya F wektor meydanynyn diwergensiyasy (dar-

......

. oP 90 | 9R
leF—a-i-W'i‘g. (31)
Eger F={P, O, R} wektor G oblast arkaly akyp ge¢ydn suwuk-
lygyn tizlik wektory bolsa, onda belli bolsy yaly, (26) formulanyn sag
bolegindiki integral 7 iist arkaly G oblastdan wagt birliginde ¢ykyan
suwuklygyn mukdaryny anladyar. Ol formulanyn ¢ep boleginden we
(31) formuladan gorniisi yaly, suwuklygyn sol mukdary F wektoryn
diwergensiyasynyn G oblast boyunca li¢gat integralyna dendir. Sonun
iicin hem divF=0 bolanda T iist boyunca degisli integral hem nola
den bolar, yagny yapyk T st arkaly akyp ge¢yian suwuklygyn muk-
dary nola dendir.
Wektor meydanynyn akymy we diwergensiyasy diisiinjelerinden
peydalanyp, Ostrogradskinin (26) formulasyny wektor gdrniisinde
yazmak bolar:

divFav = ([ (F,n)ds. (32)
far-

Bu deiilik wektor meydanynyn diwergensiyasynyn kébir G ob-
last boyunca tiggat integralynyn sol oblasty ¢édklendiryén 7 iist arkaly
wektor meydanynyn akymyna deiidigini gérkezyar.

3. Wektor meydanynyi sirkulyasiyasy. Goy, wektor meydany

F=P(x,y, 2)i+O(x, y, 2)j + R(x, y, 2)k (33)

wektor funksiyasy arkaly berlen bolsun, bu yerde P(x, y, z), O(x, y, z),
R(x, y, z) funksiyalar endigan ya-da bolek-endigan L ¢yzykda lizniik-
siz funksiyalar. Onda L ¢yzyk boyunca

dex + Qdy + Rdz
L

egricyzykly integrala F wektor meydanynyn L ¢yzyk boyunca sir-
kulyasiyasy diyilyar. Eger L ¢yzyga gecirilen birlik galtagyan wektor
koordinatalar oklary bilen @, [, 7 burglaryny emele getiryén bolsa,
onda F_=(F, t)=Pcosa + Qcosf+Rcosy deflik esasynda

J?m+Q@+R¢:fam (34)
L L
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deniligi yazmak bolar. Eger F={P, O, R} giiyc meydany bol-
sa, onda onun L ¢yzyk boyunca sirkulyasiyasy giiy¢ meydanynyn
L boyunga edilen isini anladyar. Basga gorniisddki wektor
meydanlary ti¢cin sirkulyasiyanyn bagsga fiziki manysy bardyr.

4. Wektor meydanynyi rotory. (33) wektoryn koordinatala-
ryndan diiziilen

{%_Q 9P _ 9R Q_Q}

gilenyér, yagny
rotF = <3R_8Q>i +<8l _9R i + <3Q_8P>k. (35)

dy  ox Jdz  dx dx  dy
Yatda saklamak ii¢in bu formulany

i j k
|9 9 9
rol =19y 3y oz
P QO R

gorniisde hem yazmak bolar (bu yerde 88in gorniisddki kopeltmek

hasylyna %—5 hususy ontim diyip diistinmeli).

Indi (34) denlikden we wektor meydanynyn sirkulyasiyasy we
rotory diisiinjelerinden peydalanyp, ozal subut edilen egri¢yzykly we
iist integrallaryny baglanysdyryan

Sﬁde +Qdy + Rdz =
L

ds

_ ﬂ_£> 9P _9dR <£_£>
_JK 5y ox cosa/+<az ax)cosﬁ-l- ox oy cos Y

Stoksun formulasyny wektor gorniisinde yazalyn:

Eﬁl«;dl - ff (rotF(M),n)ds = ff (rotF(M)),ds. (36)

Bu formula F wektor meydanynyn yapyk L ¢yzyk boyunca
sirkulyasiyasynyn L ¢yzyk bilen ¢éklendirilen 7'iist arkaly gecyédn sol
wektor meydanynyn rotorynyn akymyna dendigini gorkezyar.
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§ 10. 8. Gamilton operatory we onui
ulanylysy. Potensial we solenoidal
meydany

1. Gamilton operatory. §7.7-de girizilen skalyar funksiyanyn
gradiyenti diistinjesinden gorniisi yaly, u =u(x, y, z) skalyar meyda-
nyndan gradu wektor meydanyna gegmeklige kébir amal (operasiya)
hokmiinde garamak bolar. Sunlukda, ol kép hisiyetleri boyunga dif-
ferensirleme amalyna menzesdir, yone bir tapawudy bu halda skalyar
funksiya wektor funksiyasy (differensirleme amalynda bolsa skalyar
funksiya skalyar funksiyasy) degisli bolyar.

Skalyar u funksiyadan gradu wektora gegmeklik V belgi bilen
belgilenyir we ona Gamilton (nabla) operatory diyilyér. Seylelikde,

= _Ou; Ou;, ou
Vu = gradu = 0 + ay] + 3z k. (37)
Kop halatlarda V operatora koordinatalary 2%’ 9y’ oz bolan
simwoliki wektor hokmiinde seretmek amatly bolyar:
_;j9 .0 O
V_lax—l-jay—i-kaz. (38)

Sunlukda, ol operasiyany skalyar u funksiya ulanmaklyk (37)
denligi anladyar.

2. Gamilton operatorynyn ulanylysy. Bu operatoryin komegi
bilen kébir anlatmalaryn yonekey gorniislerde yazylysyny gorkezelini.
Onun ti¢in differensirlenyin

F=P(x,y,z)i+0(x,y,z)j tR(x, y, 2)k (39)

wektor funksiya seredelin. Diwergensiyanyn kesgitlemesi we (38)
deilik esasynda

WF =P (00 L OR _ (3 p, 05, 0p)_

divF =(V, F), (40)
vagny F wektoryn diwergensiyasy simwoliki V wektor bilen F wek-

toryn skalyar kopeltmek hasylyna dendir. (35) formula boyunca
anladylan F wektoryn rotory
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rotF:(aR—aQ>i+(aP_aR °+<8Q_3P>k_

'y X dz  ox ax  dy
9 9| |9 9 9 9
=9y oz|i+|dz axp+ ox 9y |k =[V,F],
O R R P P Q
rotF =V, F], (41)

yvagny F wektoryn rotory simwoliki V wektor bilen F wektoryn wek-
tor kdpeltmek hasylyna dendir. (39) formuladaky P, Q, R funksiyala-
ryn ikinji tertipli izniiksiz hususy Oniimleri bar hasap edip we (31),
(35) formulalary peydalanyp, divrotF tapalyi:

divth:i<ﬂ_£>+ 0 (2P 8R>+i<8Q ap)

x\dy dx /) dy\dz /) dz\dx 3y

_9R _ 20 2P R, 0 P _,
dyox  9zdx  0zdy Jxdy Oxdz  Jyoz
Seylelikde,

divrotF=0. (42)
(40) we (41) formulalaryn esasynda
divrotF =(V, rotF)=(V, [V, F))=(V, (V, F)).
Ahyrky iki formuladan
(V. [V, F)=(V, (V, F))=0

denlik gelip ¢ykyar we ol ikisi dei bolan ii¢ wektoryn garysyk kopelt-
mek hasylynyii nola dendigini gérkezyar.

Ikinji tertipli liznliksiz hususy Oniimleri bar bolan u=u(x, y, z)
funksiya tli¢in (35) we (37) formulalardan peydalanyp, rotgradu ligin

. ; _0u o du p_du g,
anlatmany tapalyn. (37) formulada P = 9’ 0 3y’ R . ha

o
sap edip alarys:
— |9 (Qu\_ O (du\l; [9 (Ou\_ 0 (du\l;
rotgrad = 3y<32> 82<8y>l+ az<8x> 8x<az)}’+
O (ou\_ 9 (du\|p _(u _82u>-
+8x<8y> 8y<8x>k_(828y ayoz )!
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u azu)l- <82u _ 82u> _
+(8x82 azox ¥ T\ oyax ~away S0

rotgradu =0. (43)
(31) we (35) formulalaryn esasynda bu denligin ¢ep bolegini
rotgradu =V, gradu]=[V, Vu] (44)
gorniisde yazmak bolar. (43) we (44) formulalardan bolsa
[V, Vu]=0 (45)

deiilik gelip ¢ykyar. Bu denlik skalyar kopeldijileri bilen tapawut-
lanyan iki simwoliki wektoryn wektor kdpeltmek hasylynyn nola
dendigini gorkezyar.

Goy, ikinji tertipli lizniiksiz hususy oniimleri bar bolan skalyar
u=u(x, y, z) funksiya we onun gradiyentiniit F wektor meydany ber-
len bolsun:

_ _Ou; Ou;, ou
F = gradu = 8xl+8yj+ aZk.

(31) formuladan peydalanyp div(gradu) ti¢in anlatmany alarys:

: _ 9 /0u\, O [ou\, 9 ou\_ o°u [ *u , du
div(gradu) = 5 (50)+ 8y(8y>+ orlaz) = 5 * o' o

b

2 2 2
U U, U (46)
o’ 3y oz

Bu denligin sag bolegindéki anlatma u funksiyanyn Laplas ope-

......

div(gradu) =

2 2 2
s e (47)
aw  ay’ | oz

(37), (40) we (47) formulalaryn esasynda (46) formulany
V,Vu)y=Au (A=V?) (48)
gornilisde yazmak bolar.

2 2 2
Bellik. Au=0 ya-da 9% 1 94 L DU _ () qefflems Laplasyit
ox ay oz

funksiya garmoniki funksiya diyilyér.
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3. Potensial we solenoidal meydany. Eger F=Pi+ Qj+Rk
wektor kébir skalyar funksiyanyn gradiyenti bolsa, yagny
ou

_ —Ou;_ Ou; . ou
F = gradu = L 8yJ+ 37 k, (49)

------

deiillikden
_du _ ou _ou
P= ox’ Q= ay’ R oz
denlikler gelip ¢ykyar. u =u(x, y, z) funksiyanyi ikinji tertipli tizniik-
siz hususy ontimleri bar halynda ahyrky denliklerden
oP _ 90 9P _9R R _ 90

dy ox’ 9z x99y Oz

ya-da
oP 0 _, 9P AR _, OR_30 _
dy  9Ix 9z Ox 9y oz
deilikleri alarys. Bu deiilikler esasynda (35) denlikden

rotF=0 (50)
denlik gelip ¢ykyar. Seylelikde, islendik potensial F meydany ii¢in
(50) denlik yerine yetyédndir. Eger F = F(x, y, z) wektor meydany {i¢in

divF =0

bolsa, onda ol wektor meydanyna solenoidal ya-da trubka gorniisli

------

solenoidal meydanydyr.

§10. 9. Funksiyanyn doly
differensiallylyk serti

1. Oblastyn birbaglanysyklylyk diisiinjesi. Eger iicolgegli G
oblasta degisli islendik yapyk L ¢yzyk {i¢in sol ¢yzyk bilen ¢iklenen
we tutuslygyna G oblastyn icinde yerlesyén {ist bar bolsa, onda G
oblasta iistleyin birbaglanysykly oblast diyilydr. Seyle oblastlara sar,
ellipsoid bilen ¢éklenen oblast, iki konsentrik sfera bilen ¢dklenen
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oblast mysal bolup biler. Ustleyin birbaglanysykly dil oblastyii my-
saly oky saryn merkezinden geg¢yén silindr kesilip ayrylan sar bolup
biler. Ustleyin birbaglanysykly oblastlar {icin yerine yetyén hisiyetler
asakdaky teoremadan gelip ¢ykyar.

1-nji teorema. Eger P=P(x, y, z), O=0(x, y, z), R=R(x, y, 2)
funksiyalar we olaryn birinji tertipli hususy ontimleri kébir yapyk
cakli tstleyin birbaglanysykly G oblastda {izniiksiz bolsa, onda
asakdaky dort tassyklama dengtiycliidir, yagny olaryn islendik birinii
yerine yetmeginden beyleki ii¢lisi gelip ¢ykyar:

1. G oblastda yerlesyén islendik yapyk ¢yzyk iigin

fpdx+Qdy+Rdz: 0. (51)
L

2. G oblastyn islendik 4 we B nokatlary tigin egri¢yzykly integral
A we B nokatlary birlesdiryin yola bagly déldir:
j Pdx + Qdy + Rdz = f Pdx + Qdy + Rdz.
ACB AEB
3. Pdx+ Qdy + Rdz anlatma kébir funksiyanyn doly differensi-
alydyr, yagny G oblastda kesgitlenen seyle F(x, y, z) funksiya tapylyp,

dF = Pdx + Qdy + Rdz. (52)
4. G oblastda
9 _9P 3R _9Q 9P _ 3R (53)
ox dy’ dy 9z @ 9z  Ix

deilikler dogrudyr.
< Subut etmekligi
1=2=>3=4=1

yzygiderlikde amala agyrarys.

a) 1 =2 bolyandygyny gorkezelin. Goy, 1 yerine yetsin. G
oblastynn A we B nokatlaryny birlesdirydan we sol oblastda yerlesyén
iki yola, yagny ACB we AEB yollara garalyn. Onda olaryii jemi bolan
vapyk L =ACBEA ¢yzyk hem sol oblastda yerlesyar. Sonun ticin hem
1-nji sertin esasynda

0= fpdx+Qdy+dz: dex+Qdy+dz+

ACBEA ACB
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+ dex+Qdy+Rdz: fpdx+Qdy+Rdz— fpdx+Qdy+Rdz,

BEA ACB AEB
yagny
f Pdx + Qdy + Rdz = f Pdx + Qdy + Rd=.
ACB AEB
b) 2 = 3 bolyandygyny gorkezelin. Goy, egrigyzykly
f Pdx + Qdy + Rdz
AB

integral integrirleme yoluna bagly dél bolsun. Eger 4 nokadyn koordi-
natalaryny bellesek, yagny 4 =A(x, y,, z,) hasap etsek, onda ol integ-
rala B =B(x, y, z) nokadyn koordinatalarynyn funksiyasy hokmiinde
garamak bolar, yagny

B(x,y,z)
fpdx +Qdy + Rdz = fpdx +Qdy + Rdz = F(x,y,z).
AB A(%0:Y0:20)
Ol funksiyanyn differensirlenyéndigini we (52) deinligin dog-
rudygyny gorkezelin. Onun ligin G oblastyil her bir B(x, y, z) no-

kadynda i OF e OF

ax’ dy 3z hususy ontimleriii bardygyny we

oF _ oF _ oF _
ax - P(X,y,z), ay Q(Xayaz)a aZ R(x’yaz) (54)

denliklerin yerine yetyandigini gérkezmek yeterlikdir, ¢iinki P(x, y, z),
O(x, y, z) we R(x, y, z) funksiyalaryn tizniiksizligi iicin (54) denlik
esasynda F(x, y, z) funksiya differensirlenyéndir we (52) yerine yet-

oF
ox

funksiyanyn x liytgeyanine x + Ax artym berelin:
AF = F(x+ Ax,y,z) — F(x,y,z) = dex + Qdy + Rdz —

AB,

- f Pdx + Qdy + Rdz  (B,=B,(x+Ax, y, 2)).
AB

yéandir. hususy oniimiii bardygyny gorkezmek iicin F(x, y, z)
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Integralyn integrirleme yoluna bagly déldigi esasynda 4B,
¢yzygy AB g¢yzyk bilen Ox okuna parallel BB, kesimii jemi hokmiin-

de almak bolar. Sonia gora
x+ Ax

AF = dex +Qdy + Rdz = dex - fp(x,y,z)dx
BB, BB, x

denligi alarys. Bu denligin sag bolegindédki kesgitli integrala orta
baha hakyndaky teoremany ulanyp,

AF

Ay = P(x + 0Ax,y,z) (0<6<1)
denligi alarys. Bu denlikde Ax— 0 bolanda predele ge¢ip, P(x, y, z)
funksiyanyf iizniiksizligi sebapli, % = P(x,y,z) deiiligi alarys.

%—I; = Q(x,y,z) we %—5 = R(x,y,z) detliklerii yerine yetydndigi
bolsa suna menzeslikde gorkezilyér.
¢) 3=4 bolyandygyny gorkezelin. Goy, (52) deilik yerine
yetsin, onda (54) deilikler dogrudyr. Sonui iigin garysyk onlimler
hakyndaky teorema esasynda
oP _ 3°F _ 3°F _ 90

dy  9ydx  9xdy  Ox

denlikleri alarys, cilinki serte gord 9P e 2Q Oniimler lizniiksizdirler.

ay ox
OR _ 90 9P _ R

Qdy 0z’ 9z
deilikler hem edil sonun yaly subut edilyér.
d) 4 = 1 gorkezelin. Goy, (53) denlikler yerine yetsin we L ¢yzyk
G oblastda yerlesyédn erkin yapyk ¢yzyk, 7 bolsa G oblastyn i¢inde
tutuslayyn yerlesyén we L bilen ¢édklenen iist bolsun. Onda Stoksun

(23) formulasy esasynda
dex + Qdy + Rdz = 0.
L

Seylelikde, teorema doly subut edildi. >
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Bellik. Egrigyzykly f Pdx + Qdy integral iicin (53) sert
L

oP _ 99

y ~ ox gorniisi alar.

Goniikmeler
Egri¢yzykly integrallaryn birinji gérniisini hasaplamaly:
1. fxdl, L ¢yzyk 2y=x* funksiyanyn grafiginin 4(1, 1) we
B(1, 1/2§ nokatlarynyin arasyndaky dugasy.
2. f V1 +x%dl, L gyzyk 4y =x* funksiyanyii grafiginii 4(0, 0)
we B(I,L1/4) nokatlarynyn arasyndaky dugasy.

3. f y*dl, L ¢yzyk x*+y*=R> (y>0) toweregiii yokarky bolegi.
L

4. fxzydl, L ¢yzyk x =asin’t, y =acos’t (0<t<7/2) astroidin du-
L

gasy.
Egrigcyzykly integrallaryi ikinji gérniisini hasaplamaly:

5. f\/m dy +(x —y)dx, L ¢yzyk y=x* funksiyanyn
graﬁginig A(0, 0) nokatdan B(1, 1) nokada ¢enli dugasy.

6. f(x2 + y*)dx + xydy, L ¢yzyk y=e* funksiyanyn grafiginii
A0, 1) riokatdan B(1, e) nokada ¢enli dugasy.

7. f xdx + y dy dl, L ¢yzyk x*+1y*=R? (y>0) toweregin yokarky
bolegi.
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8. f(x +2x°y? — yY)dx + (y* — 3x*y’ + 4xy)dy, L asakdaky
L

¢yzyklar:

a) y=x goni ¢yzygyin O(0, 0) nokatdan A(1, 1) nokada ¢enli ke-
simi;

b) OBA dowiik ¢yzyk, bu yerde B(1, 0) nokat;

¢) y =x? parabolanyn O(0, 0) nokatdan 4(1, 1) nokada ¢enli du-
gasy.

9. f (x> + 3x%y*)dx + (y* + 2x°y)dy, L asakdaky ¢yzyklar:
L

a) y=x goni ¢yzygyn O(0, 0) nokatdan A(1, 1) nokada ¢enli ke-
simi;

b) OBA dowlik ¢yzyk, bu yerde B(1, 0) nokat;

¢) y =x? parabolanyn O(0, 0) nokatdan 4(1, 1) nokada ¢enli du-
gasy.

d) y=x* ¢yzygyn O(0, 0) nokatdan A(1, 1) nokada ¢enli dugasy.

10. Cyzyklaryn gorkezilen dugalarynyn uzynlygyny hasapla-
maly:

a) x =6acost, y=6asint, z=8at (0<t<27);

b)x=at, y = av2Int, z=a/t (1<t<10).

11. Gorkezilen yapyk ¢yzyklar bilen ¢éklenen figuralaryn mey-
danlaryny tapmaly:

a)y=x*,y'=x;

b) x=acos’t, y=asin’t (astroida).

12. Dykyzlygy o(x, y) bolan berlen material ¢yzygyn dugasynyn
massasyny tapmaly:

a) 4y=x* (0=x<1), o(x, y)=y;

b) x=Iny (1<y<4), o(x,y) = yv/y* + 1.

Ust integrallarynyi birinji gorniisini hasaplamaly:

13. ﬂ(x2 +y* + 2%)ds, Tiist z = y/ R* — x* — y* yarym sferadyr.
T
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14. ﬂy(x +z)ds, Tist y = Vet — 2 istiift x=0, x =a tekizlik-
T

ler bilen kesilen bolegi.

15. ﬂ (x% + y2 + 2 — 2)ds, Tiist 22=9—x>—)? fistiifi z=0 tekizlik
T
bilen kesilen bolegi.

Ust integrallarynyn ikinji gérniisini hasaplamaly:
16. ﬂ(y2 + z%)dxdy, Tiist z = Jo —x? istiin y=0, y=2 tekizlik-
T

ler bilen kesilen bolegininl yokarky tarapy.
17. [[ (% + 39" + 2)dxdz, Tiist y = /2" + 2 iistiin y=0, y=1
T

tekizlikler bilen kesilen boleginiii dagky tarapy.
18. ff (2x + 3y + 4z)dxdy, T st x+y+z=6 tekizligif
T

2 2
XT + % = 1 silindr bilen kesilen bdleginin yokarky tarapy.

19. Berlen wektor meydanlarynyn diwergensiyalaryny tapmaly:
a) (x> —y?) i+ (x* + y))J: ¢) xi +y*j +2°k;

b) (x® — 2xy + 3y*) i + (xy — 5y%)J; d) x> — xy] + xyzk.
20. Berlen wektor meydanlarynyn rotorlaryny tapmaly:

a) x* i— xy7 + xyzk;

b) yzz7+ x227+ x? y?;

¢) xyzi + (2x + 3y — z)] + (x* + 22k,

21. a = bxi— y7+ zk wektor meydanynyn x—2y+2z=4 te-
kizligin koordinatalar oklary bilen ¢éklenen bolegi arkaly ge¢yéin
akymyny tapmaly.

22.a = xyi + yzj + xzk wektor meydanynyn depeleri O(0, 0, 0),

A2, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 2) nokatlarda bolan piramidanyn {sti
arkaly ge¢yén akymyny hasaplamaly.

114



Jogaplar

1 B T3 4 268 43 32,1 41
1. (2@ 1).2.8 53 DR A Sredt 5 6 e T
8a) b)lz,g:) .9.2) 1,5;b) 1,5; ¢) 1,5; d) 1,5. 10. a) 207a; b) 9,9a

11. a) 0,6; b) 37a¥/8. 12. a) (2v/2 —1)/3; b) 24. 13. 27R* 14. @’
15.7(500v/10 — 23)/15.16.68.17.-27.18.1147.19.2)2x+ 3% b) 3(x—4y);¢)
1+2y+32% d)x(1+y). 20.2) 0; b) (x® — 2x2) T + (y* — 2xy)j + (2 — 2y2)k;
¢) [+ (xy—2x)j + (2 — xz)k. 21.28.22. 1/3.

I1.11. SAN HATARLARY
§ 11. 1. Hataryn yygnanmagy we
dargamagy

1. Hataryn Kkesgitlenisi we onun jemi. Matematikanyn diirli
boliimleri éwrenilende, seyle hem meseleleri ¢ozmekde onun ula-
nylyan yerlerinde tlikenikli jemler bilen birlikde tiikeniksiz jemle-
re, yagny gosulyjylarynl sany tiikkeniksiz artyan jemlere dus gelinyar.
Beyle jemleriit hemmesi bilen tiikenikli jemler bilen gecirilydn amal-
lary gecirip bolmayar. Sonui {i¢in hem biz ilki bilen ol jemlerin ndma-
ni anladyandygyny, olaryni hésiyetlerini we sonufi esasynda haysy
sertlerde tiikkenikli jemler bilen gegirilydn amallary tiikeniksiz jemler
bilen hem gegcirip bolyandygyny anyklarys.

Hakyky sanlaryfia , a,, ..., a , ... yzygiderliginden diiziilen

da,=a +a,+..+a,+ .. (1)
n=1

rrrrrr

a, a, ..., a, .. sanlara onui agzalary, a, sana bolsa umumy ya- da
n-nji agzasy diyilydr. Umumy a agzasy belli bolan hatar berlen hasap

edilyér. Mysal {igin, a, = % bolan (1) hatar
n
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Nl 1 1 1
=ttt 5+
,,;1 o1 2 n’
gorniisde yazylyar.
Kébir halatlarda bolsa hatar 6ziinin ilkinji agzalary arkaly
a,ta,ta,+..

gorniisde hem berilydr. Bu halda berlen agzalar boyunga ol hataryn
umumy agzasyny kesgitldp bolar. Mysal {i¢in, eger hatar ilkinji dort
agzasy gorkezilip,

gornlisde berlen bolsa, onda onuni agzalarynyil sanawjylaryndan
diiziilen 2, 5, 8, 11, ... sanlar tapawudy 3 we ilkinji agzasy 2-a4 den
bolan arifmetiki progressiyany diizyar. Sonuii iigin ol progressiyanyi
umumy agzasy bolan 2+3(n—1)=3n-1 sany sanawjylar {i¢in umu-
my agza hokmiinde almak bolar. 2, 6, 18, 54, ... sanlardan duryan
maydalawjylar bolsa ilkinji agzasy 2-4 we maydalawjysy 3-e deil
bolan geometrik progressiyanyn agzalaryny anladyar. Sonun iigin
hem geometrik progressiyanyn umumy agzasy bolan 2-3"! sany
maydalawjylar ticin umumy agza hokmiinde almak bolar. Seylelikde,

hataryn umumy agzasy a, = 3n—1

2.31171

Hataryii ilkinji #» agzalaryndan diiziilen

n
S,=a+a,+..+a,= ) a
k=1

$=a, S,=ata,.., §=a-+..+ta. (2)

Eger (1) hataryfi bolekleyin jeminifi {S } yzygiderliginin tii-

......

......

S=>a, (3)



Eger-de {S } yzygiderligifi predeli yok bolsa ya-da tiikeniksizli-
ge den bolsa, onda (1) hatara dargayan hatar diyilyér.

Kesgitleme esasynda hataryn yygnanmagyny seyle yazmak bo-
lar:

(S = limSn) < (hatar yygnanyar).

Bu yazgydan yygnanyan hatarynn jeminin yeke-tdkdigi gelip

¢ykyar.
Bellik. Hataryn ¢ sana kopeltmek hasyly diyip

D ca, =cay+cay+ ...+ ca, + ..
n=1
hatara diisiinilydr. Hatary sana kdpeltmek onunt yygnanmagyna hem,
dargamagyna hem tésir etmeyar.
1-nji mysal. Geometrik progressiyanyn agzalaryndan diiziilen
ataq+tag*+..taqg '+ ... (4)

hataryn haysy sertlerde yygnanyandygyny gorkezmeli.
<1 Bu hatar ti¢in (2) formulanyn esasynda
a—aq"
Sn:a+aq+...+aq"*1: l_q’q?él’ (5)
na, q=1.

Soma goré (5) denlikden alarys:
1) |g|<1 bolanda {S } yzygiderligifi predeli bardyr:

lims = im%1=4¢) _ a
n—»oon n— oo 1—(] l—q

2) |g|>1 ya-da g =1 bolanda limS, = oc.

n— oo

3) g=-1 bolanda (5) denlikden

g = a(l —2(— 1))

bolyandygyny goryiris, yagny S, =0, S, =a, diymek, bu halda {S }
yzygiderligin predeli yokdur.

Seylelikde, (4) hatar |g|<1 bolanda yygnanyar we |g|>1 bolanda
bolsa dargayar. >
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2-nji mysal. ngl m hataryn yygnanyandygyny gorkez-
meli we onun jemini tapmaly.
<1 Bu hatar ti¢in

_ 1 1 1 1 1
Sn—1.3+2.4+3.5+...+

(
St | (I ISR o

+<1

— ~—
—
[S=—Y
+
DO —
S—
|
—
=
+>—n
[S=—Y
>
=+ |
)
Rt

_1
n

_ 1
2

Somia gora-de

1

e 1 (3 1 1 \_3
}5?05"_235210(2 n+1 n+2>_4'

Diymek, kesgitleme boyunca garalyan hatar yygnanyar we onuii
jemi S=3/4. >

2. Hataryn yygnanma sertleri. Hatarlar nazaryyetinin esasy
meseleleriniit biri onun yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny
anyklamakdyr. Diirli amaly meseleler ¢oziilende kdpleng, hataryn
yygnanyandygyny (jemini tapmazdan) ya-da dargayandygyny anyk-
lamak talap edilyér. Sona goré, ilki bilen hataryin yygnanmagy we
dargamagy bilen baglanysykly asakdaky sertlere garalyi.

1-nji teorema (hataryn yygnanmagynyi zerur serti). Eger
hatar yygnanyan bolsa, onda onuni umumy agzasynyn predeli nola
dendir, yagny

lima, = 0. (6)

n— oo

<1 Goy, (1) hatar yygnanyan bolsun, yagny

limS, = S, (7)
onda yygnanyan yzygiderligini hésiyeti esasynda
limS, _, =S. (8)
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(7) we (8) denlikleriit esasynda (2) denilikden gelip ¢ykyan
a =S —S | defilikde predele gecip, (6) defiligi alarys. >

Bellik. (1) hataryin yygnanmagy iicin (6) denlik dine zerur sert
bolup, ol yeterlik déldir. Onun seyledigi asakdaky mysalda gorkezil-
yar.

! 1 1 o
3-nji mysal. gg—1+2 Tyttt .. garmoniki ha-
taryn dargayandygyny gorkezmeli.
< Bu hatar ti¢in lima, = th = 0, yagny (6) sert yerine yet-

yér, yone ol dargayar. Hakykatdan-da, eger tersine, ol yygnanyar
diyip giiman etsek, onda onunl S jemi {i¢in
limS, =S, limS, =S, lim(S,,—S,)=5-S5=0.
n—oo n— oo

Ol bolsa
e 1 1 1 11
S =S =T a2ttt T T 2

deiisizlige garsy gelyar. Seylelikde, garmoniki hatar dargayar. >
Bu teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
Netije (hataryn dargamagynyn yeterlik serti). Eger
lima, # 0 9)

n— oo
bolsa, onda (1) hatar dargayar.
< Tersine gliman edelin. Goy, (1) hatar yygnanyan bolsun, onda
1-nji teorema boyunga (6) deilik yerine yetyiar we ol (9) serte garsy
gelyir. Bu garsylyk bizin giiman etmidmizii nddogrudygyny, yagny
hataryii dargayandygyny gorkezyar. >

e v 2n+ 1 vy - .
4-nji mysal. n§1 3+ 5 hataryn yygnanmagyny deriiemeli.

o — im2n+1 _ 2
< Buhatar iigin lima, = lim 3 = = 3,

yagny (9) sert yerine
yetydr we sonuil ii¢in netije boyunca hatar dargayar. >

Hataryn yygnanmagynyi zerur we yeterlik serti subutsyz alynyan
asakdaky teoremada getirilyar.
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2-nji teorema (Kosinin Kkriterisi). Ve>0 li¢in N>n, tapylyp,

Vn>n, we Vp e N ligin
n+p

24

k=n+1

<e (10)

deiisizligiii yerine yetmegi (1) hataryn yygnanmagy li¢in zerur we
yeterlikdir.

3. Hataryn galyndysy we onuii hisiyetleri. (1) hataryn ilkinji n
agzalarynyn taglanmagyndan alnan

> a (11)

rrrrrr

3-nji teorema. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda onuii islendik
galyndysy hem yygnanyar we tersine, eger hataryn haysy-da bolsa
bir galyndysy yygnanyan bolsa, onda hataryn 6zi hem yygnanyar.
Sunlukda,

§=S§ +r, (12)
deiilik dogrudyr.
m ~ n+p
< Eger S, = Zak, S, = Zak degislilikde (1) we (11) hatar-
k=1 k=n+1
laryn bolekleyin jemleri bolsalar, ond~a m=n+p ligin
S, =S, tS, (13)
bolar. Bu denilikdent gorniisi yaly, bellenen n ti¢in lim S,, = S predelin

bar bolmagy ii¢in limS , predelin bar bolmagy, yagny (1) hataryn
n— oo

yygnanmagy ti¢cin (11) hataryil yygnanmagy zerur we yeterlikdir.
Sonun esasynda (13) denlikde m — oo bolanda predele gecip, (12)
denligi alarys. >

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda ol hatardan tiikenikli sany
agzalaryil gosulmagy, seyle hem, taslanmagy esasynda alnan hatar
yygnanyar.

2. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda onun galyndysynyn predeli
nola dendir, yagny nlim r,= 0.
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§ 11. 2. Agzalary otrisatel dal
hatarlar

1. Agzalary otrisatel dél hatarlaryn yygnanma nysany. Hatar-
lary deriiemekligi onun agzalary otrisatel ddl bolan halyndan baslalyn,
clinki seyle hatarlarynn yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny
anyklamak yenildir.

4-nji teorema. Agzalary otrisatel dél (1) hataryin yygnanmagy
iicin onun bolekleyin jemleriniii yzygiderliginint yokardan ¢ékli bol-
magy zerur we yeterlikdir.

< Eger Vn e N ligin a >0 bolsa, onda (1) hataryfi § bdlekleyin
jemi ii¢in § —S =a >0 densizlik yerine yetydr. Ol bolsa {S }
yzygiderligin kemelmeyéndigini aiiladyar. Kemelmeyén yzygiderligin
predelinini bar bolmagy {i¢in bolsa onunl yokardan ¢dkli bolmagy ze-
rur we yeterlikdir. >

Bu teoremanyn sertlerinde hataryn S jemi we Vn € N {igin

S <. (14)

2. Deimesdirme nysanlary. Hatarlary deriiemekde ulanylyan
usullaryn biri-de denesdirme usulydyr. Ol bolsa deniesdirme nysan-
laryny ulanmaklyga esaslanyar. Sunlukda, denesdirilydn hatar hok-
miinde yygnanyandygy ya-da dargayandygy maélim bolan hatarlar
ulanylyar. Ony gorkezmek ti¢in

>a, (1)

> b, (15)
n=1

hatarlara garalyn.
5-nji teorema (1.d.n.). Goy, (1) we (15) hatarlarynn agzalary
Vn e N ligin
0<a <b, (16)

deiisizlikleri kanagatlandyryan bolsun. Onda (15) hataryil yygnanma-
gyndan (1) hataryn yygnanmagy, (1) hataryin dargamagyndan bolsa
(15) hataryn dargamagy gelip ¢ykyar.
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< Goy,
= Zak, S,= > b,

we (15) hatar yygnanyan bolsun. Onda {S }_yzygiderlik yygnanyar
we (15) hataryii S jemi {igin (14) esasynda S <8 bolar. Sonuii {igin
(16) denisizlik esasynda S, <S <8 deisizlik gehp cykyar. Sona gora
4-nji teorema boyunga (1) "hatar § yygnanyar.

Eger (1) hatar dargayan bolsa, onda (15) hatar hem dargayar,
clinki tersine bolan halda teoremanyn subut edilen bdlegi esasynda
(1) hatar yygnanyan bolup, ol bolsa teoremanyn sertine garsy gelyér.
Seylelikde, (15) hatar dargayar. >

2-nji bellik. Teoremanyn tassyklamalary (16) densizlikler ka-
bir n,>1 agzadan baslap yerine yetende hem dogrudyr, ¢iinki 3-nji
teoremanyn 1-nji netijesi boyunca hataryn tiikenikli sany agzalarynyn
taglanmagy onun yygnanmagyna tésir etmeyaér.

1-nji deniesdirme nysanyndan 1-nji mysal esasynda amalyyetde
ulanmak ii¢cin amatly bolan seyle netije alynyar.

1-nji netije. Eger Vn € N ligin (ya-da kibir n,> 1 agzadan baslap)
0<a <q", g<1 sert yerine yetse, onda (1) hatar yygnanyar, eger-de
a >q", q=>1 sert yerine yetse, onda (1) hatar dargayar.

5-nji mysal. z W hataryn yygnanmagyny derfiemeli.

< Bu hataryn umumy agzasy {i¢in a, = n 1

=—n <1
(n+1)3" 3"
1

q=73 licin a <g" defisizlik yerine yetyér. Sona gora-de, 1-nji netije

, yagny

esasynda garalyan hatar yygnanyar. >
6-njy teorema (2.d.n.). Eger agzalary polozitel bolan (1) we
(15) hatarlar {igin

hmb— =k (0<k<+o0) (17)

predel bar bolsa, onda (1) we (15) hatarlaryn ikisi hem birwagtda
yygnanyar ya-da dargayar.
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< Predelin kesgitlemesi we (17) denlik esasynda Ve>0 {igin
seyle n, nomer tapylyp, Vn>n, ligin
a,
| bk [<e
densizlik yerine yetyér. Ondan bolsa Vn > n ligin

a, _ a,
—e<b— k<e, k 5<b

n n

<e+k

densizlik gelip ¢ykyar. € sany € <k bolar yaly alyp we k—e=m (m>0),
k+e=M (M>0) begilemeler girizip, Vn > n, ligin

m<GE<M  ya-da  mb,<a <M, (18)

detisizligi alarys. Eger (15) hatar yygnanyan bolsa, onda »_ Mb, ha-
n=1

tar hem yygnanyar. Sona gord (18) densizliklerinn sagkysy we 1.d.n.

boyunca (1) hatar hem yygnanyar. Eger (1) hatar yygnanyan bolsa,

onda (18) densizliklerin ¢epkisi we 1.d.n. boyunga z mb, hatar yyg-
n=1

nanyar. Sonun ii¢in (15) hatar hem yygnanyar.

Eger-de (1) we (15) hatarlaryn haysy-da biri dargayan bolsa,
onda olaryn ikinjisi hem dargayandyr, ¢iinki ol yygnanyar diyip gii-
man edenimizde, teoremanyn subut edilen bdlegi boyunca birinji ha-
tar hem yygnanyan bolardy, ol bolsa serte garsy gelyar. >

3. Kosiniin we Dalamberin nysanlary. Hatarlary dernemekligi
onun 0z agzalarynyi hidsiyetleri esasynda hem gegirmek bolar.

7-nji teorema (Kosinin nysany). Eger agzalary otrisatel dél (1)
hatar ti¢in

lim"/a, =r (19)
predel bar bolsa, onda ol hatar »<1 bolanda yygnanyar, »>1 bolanda

bolsa dargayar.
< Yzygiderligin predelinin kesgitlemesi we (19) esasynda Ve >0
ligin N>n, tapylyp, Vi >n, ligin
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r—e<n/a, <r+e (20)
densizlikler yerine yetyér.

Eger r<1 bolsa, onda € sany g =r+ & <1 bolar yaly saylap almak
bolar (mysal ii¢in, eger € <1—r bolsa). Sonui tigin (20) densizliklerii
ikinjisi esasynda Vn>n, ligin ”\/ain <4gq, a,<q" (¢<1) densizlik ye-
rine yeter we soniin ticin 1.d.n. netijesi boyunca (1) hatar yygnanyar.

Eger-de »>1 bolsa, onda € sany g =r—c>1 bolar yaly almak
bolar (mysal iigin, eger € <r—1 bolsa). Sonui ii¢in (20) densizliklerii
birinjisi esasynda Vn>n i¢in ¢ < */a,, ¢"<a, (g>1) defsizlik ye-
rine yeter we soniin ticin 1.d.n. netijesi boyunga (1) hatar dargayar. >

8-nji teorema (Dalamberiii nysany). Eger agzalary polozitel
(1) hatar {igin

a, +1 _
fm o= @y
predel bar bolsa, onda ol hatar <1 bolanda yygnanyar, »> 1 bolanda
bolsa dargayar.

<Yzygiderligin predelinin kesgitlemesi we (21) denilik esasynda
Ve>0 iigin N>n, tapylyp, Vin>n, ligin

r—e< ”a+1<r+8 (22)
densizlikler yerine yetyér.

Eger <1 bolsa, onda >0 sany g =r+&<1 bolar yaly saylap
almak bolar. Sonuf tli¢in (22) densizliklerifi ikinjisi esasynda Vn>n,

icin % <gq, a, <qa (¢<l) densizlik yerine yeter, yagny ol

n
densizlik n=n +1, n=n +2, n=n +3, ... Ugin yerine yeter. Sonui
esasynda

2
an()+2 < an()+1q’ an()+3 < al’l()+2q < an()+1q ’

n0+4<an +3q<an +lq’ (23)

124



densizlikler yerine yetyir. ¢ <1 bolanda geometrik progressiyanyn ha-
tarynyii yygnanyandygy sebipli (1-nji mysal), > d,,+14" hatar hem
n=1

yygnanyar. Sonun ii¢in (23) deiisizlik we 1.d.n. boyunca (1) hataryn
galyndysy yygnanyar. Sona gord 3-nji teorema boyunga (1) hataryn
0z1 hem yygnanyar.

Eger-de »>1 bolsa, onda € sany g =r—&>1 bolar yaly sayla-
mak bolar. Sonu ligin (22) defsizliklerifi birinjisi esasynda Vn>n,

n+1

icin g < , a. >qa (g>1). Ol bolsa n +1 nomerden baslap

n
hataryn agzalarynyn artyandygyny gorkezyar we sonun ticin hataryi
yygnanmagynyi zerur serti yerine yetmeyér we hatar dargayar. >

6-njy mysal. z ( 3n2i I )n hataryn yygnanmagyny derniemeli.
n=1

<1 Bu hatar iigin

imn/a = limn 2n ' _ 20 _ 2
fim/a, = limy (2] = lim B = 2 <1

Sona gori-de Kosiniﬁ nysany boyunca hatar yygnanyar. >

n—l

3 3
<an: n s Cln+1:—(}z+l) ,
2"n! 2" (n+ 1)!
Ay _ (n+1) . _ 2"n!(n+ 1) :L<n+1>2L
a, 2" n+ 1) 2"a0 2" (m+ D)0 2\ n Jon

deiliklerin esasynda

lim el = Lgim (2 L im L =0 <1
n—o a, 2 n—oo n n—oo
bolyandygy ti¢in Dalamberin nysany boyunca hatar yygnanyar. >

3. Kosinin integral nysany. Funksiyalaryn kéibir gorniisi ii¢gin
hususy dil integralynn yygnanmagy hataryin yygnanmagy bilen bag-
lanysyklydyr.
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9-njy teorema (Kosiniii integral nysany). Eger f funksiya
[1, +o0) aralykda tlizniiksiz, otrisatel ddl we artmayan bolsa, onda

2K 4
hatar we
ff(X)dx (25)
hususy dél integral birwagtdai yygnanyar ya-da dargayar.
< Goy, P=[k, k+1], ke Nwe S, = kzn:1f(k) bolsun. f funksiya-

nyn artmayandygy esasynda k<x<k+1 bolanda

S+ 1) <fix) <f(k) (26)
detisizlikler yerine yetyar we sert boyunca f funksiya her bir P, kesim-
de integrirlenydr. Sonun li¢in (26) densizlikleri k-dan (k+ 1)-e cenli

integrirldp we sofira jemlép,
k+1

kZ:f(k +1)< k}”j [ Ax)ax = kZ:f(k)

=1k

densizlikleri alarys. Olardan bolsa
n+1

S, —f(1)< ff(x)dx <s, 27)
i
densizlikler gelip ¢ykyar.
Goy, (25) integral yygnanyan we f f(t)dt = M bolsun, onda
i

n+1

Vn>n, iigin f f(x)dx < M bolar. Onufi esasynda bolsa (27) dei-
i

sizliklerini birinjisinden S, <A(1)+M defisizlik gelip ¢ykyar, yagny
{S,} yzygiderlik yokardan ¢aklidir. Onufi kemelmeyéndigi bolsa (24)
hataryn agzalarynyn otrisatel ddldiginden gelip ¢ykyar. Seylelikde, ol
yzygiderligin predeli bardyr, yagny (24) hatar yygnanyar.
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Goy, (24) hatar yygnanyan bolsun we S = limS,. Sunlukda, {S }

yzygiderligiii kemelmeyandigi Gigin § <S. VB €[1, +oo) liginn+1>B
serti kanagatlandyryan N>n sany gorkezmek bolar. Sonun esasynda
(27) densizliklerin ikinjisini ulanyp, VB € [1, +o0) {igin

n+l

ff(x dx<ff(x)dx<S <S

densizligi alarys. Ondan bolsa otrisatel dél funksiyanyn hususy dal
(25) integralynyn yygnanyandygy gelip ¢ykyar.

Eger (24) hataryn ya-da (25) integralyn haysy-da birisi dargayan
bolsa, onda olaryn beylekisi hem dargayandyr, ¢linki tersine giiman
etmegimiz teoremanyn subut edilen bolegi esasynda olaryn ikisinin
hem yygnanyan bolmagyna alyp baryar, ol bolsa serte garsy gelyar. >

Seylelikde, (24) hatar bilen (25) integralyn ikisi hem birwagtda
yygnanyar ya-da dargayar.

8-nji mysal. )’ Lp hataryii p parametriii haysy bahalarynda
n=1"Hn

yygnanyandygyny we dargayandygyny anyklamaly
< Bu hataryn agzalary bolan f(n) = — ligin flx) = — funk-

siya x>1 bolanda poloZitel we p>0 ﬁgln artmayar, yagny bu hal-
da 9-njy teoremanyi sertleri yerine yetydr. Sonuil li¢in sol teorema
esasynda hatar p>1 bolanda yygnanyar, 0<p<1 bolanda bolsa dar-
gayar, ¢iinki bu halda (25) hususy dél integral

f Lpdx

7ox

gorniisi alar we ol integralyn p>1 bolanda yygnanyandygy, 0<p<1
bolanda bolsa dargayandygy ozaldan milimdir. Eger-de p<0 bolsa,

onda hm— # 0 we sonun li¢in hatar dargayar. Seylelikde, hatar p>1

nﬁoon

bolanda yygnanyar we p<1 bolanda bolsa dargayar. >
Bellik. Eger hataryn @hli agzalary otrisatel bolsa, onda ony —1
sana kopeldip, dhli agzalary polozitel hatary alarys. Sonun ii¢in beyle
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hatarlary derniemek tli¢in hem agzalary otrisatel dél hatarlar {i¢in subut
edilen teoremalary ulanmak bolyar, ¢iinki hataryin agzalaryny sana
kopeltmeklik onun yygnanmagyna-da, dargamagyna-da tasir etmeyar.

§ 11. 3. Agzalarynyn alamatlary
iiytgeyian hatarlar

1. Agzalarynyn alamatlary gezeklesyin hatarlar. Agzalarynyn
alamatlary tiytgeyén hatarlary dwrenmekligi olaryn hususy haly bo-
lan islendik iki gongy agzalarynyn alamatlary diirli bolan hatardan
baslalyn. Seyle hatara agzalarynyn alamatlary gezeklesydan hatar di-
yilyar we ol

Y(=1y*tla,=a —a,+ay—a,+ ..+ (=1 a, + .. (28)
n=1
gorniisde yazylyar, bu yerde Vn € Niigin a >0.

10-njy teorema (Leybnisin nysany). Eger (28) hataryn agzalary
ticin

1°. lima, = 0,

2°.a>a_ ,VneN
sertler yerine yetse, onda (28) hatar yygnanyar we
S S‘S‘_‘SZnJrl’ (29)
|rn|:|S_Sn|§an+l’ (30)

bu yerde S we S, degislilikde (28) hataryn jemi we bdlekleyin jemi.

< Eger S, = Y (—1f*'a, bolsa, onda 2-nji sert esasynda
k=1

VneNiginS, . -S, =a,.  —a, >0, yagny {S, } kemelmeyin yzy-

2n 2n+1 2n+2 —
giderlikdir. Ondan basga-da
S _a ((l a) (2n2 2111) a <a

densizligiil esasynda ol yzygiderlik yokardan (;akhdlr. Diymek, onun
lim Szn = § predeli bardyr. Sonta gord S, | =S, +a, . defilik we 1-nji

sert esasynda {S,  } yzygiderligiii hem predeli bardyr:
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limS,,,, = limS,, + lima,, , = S.
Seylelikde, limS, = S predel bardyr we (28) hatar yygnanyar.

Indi (29) we (30) densizlikleri gorkezelil. 2-nji sert esasynda
Sy =S n—l_(a2n_a2n+1)§S2n—l’

w2

yagny {S, . } artmayar. Sofia gord limS,,,, = limS,, = S defliklerifi

we {S, } yzygiderligii kemelmeyéndigi esasynda (29) defisizlikler ge-
lip gykyar. Ony S, | —a, <S<S§, +a,  gorniisde yazyp, S, —S<a,
we S-S, <a,  deinsizlikleri alarys. Olardan bolsa Vn € N ii¢in (30)

2n— "2n+l

gelip ¢ykyar. >

9-njy mysal. » (—1)"! Lp (p>0) hataryni yygnanmagyny

n=1 n

dernemeli.

< Agzalarynyn alamatlary gezeklesydn bu hatar ticin p>0 bo-
landa Leybnisiii nysanynyi sertleri yerine yetydr. Sona goré hatar sol
nysan esasynda yygnanyar. >

Bu hataryn hususy haly bolan p=1 bolanda alynyan

N _ n+1L_ _L L_L _ n+1L
n;( 1) i e 4+ o+ (=1) P

hatar hem yygnanyar we onun S jemi li¢in (29) esasynda n=1 bolan-
da 1/2<8<5/6 densizlikler yerine yetyér.

2. Absolyut yygnanyan hatarlar. (1) hatar bilen bilelikde onun
agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen

(0.2

24| Gh

n=1

hatara garalyn.

Eger (1) hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen
(31) hatar yygnanyan bolsa, onda (1) hatara absolyut yygnanyan hatar
diyilyar.

11-nji teorema. Her bir absolyut yygnanyan hatar yygnanyandyr.

< Eger (31) hatar yygnanyan bolsa, onda Kosiniii kriterisi
esasynda Ve>0 tligin Nan, tapylyp, Vin>n, we Vp € N li¢in
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n+p

2la|<e
k=n+1
denisizlik yerine yetydr. Sonia gord n we p belgileriii sol bir bahalary
we Ve>0 ligin
n+p

2.4

k=n+1

n+p

< Ylal<e

k=n+1

yagny Kosinin kriterisi boyuncga (1) hatar yygnanyar. >

Bellik. (1) hataryn yygnanmagyndan (31) hataryn yygnanmagy
gelip cykmayar. Ona 9-njy mysaldaky hatardan p=1 bolanda alynyan
we yygnanyan
N _ n+ll;

PACIIAS (32)
hatar mysal bolup biler, ¢linki bu hataryii agzalarynyii absolyut ulu-
lyklaryndan diiziilen hatar dargayan garmoniki hatardyr.

Eger (1) hatar yygnanyan bolup, (31) hatar dargayan bolsa, onda
bu halda (1) hatara sertli (absolyut dil) yygnanyan hatar diyilyar.
Seyle hatara (32) hatar mysal bolup biler.

10-njy mysal. > (—1)"*! Lp (p>1) hataryf absolyut yygnan-

n=1 n
magyny dernemeli.
<1 Bu hataryil agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen

> L

n:lnp
hatar 8-nji mysal esasynda p>1 bolanda yygnanyar we sonui ii¢in
berlen hatar absolyut yygnanyar, 11-nji teorema esasynda bolsa ol

yone hem yygnanyar. >
4. Hatarlar bilen gecirilyin amallar. Eger (1) hatardan basga

2.b, (33)
hatara garasak, onda olardan alynyan
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S (a,£b,) = (@, £b) +(ay £ b)) + o+ (a,£5,) + .. (34)
n=1

hatara (1) we (33) hatarlaryn algebraik jemi diyilyar.
12-nji teorema. Eger (1) we (33) hatarlar yygnanyan bolsa, onda
(34) hatar hem yygnanyar we

S, b)= Sa,* b, (35)

n=1 n=1 n=1

deilik dogrudyr.
< Eger S, = > a, S,= D b, weS, = > (a,+b,) bolsa, on-
k=1 k=1

k=1

da§ =S'+S" bolar we sert boyunga limS, = S’, limS; = S" pre-

n— oo

deller bardyr. Sonun ii¢in

limS, = limS,+ limS,=S"+S" = Y a,+ > b, =5,
n— oo n— oo n— oo nel n=l

yagny (35) yerine yetydr we

S=3(qtb)=Sa+t>h =5+
n=1 n=1

k=1 =
Agzalary
c,=ab +ab +..+tab (n=1,2,..) (36)
deiilik boyunga kesgitlenyéin

D, =+ttt (37)
n=1

......

Absolyut yygnanyan (1) we (33) hatarlarynn kopeltmek hasyly
bolan (37) hataryii hem absolyut yygnanyandygyny we onui jeminiil
(1) we (33) hatarlaryni jemleriniii S'* "' kdpeltmek hasylyna dendigini
bellalin.

Bellik. Tiikenikli jemden tapawutlylykda hatarlar bilen &hli
amallary yerine yetirip bolyan dildir,yone 12-nji teoremadan gorniisi
yaly, yygnanyan hatarlary gosup hem, ayryp hem bolyar. Sunlukda,
alynyan hatarlar hem yygnanyar. Islendik hatarda onun agzalarynyn
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orunlaryny iiytgedip, seyle hem onun agzalaryny toparlap bolyan dél-
dir. Mysal {i¢in, eger

Sy =114l = 1ot (=1 (39)
n=1

hataryn agzalaryny
I-1-H-1-1)...-A-DH+...=1-0—...—0—...
ya-da
1-D+1-1)...+1-1D)+...=0+0+...+0+...
gorniisde toparlasak, onda iki halda hem yygnanyan hatar alynyar we
olaryn jemleri degislilikde 1 we 0 bolar, yone (38) hatar dargayar,
¢linki ol hatar ii¢in

S, =0 (n=1,2,..), §,.,=1 (n=0,1,2,..)
we sonun esasynda bolekleyin jemlerin predeli yokdur.

Eger hatar absolyut yygnanyan bolsa, onda bu halda ol hataryn
agzalarynyn orunlarynyn tiytgedilmeginden alynyan hatar hem absol-
yut yygnanyar we hataryil jemi onkiiligine galyar.

Eger hatar sertli yygnanyan bolsa, onda bu halda ol hataryn
agzalarynyn orunlaryny tiytgedip, onuil jemi islendik sana deni bolar
yaly edip, hat-da ol hatary dargayan hatar gorniisine hem 6zgertmek
bolyandygyny gorkezmek bolar.

Goniikmeler

Hatarlarynl jemlerini tapmaly:

1.1+%+%+61—4+.... S.nil(zn_l)l(zn_i_l).
21-La oty 6.;(3”_2)1(3”“).
R e A 7.2(4”_3)1(4”“).
41-34 027, s.én(nﬂl)(ﬂz).
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Denesdirme nysanlaryny ulanyp, hatarlaryn yygnanmagyny
derniemeli:

3

=) 2n =) 1
1. —=  13. .
ngln(2n+l) Z=:«/n +2n 3

—  14.
nz—:16+n ;231 nvn®+1 n§2 nz—

Kosinil integral nysanyny ulanyp, hatarlarynn yygnanmagyny
derniemeli:

15. %

n=1N

f 16. 3 —

n1a+n

1
17. ,Z:z nlnn

Dalamberin we Kosiniii nysanlaryny ulanyp, hatarlaryn yygnan-
magyny derfiemeli:

2n) S 2" > (3n—1Y
18. Z((n')z. 20> 2" zz.z<42+2).

3 en-1) A
00 a e 4 o0 n
n n Sn—2
0.3y 23, n§::1<3n+ 1 )

Agzalarynynn alamatlary tytgeydn hatarlaryn yygnanmagyny
derfiemeli:

[o.°]

_ n—lL N _1y—1 n
24.;1( e 27.;( 1yl
> qy-1 1 N cosan
25 3 (1t 28. 31 oS
s (-3 i
26. —_— .
ngl 1 + (_3)2[’1 ngl

Hatarlaryil absolyut ya-da sertli yygnanmagyny derfiemeli:

30.?(—1)”*}5. 31. i35131n):—1) .y EU

n=1 n=1 n+3l’l
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Jogaplar

1. 4/3.2.5/6.3.3. 4.4/7.5.1/2. 6. 1/3. 7. 1/4. 8. 3/4. 9. Yygnanyar.
10. ngnanyar 11. Dargayar 12. Yygnanyar. 13. Yygnanyar. 14. Dargayar.
15. ngnanyar 16. ngnanyar 17. Dargayar 18. Dargayar. 19. ngnanyar
20. ngnanyar 21. ngnanyar 22. Yygnanyar. 23. Dargayar. 24. ngnanyar
25. ngnanyar 26. Yygnanyar. 27. Dargayar. 27. Yygnanyar. 28. Yygnanyar.
29. Yygnanyar. 30. Sertli yygnanyar. 31, 32. Absolyut yygnanyar.

I1. 12. FUNKSIONAL
YZYGIDERLIKLER WE HATARLAR
§12.1. Funksional yzygiderligin we
hataryin yygnanmagy

1. Funksional yzygiderligiii yygnanmagy. Agzalary kdbir X
kopliikde kesgitlenen funksiyalar bolan

f(X),f(X), ---,f(X), (1)

......

gilenilyér. x =a € X nokat li¢in ol {f(a)} san yzyglder11g1d1r. Sonun
icin nokatda funksional yzygiderligin dernelisi san yzygiderliginki
yalydyr.

Eger {f, (a)} yzygiderligifl predeli bar bolsa onda (1) yzygiderli-
yzygiderlik dargayan bolsa, onda (1) yzygiderlige a nokatda dargayan
funksional yzygiderlik diyilyér.

Eger (1) yzygiderlik her bir x € X nokatda yygnanyan bolsa, onda
onufl predeli kébir f{x) funksiya bolar we ona (1) yzygiderligin prede-

......

lim,(x) = f(x). xeX @

gérnl'isde }'Ia—da gysgaca f f gorniisde yazylyar. Sunlukda, X

------
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Aydylanlardan we (2) yazgydan peydalanyp, yzygiderligin X
kopliikkde yygnanmagyna seyle kesgitleme bermek bolar.

Eger Ve>0 we her birx € Xligin Nan =n, (¢, x) tapylyp, Va>n,
tigin |f (x)—flx)|<e defsizlik yerine yetse, onda {f (x)} yzygiderlige X
kopliikde f(x) funksiya yygnanyan yzygiderlik diyilyar.

Bu kesgitlemede n,=n, (¢, x) yazylmagynyn sebibi, ol Ve>0 we
her bir x € X ii¢in olara degisli n, belginifi bolmalydygyny anladyar.
l+n

1-nji mysal. f,(x) = —
n+x

yzygiderligin yygnanma oblastyny

we predelini tapmaly.
< Yzygiderligin éhli agzalary R kopliikde kesgitlenendir we her
bir x € R {igin
lim £, (x) = lim L+ = 1.
n—oo neoon 4+ x
Diymek, yzygiderligini yygnanma oblasty ol yzygiderligin ag-
zalarynyn kesgitlenme oblasty bolan R bilen gabat gelyar we ol yzy-
giderligin predeli f{x)=1 funksiya bolar. >
2. Funksional hataryn yygnanmagy. Agzalary kéibir X kopliik-
de kesgitlenen u (x), u,(x), ..., u, (x), ... funksiyalar bolan

ilun(x) =u (x)+ ) (x)+ o + 1, (x) + ... (3)

------

Ol hatardan x =a € X bolanda alynyan
Du,(a)=u(a)+u(a)+ .. +u,(a)+ .. 4)
n=1

hatar san hatarydyr. Eger bu hatar yygnanyan bolsa, onda (3) hatara
a nokatda yygnanyan hatar, a nokada bolsa onufi yygnanma nokady
diyilyér.

San hatary ii¢in bolsy yaly, funksional hatary derfiemek hem ag-
zalary ol funksional hataryn bolekleyin jemleri bolan

S,(x), $,(x), ..., S (X), ... (%)
yzygiderligi dernemeklige getirilyér. Seyle hem her bir (1) funksional
yzygiderlige
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S )+, —f,0]+ . A (0) =S ()] + ...
hatar degisli bolup, {f (x)} onuil bolekleyin jeminin yzygiderligidir,
Jagny 5, (x) =/ (x).

Aydylanlaryn esasynda funksional hatar iicin subut edilydn her
bir teoremadan funksional yzygiderlik ti¢cin degisli teoremany we ter-
sine, her bir funksional yzygiderlik iicin subut edilydn teoremadan
funksional hatar {i¢in degisli teoremany almak bolar.

Eger (3) hatarynl bolekleyin jeminin {S (x)} yzygiderliginiii her
bir x € X nokatda S(x) = limS, (x) predeli bar bolsa, onda (3) hatara

Xkopliikde yygnanyan hatar, X kopliige bolsa onun yygnanma oblasty
diyilyar. Sunlukda, S(x) funksiya (3) hataryn jemi diyilyar we ol seyle
yazylyar:

S(x) = iun(x), xeX (6)

Funksional hataryn ilkinji » agzalarynyn taslanmagyndan
alynyan hatara ol hataryn galyndysy diyilyar.

Eger (3) funksional hatar X koplilkkde yygnanyan bolsa, onda
onunl galyndysy hem sol kopliikde yygnanyar. Bu halda hataryn S(x)
we galyndysynyii 7 (x) jemi hem-de S (x) bolekleyin jemi ti¢in

Sx)=S (x)+r (x), xeX
deiilik dogrudyr. Ondan bolsa
nlinolorn(x) =0, xeX

deiilik gelip ¢ykyar.

§12. 2. Funksional yzygiderligin we
hataryn denol¢egli yygnanmagy

1. Funksional yzygiderligin dendlcegli yygnanmagy. Eger
Ve>0 tgin Nan =n(€) tapylyp, Vn>n we Vx € X ligin
) f)| <e
denisizlik yerine yetse, onda (1) yzygiderlige X kopliikde f{x) funksiya

yar:
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f(x)=fx), xeX ya-da fn§f

Bu kesgitlemede n,=n (¢) yazylmagynyti sebébi n belginin dine
€ sana bagly bolup, yone x ululyga bagly déldigini gorkezyar.
Bu kesgitlemeden gorniisi yaly, (1) yzygiderligii X kopliikde f{x)

funksiya denolcegli yygnanmagyndan o, = sup| f(x) — £, (x)| ligin
X

limo, = 0 (7)

denlik gelip ¢ykyar. Tersine hem dogrudygy ansat gorkezilyér.

Sonun tigin (1) yzygiderligin X kopliikde f{x) funksiya dendlcegli
yygnanyandygyny gorkezmek ticin (7) denligin yerine yetydndigini
gorkezmek yeterlikdir.

1-nji mysal. {x"} yzygiderligin 1) X=[0, 1]; 2) X=[0, b] (b<1)
kopliiklerde yygnanmagyny deriiemeli.

< 1) 0=<x<1 bolanda limx" = 0 we x=1 bolanda onun predeli-

nin bire denligi sebépli, {x"} yzygiderligin predeli
0, 0<x <1 bolanda,
=

1, x =1 bolanda
bolar. Sona gord f (x)=x" ligin p, = sup Jf(x) —f,(x)|=1 we bu
x€[0,1

halda (7) yerine yetmeyér, sona gord yzygiderlik dendlcegsiz yyg-
nanyar.

2)x [0, b] (b<1) bolanda r}inolob” = 0 bolyandygy sebipli,
limp, = lim sup Jf(x)—ﬁl(x)| = lim sup [x"| = limb" = 0.
n— oo n—oox [0,b n—oox[0,b] n—oo

Sonun ti¢in bu halda yzygiderlik dendlgegli ygnanyar. >

2. Funksional hataryn dendlcegli yygnanmagy. Eger (3) funk-
sional hataryn bolekleyin jeminin {S (x)} yzygiderligi X kopliikde
dendlcegli yygnanyan bolsa, onda ol hatara X kopliikde dendlgegli

------

Eger limS, (x) = S(x) we r (x)=S(x)—S (x) bolsa, onda (3) ha-

tarynt X kopliikde denolgegli yygnanmagy Ve>0 tigin N>n =n (&)
tapylyp, Vin>n, we Vx € X ligin
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[SCr)=S,(x)[<e  ya-da |r (x)[<e (8)
deiisizligiil yerine yetmegini anladyar.

Seylelikde, funksional yzygiderligin dendlcegli yygnanma kri-
terisi esasynda (3) hataryn X kopliikde dendlgegli yygnanmagy ii¢in
0, = sup|r,(x)| we limp, = 0 defligiii yerine yetmegi zerur we ye-

X n— oo

terlikdir.
2-nji mysal. > (x"~' — x") hataryfi 1) X=[0, 1]; 2) X=[0, ]
n=1

(b<1) kopliiklerde yygnanmagyny derniemeli.
<1 Bu hataryn bolekleyin jemi {igin
S X)=(1-x)+(x—x)+..+(x""'=x)=1-x"

denligin esasynda 1) x € [0, 1] bolanda

L <
S0y = -7 0SS L g = lims, (x) =
0, X—l n—oo

1, 05x<1,
0, x=1

bolar. Sonui {i¢in bu halda o, = sup|7,(x)| =1 we sona gord hatar
[0.1]

dendlcegsiz yygnanyar. 2) x € [0, b] (b<1) bolanda

0, = sup|r,(x)|=sup|x"|=b" we limp, = 0.
[0,6] [0,6] n—oo

Sonun ti¢in bu halda hatar dendlgegli yygnanyar. >

Funksional hataryn dendlgegli yygnanma kriterisi asakdaky su-
butsyz getirilydn teoremada beyan edilyar.

1-nji teorema (Kosiniii Kriterisi). (3) hataryn X kopliik-
de dendlgegli yygnanmagy li¢in Ve>0 l¢in Nan,=n(e) tapylyp,
Vn>n,AVpeNwe Vx e X li¢gin

n+p

Z”k(x)

k=n+1

<e 9)

densizligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Indi bolsa hataryn gendlgegli yygnanma nysanyny getirelin.
2-nji teorema (Weyerstras). Eger Vn>n >1 we Vx € X li¢in
u,(x)|<a, (10)
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densizlik yerine yetip, Zan san hatary yygnanyan bolsa, onda (3)
n=1

hatar X kopliikde dendlcegli yygnanyar.
< Serte gord, » a, san hatarynyfi yygnanyandygy sebépli,
k=1

san hatary ti¢in Kosinifi kriterisi esasynda Ve>0 ligin N>n, tapy-

lyp, Vn>n,we VpeNigin | > a|= D a, <e deisizlik yerine
k=n+1 k=n+1

yetyér. Bu densizligii we (10) sertifi esasynda Vn>n, Vpe N we
Vx e X licin

n+p n+p n+p
Du,(x) = Dlu(x)|= Da <e (11)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Sonun {i¢in 1-nji teorema esasynda hatar dendlcegli yygnanyar. >

3-nji mysal. —n hatar Yﬁ [*1, 1] kesimde deflolgegh y, ygnan-
2
n=1 n

magyny derfiemeli.

x"
2

aVxe[-1, l]ﬁgin‘
n

1 i , , y
< ) we nz=:1 ) hatar yygnanyar. Sofia

gord Weyerstrasyn nysany esasynda hatar [-1, 1] kesimde dendlcegli
yygnanyar. >
Weyerstrasyn teoremasyndan seyle netije gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Eger ) b, san hatary absolyut yygnanyan bolsa,
onda n=1
D> b,sinnx, D b,cosnx
n=1 n=1
hatarlar islendik aralykda dendlgegli yygnanyar.
< Vx e R lgin |b sinnx|<|b | we |b cosnx|<|b | defisizliklerif ye-
rine yetydndigi we Z|bn| san hatarynyn yygnanyandygy sebdpli,
n=1

subudy 2-nji teoremadan gelip ¢ykyar. >
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4-nji mysal. > % hataryti R kopliikde deiidlgegli yygnan-
n=1 n

yandygyny gorkezmeli.
1

nZ

b, =-—5>0 bolany iicin ) b, san hatary absolyut yyg-
n=1

nanyar. Sonufi ligcin hem garalyan hatar 1-nji netije esasynda R-de

dendlgegli yygnanyar. >

§12. 3. Denolcegli yygnanyan
funksional hatarlaryn hésiyetleri

1. Hataryn jeminin iizniiksizligi. Dendlcegli yygnanyan ha-
tarlaryin wajyp hésiyetlerinini bardygyny gorkezelin.

3-nji teorema. Eger agzalary X aralykda iizniiksiz bolan (3) hatar
sol aralykda dendlgegli yygnanyan bolsa, onda ol hataryii S(x) jemi X
aralykda tizniiksizdir.

< (3) hataryn X aralykda dendlgegli yygnanyandygy sebépli,
onufl S (x) bolekleyin jemi we 7 (x) galyndysy ligin sol aralykda, hu-
susan-da bellenen erkin a € X nokatda seyle deilikler yerine yetyér:

Sx)=S,x)+r(x), S@)=S(a)*r(a).
Olaryn ikinjisini birinjisinden agzalayyn ayryp alarys:
S(x)=S(a)=S (x)-S (a)+r (x)-r (a).
Bu deilikden bolsa
[S()=S(a)| =[S, (x) =S (@) +|r, )] +|r ()] (12)

defisizlik gelip ¢ykyar. Uzniikziz funksiyalaryii tiikenikli jemi hok-
miinde S (x) funksiya X aralykda iizniiksizdir, yagny Ve >0 iigin 6>0
tapylyp, [x—a|<0 bolyan Vx € X iigin |S (x)—S (a)|<&/3 densizlik ye-
rine yetydr. Seyle hem hataryn dendlgegli yygnanyandygy esasynda,
Ve>0 t¢in Nan, tapylyp, Vn>n, we Vx € X lgin |r (x)|<&/3, husu-
san-da |r (a)| <&/3 detisizlik yerine yetydr. Sonuf ligin (12) defisizlik
esasynda Ve>0 tigin 0>0 tapylyp, |x—a|<0 serti kanagatlandyryan
Vx € Xiigin
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()= S(@)| < £+ €+ £ =

densizlik yerine yetyir we ol S(x) funksiyanyn erkin a nokatda tizniik-
sizdigini, yagny X aralykda iizniiksizdigini gorkezyér. >
Bellik. Teoremanyn tassyklamasy esasynda

lim Zu (x) = llmS(x) S(a) = iun(a i limu,

4n=1 n=1 — X—a
deillik yerine yetydr we ol denlik teoremanyn sertlerinde hatarda ag-
zalayyn predele gecip bolyandygyny gorkezyar.

Bu teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.

Netije. Eger dhli agzalary X aralykda iizniiksiz bolan hataryn
jemi iizniiksiz funksiya bolmasa, onda ol hatar sol aralykda dendlcegli
yygnanyan daldir.

< Tersine giiman edelin, yagny hatar X aralykda dendlgegli yyg-
nanyan bolsun. Onda 3-nji teorema boyunca hataryn jemi sol aralyk-
da iizniiksiz bolup, serte gargy gelydr we alnan garsylyk netijini subut
edyar. >

5-nji mysal. S(x) = > M funksiyanyi san okunda tizniik-
n=1 n

sizdigini gorkezmeli.

<1 Hataryn dhli agzalary san okunda {izniiksiz we hatar 4-nji my-
sal esasynda dendlgegli yygnanyar. Sonun {li¢in 3-nji teorema boyun-
¢a onun jemi bolan S(x) funksiya sol kopliikde tizniiksizdir. >

2. Hataryn agzalayyn integrirlenmegi.

4-nji teorema. Eger dhli agzalary [a, b] kesimde {izniiksiz (3)
hatar sol kesimde S(x) jeme dendlgegli yygnanyan bolsa, onda S(x)
funksiya [a, b] kesimde integrirlenyér, a <c<x<b ligin

fS(t)dr Zf (t)dt (13)

n—l

deiilik dogrudyr we bu deniliginl sag bolegindéki hatar [a, b] kesimde
dendlcegli yygnanyar.
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< Teoremanyi sertlerinde S, (x) = > u,(x), r (x)=S(x)—S (x)
k=1

we 0, = sup| 7, (x)| tigin limp, = 0. Sonun esasynda n— o bolanda
[a,b] n— oo

- Zn: fuk(t)dt = xS(r)dt—

kazilluk(f) =

= fo(t)dt—fSn(z) =

f1s(6)=s,(1)jar =

Sf\S(r)—S (t)|dt<(b—a)o,— 0,

yagny (13) denlik yerine yetyar. >
Eger (13) deiligi

f Zu t)dt = Z fuk(t)dt c,x€[a, b]

gorniisde yazsak, onda bu denhk hatary agzalayyn integrirldp bolyan-
dygyny gorkezyir.

4. Hataryn agzalayyn differensirlenmegi.

5-nji teorema. Eger dhli agzalary [a, b] kesimde tizniiksiz diffe-
rensirlenyén (3) hatar yygnanyan bolsa we

>, (x) (14)

hatar [a, b] kesimde dendlgegli yygnanyan bolsa, onda (3) hatar hem
[a, b] kesimde dendlcegli yygnanyar, onuil S(x) jemi sol kesimde
tizniiksiz differensirlenyar we

S'(x) = ilu,; (x). (15)

< Eger [a, b] kesimde dendlgegli yygnanyan (14) hataryn jemini
p(x) bilen belgilesek, onda 3-nji teorema boyunca ol [a, b] kesimde
tizniliksizdir. 4-nji teorema boyunca (14) hatary agzalayyn integrirle-
mek bolar:
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f (t)dt = qu (t)dt (a<x<b). (16)

a

Sol teorema boyunga bu deiiliginn sag bolegindéki hatar [a, b]
kesimde dendlcegli yygnanyar. Sonun ticin Nyuton-Leybnisini formu-
lasy boyunga alynyan

S i (d = S, @)

deilligiit sag boleginddki hatar hem [a, b] kesimde dendlcegli yyg-
nanyar. Sert boyunga i u,(a) san hatary yygnanyar, yagny ol [a, b]

n=1

kesimde dendlcegli yygnanyar. Sonun ticin [a, b] kesimde dendlcegli

yygnanyan » u,(a)we > [u,(x)— u,(a)] hatarlaryii jemi h6kmiin-
n=1

n=1

de (3) hatar sol kesimde dendlcegli yygnanyar.
Nyuton-Leybnisiii formulasy boyunga (16) denligi

[ p()d = 3,6~ 1, @) = 5(x) - (@)

n=1

gornilisde yazmak bolar. Ondan bolsa
S(x) = fp(t)dt +5(a)

denlik gelip ¢ykyar. Bu denligin iki bolegini hem differensirldp
alynyan S'(x)=p(x) defnilikden we p(x Zu ) detilikden (15)

deilik gelip ¢ykyar. >
Eger (15) denligi

(Spo)- Sy

gorniisde yazsak, onda ol denilik teoremanyn sertlerinde hatary agza-
layyn differensirldp bolyandygyny gorkezyar.
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6-njy mysal. > M hataryf jeminifi 6niimini tapmaly.
n

n=1

<]‘ Sll’ll’LX ‘< 1 densizligin we z — san hatarynyf yygnan-
n=1 }’l

yandygy sebdpli, Weyerstrasyil nysany boyunga garalyan hatar dein-
olgegli yygnanyandyr. Goy, S(x) onunt jemi bolsun. Edil yokardaky
yaly, Weyerstrasynl nysany boyunga

i COS nx

n=1 nZ
hatar hem dendlgegli yygnanyar. Sonuil esasynda hatar ii¢in 5-nji
teoremanyn &dhli sertleri yerine yetydr we sol teorema boyunca ga-
ralyan hatary agzalayyn differensirlép bolyar, yagny

S'(x) = (f n): 5 (nx> Z cosnx.

n=1

§12. 4. Derejeli hatarlar

1. Derejeli hataryn Kkesgitlenisi we yygnanmagy. Funksional
hatarlaryn i¢inde 6wrenmekde has yonekeyi we sonuni bilen birlikde
amalyyetde kop ulanylyany

iocn(x —ay (17)

gémﬁsdéki hatardyr Ona derejeli hatar c, sanlara bolsa onun koeffi-

......

S (18)
n=0

hatar hem derejeli hatardyr. Bu derejeli hatarlary deriemeklik birmen-
zeslikde alnyp barylyandygy sebépli, yonekeylik ii¢in biz esasan (18)
hatary dernejekdiris.

Derejeli hataryn funksional hatarlaryn hususy haly bolyandygy
sebépli, funksional hatarlar ti¢in girizilen &hli diisiinjeler, subut edi-
len teoremalar derejeli hatarlara hem degislidir, yone kébir diisiinjeler
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dine derejeli hatarlara mahsusdyr. Sonun {i¢in biz solara ayratyn ga-
rajakdyrys.

10-njy teorema (Abel). Eger (18) derejeli hatar x,#0 nokatda
yygnanyan bolsa, onda ol hatar [x|<|x | serti kanagatlandyryan Vx
iicin hem yygnanyar, 6zem absolyut yygnanyar.

< Serte gord, (55) hatardan x =x bolanda alynyan

S el (19)
n=>0

san hatary yygnanyar. Sofla gérd-de hatarynl yygnanmagynyn zerur
serti esasynda, (19) hataryii umumy agzasynyn predeli nola dendir.
Sona gord predelifi hésiyeti boyunca {c,x;} yzygiderlik c¢aklidir,
yagny M>0 san tapylyp, Vne N tgin |c,x;|< M deisizlik yerine
yetyir. Bu defisizligin esasynda

|enx"[=1c,xq| E (20)

X
X

"SM’L
Xo

Eger |x|<[|x,| bolsa, onda ¢ = ‘xi‘ <1 we sonun {i¢gin hem
0

iMq” hatar yygnanyar. Sol sebépli (20) deiisizlik we deniesdirme
n=0

teoremasy esasynda (18) hatar [x|<[x, | serti kanagatlandyryan Vx li¢in
absolyut yygnanyar. Sonuii {i¢in ol hatar yone hem yygnanyar. >

Bu teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.

Netije. Eger (18) hatar x, nokatda dargayan bolsa, onda ol hatar
lx|>]x,| serti kanagatlandyryan Vx ti¢in hem dargayar.

< Tersine giman edelifi. Goy, hatar [X|>|x | serti kanagatlan-
dyryan kabir X ii¢in yygnanyan bolsun. Onda |x |<|¥| densizligin
esasynda 6-njy teorema boyunga hatar x, nokatda hem yygnanyan
bolar, ol bolsa serte garsy gelydr we bu garsylyk teoremany subut
edyér. >

Bu teoremanyn we netijanii esasynda, eger derejeli hatar x; no-
katda yygnanyan bolsa, onda (—|x|, |x |) interwalyfi dhli nokatlarynda
ol hatar absolyut yygnanyar, eger-de x, nokatda dargayan bolsa, onda
(—|x,|, |x,|) interwalynt dagynda yerlesyén ahli nokatlarda ol hatar dar-
gayar.
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2. Derejeli hataryn yygnanma radiusy we interwaly. Eger (18)
hatar |x| <R bolanda yygnanyan bolup, |x|> R bolanda dargayan bolsa,
onda R sana ol hataryn yygnanma radiusy, (—R, R) interwala bolsa

(18) gorniisdédki 1slend1k derejeli hatar x =0 nokatda yygnanyar,
clinki ol nokatda hataryn birinji agzasyndan beyleki dhli agzalary
nola deft we sonuil esasynda onun bolekleyin jemininl predeli bardyr,
yone derejeli hatar dhli san okunda hem, san okunda yerlesyén inter-
walda hem yygnanyan bolup biler. Onun seyledigini asakdaky mysal-
lar gorkezyar.

8-nji mysal. Derejeli hatarlaryn yygnanmagyny derfiemeli:

a) i x_’:; b) ix”; ¢) in!x".
n=0 - n=0 n=0

< Vx ligin
+1
a)lim‘M‘z M:\xllim 1 =0,
n—od U, n—od (n+ 1)" n—oonl + 1

yagny hatar Dalamberin nysany boyunca san okunda yygnanyar;

xn+1

X

b) hm\ Unst |  fim

n — ool n — oq|

= |x}
yvagny hatar Dalamberin nysany boyunga |x|<1 bolanda yygnanyar,
Ix|>1 bolanda bolsa dargayar;

1t
m (n+1)x

nlx"

¢) lim

‘ n+1 ‘: 1
n—od

n— o9

=|x|lim(n+ 1) = oo,

sona gord hatar Dalamberifi nysany boyunca dargayar. Diymek, hatar
dinie bir x=0 nokatda yygnanyar. >

Bellik. Eger (18) derejeli hatar dine bir nokatda yygnanyan bolsa,
onda R=0, eger-de ol hatar dhli x iicin yygnanyan bolsa, onda R=o0
hasap edilyér.

Beyleki hallarda (18) hataryn yygnanma radiusynyn onui koeffi-
siyentleri arkaly tapylys formulasyny gorkezelin.

Goy, Vn=1, 2, ... ligin ¢ #0 we

Cn+1 _L
o =% ey

n

lim

n— ol
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predel bar bolsun. Onda Dalamberiii nysanyny »_|c,x"| hatara ula-

nyp alarys:
lim n+1 ‘ hmlcn%—l ‘ lim n+1 |X|—|x|
n— ool I/ln n—oo cn'x n— ool Cn R ’

Sonun ti¢in hatar |x|<R bolanda yygnanyar, |x|>R bolanda dar-
gayar, yagny R (18) hataryn yygnanma radiusydyr. (21) denligii
esasynda yygnanma radiusy tapmak {i¢in seyle formula alynyar:

R = lim|- |

n — ool

(22)

Cn+1

Bellik. (17) derejeli hataryn hem yygnanma radiusy (22) formu-
la boyunca tapylyar, yone ol hatarynl yygnanma interwaly |x—a|<R
deiisizlikden kesgitlenyir, yagny (a—R, a + R) interwaldyr.

3. Derejeli hataryn jeminin iizniiksizligi we integrirlenmegi.

7-nji teorema. Eger R>0 san (18) hatarynn yygnanma radiusy
bolsa, onda 0<r<R serti kanagatlandyryan Vr ii¢in ol hatar [, 7]
kesimde dendlcegli yygnanyar.

<1 Abelin teoremasy boyunca (18) hatar x = nokatda absolyut
yygnanyar, Jagny

o0
2| ealr”
n=0

san hatary yygnanyar we sona gord |x| <r densizligi kanagatlandyryan
Vx Ugin [c x"[<|c | densizligifi esasynda, Weyerstrasynl nysany bo-
yunca (18) hatar |x|<r iicin, yagny [-7, r] kesimde dendlcegli yyg-
nanyar. >

Bu teorema gysgaca seyle okalyar: 6ziinii yygnanma inter-
walynda tutuslygyna yerlesyan islendik kesimde derejeli hatar dendl-
cegli yygnanyar. Ol teoremadan seyle netijeler alynyar:

1-nji netije. Oziiniii yygnanma interwalynda tutuslygyna yer-
lesydn islendik kesimde derejeli hataryn S(x) jemi lizniiksiz funk-
siyadyr.

2-nji netije. Derejeli hatary 0zilinini yygnanma interwalynda tu-
tuslygyna yerlesyén islendik kesimde agzalayyn integrirlemek bolar.
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Bellik. 7-nji teorema esasynda eger R>0 san (17) hataryn yyg-
nanma radiusy bolsa, onda 0 <r <R serti kanagatlandyryan Vr {i¢in ol
hatar [a—r, a +r] kesimde dendlcegli yygnanyar.

Bu belligiii esasynda ahyrky teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.

3-nji netije. (17) derejeli hataryn S(x) jemi 6ziinin yygnanma
interwalynda tutuslygyna yerlesyén islendik kesimde tizniiksiz, integ-
rirlenyir we yygnanma interwalyna degisli bolan Vx li¢cin

(X— a)n+1

[ s(t)de = iofcn(t—a)”dt: iocnnﬂ. 23)

4. Derejeli hataryn jeminin differensirlenmegi.

8-nji teorema. Eger R>0 san (18) hataryn yygnanma radiusy
we S(x) ol hataryii jemi bolsa, onda ol hatardan agzalayyn differensir-
lenip alynyan

2. ne,x" ! (24)
n=1
hataryin hem yygnanma radiusy R bolar we Vx € (—R, R) {i¢in
S'(x)= > nc,x""". (25)
n=1

< Ilki (24) hataryn (—R, +R) interwalda tutuslygyna yerlesyén
islendik [-r, +r] kesimde yygnanyandygyny gorkezelin. Abelin teo-
remasy boyunca r<x <R deisizligi kanagatlandyryan bellenen
x, € (-R, R) lgin > c,xy san hatary yygnanyar. Sonuii iigin seyle
n=0
K>0 san tapylyp, Vn tgin |c,x;| < K deisizlik yerine yetyidr. Onda
Ix|<r bolanda

\ne,x" "< |nc,r" | = n|c,x)” "715}1%6]”—1 (26)

0

1 H xr

Xo
defisizlik yerine yetydr, bu yerde g =r/x <1. Seylelikde, |x|<r bolan-
da (24) hataryil agzalary

b, =5 ng!
n=1 xOn:l
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san hatarynyn agzalaryndan uly déldir. Bu hatar Dalamberin nysany
boyunca yygnanyar:

lim Zret = g Doy

n— oo b}’l n— oo nq

Sonun tigin Weyerstrasyn nysany boyunca (24) hatar [-r, 7] ke-
simde dendlcegli yygnanyar we 5-nji torema boyunc¢a ony agzalayyn
differensirlemek bolar, yagny (25) deiilik islendik x € [, r] {ligin ye-
rine yetyir. Sonuil esasynda (24) hatar (—R, +R) interwalyn her bir
nokadynda yygnanyar we (25) denlik yerine yetyr.

(—R, +R) interwalyn dasynda (24) hataryil dargayandygyny gor-
kezmek maksady bilen tersine, hatar x,> R nokatda yygnanyar diyip
gliman edelin. (24) hatary R <x,<x, lgin [0, x,] kesimde integrirlép,
(18) hatary alarys. Ol hatar x, >R nokatda yygnanyan bolmaly, bu bol-
sa serte garsy gelyar. Seylelikde, (24) hatar |x| <R bolanda yygnanyar
we |x|>R bolanda dargayar. Diymek, (—R, +R) interwal ol hataryn
hem yygnanma interwalydyr. >

Bellik. Eger (25) denligi

0 / 0
<chx”> = Y nc,x""!
n=0 n=1

gorniisde yazsak, onda ol denlik teoremanyn sertlerinde hatary yyg-
nanma interwalynyn islendik i¢ki nokadynda agzalayyn differensir-
lap bolyandygyny we differensirlenip alnan hataryn hem yygnanma
radiusynyn R bolyandygyny gorkezyir.
Bu bellik esasynda 8-nji teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
Netije. Derejeli hatary yygnanma interwalynda islendik gezek
agzalayyn differensirlemek bolar.

§12. 5. Teyloryii hatary we onun
ulanylysy

1. Teyloryn hatary. Goy, f(x) funksiya (¢a—R, a + R) interwalda
(x—a)-nyn derejeleri boyuncga hatara dagydylyan bolsun, yagny
fx)=4,+4 (x—a)+A,(x—a)*+..+ A (x—a)'+...(x—a|<R). (27)
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Bu hataryn koeffisiyentlerinin ndhili tapylyandygyny gorkezmek
maksady bilen ol hatary yygnanma interwalynda differensirlélin:

S0)=A4,+24,(x—a)+34,(x—a)’ +44,(x—a)y’ +.. kA (x—a) "+ ..;
f(0)=24,+2-34 (x—a)+3-44,(x—a)’ + ..+ k(k—1)4 (x—a)>+...;
f"(x)=2-34,+2-3-44,(x—a)+ ...+ k(k—1)(k—-2)A (x—a)+..;
SOC)=k(k=1)(k=2)..24 + (k+ Dk..2(x—a)*....

Bu denliklerin dhlisinde x =a goyup alarys:
fa)=4, f(a)=A,, ["(a)=24,
f@)=2-34,, ..., f(a)=2-3..(k—1)kA,.
Bu denliklerden (27) hataryn koeffisiyentlerini taparys:

A,=fla), Ak:f( k;f‘” (k=1,2,..). (28)

Bu anllatmalary (27) hatarda goyup alarys:
1) = fla)+ L - 0y + L1 (e ap

tot L@(x —af ... (29)

......

bolanda alynyan

)
fx) = £(0) + L (0) 2(,)x2+...+%xk+m (30)

......

Funksiyany Teyloryn derejeh hatary gorniisinde anlatmagyn ze-
rur we yeterlik sertini gorkezmek ti¢cin Teyloryil formulasyna garalyn.
Eger S (x) Teyloryf hatarynyn bolekleyin jemi bolsa, onda Teyloryn
formulasyny

Jx)=8,)+7,(x) (1)
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gorniigde yazmak bolar, bu yerde r (x) Teyloryni formulasynyn ga-
lyndy agzasy:

f(n+ b (C) n+ 1
r, (X) = m(x — a) (C € (Cl—R, a +R)) (32)
(31) deiilikden gorniisi yaly, Teyloryn hatarynyn f(x) funksiya yyg-
yayyg
nanmagy ligin
limr, (x) =0 (33)

deiiligil yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Funksiyanyn Teylorynl hatary boyunca ailadylmagynyn amaly-
yetde ulanmak {i¢in amatly bolan yeterlik serti asakdaky teoremada
beyan edilyar.

9-nji teorema. Eger [x—a| <R serti kanagatlandyryan dhli x {i¢in
fx) funksiyanyn 6niimlerinit hemmesi sol bir K>0 san bilen ¢ékle-
nen bolsa, yagny

fO)<K  (n=1,2,..) (34)
bolsa, onda ol funksiya {i¢in Teyloryn hatary (a—R, a + R) interwalda
yygnanyar we onuil jemi f{x) funksiya dendir.

< Teoremanyn sertlerinde (32) deiilikden alarys:

n X —a 1+ 1 n+1
= | G Ky eeeah 09
0 n+1
Dalamberifi nysany boyunga . (nR-I—il)' hatarynn yygnanyan-
n=0 .

dygy sebépli, ol hatarynn umumy agzasy nola ymtylyar, yadny Ve>0

(;ﬁT)! < £ defisizlik
yerine yetyir. Seylelikde, Ve>0 iigin n, nomer tapylyp, Vin>n, we
Vxe(a—R, a+R) igin |r (x)|<e, yagny f(x) funksiyanyn Teylor ha-
tarynyn sol funksiya yygnanmagynyn zerur we yeterlik serti bolan
(33) denilik yerine yetyar. >

Subut etmezden funksiyanyn Teyloryn hataryna dagydylmasy-
nyn yeke-tékdigini bellalin.

ligin seyle n, nomer tapylyp, Vn>n, li¢in
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2. Funksiyalaryn Teyloryn hataryna dagydylysy. Kabir ele-
mentar funksiyalaryn Teyloryn hataryna (¢=0 halda) dagydylysynyn
mysallaryny gorkezelin.

1) fix)=(1+x), p — hakyky san.

Bu funksiyanyn oniimlerini tapalyi:

J@)=p(1+xy
J"@)=pp=1)(1+xy
") =pp—Dp-2)(1+xy;
SO@)=pp=1)...(p—(n—=D)(1 +x)™.
Onda
A0)=1, 1 0)=p, ["(0)=plp-1), f"O)=pl-D{E-2), ...
S20)=p(p—1)..[p—(n=1)]

bolar. Sona gord (30) formula boyunga f(x)=(1+x)" funksiya {i¢in
Teyloryn hatary seyle gérniisde bolar:

+3 p(p— 1)--;1('p—n+ Do (36)
n=1 N

(22) formulany ulanyp, bu hataryn yygnanma radiusyny tapalyn:

— — '
P timl | = i PP = De(p=n+ D(n+ D! | _
n—od €y iy n—oq p(p—l)...(p—n-i-l)(p—n)n!
N — oo p—n

Seylelikde, (36) hatar |x|<1 bolanda yygnanyar. Ol hataryn jemi-

nin |x|<1 bolanda (1+x)” funksiya denidigini, yagny ol funksiya {i¢in
Teyloryn

(1+xy =1 +%x+%x2+...+
p 2= Delpmnt ) oy (37)
n!

formulasyny gorkezmek bolar.
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Bu formuladan peydalanyp, diirli funksiyalarynn derejeli hatara
dagydylysyny gt')rkezmek bolar. Mysal iigin, p=—1 bolanda (37) for-

muladan f(x) =

funk51yanyn hatara dagydylysyny alarys:

L: 1—x+x2+...+(—1)'Hx"—1 o (x|<1). (38)

1 +x
Eger bu formulada x-i (—x) bilen calsyrsak, onda f(x) = T ix
funksiyanyn derejeli hatara dagydylysyny alarys:
1%x=1+x+x%r...+x"—1+...(|x\<1). (39)

(38) we (39) denlikleri 0-dan x-e ¢enli integrirlép, degislilikde

1n(1+x):x—x72+...+( 1)"x +- (x|<1), (40)

2 k
Inl-x)=—x—-% — . —% — _(x[<1) 41)
2 k
formulalary alarys.
2) fix)=e* funksiyanyn islendik 6niimi li¢in (—r, ) interwalda
[f"(x)|=e* < e densizligin yerine }'/etyéindigi sebdpli, ol funksiya ii¢in

l’l

e _1+Tv+§+ +—+ (42)
formulany alarys. Bu deiligin esasynda
et =1— 1—,+2—f 3?+ (= 1)"2“—';+... 43)
formulany, olardan bolsa chx = %e_x, shx = % denlikler
esasynda
00 2n el 2n+1
“Sde meSaiy @

formulalary alarys.

3) fix)=sinx we 4) fix)=cosx funksiyalarynn ikisi {icin hem
[f"(x)|<1 bolyandygy sebépli, olaryn ikisi hem Teyloryn hataryna
dagydylyar:
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sinx = 3° (-1 m (45)
cosx = ZO(— (2n) (46)

(42)-(46) hatarlaryit hemmesi san okunda yygnanyar.

3. Teyloryi hatarynyn ulanylysy. Hatarlar diirli takmyn hasap-
lamalarda, hususan-da, trigonometrik we gorkezijili funksiyalaryn ba-
halaryny, sanlaryn logarifmlerini we kokleri, kesgitli integrallary ha-
saplamakda ginden ulanylyar. Logarifm we gorkezijili funksiyalaryi
bahalaryny hasaplamakda (40), (41) we (42), (43), sinusyn we kosi-
nusyn bahalaryny hasaplamakda (45) we (46), kokleri hasaplamakda
(37) formulalary ulanmak bolar. Integraly takmyn hasaplamak {i¢in
ilki integral astyndaky funksiya hatara dagydylyar we sofira ol hatar
agzalayyn integrirlenilydr. Olary myssallarda gorkezelini.

9-njy mysal. cosl sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.

< x=1 bolanda (46) formuladan alarys:

-yt 11t 1t _,_1_ 1 _
cosl =1-— 2|+4, 6'+8' =1 2-+-24
__1 1
720 40320

Bu hatar alamatlary gezeklesyan hatapdyr we onun iigin Leyb-
nisiil nysanynyn sertleri yerine yetyér. Seyle hataryil jemi onun ilkinji
n agzalarynyn jemi bilen ¢alsyrylanda alnan hatanyn ilkinji taglanan

. it s 1 I _
agzanyn modulyndan uly déldigi we 40320 < 10000 = 0,0001

bolyandygy sebipli, berlen takyklykda hasaplamak ii¢in hataryn il-
kinji dort agzalarynyn jemini almak yeterlikdir. Seylelikde,

b1 1 _ 38 _
cosl =1 2—|-24 790 750 0,5403. >

10-njy mysal. v 26 sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.
<1(37) formulany ulanmak ticin, ilki ony 6zgerdelin:
V26 =25+ 1 =251 +1/25) = 5(1 +1/25)"2.
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x=1/25 we p=1/2 ii¢in (37) formulany ulanyp alarys:

1+L%:1+LL+ML2+

(1+25) 225 5(35)

Hh- -2 ) o, M2,

+2 21~2-32 <25> 22 1-2.3.4 : (21—5> tos
1

1y | 1 5
(L4525 ) =14 555 = 5505 T ot gs3 ~ g7 951
Bu hatar ikinjiden baglap agzalarynyn alamatlary gezeklesyan
hatar we onun ii¢in Leybnisin nysanynyn sertleri yerine yetyar. Sona
1 1

gord 7050 = 350000 < 0,0001 bolyandygy ii¢in hataryn ilkinji

li¢ agzasyny almak yeterlikdir. Seylelikde,

1
| 11 _ 5099
(1+35) =1+ 35~ 57635 = 000"

. 5099
Sonui esasynda v 26 = 5 - 5000 = = 5,099. >

11-nji mysal. fsm x/4)

dx integraly 0,0001 takyklykda hasap-
lamaly.
< Ilki bilen (45) formuladan peydalanyp, integral astyndaky an-
latmany 6zgerdelin:
inx ox_ Loxy, 1 xy 1 xy
sing 3 arla) Tila) —arly) -

X X
S U O B S -
BRI TR
Alnan hatary agzalayyn integrirldp alarys:

(f Siﬂ(§/4)dx _ (i X N >

=~

+ +
4 3.31-4% 5.51.4°> 7.-71-47
11 1 1

= + +
4 3.31.43 5.51.4°5 7-71-47
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Bu hatar {i¢in hem Leybnisiii nysanynyn sertleri yerine yetyandi-

1 _ 1 < 1
5.5!-4° 614400 10000

agzasyny almak yeterlikdir. Seylelikde,

gi we bolyandygy iicin, hataryn iki

— L +0,25000 - 0,00086 = 0,2491. >
314

§12. 6. Agzalary kompleks bolan
hatarlar

1. Kompleks sanlaryn yzygiderligininn predeli. Kompleks san-
larynt {c } yzygiderligine garalyn, bu yerde ¢ =a +ib , a we b ha-
kyky sanlar.

Eger Ve>0 Ugin seyle n, nomer tapylyp, Vn>n ligin ¢, —c|<e
densizlik yerine yetse, onda ¢ =a +ib sana {c } yzygiderligifi predeli

......

diyilydr we ol limc, = ¢ gorniisde yazylyar.

Kompleks sanynn modulynyn kesgitlemesi boyunca

|Cn_C’: ’an+ibn_<a+ib>‘ = ‘(an_a>+i(bn_b>‘ =

:\/<an_a)2+<bn_b>2 :‘O(Mn’M>’ (1)

bu yerde o(M , M) san M (a,, b ) we M(a, b) nokatlaryn, yagny ¢ we ¢
sanlary sekillendiryin nokatlaryn arasyndaky uzaklykdyr. Sonun ii¢in
lc —c|<e < (M , M)<e esasynda c sanyn {c, } yzygiderligini predeli
bolmagynyfi geometrik manysy Ve>0 l¢in ol yzygiderligiii 7, no-
merden sonky &hli agzalarynyn merkezi ¢ nokatda bolan e radiusly
tegelekde yerlesydndigini we n-in artmagy bilen onun ¢ sana ¢éksiz
yakynlagyandygyny anladyar.

{c.}={a, +ib } yzygiderligifi yygnanmagy {a } we {b } yzygi-
derliklerin yygnanmagyna dengtiycliidir (ony (1) defiligi ulanyp aiisat
gorkezmek bolar).

2. Agzalary kompleks sanlar bolan hataryn yygnanmagy.
Eger agzalary ¢, =a_+ib kompleks sanlar bolan
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G+t atce,+..= D¢, ()
n=1

hatarynn bolekleyin S =c +c,+...+¢ jeminin {S } yzygiderliginin
predeli bar bolsa, onda (2) hatara yygnanyan hatar, S = limS, prede-

le bolsa onun jemi diyilyér.
Agzalary kompleks sanlar bolan (2) hatara agzalary hakyky san-

lar bolan iki » a, we ) b, hatarlar degislidir. Kompleks sanlaryi
n=1 n=1

yzygiderligi iicin bolsy yaly, (2) hataryn yygnanmagynyii sol iki ha-

taryn yygnanmagyna dengiiy¢liidigini gérkezmek bolar. Eger sonda

> a,=S we > b,=5"bolsa,onda S = > ¢, =S5 +iS" bolar.
n=1

n=1 n=1

Agzalary kompleks sanlar bolan (2) hatar {i¢in onun agzalarynyn
modullaryndan diiziilen hatara garalyn:

e[+ e+ o+ + o = zl\cn|. (3)
n=

Bu hataryn agzalary hakyky sanlardyr.
10-njy teorema. Eger (2) hataryn agzalarynyn modullaryndan
diiziilen (3) hatar yygnanyan bolsa, onda (2) hatar yygnanyandyr.

< Goy, ¢, =a, +ib_bolsun, onda |c,| =y a, + b, bolar. Sonuii
ticin
a <@+l =|e,) [b]<yal+bl=]|c,|

densizlikler yerine yetyar. Agzalary otrisatel dél hakyky sanlar bolan
hatarlar ii¢in belli bolan denesdirme nysany boyunca bu yerden (3)

o0

hataryfi yygnanmagyndan »_|a,|we Y_|b,|hatarlaryf, yagny > a,
n=1 n=1

n=1 =

we Y b, hatarlaryii absolyut we sonuii esasynda olaryi dzlerinifi hem
n=1

yygnanmagy gelip ¢ykyar. Olarynn yygnanmagy bolsa (2) hataryn
yygnanmagyna dengtiyclidir. >
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Subut edilen bu teorema agzalary kompleks sanlar bolan hatar-
lary dernemekde agzalary otrisatel dil hakyky sanlar bolan hatarlar
ticin belli bolan dhli nysanlary ulanmaklyga miimkingilik beryar.

12-nji mysal. Z (L+if ) hataryn yygnanmagyny deriiemeli.

< Hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen hatara
Dalamberin nysanyny ulanyp alarys:

Sl :
lim sl o LAt U]
n—oo |C,|  n—e(n4 1)1 +it n-en+l
2 2
T G o Gl N )
n—oo N+ 1 n—oon 4+ 1

yagny hatar absolyut yygnanyar we sonun esasynda teorema boyunca
hatar yygnanyar. >
3. Agzalary kompleks funksiyalar bolan derejeli hatarlar.
c=a+ib, ¢,=a,+ib, (k=0, 1, 2, ...) kompleks sanlardan we
z=x+1iy kompleks funksiyadan diiziilen

cote(z—c)+ey(z—cf+.+c,(z—c)+..= iocn(z —c)'@)

x we y hakyky funks1yalardyr Bu hatardan c 0 bolanda alynyan

Cot Cz+ 2+t 2"+ = D e, (5)

hatar hem derejeli hatardyr. (5) hatary (4)-den w=z—c calsyrma giri-
zip hem almak bolar. Yonekeylik iigin (5) hatary derfiris.

Abelin teoremasy. Eger (5) derejeli hatar z=z #0 bolanda yyg-
nanyan bolsa, onda ol hatar |z|<|z | serti kanagatlandyryan Vz ligin
hem yygnanyar, 6zem absolyut yygnanyar.

Bu teoremanyn subudy agzalary hakyky sanlar bolan derejeli ha-
tar ligin degisli teoremanyn subut edilisi yalydyr.

Abelin teoremasynyii tassyklamasynyn geometrik manysy seyle-
dir: eger (5) derejeli hatar kompleks tekizliginn kabir z;, nokadynda
yygnanyan bolsa, onda ol hatar radiusy |z | we merkezi koordinatalar
baslangyjynda bolan tegelegin i¢inde yygnanyandyr.
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Abelin teoremasyndan goOrniisi yaly, (5) hataryn yygnanma
oblasty radiusy R we merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan
tegelek bolup, sol tegelegin icinde hatar absolyut yygnanyar, onun
aracdginde, yagny toweregin nokatlarynda hatar yygnanyan hem, dar-
gayan hem bolup biler. Sol tegelege (5) hataryn yygnanma tegelegi,
onunl R radiusyna bolsa yygnanma radiusy diyilyar. Eger hatar dine
bir nokatda yygnanyan bolsa, onda R=0 hasap edilyér, eger-de hatar
ahli z igin yygnanyan bolsa, onda R=o0 hasap edilyar.

(5) hataryn yygnanma radiusynyi tapylysy agzalary hakyky san-

lar bolan hatar ii¢in tapylysy yalydyr. Mysal {i¢in, ony R = lim

C, ‘
n — ocl

Cn+1

formula boyunga tapmak bolar.

13-nji mysal. )’ ;—’: hataryil yygnanma radiusyny tapmaly.
n=1"""

< Hatarii¢cin R = lim

n— ool

|
| = im P DY i 1) = o

nal n—oo fl' n— oo

c

Sonun ti¢in hatar islendik z iicin yygnanyar.
4. Eyleriin formulasy. Eger kompleks z funksiya i¢in

2 n
V4 4 V4
1+ﬁ+j+...+ﬁ+...
hatara seretsek, onda 13-nji mysalyn esasynda ol hatar &hli z {i¢in
yygnanyar. Onuf jemini e° bilen belgildlin, yagny

2
ez=1+i+z—+...+%+....

2!
Bu deilikde z =ix galgyrmany girizip, seyle denligi alarys:
gy () | (ix) (x)  _
e —1+T+ oY +...+7+...—
2 4 3 5
_ X X : X X
—<1 —T-FE—.‘.)-FZ(X—T-F?—...).

Seylelikde, (45) we (46) formulalar esasynda bu deiligi seyle
yazmak bolar:

e™ = cosx + isinx. (6)
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Edil suna menzeslikde
e ™= cosx—isinx. (7)

------

dan cosx we sinx funksiyalar ii¢in seyle formulalar alynyar:
eix +e ix . _ eix —e ix
Ty siny =S

Eger z=x+iy bolsa, onda e*=e"""=e%e” denligin esasynda (6)
deniligi ulanyp,

COSXx =

e =e*(cosy +isiny)
formulany alarys.

§12. 7. Furyenin hatarlary

1. Furyenin trigonometrik hatary. Trigonometrik funksiyala-

ryf sistemasy atlandyrylyan
1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., cosnx, Sinxx, ... (1)
sistema garalyn. Onun seyle hasiyetleri bardyr:

1. Sistemanyn islendik diirli iki funksiyasynyn kopeltmek ha-
sylynyn [-x, 7] kesimdéki integraly nola dendir. Bu hisiyete (1) sis-
temanyn sol kesimdiki ortogonallyk hasiyeti diyilyar.

2. Vn e Niigin

T T
fcosznxdx = f sin’nxdx =
T

-7

denlik dogrudyr.
< Hakykatdan-da Vn, m € N, n#m, iigin
fl - cosnxdx = Lsinnx F.=0, fl . sinnxdx = —Lcosnx F.=0,
—7T n —TT n

fsinnxsinmxdx = % f[cos(n —m)x — cos(n + m)x]dx =

© sin(n+m)x[*

_sin(n—m)x
B 2(n+m)

2(n—m) =0

— T

— T
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fcos nx cos mxdx = % f[cos(n —m)x + cos(n + m)x]dx =

_sin(n—m)x [* | sin(n+m)x [

2(n—m) L, 2n+m) |, =0
fsinnxcosmxdx = % f sin(n + m)x + sin(n — m)x]dx
__cos(ntm)x " cos(n—m)x [ _ 0
2(n+m) |, 2(n—m) |, ’
fcosznxdx = % f 1 + cos2nx)dx = ,

T

J.sinznxdx = % f(l — cos2nx)dx = w. >

-7 -7

Berlen (1) trigonometrik funksiyalaryn sistemasy esasynda dii-
ziilen
% + Y a,cosnx + b, sinnx ()

n=1

hatara Furyenifi trigonometrik hatary, ol hatardaky a, a , b (n € N)
sanlara bolsa onuin koeffisiyentleri diyilyar.

11-nji teorema. Goy, (2) hatar [-7, 7] kesimde dendlgegli yyg-
nanyan bolsun we onun f{x) jemi {i¢in

flx) = % + Y a,cosnx + b, sinnx (3)
n=1

deiilik yerine yetsin, onda (2) hataryn koeffisiyentleri ii¢cin

17 _

- ﬁ_ff(x)cosnxdx, n=0,1,2, .., 4)
L [ s _

b, = ﬁ_ff(x)smnxdx, n=1,2, ..

formulalar dogrudyr.
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<1(3) denligin sag bolegindéki hataryn [, 7] kesimde dendlgegli
yygnanyandygy we onunl dhli agzalarynyn sol kesimde {izniiksizligi
sebipli, ol hataryn cosmx (m=0, 1, 2, ...) funksiya kopeldilmegin-
den alynyan hatar hem sol kesimde dendlgegli yygnanyandyr we ol
hataryn dhli agzalary {izniiksizdir. Sona goréd ol hatary [, 7] kesim-
de agzalayyn integrirldp bolyandyr.

Aydylanlaryn esasynda (3) denligin iki bolegini hem cosmx funk-
siya kopeldip we alnan hatary [z, 7] kesimde agzalayyn integrirldp
hem-de (1) sistemanyn hésiyetlerinden peydalanyp,

a, [

ff(x)cos mxdx = 35 fcos mxdx + i a, fcos nx cos mxdx +

- -7 n=1

-7

i~ T T
+ Z b, fsinnxcosmxdx =a, fcoszmxdx = ra,, m=0,1,2, ..
n=1
-

-7

deiligi alarys. Edil suna menzeslikde, (3) denligin iki bolegini hem
sinmx funksiya kopeldip we alnan hatary [, 7] kesimde integrirlép,

ff(x)sinmxdx =b, fsinzmxdx = rb,, m=1,2,..

denligi alarys. Bu deiiliklerden bolsa subut edilmeli (4) denlikler ge-
lip ¢cykyar. >

Koeffisiyentleri (4) formulalar boyunca kesgitlenyian (2) trigo-
nometrik hatara f funksiya iicin Furyenin trigonometrik hatary ya-da
gysgaca Furyenin hatary, ¢ we b _sanlara bolsa Furyenin koeffisiyent-

......

[-7, ] kesimde f funksiya ti¢in diiziilen Furyenin hatary

f(x) ~ % + Y a,cosnx + b, sinnx (5)
n=1
gorniisde yazylyar. Bu yazgy (2) hataryn f funksiya {i¢cin Furyenin ha-
tary bolup, ol hataryn jeminin f funksiya den bolyandygyny anlatma-
yar, yone 1-nji teorema esasynda islendik denolcegli yygnanyan tri-
gonometrik Furyenin hatary sol hataryn jeminin Furye hatarydyr.
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f funksiya ii¢in diiziilen Furyenin hatary haysy sertlerde sol funk-
siya yygnanyarka diyen soraga jogaby asakdaky teorema beryér.

12-nji teorema. Goy, f(x) funksiya we onunl f"(x) 6ntimi [-7, 7]
kesimde liznliksiz ya-da olarynl 1-nji gorniisdéki tikkenikli sany tiziilme
nokatlary bar (yagny bolek iizniiksiz) bolsun. Onda f(x) funksiyanyn
Furye hatary san okunda yygnanyar, sonda funksiyanyi {izniiksiz
bolan her bir x € (-, 7) nokadynda hataryn jemi f(x) funksiya den
bolar, funksiyanyfi her bir iiziilme x, nokadynda bolsa hataryfi jemi

-0 0
S(x,) = A );f (% +0) bolar. [-7, 7] kesimiii uglarynda bol-

f(=m) + f(7)
2

saol jem S(+7) = bolar.

Bellik. Eger san okunda kesgitlenen we 27 periodly periodik
F(x) funksiya {i¢in [—7, 7] kesimde F(x)=f(x) deiilik yerine yetse, on-

Eger [, 7] kesimde Furyenin hatary f{x) funksiya yygnanyan
bolsa, onda ol hatar san okunda onun periodik dowamyna yygnanyar.

2. Jiibiit we tidk fuksiyalar iicin Furyenin hatarlary. Eger
[-7, 7] kesimde f funksiya jiibiit bolsa, onda bu halda f{x)cosnx funk-
siya hem jiibiit bolar, f{x)sinnx funksiya bolsa tidk bolar. Sonun {icin
kesgitli integralyn hdsiyeti boyunca (4 ) formula

a, = %ff(x)cosnxdx, n=0,1,2, ..., (6)
0

b =0, n=1,2,..

gorniisi alar we bu deiliklerin esasynda jiibiit funksiyanyn Furye ha-
tary
4y

5t > a,cosnx (7)
n=1

gorniisde yazylar. Bu halda Furyenin hatary dine kosinuslary 6ziinde
saklayar.

Eger f funksiya [-7, 7] kesimde tik bolsa, onda f{x)cosnx funk-
siya hem tikdir, f{x)sinnx funksiya bolsa jiliblitdir. Sona gord Furyenin
koeffisiyentleri
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a=0, n=0,12, ..,

_ 2 [ fye _
= ﬂoff(x)smnxdx, n=1,2, .. (8)

gorniisi alar. Sonun esasynda ték funksiyanyn Furye hatary seyle ya-
zylar:
D b,sinnx. 9)
n=1
Bu halda Furyenin hatary difie sinuslary 6ziinde saklayar.
14-nji mysal. f{x)=x funksiyany Furyeniii hataryna dagytmaly.
<1 Bu funksiya {li¢in 12-nji teoremanyii sertleri yerine yetyér, soila
gord ol funksiya Furyeniil hataryna dagydylyar. Onun tékdigi sebipli,
(8) formula esasynda a =0, b, bolsa (8)-den kesgitlenyér. Bolekleyin
integrirlemek usuly esasynda

b, = ;J‘xsinnxdx = 2| X cosnx "+ Lfcosmcdx = (- 1)"“;.
T s 7| n o ny n
Sonun ii¢in (9) formula boyunca
_ »(sinx _ sin2x , sin3x _ sin4x _1y+1Ssinnx
x_2( ] 5=+ bt et (=D +...>.|>

15-nji mysal. f(x)=x? funksiyany Furyenin hataryna dagytmaly.

< Bu funksiya iicin 12-nji teoremanyn sertleri yerine yetyar,
sona gord ol funksiya Furyenin hataryna dagydylyar. Onun jiibiitdi-
gi sebdpli, (6) formula esasynda b =0, a, bolsa (6)-dan kesgitlenyir.
Bolekleyin integrirlemek usuly esasynda

0

Vs 5 P
a ;fx cosnxdx = 2| % sinnx| — 2 :(—1)”i.
e | n o n

n2

n

T
f x sin nxdx
0

Sonuii {igin (7) formula boyunga

= i_4(cosx _cos2x

cos3x
?g(on _ cos: e

32
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3. |-, I] kesimde kesgitlenen funksiya iicin Furyenin ha-
tary. Yokarda garalan [-7, 7] kesimde kesgitlenen f{x) funksiya ii¢in
Furyenin hatarynyn teoriyasyny [/, /] kesimde kesgitlenen funksiya
gecirmek maksady bilen x = [t/7 ¢alsyrma girizelin. Sunlukda, —/<x</
bolanda —7<¢<x bolar. Sonun {i¢in 7 liytgeyédnin funksiyasy bolan
p(t)=Alt/7) funksiya [, 7] kesimde kesgitlenen funksiya hokmiinde
garap, onun li¢cin Furyenin hataryny yazmak bolar:

p(t)~ %+ > a,cosnt + b,sinnt.
n=1

Bu hataryn Furye koeffisiyentleri seyle kesgitlenyar:

1 _
= ﬂfp(t)cosntdt, n=0,1,2, ...,

L [y _
bn—ﬂfp(t)smntdz‘, n=1,2, ...

Ozalky x iiytgeyéne gecip, [/, /] kesimde berlen f funksiya licin
Furyenin hataryny we onuil koeffisiyentlerini

f~ 7+ Za cosTx+b sm”l”x

an

N‘r—k

I
ff cosnl”xdx, n=0,1,2, ..,
-1

b, lff sm—xdx n=1,2, ...

gorniisde yazarys. Sunlukda, eger fjiibiit bolsa, onda onunl Furye ha-
tary we koeffisiyentleri

f~—+ Z a, cos - l Ty,
=2 ff(x)cos—xdx n=0,1,2, ...,

gorniisi alar. Eger-de f tdk bolsa, onda olar seyle gorniisi alar:
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Z b, sin " =2 ff(x)sm—xdx n=1,2, ...
n=1

Eger funksiya [0, /] kesimde berlen bolsa, onda ony talap
edilisine gord dine kosinuslar boyunca hem, diiie sinuslar boyunca
hem Furyeniil hataryna dagytmak bolar. Onun {i¢in berlen funksiyany
[/, 0] kesime jiibiit funksiya hokmiinde ya-da tik funksiya hokmiin-
de dowam etdirmeli, yone [0, /] kesimde berlen funksiyany [/, 0]
kesime basga hili hem dowam etdirmek bolar.

§12. 8. Ortogonal sistema boyunca
Furyenin hatary

8-nji kesgitleme. Eger [a, b] kesimde integrirlenyin funksiyala-

v

ryn
Po(x), p(x), .., p (%), .. (10)
sistemasynyn islendik iki diirli funksiyalary tigin
b
[ Pe@)p,(x)ax =0 (kzm) (11)

deilik yerine yetse, onda (10) sistema [a, b] kesimde ortogonal siste-
ma diyilyér. Eger-de ondan dasgary

b
fp,f(x)dx -1 (k=0,1,2,..) (12)

sert hem yerine yetse, onda (10) sistema ortonormirlenen sistema di-
yilyar.

Trigonomertrik (1) sistemanyi [, 7] kesimde (11) denligi kana-
gatlandyryandygyny biz yokarda gorkezipdik, yagny (1) sistema sol
kesimde ortogonal sistemadyr. Sol sistemanyn ikinji hdsiyeti boyunga

cosx smx cosnx sinnx
sistema [T, 7r] kesimde ortonormirlenen sistemanyn mysaly bolup
biler.
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[a, b] kesimde ortogonal bolan (10) sistema esasynda diiziilen
2 CaPn (%) (13)
n=0

funksional hatara ortogonal sistemanyfi hatary, ¢, (=0, 1, 2, ...) san-

------

Trigonometrik sistema ticin Furyenin hatarynyn koeffisiyentleri-
nin kesgitlenisi yaly, (13) hataryii hem koeffisiyentlerini kesgitlemek
bolar.

Goy, f funksiya [a, b] kesimde (13) hatara dagydylyan bolsun
we ol hatar f funksiya yygnanyan bolsun, yagny

fx) = 2 eup,(x). (14)
n=0
Goy, (10) sistema [a, b] kesimde ortogonal we k=0, 1, 2, ... {icin
b
[ p(x)dx#0 (15)

bolsun. (13) hataryn koeffisiyentlerini tapmak ti¢in, ol hatardan p (x)
funksiya kopeldilmeginden alynyan hatar agzalayyn [a, b] kesimde
integrirlenydr diyip kabul edelin. Sonuil esasynda (14) denligin iki
bolegini hem p,(x) funksiya kopeldip we sofira alnan hatary [a, b]
kesimde integrirlédp, (11) sertiil esasynda

b b . b
[ Fp()dx = [ p(x) X e,p, (x)dx = ¢ [ i (x)dx
a a n=0 a
deiiligi alarys we (15) sertin esasynda hataryn koeffisiyentlerini ta-
parys:

b
| Axp(x)dx
a . k=0,1,2, ... (16)

Ck:

[ i

Bellik. Eger (13) hatar [a, b] kesimde f funksiya dendl¢egli yyg-
nanyan we p,(x) funksiyalar [a, b] kesimde tizniiksiz bolsalar, onda
bu halda hem ol hataryn koeffisiyentleri (16) boyunga kesgitlenyéndir,
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¢iinki bu halda (14) hatardan ¢ékli p (x) funksiya kopeldilip alynyan
hatar hem [a, b] kesimde dendlgegli yygnanyandyr we sonun {i¢in
hem ony agzalayyn integrirlép bolyandyr.

9-njy kesgitleme. Koeffisiyentleri (16) formulalar boyunca kes-
gitlenyédn (13) hatara f funksiyanyinl [a, b] kesimdiki (10) ortogonal
sistema boyun¢a Furyenifi hatary, ¢, sanlara bolsa Furyenini koeffi-

......

f funksiya ticin (10) ortogonal sistema boyunca Furyenin hatary
[~ 2.6, (%)
n=0

gornilisde yazylyar.

Ortogonal sistemanyinl Furye hatary ti¢cin hem ol hataryn haysy
sertlerde yygnanyandygyny, haysy sertlerde hataryn jeminini berlen
funksiya den bolyandygyny, haysy sertlerde dendlcegli yygnanyan-
dygyny we beyleki hasiyetlerini gorkezyén teoremalary subut etmek
bolar.

§12. 9. Furyenin hatarynyn
kompleks gorniisi
Goy,

flx) ~ % + Y a,cosnx + b, sinnx (17)
n=1

Furyenin hatary berlen bolsun. Eger ozaldan mélim bolan
_ L inx —inx . _ L inx _ —inx __L inx _ —inx
cosnx—z(e + e ™), smnx_zl_(e e ™) = 2(e e ™)
formulalardan peydalansak, onda (17) hatary
)~ > La —ibye™ + Lia, +ib)e™
2 &2 2

gornilisde yazmak bolar. Eger

Co = %’ Cp = %(an - lbn)’ Con = %(an * lb,,) N C_n

belgilemeleri girizsek, onda ony has yonekey
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flx)~ De,e™ (18)
gorniisde yazyp bileris. Indi bolsa cosnx+isinnx =¢*™ formuladan
peydalanyp, (18) hataryil Furye koeffisiyentlerini kompleks gorniisde
kesgitlemek ii¢in

c, = L(a —ib,) = €L ff(x)[cosnx — isinnx|dx =
n 2 n n 271— -

= 21—77 ff(x)e‘””‘dx,

_1 NN B VR _
¢y = (@, +ib,) = zﬁ_ff(x)e dx, n=1,2, ..
formulalary alarys. Bu formulalary birikdirip, olary
¢ = ff(x)e-"’“dx n=0,%1,£2, .. (19)
n 272-77[ ) b b b

formula arkaly anlatmak bolar.

Seylelikde, Furyenin (2) hataryny kompleks gorniisde anlatdyk
we onun koeffisiyentlerini kesgitlemek tlicin kompleks gorniisdéki
formulalary gorkezdik.

(19) denligin bahasyny (18) formulada goyup, Furyenin hata-
rynyn

fx)~L Y [ fyear

n=—oo

gorniisde yazylysyny alarys. Edil suiia menzeslikde [/, /] kesimde
berlen f funksiya ti¢in Furyenin hataryny hem kompleks gorniisde
yazmak bolar.

+ o0
Bellik. Biz bu yerde Zzn gorniisdédki hatara dus geldik. Onun

n=-—oo

yygnanmagyna nahili disiinilydndigini yatlalyii. Ol hatar {igin
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ZZk jeme onun 7 tertipli bolekleyin jemi diyilyér. Sunlukda,
k=—n

eger limS, = S predel bar bolsa, onda ona yygnanyan hatar we §

sana onun jemi diyilyar.

S-nji mysal. f(x)=|x| funksiyany (-7, 7) interwalda kompleks
gorniisddki Furyenin hataryna dagytmaly.

<1 (19) formulany ulanyp, ilki bilen Furyenin koeffisiyentlerini
tapalyn:

_ 1 1 .y
Co = f| dx = A lxdx + 5 Ofxdx >
L[ Lfo 1 0
cn:—glxe dx+ﬁofxe dx:—zﬁnze (mx+1)7ﬂ
+-1 Ze*i”x(inx+1)‘ﬂ=—%+ I - (1 — inm) +
27n 0 n 27n
1 —inn : 1 cosmn , SinAw 1 n
e 1 +inr)=— + + = -1y —1].
27n? ( ) mn* mn* n mn’ (=1 ]

Tapylan koeffisiyentleri (18) formulada goyup, berlen funk-
siyanyn

7,5 n 2 mA, (2k+1)2
n#0 k#0

o 1y _ . S t(2k+1)x
722'+1Z(1) lemx_ﬂ' 2

gorniisddki kompleks Furyeniil hataryny alarys. >

Goniikmeler

Funksional hatarlaryn yygnanma oblastlaryny tapmaly:

& 1 [2x—3Y =
l'nz n!<4x+5>' 22 (2n — l)xzn a

=1 n:l

3347 By 4 2P 43 1+

n=1
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n

= (5
X' 6. Zl(

.n:13+x

_ i )

Funksional hatarlaryn dendlcegli yygnanmagyny deriiemeli:

N 1 N Sinnx = (=1 ¥
7. ) 9. s 11. -t
n;] .x2 + 3" n=1 n3\/; n=1 (1 + X2)n
N 1 cosnx N x?
8. . 10. 12. _—t
,;l x* + nt nzl n¥'n ngl 1+ %)

Derejeli hatarlarynn yygnanma radiusyny we interwalyny tap-
maly:

13. 3 & 16. 2" 2 (x+3).
n=0 2 " n=1 '

14. ngo(— 113252, 17. ,,; %(x + 1y
0 2

15. D (= 1)yn2¥x". 18. Z( ) x—e).
n=0 n=1

Funksiyalary Maklorenini hataryna dagytmaly:

19. fix)=sh3x. 21. f{x)=cos2x. 23. f(x) = 5 1+ e

20. fx)=In(x+5).  22. flx) = %IL—S 24. f(x) = 5 _12X.

Jogaplar

1. Ahli x iigin yygnanyar. 2. (-0, —1), (1, +0). 3. (=3/4, —7/12).
4. (-0, 0). 5. Ahli x#=1 iicin yygnanyar. 6. (-3, —1), (1, 3). 7-11. Ahli
x ligin deidlgegli yygnanyar. 12. Ahli x {igin yygnanyar, yone dendlgegli
dil. 13. R=4, (-4, 4). 14. R=1/9, (-1/9, 1/9). 15. R=1/4, (-1/4, 1/4).

00 2n
16. R=0. 17. R=w. 18. R=1/e, (-l/e, l/e). 19. 237’(.

n=1
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& (=D xy Sy 4T

20. ln5—|rn;1 p (5) (-5<x<5). 21. 1+n§1( 1) o)
sy S I

22. Zl (— 1) 23(n+1) (|x|<8) 23. Zl w <| .X" < §>

n=




111 BAP

DIFFERENSIAL
DENLEMELER

IIL.1. BIRINJI TERTIPLI
DIFFERENSIAL DENLEMELER
§ 1. 1. Differensial defilemeler
barada esasy diisiinjeler

1. Differensial defileménin kesgitlenisi we onun c¢oziiwi. Eger
denilemede gozlenydn funksiya we onun diirli tertipdidki Oniimle-
ri saklanyan bolsa, onda bu defilemé differensial denileme diyilyar.
Deinillemediki gozlenydn funksiyanynn Oniiminii yokary tertibine
denileménii tertibi diyilyar.

Eger gozlenydn funksiya bir tiytgeyanli bolsa, onda degisli diffe-

n-nji tertipli umumy ady differensial deiileme

Fx, y,y,y" . y)=0 (D
gorniisde yazylyar, bu yerde x bagly dil {iytgeyan ululyk, y=y(x)
gozlenyan funksiya, y', y", ..., Y gozlenyédn funksiyanyn oniimleri,
F(x,y, v, y", ..., »™) bolsa berlen funksiya.

Eger (1) denleme y™-e gora ¢oziilen bolsa, onda ol denleméni

Y=, ¥, ¥, " s ) ()

gorniisde yazmak bolar.
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Eger (a, b) interwalda kesgitlenen we n gezek differensirlenyéin
y=¢(x) funksiya Vx € (a, b) tigin (1) defileméni

F(x, p(x), ¢'(x), "(x), ..., "(x))=0

tozdestwa Owlirydn bolsa, onda y=¢(x) funksiya sol denleméinii

(1) denileménin
Y(%) = Yo V(%)= Yo ¥V (x0) = vV 3)
baslangyg sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyga sol

(2) denileme ti¢in Kosiniii meselesinin ¢oziiwiniii barlygynyil
we yeke-tikliginin sertleri asakdaky teoremada getirilyér (teoremany
subutsyz kabul etjekdiris).

1-nji teorema. Eger f(x, y, v', "’ ..., V) funksiya we onun y, ',
y", ..., YD boyunca hususy oniimleri

x=xp|<a, |y=y|<b, [Y =Y by =)< b

(a>0, b>0)
densizlikler bilen kesgitlenen G oblastda {izniiksiz, diymek:

! " — a .X, ’ ”---s (n_l))
Moy sC, |22 O

<q

(k=0, 1, ...,n-1)
¢akli bolsa, onda (1) defilleménin [x—x |</ kesimde (3) serti kanagat-
landyryan yeke-tik y =y(x) ¢oziiwi bardyr, bu yerde

. b
C>0, C>0, h=minfa, - P ,
! ( max(C ¥}/ ! 1)|)>

M(x’y’y,r“’y(n_l)) = Ga M(‘X07y0’y/0""9y(()n_1)) = G
Eger

p=9x,C,C, ..,C) 4)

funksiya 1) C, C,, ..., C erkin hemiseliklerifi islendik bahalarynda (1)
deiileméini tozdestwa Owiiryén bolsa;

2) (3) serti kanagatlandyryan C,, C,, ..., C, tapylyan bolsa, onda

------
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(1) deilleménin (4) umumy coziiwinden erkin hemiseliklerin
berlen bahasyndan alnan ¢oziiwine, yagny y = ¢(x, CO,C(Z),...,C,?)

¢oziiwe berlen deileménin hususy ¢oztiwi diyilyér.
Eger (1) differensial denleménin umumy ¢o6ziiwi anyk dal
gorniisde
G(x,y,C,C,, .., C)=0
denlemeden kesgitlenyén bolsa, onda ona sol defileménin umumy in-
tegraly diyilyar.

§ 1. 2. Birinji tertipli differensial
defillemelerin gorniisleri

1. Uytgeyinleri ayyl-sayyl edilyin defilemeler. Eger defileme
Flx,y,y)=0 )

gorniisde berlen bolsa, onda ofta umumy gorniisdédki birinji tertipli

Eger (5) denleméni y-e gord ¢oziip bolsa, onda ol y'=flx, »)
ya-da dy—f(x, y)dx=0 gorniisde yazylyar. Bu denilleme
P(x, y)dx + Q(x, y)dy=0 (6)

deiileménin hususy halydyr.
(5) denlleménin y(x)=y, serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tap-

Indi (6) denleménin
Plx, p)=fx)e(y), Ok, »)=fx)¢,()
bolandaky hususy halyna seredelin:
SOPO)dx+£,(x)9,(1)dy=0. (7
Bu denlemad tiytgeyanleri ayyl-sayyl edilyédn (ya-da tiytgeyanleri
boleklenydn) deiileme diyilyér.
J,(x)¢(y)#0 bolanda (7) defileméni f,(x)¢(y)-¢ boliip alarys:

f(x) o ()
ﬁ(x)dx ooy =0 (8)
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Bu deﬁleméi iytgeyanleri ayyl- say’/yl edilen (}'la -da ii}’/tgeyéinleri
dy-in yanynda dine y-e bagly funk51ya bardyr. (8) deilleméni 1ntegr1r-
ldp, ol denlemanin

J]:((x dx+fng dy=C

umumy integralyny taparys.
1-nji mysal. y' = 33\/? denileménin y(1)=1 serti kanagat-
landyryan ¢6ziiwini tapmaly.

< Berlen deiileméni Z—i = 3y% gorniisde yazyp we ony y#0 bo-

landa y‘%dx anlatma kopeldip, y‘%dy = 3dx deiilemini alarys. Al-
nan deiileméni integrirldp, onunt umumy ¢éziiwini taparys:
fy—%dy = [3ax, yi=x+C Yada y=(x+C),
y(1)=1 serti ulanyp, C-ni tapalyi:
y(DH)=(1+Cy=1, C=0.
Diymek, berlen meselénin ¢6ziiwi y =x* bolar. >
2. Birjynsly differensial defilemeler. Eger islendik ¢ ligin
Fltx, ty)=1"F(x, ) )
tozdestwo yerine yetyin bolsa, onda F(x, y) funksiya n Olgegli bir-
jynsly funksiya diyilyér.
Mysal {i¢in,

F(x,y)=4x+3y, F(x,y)=x" cosy +xy, Fj(x,y)= %
funksiyalar degislilikde bir, iki we nol 6lgegli birjynsly funksiyalar-
dyr. Hakykatdan-da,

F (tx, ty)=4ix + 3ty = t(4x + 3y) =1F (x, ),

E, (tx,ty) = (tx) COSE + txty = (x cos v +xy> = 1’F,(x,y),

Ix—t X —
E(tx,ty) = Iy Y — yy = 1°F;(x,y).
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Eger P(x, y) we O(x, y) sol bir n 6lgegli birjynsly, yagny
P(tx, ty)=1'P(x, ),  Qx, ty)=1"0(x, y),

funksiyalar bolsa, onda (6) detilemi birjynsly differensial deiileme

diyilyér. Eger bu yerde ¢ = % (x#0) alsak, onda

P(17) = %P(x,y), (1Y) = %Q(x,y)

deiilikler alnar. Seylelikde, bu halda

_on y _n Yy
bolar. Ol funksiyalary (6)-da ornunda goyup,

n y n y p—

X P<1,;)dx +x Q(l,;)dy =0
ya-da
Y Y _

P<1,;)dx + Q(l,;)dy =0 (10)
denilemini alarys. Eger bu denlemede u =y/x ya-da y =ux belgileme
girizsek, onda ol seyle gorniisi alar:

P(1, u)ydx+ QO(1, u)(udx + xdu)=0  ya-da
(P(1, u)+uQ(1, u))dx +xQ(1, u)du=0.

Alnan denilleme tliytgeyanleri ayyl-sayyl edilyin defilemedir. Eger
bu differensial defileménin umumy integraly @(x, u, ¢)=0 bolsa, onda

(6) birjynsly differensial defileménin umumy integraly (D(x, %, c) =0
bolar.
2-nji mysal. xy’ = |/ x* —y* + y defileméniii ¢oziiwini tapmaly.
< Berlen denleméni x(x#0) iiytgeyédne boliip, ony

SEEHRE

gornligde yazalyn. Onun birjynsly differensial denillemedigi aydyndyr.
y =ux belgilemani ulanyp, u'x + u = v1 — u* + u ya-da
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xdu 2

dx
denileméni alarys. Bu denilemeden lytgeyanlerini ayyl-sayyl edip,
du
V1—u?
(C,>0) ya-da arcsinu=InC |x| denligi alarys. C|x|=+C x bolyanlygy
ligin +C, = C belgilemani ulanyp, arcsinu=InCx denligi alarys, bu yer-

=v1—-u

= % defileméni we ony integrirldp, arcsinu=In|x|+InC,

de [InCx|< % u= % deniligi goz oniinde tutup, berlen defileménifi
umumy ¢oziiwini taparys:

arcsin% =InCx vya-da y=xsinlnCux.

Deilleménin iiytgeyénlerini ayyl-sayyl edenimizde, deileménin
iki bolegini hem xv'1 — u* boéliipdik. Sonui ii¢in kibir ¢oziiwleri
yitirmegimiz miimkin. Goy, x=0 we v'1 —u® = 0 bolsun. u = %

2
calsyrmany ulanyanymyz ii¢in x#0. Ikinjisinden 1 — % = 0 ya-da

y==x alarys. Denlemede ornunda goyup, y=x we y=-x funk-
siyalaryn hem berlen defileminin ¢oziiwidigini alarys. >

§ 1. 3. Birinji tertipli ¢cyzykly we doly
differensially denlemeler

1. Birinji tertipli ¢cyzykly differensial defllemelerin kesgitleni-
si we umumy c¢oziiwinin tapylysy. Gozlenyédn funksiya we onuil
onlimine gord birinji derejeli bolan

a(x)y"+b(x)y =c(x) (11)
yerde y=y(x) gbzlenyédn funksiya, a(x), b(x), c¢(x) (@<x<p) berlen
tizniliksiz funksiyalar. Delleméni a(x)#0 funksiya boliip,

Y tpx)y =£x) (12)
denleméni alarys, bu yerde
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P =205 Ao =S5,
(12) denilleminin ¢oziiwini u =u(x), v =v(x) funksiyalaryn kopelt-
mek hasyly gorniisinde gozlalin:
y=uv. (13)
Bu funksiyany we onuil y'=u'v+uv' 6nlimini (12) deilemede
goyup alarys:
u'v+uv'+p(x)uv =£f(x)

ya-da
u'v+u(v'+px)v)=Afx). (14)
v=v(x) funksiyany
v'+p(x)v=0 (15)
deiileméni ¢oziip taparys. (15)-1 gdz oilinde tutup, (14)-den alarys:
u'v=_£x). (16)

(15) we (16) denilemeler lytgeyianleri ayyl-sayyl edilydn detile-
melerdir. (15) denleménin umumy ¢6ziiwini tapalyi. Ony
dv

- P (x)v
gornusde yazyp, iiytgeyanlerini ayyl-sayyl edeliit we integrirlalin:
v _ — p(x)dx, v =CePIn (17)

v
Tapylan v(x) funksiyany (16) deillemede ornunda goyup,
u = %f(x)ef PO detilemini alarys. Ony integrirlép taparys:
1

u(x) = %lff(x)ef”(x)dxdx + C,. (18)

(17) we (18) formulalar boyunga tapylan v we u funksiyalary
(13)-de ornunda goyup, berlen defilemdnin umumy ¢6ziiwini taparys:

y = e re( f Ax)el "% ax 1+ C) - (C=C,C). (19)

3-nji mysal. y' + 2xy = 2xe™* detilemani cozmeli.
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<1 (19) formulany peydalanyp, berlen defileméniii umumy ¢ozii-
wini tapalyn:

y = o |2 (f 2xe™ el 2 gy 4 C) = e"‘2<2fxdx + C> =

— e (240>

2. Doly differensially denilemelerinn kesgitlenisi we umumy
coziiwi. Eger (6) denileménin ¢ep bolegi kédbir F'= F(x, y) funksiyanyn
doly differensialy, yagny dF =P(x, y)dx + QO(x, y)dy bolsa, onda (6)

Bu yagdayda (6) denlemini dF(x, y)=0 gorniisde yazyp, ol
denileménin F(x, y)=C umumy integralyny taparys. F'=F(x, y) funk-
siya li¢in

_9F 4 F 4
dF = y dx + 3 dy = P(x,y)dx + Q(x,y)dy
deiilik esasynda seyle deilikleri alarys:
oF _ oF _
Asakdaky tassyklama dogrudyr.
(6) deilleménin doly differensially deiileme bolmagy iicin

P(x, y) we O(x, y) funksiyalaryn kesgitlenen D oblastynda af’z(;;,y)
we aQE();C’y) lizniiksiz 6niimleri bar bolup,

dy ox
sertin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. Eger (20) sert yerine yet-
yén bolsa, onda (6) defileménin umumy integraly

fP(x,yO)dx + ny(x,y)dy =C

X0 Yo
ya-da
X y
fP(x,y)dx + fQ(xO,y)dy =C
X0 Yo
gorniisde tapylyar.
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4-nji mysal. 2xcos®ydx + (8 3\/; —x*sin2y)dy = 0 defilemi-
nin umumy ¢oziiwini tapmaly.
< Bu yerde
P(x,y)=2xcos?y, O(x,y) =83%/y —x?sin2y.
Sonun esasynda

aﬂa’;’y) = 2x(—2sinycosy) = — 2xsin 2y,
0(x,y) _ 5.
o =— 2xsin2y.

Seylelikde, (20) deilik yerine yetyédr we sonun ii¢in berlen den-
leme doly differensially defilemedir. Onuil umumy integraly:

X y
f2xcoszydx + f83/§dy =C,
0 0

x>cos’y + 6y3/y = C.

Bu yerde (x,, y,) nokadyn ornuna koordinatalar baslangyjyny
aldyk we umumy integraly tapmagyi ikinji formulasyny ulandyk.

3. Denileménin doly differensially defilemi getirilisi. Eger (20)
sert yerine yetmese, onda (6) deiileme doly differensially defileme
déldir. Kébir hallarda bu deiileméni integrirleyji kopeldiji atlandyryl-
van p=p(x, y) funksiya kopeldip, doly differensially deiilemé getir-
mek bolar.

1-nji hal. Eger

oP _ 90
o 5 X = ()
bolsa, yagny gatnasyk difie x-e bagly funksiya bolsa, onda integrir-
leyji kopeldiji seyle kesgitlenyar:
[t = el 1)

2-nji hal. Eger
op _ 90

% = ¥(y)
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bolsa, yagny gatnasyk diie y-e bagly funksiya bolsa, onda integrir-
leyji kopeldiji
"= el POy (22)

formuladan tapylyar.
5-nji mysal. ydx + x(Inx—)?)dy=0 denleméaniin umumy ¢oziiwini
tapmaly.
oP

< Bu yerde P(x, y)=y, O(x, y)=x(Inx—)?). Sonun iigin En =1,
% = 1 + Inx — y* we (20) sert yerine yetmeyir, yone
?TP_% I—1—Inx+y _ 1
. 0 N x(lnx—y3)y :—;:go(x)
bolyany ii¢in (21) formulany ulanyp, berlen deiileméni doly differen-
sially deillemd getirydn u = e &= e = % integrirleyji kopel-

dijini taparys. Sonuil ii¢in berlen denileménin iki bolegini hem 1/x-e
kopeldip alarys:

%dx + (Inx —y*)dy = 0.
Alnan denlleménin doly differensially denlemedigini gorkezmek
kyn daldir. (x,, y,) nokady (1, 0) diyip, berlen defileméniii umumy

¢Ozliwini alarys:

X y 4
y 3 _ x Y gy
lf;dx+of(—y )dy = C, yinxff— -y =C

4
ya-da yln|x|—yz =C.
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I11.2. YOKARY TERTIPLI
DIFFERENSIAL DENLEMELER
§ 2. 1. Kébir n-nji tertipli
integrirlenyiin differensial
denlemelerin gorniisleri. Tertibi
peseldilyin denlemeler

1. y»=f(x) gorniisdiiki defileme. Uzniiksiz f{x) funksiya ii¢in
bu deiilemdnin umumy ¢oziiwini z gezek integrirldp taparys:

yr=b = ff(x)dx + C,,
yn=2) = ﬂf(x)dxdx +Cx + Gy,

y =[] fx)ax. v+ Gt 11),+cz< 7+t G+ Gy

Alnan funksiya berlen denleménin umumy ¢oztiwidir. Bu ¢oziiw-
de kesgitsiz integrallary yokarky cdgi liytgeyénli kesgitli integrallar
bilen ¢alsyrmak bolar, yagny ony

~ X X xn_l X
y= [ [ fx)dr.dx+C Gttt G+ G
X0 X0

gorniisde yazmak bolar. Kosinin

f fxf(x)dx...dx - (’1_141), f(x — YAt )dt

X0 Xo

formulasyny peydalanyp, umumy ¢6ziwi

y:ﬁf“—”"”f“)d’*q%*

n 2
+C2( — )1 +.+C,_x+C,
gorniisde yazarys. Eger berlen defileméniti
V(%) = Yor Y (X0) = Voo s YD (x0) = ¥V (1)

183



baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edil-
ydn bolsa, onda berlen denlemini yzygiderli n gezek x -dan x-¢ genli
integrirldp, bu meselénin ¢oziiwini taparys:

y=— n—l f(x—t” YA(t)dt +

(n—1)
+(2}0_71>!(x =X)Ly (X = x) +
ya-da
( )
y= f(x—t” YA(t) a’t+z (x—xo)i+y0.
Y

1-nji mysal. y"’=sinx+cosx denleminiit umumy ¢dézliwini tap-
maly.

<1 Ug gezek yzygiderli integrirlip, alarys:
y"=-cosx+sinx+C,,

y'=—sinx—cosx+ Cx+C,

y = cosx — sinx + C, %~ 5 +Cx+C

Indi berlen denileménin y(0)=2, y'(0)=1, y"(0)=0 sertleri kana-
gatlandyryan ¢oziiwini tapalyn. Bu sertleri ulanyp, ndbelli hemi-
selikleri tapmak ticin defilemeler sistemasyny alarys:

2=1+0G;,

Seylelikde, denileménin berlen sertleri kanagatlandyryan hususy
¢Oziwi

y:cosx—sinx+%x2+2x+l.>

2. F(yY, y®)=0 gorniisdiki defileme. y"""V=z ¢alsyrmany ula-
nyp, bu denleméni F(z, z)=0 gorniisde yazarys. Eger alnan denlemé-
nifi umumy ¢0ziwi z=¢@(x, C|) bolsa, onda ¢alsyrmanyn esasynda
1-nji gdrniisdéki y* V= g(x, C)) differensial defileméni alarys.
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2-nji mysal. z” = /1 +(y")* defileménii umumy ¢dziiwini tap-
maly.

< y"=z calsyrmany ulanyp, birinji tertipli z’ = +/'1 + z* ya-da
% = V1 + z* defilemini alarys. Uytgeyénleri ayyl-sayyl edelin we
alnan deiileméni integrirléilifl'

dz
l v = f V142
z=sht, dz = chtdt ¢calsyrmany ulanyp alarys:
f chidt
V1 + sh*t
Diymek, z=sh(x+C)). Ony y" =z defilemede ornunda goyup, al-
nan y"'=sh(x+C) defileméni iki gezek yzygiderli integrirlalin:
y'=ch(x+C)+C,

=x+C,. )

=x+C yada (=x+C|

y=sh(x+C)+Cx+C,.>

3. F(x, y®, y«b ., y™)=0 gorniisdéiki deflleme. Eger y©¥=z
calsyrmany ulansak, onda
y(k+1) =z ', y(k+2) :Z”, . y(") :Z(”_k) (3)

bolar we sonun ii¢in berlen denleme F(x, z, z, ..., z"®)=0 gorniisi
alar. Eger alnan (n—k)-njy tertipli bu denileméninn umumy ¢oziiwi
z=¢(x, C, C, ..., C ) bolsa, onda y¥=z ¢alsyrma boyunca 1-nji
gorniisdiki y¥=g¢(x, C, C,, ..., C ) defileméni alarys. Bu defileméni
k gezek yzygiderli integrirldp, berlen defilemininn umumy ¢oziiwini
taparys.

3-nji mysal. xy"—)y""=0 denleménin umumy ¢éziiwini tapyn.

< Y=z calgyrmany girizelin, onda y"=z' bolar we berlen

dz

deiileme xz'—z=0 gorniisi alar. Bu defilemdni x== I

= z gorniisde ya-

zyp we lytgeyanlerini ayyl-sayyl edip, % = % detileméni alarys.
Ony integrirlép,

In|z|=In[x[+In|C|| ya-da z=Cx

1
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detiligi alarys. Calsyrmany goz oniinde tutup, "= C x defileméni
alarys. Ony dort gezek yzygiderli integrirléilir‘l:

_c’é + G,
3
y”:Cl%+Cx+C,
, x* x?
y :CIT—I—C? Cyx + Cy,

5
y=C 956, c2’3“, c3’2<, + Cyx + Cs

ya-da
y=Cx" 4+ Cx’ + Cyx* + Cyx + Cs,
, = C = G = G
bu yerde. Cl = 57 C2 37 C T >

4. Fy, p's p"'y ey y™)=0 gorniisdiki deilleme. y’'=z galsyrma
ulanylyp, berlen denleménin tertibi bir birlik kemeldilydr. Bu yer-
de tdze girizilen z iiytgeydn y-e gord funksiyadyr: z=z(y). y'=z(y)
denligi differensirlédp alarys:

y”:dz_dzd)’_zg
dx  dy dx dy’

oA _d( dz\_ d(,dz\dy _ [(dzY, &z _
R G Rl dy)dx‘z(<dy> )T

we sunia menizeslikde beyleki yokary tertipli dniimleri taparys. Olary
berlen denllemede ornunda goyup, (n—1)-nji tertipli denileméni alarys.
4-nji mysal. y"+(y)*=2¢” denleminin umumy ¢oziiwini tap-
maly.
< y'=z(y), ¥ = ZZ; calsyrmalary ulanyp, z lytgeyine gord
dz

dy + 2% = 2¢7 defilemini alarys. z> =u calsyrmany

birinji tertipli z==
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ulanyp, Ldu () = 9py ya-da == du

2 dy dy
alarys. Bu denlleménin umumy ¢oziiwini (19) formulany ulanyp ta-
parys:

+ 2u = 4e™” ¢yzykly denleméni

U= e—deY(sze—yeWy +G) =

- e*2y<4f€*yezydy + C1> =e (4’ +C) =47+ Cy P
Ony ulanyp,
)P=u=4e?+Ce> yada y =+/4e+Ce?

birinji tertipli defilemini alarys. Ol {iytgeyanleri ayyl-sayyl edilyin
denlemedir. Onun tiytgeyanlerini ayyl-sayyl edip we alnan denileméni
integrirldp, onun umumy ¢Ozuwini taparys:

dy 4ey+C e’dy

- =t 1 =x+C,,

dx f./4ey+c1 ?

y = ~
_2fd<" +C) +/e'+C =x+C, (C=CJ4

./ey+C

e+C=x+C), y=hlx+C)-C|>

ya-da

§ 2. 2. n-nji tertipli differensial
denillemeler

1. n-nji tertipli ¢yzykly denleméinin ¢oziiwlerinin hisiyetleri.
qo(X)y(”)w (X)y“’*”+ g, ]()c)y’+ q,l(X)y =/ (x) (4)

......

bu yerde y = y(x) gozlenyan funksiya, f,(x), g (x) (k=0, 0, n) berlen funk-
siyalar. Olary kébir [a, b] kesimde iizniiksiz funksiyalar diyip hasap
edertis.

Eger f,(x) #0 bolsa, onda (4) defilemd birjynsly dél defileme,
eger f,(x)=0 bolsa, onda birjynsly defileme diyilyar.

q,(x)#0 bolanda (4) defileméni g (x) funksiya boliip alarys:
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Y +p "V Ap ()Y +p (x)y =AX), (5)

bu yerde
P = B8 =T, ) = 0
q,(x)#0 bolanda n-nji tertipli birjynsly defileme
YOEp,+Ap, (Y, (x)y =0 (6)
gorniisi alar.
Lly]=y"+p, )y D+ +p, ,(X)y"+p, (x)y (7)
belgileméni girizip, (6) defileméni
Lly]=0 (8)

ratorynl seyle hésiyetleri bardyr:
L[Cy]=CL[y] (C=const), 9)
Lly, +y,]=Lly ] L[y, (10)
Hakykatdan-da,
LICYI=(Cy)" +p,(x)(Cy)" D+ 4p, ,(x)(Cy) +p, (x)(Cy) =

=CO"+p, ey V+..+p (X' +p (x)y)=CL[y].
Lly +y,]=(,+y,)"+p )@, +y,) "V +. . +p (), +y,)=
="+ p ()" Dy Y+ P (X)) +

+(33) 4 P ()yS D+ ey ()Y, + P, (x)3,) = L[y ] + L[y,]-

(9), (10) formulalary ulanyp, asakdaky tassyklamalary subut
edelin:

1-nji teorema. Eger y, ¢yzykly birjynsly L[y]=0 defileménin
¢ozliwi bolsa, onda Cy, hem bu deileménifi ¢oziiwidir, bu yerde
C=const.

< Teoremanyh sertine gord L[y ]=0, onda (9) formulany peyda-
lanyp alarys: L[Cy ]=CL[y ]=0, L[Cy ]=0. >
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2-nji teorema. Eger y, we y, funksiyalar L[y]=0 birjynsly defi-
leménin ¢oziiwleri bolsa, onda y +y, funksiya hem bu defileméanin
¢Oziwidir. >
< Teoremanyn sertine gord L[y ]=0, L[y,]=0. (10) formulany
peydalanyp, alarys:
Lly, *y,]=L[y,]+L[y,]=0, L[y, +y,]=0.
Diymek, y, +y, funksiya L[y] =0 defllemédnin ¢oziiwi. >
1-nji netije. Eger y, y,, ..., y funksiyalar L[y]=0 defileménifi
¢oziiwleri bolsa, onda
y= Cly1 + C2y2+ ..t Cnyn
funksiya hem bu deiilleménin ¢owiidir, bu yerde C, C,, ..., C er-
kin hemiselikler. Bu tassyklama 1-nji we 2-nji teoremalardan gelip
cykyar. o
3-nji teorema. Eger P (x) (k=0, n) hakyky koeffisiyentli L[y]=0
denileminin ¢oziiwi y(x)=u(x)+iv(x) kompleks funksiya bolsa, onda
hakyky u(x) we hyyaly v(x) bolekler hem bu denleménin ¢oziiwidir.
< Teoremanyn sertine gord L[u(x)+iv(x)]=0. (9), (10) formula-
lary ulanyp, alarys:
L[u(x)+iv(x)] = Llu(x)] +iL[v(x)] =0,
bu yerden L[u(x)]=0 we iL[v(x)]=0 tozdestwolary alarys. >
2. Cyzykly bagly we ¢yzykly bagly dil funksiyalar. Wronski-
nin Kkesgitleyjisi. Eger [a, b] kesimde kesgitlenen
Y=y, 3,=y,(0), ey ¥,=,() (11)
funksiyalar iicin @ 4+ a5+ ..+ a> #0 serti kanagatlandyryan
hakyky @, @, ..., @ sanlar bar bolup,
ayrtay+.+ay =0, Vxela,b] (12)
Eger (12) deilik diiie
a=a,=.=a =0 (13)

------

Mysal ii¢in, [a, b] kesimde kesgitlenen

189



y,=Ly,=x,y,=x, ..,y =x"" (14)
funksiyalar bu kesimde ¢yzykly bagly dal.

Hakykatdan-da, @, +@x+ax*+..+a@ x"'=0, denlik Vxe[a, b]
Ugin difie @ =a,=..=a =0 bolanda yerine yetyir. Sebdbi hakyky
koeffisiyentli (n—1) derejeli kdpagzanyn nollarynyn sany (n—1)-den
kop daldir.

Eger i#j bolanda k,#k, bolsa, onda

kix kox k,x
yw=ebv, y,=e?, ., y =, (15)
we
X xehx L xmehE R kX o ymapkaX
e, xer, ., x"retr” (16)

funksiyalar hem islendik [a, b] kesimde ¢yzykly bagly dildir.

Egery,(x), y,(x), ..., ¥ (x) funksiyalaryf ifi bolmanda biri nola defi
bolsa, onda bu funksiyalar ¢yzykly baglydyr. Hakykatdan-da, eger
»,=0 bolsa, onda

1y, (x)+0y,+...+0y =0
bolar, bu yerde: a, =1#0.

Eger n sany funksiyalaryn arasynda k(k <n) sanysy ¢yzykly bag-
ly bolsa, onda ahli funksiyalar hem ¢yzykly baglydyr. Hakykatdan-
da, yonekeylik ticin, eger @, #0 bolanda @y, +a,y,+...+a@y =0 bolsa,
onda

aytay,+.+ay+0y. +..+0y =0, « #0.

y,=y,(x) we y,=y,(x) (v, 0, y, ¥ 0) funksiyalaryfi ¢yzykly bag-
ly bolmagy {igin olaryil proporsional bolmagy zerur we yeterlikdir.
Hakykatdan-da, eger y,=ky, (k=const) bolsa, onda ky —y,=0 ya-da
ay +a,y,=0, bu yerde @,=—1#0. Tersine, goy, ai + a3 # 0 bolan-

da ¢y +a,y,=0 we a,#0 bolsun, onda y, = —%yl ya-da y,=ky,,
2
k=-a la,.
Mysal ii¢in, y =x, y,=2x funksiyalar islendik [a, b] kesimde

¢yzykly baglydyr; y =e
bagly déldir.

kIX

, ¥, = €% (k,#k,) funksiyalar ¢yzykly
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y,=e“sinfx, y,=e*cosfx (17)

funksiyalar islendik [a, b] kesimde ¢yzykly bagly déldir.
4-nji teorema. Eger y =y (x), ,=»,(x) ..., », =y (x) funksiyalar
[a, b] kesimde ¢yzykly bagly bolsa, onda

¥y Voo eV,
W A R,
W(x) = W[y,ys ¥ =] W Y ey (18)
ygn—l) y(n 1) yiln 1)

kesgitleyji [a, b] kesimde tozdestwolayyn nola dendir.
< Teoremanyi sertine goré y,(x), y,(x) ..., ¥ (x) funksiyalar [a, b]
kesimde ¢yzykly baglydyr. Kesgitlema gord bu kesimde

alyl+azy2+...+anyn=0

deiilik @i + a; + .... + a’ # 0 bolanda Yerine yetyir.
Bu tozdestwony (n—1) gezek differensirldp alarys:
ay, +ay, +..+a,y, =0,
ay +ay, +..+a,y =0, . (19)

alyln 1)‘|‘a2y<n 1)+ +any1(1n V=0

Islendik x € [a, b] l¢in @, @,, ..., @ nébellilere gord birjynsly
algebraik deiillemeler sistemasyny aldyk. Bu sistemanyn noldan ta-
pawutly ¢oziiwi bolmagy ii¢in onuil kesgitleyjisi nola dent bolmaly,
yagny W(x) —0 defllik yerine yetmeli >

5-nji teorema. Eger y =y (x), y, yz(x) e Y, yn(x) funksiyalar
[a, b] kesimde lizniiksiz P (x) (k=0, n) koeffisiyentli

Y+ P (x)y" V4 4+ P (x)y =0 (20)

denleménin ¢yzykly bagly dil c¢oziiwleri bolsa, onda Wronskinin
W=Wly,y,, ....y ] kesgitleyjisi [a, b] kesimiii hi¢ bir nokadynda nola
den déldir.
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< Tersine giiman edelin, yagny x, € [a, b] nokatda Wronskiniii
kesgitleyjisi nola defi bolsun. Bu halda

ay; (Xy) + @y, (%) + .. + @,y,(xy) = 0,

@y (xo) + azyé (xo) + o+ a,y, (%) =0,

) (1)

alyln l>(x0) + a2y<" 1>(x0) S a,,yf;’ 1)(x0) =0
algebraik denillemeler sistemasynyn noldan tapawutly ¢6zliwi bardyr
(af + a5+ ... +a> #0), ¢iinki bu sistemanyi kesgitleyjisi Wron-
skinin W(x ) kesgitleyjisidir we ol nola defdir.

1-nji netije esasynda

y=ay x)+tay,@)+..+ay (x) (22)
funksiya (20) denleménin ¢oziiwidir. Bu defilleménin ¢oztiwi (21)-e
gora

Wx))=0, y'(x)=0, ..., y"(x)=0
baslangyc serti kanagatlandyryar. Bu baslangyc serti (20) deiile-ma-
nin y=0 ¢6ziiwi hem kanagatlandyryar. Diymek, 1-nji teorema gora
(22) detilemanin ¢oziiwi y(x)=0, yagny

ay @) +ay,)+.+ay =0 (af +a;+..+a, #0).

Bu detlik esasynda x, € [a, b] nokatda y (x), y,(x) ..., y (x) funk-
siyalar ¢yzykly bagly. Ol bolsa teoremanyn sertine garsy gelyér. Bu
garsylyk teoremany subut edyar. >

3. n-nji tertipli birjynsly ¢yzykly defileméniin umumy ¢oziiwi.

6-njy teorema. Eger y =y (x), y,=y,(x) ..., ¥, =y (x) funksiyalar
koeffisiyentleri [a, b] kesimde iizniiksiz bolan birjynsly (20) deiile-
minii sol kesimde kesgitlenen ¢yzykly bagly dél ¢oziiwleri bolsa,
onda bu defileménin umumy ¢6ziiwi

y=cy tey,totey, (23)

formula bilen kesgitlenyar, bu yerde ¢, ¢, ..., ¢, erkin hemiselikler.
<1 3-nji teoremany g6z oniinde tutup, (23) funksiyanyn (20) den-
leméni tozdestwa owiiryandigini goreris. Indi

Y(X0) = Yoo Y'(%0) = Yo » - y(WU(XO) = yén_l)
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serti kanagatlandyryan (23) ¢oziiwinden ¢, c,, ..., ¢, hemiselikleri
kesgitldlin, yagny

€11 (Xo) + €232 (%) + -+ €,3,(X0) = Yos
ClyI, ('XO) + C2y£ (XO) +. T+ Cnyr/l ('XO) = yé ’ (24)
eV (x) + 38 () + ey (%) = v Y
sistemany ¢oOzelin. Bu sistemanyn kesgitleyjisi Wronskinin kes-
gitleyjisidir. Teoremanyn sertine gord [a, D] kesimde kesgitlenen
¥,(0), y,(x) ..., ¥ (x) funksiyalar ¢yzykly bagly dal, sol sebépli islen-
dik x, € [a, b] nokat lgin W(x,)#0. Diymek, (24) sistemanyn yeke-

tak ¢!, cJ, ..., cg ¢coziiwi bardyr. Bu bolsa (23) funksiyanyn (20)

deiilleménin umumy ¢oéziiwidigini anladyar. >

2-nji netije. Cyzykly birjynsly denileménin ¢yzykly bagly dal
coziiwlerinin in uly sany denleménin tertibine dendir.

Kesgitleme. n-nji tertipli ¢yzykly birjynsly denileménin islendik
n ¢yzykly bagly dil ¢oziiwine bu denleménin fundamental ¢oziiwi
diyilyér.

§ 2. 3. n-nji tertipli ¢cyzykly
differensial denlemeler

1. Hemiselik koeffisiyentli birjynsly deflemeler we olaryn
coziilisi.

YW+ay"V+. . +a _y'+tay=0 (25)
dellemd n-nji tertipli hemiselik koeffisiyentli birjynsly c¢yzykly
detileme diyilyir, bu yerde a , a,, ..., a_ hemiselik sanlar.

(25) denleme (6) detilemanin hususy halydyr. Sonun ti¢in §2.2-da-
ki alnan netijeler (25) denileme iicin dogrudyr. (25) denlleménin ¢ozii-
wini

y=e" (k=const) (26)
gorniisde gozlilin. Bu funksiyany we onun

y'=ke", y"=ke~, ...,y =ket
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ontimlerini (25) defllemede ornunda goyup alarys:
ke~ +a ke +.. +a ke*+ae =0
ya-da
k' tak'+.. +ta _k+a)=0.

(26) funksiyanyn (25) denleménin ¢oziiwi bolmagy ii¢in
k'+ak'+.. +a k+a =0 (27)

denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

(27) denlema (25) denleminin hésiyetlendiriji denilemesi diyil-
yar. Bu n-nji derejeli algebraik denlleménin » sany koki bardyr, olaryn
icinde gabat gelyéni-de, kompleks san bolyany-da bolmagy miimkin.

1. Hisiyetlendiriji defileméanin » sany diirli hakyky kokleri bar.
Bu kokleri &, k,, ..., k, (k,#k, i#]) bilen belgilaliii. Bu koklere degisli
(25) denileméanin ¢oziiwleri

yy=e" y, =6 Ly = (28)

funksiyalar bolar. Bu funksiyalar [a, b] kesimde ¢yzykly bagly dil-
dir ((15)-e seret). 6-njy teoremanyn netijesine gord, (25) denleménin
umumy ¢oziiwi
y ="+ e 4 . 4 c et (29)

formula boyunca kesgitlenyar.

5-nji mysal. y"'—2y"—3y'=0 denilleminiii umumy ¢ozliwini tap-
maly.

<1 Bu denileménin hésiyetlendiriji defilemesini yazalyn:

k—2k*—3k=0.

Onun kokleri k=0, k,=-1, k,=3 bolar. Sofia gord berlen
denileménin umumy ¢oziiwi
y=c tce tce. >
2. Goy, hisiyetlendiriji denilleménin kokleri hakyky sanlar bolup,
olarynt m sanysy 0zara den, beylekileri diirli bolsun:
k=k=.=k,k .,k ,..,k.

m+1> T m+2? n

Berlen denleménii olara degisli ¢oziiwleri
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_ kx _ kx _ kx _ k X _ kyx
w=el, y,=el", Ly, ="y, =emntt, Ly, =¢er

bolar. Bu ¢oziiwler ¢cyzykly baglydyr, sebdbi m sany ¢oziiw gabat gel-
yar. m sany gabat gelyédn ¢oziiwlere m sany ¢yzykly bagly dal

kyx kix m—1 _kix
y=e" y,=xe", ., y,=X et
coziiwleri degisli edip bolar, seylelikde
ki x ki x m—1 _kx k X k,x
="y, =xe"", .., y,=x e, Yy =emtt Ly, =en

coziiwler ¢yzykly bagly dildir. Berlen defilemanin umumy ¢oziiwi

klx

K —1k k K
y = +exet + L+, x" e e, et 4 L+ et

ya-da
y=(c,+cx+ .. +c, x" e e, e 4 L+ et

funksiya bolar.
6-njy mysal. y"'—-2y"+y'=0 deiilemininn umumy ¢oziiwini tap-
maly.
< Hasiyetlendiriji denlemesi: A*—2k*+k=0. Bu denleménin
¢ozuwleri k, =k,= 1, k,=0 bolar. Umumy ¢oziiwi yazalyii:
y=(c,tex)e +c,. >

3. Goy, hisiyetlendiriji denillemininn kokleriniii arasynda kom-
pleks sanlar hem bar bolsun: k =a—if, k,=a+if. Olara degisli
coziiwler:

y, = et = @B — e“ (cos fx — isin5x),

y, = €% = @B = o® (cos fx + isin fx)

3-nji teoremanyn netijesine gord, y, =e“cospx, y,=e“sinfx funksiya-
lar berlen denleménin ¢oztiwleridir.

Goy, hasiyetlendiriji defilleménin galan k,, &, ..., k kokleri diirli
we hakyky sanlar bolsun, onda berlen defileméniii umumy ¢oziiwi

y = (¢;cos Bx + ¢, sinfx)e™ + c;e" + ... + ¢, e

7-nji mysal. y""+4y"+13y'=0 denileménin umumy c¢oziiwini
tapmaly.
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< Bu denleménin hésiyetlendiriji denlemesi £*+4k*+13k=0,
onufi kokleri A,=—2-3i, A,=-2+3i, A,=0 bolar. Ol kokleri ulanyp,
deileméniii umumy ¢dziiwini yazalyn:
y=(c,cos3x +¢sin3x)e > +c,. >

2. Birjynsly dil denilemeleriin umumy ¢oziiwi. Asakdaky n-nji
tertipli birjynsly ddl differensial defillemd garalyn:

YO+, Y+ L p, ()Y, ()Y =AX), (30)

bu yerde p,(x) (k=1, n), fix) funksiyalar [a, b] kesimde iizniiksiz.
Berlen denlemini

Lly]=/x) (31
gorniisde yazalyn, bu yerde
Lly]=y"+p, )y D+ +p, ()y"+p, (x)y.

7-nji teorema. Eger y =y (x) funksiya birjynsly L[y]=0 den-
leménin ¢oziiwi, y, =y (x) funksiya degisli birjynsly dal L[y]=f(x)
defileménin ¢oziiwi bolsa, onda y +y, =y (x) +y,(x) funksiya birjynsly
dél denleménin ¢oziiwidir.

< Teoremanyn sertine gord L[y, ]=0, L[y, ]=/(x). Bu tozdestwo-
laryn we ¢yzykly operatoryi hdsiyetleri esasynda

Llyyty 1=LIy )+ LIy, 1=0+/x),  Lly,+y 15Ax).

Bu yerden y, +y, funksiyanyfi L[y]=/(x) defileménin ¢oziiwidigi
gelip ¢ykyar. >

3-nji netije. Eger y =y (x) funksiya L[y]=0 defileméanin umu-
my ¢oziiwi, y, =y, (x) funksiya L[y]=/(x) deflleménifi haysy-da bolsa
bir hususy ¢6ziiwi bolsa, onda y +y, funksiya L[y]=f(x) defilemanin
umumy ¢oziiwidir.

3. Birjynsly dél hemiselik koeffisiyentli cyzykly defnlemelerin
hususy we umumy ¢oéziiwlerinin tapylysy. Hemiselik koeffisiyentli
birjynsly dal

YW+ay"V+. . +a_y'+ay=fx) (32)

defilema garalyf, bu yerde a, (k=1, n) hakyky sanlar, f{x) bolsa [a, b]
kesimde iizniiksiz funksiya.
(32) denilemai degisli bolan birjynsly defileméni yazalyn:
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YWtay"V+. . +a y'+ay=0. (33)

Eger (33) defileméniit umumy y, ¢6ziiwi we (32) defileméniii
haysy-da bolsa bir y, hususy ¢oziiwi belli bolsa, onda 3-nji netije
boyunga y,+y, funksiya (32) defilemdnifi umumy ¢oziwidir. (33)
deiileménin umumy ¢ézliwinin tapylysyna §2.3-de seredipdik.

(32) denileménin hususy ¢oziiwi f(x) funksiyanyn diirli gorniisleri
ticin ndbelli koeffisiyentler usuly bilen tapylyar.

1) f{x)=e“P (x), bu yerde P (x) n derejeli kdpagza.

Eger @ san degisli hisiyetlendiriji denileménin koki dél bolsa,
onda y =e“Q (x) bolar, bu yerde Q (x) koeffisiyentleri kesgitlenilme-
li n derejeli kopagzadyr.

8-nji mysal. y""—y"+y'—y=x?+x deilleminin umumy ¢ozliiwini
tapmaly.

< I1ki bilen bu deiileménin birjynslysynyii umumy ¢oziiwini tap-
mak ticin hésiyetlendiriji defilemesinin koklerini tapalyn:

B—k+k-1=0=k =1, k,=—i, k,=1,
diymek, birjynsly defileménini umumy ¢6ziiwi
y,=ce tccosx +esinx.

Hususy ¢ozliwi
y,=ax*+bx+c
gorniisde gozldlin. Oniimlerini tapyp, berlen defilemede ornunda
goyup,
yi=2ax+b, y'=2a, y"'=0,
0-2a+2ax+b—ax*-bx—c=x>+x,
—ax*+Qa—-b)x—2a+b—c=x*+x

denligi alarys. Bu denlikden x-iii dent derejelerinin koeffisiyentlerini
denlép, a, b, c sanlary tapmak {i¢in denlemeler sistemasyny alarys:
—a=1,
2a — b =1, , a=-1, b=-3, c=-1.
—2a+b—-c=0
Bulary ornunda goyup, hususy ¢oziiwi taparys:
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y,=x*=3x-1.
Sonun {i¢in berlen defilleménini umumy ¢oziiwi
= = 1 J— 2_ —
y=y,ty,=c e +c,cosx +esiny—x?—3x—1. >

Eger « san hisiyetlendiriji denleméanin m kratny koki bolsa, onda
hususy ¢oziw y, =x"e**Q (x) gorniisde bolar.

9-njy mysal. y"+7y'=e™ deiileminin umumy ¢oziiwini tap-
maly.

< Bu denlemé degisli birjynsly denleméniii umumy ¢o6ziiwini
tapmak ticin onun hésiyetlendiriji defilemesinin koklerini tapalyn:

kK+T7k=0=k=-1, k=0.
Sonuii {igin birjynsly defileminiit umumy ¢oziiwi:
y,=C e +C,

a=-7 sanyn hésiyetlendiriji defilemesinini bir koki bilen gabat
geleni {icin berlen defilleménin hususy ¢oziiwi y =axe ™ gorniisde
bolar. Bu funksiyanyn oniimlerini tapyp, berlen deiilemede ornunda
goyalyn:

—Taxe™, y"=—14ae " +49axe ™,

r—
yl—ae 1

—l4ae ™ +49axe ™+ Tae ™ —49axe "=

Bu yerden a sany taparys: —7a=1, a = —%. Onda hususy ¢oziiw
v =- %xe‘ ™ Seylelikde, defilemanifi umumy ¢oziiwi
y=y+y =Ce " +C,— Lye ™ >

7

2) fix)=e“(P (x)cosf+R (x)sinfx).

Eger @+iff kompleks sanlar hisiyetlendiriji defileménin kokleri
bolmasa, onda hususy ¢oziiw y, =e“(Q,(x)cospx+S (x)sinfx) gor-
niigde bolar, bu yerde k=max{n, m}.

10-njy mysal. y"'+25y=cosx denileméniii umumy ¢oziiwini tap-
maly.

< Hiisiyetlendiriji defileméni diizelin we onun kokleri tapalyi.
k*+25=0, k,=5i, k,=—5i. Sonui {i¢in
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¥,=C cos5x + C,sin5x
funksiya birjynsly defilemédnin umumy ¢oziiwi bolar. Onun hususy
¢0zliwi y, =acosx + bsinx gorniisde bolar. Ol funksiyany we onuil
y/=-asinx +bcosx, y'/=—acosx—bsinx
onlimlerini berlen defilemede orunlaryna goyup, nédbelli a we b he-
miselikleri taparys:
—acosx—bsinx +25acosx+25bsinx=cosx,

24acosx+24bsinx=cosx, a = 21—4, b=0.
Seylelikde, hususy we umumy ¢oziiwler seyle bolar:
-1 — i 1
Y =gcosx,  y= C, cos 5x + C,sin 5x + 24 CoSX. >

Eger @+if8 kompleks san hasiyetlendiriji defileménin r kratny
koki bolsa, onda detileminin hususy ¢oziiwi seyle gorniisde bolar:

y,=x"e*(Q (x)cospx+S (x)sinfx).

11-nji mysal. y"'+y=sinx—cosx defllemidnin umumy ¢oziiwini
tapmaly.

< Hasiyetlendiriji denleméni diiziip, onun koklerini tapalyii:
kK+1=0= k=i, k,=i, sonuil {icin birjynsly defileméniii umumy
¢cOzZlwi:

y,=C cosx + C_sinx.

Berlen defileménifi hususy ¢oziwi y =x(acosx+bsinx) gor-
niisde bolar. Ony we onufni 6nlimlerini berlen deiilemede ornunda
goyup, nabelli hemiselikleri taparys:

yi=acosx +bsinx +x(—asinx +bcosx),

y''==2asinx +2bcosx +x(—acosx—bsinx),
—2asinx +2bcosx—x(acosx +bsinx)+x(acosx +bsinx)=sinx—cosx,

—2asinx +2bcosx =sinx—cosx,

Da= —_ —_1 —_1
2a=1, 2b=-l=a=-5, b=—7.
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Seylelikde,

y = —%x(cosx + sinx),

y=Y,+y = C cosx + C,sinx — %x(cosx + sinx). >

4. Cyzykly differensial denleméni ¢é6zmek iicin Lagranzyn
usuly. Eger

YO+P ()" D+ P (x)y=0 (34)

defileménin y (x) hususy ¢6ziiwi belli bolsa, onda y =y z belgileméni
girizip, defileménin tertibini bir birlik kemeldip bolyar, alnan defileme
hem ¢yzykly denllemedir.

Eger (34) deiileménin & sany hususy ¢oziiwi belli bolsa, onda bu
defileménin tertibini k birlik kemeldip bolar.

Eger (34) denileménin umumy ¢ozliwi belli bolsa, onda onun ko-
megi bilen

YO +P )"+ L+ P (x)y=fx) (35)

Goy,y=Cy,+Cy,+..+Cy funksiya (34) defileménifi umumy
¢Oziliwi bolsun. (35) defileménin ¢oziiwi
y=Cxy,+Cx)y,*..+C )y, (36)
goriisde gozlenilyir, bu yerde C (x), C,(x), ..., C (x) funksiyalar hé-
zirlik¢e ndbellidir. Olary tapmak iicin ilki
yl C1l+ y2 C2’+ .t y}’l Cnl: O,
yl,C1’+ yz,C2,+ et yn,Cn,: O,

yC +yC ¢ L+ Yy C = f(x).

sistemadan olaryf C/(x) (k=1, n) dniimlerini kesgitlaliii:

Tx - ¢)k(x)7 4 13 n,

sofira olary integrirldp, funksiyalaryn 6zlerini taparys:
C,(x) = fgok(x)dx +C,
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bu yerde C, (k=1, n) erkin hemiselikler. Tapylan C,=C,(x) (k=1, n)
funksiyalaryn bahalaryny (36)-da ornunda goyup, (35) denleménin
umumy ¢oziiwini taparys.

12-nji mysal. Hususy ¢oziiwi y, = % bolan

xy"+2y"+xy=0
denleméniin umumy ¢ozliwini tapmaly.
<y = % icin y = Si%z calsyrmany girizelin, bu yerde z

tdze gozlenyan funksiya. Funksiyany we onun dniimlerini
y=yz, yY=yztyz, y'=yiz+t2yz'tyz"
berlen defilemede ornunda goyup alarys:
Coy'| 2y +xy )z Ty 2"+ 200y +p,)2'=0,
y,-iit berlen defileménini ¢oziiwi bolany tigin xy'! +2y  +xy =0 bolar
we deiileme seyle gorniisi alar:
xyz"+2(xy; +y)z'=0.

v = % bolany ii¢in bu yerden z'sinx+2z'cosx=0 denlemini ala-

4

Z, +2 CQSX
Sinx

rys. Alnan denleméni
tegrirldp taparys:

= 0 goOrniisde yazyp we sofira in-

In|z]+2lnjsinx|=InC, ya-da z'sin’x=C.
Denleminin tiytgeyianlerini ayyl-sayyl edip, ony integrirlélin:
z=—Cctgx+C, ya-da ZZZ’lctngrC2 (EIZ—CI).

Tapylan z-1 ornunda goyup, berlen denileménin ¢oziiwini taparys:
¢ Cosx sinx
| :

y = + C, >

1

13-nji mysal. y" +y = cosx

denileménin umumy ¢oziiwini tap-

maly.
<Ilki bilen y"+y=0 defileménin umumy ¢oziiwini tapalyn. Onun
iicin bu denleménin hasiyetlendiriji denlemesinin koklerini tapalyn:
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F+1=0=k=-, k=i
Sonuf ti¢in y,= C cosx + C sinx. Indi berlen deflleméniii umumy
¢Ozliwini tapalynl. Onui ligin C,=C|(x), C,= C,(x) hasap edip, ony
y=C cosx + C,sinx (37)
gorniisde gozlalin we C(x), C,(x) nébelli funksiyalary
cosxC'(x) + sinxC,'(x) = 0,

—sinxC|'(x) + cosxC,’ (x) = colsx

sistemadan tapalyn:
Clx)=-tgx, Clx)=1.
Integrirlap alarys: C (x)=In|cosx] +Z’l, C,(x) =x+Z’2.
Tapylan funksiyalary (37)-de ornunda goyup, berlen deiilemanin
umumy ¢oziiwini taparys:
y=5lcosx+62sinx + cosxIn|cosx|+xsinx. >

Goniikmeler

1. y=¢(x, ¢) (¢ — erkin hemiselik) funksiya berlen differensial
deiileménin ¢oziwimi?

1) y=x*(1+ce™), xy'+(1-2x)y =x2

2)y=ce*—e*, xy"+2y'—xy=0;
—2x 1

el Yy =en

A y=2+cv1l—x* (1-x2)y' +xy=2x;
5) x*+yt=cy?, xydy = (x’—y")dy;

3) y=rce

_ 1 o1 _o
6)y—cx+c, Xy y+y 0;
_ 2 4+cx 220 = v—
7)y—1+2x,2(1 Xy =y—xy'.

2. Differensial denleméni ¢ézmeli:
1) (1+y*)dx+(1+x*)dy=0; 2) xydx+(x+ 1)dy=0;
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3)xy'=y+1; 8) e’(1+yH=1,
4) (x+xy)dy+(@y—xy)dx=0,y(1)=1; 9)y'=a*™ (a>0,a#1);

5) (1+y*)dx+xydy=0; 10) e(1 +x*)dy—2x(1+e")dx=0;
6) xy/1+y* +yy'V1+x* = 0; 11) essin*y+ (1 +e*)cosyy'=0;
7V y* + ldx = xydy = 0; 12) 2x2py" +)2=2.
3. Denlleméni ¢ozmeli:
1) (x+2y)dx—xdy=0; 6) xy' =y =y —x* =0;
2) xy"=y(Iny—Inx); 7) y+x2y'—xyy'=0;
3) (x +y)dx+(x—y)dy=0; 8) xy' —y— xtg% = 0;
4) (o2~ 2xp)dx +xdy =0; 9) xy' - yeosin = 0;
5) x2dy— (2 —xy+x2)dx=0; 10) (y + v xy )dx = xdy.
4. Berlen denleménin umumy ¢oziiwini tapmaly:
1) xy'=2y=2x% 7) (e*yzlz - xy)dy —dx = 0;
2) (2x_y2)ylz2’ya 8) y, + xexy = e<17x)ex;
3) (P—x)y'+y=x(2x-1),(-2)=2; 9) 2e'—x)y'=1;
' _ 1. oy -
4) y' + ytex cosx’ 10) (sin?y +xctgy)y'=1;
5) y'xInx —y=23x%In2x; )y =—2>
)y y )y 4y
6) v — ytgx = 13 , 12) y'—2xy =2xe>.
cos’x

5. Deiillemeleriit umumy ¢6zliwini tapmaly:
1) (xIny—x2+cosy)dy + (x> +ylny—y—2xy)dx=0;

2)<x+ 1 dy = 0;

()
y2 —x’ ) ym

3) x(2x2+3?) + (x> +217)y'=0;

4) (3x*+6xy*)dx + (6x*y+4y*)dy=0;
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5) (2—9xy*)xdx + (4> —6x%)ydy=0;
6) e?dx—(2y+xe?)dy=0;
7) 2x(1 + vV x? = y)dx — x> — ydy = 0;
8) (1 +y*sin2x)dx—2ycos*xdy=0;
2, .2 3
9) 3x“+y di — 2x -|3—5ydy: 0:

¥ y

10) (5 +2)dv +(x+2;)folsyd 0;

11) (x*+y?+x)dx+ydy=0;

12) (x*+y*+y)dx—xdy=0;

13) (1-x*y)dx+x*(y—x)dy=0

14) (x*+y)dx—xdy=0;

15) (x+y*)dx—2xydy=0;

16) (2x*+2y+5)dx+(2x*+2x)dy=0
17) (x*Inx—2xy*)dx +3x*°dy=0;

18) (x + sinx + siny)dx + cosydy = 0;
19) 2xy*—3y*)dx +(7-3xy*)dy =0

6. Asakdaky denlemelerin umumy ¢oziiwini tapmaly:

ny'=—38 6) Yy =y1+y%
(x—3)

2) y""=x+cosx; T y"=y"

3) y"=xe", ¥(0)=y'(0)=1; 8)y =y1-y?%

4) y"—-2xInx=0; 9)y"=1+y"%;

5y =V1=y"% 10) y" =1+

11) y"=yIny’, »(0)=0, y'(0)=1;
12) y"+y'+2=0, »(0)=0, y(0)=-2;

13) y""+y"?=0; 18) xy" =y lny;;
14) xy" +y'=0; 19) y2=(Cy-2y" "
15) xp" = (1+2x7)"; 20) y" -2y +1=0;
16) xy"=y'+x7% 21) yy"=2yy'Iny =y"=.
17) xInxy"=y/;
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7. Asakdaky funksiyalar 6zlerinin kesgitlenis oblastynda ¢yzykly
baglymy?

1) 4, x; 3) x, 2x, x*; 5) 1, sinx, cos2x;

2) 1,2, x,x% 4) sinx, cosx, cos2x;  6) 5, cos’x, sin’x.

Wronskinin kesgitleyjisini hasaplamaly:

1, x; 91,2, x% 11) e, 2%, e™.
1. R

8)x’x’ 10) e™, xe™;

Coziiwlerin fundamental sistemasy berlen. Cyzykly birjynsly
differensial denileméni yazmaly:

12) e, e, 14) e, xe*, x*e*; 16) e*, sinx, cosx;

13) e, xe >, 15) 1, sinx, cosx; 17) 1, e~sinx, e *cosx.

8. Asakdaky denllemelerin umumy ¢oziiwlerini tapmaly:

1) y"=2y'—4y=0; 2) 3y"-2y'-8y=0;  3)y"+6)'+9y=0;
4) y"'=3y"+3y'=y=0,¥(0)=1, y'(0)=2, y"(0)=3;
5)y'=6y'+18y=0;  7)y"+2V+y=0;  9) yV—y=0;

6) y""+6y"+11y'+6y=0; 8) y"'—8y=0; 10) 2y"-3y"+y'=0.

9. Asakdaky denllemelerit umumy (hususy) ¢6ziiwlerini tapmaly:
1) =3y + 2p=eS(@+x); 3(0) =1, (0)=-2;

2) yn +4y!+4y: eﬁlenx; 9) y" +2y’+ Sy: e’xsin2x;
)Y =2 4y = 10)y"=5y'=3x+sin5x;
x +1

4)y"-2y'-3y=e*; 1) y"=3y"+2y=xcosx;
5)y"—y =2e"—x% 12) y"=y'+y=bxe';
6) y”—3y’+2y=Sinx; 13) y" +y=xsinx;
7) y"+4y'—2y=8sin2x; 14) y"+4y'+4y=xe*;
8) 1" +y=4xcosx; 15) y"—4y'+5y=e*(sinx +2cosx).
Lagranzyn usulyny peydalanyp ¢ézmeli:

” 1 . AN, .
16) y +y = — 19) y"—y'=e*cose?;
17)y =2y +y =% 20) " +y" = X5 1

X X
18) y' —y = xil; 21) Y +2y +y=3¢"Vx+1.
e
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Jogaplar

1. 1) Hawa, 2) Yok, 3) Hawa, 4) Hawa, 5) Hawa, 6) Yok, 7) Ha-
wa. 2. 1) arctgx+arctgy=c; 2) y=c(x+1)e*, x=—1; 3) arctgy=In|cx|;
4)  y-xthex|=0; 5 X(AHPM)=c¢; 6) VI+x +/1+y =c
Nin|x|=c+yy* +1,x=0;8)e'=c(1—e?); 9 a*+a?=c; 10) 1 +e'=c(1 +x%);

1

11) arctge® = ——— —+ ¢ 12) y?—2=ce'™; 3. 1) x+y=cx? x=0; 2) y=xe' ",
2sin“y

3) 2+ 2xy—12=C;4) x(y—x)=cy,y=0; 5) (x—y)Incx=x; 6) y + y y* — x* = cx?,
y=x;7) y=ce’™; 8) sin% =cx; 9) Incx = ctg(iln%) y=xe** k=0, £1,

2
+2,..:10) xInex = 24/xy, y=0,x=0. 4. 1) y=cx+x% 2) x = cy — %yz;
3) y:x2—37x; 4) y=sinx+ccosx; 5) y=(ct+x’)lnx. 6) y= sin2x;
x—1 Ccos“x
)2 i
7 x=(c+ y)eTy; y=(c+ x)e(l_x)e ; 9)x=ce?+e’; 10) x=—cosysiny +

+esiny; 11) x=¢p’+)2, y=0; y=(c+x)e”. 5. 1) x*+4xy(Iny—1)—4x>y+

+4siny=c; 2) x> +y* + 2arcsin% =¢; 3) x*+xHyit+yt=c; 4) ¥ +3x%H7+
+yt=c; 5) x¥*-3x%2+yt=c; 6) xer—y'=c; 7) )cz—k%(xz—y)y2 =c;
8) x—)*cosix=c; 9) x+;z+§) = ¢; 10) x+1=2(c—2x)siny; 11) 2x+
+In(x*+y*)=c; 12) x+ arctg% =c; 13) x*-2x%-2=cx, p=1/x%

14) x —% =c, (= Lz; 15) xInjx|—y*=cx, p = Lz; 16) Sarctgx+2xy=c,
X X

x=0, | 1 > 17) Y+ (Inx—1)=cx?, ,u:%; 18) 2etsiny+2e*(x—1)+
+x X

1

¥
1 3 2 x* : 2
6. 1) y=m+clx +o,X +ox 4o 2) y=-5-—sinx+cx"+c¢

+ e*(sinx—cosx)=c, n=e 19) X — % —-3xy =c, U=

24

3
texte;3)y=(x-2)e+x+2;4) y = x?lnx - %x3 + X+ ¢y S)y=c,+

+ex—sin(x +c ); 6) y=ch(x +¢,)+c,; 7) y=c,~In|c,—x|; 8) y=c,—cos(c, +x);
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(x+¢ )
12

13) y=@+c)hnx+c|+cx+c; 14) y=c/lnjx|+c,; 15) y=cle‘2+cz;

9) y=c,~In|cos(c, +x)[; 10) y = —x+ ¢y 11) y=x; 12) y=-2x;

3 X1
16)y = x? + ¢ x* + ¢y 17)y=cx(Inx—1)+c,;18)Y = (cx — Clz)eq +

19) x=3c p*+Incp, y=2c p’+p, y=c; 20) 12(c;y — x) = ct (X + )+ cs;
21) Iny=c tg(cx +c,), In|(Iny—c)/(Iny + ¢ )|=2c x+c,, (c—x)lny=1, y=c.
7. 1) Hawa; 2) Yok; 3) Yok; 4) Hawa; 5) Hawa; 6) Yok; 7) 1; 8) —%; x#0;
9) 0; 10) e2; 11) 0; 12) y"—y=0; 13) y"+4)'+4y=0; 14) y""-3y"+
+3y7_y:0; 15) yHV_I_yV:O; 16) yffl_2y17+yV_2y:O; 17) y'”+2y”+2y,:0,
4,
8.1)y= cle(”‘ Sy Cze(l_‘ S, 2)y = ce™ +ce 5 3)y=e¥(c,+cx);
4)y=e(1+x);5)y=e(c,cos3x +csindx); 6)y=c e +c,e*+ce*;T)y=c+
textexitepdte(ctex); 8) y = et +e (o, cosv'3 x + ¢;siny'3 x);
9) y=cetce tccosxtesing 10) y=ctcetce” 9. 1) y=

=4(e* — ™) + %(xz —2x+2)e*2)y = (cl + cyx + %xz Inx — %x2>e_zx;
3) y= e"(cl +o,—Invx*+ 1+ xarctgx); 4) y=ce "t + e+ %e‘”‘;

5) y=cosxtcpsing+(2x—2)e";  6) y=ce +c,e”+0,Isinx+0,3cosx;

(v6 -2)x _ 16cos2x + 12sin2x.

(o+2x 4 ¢ e 3 ; 8) y=ccosx+t

7 y=ce

L e cos 2x;
4

10) y=c,+c,e*-0,2x’-0,12x*—0,048x+0,02(cos5x—sin5x); 11) y=c e +
+c,e”+(0,1x-0,12)cosx—(0,3x+0,34)sinx; 12) y=(c,Tcx+x’)es;

+c,sin2x +xcosx +x’sin2x; 9) y = (¢, cos 2x + ¢,sin 2x)e”

2
13) y= <C1 - %)cosx + <c2 + %)sinx; 14)  y=(c,+cx)e ¥+

X Lye = i _X ; 2x.
+<16 32 )e P15y (Cl cosx + ¢ sinx — 5-cosx —l—xsmx)e ;

16) y=(c,—x)cosx +(c, +In|sinx|)sinx; 17) y =e*(xIn|x| +c x +¢)); 18) y=c €'+
+e, e+ DIn(1+e™); 19) y=ce +c,tcose™; 20) y=c +cxtce™+

+1-x+xlnlx|; 21) y = e’%%(x + 1P 4+ czx).
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I11.3. MATEMATIKI FIZIKANYN
ESASY DENLEMELERI

§3. 1. Hususy oniimli differensial
denlemeler

1. Hususy oniimli differensial dernillemelerin kesgitlenisi. Tebi-
gatyn kop hadysalary, meselem, yrgyldylar, yylylyk geg¢irijilik, diffu-
ziya we s.m hadysalar matematiki fizikada hususy oniimli differensial
denilemelere getirilip Owrenilyar.

Kesgitleme. Erkin x, y, ..., z iytgeyénleri, sol liytgeyénlere
gord u(x, y, ..., z) funksiyany we ol funksiyanyn hususy oOniimleri-
ni baglanysdyryan differensial defilema hususy ontimli differensial

u=u(x,y, ..., z) funksiyanyn hususy 6ntimli differensial defileme-
si umuman

ou Ju  Jdu 9" u _
F(x,y,...,z,u, ax ' Ay’ oz ax"l,aykz,..,,azkf) =0 (1)

gorniisde yazylyp bilner, bu yerde k, +k,+...+k =k.

Differensial denilemi giryén hususy oniimlerinl i yokary tertibi-
ne deiileménin tertibi diyilyar.

Eger funksiya we onuil hususy ontimleri denlemede goylanda
ol deiilleme tozdestwa Owriilydn bolsa, onda sol funksiya defileméanin

2. IKkinji tertipli differensial defilemeler. Biz dine ikinji tertipli
we iki, li¢ erkin iiytgeyédn argumentlere gord hususy oniimli differen-
sial denlemelere seretjekdiris.

u(x, y) funksiya we onun hususy oniimlerine gord ¢yzykly bolan
denilemé hususy ontimli ¢yzykly differensial denleme diyilyar.

u 9 au u
A(x,y) P + 2B(x,y)axay + C(x,y) 5" + D(x,y) o T
+E<x,y>g—§ +G(x,y)u+ F(x,y) = 0 )

denlleme iki tiytgeyanli u =u(x, y) funksiya goré ikinji tertipli ¢yzykly
birjynsly dal differensial defilemedir. Eger bu denilemede F(x, y)=0
bolsa, yagny
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A(x, y) 41 2B(x, 2l 4 D(x, y)

E(x,y>g—;‘ +G(x,y)u =0

denleme ikinji tertipli birjynsly ¢yzykly differensial denlemedir.
Eger-de hususy oniimli differensial deiilemeler dine yokary ter-
tipli hususy 6nﬁmlerine géréi ¢yzykly bolsa, onda ol denillemelere

......

’u ’u ’u ou du
AU op O U 4 o —|—F<x, ,u) 0 3
e T IR R )
deiileme kwazigyzykly ikinji tertipli deilleme bolup, bu yerde u(x, y)
funksiya we onun birinji tertipli hususy ontimleri islendik gdrniisde
gabat gelmegi miimkin.

*u | ,du

+(x+y)F+xg+

*u
9xady

(x* + 1)—+x

ou 5.3 _ (.2
+y <8y> +x°u = (x* 4+ 3x)y
deiileme ona mysal bolup biler.
1-nji mysal.

Qu(x,y) _
o “4)

deiileménin ¢ézliwini tapmaly.
< Deillemeden gorniisi yaly, gozlenilydn u(x, y) funksiya x-e
bagly bolman, ol diie y-e bagly funksiyadyr: u(x, y)=¢(y), bu yer-
de ¢(y) erkin funksiyadyr. Hakykatdan-da, ol funksiyanyn x-e gord
onlimi nola denl bolar. Sona gori-de u = ¢(y) funksiya (4) defileménin
¢Ozliwidir. >
2-nji mysal.
2
T 5)
deiileménin ¢ézliwini tapmaly.
< (5) denilleménin ¢oziiwi
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u(x, y)=y*+yp(x) +(x) (6)
gorniisde bolar, bu yerde ¢(x) we ¥(x) erkin funksiyalar.
Hakykatdan-da, (6) denligin iki béleginden hem y-e gori iki ge-
zek Oniim alsak:
) o’u

u 2
QU — 3y 4 p(x), LU=¢
y = @(x) 9y y

3 U ululygyti bahasyny (5) defilemede ornuna goysak, onda biz

tozdestwo alarys. >

§3.2. Hususy oniimli ikinji tertipli
¢yzykly differensial defilemelerin
klassifikasiyasy

1. Hususy oniimli differensial denlemelerin tipleri. Iki liyt-
geyanli ikinji tertipli hususy ontimli
’u
A(x,
( y) 5"

(x,y) >

ou du
+F<x,y,u ou, a) 0 7
differensial denlemi seredelin. Eger berlen oblastda B*—A4C>0 sert
yerine yetse, onda (7) denlema giperbolik, B>—AC=0 bolanda para-
bolik, B>~ AC<0 bolanda bolsa elliptik tipli (gorniigli) denleme di-
yilyar.

Eger B’—AC anlatma berlen oblastda alamatyny iiytgedyan bolsa,
onda (7) deiilemé garysyk gorniisli deileme diyilyar. Mysal {i¢in,

9’u ’u L 9u u | ou _
B +2aa 38y +220 +6ay 0 (8)

denileme islendik oblastda giperbolik tipli defilemedir, ¢linki
B*—AC=1?—-1-(-3)=1+3=4>0.
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’u ’u  ou  du
1+x 1+ + x84+ =0
()T (14592l x By 0
denleme islendik oblastda elliptik tipli denlemedir, ¢iinki

B>*—~AC=0>—(1+x*)(1+)*)<0.

2 9%u o%u 2 d%u ou _
az+2xy88 xay yay 0

denileme islendik oblastda parabolik tipli denilemé degislidir, ¢linki
B*—AC=(xy)*—x»*=0.

y

*u |, du
Yo oy =
denleme garysyk tipli deiilemedir, yagny y>0 bolanda elliptik tipli
denleme, y<0 bolanda giperbolik tipli denilemedir.
2. Cyzykly hususy oniimli differensial denlemelerin tize iiyt-
geyanleri girizip 6zgerdilisi. Ikin;ji tertipli hususy ontimli

u 9’ u d*u
A(X)’>a +2B(xy)axa JrC(Xy)82

ou du
+F<x,y,u oy 8y> 0 )
denillema seredelin.
Téze & we 7 Uytgeyanleri

§=&(x, ), n=n(x,y) (10)
gorniisde girizelin, bu yerde &(x, y), 7(x, y) argumentlerine gora iki
gezek tizniiksiz differensirlenyédn funksiyalar. Bu funksiyalaryn yako-
biany

9 9%

_|ox 9y
[ = 5 o £0 (11)

ox dy
we (10) funksiyalar x we y-e gord
x=x(&n), y=m&n)

gorniisde anladylyar.

211



x we y-e bagly u(x, y) funksiyanyn oniimlerini tize & we 7 tyt-
geyénlere gord tapalyn:
U, =u& +u,n, u,=ul +un;
Uy = uéééx‘fy T Ug, (éx My + Sy 7.) + Unpp M7y + uésxy T Uy Ty

12
Uy = Uger + 2z 6,0, + Uy T+ UE + Uy 15 (12)
Uyy = uéééi + 2ug, .71, + Uy, ”i + Uy + U7y,
Tapylan anlatmalary (9) defilemede ornuna goyup alarys:
9* u
A&, 77) + 2B, (¢, ”)aga +C (&, 77)
ou du
+E(&nu 5t 80) = 0. (13)
bu yerde
K o9& 9& <85>
Al(é,n)_A< x) +2B95 5+ (5
A9 97 (95377 35377) 7 9€.
B (&n) = 8x+B ox 8y+8y 0x +C8y ay’( (14)
_al27 97 91 (877>
cl(s,n)_A(ax) +2850 0 + (5]

Go0s goni barlamak bilen
2 _(R2 06 9n &MY _ 2
B2~ AC, = (B - AC)(axay - ayax> — (B2~ AC)P (15)
bolyandygyna g6z yetirmek bolar.
Diymek, (9) we (13) denillemeler sol bir gorniisli denilemelere
degislidir, yagny téze liytgeydnleri girizmek denleméninl tipini iiyt-
getmeyar.

§ 3. 3. Ikinji tertipli defilemelerin
kanonik gorniise getirilisi

1. Giperbolik tipli defillemelerini kanonik gorniise getirilisi.
Hususy 6niimli birinji tertipli

Ll 9 3¢ (8_<0>2_
A(ax> 25250+ (52 = 0 (16)
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denlemé seredelin, bu yerde 4 =A(x, y), B=B(x, y), C=C(x, y) (9)
denlemedédki funksiyalardyr, 6zem 4 #0.
(16) denileméni

A?§+(B+¢BZ—AC)2§]><

x[Aa—¢+(B—¢BZ—Ac)a—"’]= 0 (17)
ox dy
gorniisde yazmak bolar. Bu yerden
A%% L (B+ VB —AC)2% — o, (18)
ox ay
Ag—§+(3—¢Bz—Ac)g—<yD:O. (19)

Bu denlemelerin her biri ady differensial denllemelerin siste-
masyna getirilyér, yagny

de D (20)

A B+VB -AC
dx _ Ll 1)

A B-VB*-AC

ya-da

Ady — (B + v B> — AC)dx = 0, (22)
Ady — (B — v B*— AC)dx = 0. (23)
Sonky denlemeleri bir defileme gorniisde anlatmak bolar, yagny
A(dy)*—2Bdydx + C(dx)*=0. (24)

Goy, ¢,(x, y)=c,, ¢,(x, y)=c, funksiyalar degislilikde (22) we
(23) denillemelerin ¢oziiwleri bolsun. Bu yagdayda

u=@,(x,y), u=g,x,y), (25)

funksiyalar degislilikde (18) we (19) denilemelerin ¢oziiwidir hem-de

sol birwagtda (16) denlleménin ¢oziiwidir. (25) denlemeler bilen kes-

gitlenyin ¢yzyklara (9) denleménin hésiyetlendiriji ¢yzyklary ya-da

rrrrrr

------
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Eger (10) formuladaky &(x, ), 7(x, y) funksiyalaryii ornuna (25)
funksiyalary alsak, onda (13) denlleme has yonekey gorniise geler, se-
babi onun kabir koeffisiyentleri nola den bolar.

Goy,

>82u

A(x, y) (x,y o2

+

ou Ju
+F(x,y,ua 3y> 0 (26)

denileme seredilydn oblastda giperbolik tipli defileme bolsun, yagny
bu oblastda B2—AC>0 sert yerine yetyédn bolsun.

Goy, 4 we C koeffisiyentler birwagtda nola deft bolmasyn, yagny
kesgitlilik ticin 4 #0 bolsun.

B*—~AC>0 bolany ii¢in (22) we (23) denllemeler sistemasynyn
hakyky diirli ¢ (x, y)=c,, ¢,(x, y)=c, integrallary, yagny ¢oziiwleri
bolar.

(10) formuladaky &(x, ), 7(x, y) funksiyalaryn ornuna ¢ (x, y) we
®,(x, y) funksiyalary alyp, olaryfi degislilikde (18), (19) defilemelerin
¢cOziiwleri bolyandygyny goz oniinde tutup, (14) formulalar esasynda
alarys:

99, ) 9P, 9P, <8(pl >
A= A(ax +238 8y+c 2y =0,

_ %) 9@, 99, (8(p2>
Cl_A<ax +aBR (G2 =0

Onda (13) denileme asakdaky gorniisi alar:

23(577)353 +F(smgg 3“) 0. 27)

Yakobianyi noldan tapawutlylygy esasynda B #0. Sonuii ligin
bu dentleméni 2B -e boliip alarys:

u _ u 9
aéaun (5 i ag au> 29

------

1-nji bellik. Eger A =C=0 bolsa, onda (26) deiileme eyyim ka—
nonik gorniisdedir.
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2-nji bellik. (28) denilemede

E+7
2 2

E=uty, n=p-v, p=

tize tiytgeyan ululyklary girizip, ony

u Qu du
o ayz (751(” S 8r/>
gorniise getirmek bolyar.
2. Parabolik tipli defilemelerin kanonik gorniise getirilisi. (9)
denleminin
2—AC=0 (29)

serti kanagatlandyryan halyna seredeliii.
Goy, 4 we B koeffisiyentler birwagtda nola defi bolmasyn. Kes-
gitlilik ticin 4#0 bolsun.
(29) sert esasynda (18) we (19) denlemeler gabat gelyir, we
9%, p9® _
A8x+B8y_O (30)
denleméni alarys.
Eger ¢(x, y) funksiya (30) deiileméni kanagatlandyryan bolsa,
onda bu funksiyanyn
ago dp
8 + C5= 3y =0 (31)
denleméni kanagatlandyryandygyny gorkezelin.
(30) denilleminin iki bolegini hem B-e kopeldip we (29) serti gz
ontinde tutup alarys:

— ABO® , g2 9P _ 4p99 8¢>_<8¢> 8¢>>
O_ABax + B PR _ABax +AC8y =A Bax +C8y .
Bu yerden A#0 serti goz oniinde tutup, (31) deiileméni alarys. Bu
yagdayda (25) birinji integrallar gabat gelyir. Goy, ¢(x, y)=C birinji
integral bolsun. Onda u=¢@(x, y) (30) deflleménin ¢oziiwidir. Sonda

u=g@(x, y) funksiya (31) defileméni hem kanagatlandyryar.

Goy, £=¢(x, y) bolsun. Seyle £=&(x, y) saylamada (13) deiile-
ménif 4, we B, koeffisiyentleri nola defdir. Hakykatdan-da, (14)
formulanyi ikinjisini 6zgerdip alarys:
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9E . 0E\3y (35 g)a_n
Bl_<Aa +BGS >a +(BI+CgE o

Bu yerden B =0, sebdbi &=¢(x, y) funksiya (30) we (31)

denlemelerin ¢oziiwidir.
&E=¢(x, y) funksiya (16) defileménin ¢oziiwi bolany tigin 4 =0

bolar.
n=n(x, y) funksiyanyii ornuna &= @(x, y) funksiya bilen
98 of
_|ox 9y
R
ox 9y

serti kanagatlandyryan islendik funksiyany almak bolar. Ozgerdilen

(13) defilemede C,#0 bolyandygyny gorkezmek bolar.
Hakykatdan-da, (14) deiileménin {igiinji formulasynda B>~ AC=0

serti ulanyp alarys:
7 97 97 <877> L[,92 , pon|
C = A(a>+238yay+c o) =Aar gt

Bu yerden C #0, basga yagdayda kwadrat yayyf i¢i nola def

bolmaly, yagny
o7 an
AL T B+ 3y = 0.
Bu deiileme we (30) defileme birjynsly sistemany emele getiryar.
onun noldan tapawutly ¢6ziiwi bardyr (4>+ B>#0).
Seylelikde, bu sistemanyn kesgitleyjisi nola dendir, yagny
o5 9&

ox 9dy | _
9 9|

dx dy

bu bolsa /#0 serte garsy gelyar.
Diymek, (9) deiileme
ou du ) 0

82u
GEnS &+ F(&nu st

gorniisi alar.
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C,#0 bolany tigin bu defileméni

’u ( au ou )
— 1, 32
gorniisde yazmak bolar.

(32) dentllema parabolik tipli defileménin kanonik gdrniisi diyil-
yar.

Bellik. Eger 4=0, B=0 bolsa, onda (9) defileme eyyam kanonik
gorniige getirilendir.

3. Elliptik tipli defilemeleriii kanonik gorniise getirilisi. Goy,
(9) denleme elliptik tipli defileme bolsun, yagny seredilyin oblastda

2-AC<0 (33)

sert yerine yetsin.

Bu sertiit esasynda (22) we (23) deiilemelerinn ¢atyrymly kom-
pleks integrallary bardyr: ¢ (x, y)=C,, ¢.(x, y)=C,, 6zem

@,(x, »)=E(x, y)+in(x, y), ,(x, »)=E(x, y)—in(x, y),

bu yerde &(x, ), 7(x, y) funksiyalar x we y tiytgeyénli hakyky funk-
siyalar.

®,(x, y) funksiya (16) defileméanin ¢oziiwi, onda

(B ()3T -o

ox ) ay ay
ya-da
o8 | .op & o \(dE <a$ )2_
(a +’ax>+23(ax+’a )(a 8y>+C8y+l8y ~0.

Bu tozdestwonyn ¢ep bolegini 6zgerdip alarys:
2 2
(§> +2p% % +C<35) A(a—”> + 282121 +C<a77> ]+

ox dx dy dy ox dx dy ady
+2Z[A8x 8x+B ox 8y+8y ox +C8y ay =0

Bu yerden seyle tozdestwolar gelip ¢ykyar:

T2
A<8x>+238x8y+cay AlSe) +285L ST+ c(5r) | =0
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Aga_” + B<£8_77 + ﬁa_ﬁ) + Cga_ﬁ = 0.

ox 0x dx dy  dy ox dy dy
(14) formula we bu tozdestwolar esasynda
A=C, B=0. (34)

Onda (13) denleme seyle gorniisi alar:
A a”+A g“+F<§7yua” a“) 0.

o9& 19579

(32), (11) we (15) sertlerden 4, #0, sonufi li¢in sofiky defileméni
’u B_Lt ou du
852 + _(D<Ea7iauaaé’a7]> (35)

gorniisde yazmak bolar.
Bu denlemé elliptik tipli denleménin kanonik gorniisi diyilyér.

§3. 3. Giperbolik denlemeler

1. Kirsin yrgyldylarynyi defilemesinin getirilip ¢ykarylysy.
Uglaryndan dartylan kirsi alalyn. Kirs diyip 6rédn inge we erkin egrel-
yan sim sapajygyna diislinjekdiris. Kirse tasir edydn dartys giiyjin
agyrlyk gliyje garanynda has uludygy sebdpli, agyrlyk giiyjiini hasa-
ba aljak daldiris.

uA

M, M,
T\(x) Ty(x,)
K
O X, X, .?
1-nji surat

218



Denagramlylyk yagdayda kirsiii ugry Ox okunyn ugry bilen ga-
bat gelyar diyelinl. Biz kirsin kese yrgyldysyna seredelin; yrgyldy dine
bir tekizlikde bolup gecyér we kirsin hemme nokatlary Ox okuna per-
pendikulyar hereket edyar diyelin. Wagtyi islendik pursatynda kirsin
nokatlarynynn denagramlylyk yagdayyndan tiytgemegini u=u(x, f)
bilen belgildlin. Wagtyn islendik pursatynda u =u(x, ) funksiyanyn
grafigi sol pursatdaky kirsin formasyny gorkezjekdigi aydyndyr.

Indi has kigi yrgyldylara garap gecyanligimiz ticin u =u(x, ¢)-in

ou

we onuf S onliminin ki¢i bolanlygy sebépli, u = u(x, ¢) funksiyanyn
we g—z Oniiminin kwadratlaryny hem-de olaryn kopeltmek hasylyny
hasaba aljak déldiris.

Kirsini (x, x,) aralygyny alalyn. Alnan aralyk yrgyldy wagtynda
M M, aralyga deformirlenyar (1-nji surat). M M, duganyfi [ uzynlygy
kesgitli integralyn komegi bilen asakdaky yaly kesgitlenyar:

| = f /1+<g—z>2dxxx2—xl =S
x|

Su yerden gorniisine gord, kici yrgyldylar wagtynda kirsin is-
lendik alnan aralygynda sliynmeklik déremeyér, yagny aralygyn
uzynlygy onkiiligine galyar. Onda Gukun kanuny esasynda kirsin
islendik nokadynda tésir edydn 7(x) dartys giiyji wagta gord liyt-
gemeydr. Indi 7(x) dartys giliyjiinin x-e bagly déldigini gorkezelin.
Kirsifi (x, x,) aralygynda M, we M, nokatlaryna galtagyanlaryn ugry
boyunca ugrukdyrylan dartys giiyji, dasky giiy¢ler we inersiya giiyji
tasir edyar. Dine kese yrgyldylara seredyénligimiz {i¢in inersiya gliy;ji
we dasky giiycler Ou okuna paralleldir. Onda

T (x )cosa(x,)—T,(x,)cosa(x,)=0,

bu yerde a(x) bur¢ Ox okunyn polozitel ugry bilen, ¢ wagtda kirsin
abssissasy x bolan nokadyna gecirlen galtagsyan ¢yzyk bilen emele
getiren burgudyr:

cosa(x) = \/m 1 +<g—u)2
X
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Serte gora < g” ) ~ 0, onda cosa(x)=1, bu yerden 7' (x )= T ,(x,)

deriligin islendik x, we x, ligin yerine yetyénligi sebdpli T'=T,, yagny
islendik x, # ticin 7" dartys giiyji hemiselikdir. Indi kirs yrgyldysynyn
defilemesini getirip ¢ykarmaga giriselifi. Munufi ti¢in kirginl (x,, x,)
aralygyna tésir edydn dhli giiyjiin jemi denagramlagmalydyr diyen
Dalamberifi prinsipinden peydalanalyfi. Kirsifi M, we M, nokatlaryna
tasir edydn dartys giiyjiinit Ou okuna bolan proyeksiyasyny Y diysek,
onda
Y=T [sina(x,)—sina(x)].
Indi bizinl 61ki talap eden sertlerimizin esasynda

8u
tga( ) _ Na_u

sina(x) =

bolar. Diymek,

r=1|(50), .~ (5.

ya-da

%,
(56), = (50| = 1f 94

denligin esasynda

x)
_ ’u

Eger kirsinl (x , x,) aralygynda tésir edyédn Ou okuna parallel bo-
lan dagky giiyjin dykyzlygyny p(x, 7) bilen belgilesek, onda (x,, x,)
aralyga tésir edyén giiyjiin ululygy

x)
fp(x,t)dx
x1

bolar.
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Eger kirsini dykyzlygyny o(x) bilen belgilesek, onda M M, ara-
lygyn inersiya giiyji

Iy ’u
_XJ. o(x) o dx
ululyga dendir.

Kirsin (x, x,) aralygyna tésir edydn giiy¢lerii Ou okuna proyek-
siyalarynyn jemi nola den bolmalydyr:

;

X1

132 — o(x)2 44 p)

Bu yerden x, we x, ululyklaryfi erkinliginifi esasynda alarys:
2
0t p(x)2 1+ plx) = 0. (36)
Eger kirs birjynsly bolsa, onda o(x)-hemiselikdir: o(x)=0,. Onda

(36) detillemede a =/ g we f(x,t) = (p ) belgilemeleri girizip,

0
ony

2 2
SR

or’
gorniisde yazyp bileris.
Eger kirse dagky gliyc tésir etmeyén bolsa, onda p(x, 1)=0 we
d’u 2d%u
—t=a . 37
812 ox* 37

------

2. Baslangy¢ we gyra sertler. Ikinji tertipli

d’u 2d%u

o ¢ ox* %)
deiileme XVIII-nji asyrda Danil Bernulli, Dalamber we Eyler tara-
pyndan dwrenilipdir. (38) defileménin tiikeniksiz kdp ¢ozliwi bardyr,
diymek, kirsin yrgyldysyny doly kesgitlemek iicin (38) deiileménin
yeke 0zi yeterlik dildir. Kirsini yrgyldysyny doly kesgitlemek ti¢in ké-
bir tebigy sertler yiize ¢ykyar. Nokadyii dinamikasyndan belli bolsuna
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gord, nokadyn hereketini doly kesgitlemek ii¢in onun baslangy¢ yag-
dayyny we baslangyg tizligini bilmek zerurdyr. Diymek, kirsin yrgyl-
dysyny doly kesgitlemek {i¢in wagtyn t=0 pursatynda onun islendik
nokadynyn yagdayyny we baslangyg tizligini bilmek zerurdyr:
ul =oAL = e (x). (39)
(39) sertler baslangy¢ sertler diylip atlandyrylyar. Eger kirsiii
ciklenen bolegine seredilydn bolsa, onda onun gyra nokatlarynda
yrgyldynyn néhili bolyandygyny bilmek zerur. Eger kirsin u¢lary ber-
kidilen bolsa, onda
ul_,=0; ul_=0 (40)

sertler hem berilmelidir. (40) sertlere gyra sertler diyilyar.

Eger yrgyldylar mayysgak membranada (metal listi) doreyédn
bolsa, onda seyle yrgyldylaryn denlemesi asakdaky gorniisde
yazylyar:

d’u 2 *u |, du
S =a |+ | FJXxYy)
o’ ( ax? 8y2 fx.y)
Eger membrana dagky giiy¢ tésir etmeyin bolsa, onda f{x, y)=0
we membrananyi erkin yrgyldysynyn defilemesi
2 2 2
d é{ — 49 th e th
at ox ady
gOrniisi alar.

Eger membrananyn yrgyldysynyn denilemesine seredilse, onda

baslangyc¢ sertler asakdaky yaly bolar:

5

”|,:0:§DO(X,J’)§ at = §01 (.X,y)

=0 -
Eger membrananyn gyrasy berkidilen bolsa, onda
ul,=0
gyra serti alarys. GOwriimde gecyén akustik yrgyldylaryi defilemesini
seyle yazmak bolar:

’u 2(%u |, *u |, d*u
— =a + + +/(x,5,2).
o <8x2 oy Tz | H»D)
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Wakuumdaky elektromagnit yrgyldylaryn hem ii¢ dlcegli yrgyl-
dylar denilemesine getirilydndigini biz belldp ge¢melidiris. Su hili
denilemeler ii¢in baslangy¢ we gyra sertler asakdaky yaly bolar:

u|t=0:¢)0(x’ y’ Z)’ aa_l;t =0 = Tﬁ(X,y’Z)§ g—}%{) ‘S = O,

bu yerde n -wektor S-iistiifi icki normal wektory.

3. Kirsin erkin yrgyldysynyn denlemesinin ¢oziiwi (Dalam
berin ¢oziiwi). Kirs yrgyldysynyn deiilemesi giperbolik tipe degisli
bolan hususy 6ntimli defilemelerin in yonekeylerinin biridir. I1ki bilen
uzynlygy cdklendirilmedik kirsiii erkin yrgyldysynyn defilemesiniii
¢oziiwine seredelin. Oniden belli bolsy yaly, kirsini erkin yrgyldysy-
nyn denilemesi asakdaky gorniisde bolar:

ot ax*’

a= /L.

x—at=c, we x+at=c, ¢gyzyklar (41) defileménifi hisiyetlendiri-
jileridir. Eger x—at=§, x + at =17 diysek, onda

2 2
8u_a28 u. (41)

*u _ d’u 9’ u 9%u
= +2 + ;
a? A& T o&an  ap?
d%u 2 9%u d*u 2 9%u
=a —2a +a —=.
or’ o0& 9&97) o
2 2
g—bzl, %—ZI; ululyklaryn tapylan bahalaryny (41) denlemede or-
X
nuna goysak,
u _
2y 0 (42)
deiillemaéni alarys.
Bu yerden
D (u\_ o gada M —
7 (ag) =0 yada 32 =f&) (43)
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Eger (43) denligi £&-d gord integirlesek, onda
u= [ fEE+5 ) =£(&)+5(n) (44)

deriligi alarys, bu yerde £ (&) = f A&)dE, f,(n)-erkin funksiyalar.

(44) denlikde & we 7 ululyklaryn bahalaryny yerine goyalym:
u=f (x—at)+f(x+at). (45)

Eger f, we f, iki gezek lizniiksiz differensirlenyin funksiyalar bol-
sa, onda (45) ailatma (41) denileménii ¢oziiwidir. Su ¢oziiwin ilkinji
bolup Dalamber tarapyndan agylandygy iicin ofia Dalamberiii ¢ozii-
J:(m)=0 diysek, onda yrgyldayan nokatlaryfi iiytgemesi u, =f,(x—at)
anlatma arkaly kesgitlenip bilner.

Erkin X nokat alalyn. Edil sunun yaly siiysme wagtyn >0 pur-
satynda koordinatasy x +at deft bolan nokatdan doreyér. Diymek, su
yerden gorniisine gord u-nyn iiytgemesi kirs boyunca a tizlik bilen
sag tarapa suysyar, yagny u =f (x—at) funksiya tolkunyn sag tarapa
yayraysyny hasiyetlendiryér. Edil sununi yaly, u, =f (x +af) funksiya
sol tekizlikdéki tolkunyn ¢ep tarapa yayraysyny kesgitleyér.

Diymek, (45) ¢oziiw garsylykly ugurlara yayrayan tolkunlaryn
jemidir.

4. Kosinin meselesi.

2 2
3-nji mysal. a—g‘ =a’ g—bz‘ (o0 <x<+00, t>0) detileminif
x
— du| _
L VR ¥(x) (46)

baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan u(x, ¢) ¢coziiwini tapmaly.

< Kirsin uzynlygynyi ¢éksiz bolany iicin gyra sertler berilmeyar.
Eger (45) formulada =0 diyip (46) baslangyc¢ serti goz onilinde tutsak,
onda f,(x) +£,(x) = ¢(x).

ou

ot ‘1:0

= ¥(x)

sertden bolsa
Y(x)=—alf(x)-£ ()] (47)
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deiiligi alarys. (47) denligi integrirlép,
1 X
£x) = f(x) = aof 2)dz + ¢

deiiligi alarys. Bu yerden

L@ =0(),  f(x)—f(x)= %— 2)dz + ¢
0
ya-da

£(x) = 39(x) = o [#(z)dz + 5 (48)
0

() = So(x) + o [#(z)dz - 5.
0

(48) bahalary (45)-de ornuna goyup alarys:

x—at

u(x,t):%qo(x—at)—zl—afiﬁ( )z + 5+ éqo(x+at)+

X+ at
1 _c
e Ofw(z)dz <.
Bu yerden kesgitli integralyn hisiyetini ulanyp taparys:
o(x —at) + o(x + at) T
. f P(z)dz.> (49)

xat

u(x,t) =

Eger ¢(x) funksiyanyi tizniiksiz ikinji, #(x) funksiyanyn tizniik-
siz birinji onlimi bar bolsa, onda (49) funksiya erkin yrgyldayan
kirsini defilemesi tlicin Kosinin meselesinin ¢oziiwidir. Kirgin erkin
yrgyldysynyn defilemesi ligin Kosinifi meselesinifl ¢oziiwinin barlygy
we sol ¢coziiwin yeke-takligi (49) formulanyn alnysyndan goriinyar.
Indi sol ¢ozliwin durnukly ¢oziiw bolmak meselesine seredelin. Ha-
can-da ¢(x), ¥(x) funksiyalary asakdaky

() @) <0,  [P(x)—hx)| <0
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sertleri kanagatlandyryan ¢(x), ¥(x) funksiyalar bilen ¢alsyranymyz-
da ilki basdaky u(x, £) ¢oziiw bilen téze u(x, f) ¢oziiwleriit tapawudy-
nyfi absolyut ululygy islendik [0, 7 ] wagt aralygynda e-dan kigi bolar
yaly seyle 0>0 sany gorkezmek miimkin. Su tassyklamany subut et-
mek ti¢in (49) formulany peydalanalyii:

\@o(x + at) — ¢(x + at)]| N

lu(x,t) — u(x,1)| <

2
_ t _:_ _ t x+at o
Hlele—a) —ple—an], 1 S -l
Bu yerden alarys:
- 0,0, 0 _
|u(x,t)—u(x,t)|<§+§+%2at— o(1 + 1). (50)

Eger 0 = I i ; diysek, onda |u(x, £)—u(x, £)| <& bolar.

Eger goylan meselédnin ¢oziiwi bar bolup, ol ¢ézliiw hem yeke-tik
we durnukly bolsa, onda ol meseld korrekt goylan diyilydr. Gorsiimiz
yaly, kirs yrgyldysynyn denilemesi {i¢in Kosinii meselesi korrekt
goylan meseledir.

. ou °U 4. ey
4-nji mysal. = = =2 denleménin
jrmy or ox?

—2 ou
u|’: oY at ‘z: 0
baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢ozliwini tapmaly.
<1 Bu ¢6zliwi tapmak {i¢in

=x (—oo<x<+o0)

M(X,I)Z go(x—at)—zkgo(x—kat) +217 x+z(z>dz

x—at

formuladan peydalanalyi.
Bizif bu meseldmizde ¢(x)=x?; ¥(x)=x, a=1.

Diymek,
(=Pt 1
u(x,r) = 7 +5 _ftZdZ’
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X+t 2

fzdz =

(x4 1f (x—1f
-t 2 2

u(x,1) = (x;f)z n (x—lz—t)2 n (x-zt)2 B (x;t)2 _

_3 2, L, v
—4(x+t)+4(x ty;

u(x,t) = %xz + %xt + %IZ + %xz — %xt + %tz =x"+xt+ 1>
5. Kirsin defilemesiniii Furyenii usuly bilen ¢6ziilisi. Furyenin
va-da tytgeyénleri boleklemek usuly hususy oOniimli differensial
deiilemeleri ¢6zmekde giiiden ulanylyan usullaryn biridir. Goy, kirs
iki tarapyndan berkidilen bolsun.
5-nji mysal.

ou 2 d%u
O _ g2 Ol 51
o’ ox? D)
denleméanin
ul =0, ul_=0 (52)
gyra we
W, =), | =) (53)

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
<1 Denileménin tozdestwolayyn nola deni bolmadyk kébir hususy
¢Oziiwini
u(x, )=X(x)1(¢) (54)
gorniisde gozlalin.
(54) deiilikden tapylan
8214 ” a2u ”
o= X T(1). D= X()T(1)
ikinji 6ntimlerin bahalaryny (51) denilemede yerine goyup alarys:
T"()X(x)=a*T(H) X"(x)
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ya-da
(1) _ X'(x)
aT(r)  X(x)°
Sonky deiiligiii ¢gep bdlegi dinie 7, sag bolegi bolsa dinie x-e bagly.
Hacan-da deiiligiii sag bolegi x we ¢ bagly bolmadyk hemiselik sana
defi bolanda bu hemiselik sany A bilen belgilesek, onda
T"()+a*AT(1)=0, (55)
X"(x)+AX(x)=0 (56)

deilikleri alarys.

A-nyi kibir bahalarynda (56) deiilleménin (52) gyra sertleri kana-
gatlandyryan tozdestwolayyn nola den bolmadyk ¢6ziiwi bardyr.
halara degisli ¢oziiwe bolsa (56), (52) gyra meselesinin hususy funk-
siyalary diyilyar. Indi (52), (56) gyra meselesiniii hususy bahalaryny
we hususy funksiyalaryny tapalyn. Ady differensial denllemeler teo-
riyasyndan belli bolsuna gord, A <0 bolanda (56) defileménifi umumy
¢Oziiwi asakdaky yaly bolar:

X(X) — Cle\ —Ax + cze—s/—ﬂx’
c,, ¢, —erkin hemiselik sanlar.
(52) gyra sertleri ulanyp alarys:
¢ +c¢,=0,
cle‘/_m +c e “Al= .

Bu sistemanyn ¢éziiwi ¢, =0, ¢,=0 bolar. Onda X(x)=0. Eger A=0
diysek, onda (56) deleménit umumy ¢oziiwi X(x)=c,+c,x bolar.
Yene-de gyra sertleriii esasynda c¢,=0, ¢,=0 alarys. Eger-de A>0 bol-
sa, onda (56) denileminin umumy ¢éziwi
X(x) = ¢,cosvAx + c,sinvAx
gorniisde bolar. Gyra sertleri ulansak, onda
q cosv/ A1+ czsinﬁl =0

sistema alnar.
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Sistemanyn birinji defilemesinden ¢ =0 alynyar, yone ikinji
detilemesinden c,sinv/ A = 0 deiiligi alarys, indi ¢,#0 diysek, onda

siny Al =0, yagny VA = kTﬂ’ k-erkin bitin san (k=1, 2, 3,...).

Diymek, (56) we (52) gyra meselesiniii noldan tapawutly ¢ozii-

2
wi difie Ak = X lfz bolanda bolup biler. A-nyfi su hususy bahalaryna

asakdaky yaly hususy funksiyalar degislidir:

X, (x) = smk%
Su funksiyalar hemiselik takyklygynda hasaplanyar.
A hususy bahalar bolanda (55) defileménifi umumy ¢oziiwi asak-
daky yaly bolar (ady differensial deiilemeler teoriyasyna seret):

kﬁat
[

krat
[

T, = a,cos + b, sin

bu yerde a,, b, — erkin hemigelik sanlar.
Seylelikde,

u, (x,1) = X, (x)T(1) = [akcos k7§at + b, sin k7rat smkﬂ

u(x, t) funksiya a,, b, erkin hemiselik ululyklaryfi islendik baha-

P Tk
larynda (51) denileméni we (52) gyra sertleri kanagatlandyryar.
(51) denleménin birjynsly we ¢yzykly defileme bolyandygy ii¢in

o0

u(x,t) = z <ak cos k”at + bysin k7§at )sm k7lzx (57)

funksiya hem (51) denilemini kanagatlandyryar.

Su yerde aydylan tassyklamalaryn yerine yetmegi ti¢cin (57)
hataryii dendlcegli yygnanmagy we x, ¢ boyunca agzalayyn iki gezek
differensirlenyén bolmagy yeterlikdir. Hataryn dendlgegli yygnanma-
gy we x, t iiytgeyan boyuncga hataryn agzalarynyi ikinji 6nlimlerinii
bolmagy iicin ¢(x) funksiyanyn iizniiksiz ikinji tertipli 6niimi bar
bolup, ti¢linji tertipli oniiminin I-nji gorniisdéki tiikkenikli sany iiziil-
me nokatlarynyit bolmagy we #(x) funksiyanyfi lizniiksiz birinji
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ontimlerinin barlygy, ikinji tertipli dniiminin bolsa, birinji gorniisdéki
tiikenekli sany tiziilme nokatlarynyn bolmagy yeterlikdir.
Hataryn her bir

kmat | b, sin k7al krat k7x

[ [ l
gornlisddki jemi (52) gyra serti kanagatlandyryanlygy igin, (57)
hataryil u=u(x, f) jemi hem (52) serti kanagatlandyryar. Indi bize
u=u(x, t) funksiya berlen (53) baslangyc sertleri kanagatlandyrar
yaly, a,, b, hemiselik sanlary kesgitlemek gerek. Onuii li¢in iiytgeyéin
ululyga gord (57) denligin 6niimini taparys:

(ak COS ) sin ==

u _ ~ kma( .. kwat kmat kmx
5 = kgl ; ( asin =2 4 bycos = )sm ;
Indi u go(x), 8t = 1J(x) baslangyg sertleri ulanalyi:
o(x) = i aksmkﬂ (59)
= 3 kray ginkmx 60
¢(X>— Z l kSIH l ( )
k=1

(59) we (60) anlatmalar ¢(x) we ¥(x) funksiyalaryfi (0, /) inter-
walda sinuslar boyunca Furyenin hataryna dagydylmasydyr. Furyenii
hatarynyn koeffisiyentleri bolan a,, b,_bize belli bolan ¢(x) we ¥(x)
funksiyalar arkaly

[
=2 fw(x)sm k”x b, = —kz f )sin Ao k7rx dx;
0

formulalar boyunca kesgitlenyar. >

§ 3. 4. Parabolik dernlemeler

1. Yylylyk gecirijiligiii defilemesi. Metaldan yasalan bir sterzen
alalyn we sol sterzenin gapdal iisti yylylyk gecirmeyér diyeliin. Eger
baslangy¢ yagdayda sterzenin diirli bolekleri diirli temperaturada
gyzdyrylan diysek, onda sterzenin has gyzgyn boleginden pes gyzgyn
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bolegine yylylyk gecer. Eger sterzenin esaslary hem yylylyk gegir-
meyén bolsa, onda wagtyn gecmegi bilen sterZzeniit hemme yerinde
temperatura denleser.

Cyzykly yylylyk gecirijilik hadysasyna seredilende, alnan
sterzen gaty ingce diyip kabul edilydr: wagtyn islendik pursatynda
onun kese kesiginin hemme nokatlarynda temperatura birmenzesdir.
Eger sterzeninn oky deregine Ox okuny kabul etsek, onda u =u(x, t)
temperatura x we ¢ wagta gord funksiya hokmiinde garamak miimkin.

Yylylyk gecirijiligint defilemesini getirip ¢ykarmak iicin iki sany
onden belli bolan fiziki ululyklara seredelii:
1) Birjynsly jisimin temperaturasyny Au ululyga yokarlandyr-
mak ii¢in gerek bolan yylylygyn mukdary
coVAu (61)

ululyga dendir. V' — jisimiit gdwriimi, 0 — onun dykyzlygy, ¢ — udel
yylylyk sygymy.

2) Sterzeniii kese kesiginden At wagtyil icinde akyp gec¢yén
yvylylygyn mukdary kesigiit meydanyna, kesige perpendikulyar ugur
boyunca temperaturanyn iiytgeyis tizligine, At wagt aralygyna pro-
porsionaldyr:

_ksou
kS o At. (62)
Bu yerde S — kese kesigin meydany, k — yylylyk gecirijilik koeffi-
siyenti, a—z bolsa Ox okunun polozitel ugry boyunca temperaturanyn
iytgeyis tizligi.

Akymynyn ululygy polozitel hasap edilydn yylylyk akymy Ox
okunyn artyan ugry bilen gabat gelyandigi ti¢in (62) afilatmada minus

alamatyny alyarys. Eger ?TZ > 0 bolsa, onda x-ifi artmagy bilen tem-
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peratura hem artar. Yylylyk bolsa temperaturanyii yokary yerinden
kici tarapyna akar. Diymek, yylylyk akymynyn ugry x-in kemelyin
ugry bilen gabat gelyér. Sonun iicin g—z Onlimin 6iilinde minus ala-
maty goyulyar.

Sterzenin kese kesiginin abssissalary degislilikde x we x + Ax bo-
lan aralygyny alalyin we onui ti¢in yylylyk balansyny diizelin.

(62) formula esasynda abssissasy x bolan kesikden Ar wagtyi

ou
ox

Eger yokary tertipli tiikeniksiz ki¢i ululyklary hasaba almasak,

icinde akyp ge¢yin yylylygyn mukdary —kS-== At ululyga dendir.

onda g” hususy Oniimleriniii x + Ax nokatdaky bahasyny asakdaky

yaly hasaplamak bolyar:
ou ou u , d’u
T (e) = B T

Bu yerden gorniisine gord, abssissasy x+Ax bolan kesikden

2
gecyan yylylygyn mukdary —kS ( g” ‘3 LZ‘ Ax)At; x kese kesikden
X

we x +Ax kesikden gecydn yylylyk akymlarynyn mukdarlarynyn ta-
pawudyny bilip, Az wagtyn i¢inde sterZenin alnan aralygynyn alan
AQ yylylyk mukdaryny taparys:
_ ool u 8214 .
AQ = ks Ar + kS< v DL Ax)At,
du
AQ = kS AxAt. (63)
ox

Ikinji tarapdan bolsa, su At wagt i¢inde temperatura takmynan

%—L;At ~ Au ululyga artyar. Diymek,
AQ = CpSAx%—L; At (SAx = Vgdwriim). (64)

Alnan (63) we (64) denlikleri defiesdirip alarys:
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kSg U AxA = coSAx-OH A

ot
ya-da
ou 82u
Oar TR (©)
o0 = a~ bilen belgildp,
au _ 2 9’u
R (©0

denleméni alarys

k hemiselige temperatura gegcirijilik koeffisiyenti dlyilyér. (66)
denleme birjynsly we ¢yzykly denlemedir. Goy, sterzenin kabir bolek-
lerinde yylylyk boliip ¢ykaryjylar ya-da yylylyk sifidirjiler bar diyelin
va-da basgaca aydanymyzda sterzenin i¢inde yylylyk ¢cesmeleri bar
di}'/elifl Yylylygyﬁ bt')liinip ¢ykmak ya-da sifldirilmek hadysalaryny
siyetlendirmek has amatly bolyar.

Yylylyk ¢esmesinin dykyzlygy diyip, sterzeniii (x, x +Ax) ara-
lygynda gysga (¢, t + At) wagt aralygynda F(x, {)AxAt ululyga den bo-
lan yylylyk mukdaryny boliip ¢ykaryan F(x, ¢) funksiya diistinilyar.

F(x, ©)<0 bolsa, onda yylylyk boliinip ¢ykmayar, tersine yyly-
lyk yitgisi bolyar. Mysal ii¢in, sterzenden hemiselik elektrik togy
akyp gecende sterzenden yylylyk boliinip ¢ykyar. Bu yagdayda
F(x, H)y=PR=const. I-togyn ululygy (giiyji), R-sterzenin garsylygy.
Sterzenin i¢inde yylylyk cesmesi bar bolsa, onda (65) yylylyk ba-
lansyny alanymyzda yylylyk bolinip ¢ykmasyny nazara almaly,
yagny (65) denleménin sag bolegine F(x, 1)AxAt ululygyn SAxAt
ululyga boliinmesini gogmaly:

au u , 1
o5y ka 5>+ SF(x,t). (67)

Derligin iki bolegini hem co ululyga boliip we
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L F(x,1) = flx,1)

cos
belgileme girizip alarys:
u _ 2%
5 =@ 0 + flx,1). (68)

(68) denleme yylylyk gecirijiligin denilemesidir (sterzenin iginde yy-
lylyk ¢esmesi bar).

(68) deiilleme birjynsly deiileme déldir.

Eger yylylyk gecirijilik denlemesine iki 6lgegli jisimde (plastin-
kada) seretsek, onda onun defilemesi

ou 2[d*u , d’u
QU = (L L T U fx,y,t
=34 T st
gornilisde bolar. Indi yylylyk gecirijilik defilemesine {i¢ dlgegli jisim-
de seretsek, onda yylylyk gecirijilik defilemesi seyle gorniisde bolar:
ou 2(d*u , *u , du
— =a + + + f(x,y,2,1). 69
= (B D Tt (69)
Eger-de seredilyén oblastynn i¢inde yylylyk ¢esmesi bolmasa,
onda f(x, y, z, {)=0 bolar we (69) seyle gorniise gecer:
ou 2(d*u , *u , du
~=a + + . 70
ot ( >y 3 ) (70)
(70) denleme birjynsly defilemedir.
Eger-de jisimin i¢inde yylylyk ¢cesmesi bolmasa we jisiminl dhli
nokatlarynda wagtyn ge¢megi bilen temperatura iiytgemese, onda

U _ () polar we jisimde temperaturanyn paylanmak hadysasy Lap-

ot

lasyni denilemesi atlandyrylyan

2 2 2
T =0 (71)
ox ady Jz

denileméni kanagatlandyryar.

Yylylyk gecirijilik defilemesine seredilende baslangyc sert diy-
meklik, baslangy¢ t=0 pursatynda jisimin dhli nokatlarynda tempera-
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tura belli diymekdir. u|_ =¢(x, y, z), gyra sert bolsa seredilyan fiziki
meselelere baglylykda asakdaky ii¢ gorniisde bolup biler.
1. Wagtyi islendik pursatynda jisimin tutus iistlinde temperatura
belli hasap edilyar:
ulg=@(x, y, ).

2. Jisimin Ustlinde temperatura belli dil, yone jisime giryin ya-
da ondan ¢ykyan yylylyk akymy belli hasap edilyar:

ou| _
an < - w(X,}%Z),

n — iistiiit normalynyii birlik wektory.
3. Birinji we ikinji gyra sertlerint umumylagdyrylan gorniisi

u _ _
(32— ) = Pl
h — dasky yylylyk gecirijilik koeffisiyenti.

Ugﬁnji gyra meselesi kdpleng jisim 6zilinden yylylyk goyberende
ulanylyar.

Hakykatdan-da, tejribeler esasynda alnysyna gord, 7 temperatu-
raly jisimifi Ustlinifi ds boleginden df wagt aralygynda 7, tempera-
turaly dasky gursawa goyberilyén yylylygyn mukdary 7'—T,, ds, dt
ululyklara goni proporsional:

dQ=a(T~T,)dsdt,
bu yerde a-yylylyk berlis koeffisiyenti. Seylelikde, jisimden dasary
¢ykyan yylylyk akymy
g=a(T~T).

Basga tarapdan bolsa yylylyk gecirijilik netijesinde jisimin i¢ ta-
rapynda seyle yylylyk akymy jemlenmelidir:

—_ pou
q= kan'

Sonky iki denleménin sag boleklerini denildp alarys:

ad
an = x0T
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a

Eger 3

h diysek we T'=ul, bolsa, onda alarys:

S—Z — hu| = hT.

Indi dasky gursawyn temperaturasy diirli nokatlarda diirli diyelin.
Eger h, T ) ululyklaryn koordinatalar bilen baglanysygy belli diysek,
onda %, T, ululyklara kabir F(x, y, z) funksiya hokmiinde seretmek
bolar we biz ligiinji tipli gyra meselesine geleris.

2. Yylylyk gecirijiligiii defilemesi iicin Furyenii usuly. Onden
belli bolsuna gord, gapdal iisti yylylyk gecirmeyén sterzende yylylyk
cesmesi yok wagtynda yylylyk gecirijiligin denlemesi asakdaky yaly
bolar:

du _ 23%u
3 =4 e (81)

Eger sterzen c¢iksiz uzyn bolsa (iki c¢etinden c¢dklendirilmedik
sterZene seredilse), onda onui ortalaryndaky temperaturanyn yayray-
syna difle ilki bagdaky sterZene yayran temparatura tisir edyér. Gyra
nokatlardaky temperatura wagtyn ep-esli dowamynda onun ortalary-
na tasir edip bilmeydr. Sonun {li¢in hem c¢éksiz uzyn sterZzende yyly-
lyk gecirijilik denilemesine seredilende difie baslangy¢ sertli meseld
garalyar.

6-njy mysal. (81) denileméni we

ul,=fx)  (eo<x <o) (82)

baslangyc¢ serti kanagatlandyryan funksiyany tapmaly.
<1 Bu meselini ¢ozmekden oniirti (81) denleméni has yonekey-
lesdirelin. Onun {igin ¢ tiytgeyan ululygy 7=a’t bilen galgyralyn. Onda

u _dudr _ pdu
ot ot dt oT

bolar we tize girizilen 7 liytgeyédne gord (81) detileme

d d°
-k @

gornuse gecer.
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Baslangyg¢ (82) sert hem
u(x, 7)| _,=Ax) (84)
gbrniisi alar.
Goylan meseldni ¢cozmek ti¢in Furyenin usulyndan peydalanalyii.
[1ki bilen detileméninl kébir hususy ¢coziiwini tapalyn. (83) defileménii
hususy ¢oziiwini
u(x, 7)=Xx)1(7) (85)

gornligde gozlalin.
u(x, 7) funksiyanyn we onuil dnlimleriniii bahalaryny (83) de-
lemede yerine goyup alarys:
X)T'(0)=X"(0)T(7)

ya-da
T'(r) _ X'(x)
I(r) — X(x)°
(86) denileminin ¢ep bolegi x-e bagly dél, sag bolegi bolsa 7-a
bagly dil. Diymek,

(86)

') _ X'(x) _ .
T(T) = X(x) = C; c—const,
bu yerden
T(7)=c,e" (87)

deiiligi alarys.

Yylylyk gecirijiligiti tebigatyndan belli bolsuna gori, sterZenii
islendik x=x, kese kesigindaki u(x, 7)=X(x)7(7) temperatura 7-yfi
islendik (7— o0) bahasynda absolyut ululygy boyunca ¢iksiz artyp
bilmez.

Hagan-da 7— o (t— ) diysek, onda (87) denlikde ¢ hokman
otrisatel ululyk bolmaly.

Eger ¢ =—A2 belgileme girizsek, onda

() = ce .
X"(x)+A2X(x)=0 (88)

deilleménin umumy ¢ézliiwinin
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X(x)=c,cosdx +c,sindx
bolyandygy bize ady differensial denlemeler teoriyasyndan bellidir.
Seylelikde, biz (83) denleménin

u(x,7) = [c,c, cosAx + Czasinﬂx]e_ﬂzf

gt')ziivzini taparys, bu yerde ¢, c,, El — hemiselik sanlardyr. Gysgaga
a=c.c, f=c,c, diysek,
2
u(x,7) = (@ cosAx + ﬁsinﬂx)e_ﬂ ‘ (89)

denligi alarys. u(x, 7) funksiya A-nyn islendik bahasynda (83)
denlemini kanagatlandyryar. Onda biz A-nyfi her bir bahasyna degisli
a we [ ululyklary saylap alyp bileris. Diymek, & we [ ululyklara A-a
ululyga goréd funksiya hokmiinde seretmek miimkin. Seylelikde, (83)
deilleménin

u; (x,7) = [@(A)cosAx + B(A)sinﬂx]e‘ﬂzf (90)

gorniisli hususy coziiwlerinii masgalasyny tapdyk. Ol denleménii
birjynsly we ¢yzykly denleme bolanlygy ii¢cin

u(x,7) = ].O;A (x,7)dA = ]-Ta(ﬂ)cosﬂx + B(ﬂ)sinﬂx]e‘ﬁdﬂ 1)

funksiya hem (83) denlleménin ¢oziiwidir.

Indi bize (91) funksiya baslangy¢ (84) serti kanagatlandyryan
bolar yaly a(A), S(A) ululyklary saylap almak gerek.

(91) denilikden 7=0 bolanda (82) esasynda

ul._,= T[)a(ﬂ)cosﬂx + B(A)sinAx]dA = f(x) (92)

denligi alarys.
Matematiki analizden belli bolsuna gord, f{x) funksiyany Fur-
yenin integralyna dagytmaklyk asakdaky yaly bolar:

+ o0

flx) =5 [di [ f€)cosA(E —x)dé 93)

cosA(E—x)=cosA&cosAx + sindEsindx

formulany nazara alsak, (93) deiiligi basgaca yazmak miimkin:
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cosAx +

flx) = f”ﬂ;ﬁ [Hercosac

+ o0
+<21—7T_ | f(S)sinﬂSdS)sinﬂx}dﬂ. (94)
(92) we (94) denlikleri denesdirip,

a(2) = 217[_ f (E)cos A&dE o
B = - [ H&)sinicas

sistemany alarys.
Su yerde birzady bellemek gerek. fix) funksiyany Furyenini in-
tegralyna dagytmak {i¢in f{x) funksiyany Furyenin hataryna dagydyp

+ o0
bolyanlygy we f| f(x)|dx integralyn yygnanyanlygy yeterlikdir.

flx) funksiyadan edilyin talaplaryn hi¢ birisi goylan meseldnin fi-
ziki manysyna-da garsy ¢ykmayar, sebédbi f(x) baslangyc wagtda

+ o0
sterzenifi &hli nokatlarynyn temperaturasyny gorkezyér. f| S(x)|dx
integralyn yygnanmagynyn talap edilmegi bolsa, sterzenddki yylylyk
energiyasynyn ¢aklidigini gorkezyir. a(d) we S(A) ululyklaryn ba-
hasyny (91) deiilikde yerine goyup,

+ o0

u(x,7) = 217 fd/’l fo}(g){cosﬂx cosAE + sinﬂxsinﬂé}eiﬂzfd.f =

+ oo

— 21_7z_f da _f f(E)cosA(x — E)e VT dE (96)

deiiligi alarys. Tapylan u(x, 7) (96) funksiya (83) denleméni we (84)
baslangy¢ serti kanagatlandyryar. Diymek, u(x, 7) goylan meseliniii
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coziiwidir. Indi kdbir elementar dwiirmeler gecireliil. (96) formulanyi
sag boleginde integrirlemegin tertibini ¢alsyrsak, onda
+ oo + oo
_ 1 ~re _
u(x,7) = o _ff(é){_fe cosA(x S)dﬂ}dé 97)

o]

formulany alarys, indi A = -2—; *— € _ o bilen belgilesek, onda
y alary /T JT g
+ oo AZ 1 + o0 ) 1
e TeosA(x —E)dA = —— | e 7 cosowdo = ——I(w).
) f (x=&)dh == !o )
Bu yerden
+ oo
1(0) = fe"’zda = J/x;
+ oo 02
! —_w - —__w
I'(0)==4% _fe cos owdo =—4-1(w). (98)
I'(w)= —%I(a})
deiileméni ¢oziip alarys:
w2
I(w)=ce 4. (99)

Indi 7(0) = v/ 7 baslangyg serti peydalanyp, c-ni taparys:
c=vr.
(99) deiilikde ¢ = vz bahany yerine goyup alarys:

wZ
lw)=Vre . (100)
w-nyn bahasyny yerine goysak, onda
Ve (x— &)
fe_ﬁz‘cosﬂ(x —&)dA = ﬁe_ . (101)
JT

Indi bolsa (101) anlatmanyn bahasyny (97) deiilikde yerine
goyalyn:
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u(x,7) = /_ f A& e (102)

Tapylan funksiya (83) deiilemini we (84) baslangyc serti kana-
gatlandyryar.
Hakykatdan hem, eger

_ (=98, o . __
= E=x—-2w/t; dE=-2Vtdw

diysek, onda (102) deiilik asakdaky gorniisi alar:
. _
u(x,7) vl f flx = 2wv7)e”
we

ule_o= ﬁ_ j f(x)e do = ﬁf(xw = f(x).

Su yerden gorniisine gord, baslangyc (84) sert yerine yetyér. Indi
(102) funksiyanyn (83) denlemini kanagatlandyryandygyny barlalyn.
(x—¢)
1 _
Q:(x,7) = —F——e€ 47 103
)= U (199

funksiya (83) defilemini kanagatlandyryar.

Hakykatdan hem,
a2
% — {_ 1 (X )2} (x4TE) )
a7 4ty 812 v
¢ _ {_ 1 <x—é>2} ot
ox* Arvmr 8TV
Alnan denlikleri denesdirsek, onda
Az _ e
I

Diymek, (102) funksiya (83) denileméni kanagatlandyryar.

¢x, 7) funksiyany & parametre gord integrirlemekden alnan
u(x, t) funksiyanyn hem (83) deflleménin ¢oziiwi bolyandygy
aydyndyr.

16. Sargyt Nel186 241



Indi (102) formulada 7 ululygyn ornuna 7=a’¢ ululygy goysak,
onda (82) baslangyg serti we (81) defileméni kanagatlandyryan u(x, 7)
funksiyany alarys:

u(en) = [ f@e i de

(103) denlikde 7-nyn ornuna t=a’t bahasyny goyalyn:

(-8
e 4l - (104)

1
X, 1) = —————
goé( ) 2av t

@, 7) funksiya hem (81) defileménin ¢oziwidir. >
3. Yylylyk gecirijilik defilemesi iicin birinji gyra meselesiniii
¢oziiwi.
du _ 2d°u
8 =@ Wl + f(x,1) (105)
yylylyk gecirijilik denlemesi ti¢in D:{0<x</, 0<t<T} goniiburc¢luk-
da birinji gyra meselesine seredelin.
7-nji mysal. D oblastda (105) denlleméni,

Ul ,=e() (0<x<)) (106)
baslangyc we
ul =0, ul _=u,0) (107)
gyra sertlerini kanagatlandyryan funksiyany tapmaly.
Bu yerde flx, 1), 1£,(¢), 1,(¢) berlen lizniiksiz we ¢(0)=z (0),

@()=1,(0) sertleri kanagatlandyryan funksiyalar.
<1 Biz ilki bilen D oblastda birjynsly

?Tb; — 22 E;szzt (108)
deiilemini we baglangyg¢
ul_,=p(x) (109)
hem-de
Ul =0, ul =0 (110)
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gyra sertleri kanagatlandyryan u(x, #) funksiyany tapalyil. Bu mesela-
ni ¢ozmek ticin Furyenin usulyndan peydalanalyn. (108) denileménin
hususy ¢oziiwlerini

u(x, )=X(x)1(¢) (111)
gorniisde gozlalin. Bu yerden

u =X"0)1), u=Xx)T).
u_, u-nin bahalaryny (108) defilemede yerine goyup,
Xx)T'()=a*T()X"(x)

ya-da
T'(t) _ X'(x) _
—A 112
2T(r)  X(x) (112)
deiilikleri alarys. (112) deiiliklerden bolsa iki sany
T'(H)+a*AT()=0, (113)
X"(x)+AX(x)=0 (114)

ady differensial defilemeleri alarys.

(108) denlemédnin (111) gorniisddki tozdestwolayyn nola deii
bolmadyk ¢oziiwini tapmak ii¢in, (114) denleménin X(0)=0, X(/)=0
sertleri kanagatlandyryan nola denn bolmadyk ¢oziiwini tapmak ze-
rurdyr. Oniden belli bolsuna géri, (114) defileminifi tozdestwolayyn

nola den bolmadyk ¢oziiwleri A parametrin A, = <%)2 (n=1,2,3,..)

bahalary ti¢in bardyr:

X, (x) = sin ”717’“ (115)

Parametrit A=A bahalaryna (113) defilemanin

nra

T,(1)=a,e

¢oziiwleri degislidir. Bu yerde a erkin ululyk. Yokardaky alnan mag-
lumatlardan gérniigine gord, dhli

0, (x,0) = T,()X,(x) = a,e T sin 2 (116)
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funksiyalar (108) denilemini we (110) gyra sertleri kanagatlandyryar.
(108) denileménin ¢yzykly we birjynsly deiileme bolyandygy ii¢in
_ N, (MY X
u, (x,1) ngl a,e” ") 'sin : (117)
funksiya hem (108) defileminin ¢oziiwidir.
Indi (109) baslangyc¢ sertinl yerine yetmegini talap edelin:

u,(x,0) = o(x) = Z a, sin =X mrx (118)

Bu yerden gorniisine gord, (118) afilatma berlen ¢(x) funksiyanyn
sinuslar boyunga (0, /) interwalda Furyenii hataryna dagydylmasydyr.
a koeffisiyentler 6iiden belli bolan

l
_2 - NTX
_7J¢umm—rdx (119)

formula boyunca tapylyar.

Matematiki analizin «trigonometrik hatarlary» diylen boliiminden
belli bolsuna goré, eger ¢(x) funksiya we onun birinji 6ntimi (0, /)
interwalda tizniiksiz bolsa, (tiikkenikli nokatlarda funksiyanyn birin-
ji Onliminin birinji gorniisdéki iiziilme nokatlarynyn bolmagy miim-
kindir), onda (118) hatar dendlgegli we absolyut yygnanyandyr. >0
bolanda

0<e T <

bolanlygy ti¢in (117) hatar hem absolyut we dendlgegli yygnanyan
hatardyr. Sonui iicin hem (117) formula bilen kesgitlenen u(x, ¢) funk-
siya 0<x </, >0 oblastda tizniiksizdir we (109) baslangyg, (110) gyra
sertleri kanagatlandyryandyr. Indi (117) formula bilen kesgitlenen
funksiyanynl (108) denilemini kanagatlandyryandygyny gorkezmek
gerek. Onunl ti¢in (117) hatary agzalayyn ¢ ululyga gora bir gezek, x-e
gord iki gezek differensirlép alnan hatarlaryn absolyut we dendlgegli
yvygnanyandygyny gorkezmek yeterlikdir. (117) hatary agzalayyn dif-
ferensirldp alnan hatarlaryn absolyut we dendlcegli yygnanyanlygy
asakdaky densizliklerden goriinyér:
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(l’lﬂ'll

O<n7Z22a l)zt<1’ 5
[ [

Indi D oblastda baslangyc

ul, (120)
we gyra
ul ,=0, ul_=0 (121)
serteleri hem-de
u _ 2 9%u
5 =4 o + f(x,1) (122)

denleméni kanagatlandyryan u(x, ) funksiyany tapalyn. Onun iigin
flx, t) funksiya we onun birinji 6nliminiii {izniiksizligini (f(x, ?)
funksiyanynl birinji Oniiminini birinji gornlisddki tiikkenikli {iziilme
nokatlarynynn bolmagy miimkin) we f(0, #)=f(/, t)=0 sertiii yerine
yetmegini talap edelin.

u(x,t) = Z T (t)sin 7% ””x (123)
funksiyany hatar gérniisde gozlalin.

Eger f(x, ¢) funksiyany sinuslar boyunc¢a Furyenin hataryna da-
gytsak, onda alarys:

fxt)= > ﬁ(t)sm@ (124)
n=1
!
f(t)= ; ff(x t)sin ”?x dx. (125)
0
(123) denlikden M e u ontimleri tapalyn:
ot ox?
X
Fu __ ¥ T g
Z T (t)Sln n7fx a — Zz: 7’;1 nl n7lfx

?)Ltl ?9 > J(x, ©) ululyklaryn bahalaryny (122) defilemede goyup,
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5 [0+ (U T,(1) = ()]sin 5 = 0

deniligi alarys. Bu yerden

7;'(r)+(%)2n(z)—fn(r) =0 n=1,2,3,..). (126)

Indi baslangyg serti ulanyp,
u(x,0) Z T, (0)sin 2 n7fx =0

deriligi alarys. Bu yerden 7' (7) ligin
T (0)=0 (127)

baslangyc serti alarys. (126) deflleméniil baslangyc (127) serti kana-
gatlandyryan ¢oziiwi asakdaky gorniisde bolar:

T,(1) = f g (o) (128)

0
T (f)-nint bahasyny (123) anlatmada yerine goyup, meseldnifi
¢ozliwini tapyarys:

(x,1) = Z f R - f (7)dt

sin n7lrx (129)

Eger-de baslangyg¢ sert tozdestwolayyn nola den bolmasa, onda
(129) ¢oziiwe
ou 2 9%u

ot - a_xz

birjynsly defileménif u|,_,=¢(x) baglangyg, u(0, £)=0; u(/, £)=0 gyra
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini gogmaly. >

Meseldnin goylusynyin umumylygyny ¢éklendirmezden basdaky
goylan meselede gyra sertlerini

ul o =1,()=0; ul_=p,(n=0
gorniisde alyp bolyandygyny gorkezelin. Onui {igin tize

u(x, D=, O+, 1), o(x.t) = (1) + [ (1) = m (1))
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funksiyalary girizelin, bu yerde J(x, ) funksiya
W _ 2 T, Pl D=, -, 0
ot x> T ’ ’ o
denlemanin J(x, 0)=@(x)—w(x, 0) baslangy¢ we
9(0,7) = u(0,t) — w(0,1) =
ILt) =u(l,t)— w(lt)=0
gyra sertlerini kanagatlandyryan ¢oziiwi.

Bu yerden gorniisi yaly, u| _,=u (¢), u| = (f) gyra sertlerddki
1,(2), 1,(¢) funksiyalary hemise nola defidir diyip almak miimkin.

4. Diffuziyanyi derilemesi. Eger gursaw diirli konsentrasiyaly
gaz bilen doldurylsa,onda diffuziya hadysasy uly konsentrasiyaly yer-
den kici konsentrasiyaly yere bolup gecyir. Eger ereyédn maddanyn
konsentrasiyasy berlen goéwriimde hemiselik bolmasa, onda suna
menizes hadysa suwuklyklarda-da bolup gecyér.

Diffuziya baradaky meselelerde nébelli funksiya bolup diffuzir-
lenydan maddanyn konsentrasiyasy hyzmat edyér, 6zem c bilen belgi-
lenilyér, yagny ¢ =c(x, y, z, t).

Diffuziya prosesi yylylyk yayramak prosesine menzes, sonuil
ticin ¢ =c(x, y, z, t) funksiya

ac d’c , ?*c | dc
or D( ax? * dy? " oz ) (139)
deiilemédni kanagatlandyrmaly.

D (D>0) hemiselik sana diffuziya koeffisiyenti diyilyar.

Baslangyg sert

0

c=cx,y,z |, =fx, , 2), (131)
bu yerde f(x, y, z) berlen funksiyanyil baslangy¢ konsentrasiyasyny
kesgitleyar.

Gyra sertler diyip esasan asakdaky sertlere aydylyar:

ac| _
e = 0, (132)
c(x, v, z, t)\r=co. (133)

Bu yerde I' diffuziya bolup ge¢yén oblastyil aracigi.
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(132) sert diffuzirlenydn maddanyn oblastynyn aragdginin gecil-
meyan diwardygyny gorkezyar. (133) sert oblastyn aragdginde kon-
sentrasiyany kesgitleyér.

Diffuziyanyn ¢yzykly meseleleri (yagny gegirilmeyin diwarly
in¢ejik yuka trubkada bolyan diffuziya baradaky meseleler) asakdaky
yaly bolar.

i IC _ N0°C qaxiamn o ix B
8-nji mysal. o = Da—x2 defileménin c(x, 7)|_,=/(x) baslangyg
we —gfc = 0 gyra serti kanagatlandyryan ¢ = c(x, f) ¢6zliwini tap-
X=X
maly.

Bu mysal sterzende yylylygyn yayrama meselesininl ¢oziilisine
menizeslikde Furyenin usuly bilen ¢oziilyar.

§3. 5. Elliptik defilemeler

1. Laplasyn denilemesine getiryin meseleler. Eger yylylyk
gegirijilik prosesine 0 list bilen ¢éklenen 7 jisimde seretsek, onda
jisimin diirli nokatlaryndaky temperatura asakdaky detileméni kana-
gatlandyryar (Yylylyk ¢esmesi yok diyip hasap edilyér):

2 2 2

ot ax? 9yt 9zt

Eger yylylyk gecirijilik prosesine has yukajyk plastinkada seret-
sek, onda plastinkanyn diirli nokatlaryndaky temperatura asakdaky ii¢
olcegli (yylylyk ¢esmesi yok hasap edilyir)

ou _ p(2%u  2’u

denlleméni kanagatlandyryar.

Goy, indi yylylyk gecirijilik stasionar hala gecipdir diyelin.
Basgaca aydylanda jisiminl diirli nokatlaryndaky temperatura wagta
bagly bolman dinie nokadyn x, y, z koordinatalaryna bagly bolsun.
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Eger temperatura wagta bagly bolmayan bolsa, onda u _

ot
bolyar. Bu yerden gorniisine gord jisimin ya-da plastinkanyn diirli no-

katlaryndaky temperatura degislilikde

2 2 2
TS i+ g=0, (136)
X 'y 4

82_L2¢ + az—g‘ =0 (137)
ox ady
denlemeleri kanagatlandyryar.
Jisimin islendik nokadyndaky temperaturany bilmek ii¢in bize
jisimin O Ustiinifi her bir nokadyndaky temperaturasyny bilmek gerek.
(136), (137) denlemelerden gorniisine gord, 7 jisimin, plastin-
kanyn nokatlaryndaky temperaturalaryna degislilikde u(x, y, z) we
u(x, y) funksiya hokmiinde seretmek miimkin.
Meseleler. 1) Jisimin icki nokatlarynda (136) defileméni, jisimin
iistki nokatlarynda berlen
ul, =g (M) (138)

bahany kanagatlandyryan u(x, y, z) funksiyany tapmaly. Su mesele
birinji gyra meselesi ya-da Dirihldninn meselesi diylip atlandyrylyar.

2) Eger jisimin istki nokatlarynda temperatura belli bolman
onun yerine Uistiin normalynyn proporsional bolyan yylylyk akymy
belli bolsa, onda (138) sertiil yerine

| — p(M) (139)

gyra sert berilydr. Bu mesele ikinji gyra meselesi ya-da Neymanyn
meselesi diylip atlandyrylyar.

Bu yerde g—z u(x, y, z) funksiyanyi 0 istiii normalynyi ugry

boyunca ontimidir.

3) Eger (138) ya-da (139) sertleriii yerine (%Z + hu) \5 = f(M)

serti kanagatlandyryan u(x, y, z) funksiyany tapmaklyk talap edilse,
onda beyle mesele li¢iinji gyra meselesi diylip atlandyrylyar.
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2. Iki olcegli Laplasyn defilemesi ii¢in Dirihléinin meselesi. Iki
olgegli
uxx+uyy=0 (140)

Laplasyinl defilemesine merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan R
radiusly tegelekde seredelin.

9-njy mysal. R radiusly tegelekde (140) denleméni kanagat-
landyryan we tegelegi ciklendiryin / towerekde berlen

ul,=f(r) 141)

bahany kabul edyin u(x, y) funksiyany tapmaly.
<1 Bu meseldni Furyenii usuly bilen ¢dzelin. Onun {i¢in ilki bilen
polyar koordinatalaryna gecelin:
e rc.ow’}. (142)
y =rsing
(142) calsyrma ulanylyp, (140) denleme asakdaky gorniise geti-
rilyar:
19 (,0u\, 1du _
! ar<r a¢>+ s a=0 (143)

Onda u|,=f'sertimiz hem u| _, =/ (¢) gorniisi alar.
(143) denleménin ¢oziiwini Furyenii usulyny ulanyp,
u=,(),(9) (144)

gorniisde gozlalin.
(144) denligin esasynda (143) denllemeden
1d a’q)l) _ 1 40,
r dr(r dr e, = P2 dg* O,
deiiligi alarys. Bu yerden
2
rd(rdq)l ) __ 140 145
@, dr\' dr D, d¢* (145)
(145) denlikden gorniisine gord, deiligini cep bdlegi r-e, sag
bolegi bolsa ¢ ululyga bagly. Diymek, beyle denlik difie hemiselik
ululyga den bolup biler:
i(r—dq)l ) oy (146)



1 d2(p2 _

. =1 147
O, dg? (147)
d*®

dg022 +AD, = 0. (148)

Bu yerde A-hemiselik ululyk.
(148) ady differensial defileméni ¢oziip alarys:

®,(p) = AcosVA ¢ + Bsinv' A ¢. (149)
A, B erkin hemiselik ululyklar.

Indi A-nyn islendik 6zbagdak bahany alyp bilmeyandigini
gorkezelinl. 1(r, ¢) nokady alalyn. Eger-de ¢-nin yerine ¢+ 27 alsak,
onda yene 6nki nokadymyzy alarys. Bu yerden gorniisine goréd, bizin
@ ululyga gord alan funksiyamyz periody 27-e deni bolan periodik
funksiya bolmaly, yagny @ (¢ +27)=® (¢).

Onda (149) formuladan gorniisine gord, v A bitin san bolmaly:

JA=n ®=1,2,3,.) vyada A=n
(149) formulada A ululygyi bahasyny goysak, onda
®,(p)=Acosng+ Bsinng (150)
deiiligi alarys.
Indi (146) denlemede A-nyi bahasyny yerine goyup alarys:

r d (rd(D1>: n2,

®©, dr\" dr
2
r? ddg)l -+ rddi;l— n*®, = 0. (151)

(151) detileméni ¢6zmek tigin @ =7 diyip belgilélin. Bu yerden

2
49, _ ar*™!, d qzl =a(a - 1)r
dr de

a—2

ululyklaryn bahalaryny (151) defilemede yerine goyup,
a(e-Dr*+ar—nr*=0 ya-da a(e-1)+a-n*=0

deiilemini alarys. Bu deiilemeden @-ny tapyarys: @ ==n.
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Seylelik bilen (151) denleménifi ® =7 ¢dziiwini tapdyk. Su
deilleménifi @ =r" ¢oziwini taglayarys, sebibi ol ¢oziw n>0 bo-
landa tegelegin merkezinde =0 bolanda tiikeniksizlige Owriilyér.
Sunluk bilen biz

u (r, p)=r"(4 cosng + B sinng) (152)
funksiyany tapdyk.
Bizin seredyidn deillemdmiziii birjynsly we ¢yzykly deiileme
bolyandygy sebépli, (152) gorniisdéki hususy ¢oziiwleriii jemi hem
Laplasyinl defilemesini kanagatlandyryar:

u,(r,@) = Ay + > r"(A,cosng + B,sinng). (153)
n=1

Bu ¢oziiwi Furyeniii hataryna metizes gorniisde yazmak iicin
4,

A, = 5 A =a ,B =b belgileme girizip alarys:
u(r,p) = %—F > r"(a,cosng + b,sinng). (154)
n=1

(154) denlikdaki nébelli @, a , b ululyklary kesgitlemek ti¢in
u| _.=f,(¢) serti ulanalyn. (154) defilikde » = R goysak, onda

fi(p) = % + > (R"a,cosng + R"b,sinng) (155)
n=1

denligi alarys.

(155) denlik f(¢) funksiyanyf Furyenini hataryna dagydyl-
masydyr. Furyenin koeffisiyentlerini kesgitlemek ii¢in belli bolan for-
mulalary ulanalyn:

2

R'a, = }T(fﬁ(zﬁ)cosnwd;ﬁ, R"b, = %fﬁ@ﬁ)sinmﬁd@ﬁ,

0

yagny
27

2
a, = }11 fﬁ(lﬁ)cosngﬁdlﬁ, b, = 1 fﬁ(zﬁ)sinm/ldlﬁ.
Ty

R R”7z0
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Seylelikde, R radiusly tegelekde Laplasyn denlemesi iicin Di-
rihlanin meselesinin ¢oziiwini almak Ugin (155) formulada a , b,
ululyklaryn bahalaryny yerine goymak yeterlikdir. >

Goniikmeler

1. Asakdaky denlemelerin haysylarynyn hususy oniimli differen-
sial denlemedigini anyklamaly:

1) cos(u + uy) —cosucosu + sinu sin u, =0;

2) uy, + uy, — (U — uy, Y = 0;

3) sin*(u_ + u )+ cos*(u_+ u )—u=1,

4) sin(uxy +u )—sin U, COS U, —CoS uxysin u +2u=0;

9 oy — 2 — -
5) ) tgu —u,sec’u —3u+2=0
6) 10g|uxuy|—log|ux|—log|uy| +5u—6=0.

2. Asakdaky denlemelerin tertiplerini kesgitlemeli:
1) log|u u, | —loglu_|- 10g|uyy| tu tu,=0;

2) uu xy + (u ix — 2u§y + uy)2 — 2xy = 0;

2 s 2 2
3) cosu,, + sin“u,, — 2u; — 3u, + u = 0;

4) 2(u, — 2u)u,, — g_y(”x —2u) —xy =0;

d d
5) 5y = 1ty) = 2uyyafy( o — ) — 2u, + 2 = 0;

3. Asakdaky denlemelerin haysy tipe degislidigini kesgitlemeli:
Du, JAu tu tu tu +2u— —x%y=0;

2)2u_+2u_ St ,+2u +2u —u=0;

3u +2uy+uy+u tu, +3u— x*=0;

4)4u_ +2u —6u_+6u +10u Fau +2u=0;

5)2u_ —2u +2u +3u —u 0;
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6)u +2u_ +2u_ +4u_+5S5u_—xu +yu =0.
xx »y »y vz zz X z

4. Asakdaky denlemeleri kanonik gorniise getirmeli:
1) uxx+2uxy+5uyy—32u=0;

Du, —2uy+uyy+9u +9uy u=0;

3)2u, +3uy+uyy+7u +4u —2u=0;

YHu +u —2u —3u—15u +27x 0;

5) 9u —6u +u +10u—15u —50u+x-2y=0;
6)u~+4u +10u —24u +42u 20 +y)=0.

5. Asakdaky defllemeleriﬁ umumy ¢oziiwlerini tapmaly:
1) 2u —5u +3u =0;
2) 2u tou +t4u tu tu=0;

_ _ 5
3) 3u,, — 10u,, + 3u,, — 2u, + 4u +16u—0

6. Asakdaky Kosinin meselelerini gézmeli'

1) 4y%u + 2(1 = y)u,, — u ~(2u, —u,) =0,

yy_1+y

u(x, y)|, =9, u(x, Y|, =¥x);
2) uxx_zuxy + 4ey = 0> M(X, y)|x:0 = §0()’)a ux(xa y)|x:0 = w(x)a
3) u, +2cosxu, —sin’xu —sinxu =0,

u(x, y) |y:x =X-+COSX, uy(x, y) |y:sm =sinx.

7.0<x</, t>0 oblastda u,= a’u__ defileménii asakdaky garysyk
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly:

1) w(0, H)=u(l, /=0, u(x, 0)=0, u,(x,0) = sin 21” x;

2) u(0, )=u(l, 1)=0, u(x, 0)=@(x), u(x, 0)= U(x);

3) u(0, y=u(l, 1)=0, u(x,0) = sin 527;x u (x,0) = smjx

4) u(0, y=u (1, 1)=0, u(x, 0)=x, u,(x,0) = smjx + sm%x

5) u(0, H=u(l, 1)=0, M(O,l‘): COS%x, M,(X,O)— COS32—7§X—I—
St

+ COoS jx
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6) u (0, )=u(l, )=0, u(x, 0)=@(x), u(x, 0)= U(x).

8. 0<x</, t>0 oblastda u, = a’u__defileménin asakdaky garysyk
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly:

1) u(0, H)=u(l, t)=0, u(x, 0)=Ax;

2) u(0, )=u (I, £)=0, u(x, 0)=p(x);

3)u (0, y=u(l, =0, u(x, 0)=A(l-x);

4) u (0, )=u(l,)=0, u(x, 0)=U;

5)u (0, y=u (I, t)+hu(l, £)=0, u(x, 0)=p(x), h>0;

6) u (0, )—hu(0, t)=u(l, £)=0, u(x, 0)=U, h>0.

9. 0<x<p, 0<y<s goniiburclukda asakdaky sertleri kanagatlan-
dyryan Laplasyn defilemesiniil u(x, y) ¢6ziiwini tapmaly:

1) u(0, y)=u (p, ») =0, ux, 0)=0, u(x, $)=/x);

2)u (0, y)=u(p, y)=0, u(x, 0)=A4, u(x, s)=Bx;

3)u(0,y)=U, u(p,y)= Ou(xO)—Tsm 2w , u(x, s)=0.

Jogaplar

1. 1) Yok; 2) Hawa; 3) Yok; 4) Yok; 5) Yok; 6) Yok. 2. 1) Birinji;
2) Ikinji; 3) Birinji; 4) Birinji; 5) Ikinji; 6) Ikinji. 3. 1) Giperbolik; 2) Ellip-
tik; 3) Parabolik; 4) Parabolik; 5) Giperbolik; 6) Elliptik; 4. 1) hemme
yerinde elliptik, 9..+9 —89=0, E=y—x, 7=2x; 2) hemme yerinde para-
bolik, J +189.+95 — 09= 0, &=x+y, n=x; 3) hemme YVerinde giperbo-
llk 9 +3c9 —8,+29=0, E=y—x, 7=2y—x; 4) hemme Yerinde giperbolik,

5 -29, +¢9+7] 0, £&=2x—y, p=x+y; 5) hemme yerinde parabolik,
271977 —10519 +309 —1509 -29+57=0, &= x+3y, n=x; 6) hemme ye-

rinde elliptik, J:+ 9, + 159: — 4v/6 9, + EJ“J—”_O E=y-2x,

n=+v6x. 5. D) u=fx+y)+eBx+2y); 2) u = ¢(y —x)+ exz;yl/f(y — 2x);

3) w=[e(e+3)+ PG le 1. 6 1) ulxy) = ofx—2y7)+

3
X+ 2y 2x+y
% !?(a)d@ 2)  u(x,y) =1+ 2x—e™)e’ + o(y) +% fl/f(z)dz
xfgy y
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3) u(x, y)=x+cos(x—y+sinx); 7. 1) u(x,y)= la smz%tsszﬂx

. !
2) u(x,y) = z (akcosak—ﬂ-l + b, sin 42 akz t)sm—x a = fgo(x)sinkTﬁxdx,
0

~ ] I
I
Of sm—xdx 3) u(x,t) = —smjtsmz%x +
+ Cossg—l”tsm—x 4 u(x,t) = —smjtsmﬁx + 32—lsm3g—l7ftsm32—7lfx +
+%kz( (Z(k —:):)2 cos (2 -;ll)an fsin (2k ;ll)ﬁx; 5) u(x,t) = cos‘é—?tcosax +
+327151n3§—l7ftcos32—7;x + %smsg—ftcos%r 6) u(x,t) =
/:o a, 0057(2]( -;ll)aﬁ I+ b, sini(zlC -;ll)cm t 0087(216 ;—ll)ﬁx,
zflq‘) (2k+ hz N(X)COS (2k erz 8 xd,
0
b, = W~ 8. 1) u(xt)= 27ZTA g:o (= 1k)k+l e(_akT”)z’sinkTﬂx;
2) u(x,t) = Zak [QkHW] 'sin 2k+ 1)7r bu yerde
k=

=2 fgo(x sm( Dz xdx; 3) u(x,t) = 8IA i 1

X
2 o 2k + 17
@k Dor |y (2k+ D7 e R+ A2
Xe [ ] CO T 4)u(x’t) U, 5) M(x[ z{l(hz_i_ﬂz)_i_h

I
X f @(&)cos A, Edé }e‘ it cos A X, bu yerde A_sanlar Atgd/=h defilemanin

1% /2o 2
polozitel kokleri. 6) wu(x,t) = 2UZ —( i) Zh + A e’“zﬂ%’(l)k(x),
1 AJURT + A + h]
bu yerde @ (x)=Acosdx+hsindx. A, bolsa htgdl=—A defileminin
polozitel kokleri. 9. 1) u(x,y)= i sm(2k+1)7r xsh (Zk;_pl)ﬂy,
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2,0 Qk+Das [, (2k+ D)r 5 _ (p*B—2A)y
a, = psh T Ofﬁcsmizp xdx; 2) u(x,y) B P

+A—4PB§: 1 s(2k;1)”xsh(2k;1)ny~

co ;
TS gk 4 1psn P DTS

2P T (et TS 2U TS\ oy Tl gin T
3)u(x,y)—U+7[[Tsh py (ch )( + Tsh p)Ch y]sm

2 2p/\ p 2 2p 2p
oh! (2k + 1)ms
AU 2p k+ 1) . 2k+ )z
pu kgl k1 ch T ysin 2 X.

17. Sargyt Ne1186



IV BAP

AHTIMALLYKLAR
NAZARYYETI
WE MATEMATIKI STATISTIKA

IV.1. AHTIMALLYKLAR
NAZARYYETININ ESASLARY
§ 1. 1. Ahtimallyk giiiisligi

1. Wakalaryii synplasdyrylmasy. Ahtimallyklar nazaryyetinif
esasy diislinjelerinin biri waka diisiinjesidir. Wakanyn kesgitlemesi
yokdur. Sol sebdpli, wakalara matematiki usullary ulanmak maksady
bilen elementar wakalar ginisligi diylip atlandyrylyan erkin Q= {w}
kopliige garalyar we bu kopliigin islendik bolek kopliigi waka diylip
atlandyrylyar. { kopliigin w elementlerine elementar wakalar diyil-
yér. Wakalary li¢ topara bolyérler:

1) Hokmany wakalar.

2) Miimkin dal wakalar.

3) Totan wakalar.

Islendik wakanyn yilize ¢ykmagy {i¢in kibir sertler toplumynyil
bolmagy zerurdyr. Bu sertler toplumy synag ya-da tejribe diylip at-
landyrylyar. Kébir sertler toplumynda hokman yiize ¢ykyan wakalara
hokmany wakalar, yiize ¢ykmajakdygy oiiden belli bolan wakalara
miimkin déil wakalar, yiize ¢ykmaklygy hem, ¢cykmazlygy hem miim-
kin bolan wakalara totdn wakalar diyilyar. Hokmany wakalary Q ya-
da U bilen, miimkin dél wakalary @ ya-da V bilen, totdn wakalary
bolsa latyn elipbiyinin 4, B, C, D,... bas harplary bilen belgileyirler.
Mysal ii¢in, gapda 10 sany ak sar bar bolsun. Bu gapdan sowuna ¢y-
karylan saryn ak bolmagy hokmany wakadyr. Bu sertde ol gapdan
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sowuna ¢ykarylan saryn ak dil bolmagy miimkin dil wakadyr. Eger
gapdaky 10 saryn birnédgesi ak, birndgesi ak dil bolsa, onda bu gapdan
sowuna ¢ykarylan saryn ak ya-da ak dél bolmagy totin wakadyr.

«A4 wakanyn yiize ¢ykmagy B wakanyn yiize ¢ykmagyna getir-
yary diylen tassyklama 4 C B gornilisde yazylyar. Eger sol bir wagtda
ACB we BC A bolsa, onda 4 we B wakalara dengiiy¢li diyilydr we
A =B gorniisde belgilenyar.

Sol bir synagda bir wakanyn yilize ¢ykmagy beyleki wakanyn
yiize ¢ykmak miimkingiligini yok edyin bolsa, basgaca aydylanda,
sol bir synagda iki waka bilelikde yiize ¢ykyp bilmeyén bolsa,onda

------

rrrrrr

(okalysy: 4 dal).

2. Wakalar bilen gecirilyin amallar. 4 we B iki wakanyn jemi
va-da birlesmesi diylip, bu wakalaryn in bolmanda birinin yiize ¢yk-
magyna aydylyar we 4 + B ya-da 4U B bilen belgilenyir.

A we B iki wakanyn kopeltmek hasyly ya-da kesismesi diylip,
bu wakalaryn bilelikde yiize ¢ykmagyna aydylyar we AB ya-da ANB
bilen belgilenyir.

1-nji surat
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A we B wakalarynl tapawudy diylip, 4 wakanyn yiize ¢ykyp, B
wakanyn yiize cykmazlygyna aydylyar we A\B bilen belgilenyir.

A\B we B\A wakalaryfl jemine A we B wakalaryn simmetrik ta-

Wakalar bilen gecirilydn amallary Wyennifl diagrammalarynda
gorkezelin (/-nji surat).

Sygysmayan 4 we B wakalar tigin AB=0 dengiiy¢liilik dogrudyr.
A we A garsylykly wakalar iigin sol bir wagtda 4+4=Q we A4=0
dengiiycliilikler yerine yetyandir.

Mysal. Yygnaga gelen talyplaryii arasyndan bir talyp sowuna
saylanyp alynyar. Goy, 4 waka «Saylanan talyp matematik» bolsun,
B waka bolsa «Saylanan talyp tapawutly» bolsun. 4+ B, 4B, A\B,
AAB we A wakalary yazmaly.

< Wakalar bilen gecirilydn amallaryni kesgitlemelerinden peyda-
lanyp yazyp bileris:

A+ B = {Saylanan talyp ya matematik, ya tapawutly ya-da ta-
pawutly matematik. }

AB = {Saylanan talyp tapawutly matematik.}

A\B = {Saylanan talyp tapawutly dil matematik.}

AAB = {Saylanan talyp ya tapawutly ddl matematik ya-da

tapawutly matematik dal.} >

3. Wakalaryi algebrasy. Eger Q= {w} elementar wakalar gifis-
liginini bolek kopliiklerinin kébir £ sistemasy li¢in

1) Qe F;

2)A€ Fwe B e FwakalariicinA+B < F, AB € F;

3) A € F waka ii¢in 4 € F;
sertler yerine yetyéin bolsa, onda F sistema wakalaryn algebrasy diyil-
yar.

Eger Falgebraii¢cind € F,n=1,2,... degisliliklerden U A €F

n=1

we ﬂAn € F degislilikler gelip ¢ykyan bolsa, onda F' sistema wa-

n=1
kalaryn sigma-algebrasy diyilyér.
4. Ahtimallyk. Ahtimallyklar nazaryyetiniii esasy diisiinjeleri-
nin yene biri dhtimallyk diisiinjesidir.
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Kesgitleme. Eger P(A4) san funksiyasy

1) Islendik 4 € F waka ti¢cin P(4)>0 (otrisatel déllik aksiomasy);

2) P(€2)=1 (normirlenenlik aksiomasy);

3) Sygysmayan 4 we B wakalar tigin P(4 + B)=P(A)+ P(B) (ti-
kenikli additiwlik aksiomasy);

4) B2B,2..2B 2... we ﬂBn = () bolan wakalar yzygider-

n=1
ligi U¢in limP(B,) = 0 (lizniiksizlik aksiomasy) sertleri kanagat-

Bellik. Uzniiksizlik aksiomasyny B CB,C..CB C... we

ﬂBn = ( bolan wakalar yzygiderligi ticin limP(B,) = 1 gorniisde
Nt n— oo
hem yazmak bolar.
Ahtimallygyii bu kesgitlemesine defigiiy¢li bolan yene bir kesgit-
lemesini getirelin.
Kesgitleme. Eger P(A4) san funksiyasy
1) Islendik 4 € F waka ti¢in P(4)>0 (otrisatel déllik aksiomasy);
2) P(2)=1 (normirlenenlik aksiomasy);

3)Sygysmayand ,A,,...,A ,...wakalar iigin P( > An> = > P(A)
n=1 n=1

(hasaply additiwlik aksiomasy) sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda

Ahtimallygyn bu aksiomatik gurlusy gérniikli rus matematigi
A.N.Kolmogorow (Kolmogorow Andrey Nikolayewig, 25.04.1903—
20.10.1987) tarapyndan hodiirlenen.

Ahtimallyk asakdaky hisiyetlere eyedir:

1) Eger BC A4 bolsa, onda P(A\B)=P(A)—P(B).

2) Eger BC A bolsa, onda P(B)<P(A).

3) Garsylykly wakalaryn &dhtimallyklarynyn jemi bire dendir,
yagny P(4)+P(4)=1.

4) Miimkin dél wakanyn dhtimallygy nola dendir, yagny P(0)=0.

5) Islendik 4 waka ii¢in 0<P(A4)<1 densizlikler dogrudyr.

Bu hésiyetleri subut edelin.
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< 1) Goy, BCA4 bolsun. Onda 4 =B+ (A\B) dengiiygliilik dog-
rudyr. B we A\B sygysmayan wakalar bolandyklary sebépli, &dhti-
mallygyn tiikenikli additiwlik aksiomasyndan peydalanyp,

P(4)=P(B)+P(A\B) (1)
deiiligi alarys. Bu yerden taparys:
P(4\B)=P(A)—P(B). >

<12) Goy, BC A bolsun. Onda (1) deiilik dodrudyr. Ahtimallygyt
otrisatel déldigini goz oniinde tutup, ol yerden P(B)<P(A) densizligi
alarys. >

<13) Belli bolsy yaly, 4 we A garsylykly wakalar {igin 4 +4=Q
we A4 =@ dengiiycliilikler yerine yetyandir. Ikinji dengiiycliiligi we
dhtimallygyn normirlenenlik aksiomasyny goz oniinde tutup, birinji
dengiiycliilikden alarys:

P(A+A)=P(A)+PA)=P(Q)=1.>

<4) @ we Q sygysmayan wakalar bolandyklary sebapli, @+£2=£)
dengiiyclillikden P(@)+P(Q)=P(Q) defiligi alarys. Bu yerden
P(©)=0.>

<5) @S ACQ bolandygy sebipli, dhtimallygyi 2-nji hisiyetini
g6z ontinde tutup, P(Q)<P(A)<P(Q) ya-da 0<P(A)<1 densizlikleri
alarys. >

(Q, F, P) tigliige dhtimallyk ginigligi diyilyar.

§ 1. 2. Kombinatorikanyn
elementleri

1. Kopeltmek diizgiini. Kombinatorika diskret matematikanyn
boliimleriniii bir1 bolup, ol dhtimallyklar nazaryyetinde, matemati-
ki logikada, sanlar nazaryyetinde, hasaplayys tehnikasynda we ki-
bernetikada ginden ulanylyandygy bilen méhiim dhmiyete eyedir.
Amalyyetde kopleng kébir hereketi amala asyrmagyn miimkin bolan
yagdaylaryny hasaplamagyn usullarynyn sanyny anyklamak bilen
baglanysykly meseleler bilen is salysmaly bolyar. Seyle meselele-

......
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gecirmek bilen ylmyn diirli pudaklarynyn wekilleri is salysmaly
bolyarlar. Mysal iicin, himik molekulalardaky atomlarynn miimkin
bolan baglanysyklarynyn gorniislerini anyklamaly bolanda, bio-
log belok birlesmelerinddki aminokislotalaryit miimkin bolan diirli
gezeklesmeler yzygiderliklerini hasaplanda, agronom ekin meydan-
larynda ekigin diirli usullaryny dwrenende, dispetcer ulaglaryn ugur-
lar boyun¢a hereketlerininn grafigini diizende, midirin okuw isleri
boyunga orunbasary sapaklaryn tertibini diizende we sunia menzes
yagdaylarda kombinatoriki hasaplamalary gecirmeli bolyarlar.

Eger A hereketi n usul bilen amala asyryp bolyan bolsa we bu
usullaryn her biri ticin B hereketi m usul bilen amala asyryp bolyan
bolsa, onda gorkezilen tertipde 4 we B hereketleri nxm usul bilen
amala agyrmak bolar. Kombinatorikanyn bu esasy diizgiinine kopelt-
we awtomobilde baryp bolyan bolsa, B siherden C sidhere otluda we
awtomobilde baryp bolyan bolsa,onda 4 sdherden C sdhere 3 x2=6
usul bilen barmak bolar (2-nji surat).

Ugar
A sdher i - B siher C saher
Awtomobil Awtomobil

2-nji surat

Indi kopeltmek dilizglininin umumylagdyrmasyny getirelifi.
Eger birinji hereketi n, usul bilen, ikinji hereketi n, usul bilen we
s.m. k-njy hereketi n_usul bilen amala agyryp bolyan bolsa, onda
bu hereketlerifi hemmesini bilelikde 7, x n, x ... xn,_usul bilen amala
asyrmak bolar.

2. Calsyrmalar.

Kesgitleme. 1-den n-e ¢enli natural sanlaryn kopeltmek hasyly-
na n-faktorial diyilyér we n! bilen belgilenyar.

Mysal iigin, 5!'=1-2-3-4-5=120. Kesgitlemeden peydalanyp,
bu sany 5!=4!-5=31-4-5=21-3-4-5=1!-2-3-4-5 denlikler gor-
niiginde hem yazmak bolar. Sol sebipli islendik natural » san {igin

nl=(n-1)!"n
denlik dogrudyr.
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Bellik. 0! =1 diylip kabul edilyér.

Goy, a,, a,, ..., a elementler berlen bolsun. Bu elementlerin
mentlerifi islendik ikisinden, mysal ligin, a, we a, elementlerden a,,
a, we a,, a, gorniisli 2!=1-2=2 sany ¢alsyrma diizmek bolar. Suia
mefizeslikde, berlen elementlerin islendik tiglisinden, mysal iigin, @ ,
a, we a, elementlerden @, a,, a;; a,, a,a,; a,a,a; a,a,a;
a, a, a,; a, a, a, gomigli 3!=1-2-3=6 sany calsyrma diiz-
mek bolar. Bu pikir yoretméani dowam edip, n elementden n! sany
calsyrma diizmek boljakdygyna goz yetirmek bolar. Hakykatdan hem,
n elementden diizmek miimkin bolan ¢alsyrmalaryil sanyny P bilen
belgildlin. P =n! defligifi dogrudygyny gorkezelin. Calsyrmada bi-
rinji orunda n elementin islendik birini yazmak bolar. Sofira ikinji
orunda (n—1) elementin islendik birini yazmak bolar we s.m. Onda
kopeltmek diizgiini boyunga hemme norny P =n-(n—1)-...-2- 1=n!
usul bilen doldurmak bolar.

3. Utgasdyrmalar.

Kesgitleme. n elementli kopliigin & elementli erkin bolek kop-

utgasdyrmalaryn sany

Cr= k!-(:!—k)! @)

ululyga dendir.

< Berlen A4 kopliigin hemme bolek kopliiklerinin kopliigini
M(A) bilen, k elementli hemme bolek kopliiklerinin kopliigini bol-
sa M (A) bilen belgildlin. M (4) kopliigin elementlerinii sanyny
N(M,(A)=C ',; bilen belgildlin. 4 kopliigin & elementli bolek kop-
ligini almak {ii¢in (k—1) elementli bolek kdpliige bu bolek kopliige
girmeyédn n—k+ 1 elementlerin birini girizmeli. (k— 1) elementli bélek
kopliiklerin sanynyn C f‘l ululyga den bolandygy we olaryn her biri-

ni n—k+ 1 usul bilen k£ elementli bolek kopliige dolduryp bolyandygy
sebipli, k£ elementli bolek kopliiklerin sany
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ck—n—k+1 k-1
n k n
ululyga den bolar. Bu deiiligi iterirldp alarys:

k_n—k+1 ~k—1_
C, = i C,

_(n—k+1)-(n—k+2)'ck_2_ _(n—k+1)~...-(n—1).cl_
- k-(k—1) T T (k= 1)-..2 n=
_(n—k+1)(n—-k+2)...(n—1)n _ n! -
= k(k—1)-.-2-1 Tk (n—k)

Mysal ii¢in, 10 elementden 3 element boyunga utgasdyrmalaryn
sany
3 _ 10! _7!'-8-9-10 _
C1°_3!-(1O—3)! B 67! = 120

bolar.
Teorema. Ct = C* | + C%~ | deiilik dogrudyr.
<1 (2) formulany 6zgerdip alarys:

ok — n! _(n-D)'n—(n-Dlk+(n-1)k _
T s Y K- (n— k)] =
_(n—=-DWn—-k)+(n—-1)%  (n—1)!
= K(n—k)! S Rn—k—1) "
+ (n— 1)! = C§71+CS:}.>

(k—D!(n—1—=(k—=1))!
Teorema. n elementli kopliigit hemme bdlek kopliiklerinini sany
2"-¢ dendir.
< Berlen n elementli kopliigin elementlerini nomerldlin we
her bir bolek kopliik iicin nollardan we birliklerden ybarat bolan n
uzynlykly yzygiderligi seyle diizeliii: eger £ nomerli element bolek
kopliige giryan bolsa,onda k-njy orunda 1 yazalyn,eger girmeyén bol-
sa 0 yazalyn. Seylelikde, her bir bolek kdpliige nollardan we birlikler-
den ybarat bolan 6z yzygiderligi degislidir. Mysal ii¢in,bos kopliige
dinie nollardan ybarat bolan n uzynlykly yzygiderlik degislidir. Onda
hemme seyle yzygiderlikleriii sany kdpeltmek diizgiini boyunca
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2:2-..-2=2"
————

bolar. Diymek, 7 elementli kdpliigin hemme bolek kopliiklerinin sany
2"-¢ dendir.

Netije. n elementli kopliigini k£ elementli hemme bolek kopliikle-
rinifi sanynyii C* ululyga deiidigi sebipli, C? + C} + ... + C" jem
berlen kopliigin hemme bolek kopliiklerinini sanyna dendir. Diymek,

CO+Cl 4. +Cr=2"
deiilik dogrudyr. Bu detilige

(a+b)y =Y Cra" b
k=0
Nyutonyn (Nyuton Isaak, 04.01.1643-31.03.1727, inlis matematigi,
fizigi, mehanigi, astronomy) binomynyii a =b =1 bolan hususy haly
hokmiinde hem garamak bolar.

Teorema. Goy, n elementli kibir 4 kopligi &, elementli B, k,
clementli B, we s.m. k_elementli B kopliiklerifi jemi gorniisinde
anladyp bolyar diyelifi, sunlukda k +k,+...+k =n bolsun. Onda
seyle anlatma usullarynyii sany

kiky ok _ n!
C k! kyk,!
ululyga dendir. Bu sanlara polinomial koeffisiyentler diyilyar.
< n elementli 4 kopliigifi £, elementli B, bolek kopliigini alalyn.

Ony CY usul bilen amala agyrmak bolar. Sofira galan n—k, elementli
kopliikden k, elementli B, bolek kopliigi alalyfi. Ony ch , usul bilen
amala agyrmak bolar we s.m. Onda diirli B, B, ..., B, bolek kopliikle-

ri almaklygyf usullarynyii CX*2-*» umumy sany kopeltmek diizgiini

boyunga

kkyky _ ok ky vk _ n!

Chifa-tm = Ch Cn2—k1 C”_kl_“'_k’”‘l_—k1!~(n—kl)! X
y (n—k)! (k= =k, )! _ n!
ky!-(n—k —k)! 7 k,\-(n—k —..—k,)!  k!k! .k,
bolar. >
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4. Yerlesdirmeler.

Kesgitleme. Her bir elementine 1-den n-e ¢enli kébir san (ele-
mentin nomeri) degisli edilen n elementli kopliige tertiplesdirilen
diyilyar.

Kesgitleme. n elementli kopliigin tertiplesdirilen £ elementli
bolek kopliigine n elementden k£ element boyunga yerlesdirme diyil-
yar.

Seyle yerlesdirmelerini sany

k n!
An - (l’l _ k)' (3)
ululyga dendir.

< n elementli 4 kopliigin & elementli bolek kopliiklerinin sany

C* ululyga deiidir. Her bir bolek képliigi 4! usul bilen tertiplesdirmek

bolar. Diymek, berlen n elementli kopliigin tertiplesdirilen hemme &
elementli bolek kopliiklerinii sany

k: l. k: l. n! — n!
A=k G =k =T = (=)

bolar. >
Mysal ti¢in, 10 elementden 3 element boyunga yerlesdirmelerin
sany
A3 10! _ 71-8-9-10 _ 49

“@o-3r- 7

bolar.
Bellik. Utgasdyrmalarda elementlerinl yerlesis tertibinini &hmiye-
ti yokdur, yerlesdirmelerde bolsa ahmiyeti bardyr.

§ 1. 3. Ahtimallygyn klassyky,
statistiki we geometrik
kesgitlemeleri

1. Ahtimallygyii klassyky kesgitlemesi. Hususy halda, Q
elementar wakalar ginisligi diskret bolanda we w elementar wa-
kalar denédhtimallykly bolanlarynda islendik 4 wakanyn &hti-

mallygy
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P(A) =1 4)
n

gatnasyk bilen hasaplanyar, bu yerde n-synag gegirilende yiize ¢ykyp
biljek &hli elementar wakalaryn sany, m bolsa A wakanyn yiize ¢cykma-
gyna getiryén elementar wakalaryn sany. (4) gatnagyga dhtimallygyn
klassyky kesgitlemesi diyilyir. Ahtimallygyni klassyky kesgitlemesi-
ni ulanmak ti¢in

1) synag gecirilende dhli yiize ¢ykyp biljek elementar wakalaryn
sany tiikenikli bolmaly;

2) wakalar elementar wakalara boleklenyian bolmaly;

3) elementar wakalar dendhtimallykly bolmaly.

Emma amalyyetde seyle yagdaylar seyrek dus gelyar. Sol sebépli
ahtimallygyn beyleki kesgitlemelerine hem garayarlar.

2. Ahtimallygyii statistiki kesgitlemesi. Goy, N synag gegiril-
yan bolsun we bu synaglaryn N(4) sanysynda A4 waka yiize ¢ykyan
bolsun.

W(A) == (5)

------

lyk hem dhtimallygyn statistiki kesgitlemesi hokmiinde kabul edilyar.

3. Ahtimallygyii geometrik kesgitlemesi. Ginislikdiki G ob-
lastyn 6lgegini (uzynlygyny, meydanyny, gowriimini) mesG bilen we
bu oblastda saklanyan g oblastyn dlgegini mesg bilen belgildlin. G
oblasta sowuna oklanan nokadyn g oblasta diismegini 4 waka diyip
belgildlin. Nokadyn g oblasta diismeginiii dhtimallygy bu oblastyn
Olcegine proporsional we onuil G oblastda yerlesisine bagly dil diyip
hasap edelin. Onda 4 wakanyn dhtimallygy

mes
P(4) = mesé

(6)
gatnagyk bilen kesgitlenyér.Bu formula dhtimallygyn geometrik kes-
gitlemesi diyilyar.

1-nji mesele. Gapda her birinde G, A, A, R, $,S, Y, Y, Z, L,
K harplaryn biri yazylan 11 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan
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sowuna yeke-yekeden cykarylyp, cepden saga yzygider goyulyar.
«GARASSYZLYK» soziinin yazylmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
< Goy, 4 waka «GARASSYZLYK» soOziinin yazylmagy bol-
sun. Tagtajyklaryn hemmesi gapdan sowuna yeke-yekeden ¢ykarylyp,
cepden saga yzygider goyulsa, bolup biljek &hli elementar wakalaryn
sany bu 11 harpdan diizmek miimkin bolan ¢alsyrmalaryn sanyna
dendir, yagny, n=11!. «<GARASSYZLYK» soziinde iki sany A4 harpy
we iki sany Y harpy bolanlygy sebépli 4 wakanyn yiize ¢ykmagyna
getiryan dhli elementar wakalaryn sany m=2!-2! bolar. Seylelikde,
«GARASSYZLYK» soziinin yazylmagynyn dhtimallygy

=

bolar. >

2-nji mesele. Tekjede diirli 20 kitap bar. Olarynn onusynyn her
birinii bahasy 60 manat, dordiisiniii her birininn bahasy 50 manat,
altysynyni her birinin bahasy 40 manat. Sowuna alnan iki kitabyn
bahasynyn 100 manat bolmagynyn &htimallygyny tapmaly.

<1 Goy, A-sowuna alnan iki kitabyn bahasynyn 100 manat bolma-
gy bolsun. 20 kitapdan 2 kitaby

20! 19-20

20-180 2 190
usul boyunca saylap almak bolar. Ikisinifi bahasy 100 manat bolan 2
kitaby

m=Cly Co+ Ch = 10gr 057 + 73y = 60 +6 = 66
usul boyunga saylap almak bolar. Onda

m _ 66 33

3-nji mesele. Eger 200 6nlimden ybarat toplumda zaya oniim-
leriii otnositel yygylygy 0,33 bolsa, bu toplumdaky zaya oniimlerin
sanyny tapmaly.

< Goy, 4-zaya Oniimler bolsun. N=200, W(4)=0,33 bolandygy
sebépli, zaya 6nlimlerii sany N(4)=N - W(A4)=200- 0,33 =66 bolar. >

4-nji mesele. R radiusly tegeleginl i¢inden a taraply kwadrat
cyzylan. Tegelege sowuna oklanan nokadyn kwadrata diigmeginin
dhtimallygyny tapmaly.

_ 2 _
n=C_Cy =
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< Goy, A waka tegelege sowuna oklanan nokadyn kwadrata
diismegi bolsun. Kwadratyfh meydany S, =a*=2R? tegelegiii mey-
dany Smg =7R?. Onda dhtimallygyn geometrik kesgitlemesinden pey-
dalanyp, gozlenyén dhtimallygy taparys:

_ S _ 2R* _ 2
P(A) = S = 7?.|>

§ 1. 4. Ahtimallyklary gosmak
we kopeltmek teoremalary.

Iii bolmanda bir wakanyi yiize
cykmagynyn dhtimallygy

1. Ahtimallyklary gosmak teoremasy.
Teorema. Sygysyan A we B wakalar i¢in
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) (7)
Q 4 B denlik dogrudyr.
< A4 we B wakalaryil jemini sygys-
mayan 4B, AB, AB wakalaryn jemi gornii-
sinde anladalyn (3-nji surat):
A+B=AB+AB+A4B.

3-nji surat Bu denigiiycliiligi g6z dhiinde tutup,

P(A+B)=P(AB +AB +AB)=P(AB)+ P(AB)+ P(AB) (8)
defiligi yazyp bileris. 4 =A4B +AB bolandygy sebiipli, P(4)=P(AB)+
+ P(AB) denlik dogrudyr. Bu yerden taparys:

P(AB)=P(A4)—P(4B). 9)
Edil suiia menzeslikde B=AB + 4B dengiiycliiligi yazyp bileris.
Onda P(B)=P(AB)+ P(4B) deiilik dogrudyr. Bu yerden
P(AB)=P(B)—P(AB) (10)
denligi alarys. (9) we (10) anlatmalary (8) denlikde ornuna goyup, (7)
formulanyn dogrudygyna goz yetirmek bolar. >
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(7) formula dhtimallyklary gosmak teoremasy diyilyar. Hususy
halda, sygysmayan 4 we B wakalar iicin P(4B)=0 bolandygy sebapli,
seyle wakalar ticin dhtimallyklary gosmak teoremasy

P(4+B)=P(4)+P(B) (11)

gorniise geler.

Sygysyan 4, 4, ..., A wakalar ligin ahtimallyklary gosmak teo-
remasynyil umumylasdyrmasy

P(A+A+..+A)= D P(A)— D P(AA)+
i=1 i<j
+ ZP(AiAjAk) o (=1)TP(AA, LA, (12)
i<j<k

gorniigsdedir. Bu formulany (7) formuladan we matematiki induksiya
usulyndan peydalanyp, subut etmek bolar. Hususy halda, sygysma-
yanA4, A,, ..., A wakalar ligin dhtimallyklary gogsmak teoremasy

P(A,+A,+...+A)=P(4)+P(A)+...+P(4 ) (13)

gorniise geler.
2. Sertli dhtimallyk. Ahtimallyklary képeltmek teoremasy.
Goy, P(4)>0 bolsun.
_ P(AB)
gatnasyga B wakanyn 4 waka ylize ¢ykan sertdiki sertli dhtimallygy

------

(14)

P(AB)=P(A)- P(B/A)
deiiligi alarys. P(B)>0 bolan sertde suiia menzeslikde yazyp bileris:
P(BA)=P(B) - P(A/B).
AB=BA bolandygy sebépli,
P(AB)=P(A)- P(B/A)=P(B) - P(A/B) (15)

formulany alarys. (15) formula &htimallyklary kdpeltmek teoremasy

rrrrrr

Bagly 4, 4,, ..., A wakalar ti¢in dhtimallyklary kopeltmek teo-
remasynyi umumylasdyrmasy
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P(AA,..A)=P(A) P(AJA) ... PAJAA..A )  (16)

gorniisdedir. Bu formulany (15) formuladan we matematiki induksiya
usulyndan peydalanyp, subut etmek bolar.
Eger A wakanyn B waka yiize ¢ykan sertdéki sertli ahtimallygy 4
wakanyn sertsiz dhtimallygyna deii bolsa, yagny
P(4/B)=P(A) (17)

......

A wakanyn B waka bagly ddldiginden B wakanyn hem 4 waka bagly
daldigi gelip ¢ykyar.

< Hakykatdan hem, goy, 4 waka B waka bagly dél bolsun. Onda
(17) denilik dogrudyr. Bu deiiligi goz oniinde tutup, (15) deiilikden
taparys:

_ P(B)-P(A/B) _ P(B) P(A)
POB/A) = =5y = pa)

Bagly didl 4 we B wakalar ticin dhtimallyklary kopeltmek teore-

masy

= P(B).>

P(4B)=P(4) - P(B) (18)

gorntise geler. (18) deilik iki wakanyn jiibiitleyin bagly dalliginiii
kesgitlemesi hokmiinde kabul edilyar. Ondan basga-da,wakalaryn
toplumlayyn bagly dillik diisiinjesi hem bardyr.
Kesgitleme. Eger 4, 4,, ..., A wakalaryn islendik kombinasi-
yasy bilen beylekilerinini islendik kombinasiyasy bagly dil bolsa,
Mysal tigin, 4, 4,, A, wakalaryn toplumlayyn bagly dél bolmak-
lygytgind, wed,, A wed, A ,wed, A wedA, A, wedA,
A, we A A,, wakalaryn bagly dil bolmagy zerurdyr. Toplumlayyn
bagly ddl 4, 4,, ..., A wakalar tligin dhtimallyklary kopeltmek teore-
masynyn umumylasdyrmasy
P(AA,..A)=P() P4, ...-P(4) (19)

gorniisdedir.

Bellik. 4, 4,, ..., A, wakalaryn toplumlayyn bagly déldiklerin-
den olaryn jlibiit-jiibiitden bagly déldikleri we 4,, 4,, ..., A, wakalaryni
hem toplumlayyn bagly dildigi gelip ¢ykyandyr.
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3. In bolmanda bir wakanyn yiize c¢ykmagynyn dhtimallygy.
Kébir synag gecirilende bagly ddl » wakanyn it bolmanda
birinin yiize ¢gykmagynyn dhtimallygyny tapmak meselesine garalyn.
Bagly dil A, A4, .. A, wakalaryn it bolmanda birinini yilize ¢ykma-
gyny A waka diyip belgildlin. 4 , 4., ..., A wakalaryf hig birinifi ylize
¢ykmazlygy AA,.A, kopeltmek hasyly gorniisinde yazylyar. 4 we
AA,...A wakalaryn garsylyklydyklaryny goz o6riiinde tutup,
P(A)=1-P(4,4,..4)

deiiligi yazyp bileris. Bellikden we toplumlayyn bagly dil wakalar
iicin dhtimallyklary kopeltmek teoremasyndan peydalanyp,

P(4)=1-P(4,) P(4,)" ... P(4))
deiiligi alarys. ql.:P(Zi), i=1, n belgilemeleri girizip,bu defiligi
P(A)=1-q,"q, ..."q, (20)
gorniisde yazmak bolar. (20) detilik synag gegirilende bagly dil 4, 4,,
..., A, wakalaryfi ifi bolmanda birinifi ylize ¢ykmagynyn dhtimallygy-
ny tapmagyn formulasydyr. Hususy halda, eger 4, 4,, ..., A wakalar
sol bir p dhtimallyk bilen yiize ¢ykyan bolsalar, onda (20) formula

PA)=1-q" 1)

gorniise geler.

1-nji mesele. Kirhananyn ondiiryan 6ntimlerinin 98% -i standart
ontimler. Sunlukda standart 6niimlerin 85%-i yokary hilli. Bu kérha-
nada ondiirilen sowuna alnan 6niimin yokary hilli bolmagynyn dhti-
mallygyny tapmaly.

< Goy, A waka sowuna alnan oniimin standart bolmagy bolsun,
B waka bolsa sowuna alnan standart oniimin yokary hilli bolmagy
bolsun. Kopeltmek teoremasyndan peydalanyp, gozlenydn dhtimal-

lygy taparys:

P(AB) = P(A)-P(B/A) = %% —0.833. 1>

2-nji mesele. Atyjynyn bir gezek atanda nysanany urmagynyn
dhtimallygy 0,8-e den. Atyjy li¢ gezek nysana atyar. Nysananyn li¢
gezek urulmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
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<1 Goy, A waka atyjynyn birinji gezekde, B waka ikinji gezekde,
C waka lg¢iinji gezekde nysanany urmagy bolsun. 4, B, C wakalar
bagly dildir. Onda bagly dil wakalar ti¢in kdpeltmek teoremasyndan
peydalanyp, gézlenyén dhtimallygy taparys:
P(ABC)=P(A4)-P(B)-P(C)=0,8-0,8-0,8=0,512. >

3-nji mesele. Sistemanyn ndsaz igleyindigi barada habar bermek
icin biri-birine bagly bolman isleyédn iki duyduryjy goylan. Siste-
manyi ndsaz isleydndigini birinji duyduryjynyn habar bermeginin
dhtimallygy 0,99-a den. Ikinji duyduryjy ti¢in bu &htimallyk 0,98-¢
denl. Sistemanyn nisaz isleyandigini difie bir duyduryjynyn habar
bermeginiil dhtimallygyny tapmaly.

< Wakalary girizelin:

A, — birinji duyduryjyny habar bermegi,

A, — ikinji duyduryjynym habar bermegi,

B, — difte birinji duyduryjynyfi habar bermegi,

B, — difie ikinji duyduryjynyfi habar bermegi.

Sygysmayan wakalar {igin gogsmak teoremasyndan we bagly dél
wakalar ligin kopeltmek teoremasyndan peydalanyp, gozlenyén &dhti-
mallygy taparys:

P(B,+B))=P(B)+P(B,)=P(A,A)+P(A4A4,)=

=P(A4,)- P(A)+P(4,)- P(4,)=0,99 -0,02+0,01 - 0,98 =0,0296. >

§ 1. 5. Doly dhtimallygyn we Bayesin
formulalary

1. Doly dhtimallygyfi formulasy. Eger H , H, ..., H wakalaryii
toplumy ii¢in H,+H,+...+H = dengiiycliilik yerine yetyin bolsa,

Teorema. Goy, 4 waka doly topary emele getiryin sygysmayan
H,H, .., H wakalaryfi biri we difie biri bilen bilelikde yiize ¢ykyp
bilydn bolsun. Onda doly dhtimallygyn formulasy diylip atlandyryl-
yan
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P(A) = éP(Hk) P(A/H,) 22)

formula dogrudyr.
< Sygysmayan wakalaryn doly topary emele getiryandikleri se-
bapli
A=AQ=AH +H,+..+H) =AH +AH,+..+AH

dengiiyglilikler dogrudyr. AH , AH,, ..., AH wakalar hem sygys-
mayan wakalardyr. Onda ilki sygysmayan wakalar ticin &htimallyk-
lary gogmak teoremasynyn umumylasdyrmasyny, sofira bagly waka-
lar iicin dhtimallyklary kopeltmek teoremasyny ulanyp alarys:

P(A) = P(AH, + ... + AH,) = P(AH,) + ... + P(AH,) =
= P(H,)-P(A/H,)+ ..+ P(H,)- P(A/H,) = 3 P(H)P(A/H,). >

......

Doly &dhtimallygynn formulasy ulanylanda caklamalarynl synaga
cenli (apriori) dhtimallyklary hasaplanyar.

Teorema. Doly dhtimallyk baradaky teoremanyn sertlerinde

Bayesiii (Tomas Bayes, 1702-07.04.1761, inlis matematigi)

P(H,) P(A/H,)
S P(H,)- P(A/H,)

k=1

P(H;/A) = , i=l,n (23)

formulasy dogrudyr.
<1 Bagly wakalar {igin dhtimallyklary kopeltmek teoremasyndan
peydalanyp,
P(AH)=P(A)- P(H/A)=P(H)) - P(A/H)
denligi yazmak bolar. Bu yerden taparys:
P(H,)-P(A/H,;)

P<Hi/A) = P(A)

(22) formulany goz 6niinde tutup, bu formulany

275



P(H,) P(A/H;)

SLP(Hy)P(A/H)

P(H;/A) =

, i=1,n

gorniisde yazmak bolar. >

Bayesin formulasy boyuncga c¢aklamalaryn synagdan sonky
(aposteriori) dhtimallyklary hasaplanyar.

1-nji mesele. Toplumda birinji zawodyn 28 6niimi, ikinji zawodyn
22 Oniimi bar. Birinji zawodyn onlimininl yokary hilli bolmagyny1 éh-
timallygy 0,95-e de, ikinji zawodyn 6nilimi ii¢in bu &htimallyk 0,9-a
denl. Bu toplumdan sowuna alnan 6niimin yokary hilli bolmagynyi
dhtimallygyny tapmaly.

< Goy, A waka toplumdan sowuna alnan 6niimini yokary hilli
bolmagy bolsun. Caklamalary girizelin:

H| — sowuna alnan 6niimifi birinji zawoda degisli bolmagy;

H, — sowuna alnan 6niimifi ikinji zawoda degisli bolmagy;

Bu ¢aklamalaryn dhtimallyklaryny tapalyn:

P(H) = 25-= 0,56, P(H,)= 2o = 0,44

Meselédnin serti boyunca
P(4/H)=0,95, P(A/H,)=0.9.
Doly &dhtimallygyn formulasyndan peydalanyp, gozlenyén &hti-
mallygy taparys:
P(A)=P(H))- P(A/H )+ P(H,) - P(A/H,)=
=0,56-0,95+0,44-0,9=0,928. >
2-nji mesele. Sol bir agramda ¢ykys edyin stangagylaryn yedisi
sport ussady, {i¢iisi bolsa at gazanan sport ussady. At gazanan sport
ussadynyn bellenen agramdaky stangany goétermeginiii dhtimallygy
0,8-e den, sport ussady ii¢in bolsa bu dhtimallyk 0,6-a den. Sowuna
cagyrylan tiirgen bellenen agramdaky stangany gdéterdi. Onunl sport
ussady bolmagy has dhtimalmy ya-da at gazanan sport ussady?
< Goy, A waka sowuna c¢agyrylan tiirgenin bellenen agramdaky
stangany gotermegi bolsun. Caklamalary girizelin: B, — sowuna ¢a-
gyrylan tiirgenifi sport ussady bolmagy, B, — sowuna ¢agyrylan
tiirgenin at gazanan sport ussady bolmagy. Doly dhtimallygyn formu-
lasyndan peydalanyp taparys:
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P(A)=P(H)) - P(A/H )+ P(H,) - P(4/H,)=0,7-0,6+0,3 - 0,8=0,66.
Bayesin formulasyndan peydalanyp, gozlenyén &htimallyklary

taparys:
P(H,)-P(A/H,)) _0,7-0,6

P(H, /A) = BA) =066 ~ 0,64:
P(H,)-P(A/H,) _ 0,3-0,8
P(H,/A) = BA) = e ~ 0,36.

Gorniisi yaly, bellenen agramdaky stangany goéterenin sport us-
sady bolmagy has dhtimaldyr. Bu yagdayy sport ussatlarynyn sanynyn
at gazanan sport ussatlarynyn sanyndan kopdiigi bilen diisiindirmek
bolar. >

§ 1. 6. Bagly dal synaglar
yzygiderligi

1. Ahtimallyklaryii paylanysynyi binomial kanuny.

Ahtimallyklar nazaryyetiniii amalyyetde ulanylysynda kdpleng
sol bir synagyn birndge gezek gaytalanmagy bilen baglanysykly me-
seleler dus gelyidr. Sunlukda, bu synaglar tapgyrynda kébir wakanyn
yiize ¢ykmalarynyn sanyny anyklamak gerek bolyar. Goy, n synag
gecirilydn bolsun. Eger bu synaglaryn her birinde ol ya-da beyleki
netjjdnin yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy beyleki synaglaryn netije-
bagly dél n synagyn her birinde 4 waka sol bir hemiselik p (0<p<1)
dhtimallyk bilen yiize ¢ykyan bolsun, g=1—p dhtimallyk bilen bolsa
yiize ¢ykmayan bolsun. 4 wakanyn bu synaglarda k (0<k<n) gezek
yiize cykmagynyn dhtimallygy bagly dil wakalar ticin dhtimallyklary
kopeltmek teoremasy boyunca p‘q"* bolar. Bagly didl n synagda A

wakanyh k gezek yiize ¢gykmalarynyii sany C~ ululyga defidir. Diy-
mek, bagly dil n synagda 4 wakanyfi k gezek ylize ¢gykmagynyn P (k)
dhtimallygy

n— ! n—
Pk = Copt g = g o P (24)
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formula boyunca hasaplanar.Garalan bagly dél synaglar yzygiderli-
gine Bernulliniii (Yakob Bernulli, 27.12.1654—16.08.1705, sweysar
matematigi) shemasy, (24) formula bolsa Bernulliniii formulasy diyil-
yar. P (k) @htimallyklar (p +q)" binomyh dagydylmasyndaky agza-
lar bolandyklary sebépli, dhtimallyklaryn (24) formula bilen berlen

2. Polinomial shema. Goy, bagly dil n synag gecirilyén bolsun
we bu synaglarda doly topary emele getiryédn sygysmayan 4,, 4, ..., 4,
wakalaryn difie biri yiize ¢ykyan bolsun. Bu synaglarda 4, waka
hemiselik p, dhtimallyk bilen k, gezek, 4, waka hemiselik p, dhtimal-
lyk bilen k, gezek we s.m. A waka hemiselik p édhtimallyk bilen k
gezek yiize gykyan bolsun, sunlukda &, +k,+...+k =n. Bu wakanyn
dhtimallygyny P (k,, k,, ..., k ) bilen belgildlifi. Onda Bernullinifi she-
masyndaky pikir yoretmeleri ulanyp,

|

formulany alarys. Garalan synaglar yzygiderligine polinomial shema,
bolanda polinomial formuladan Bernullinint formulasy alynyar.

3. Muawr-Laplasyn lokal we integral predel teoremalary.
Bernulliniii shemasynda kébir predel teoremalary getirelin. Bagly dél
synaglaryn sany uly bolmadyk yagdayynda haysy hem bolsa bir 4
wakanyfi k gezek ylize ¢gykmagynyfi P (k) dhtimallygyny Bernullinin
formulasy boyunca hasaplamak amatlydyr. Emma synaglaryn sany
artdygyca bu dhtimallygy tapmak {i¢in kp we kyn hasaplamalary
gecirmeli bolyar. Sol sebépli, synaglaryn sany tiikeniksiz artanda
P (k) dhtimallygy hasaplamak ii¢in gerek bolan asimptotik formulany
tapmaklyk zerurlygy yiize ¢ykyar. 4 wakanyn bagly dél n synagyn
her birinde ylize ¢ykmagynyn p dhtimallygy 0,5-e dent bolan hususy
hal {i¢in seyle formulany 1730-njy yylda inlis matematigi Abraham
de Muawr (26.05.1667-27.11.1754) hodiirleyar. Muawryn bu for-
mulasyny 1783-nji yylda fransuz matematigi Pyer Simon Laplas
(23.03.1749-05.03.1827) (0;1) interwala degisli islendik p dhtimallyk
ticin umumylasdyryar.
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Muawr-Laplasyii lokal predel teoremasy. Bagly dél n synagyn
her birinde sol bir hemiselik p (0 <p<1) dhtimallyk bilen yiize ¢gykyan
A wakanyn bu synaglarda k gezek yilize ¢ykmagynyn P (k) dhtimal-

2

1 1 X o —np
lygy takmynan : e~ 2 funksiyanyn x = ——— nokat-
Vnpg 2z Vnpq
daky bahasyna dendir, yagny
x2
P(k)~—— Lo, (26)

Jnpg V2m

_x_
2

bu yerde g=1-p. ¢(x) = /37 -~ 2 jlbiit funksiyadyr we onuil ba-
halary tabulirlenendir (1-nji gosundy).

Muawr-Laplasyni integral predel teoremasy. Bagly dil »
synagyn her birinde sol bir hemiselik p (0<p<1) dhtimallyk bilen
yize ¢ykyan 4 wakanyfi bu synaglarda k -den az bolmadyk gezek,
k,-den bolsa kop bolmadyk gezek yiize ¢ykmagynyfi P (k; k,) dhti-
mallygy takmynan

e zdy

e f

kesgitli integrala dendir. Amalyyetde meseleleri ¢ozmekde amatly
bolar yaly bu teorema

P (k; k)= ®(x,)—D(x)), (27)

gorniisde yazylyar, bu yerde

X = , X, = , q=1-p,

' Unpg P Jnpg

X 2
1 _ . ., o
O(x)=——"| e 2dy — Laplasyn funksiyasy. Bu funksiya tik-
(x) ﬁm-! y plasy yasy y

dir we onun bahalary tabulirlenendir (2-nji gosundy). x argumentin
5-den kigi bolmadyk bahalary ligin ®(x) funksiyanyn bahasy 0,5-e
den diylip kabul edilyér.
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4. Ahtimallyklaryi paylanysynyii Puasson kanuny.

A wakanyn bagly dél n synagyi her birinde yiize ¢cykmagynyn p
dhtimallygy nola ya-da bire golay boldugy¢a Muawr-Laplasyn (26) lo-
kal formulasyny ulanyp, P (k) dhtimallygy hasaplamak kynlagyar. Sol
sebipli, synaglaryn sany artdygyca tiikkeniksiz kemelyén p dhtimallyk
bilen yiize ¢ykyan 4 wakanyn P (k) ahtimallygyny hasaplamak tgin
asimptotik formulany tapmak zerurlygy yiize ¢ykyar. Bu meseldnin
¢Ozgiidi hokmiinde fransuz matematigi Puassonyn (Puasson Simeon
Deni, 21.06.1781-25.04.1840) shemasyny we teoremasyny getirelin.

Elementar wakalaryn tapgyrlarynyn

Wll’
W21’W22’
W oW W s

yzygiderligine garalyn. Sunlukda, her bir tapgyryin wakalary oza-
ra bagly dil we tapgyryfh nomerine bagly p éhtimallyk bilen yiize
¢ykyan bolsun. n-nji tapgyrda yiize ¢ykyan wakalaryl sanyny z bi-
len belgilélin. Bagly dél synaglaryn seyle yzygiderligine Puassony
shemasy diyilyar.

Puassonyii teoremasy. Eger n— oo bolanda p. — 0 bolsa, onda

n— oo bolanda
) AR
lim P(/,en:k)—k—;"e =0 (28)

denlik dogrudyr, bu yerde A =n-p .
< Bernullinin (24) formulasyny 6zgerdip alarys:

P(u,=k)y=P,(k)=Cypy gy " = k,(n”4lk),<ﬂ—>k<1 _ ﬁy_k -

_n(n- 1)~(n—i)!-...-(n—k+ 1) ,(Ann)k(l_ﬂnn)n_k:
R R e RS N
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Islendik £>0 san iicin 4 =A(¢) san bar bolup, ol yeterlik uly

saylanyp alnanda A >4 bolan n nomerler we fiksirlenen £ san iigin
k

densizlik dogrudyr. A >4 bolan 1 nomerler iigin

P, = k) = o (1- %>_k( ~ 1y

n
_2y (k=1 ﬂk,( _Q)”‘k
X(L= ) (1= A= 2 (1=
deiisizligi yazmak bolar. 1—x<e™, x €[0;1], deinisizlikden peydala-

nyp, n=>2k nomerler {i¢in
G R

Py =k)y="3-¢ S—!~e_7"<§ (30)
densizligi alarys. (30) we
A - ﬂ" e
HECTSHme sy
densizliklerden
k
P(u, = k)—ﬂeﬁn<§+§:e (31)

densizligi alarys. A <A bolan n nomerlere garap,
1 k—1
n l——=) .. (-
nm(l—ﬂ")—eﬂn]:o we lim( ) n )=1
n—od n n—oo /'1 k
(1-5)
n
detilikleri alarys. Onda n>n () nomerler tigin
Ak
P(u, = k)_F e

densizlik dogrudyr. Diymek, (31) we (32) densizliklere gord (28)
denlik dogrudyr. >
Amaly maksatlar ti¢in (28) denligi

k
P(k) =45 (33)

<e (32)
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gorniisde yazmak amatlydyr. (33) deiilige Puassonyi formulasy diyil-
yir. Ahtimallyklaryn bu formula bilen berlen paylanysyna Puassonyt
paylanys kanuny diyilyar.

5. Bagly dil synaglarda wakanyi yiize cykmagynyii otnositel
yygylygynyn hemiselik dhtimallykdan gysarmasy.

Bagly dil n synagyn her birinde sol bir p (0<p<1) dhtimallyk
bilen yiize ¢ykyan wakanyn ylize ¢gykmagynyi otnositel yygylygynyn
sol wakanyn her synagda yilize ¢ykmagynyn p &htimallygyndan
gysarmasynyn absolyut ululygynyn € >0 sandan uly bolmazlygynyi

dhtimallygy x = ¢ / % bolanda ikeldilen Laplasyn funksiyasyna

takmynan dendir, yagny

(™ —p|<e)~ 2(D< \/;) (34)

< \% — p| = e densizligi 6zgerdip yazaly:

Bu deiisizliklerin ti¢ bolegini hem polozitel / ﬁ sana kopeldip

alaryS'

—s/ np<s/ =—c /- we x"=¢ /-
v npq prq Pq

belgllemelerl girizip we Muawr—Laplasyﬁ integral teoremasyndan
peydalanyp,

vV pq 5
P(—e ”Sm_npfs/”>zl o5 dz =
)4 v npq 14% 27 fn
o
v opq

deniligi alarys. >
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6. Bagly dil synaglarda wakanyn yiize cykmalarynyn in éh-
timal sany. Eger bagly dil n synagyn her birinde sol bir hemiselik p
ahtimallyk bilen yiize ¢ykyan wakanyn bu synaglarda &, gezek yiize
cykmagynyn dhtimallygy synagyii beyleki miimkin bolan netijelerinin
dhtimallyklaryndan kigi bolmasa, onda &, sana bagly dél n synagda
san

np—q<k,<np-+p (35)
densizliklerden kesgitlenyar, sunlukda:

a) eger np—q ululyk drob san bolsa, onda bir il &htimal & san
bar;

b) eger np—q ululyk bitin san bolsa, onda k, we k +1 iki il dhti-
mal san bar;

¢) eger np ululyk bitin san bolsa, onda ift &htimal san k = np bolar.

1-nji mesele. Lotereya biletinin utusly bolmagynyn dhtimallygy
0,7-4 denl. Bds lotereya biletinin tigiisiniil utusly bolmagynyn &htimal-
lygyny tapmaly.

< Meseldnin sertine gord n=5, k=3, p=0,7, ¢g=1-0,7=0,3.
Bernullinin formulasyndan peydalanyp, gozlenyian dhtimallygy ta-
parys:

Pi(3) = C30,7°0,3% = 3!5_’2! 10,343-0,09 = 0,3087. >

2-nji mesele. Atyjynyn bir gezek atanda nysananyi merkezi-
ne degmeginin dhtimallygy 0,2-4 den, nysananyn beyleki yerlerine
degmeginin dhtimallygy bolsa 0,5-e¢ den. Atyjy 10 gezek atanda 4
okun nysananyn merkezine, 4 okuil bolsa nysananyn beyleki yerleri-
ne degmeginin dhtimallygyny tapmaly.

< Meseldnin sertine gord okuil nysanadan sowa ge¢meginii dh-
timallygy 0,3-e den. Onda (25) formuladan peydalanyp, gozlenyin
dhtimallygy taparys:

!
P(4:4:2) = 4!148-2! 0,24-0,5% 0,32~ 0,028. >

3-nji mesele. Atyjynyn bir gezek atanda nysanany urmagynyn
dhtimallygy 0,8-e den. Atyjynyn 100 gezek atanda nysanany 85 gezek
urmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
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<IMeselénin sertine gord n=100, k=85, p=0,8. Ondag=1-0,8=0,2
we

_k—np _ 85-100-0,8 5 _
= = == =1,25.
Jnpg  4/100-0,8-0,2 4
@(x) funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan (1-nji gosundy)
(1,25)=0,1826 bahany alarys. Muawr-Laplasyn lokal predel teore-
masyndan peydalanyp, gozlenyan dhtimallygy taparys:

Py (85) =~ 100'3 oy #(1.25) = %-0,1826 = 0,04565. >

4-nji mesele. Bagly dédl 100 synagyn her birinde 4 wakanyn
yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy 0,75-¢ deii. Bu 100 synagda 4 wa-
kanyn 70-den az bolmadyk we 80-den kop bolmadyk gezek yiize
cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
< n=100, k, =70, k,=80, p=0,75. Onda g==0,25
_k—np _ 70-100-0,75 _ -5 _
' Jmpg  J/100-0,75-0,25  4.33
_ky,—np _ 80-100-0,75 _ 5
*7 Jnpg ~ J/100-0,75-0,25 ~ 4.33
®(x) funksiyanynn bahalarynyi tablisasyndan (2-nji gosundy)
@(1,15)=0,03749 bahany taparys. ®(x) funksiyanyn tidkligini gz
ontinde tutup we Muawr-Laplasyn integral teoremasyndan peyda-
lanyp, gozlenydn dhtimallygy taparys:
P ,(70;:80)=D(1,15)-D(-1,15)=2P(1,15)=2-0,3749=0,7498. >

5-nji mesele. Kirhana bir giinde 1000 6niim dndiiryér. Oniimin
pes hilli bolmagynyn &htimallygy 0,002-4 den. Sowuna alnan 3
ontimin pes hilli bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
< n=1000, k=3, p=0,002. Onda
A=np=1000-0,002=2, ¢?%=0,135.

X

1,15,

X

~ 1,15.

Puassonyni formulasyndan peydalanyp, gozlenydn dhtimallygy
taparys:

3
Plooo(3)x%-e‘2 x%0,135 ~0.18.>
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6-njy mesele. Kibir 6siimligin baldagynyn uzynlygynyn 80-90
sm. bolmagynyn dhtimallygy 0,6-a den. Bu 0stimligin 300 sanysynyn
arasynda baldagynyn uzynlygy 80-90 sm. bolanlarynyn otnositel
vygylygynyn seyle ostimliklerin ylize ¢ykmalarynyn &htimallygyn-
dan gysarmasynyn absolyut ululygy boyunga 0,05-den kdp bolmaz-
lygynyn éhtimallygyny tapmaly.

<1 Meseldnin sertine gord n=300, € =0,05, p=0,6. Onda ¢=0,4.
(34) formuladan we Laplasyn funksiyasynyn bahalarynyn tabli-
sasyndan (2-nji gosundy) peydalanyp taparys:

M 61<0.05)~ 20 )
P(12~ 0,6/ 0,05) 2@(0,05/0’600,4

~20(1,77) = 2-0,4616 = 0,9232. >

7-nji mesele. Tehniki barlag boliimi 10 6niimden ybarat toplumy
barlayar. Oniimii standart bolmagynyn dhtimallygy 0,75-¢ defi. Stan-
dart 6niimlerin inl &htimal sanyny tapmaly.

<1 Meseldnin sertine gord n=10, p=0,75. Onda ¢=0,25. np—g=
=10-0,75-0,25=7,25 drob san bolandygy sebipli bir ifi dhtimal £,
san bardyr. np +¢=10-0,75+0,75=8,25. Onda (35) formula boyun-
¢a 7,25<k,<8,25 detisizligi yazmak bolar. k, bitin san bolandygy se-
bapli sonky densizliklerden &k =8 ifi &htimal sany alarys. >

§ 1. 7. Totin ululyklar we olaryn
paylanyslary

1. Diskret totin ululyk we onuii paylanys kanuny.

Kesgitleme. () elementar wakalar ginisligini R san okuna
owiryan hakyky &(w) san funksiyasyna totén ululyk diyilyar.

Baggaca aydylanda, totan ululyk bu tétdin wakalara baglylykda
ol ya-da beyleki bahalary kabul edyén tiytgeydn ululykdyr. Totén
ululyklaryni diskret,lizniiksiz we singulyar gorniisleri bardyr. Ah-
timallyklar nazaryyetinde diskret we iizniiksiz totdn ululyklar has
gitigleyin dwrenilyér.

Eger totin ululyk tiikkenikli ya-da hasaply koplikkden bahalary

------

285



wagt aralygynda duralga gelyan awtobuslaryn sany, synagda talybyn
bilim derejesine goyulyan bahanyn san ululygy, gozeggilik edilyin
yylda ekinden alynyan hasylyn mukdary, yurdumyza gyslamaga gel-
yén guslaryn sany, hassahanadaky gany sol bir topara degisli bolan
nisaglaryn sany, nysanany urmaga sarp ediljek oklaryn sany we s.m.
diskret totdn ululygyin mysallarydyr.

Totan ululyklary latyn elipbiyinini bag harplary ya-da grek elip-
biyinin harplary bilen, olarynn kabul edyén bahalaryny bolsa latyn
elipbiyinin setir harplary bilen belgilemegi sertleselin. Diskret totidn
ululygyi kabul edyénx , x,,...,x bahalary bilen bu bahalaryn degislip ,
D,» ---» p, dhtimallyklarynyf sanawyna diskret totén ululygyn paylanys
kanuny diyilyar. Paylanys kanunynda dhtimallyklar p, +p,+...+p =1
serti kanagatlandyryandyr. Diskret totén ululygyn paylanys kanunyny
tablisa, grafik we formula arkaly bermek bolar. Tablisa arkaly ol

S X, X, X,

P P, P, p,

gorniisde berilyar.

Diskret totédn ululygyn paylanys kanunyny grafik gorniisde ber-
mek {¢in tekizlikde goniiburcly dekart koordinatalar sistemasyny
gurmaly. Abssissalar okunda diskret totdn ululygyn kabul edyin x ,
X,, ..., X bahalaryny, ordinatalar okunda bolsa bu bahalaryn degisli p ,
D, ---» p, dhtimallyklaryny bellemeli. Sofira (x, p,) i=1, n nokatlary
gurmaly we olary goni ¢cyzygyn kesimleri bilen yzygider birikdirmeli.
Emele gelen dowiik ¢yzyga paylanysyii kopburglugy diyilyar.

Diskret totdan ululygyn paylanys kanunynyn formula arkaly ber-
lisine mysal hokmiinde Bernullinini (24) we Puassonyn (33) formula-
laryny getirmek bolar.

2. Paylanys we dykyzlyk funksiyalary. Diskret totan ululyk ka-
bul edyidn bahalary we olaryn degisli dhtimallyklary bilen berilyar.
Emma {izniiksiz t6tdn ululyklar iicin seyle berlisi amala asyryp bol-
mayar. Sol sebépli, 6z tebigaty boyunca kopdiirli totan ululyklaryn dh-
timallyklaryny sol bir usul bilen bermek {i¢in t6tén ululygyn paylanys
funksiyasy diisiinjesi girizilyar.
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F(x)=P(E<x) (36)

------

(—o<x<o0) liytgeydn hakyky ululyk.Geometrik nukday nazardan &
totdn ululygyn paylanys funksiyasy ol totdn ululygyn (—oo; x) aralyk-
dan bahalary kabul etmeginin dhtimallygydyr.

Paylanys funksiyasy asakdaky hisiyetlere eyedir:

1) Paylanys funksiyanyi bahalar oblasty [0:1] kesimdir, yagny,
0<F(x)<1 densizlikler dogrudyr.

2) Paylanys funksiyasy kemelmeyén funksiyadyr, yagny payla-
nys funksiyasynyn kesgitlenis oblastyna degisli we x, <x, bolan islen-
dik x, we x, argumentler ti¢in F(x ) <F(x,) densizlik dogrudyr.

3) Paylanys funksiyasy c¢epden iizniiksizdir, yagny

lim oF (x) = F(x,) denlik yerine yetyandir.

X—=X0)—

4) lim F(x) = F(—o) =0 we lirp F(x) = F(+o0) =1 pre-

del deilikler yerine yetyéndir.

Bu hisiyetleri subut edelin.

1) Paylanys funksiyasynyin bu hésiyeti onun kesgitlemesin-
den gelip ¢ykyar, sebébi F(x) paylanys funksiyasy (£ <x) wakanyn
dhtimallygydyr, dhtimallyk bolsa, [0;1] kesimden bahalary kabul
edyéndir.

2) Goy, x, we x, argumentler {i¢in x <x, bolsun. (§<x,) wa-
kany sygysmayan (§<x,) we (x,<£<x,) wakalaryi jemi gorniisinde
anladalyn:

(E<x)=(E<x)+(x,<E<x,)).

Sygysmayan wakalar {igin &htimallyklary gosmak teoremasyn-
dan peydalanyp,

P(E<x))=P(§<x)+P(x;<E<x)
deiiligi alarys. (36) belgilemini goz oniinde tutup, bu deiligi
F(x,)—F(x,)=P(x,<&<x,) (37)

gorniisde yazmak bolar. Bu denligin sag boleginin dhtimallyk bo-
landygy sebépli F(x,)<F(x,) defisizlik dogrudyr.
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3) Goy, {x } artyan yzygiderlik x; nokada yygnanyan bolsun.
A ={&<x } we A= {£<x,} wakalary girizeli.. {4 } wakalaryi yzygi-

derligi artyandyr we G A, = A dengiiycliilik dogrudyr. Onda tizniik-
sizlik aksiomasyna gér;r_éi1 }LIEOP(AH) = P(A) ya-da ,}EEOF (x,) = F(x,)
denlik yerine yetydndir. F(x) paylanys funksiyasynyin monotonlygy
sebépli . Jiﬂrl, F (x) = F(x,) denlik dogrudyr.

4) Goy, {x } monoton kemelyén, {y } bolsa monoton artyan
san yzygiderlikleri bolsun. 4 ={&<x } we B ={£<y } wakalary
girizelif. Gog, (A, =@ we | JB, = Q bolsun. Uzniiksizlik ak-

=1 n=1

siomasyndan peydalanyp, limP(A,) =0 we limP(B,)=1 ya-da
limF(x,) =0 we limF(y,) =1 deflikleri yazmak bolar. Paylanys
funksiyasynyn monotonlygy sebépli

lim F(x) = F(—o0)=0 we lim F(y)=F(+o0) =1

X——00 y—+o
deinlikler dogrudyr.

Eger

Fo)= [ Aoy G8)

anlatma dogry bolsa, onda F(x) paylanys funksiyasyna absolyut

......
......

funksiyasy paylanys funksiyasynyi birinji onlimidir
Sfx)=F'(x). (39)
Dykyzlyk funksiyasy asakdaky hésiyetlere eyedir:
1) fix)>0;

2) j?f(x)dx =1
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Dykyzlyk funksiyasynyn 1-nji hésiyeti onunn kemelmeyén funk-
siyanyn birinji 6nlimidiginden gelip ¢ykyar. Dykyzlyk funksiyasynyi
2-nji hasiyetini (38) anlatmadan we paylanys funksiyasynyn héisiye-
tinden peydalanyp almak bolar:

l =F(4+0) = ff(x)dx.

Paylanys funksiyasyna basgaca integral funksiyasy hem diyilyar.
Dykyzlyk funksiyasyna differensial funksiya ya-da dhtimallygyn
Uzniiksiz totdn ululygyn lizile bir bahany almagynyn &htimal-
lygynyn nola dendigi sebipli seyle totédn ululyk iicin
Pla<é<b)=P(a<é<b)=Pa<é<b)=Pa<f<b)  (40)

denlikleri yazmak bolar.
Uzniiksiz & totin ululygyi (a, b) interwaldan bahalary kabul
etmeginin P(a<&<b) dhtimallygy

b
Pla<E<b)= ff(x)dx (1)

formula boyunca hasaplanyar, bu yerde f{x) funksiya & totan ululygyn
dykyzlyk funksiyasy. Hakykatdan hem, (37) deflikde x -e derek a,
x,-d derek b ululyklary goyup we Nyuton-Leybnisifi formulasyndan
peydalanyp alarys:

b b
Pla < E<b)=F(b)—Fla) = fF’(x)dx = ff(x)dx.
(40) denlikleri goz oniinde tutup, (41) formulanyn dogrudygyna goz

yetirmek bolar.
Indi kdbir wajyp paylanys funksiyalaryny getirelin.

0, x=0,
F(x)=1>Cip*q" %, 0 <x<n,

k<x

1, xX>n

paylanys funksiyaly totdn ululyga binomial (Bernulli) kanuny boyun-
c¢a paylanan diyilyar.
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0, x =0,
k
Fay=y5 A o x>0,0< A< o0

------

_(y-ay

1 X
—— | e dy,
oJ/on l 200 Ay

paylanys funksiyaly t6tdn ululyga a we 0? parametrleri bolan normal

......

D(x) =

—o<g<ow, 0<g<w

standart normal kanunyn

X 2

Ox)= -1 [e2d
(x) m_l Y
paylanys funksiyasyny alarys.
0, x < a,
_JlXxX—=a <
F(x) b_a,0<x_b,
1, x>b

paylanys funksiyaly totén ululyga [a; b] kesimde dendlgegli kanun
boyunga paylanan diyilyar.
x <0,

0,
F<x>_{1—e—”, x>0, v>0
paylanys funksiyaly tétin ululyga v parametrli gorkezijili kanun

......

_ 1 (1
F(x) = ﬂ_i 1 +y2dy
paylanys funksiyaly totdn ululyga Kosinin (Kosi Ogyusten Lui,
21.08.1789-23.05.1857, fransuz matematigi) kanuny boyunca payla-
Hususy halda, normal kanun boyunga paylanan X totin ululygyn
(a; p) interwaldan bahalary kabul etmeginini dhtimallygy

P(a<x<6):®<3;“)—q>(“;a) 42)
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formula boyunga hasaplanyar, bu yerde a we ¢ ululyklar normal ka-
nunyn parametrleri.

3. Kopolcegli totin ululyklar.

Biz su wagta c¢enli kabul edydn bahalary bir san bilen kesgit-
lenyén totan ululyklara, yagny birdlgegli totdn ululyklara garadyk.
Emma kabul edyian bahalary birden kdp sanlar bilen kesgitlenyin
totdn ululyklar hem bardyr. Seyle totdn ululyklara képolgegli diyil-
yir. Mysal iigin, £=(&,, §,, ..., £ ) totén ululyga n-6lgegli t6tén ululyk
siyasy

F(x,, X, oy x )=P(§,<x,,§,<x,, ..., § <X )
gornilisde kesgitlenydr we n-6lgegli paylanys funksiyasy ya-da n totan
ululyklar sistemasynyn paylanys funksiyasy diylip atlandyrylyar. Hu-
susy halda, ikidlgegli totén ululyga garalyn.

Kesgitleme. Eger bir totin ululygyi paylanys kanuny beyleki
totdn ululygyn kabul edyin bahalaryna bagly bolmasa, onda seyle

Teorema. & we n totdn ululyklaryfi bagly dél bolmaklygy ti¢in
(&; n) sistemanyn paylanys funksiyasynyi dizijilerin paylanys
funksiyalarynyn kopeltmek hasylyna den bolmagy, yagny

Fx, y)=F,(x) F,(y) (43)

denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir, bu yerde F(x, y) funk-
siya (&; n) sistemanyn paylanys funksiyasy, ' (x) we F,(x) funksiyalar
bolsa degislilikde & we 7 diiziijilerini paylanys funksiyalary.

< Zerurlygy. Goy, £ we 7 bagly dél tétédn ululyklar bolsun. Onda
£<x we 1<y wakalar hem bagly déldir. Bagly dil wakalar ligin ko-
peltmek teoremasy boyunca

P(E<x, n<y)=P(§<x) P(n<y)
ya-da
F(x, y)=F,(x)  F)(y)

bolar. >
< Yeterligi. Goy, (43) detilik yerine yetyan bolsun. Onda

P(§<x, n<y)=P(£<x)-P(n<y)
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bolar. Bu bolsa, £<x we 7<y wakalar bagly dil diyildigidir. Onda &
we 77 totdn ululyklar hem bagly daildir. >

Netije. £ we 7 totdn ululyklaryn bagly dél bolmaklygy tigin
(&, 7n) sistemanyn dykyzlyk funksiyasynyn diiziijilerinn dykyzlyk
funksiyalarynyn kopeltmek hasylyna deni bolmagy, yagny

S, =£,)£,() (44)
deiiligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Bellik. (43) we (44) deiiliklerin zerur we yeterlik tassyklamalar
bolandyklary sebdpli, olary totdn ululyklaryn 6zara bagly dalliginin
kesgitlemeleri hokmiinde kabul etmek bolar.

1-nji mesele. Oynalyan kub iki gezek oklanyar. Uge boliinyin
ockonyn yiize cykmalarynyn sanynyn paylanys kanunyny yazmaly.

< Goy, 4 waka iice boliinydn ogkonyn yiize ¢ykmagy bolsun.
Oynalyan kub iki gezek oklananda iige boliinydn ogkonyn yiize
¢ykmalarynyn sany diskret totan ululykdyr. Ony & bilen belgilélin.
& totdn ululyk x, =0, x,=1, x,=2 bahalary kabul edyir. Oynalyan
kub bir gezek oklananda iice boliinyén ockonyn (4 wakanyn) yiize
cykmagynyn dhtimallygy klassyky kesgitleme boyunga

pern=2=2-1

bolar. Onda g =1—p = 2 Indi Bernulliniii formulasyndan peyda-

3
lanyp, x =0, x,=1, x,=2 bahalaryn degisli dhtimallyklaryny tapalyii:

Ai=PE=x=0)=h(0)= Cg'(%)o'(%z: TBICRE]
R=PE=x=1=n0=C(3)(3)=1 7 5=7 +
A=PE=x=2)=h0)= Cg'(%f'(%)z: 2!2-10! %:é

Bu deilikler diskret & totén ululygyn paylanys kanunynyti for-
mula gorniisinde (analitiki) berlisidir. Bu paylanys kanunyny tablisa
gornilisde yazalyn:
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1 2

S
O | ©

4 |1
9 9

& totdn ululygyn bu paylanys kanunyny grafik gérniisinde hem
bermek bolar:

P
0,64

0,4

0,2-

0 T
1 2

2-nji mesele. Diskret & totdn ululyk

gl 2110 |1
p | 0110210502
paylanys kanun bilen berlen bolsun. Bu totdn ululygyn paylanys

funksiyasyny tapmaly we onuii grafigini gurmaly.
< Goy, x<-2 bolsun. Onda (£ <-2) miimkin dil wakadyr. Sonuii

tigin P(£<-2)=0 bolar. Diymek, x<-2 {igin
F(x)=P(£<x)=0.
Goy, —2<x<-1 bolsun. Onda
F(x)=P(£<x)=P(£=-2)=0,1.
Goy, —1 <x<0 bolsun. Onda, sygysmayan wakalar {i¢in dhtimal-
lyklary gogsmak teoremasy boyunca
F(x)=P(&<x)=P(£=-2)+P(£E=-1)=0,1+0,2=0,3.
bolar. Goy, 0<x<1 bolsun. Onda
F(x)=P(£<x)=P(=-2)+P(E=-1)+P(£=0)=0,1+0,2+0,5=0,8.

Goy, x>1 bolsun. Onda
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F)=P(E<x)=P(E=-2)+P(E=-1)+ PE=0)+ P(E=1)=
=0,1+02+0,5+0,2=1.

Seylelikde,
0, x=<-2,
0,1, =2 <x=<-1,
F(x)=140,3, -1 <x<0,
0,8, 0 <x=<1,
1, x>1.
Bu F(x) paylanys funksiyasynyn grafigini guralyii:
F(x) A
1,01 —
0,8
0,4
. >
-2 -1 0 1 x

Gorniisi yaly, diskret totdn ululygyn paylanys funksiyasy bas-
gancakly funksiyadyr. >
3-nji mesele. & totin ululyk

0, x=-2,
_J1 1. X <
F(x) = 2+7T arcsin ., 2 <x<2,
1, x> 2

paylanys funksiyasy bilen berlen. f{x) dykyzlyk funksiyasyny we &
totdn ululygynl (—1; 1) aralykdan bahalary kabul etmeginiii dhtimal-
lygyny tapmaly.

< flix) dykyzlyk funksiyasyny f(x)=F"(x) denlikden peydalanyp
tapalyii:

0, x=-12,
1 <
flx) =3 yppes 2<x<2,
0, x> 2.
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& totén ululygyn (—1; 1) aralykdan bahalary kabul etmeginin dh-
timallygyny
P(a<&<b)=F(b)-F(a)

formuladan peydalanyp tapalyn. (—1; 1) aralyk (-2; 2) aralyga degisli.
Meselénin serti boyuncga (—2; 2) aralykda

F(x) == +L arcsin 2.

2 2
Onda
_ — _F(— 1.1 ind
P(—1<&E<1)=F()-F(-1)= 2 - aresing
11 esinf Ay e 2aresinl 2 2.7 _ L
T arcsm( 2) ﬁarcsmz T e=3 "
4-nji mesele. Uzniiksiz & totin ululyk
0, x <,

6
flx) =1Csin3x, £ < x< %,
0, x>
dykyzlyk funksiyasy bilen berlen. C parametrifi bahasyny we & t6tin
ululygyil F(x) paylanys funksiyasyny tapmaly.
<1 C parametrin bahasyny dykyzlyk funksiyasynyn
f fx)dx = 1

hdsiyetinden peydalanyp tapalyn:

ff )dx = dex+cfsm3xdx+f0dx_
3 3
f1n3xdx———cos3x‘_ %:1.
6
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Bu yerden C=3. Indi F(x) paylanys funksiyasyny
F(x)= [ f(y)dy
formuladan peydalanyp tapalyn. Goy, x<7/6 bolsun. Onda

F(x) = f f(y)dy = j 0dy = 0.

Goy, ~ 6 <x % bolsun. Onda

N

F(x) = ff(y)dy= dey+ f3sin3ydy=—Cos3y]%:—cos3x.

6
Goy, x > % bolsun. Onda
F(x) = ffy)dy— dey-i— f3sm3ydy+ J‘Ody——cosfiyé 1
6
3 3
Seylelikde,
<t
0, x < 6’
F(x)=1—cos3x, x < %S %, >
V4
1, x > 3

§ 1. 8. Totan ululyklaryi san
hasiyetlendirijileri

1. Matematiki garasma. Belli bolsy yaly, totin ululygyn beril-
megi ligin onuil paylanys funksiyasynyn berilmegi yeterlikdir. Emma
kop meselelerde totdn ululygyn paylanys funksiyasyny tapmaklyk
kyn bolyar ya-da ony tapmaklyga zerurlyk hem bolmayar. Mysal {i¢in,
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birinji atyjynynl nysanany urmalarynyil ortaca sany ikinji atyjynyn
nysanany urmalarynyn ortaca sanyndan uly bolsa, onda bu birinji
atyjynyn ikinji atyja gord mergenlik derejesinin yokarydygy barada
netije ¢ykarmak li¢in yeterlikdir. Baggaca aydylanda, totidn ululyklaryi
umumy mukdar hésiyetlendirijileri bolan hemigelik ululyklary bil-
mek yeterlik bolyar. Bu hemiselik ululyklara totidn ululyklaryn san
matematiki garagsmadyr.

Kesgitleme. Diskret & totan ululygyn matematiki garagmasy
diylip, ol totdn ululygyn kabul edyén bahalarynyn degisli dhtimallyk-
laryna kopeltmek hasyllarynyn jemine aydylyar:

M¢ = lﬁ:lxkpk. (45)

Bu yerde XMZH, & totédn ululygyn kabul edydn bahalary,
p,=p(6=x), k=1, n, ol bahalaryn degisli dhtimallyklary.

Kesgitleme. Uzniiksiz & totin ululygyh matematiki garasmasy
diylip,

ME = [ xf(x)dx (46)
integrala aydylyar, bu yerde f(x) funksiya & ttdn ululygyn dykyzlyk
funksiyasy.

Matematiki garagsmanyn dhtimallyk manysyny anyklalyn. Goy,
N synag gegirilyén bolsun we bu synaglarda & t6tén ululyk x, bahany
N, gezek, x, bahany N, gezek we sufia mefizesler, x, bahany N, gezek
kabul edyédn bolsun. £ totan ululygyn kabul edydn bahalarynyn orta
arifmetiki bahasyny tapalyn:
—  Nyx +Nyx, + ..+ Nxy,

x M
a N

N

NZ Nk

el N N®

bu yerde %, i=1, k, gatnasyk x, bahanyni W otnositel yygylygy. Sol
sebdpli, bu deiiligi x =x, - W, +x,  W,+..+x - W_gorniisde yazmak
bolar. Synaglarynl sany yeterlik uly bolanda wakanyn otnositel yygy-
lygy sol wakanyi yiize cykmagynyn dhtimallygyna takmynan dendir.
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Sol sebipli, sonky denlikde W, i =1, k, otnositel vygylyklary degisli
p, dhtimallyklar bilen galsyryp alarys:
)_Cale P +x2 'p2+...+xk'pk:M§.

Diymek, ME& :)_ca, yagny totdn ululygyn matematiki garasmasy
ol totdn ululygyn kabul edyan bahalarynyn takmynan orta arifmetiki
bahasyna dendir. Bu matematiki garasmanyn dhtimallyk manysydyr.

Indi matematiki garasmanyn hédsiyetlerine garalyn.

Teorema. Hemiselik ululygyn matematiki garasmasy ol ululy-
gyn Oziine dendir, yagny

MC=C,

bu yerde C hemiselik ululyk.
<1(45) formuladan peydalanyp taparys:

C=3Cp=C>p=Cl=Cn
k=1 k=1

Teorema. Hemiselik kopeldijini matematiki garagma belgisinin
dagyna ¢ykarmak bolar, yagny

M(CE)=C- M&.
< Yazyp bileris:
M(CE) = Zka = CZxkpk =C-ME >

k=1
Teorema. Iki totdn ululygyn jeminiii matematiki garagmasy ol

totidn ululyklaryn matematiki garagsmalarynyn jemine dendir, yagny
M(& +E&,)=ME +ME,. (47)

< Goy, 51 totédn ululyk x,, x,, ..., x bahalary degislilikde p , p,,
..., p, dhtimallyklar bilen, &, t6tén ululyk bolsa y, y,, ..., y, bahalary
degislilikde ¢, g,, ..., ¢, @htimallyklar bilen kabul edyén bolsun. &
totdn ululygyn x bahany, &, totén ululygyn bolsa y bahany kabul
etmeginin dhtimallygyny P = bilen belgilalin. Onda

ME+E) = 3 St ypy= Do Lo+ 2 2m)

i=1j=1 i=1 j=1 j=1 i=1
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Doly dhtimallygyn formulasy boyunca

m n
zpij =Dp Zpij =4;-

j=1 i=1

Onda
M(& + &)= D xpi+ D yq; = ME + ME,. >
i=1 j=1

Netije. Tiikenikli sany totdn ululyklaryn jeminiii matematiki
garasmasy ol totdn ululyklarynn matematiki garagsmalarynyn jemine
dendir, yagny

ME +E+. +E)=ME +ME+...+ME .

Bu denligin dogrudygyna (47) denlikden we matematiki induk-
siya usulyndan peydalanyp goz yetirmek bolar.

Teorema. Bagly dél iki totén ululygyn kopeltmek hasylynyi ma-
tematiki garagmasy ol totdn ululyklaryin matematiki garagsmalarynyn
kopeltmek hasylyna dendir, yagny

M(EE,)=ME, - ME,. (48)
< Goy, & totan ululyk X, X,, ..., X, bahalary degislilikde p, p,,
..., p, dhtimallyklar bilen, &, t6tin ululyk bolsa y,, y,, ..., y bahalary
degislilikde g, g, ..., g, dhtimallyklar bilen kabul edyin bolsun. &
totdn ululygyi x bahany, &, totén ululygyn bolsa y bahany kabul
etmeginin dhtimallygy bagly dil wakalar iicin dhtimallyklary kopelt-
mek teoremasy boyunga p - g, bolar. Onda
M) =D D xypp; = <le-p,-)'<2y,~qj> = MEME,. >
i=lj=1 i=1 j=1
Netije. Toplumlayyn bagly dél tiikkenikli sany t6tdn ululyklaryn
kopeltmek hasylynyn matematiki garasmasy ol totin ululyklaryn ma-
tematiki garagsmalarynyn kopeltmek hasylyna dendir, yagny
ME & - E)=ME - ME - ...- ME .
Bu deiiligin dogrudygyna (48) denillikden we matematiki induk-
siya usulyndan peydalanyp goz yetirmek bolar. Matematiki garas-

manyn diskret totén ululyklar ticin subut edilen bu hisiyetleri iizniik-
siz totin ululyklar ti¢in hem dogrudyr.
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2. Dispersiya. Diirli t6tdn ululyklaryn den matematiki garas-
malary bolup biler. Mysal iigin,

cl-1]o]1 7 |-10] 0 |10
p 1

1 1
3 3 3

we

111 1
3 3 3

paylanys kanunlary bilen berlen diskret & we 7 t6tén ululyklaryn den
matematiki garagsmalary bardyr. Hakykatdan hem,

— 1.l 9. L 1. 1_
ME = 13+O3+13 0 we

——10-L40.Li10.L=
Mp=-10-3+0-2+10-3=0.

Seyle yagdayda totdan ululyklary biri-birinden tapawutlandyrmak
maksady bilen dispersiya diylip atlandyrylyan yene bir san hasiyet-
lendiriji girizilyér.

Kesgitleme. & totin ululygyn dispersiyasy diylip, ol totin
ululygyn 6ziinin matematiki garasmasyndan gysarmasynyn kwadra-
tynynl matematiki garagsmasyna aydylyar:

DE=M(§—ME). (49)
Diskret totén ululyk {i¢in dispersiya
DE = (x, — MEYp, (50)
k=1

formula boyunga hasaplanyar, bu yerde x,, k=1, n, £ totan ululygyn
kabul edydn bahalary, p, =p(§=x,), k=1, n, bolsa bu bahalaryn degisli
dhtimallyklary.

Uzniiksiz t6tidn ululyk {i¢in dispersiya

DE= [(x— MEP-flx)ds 61)

formula boyunca hasaplanyar, bu yerde f{x) funksiya & totdn ululygyn
dykyzlyk funksiyasydyr.

Bellik. Tiikenikli matematiki garagmasy bolan islendik & totédn
ululyk iicin
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M(E~ME)=M(E+ (~1)ME) + ME + MI(-1)ME] =
=ME+(-1)ME=ME-ME=0
bolandygy sebépli, dispersiya hokmiinde & totdn ululygyn (§—ME)
gysarmasynyn matematiki garasmasyny almaklygyn manysy
yokdur.

Matematiki garagsmanyn hisiyetlerinden peydalanyp, (49) for-
mulany ona dengiiy¢li we amaly maksatlar {icin amatly bolan

DE=ME—(ME) (52)
gorniisde yazmak bolar. Hakykatdan hem,
DE=M(E~ME)Y=ME -2ME - ME +(ME)*=ME —(ME).

Dispersiyany diskret totédn ululyklar tigin

n n 2
DE= Yl p—( ) (53)
k=1 k=1
formuladan, tlizniiksiz t6tin ululyklar {i¢in bolsa
© 00 2
DE = f X2 f(x)dx —( f xf(x)dx) (54)

formuladan peydalanyp hem hasaplamak bolar.

Dispersiya totdn ululygyn kabul edyén bahalarynyn ol totédn
ululygyn matematiki garagsmasynyn toweregindiki yayrawyny hé-
siyetlendiryér. Bu onunl dhtimallyk manysydyr.

Indi dispersiyanyn hasiyetlerine garalyi.

Teorema. Hemiselik ululygyn dispersiyasy nola dendir, yagny

DC=0,

bu yerde C — hemiselik ululyk.
< Dispersiyanyn kesgitlemesinden peydalanyp taparys:
DC=M(C-MCy=M(C-C)y*=M(0)’=0. >
Teorema. Hemiselik kopeldijini dispersiya belgisiniii dasyna
kwadrata goterip ¢ykarmak bolar, yagny
D(CE)=C* DE.
< Yazyp bileris:
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D(CE)=M(CE—-M(CE))>*=M(CE-CMEY*=C?- M(E—ME?=C*- DE. >

Teorema. Bagly dil iki t6tédn ululygyn jeminin dispersiyasy ol
totédn ululyklaryn dispersiyalarynyn jemine dendir,yagny

D(&,+&)=DE +DE,. (55)
< Eger &, we &, totdn ululyklar bagly dél bolsa, onda (&§,—M§&))
we (§,—M¢)) totan ululyklar hem bagly déldir. Onda
D(Sl + 52) :M[(Sl + 52) -M (51 + 52)]2 :M[(Sl 7M§1) + (52 7M52)]2 =
:M(él _M$1)2+2M(él _ME]) ’ M(éz_Méz) +M(52_M52)2 :Dél +D§2'

Netije. Toplumlayyn bagly dél tiikkenikli sany t6tdn ululyklaryn
jeminint dispersiyasy ol totdn ululyklaryn dispersiyalarynyii jemine
dendir, yagny

D& +&,+..+E)=DE +DE +...+DE .

Bu deiiligi (55) denlikden we matematiki induksiya usulyndan
peydalanyp subut etmek bolar.

1-nji netije. Bagly dal iki totdn ululygyn tapawudynyn disper-
siyasy ol totén ululyklaryni dispersiyalarynyn jemine dendir, yagny

D(El _Sz)ZDél +D52'

Hakykatdan hem,

D(§,-&,)=D(,+(-1),)=D¢, +D[(-1)§,]=DE +(-1)* DE,=
=Dé +DE,.

2-nji netije. Totin ululyk bilen hemiselik ululygyn jeminin dis-
persiyasy totdn ululygyn dispersiyasyna dendir, yagny

D(E+CO)=DE.

Hakykatdan hem, & t6tdn ululyk bilen C hemiselik ululyga
biri-biri bilen bagly dél ululyklar hokmiinde garap we DC=0 bol-
yandygyny g6z oniinde tutup,

D(E+C)=DE+DC=DE
denligi alarys.

3. Orta kwadratik gysarma. T6tdn ululygyn dispersiyasynyn
kesgitlemesinden gorniisi yaly, totdn ululygyn oOlgegi bilen onun
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dispersiyasynyn Olgegi gabat gelmeyir. Mysal {igin, tétdn ululyk
metrde dlgenyédn bolsa, onun dispersiyasynyn Ol¢egi metr kwadrat
bolar. Bu «kemgiligi» aradan ayyrmak maksady bilen orta kwadratik
gysarma diylip atlandyrylyan yene-de bir hisiyetlendirijini girizyarler.
Kesgitleme. Dispersiyadan alnan arifmetiki kwadrat koke orta
kwadratik gysarma diyilyar:
Teorema. Toplumlayyn bagly dél tiikenikli sany t6tidn ululykla-

ryil jeminin orta kwadratik gysarmasy bu totén ululyklaryn orta kwad-
ratik gysarmalarynyil jeminden alnan kwadrat koke dendir:

UE[+§2+~--+§n = \/O‘% +J§2++6§n

<Goy, &,, &, ..., &, toplumlayyn bagly dal totin ululyklar bolsun.
E=E+E 4T,
belgilemani girizelin. Dispersiyanyn hasiyetinden peydalanalyn:
DE=D(§+&,+...+E )=DE +DE,+...+DE .
Bu yerden

JDE = /D& + DE, + ... + DE,
(56) deniligi géz oniinde tutup alarys:
GS = 051+§2+---+§n = \/Oél +G§2++G§n >

Goy, &, &,, ..., &, toplumlayyn bagly dil, birmefizes paylanan
totan ululyklar bolsun. Onda olaryn birmenzes san hésiyetlendirijileri
bardyr: M(&)=a, D(§)=D, 0. =0 (i=1, n). Bu t6tén ululyklaryf

§:§+§+m+g

n

orta arifmetiki bahasy bilen baglanysykly kébir tassyklamalary
getirelifl.

Teorema. Toplumlayyn bagly dil, birmefizes paylanan &, &, ..., &,
totan ululyklaryn & orta arifmetiki bahasynyn matematiki garagsmasy
bu totin ululyklaryn matematiki garasmalaryna dendir, yagny

ME=a,
bu yerde, a=M¢, i =1, n.
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< Matematiki garasmanyn hésiyetinden peydalanyp taparys:

ME = M(& +§2:.. +§n> _ M§ +M$2n+ ot ME, n’.ia

=a.b>

Teorema. Toplumlayyn bagly dil, birmefizes paylanan &, &, ..., &,

totin ululyklaryn € orta arifmetiki bahasynyti dispersiyasy bu totén
ululyklaryn her birinini dispersiyasyndan n esse kigidir:

-
DS - n 9
bu yerde 0> =D¢, i =1, n.

< Dispersiyanyn hdsiyetinden peydalanyp taparys:

D§:D<§l+§2:l_---+én): D51+D52n+ +D§n _ nno;z :%‘D

Teorema. Toplumlayyn bagly dél, birmefizes paylanan
&, &, ..., &, totdn ululyklaryn & orta arifmetiki bahasynyn orta kwad-
ratik gysarmasy bu totdn ululyklaryil her birinii orta kwadratik

gysarmasyndan Vn esse kigidir, yagny
o

0 = 2,
T n

bu yerde o = /D&, i=1, n.
<1 Orta kwadratik gysarmanyn kesgitlemesinden peydalanyp ta-

parys:
0:=/DE= /T =7 >

4. Momentler.
v(@)=M(&~a) (57)

......

da, =0 bolanda, bu yerden alarys:
v (0)=y =ME". (58)
Bu ululyga & totdn ululygyn k-njy tertipli baslangy¢ momenti

......

V(ME)=p, =M(E-ME) (59)
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gorniise geler. Bu ululyga & totan ululygyn k-njy tertipli merkezi mo-
menti diyilyar.

(58) anlatmadan gorniisi yaly, birinji tertipli (k=1 bolanda)
baslangy¢ moment matematiki garasmadyr. (59) aillatmadan gorniisi
yaly, ikinji tertipli (k=2 bolanda) merkezi moment dispersiyadyr.

Merkezi momentler bilen baslangy¢ momentlerin arasynda yo-
nekey baglanysyklar bar. Bu baglanysyklary matematiki statistikada
ginden ulanylyan bagky dort moment ii¢in yazalyii:

ﬂo = 1 b

1, =0,

1= v, =V,

Ly =V — 33U, + 21,

Uy = Vy— 4V v, + 6] - v, — 3V,

(57), (58), (59) anlatmalarda yaylary absolyut ululygynyi belgisi
bilen calsyryp, degisli absolyut momentleri alarys.
1-nji mesele. Diskret & totédn ululyk

sl 1213
p 1 03]05]02

paylanys kanuny bilen berlen. Bu totdn ululygyn matematiki garas-
masyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny tapmaly.
<1(45) formuladan peydalanyp, matematiki garagsmany tapalyn:

ME= Y xp,=103+2-05+3-0,2=1,9.
k=1

Indi M&? baslangyg ikinji momenti tapalyii:
ME = > xip,=1-0,3+4-0,5+9-0,2 =4,1.
k=1
(52) formuladan peydalanyp, dispersiyany tapalyn:
DE=ME—(MEY=4,1-(1,9)>=0,49.
Orta kwadratik gysarmany tapalyii:

0: =+ DE =/0,49 = 0,7.>
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2-nji mesele. Uzniiksiz & totin ululyk

0, x<0,
F(x)=1x% 0<x<1,
I, x>1

paylanys funksiyasy bilen berlen. Bu toétin ululygyn matematiki
garagmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny tap-

maly.
< I1ki & totdn ululygyn dykyzlyk funksiyasyny tapalyii:
0, x=<0,
fx)=F'(x)=192x, 0 <x<1,
0, x>1.

Indi (46) formula boyunca matematiki garasmany tapalyn:

ME = jzox-f(x)dx = 2f1x~xdx = lx3’ =2
0

1
0

B 3 3
ME? ululygy tapalyni:
o0 1
2 _ 2, — 2, _laf 1
MéE —_fx f(x)dx—20fx xdx—zx ‘0—2.
Onda
— ME — 21 _(2y_ 1
D¢ = Mg (MS)_Z (3>_18'

Indi orta kwadratik gysarmany tapaly:
O‘S:Q/DS = /%z0,24.l>

3-nji mesele. Binomial kanun boyunc¢a paylanan & t6tédn ululy-
gy matematiki garagsmasyny we dispersiyasyny tapmaly.

< Binomial kanun boyunc¢a paylanan totdn ululyk diskret ky-
syma degislidir we onun paylanys kanuny

£ 0 1 koo n
P PO |PMH| ... |[PR] ... [P0

gorniisdedir, bu yerde
Pn(k)zclr:'pk'qn_k’ k:(),_l’l, p+q:1'
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(45) formuladan peydalanyp taparys:
ME = Zxk Py = Zk P, (k)= Zk-c,’;-pkq"*k =

N (n—1! —k

Z m Z (k—l)'k(n—k)'p @

N (n—1! k=1 n—k
=P )=kt P9

k=(n—1)—(k—1) denligi we Nyutonyn binomy boyunga

S (n—1)! Pl k= n—1 _
Z: _1)1 (}’l—k)' q _(p+Q) _1
bolyandygyny goz 6niinde tutup alarys:
ME=np. (60)

Indi M&? ikinji baslangy¢ momenti tapalyi:
Zxk P = Zkz (k)= 2k Cp-ptq"" =
k=0

2 —k
zk kl- (n k)l P
k* ululygy k*=k(k—1)+k gornlisde anladalyn. Onda
n ' —k _
kg [l (k= 1)+ k] g0 =

(n=2)1-(n—1)n L
V=T k=D k=t P

I M:

—k
+Zk k)|p -q" "

Ikinji gosulujy (60) denlik boyunc;a np ululyga deil. Onda

P=n(n—1)p Zn:(k (2n—(2n)'_ )I'Pk_z'qn_kJr

+n-p=n-(n—1)p*+n-p.
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(52) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys:
DE=ME—MEy=n-(n—-1)p*+n-p—(n-p)’=

=-n-p*tn-p=n-p-(1-p)=n-p-q,
yagny
Dé=n-p-q.> (61)
4-nji mesele. Puassonyi kanuny boyunga paylanan & t6tén ululy-
gy matematiki garagsmasyny we dispersiyasyny tapmaly.

< Puassonyn kanuny boyunca paylanan tétin ululyk diskret
kysyma degislidir we onun paylanys kanuny

el o | 1] ] &k
P lpolrm| ... | P®
gorniisdedir, bu yerde

A ;
Pk)=4r-e’ k=0,12,... 0<i<w.
(45) formuladan peydalanyp taparys:

o) k
ME = Zxkpk Zk P, (k) = kgok’;!-e—ﬂ:

SR Sl Y & S R N
B LR (T a gl —U" ere=a

yagny
ME=A. (62)
Indi M&? ikinji baslangy¢ momenti tapalyi:

00 k
z%m z# )igﬁﬁe@

=3 k(k - 1)2—’:~e—ﬂ+ S kA
k=0 : k=0

Ikinji gosulyjy (62) denlige gord A parametre deit. Onda
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ME =3 k(k—1) 74 et A=
2 K k—2)(k—1)k ¢

Yy (kﬂ"‘;),m RNy iy LI |
k=2 - :

(52) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys:
DE=ME—(MEP=A*+A1-A*=4,
yagny
DéE=A.> (63)

5-nji mesele. a we ¢? parametrleri bolan normal kanun boyun-
¢a paylanan & totdn ululygyn matematiki garagsmasyny we disper-
siyasyny tapmaly.

<1 Normal kanun boyung¢a paylanan tétan ululyk {izniiksiz kysy-
ma degislidir we onun dykyzlyk funksiyasy

1 _(x—ay

p(x) = e
( ) o m 20°
gorniisdedir. (46) formuladan peydalanyp yazyp bileris:

M¢ = fxgo(x)dxz | fxe* 22 dX.

ov2rm
xa;a = y belgilemini girizelifi. Bu yerden taparys: x =a + 0y,
dx=0"dy.
Onda

% 2
o _r
+—— e 2 dy.
Tﬂi)’ y

0 y2 0 y2
Je‘?a’y:vmr we fy'e_Tdy:O

— —oo
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bolandygy sebipli
Mé=a (64)
bolar.

Indi M&? ikinji baslangy¢ momenti tapalyii:

ME = fooxzf(x)dx = F f (x a> dx.

— o0

X =4 — y belgilemini girizip alarys: x =a + 0y, dx=0- dv.
oo 2 2 o )’2
ME =1 +0-yP e 2dy =2 “2dy +
3 mi(a y)y e zdy mk y

2ad o <>o2_—y—2
fye 2dy+ny e 2dy—a +/7_£y e 2dy.

Ikinji gosulyjydaky integraly bolekler boyunga integrirleme usu-
lyndan peydalanyp hasaplalyii:

oo 2 oo 2 2 2 (o0 oo 2
f yze‘y?dy = f y- e‘y2d<y> =—y- e ‘_Oo + f e_dey =v2r.
— o0 — oo 2 — o0
2 2 2
(y =u, dy=du, e‘éd(y?) =dv, v=-— e‘yz>.
Onda
ME=a*+0"
(52) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys:
DE=ME—(MEY=a*+0*—a*=0?,
yagny
Dé=0% > (65)
6-njy mesele. [a; b] kesimde dendlcegli kanun boyunga paylanan
& totan ululygyn matematiki garagsmasyny we dispersiyasyny tapmaly.
<[a; b] kesimde dendlgegli kanun boyunga paylanan totdn ululyk
tizniliksiz kysyma degislidir we onunl dykyzlyk funksiyasy

310



0, x=<a,
_J 1 <
flx) = P a<x<b,
0, x>b
gorntigdedir. (46) formuladan peydalanyp, & totan ululygyin matema-
tiki garagmasyny tapalyn:
0 b
- : __ 1 _ b —d _a+b
ME = fxf(x)dx_b_afxdx_ = ,

— o0

yagny

ME:‘“sz. (66)

Indi M&? ikinji baslangy¢ momenti tapalyi:

oo b
2 2 _ 1 2, b —d _ b +ab+d’
ME —fx f(x)dx—b_aafx dx_3(b—a)_ 3 ,

(52) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys:

3 4 12

D§:M§2_(M§)2_b2+ab+az_(a+b)2 (b_a)2

yagny
_(b—ay
Dé =" (67)

7-nji mesele. Gorkezijili kanun boyunga paylanan & totédn ulu-
lygyil matematiki garagsmasyny we dispersiyasyny tapmaly.

< Gorkezijili kanun boyunca paylanan t6tdn ululyk iizniiksiz
kysyma degislidir we onun dykyzlyk funksiyasy

0, x=<0,
ﬂx)_{y-e—”: x>0, v>0

gorniisdedir. (46) formuladan peydalanyp, & tétdn ululygyn matema-
tiki garagmasyny tapalyn:

Mé = fo(X)dX = )/jtoxey'xdx — V'X'(—%~€7V'x>
0

— 00

00

+

0
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Indi M&? ikinji baglangy¢ momenti tapalyi:

2 002. _ 002—1»9( . 2._L_ —vx\[®
Mé& —_fx f(x)dx—vofxe dx =v-x ( e )0+
(o v Lo\ L2 (v g 2
+26fxe dx—2x< I/e )O—Iryofe dx—yz,
2 _ _ —V-X _ _ 1 —V-X
<x =u, 2xdx=du, e "“dx=dy, V——;e )
(52) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys:
DE=ME —(MEP =2 1 _ 1
yagny
1
D& =—=.> 69
& ¥ (69)
§1. 9. Uly sanlar kanuny

1. Markowyn deiisizligi. Cebysewin densizligi we teoremasy.
Goy, &, &, ..., &, ... totdn ululyklar yzygiderligi berlen bolsun. Bu
ululyklaryn 7 sanysyndan kibir § =g (&, &,, ..., §) funksiya garalyn.
Egera,a,, ..., a , ... hemiselik ululyklar we Ve>0 san ligin

mP{|&,—a,|<e}=1 (70)

denlik yerine yetyin bolsa, onda &, &, ..., £ , ... totén ululyklar yzygi-

------
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(70) denlige derek
limP{|{,—a,|=e}=0 (71)

denligi hem ulanyp bolyandygyny belldlin.

Markowyn deiisizligi. Dine otrisatel dil bahalary kabul edyan
we tiikenikli matematiki garasmasy bar bolan V& totan ululyk we
Ve>0 san {li¢in

MS

P{é=e} < (72)

densizlik dogrudyr. (72) deiisizlige Markowyﬁ (Markow Andrey An-
dreyewig, 14.06.1856-20.07.1922, rus matematigi) densizligi diyil-
yir. {£>¢e} we {£<e} wakalaryn garsylyklydygyny goz oniinde tu-
tup, Markowyn deiisizligini
P{$<S}ZI—M—5 (73)
gorniisde hem yazmak bolar.
Cebysewin deiisizligi. Tiikenikli dispersiya eye bolan V& totan
ululyk we Ve>0 san iigin

DS

P{&-ME|zey< 25 (74)

densizlik dogrudyr. Bu densizlige Cebysewin (Cebysew Pafnutiy
Lwowig, 16.05.1821-08.12.1894, rus matematigi we mehanigi) den-

sizligi di}'/il}'/éir
< Yazyp bileris:
Ple-mE|zel= [ dar(o)< L [(x— MEPAF(x) <
|x—ME|> e & i ME|ze

<L j.-o(x — MEVAF(x) = 2—25' >

{|{E-ME|ze} we {|E-ME|<e} wakalaryh garsylyklydygyny goz
ontinde tutup, Cebysewin densizligini

DE

Ple-Mc[<ep=1-"7 (75)

gorniisde yazmak bolar.
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Teorema (Cebysew). Goy, &, &,, ..., &, ... sol bir hemiselik
ululyk bilen ¢dklenen tiikenikli dispersiyalary bolan jiibiit-jiibiitden
bagly dil tétén ululyklaryn yzygiderligi bolsun. Onda V&> 0 san {i¢in
limPﬂl SE L3> me <5}:1 (76)

n = =

n— oo

denlik dogrudyr.
<1(75) densizlikden peydalanyp alarys:
l n
p(} X&)

<s}>1—< =1

ez

2
1 n
—22ng
— 1" k=1 >1_ N _1_ €
e’ n’e? ne’

Bu densizlikde n— oo bolanda predele gecip we dhtimallygyn
I-den uly bolup bilmeyéndigini géz 6niinde tutup, (76) denligin dog-
rudygyna goz yetirmek bolar. >

Indi Cebysewin teoremasynyn hususy hallaryna garalym.

Teorema (Bernulli). Goy, /1 kdbir 4 wakanyn bagly dil n sy-
nagda yiize ¢cykmalarynyn sany, p bolsa ol wakanyn synaglaryn her
birinde yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy bolsun. Onda

. o _
{2 p|<e}=1 )
deiilik dogrudyr.

< A wakanyh k-njy synagda ylize ¢ykmalarynyn sanyny /¢, bilen
belgildlin. Onda

p=p At Mup,=0-qg+1-p=p;
Mu;=0-qg+1p=p; Duk=p~q5%-

Gorniisi yaly, Bernulliniii teoremasy Cebysewin teoremasynyn
hususy halydyr. Diymek, (77) denlik dogrudyr. >

Teorema (Puasson). Goy, ¢ kibir 4 wakanyn bagly ddl n synag-
da ytize gykmalarynyii sany, p, bolsa k-njy synagda yiize gykmagynyn
dhtimallygy bolsun. Onda Ve >0 {igin
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nmP{\ﬂ— PPyt ot Py <5}:1 (78)
n—oo n n
deiilik dogrudyr.

< Yazyp bileris:

p=p Tty Mp=0-g+1-p,=p;
Mg =0-q,+1-p. = py; Dﬂk=pk-qk5i-

Bu yerde z, ululyk 4 wakanyf k-njy synagda yiize gykmalarynyi
sany. Gorniisi yaly, Puassonyn teoremasy Cebysewin teoremasynyn
hususy halydyr. Onda (78) denlik dogrudyr. >

1-nji mesele. Kommutatora 1 sagadyn dowamynda gelyén
janlaryn sanynyil matematiki garasmasy 27,5-¢ defi. Kommutatora 1
sagadyn dowamynda geljek janlaryn sanynyn 55-den az bolmagynyn
dhtimallygyny bahalandyrmaly.

< Meselénin serti boyunga ME=27,5, e=55. Onda Markowyii
(73) denisizliginden peydalanyp taparys:

27,5
> —_ =
P(E<55)=1 -4

2-nji mesele. Diskret & t6tdn ululyk

=0,5.>

el 1] 2]3]4]:s
P lo1][o2]04]02]01

paylanys kanuny bilen berlen. & t6tdn ululygyn Oziinit matematiki
garagsmasyndan gysarmasynynl absolyut ululygynyn 2-den az bolma-
gynyn dhtimallygyny bahalandyrmaly.

< Ilki & totén ululygyi matematiki garagmasyny tapalyii:

ME=1-0,1+2-0,2+3-0,4+4-0,2+5-0,1=3.
Indi & totan ululygyn ikinji baslangy¢ momentini tapalyn:
ME=1-0,1+4-0,2+9-0,4+16-0,2+25-0,1=10,2.
Onda
DE=ME—(ME)*=10,2-9=1,2.

Cebysewin deiisizliginden peydalanyp yazyp bileris:
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P(\f§—3|<2)21—1;12 - 0,7. >

3-nji mesele. Wakanyn her bir synagda yiize ¢cykmagynyn dh-
timallygy 0,85-e den. Cebysewint densizliginden peydalanyp, 200
synag gecirilende wakanyn yiize ¢cykmalarynyn sanynyn (160; 180)
interwala diigmeginin dhtimallygyny bahalandyrmaly.
< 4 wakanyn ylize ¢cykmalarynyn sanynyn matematiki garagma-
syny we dispersiyasyny tapalyn:
ME=np=200-0,85=170; DE=npg=200-0,85-0,15=25,5.

A wakanyn yiize ¢ykmalarynyil sany bilen matematiki garasma-
nynl arasyndaky i uly tapawut €é=180—-170=10 bolar. Onda Ce-
bysewin deiisizliginden peydalanyp taparys:

25,5
— > b
P(€-170]<10)= 1 - 5

4-nji mesele. Goy, toplumlayyn bagly dil &, &, ..., & , ... totén
ululyklar yzygiderligi berlen bolsun, sunlukda

= 0,745. >

E 2n 0 2n
1 _2 | 1
P 3n? 3n? 3n®

Berlen totdn ululyklar yzygiderligi ticin uly sanlar kanunynyn
yerine yetyandigini anyklamaly.

<1 Totén ululyklar yzygiderligi ti¢in uly sanlar kanunynyn yerine
yetmegi ligin:

1) totdn ululyklar jiibiit-jiibiitden bagly dil bolmaly;

2) totén ululyklaryn tiikkenikli matematiki garagsmalary bolmaly;

3) totan ululyklaryii sol bir hemisgelik bilen c¢dklenen tiikenikli
dispersiyalary bolmaly.

Bu sertlerin yerine yetyandiklerini anyklalyi.

1) Meseldnin serti boyunga berlen totdn ululyklar toplumlayyn
bagly dél. Diymek, olar jiibiit-jiibiitden hem bagly déldirler.

2) & totdn ululygyn matematiki garasmasyny tapalym:

1 2 1
ME =—2n-——+0(1 ——=\+2n-——=0.
& 3n® < 3n2> 3n®
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3) Taparys:
ME = 0.(1 _L>+4HZ,L:§‘
Z 3n? 3n* 3
Onda:
Dg, = Mg} — (Mg} = 5.

Gorniisi yaly, li¢ sert hem yerine yetyar. Diymek, berlen &, &,
ooy &, ... totén ululyklar yzygiderligi iigin uly sanlar kanuny yerine
yetyandir. >

§ 1. 10. Merkezi predel teorema
barada diisiinje

Goy, &, &,, ..., &, ... totin ululyklar yzygiderligi berlen bolsun
we bu totén ululyklaryn tiikenikli matematiki garagmalary we disper-
siyalary bar bolsun.

a,=M§, bl=DE, B,= kzlbi =2 Dg,

belgilemeleri girizelif. &, tétdn ululygyn paylanys funksiyasyny F'(x)
bilen belgililin. «&,, &, ..., & , ... totdn ululyklara ndhili sertler goylan-
da

B%g (& — @)

jemin paylanys funksiyasy normal kanunyn paylanys funksiyasyna
yygnanyar?» — diylen sowal yiize ¢ykyar. Bu sowalyn jogabynyn
yeterlik serti Lindebergin (Lindeberg Yare Waldemar, 1876-1932,
fin matematigi.) merkezi predel teorema diylip atlandyrylyan teore-
masynda getirilydr. Bu teoremanyn dine formulirlenisini getirmek bi-
len ¢éklenelin.

Teorema (Merkezi predel teorema). Eger tiikenikli matematiki
garasmalary we dispersiyalary bolan bagly ddl &, &,, ..., £ , ... totén
ululyklar yzygiderligi V>0 san ii¢in Lindebergin
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1 &
hmB—ﬁkg1| J; — a, P dF,(x) =
sertini kanagatlandyryan bolsa, onda
el 3e-ar<s] = ot

denlik x liytgeyéne gord dendlgegli yerine yetydndir. Hususy halda,
.6, & , ... totan ululyklar bagly dél we birmenzes paylanan hem-de
tilkenikli matematiki garagmalary we dispersiyalary bolan yagdayyn-
da, gorniikli rus matematigi we mehanigi A. M. Lyapunowyn (Lya-
punow Aleksandr Mihaylowig, 06.06.1857-03.11.1918) teoremasy
dogrudyr.

Teorema (Lyapunow). Eger &, &, ..., & , ... tilkenikli @ matema-
tiki garagmalary we o dispersiyalary bolan birmenzes paylanan bagly
dal totan ululyklaryn yzygiderligi bolsa, onda §=&,+&,+...+ & jemii
paylanys kanuny # ululygyi ¢éksiz artmagy bilen normal kanuna ¢ék-
siz golaylagyandyr.

Netije. Eger &, &, ..., & totin ululyklar bu teoremanyn sertlerini
kanagatlandyryan bolsalar, onda olaryn orta arifmetiki bahasy n-ii
ciksiz artmagy bilen normal kanuna ¢éksiz golaylasyandyr. Hakykat-
dan hem,

&,

§2+ L+
n

E- §1+.§2:...+.§ 51 N

gosulyjylaryn her birinii 4 matematiki garasmasy we % disper-

siyasy bardyr we %, i=1, 2, ..., n ululyklar Lyapunowyn teoremasy-

nyn sertlerini kanagatlandyryarlar.

Gonikmeler

1. Dagyn depesine 7 yoda eltyar.
a) Nige usul bilen yoda boyunga dagyn depesine ¢ykyp we on-
dan diisiip bolar?
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b) Bu meseldni ¢ykan yoluin boyunca diisiip bolmayan yagday
iicin ¢ozmeli.

2. Nige usul bilen 6 adam kassa nobata durup biler?

3. Iki sifri hem

a) diirli bolan;

b) jiibiit bolan;

¢) tdk bolan, nice sany ikibelgili san bar?

4.0,1, 2, 3,4, 5 sanlardan nige sany {ligbelgili san diizmek bolar?

5.0, 1,2, 3,4, 5 sanlardan nég¢e sany 3-e boliinyén tigbelgili san
diizmek bolar?

6. 1, 2, 3, 4, 5 sanlaryn hersini bir gezek ulanyp, olardan nége
sany li¢cbelgili san diizmek bolar?

7.0, 1, 2, 3, 4, 5 sanlardan nédge sany dortbelgili san diizmek
bolar?

8. 5-e boliinydn nége sany bisbelgili san bar?
9. Hemme siftleri tdk bolan nice sany basbelgili san bar?

10. Cepden saga we sagdan ¢epe birmenzes okalyan nédge sany
basbelgili san bar?

11. Synpda 10 ders 6wrenilydr. Dusenbede 6 sany diirli sapak
okalyar. Néce usul bilen dusenbede okaljak sapaklaryin tertibini diiz-
mek bolar?

12. Nige usul bilen 25 talypdan 3 talyby saylap almak bolar?

13.0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9 sifrlerden diirli 3 sifri ndce usul bilen
yerlesdirmek bolar?

14. Hig bir {iciisi bir goniide yatmayan n nokat berlen. Nokatlary
jubiit-jiibiitden birikdirip, ndce goni gegirmek bolar?

15. Oynalyan kub iki gezek oklanyar. Jemde 10 ogkonyn yiize
cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

16. Oynalyan kub iki gezek oklanyar. Kopeltmek hasyly 5-e den
bolan ockolaryn yiize cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
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17. Oynalyan kub iki gezek oklanyar. Diisen ogkolaryn tapa-
wudynyi absolyut ululygynyn 2-d dent bolmagynyn dhtimallygy naci
dent?

18. Sowuna alnan telefon belgisi bds sifrden ybarat. Bu sifrlerii
hemmesinin

a) diirli bolmagynyi;

b) tik bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

19. Oynalyan kub 3 gezek oklanyar. Jemi 5-e boliinyén sany eme-
le getirydn ogkolaryn yiize cykmaklygynyn dhtimallygyny tapmaly.

20. Gapda 1, 2, 3, 4, 5, 6 sanlar bilen belgilenen birmenizes 6
sar bar. Bu sarlar gapdan sowuna yeke-yekeden ¢ykarylyar. Sarlaryii
belgilerinin kemelyédn tertipde ¢ykarylmagynyn dhtimallygyny tap-
maly.

21. Gapda her birine M, M, A, A, A, T, T, E, I, K harplaryn biri
yazylan 10 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan sowuna yeke-yekeden
¢ykarylyar we c¢epden saga yzygider goyulyar. <cMATEMATIKA»
sOziinin yazylmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

22. Talyplar toparynda 20 talyp bar. Olaryin 12-si tapawutly
okayan talyplar. Sowuna 9 talyp alynyar. Alnan talyplaryn 5-isiniil
tapawutly talyp bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

23. Sowuna alnan yylyn yanwar ayynda dort dyng giiniinin
bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

24. 10 adamyn arasynda iki dogan bar. Bu 10 adam oturgycda
sowuna oturyar. Iki doganyn yanasyk oturmagynyn &htimallygyny
tapmaly.

25. Abonent telefon belgisini alanda soniky ¢ sifri yadyna
diisenok. Ol sifrleriil diirliidiklerini bilip, sowuna ii¢ sifri alyar. Gerek-
li telefon belgisininl alynmagynyi &htimallygyny tapmaly.

26. R radiusly uly tegelegin i¢inden r radiusly kici tegelek ¢yzy-
lan. Uly tegelege sowuna oklanan nokadyn kici tegelege diismeginiil
dhtimallygyny tapmaly.
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27. R radiusly tegelegin i¢cinden dogry li¢burcluk c¢yzylan. Te-
gelege sowuna oklanan nokadyn bu iicburcluga diismeginiii dhtimal-
lygyny tapmaly.

28. Tki adam sagat 12.00 bilen 13.00 aralygynda bellesilen yerde
dususmagy sertlesyar. Birinji gelen adam beylekd @ (@ <60) minudyn
dowamynda garagmaly we eger ikinji adam gelmese gaytmaly. Eger
olaryi bellesilen wagt aralygynda bellesilen yere gelmekleri totdn we
bagly dil bolsa, ol iki adamyn dususmaklygynyn dhtimallygyny tap-
maly.

29. Diikana getirilen sport geyimleriniii 50%-1 ak, 20%-1 gyzyl,
20%-i yasyl we 10%-1 gok renkli. Sowuna alnan sport geyiminin
yasyl ya-da gok renkli bolmagynyil dhtimallygyny tapmaly.

30. Atyjynyn bir gezek nysana atanda 10 ocko almagynyn &h-
timallygy 0,4-e defi, 9 ogko almagynyn dhtimallygy 0,3-e den, 8 we
ondan az ocko almagynyn dhtimallygy 0,3-e den. Atyjynyn bir gezek
atanda 9-dan az bolmadyk ocko almagynyn dhtimallygyny tapmaly.

31. Talyp gerekli formulany ii¢ kitapdan gozleyar. Formulanyn
birinji, ikinji, ti¢iinji kitapda bolmagynyi dhtimallyklary degislilikde
0,6-a, 0,7-4, 0,8-e den. Gozlenyédn formulanyn

a) dine bir kitapda;

b) dine iki kitapda;

¢) li¢ kitapda hem bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

32. Kibir yerde iyul ayynda ortaca alty giin ygally howa bolyar.
Iyul ayynyn basky iki giiniinde agyk howanyii bolmagynyn dhtimal-
lygyny tapmaly.

33. Abonent telefon belgisinin il sonky sifrini yadyndan ¢y-
karypdyr. Ol sowuna bir sifri alyar. Abonentin ikiden kdp bolmadyk
gezek sowsuz synanysyk etmeginin dhtimallygyny tapmaly.

34. Talyp maksatnamanyn 25 soragynyn 20-sini bilyér. Talybyn
synaggcy tarapyndan sowuna berlen 3 soragyil 2-den az dil sanysyna
jogap bermeginin dhtimallygyny tapmaly.
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35. Diikana getirilen joraplaryn 60%-1 birinji fabrigiii, 25%-1
ikinji fabrigini, 15%-1 ti¢linj1 fabrigiii 6nitimleri. Sowuna alnan jorabyn
birinji ya-da iiglinji fabrigin 6ndiiren oniimi bolmagynyn &htimal-
lygyny tapmaly.

36. Hiindr tejribeligini gegmeli 30 talybyn 15-si sdherin 48-
nji mekdebine, 8-si 51-nji mekdebine, 7-si bolsa 52-nji mekdebine
ugradyldy.Kesgitli iki talybyn sol bir mekdebe diismeginini dhtimal-
lygyny tapmaly.

37. 1000 lotereya biletiniii 24-si pul utusly we 10-sy haryt utusly.
Sowuna alnan 2 biletin

a) in bolmanda birinin utusly bolmagynyn;

b) birinji biletin pul utusly, ikinji biletin bolsa haryt utusly
bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

38. Bir giiniin dowamynda isleyén abzal bu wagtyn dowamynda
biri-birine bagly bolman hatardan ¢ykyp bilydn 3 bdlekden ybarat.
In bolmanda bir bolegiin hatardan ¢ykmagy tutus abzalyn hatardan
cykmagyna getiryér. Bir giiniin dowamynda birinji bolegin dowiil-
mén islemekliginiii dhtimallygy 0,9-a den. Ikinji we {igiinji bolekler
ticin bu dhtimallyklar degislilikde 0,95-¢ we 0,85-¢ den. Giiniini do-
wamynda abzalyn hatardan ¢ykman iglemeginiii dhtimallygyny tap-
maly.

39. Toplumda 3 zawody1 6niimi bar. Birinji zawodyt 6nlimlerinii
0,3%-1 zaya. Ikinji we {iglinji zawodlar ii¢in bu gorkezijiler degislilik-
de, 0,2%-e we 0,4%-e denl. Eger toplumda birinji zawodyn 1000 6nii-
mi, ikinji zawodyn 2000 6niimi, {i¢linji zawodyn 2500 6niimi bar bol-
sa, bu topluma zaya onliminl diismeginin dhtimallygyny tapmaly.

40. Isci bir kysymly oniimler islenip tayyarlanyan 3 abzala hyz-
mat edyér. Birinji abzalynl zaya oniim oOndiirmegininn dhtimallygy
0,02-4 den. Ikinji we ti¢linji abzallar iicin bu dhtimallyklar degislilikde,
0,03-e we 0,04-e den. Isldp tayyarlanylan oniimler bir gaba salynyar-
lar. Birinji abzalyn ondiirijiligi ikinji abzalynkydan {i¢ esse kop, ligiin-
J1 abzalyn ondiirijiligi bolsa, ikinji abzalynkydan iki esse az. Sowuna
alnan 6nlimiil zaya bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
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41. I¢inde n sany sar bolan gaba 1 ak sar salynyar. Sonra bu
gapdan sowuna 1 sar cykarylyar. Eger gapdaky sarlarynn basky
diiziiminin renki baradaky aydylyan &hli miimkin bolan giiman et-
meler denmiimkingilikli bolsalar, onda bu gapdan sowuna ¢ykarylan
saryn ak bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

42. Oniimlerin toplumynda 3 fabrigifi 6niimi bar. Olaryi 20%-i
birinji fabrigin, 46%-1 ikinji fabrigin, 34%-i bolsa liglinji fabrigin
onlimleri. Birinji fabrigin Ontimlerinin ortaga 3%-i zaya, ikinji
fabrigin Onlimlerininn 2%-1 zaya, li¢linji fabrigin ontimlerininn 1%-i
zaya. Eger sowuna alnan 6nlim zaya bolsa, onui birinji fabrige degisli
bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

43. 10 gabyn dokuzysynda 2 ak we 2 gara sar bar, birinde bolsa
5 ak we 1 gara sar bar. Sowuna alnan gapdan sowuna alnan saryn
akdygy belli bolsa, onun 5 ak sarly gapdan alnan bolmagynyn &hti-
mallygyny tapmaly.

44. Tki awgy nysana bir wagtda atyar. Birinji atyjynyn nysanany
urmagynyin dhtimallygy 0,2-4 den. Ikinji atyjy iicin bu &htimal-
lyk 0,6-a denl. Birinji bilelikde atysdan sofi bir atyjynyn nysanany
urandygy belli boldy. Birinji atyjynyn nysanany urandygynyn dhti-
mallygy nécéd den?

45. Tokayda azasan adam ag¢yk meydana ¢ykdy. Ol yerden
gaydyan 5 yol tokaydan ¢ykaryar. Ol yollar bilen yorelende 1 sagatda
tokaydan ¢ykmaklygyn dhtimallygy degislilikde 0,6-a, 0,3-e, 0,2-4,
0,1-e, 0,1-e den. Eger azagan adam tokaydan ¢ykan bolsa, onun birinji
yol bilen gaydandygynyn dhtimallygy né¢éd den?

46. Talyplaryn gurlusyk toparynda birinji yyl talyplarynyn 2 to-
pary, ikinji yyl talyplarynyn 1 topary bar. Birinji yyl talyplarynyn her
toparynda 5 oglan we 3 gyz bar, ikinji yyl talyplarynyn her toparynda
4 oglan we 4 gyz bar. Sdhere ugratmak iicin sowuna alnan topardan
sowuna alnan talybyil oglandygy belli bolsa, onun birinji yyl talyby
bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

47. Synaga gelen 20 talybyn 8-si tapawutly, 6-sy yagsy, 4-si ka-
nagatlanarly, 2-si kanagatlanarsyz tayyarlanan. Synag sowalnama-
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larynda 40 sowal bar. Tapawutly tayyarlanan talyp hemme sowallary,
yagsy tayyarlanan 35 sowaly, kanagatlanarly tayyarlanan 25 sowaly,
kanagatlanarsyz tayyarlanan 10 sowaly bilydr. Sowuna alnan talyp
synaggy tarapyndan hodiirlenen 3 sowala jogap berdi. Onun

a) yagsy tayyarlanan;

b) kanagatlanarsyz tayyarlanan talyp bolmagynyn dhtimallygyny
tapmaly.

48. 1ki gabyn birinjisinde 3 ak we 4 gara sar bar, ikinjisinde bolsa,
2 ak we 3 gara sar bar. Birinji gapdan ikinji gaba sowuna 2 sar geciril-
yér. Sonira ikinji gapdan sowuna 1 sar alynyar. Eger bu saryn akdygy
belli bolsa, birinji gapdan ikinji gaba geg¢irilen 2 saryn renik boyunca
haysy diiziimde bolmagy has dhtimal?

49. Eger 1 gezek atanda atyjynyn nysanany urmagynyn dhtimal-
lygy 0,6-a deni bolsa, 5 gezek atanda atyjynyn nysanany:

a) 2 gezek;

b) 2-den az gezek;

¢) 2-den az bolmadyk gezek;

d) in bolmanda 1 gezek urmagynyi &htimallygyny tapmaly.

50. Oynalyan kub 4 gezek oklanyar. 3-e boliinyan ogkonyii 3-den
az bolmadyk gezek yilize ¢ykmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

51. Nysana kesismeyén li¢ zolakdan ybarat. Atyjynyn bir gezek
atanda birinji zolaga degmeginiii dhtimallygy 0,5-e den. Ikinji we
ticlinji zolaklar tigin bu dhtimallyklar degislilikde 0,3-e we 0,2-4 dei.
Atyjy nysana 10 gezek atanda 2 okun birinji, 3 okun ikinji, 5 okun
liclinji zolaga degmeginin dhtimallygyny tapmaly.

52. Oynalyan kub 6 gezek oklanyar. 3 gezek tdk ockonyn, 2 gezek
6-lyk ogkonyn, 1gezek 2-lik ya-da 4-lik ockonyn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

53. Alyja 42-nji razmerli kowsiin gerek bolmagynyn &htimal-
lygy 0,2-4 dent. 100 alyjynyn 25-isine 42-nji razmerli kowstin gerek
bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

54. Eger oglanynn dogulmagynyn dhtimallygy 0,51-e deii bolsa,
onda tdze doglan 200 ¢aganyn 100-isinifi oglan bolmagynyn dhtimal-
lygyny tapmaly.
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55. Tohumyn gogermeginin dhtimallygy 0,80-e den. Mellege se-
pilen 500 tohumyn 420-den 450-3 cenlisiniii gdgermeginin dhtimal-
lygyny tapmaly.

56. Bagly dil 25 synagyn her birinde 4 wakanyn yiize ¢ykma-
gynyn dhtimallygy 0,8-e den. 4 wakanyn synaglaryi kopiisinde yiize
cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

57. Kitabyni sahypasynda yaliyslygyn goyberilen bolmagynyn
dhtimallygy 0,002-4 den. 500 sahypaly kitapda yalnysly sahypalaryn
sanynyn:

a)3;

b) 3-den az;

¢) 3-den az dil;

d) iit bolmanda 1 bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

58. Kinoteatra 730 tomasagy geldi. Bu tomasagylaryn:

a) 4-isinin;

b) 4-den az sanysynyii;

¢) 4-den kop sanysynyn doglan giinlerinini gabat gelmeginiil dh-
timallygyny tapmaly.

59. Oynalyan kub 500 gezek oklanyar. 4-lik ockonyn yiize
¢ykmagynyn otnositel yygylygynyil bu wakanyn bir synagdaky &h-
timallygyndan gysarmasynyn absolyut ululygynyn 0,01-den kigi
bolmagynyn &htimallygyny tapmaly.

60. Wakanyi bagly dil synaglaryni her birinde yiize cykmagynyn
dhtimallygy 0,2-4 deit. Wakanyin yiize c¢ykmagynyn otnosi-
tel yygylygynyin onunn dhtimallygyndan gysarmasynyn absolyut
ululygynyn 0,04-den uly bolmazlygynynl dhtimallygynyn 0,9544-¢
deni bolmagy ii¢in né¢e synag gec¢irmeli bolar?

61. Mellekddki gawunlarynn 15%-ni mor-mojek zayalapdyr.
Sowuna alnan 20 gawunyn arasynda zayalananlarynyn in dhtimal sa-
nyny tapmaly.

62. Bagly dél n synagyn her birinde kdbir wakanyn yiize ¢yk-
magynyn dhtimallygy 0,7-4 deii. Bu wakanyn yiize ¢cykmalarynyn in
dhtimal sanynyn 20-4 den bolmagy ii¢in nice synag gecirmeli?
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63. Tenne 2 gezek oklanyar.

a) Sifrin ylize ¢ykmalarynyn sanynyn paylanys kanunyny yaz-
maly;

b) Bu totin ululygyn paylanys funksiyasyny tapmaly.

64. Oynalyan kub 3 gezek oklanyar.

a) 3-e boliinydn ockonyn yiize ¢ykmalarynyi sanynyn paylanys
kanunyny yazmaly;

b) Bu totdn ululygynl F(x) paylanys funksiyasyny tapmaly.

65. Synagcy talyba gosmaca soraglar beryar. Talybyn berlen
islendik soraga jogap bermeginin dhtimallygy 0,7-4 den. Eger talyp
berlen soraga jogap berip bilmese, synagcy ona sorag bermegini bes
edyér. Talyba berlip bilinjek soraglaryn sanynyn paylanys kanunyny
yazmaly.

66. Atyjynyn 1 gezek atanda nysanany urmagynyn dhtimallygy
0,8-¢ den. Atyja ti atan oky nysanadan sowa ge¢yiangd ok berilyar.
Atyja berlip bilinjek oklaryn sanynyn paylanys kanunyny yazmaly.

67. X totdn ululygyn paylanys funksiyasy

0, x=<0,

F(X): Xz , x>0
1+x°

gornilisde berlen. X totdn ululygyn f(x) dykyzlyk funksiyasyny tap-
maly.

68. Uzniiksiz X totin ululyk

0, x =<2,
F(x)=1{(x—2), 2<x<3,
1, x>3

paylanys funksiyasy bilen berlen.

a) X totén ululugyn f(x) dykyzlyk funksiyasyny tapmaly;

b) X totin ululygyn [2,24; 2,5) ¢epi yapyk interwaldan bahalary
kabul etmeginini &htimallygyny tapmaly.
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69. Uzniiksiz X totidn ululyk

0, x <0,
F(x)={x’+Cx, 0<x<1,
1, x> 1

paylanys funksiyasy bilen berlen.

a) C parametrin bahasyny tapmaly;

b) fix) dykyzlyk funksiyasyny tapmaly;
1

¢) X totin ululygyn (5; 2) interwaldan bahalary kabul etmeginin

dhtimallygyny tapmaly.
70. Uzniiksiz X totén ululyk
< T
0, x =< 1
— i T s
f(x) =12sin2x, 1 <x < >
T
0, x > 7

dykyzlyk funksiyasy bilen berlen. Bu totdn ululygyn F(x) paylanys
funksiyasyny tapmaly.

71. R radiusly tegelegin i¢ine nokat oklanyar. Nokadyn diisen
yerinden tegelegin merkezine cenli aralygyn F(x) paylanys funk-
siyasyny we f(x) dykyzlyk funksiyasyny tapmaly.

72. X totian ululyk

0, x=<0,
F(x)=1x% 0<x<1,
1, x>1

paylanys funksiyasy bilen berlen. Bagly dil 3 synagda X totdn ulu-
lygyn (0,30; 0,80) interwaldan 2 gezek baha kabul etmeginifi &htimal-
lygyny tapmaly.

73. Goy, X diskret totdn ululyk x =1 bahany p,=0,5 dhtimallyk
bilen, x,=3 bahany p,=0,4 dhtimallyk bilen, x, bahany bolsa p, éhti-
mallyk bilen kabul edyan bolsun. Eger MX=2,2 bolsa, x, bahany we
onuf degisli p, dhtimallygyny tapmaly.

327



74. Goy, diskret X totén ululyk x =0,2, x,=0,4, x,=0,5 bahalary
degislilikde p, p,, p, dhtimallyklar bilen kabul edyén bolsun. Eger
MX=0,36 we MX*=0,142 bolsa, p , p,, p, dhtimallyklary tapmaly.

75. Diskret X totdn ululyk

X | -1 0 1 2 3
P 101102104/ 02] 0,1

paylanys kanuny bilen berlen bolsun. X we Y=3X?—1 t6tdn ululyk-
laryn san hésiyetlendirijilerini tapmaly.

76. 5 agaryn dine biri gulpy acyar. Bu acarlaryn her biri dinie bir
gezek synanylyar diyip hasap edip, gulpy agmak iicin edilip bilinjek
synanysyklaryn sanynyn san hésiyetlendirijilerini tapmaly.

77. Standart Oniimiil tayyarlanmagynyn &htimallygy 0,96-a
dent. Barlag iicin sowuna 100 6niim alynyar. Bu alnan 6ntimleriii

arasyndaky standart ddl onlimleriii sanynyn san hésiyetlendirijilerini
tapmaly.

78. Uzniiksiz X totin ululygyn

0, x=<0,
f(x)=1Csinx, 0 <x <,
0, x>

dykyzlyk funksiyasy berlen.
a) C parametrin bahasyny tapmaly;
b) X totan ululygyn san hésiyetlendirijilerini tapmaly.

79. Uzniiksiz X totin ululygyh
0, x <0,
ftx) =

aec ™, x=0,a>0
dykyzlyk funksiyasy berlen. X we Y=2X?+3 totédn ululyklaryn san
hésiyetlendirijilerini tapmaly.

80. Kébir onlim sistematik yalnyslyk goyberilmén ¢ekilyar. Cek-
megiil X tétdn yalilyslyklary 0 =25 orta kwadratik gysarmaly normal

kanun boyunga paylanan. Absolyut ululygy boyunca 5 g-dan uly bol-
madyk yaliiyslyk bilen ¢gekmegin dhtimallygyny tapmaly.
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81. Eger toprakdaky dokiinin mukdary [1,6; 3,8] kesimde dendl-
cegli kanun boyunca paylanan X t6tdn ululyk bolsa, onun

a) F(x) paylanys funksiyasyny tapmaly;

b) fix) dykyzlyk funksiyasyny tapmaly;

¢) san hésiyetlendirijilerini tapmaly.

82. X totén ululygyn

0, x<1,
— 2 —
Flx) = {& 1>4(4 Y) 1 <x<3,
1, x>3

paylanys funksiyasy berlen. Bu t6tédn ululygyn san hésiyetlendirijile-
rini tapmaly.

83. Oniimin ortaga agramy 50 g. Sowuna alnan Oniimif
agramynyn 90 g-dan az bolmagynyn dhtimallygyny bahalandyrmaly.

84. Yer iistiinini kabir yerinde yelifi ortaca tizligi 20 m/sek. Bu
yerde bir gezek gozegeilik edilende yelin tizliginin 80 m/sek-dan az
bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.

85. Kébir yerde bir yyldaky agyk howaly giinlerinn sany matema-
tiki garagsmasy 75 giine denl bolan t6tdn ululyk bolsa, indiki yylda bu
yerde agyk howaly giinlerin sanynyn 150-den az bolmagynyn &dhti-
mallygyny bahalandyrmaly.

86. Gys dowriinde otagyn ortaca temperaturasy 20°C, orta kwad-
ratik gysarmasy bolsa 2°C-a den. Otagdaky temperaturanyn orta ba-
hadan absolyut ululygy boyunga 4°C-dan az gysarmasynyn éhtimal-
lygyny bahalandyrmaly.

87. Sehde tayyarlanylyan tagtajyklaryn uzynlygy matematiki ga-
rasmasy 90 sm, dispersiyasy bolsa 0,0225 sm bolan t6tidn ululykdyr.

a) Tayyarlanan tagtajygyn uzynlygynyn onuil orta bahasyndan
gysarmasynyn absolyut ululygy boyunca 0,4 sm-den az bolmagynyii
dhtimallygyny bahalandyrmaly.

b) Tagtajygyn uzynlygynyn (89,7 sm; 90,3 sm) interwala diis-
meginin dhtimallygyny bahalandyrmaly.
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88. Goy, toplumlayyn bagly dil &, &, ..., &, ... totén ululyklar
yzygiderligi berlen bolsun. Eger

a)
£ -n? 0 n?
P | 20 [1-2] 2o
b) @>1 iigin
£ _ne 0 ne
P a" |1-2a"| a

bolsa, berlen t6tén ululyklar yzygiderligi {i¢in uly sanlar kanunynyn
yerine yetyandigini anyklamaly.

89. Goy, toplumlayyn bagly ddl &, &, ..., &, ... totén ululyklar
yzygiderligi berlen bolsun. Eger

&, —n 0 Jn
P 1/n 1-2/n 1/n

bolsa, berlen totdn ululyklar yzygiderligi licin uly sanlar kanuny ye-
rine yetyarmi?

Jogaplar

1.a) 49; b) 42.2.720. 3. a) 81; b) 20; ¢) 25. 4. 180. 5. 60. 6. 60. 7. 1080.
8. 18000. 9. 5°. 10. 900. 11. 151200. 12. 2300. 13. 720. 14. n-(n—1)/2.
15. 1/12. 16. 0,0556. 17. 0,2222. 18. a) 0,3024; b) 0,03125. 19. 43/216.

4 L I
20. 1/720. 21. 1/151200. 22. 0,33. 23. 7 24. 0,2. 25. 750" 26. 2

2 _ 2
27. 34/7? 28, &0 é%? @) 39.0.3.30.0.7. 31. a) 0.188: b) 0.452;

¢) 0,336; 32. g(l’ 33.0,3. 34. %22 35. 0,75. 36. 0,331. 37. a) 0,064;

b) 0,00024. 38. 0,727. 39. 0,0031. 40. 0,024. 41. nt2 g 0,322.
2(n+1)

43.0,156. 4. 6 . 45. 163 46.% 47.2) 0,307; b) 0,002. 48. Bir ak, bir gara.
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49. a) 0,2304; b) 0,08704; ¢) 0,91296; d) 0,98976. 50. 1/9. 51. 0,0054432.
52. 5/72. 53. 0,04565. 54. 0,0542574. 55. 0,0125. 56. 0,9935. 57. a) 0,06;
b) 0,919; ¢) 0,081; d) 0,6324. 58. a) 0,09; b) 0,8560; ¢) 0,054. 59. 0,4514.

0, x<0,
x[o]1]2 1/4, 0<x<1
60.400.61.3.62.28<n<29.63. b) F(x) = | /% ’
<n=<29.63-0) el P T =150 1< <0,

1, x > 2.

0, x<0,
8/27, 0<x<I,

64. a) b) F(x)=120/27, 1 <x<2,
P|8/2714/912/9(1/27 26/27, 2 <x <3,
1, x> 3.
65. X1 2 3 k
P|0,3]0,7-0,3|0,7*-0,3|...|0,7<1-0,3]...
0, x =<0,
66. X1 2 3 k =1 67. f(x) = l 2 >0
P|0,210,8-0,2(0,82-0,2]...(0,8<1-0,2]... (1 + 22
0, x <2,
68. a) f(x)= {2(9( —2), 2<x=<3, b) P(224<X<2,5)=0,1924.
0, x> 3;
0, x=<0,
69. a) C=0; b) f(x)= [3x2, x<x=1, ¢) P(12<X<2)=F(2)-F(1/2)=
0, x>1;
0, x<1/4,
=0,4772-0,1915=0,2857. 70. F(x) = [— cos2x, w/4 <x=<1/2,
1, x>r/2.
0, x<0, 0, x>0,
71. F(x) = {xZ/RZ, 0<x<R, flx)= {2x/R2, 0<x<R,
1, x> R. 1, x> R.

p = P(0,30 < X < 0,80) = 0,55.
72. ) ;
Py(2) = C2-0,55%-0,45 ~ 0,41.

p,=0,5; p,=0,2. 75. MX=1; DX=1,2; 0,~1,095; MY=5,6; DY=62,64,
0,~791. 76. MX=3;, DX=2; 0,=1,4. 77. MX=4; DX=3,.84; 0,~1,96.

73. p,=0,1; x,=5. 74. p,=0.3;

78. a) C=0,5; b) MX=7/2; DX = % — 2 0, = le—g. 79. MX = %;
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px=-"L g =L yy=3c+4 py_80 ; . 894
a a a’ a a
0, x < 1,6,
~0,16. 81.a) F(x) = 2,;’6, 1,6 <x<3,8,
1, x > 3,8;
0, x<1,6,
b) flx)= , 1,6 <x=3,8, ¢ MX=27;, DX=04; 0,~0,63.
O, x> 3,8;

82. MX=2; DX=~0,2; 0,~0,45. 83. P(£ < 90)> %. 84. P(£<80)>0,75.

85. P(£<150)>0,5. 86. P(|£—20|<4)>0,75. 87. a) P(|€-90|<0,4)>0,85;
b) P(89,7<£<90,3)>0,75. 88. a) Yerine yetyir; b) Yerine yetyir. 89. Hawa.

IV. 2. MATEMATIKI
STATISTIKANYN ELEMENTLERI
§2. 1. Totdan saylama we onun
paylanys kanuny

1. Bas we saylama toplumlar. Matematiki statistika XVII asyryi
basynda doreyiar we dhtimallyklar nazaryyeti bilen bilelikde gin ge-
rim bilen 0syar. Statistika adalgasy latyn «status» (yagday) soziinden
gelip ¢ykyar.

Matematiki statistikada esasan iki meseld garalyar:

1) Gozeggilikler netijesinde statistiki maglumatlary toplamak we
olary toparlamaklygyn usullaryny gorkezmek.

2) Ylmy we amaly netijeleri almak {i¢in toplanan statistiki mag-
lumatlary maksadalayyk deriiemekligin usullaryny islép diizmek.

Matematiki statistikanyn baslangy¢ diisiinjeleri hokmiinde bas
we saylama toplumlar diisiinjelerine garalyar. Birjynsly elementleriii
kopliigi bas toplum diylip atlandyrylyar. Bu toplum haysy hem bolsa
bir hil ya-da mukdar nysana gord owrenilydr. Bas toplumyn hemme
elementlerini yeke-yekeden owrenmeklik wagtyn we serigdelerin
kop sarp edilmegi bilen baglanysyklydyr. Sol sebépli, bas toplum-
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dan elementlerin bolek kopliigini sowuna saylap alyarlar we gyzyk-
landyryan nysana gord dwrenyirler. Bu bolek kopliige saylama diyil-
Var.

Saylama gegirilende diirli saylap alys usullary ulanylyar.

1) Mehaniki saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum birnége
bolek toplumlara mehaniki boliinyér we her bolek toplumdan bir ele-
ment sowuna saylanyp alnyp, gyzyklandyryan nysana gord wrenilyar.
Mysal ti¢in, ondiirilen N 6nlimini 20%-ni saylap almaly bolsa, onda
N
5
bir elementi sowuna alyp, gyzyklandyryan nysana gord d6wrenmeli.

2) Kysmy saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum kysmy bolek-
lere boliinydr we her bolekden sowuna bir element alnyp, gyzyk-
landyryan nysana gord owrenilydr. Mysal li¢in, kowiis fabriginin
ondiiryan kowiislerini pasyllayyn gorniisleri we Olgegleri boyunca
birndge kysmy boleklere bolyérler we her bolekden sowuna bir jiibiit
kowiis alyp, hil ya-da mukdar nysana gord Owrenyarler.

3) Tapgyrlayyn saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum kysmy
boleklere boliinydr we her bolekden elementleriii tapgyry sowuna
alnyp, gyzyklandyryan nysana gord owrenilydr. Mysal ii¢in, ¢orek
ondiiryén kirhananyn her tamdyrynda bisirilydn ¢orekleri gorniisleri
we Olgegleri boyunca kysmy bdleklere bolydrler we her bolekden
coreklerinn tapgyryny sowuna saylap alyp, hil ya-da mukdar nysana
gord dwrenyarler.

Amalyyetde bu usullary utgasdyryp ulanyarlar.

Eger bas toplumdan alnan element gyzyklandyryan nysana gora
owrenilip, yene-de bas topluma gaytarylsa, onda seyle saylama gay-
talanyan diyilyar. Eger element bas topluma gaytarylmasa, onda seyle

......

ontimlerin hemmesinin kopliigini -Z- bolege bolmeli we her bolekden

Haysy saylap alys usulynyn ulanylyandygyna garamazdan,
owrenilydn nysan barada dogry netijeleri ¢ykarmaklyga miimkingi-
lik bermegi ii¢in, saylamanyn wekilgilikli (reprezentatiw) bolmagy
gerekdir.
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2. Saylamanyii statistiki paylanysy. Goy, bas toplum haysy hem
bolsa bir nysana gord dwrenilydn bolsun. Bu nysan totin ululykdyr,
sebibi sol bir gdwriimli diirli saylamalarda ol 6iiden belli bolmadyk
diirli bahalary kabul edyir.

Goy, bas toplumdan n gowriimli saylama gecirilen bolsun we
bu saylamada x, baha n, gezek, x, baha n, gezek, we s.m. x, baha n,
gezek dus gelyén bolsun. Nysanyn kabul edyén x , x,, ..., x, bahalary-

......

Hemme yygylyklaryil jemi saylamanyn gowriimine dendir, yagny
n,tn,+..+tn=n
Wariantalar bilen olaryn degisli yygylyklarynyii sanawy-

......

paylanysy tablisa we grafik gorniisde berilyar. Tablisa gorniisde ol

xi X, X, X,

I’li n, n, l’lk

yaly berilyir. Yygylygyn statistiki paylanysyny grafiki bermeklik
ticin tekizlikde goniiburgly dekart koordinatalar sistemasyny gurmaly.
Abssissalar okunda x , x,, ..., x, wariantalary, ordinatalar okunda bolsa
n, n, .., n,_yygylyklary bellemeli. Sofira (x, 1), i=1, k, nokatlary
gurmaly we olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen yzygider birikdirmeli.
Emele gelen dowiik ¢yzyk yygylygyn statistiki paylanysynyn grafiki
berlisidir. Bu dowiik ¢yzyga yygylygynl poligony diyilyér. «Poligo-
nosy» grek so6zi bolup, kdpburgluk diylen manyny beryar.

W =i (1)

gatnagyga x, wariantanyil otnositel yygylygy diyilyér, bu yerde n,
ululyk x, wariantanyn yygylygy, n-saylamanyii gdwriimi.Wariantalar
bilen degisli otnositel yygylyklaryni sanawyna otnositel yygylygyn
statistiki paylanysy diyilyér. Bu paylanys tablisa we grafik gérniisinde
berilyir. Yygylygyii we otnositel yygylygyi paylanysyna saylamanyi
statistiki paylanysy diyilyar.
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Eger bas toplum tizniiksiz nysana gord dwrenilyén bolsa, onda bu
nysanyn kabul edyin bahalarynyn hemmesinin diisen interwalyny sol
bir 4 uzynlykly bodlek interwallara bolyérler. Her bir bolek interwa-
lyn yygylygy hokmiinde bu bélek interwala diisen wariantalaryn
yvygylyklarynyn jemini alyarlar we gistogramma diylip atlandyrylyan
figurany guryarlar.

Kesgitleme. Yygylygyn (otnositel yygylygyil) gistogrammasy
diylip, esaslary bolek interwallaryn 4 uzynlyklaryna den, beyiklikleri

bolsa, % (‘Z’), i=1, n, gatnagyklara deni bolan goniibur¢luklardan

ybarat basgangakly figura aydylyar.

Yygylygyii (otnositel yygylygyi) gistogrammasyny gurmak
ticin tekizlikde gontiburcly dekart koordinatalar sistemasyny gurmaly.
Abssissalar okunda 4 uzynlykly bolek interwallary, ordinatalar okun-

da bolsa % (%) ululyklary bellemeli we esaslary 4 ululyga den,

beyiklikleri bolsa % (%) ululyklara dei bolan goniiburcluklary

gurmaly.
3. Empirik paylanys funksiyasy.

F(x) =" )

iytgeyin hakyky x (—oco<x<oo) ululykdan kici wariantalaryn sany,
n-saylamanyn gowriimi. Empirik paylanys funksiyasy asakdaky ha-
siyetlere eyedir:

1) Empirik paylanys funksiyasynyn bahalar oblasty [0; 1] kesim-
dir, yagny, 0<F"(x)<1 densizlikler dogrudyr.

2) Empirik paylanys funksiyasy kemelmeyén funksiyadyr, yagny
bu funksiyanyii kesgitlenis oblastyna degisli we x, <x, defisizligi ka-
nagatlandyryan islendik x, we x, bahalar tigin F"(x ) <F"(x,) defsizlik
dogrudyr.

3) Eger x, in ki¢i warianta bolsa, onda x tytgeyén ululygyn
x<x, densizligi kanagatlandyryan hemme bahalary {i¢in /" (x)=0 bo-
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lar. Eger x, i uly warianta bolsa, onda x lytgeyén ululygyn x>x,
densizligi kanagatlandyryan hemme bahalary ti¢in F"(x)=1 bolar.

1-nji mesele. Bas toplumdan n=20 gowriimli saylama geg¢irilyér:

2,8,5,3,3,5,2,3,8,5,3,2,3,5,8,5,3,5,2, 3.

a) Yygylygyn statistiki paylanysyny tablisa gorniisinde yazmaly.

b) Yygylygyi poligonyny gurmaly.

¢) Otnositel yygylygyn statistiki paylanysyny yazmaly.

d) Otnositel yygylygyn poligonyny gurmaly.

< a) Saylamadan gorniisi yaly, 2-lik warianta 4 gezek, 3-lik wa-
rianta 7 gezek, 5-lik warianta 6 gezek, 8-lik warianta 3 gezek dus
gelyir. Onda

X, 2 3 5 8

1

n 4 7 6 3

i

b) Tekizlikde goniiburgly dekart koordinatalar sistemasyny
guralyn. Abssissalar okunda 2, 3, 5, 8 wariantalary, ordinatalar okun-
da bolsa 4, 7, 6, 3 yygylyklary bellélin. Sonira (2; 4), (3; 7), (5; 6),
(8;3) nokatlary guralyn we olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen yzygi-
der birikdireliii (/-nji surat).

A
4
3
0 2 3 5 8 X

1-nji surat. Yygylygyii poligony

¢)n,=4,n,=7,n,=6,n,=3 we n=n,+n,+n,+n,=20 bolandygy
sebapli
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n.

J— 1

Wi —
n

formuladan peydalanyp, otnositel yygylyklary tapalyn:
7

_m_ 4 _ M T
M="=7 0.2, W, n 20 0,35,

_ny_ 6 _ny_ 3
W=7y =00 =03 W="r=5;-015

k n
Bellik. Zsz%,%zngzl

deillikden peydalanyp, otnositel yygylyklaryn bahalarynyn dogry ta-
pylandygyna goz yetirmek bolar.
d) b) punktdaka menzes gurluslary ulanyp alarys (2-nji surat).

7
0,35

0,3

0,2
0,15

=Y

0 2 3 5 8
2-nji surat. Otnositel yygylygyn poligony

2-nji mesele. Yygylygyn statistiki paylanysy berlen:
b 1 6 7

1

n, 5 3 2

Empirik paylanys funksiyasyny tapmaly we onun grafigini gur-
maly.
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< Biitin san okuny 1; 6; 7 nokatlar bilen, kesismeyan dort bolege
bolelin we x tiytgeyan ululygyn her bolekdédki bahalaryna ayry-ayry-
lykda garalyn.

Goy, —0<x<1 bolsun. x tliytgeydn ululygyn bu aralykdaky ba-
halarynyn islendiginden kigi warianta yokdur. Sol sebépli n =0 bolar.
Onda

()= - 0 _
F (x)= = =10 0.

Goy, 1<x<6 bolsun. x iiytgeydn ululygyn bu aralykdaky
bahalarynyn islendiginden kici 1-lik warianta bar we ol 5 gezek dus
gelyir, yagny n =5. Onda

()= = 5 _
F (x)= =10 =0,5.

Goy, 6<x<7 bolsun. x luytgeydn ululygyn bu aralykdaky
bahalarynyn islendiginden ki¢i 1-lik we 6-lyk wariantalar bar. Bu
wariantalar degislilikde 5 we 3 gezek dus gelyérler. Diymek, n_=8.
Onda

()= - 8 _
F (x)= v =10 =0,8.

Goy, 7<x<o bolsun. x iiytgeydn ululygyn bu aralykdaky
bahalarynyn islendiginden kigi 1-lik, 6-lyk we 7-lik wariantalar bar.
Bu wariantalar degislilikde 5, 3 we 2 gezek dus gelyirler. Diymek,
n_=10. Onda

“(x) = e~ 10 _
F (x)= = =10 1.

Seylelikde,

0, «x=<1,
0,5, 1 <x=<6,
0,8, 6 <x=17,
1, x>17.

F"(x) empirik paylanys funksiyasynyi grafigini guralyn (3-nji

surat).

F(x)=
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F *(X)A

1_ _______________________ —
08— ————
0,6
04-
0,2
0 [ 2 3 4 35 6 8 %
3-nji surat.

Suratdan gorniisi yaly, empirik paylanys funksiyasy basgancakly

funksiyadyr. >

3-nji mesele. Saylamanyin paylanysy berlen

Interwalyii | Bolek interwal Bolek interwalyii ngylygyl:I‘
belgisi i X=X, yygylygy n, dykyzlygy 7’
2 4-6 12 6
: 6-8 3 L5
4 8-10 9 45

a) Yygylygyh gistogrammasyny gurmaly.

b) Otnositel yygylygyn gistogrammasyny gurmaly.

< a) Tablisadan gorniisi yaly, saylamanyn gowriimi n=6+12+
+3+9=30. Bolek interwallaryn uzynlyklary 2=2. Yygylygyn gisto-
grammasyny gurmak iicin tekizlikde goniiburgly koordinatalar sis-
temasyny guralyn. Abssissalar okunda (2; 4), (4; 6), (6; 8), (8; 10)
bolek interwallary, ordinatalar okunda bolsa 3; 6; 1,5; 4,5 ululyklary
belldlin. Sofira esaslary bolek interwallaryn #=2 uzynlyklaryna den,
beyiklikleri bolsa, 3; 6; 1,5; 4,5 ululyklara deni bolan goniiburcluklary
guralyn (4-nji surat).

b) Ilki W, = % formuladan peydalanyp, otnositel yygylyklary

tapalyn:
w="_6 _ wo="To _ 12 _
' n 30 =02, 2T 30 0.4,
T n 30 0.1, 7m0 30 0,3



0 2 4 6 8 10
4-nji surat. Yygylygyh gistogrammasy

Indi otnositel yygylygyn M dykyzlygyny tapalyi:

h
W _02_ W, _ 0.4 _
Y
W, _ 01 _ W, _ 03 _

=V

Tekizlikde goniiburcly dekart koordinatalar sistemasyny alyp,
esaslary bolek interwallaryn £=2 uzynlyklaryna den, beyiklikle-
ri bolsa, 0,1; 0,2; 0,05; 0,15 ululyklara deni bolan goniiburcluklary

guralyn (5-nji surat).
W,
7 A

0,2+

0,157

0,1+

0,05+

0 2 4 6 8 10
5-nji ¢yzgy. Otnositel yygylygyn gistogrammasy
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§2. 2. Paylanysyn nibelli
parametrlerinin statistiki bahalary

1. Statistiki bahalar. Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir
mukdar nysana gord dwrenilydn bolsun. Bu nysanyn paylanys funk-
siyasyny kesgitleyén parametrleri bahalandyrmak meselesi yﬁze cyk-
yar. Adatga deriieyjide dwrenilyén nysanyf kabul edyén x , x,, ..., x_
bahalary bolyar. Bu bahalara biri-biri bilen bagly dal, blrmenzeg
paylanan X, X, ..., X totdn ululyklar hokmiinde garayarlar we ba-
halandyrylyan @ nazary parametrini statistiki bahasy hokmiinde bu
totdn ululyklardan kébir 6°(X, X,, ..., X ) funksiyany kabul edyirler.
Argumentleri t6tdn ululyklar bolany sebapli ¢"(X,, X,, ..., X ) funk-
siya hem totan ululykdyr. Islendik gowriimli saylama gegirilende hem
bahalandyrylyan parametriii difie yakynlasan bahasyny tapmak bolar.
Sol sebépli gerekli yakynlagmany almak maksady bilen statistiki ba-
halara kébir talaplary bildiryéarler. Goy, # bahalandyrylyan parametr,
" bolsa, onuf statistiki bahasy bolsun.

Kesgitleme. Matematiki garasmasy bahalandyrylyan # paramet-
re defl bolan }’/agny MO"=0 deniligi kanagatlandyryan 6" statistiki

Stiysmedik baha artygy yva-da kemi bilen alnan sol bir
yalilyslyklaryn gaytalanyp durmazlygyny iipjiin edyédn hem bolsa,
ol mydama gerekli yakynlasmany beryér diylen netijini ¢ykarmak
nddogrudyr. Hakykatdan hem, goy, n gowriimli saylama & gezek ge-

cirilip, degislilikde 6, @, ..., 0, statistiki bahalar tapylan bolsun. Bu

statistiki bahalara 6" t6tdn ululygyi kabul edyin bahalary hokmiin-
de garalyn. Eger bahalandyrylyan @ parametrifi statistiki bahasy
hokmiinde M@" ululykdan yeterlik daslasan haysy hem bolsa bir sta-
tistiki baha kabul edilse, onda gerekli yakynlasmanyn alynmazlygy
miimkin. Sol sebdpli, #” tétdn ululygyi bahalarynyni M@ matematiki
garagsmanyi toweregindéki yayrawynyi ki¢i bolmagy talap edilyér. 6"
totan ululygyn yayraw Olgegi hokmiinde M(0"— 6)? ululyk kabul edil-
yér. Hususy halda, 8 siiysmedik baha bolanda, onuni yayraw 6lcegi
dispersiyadyr, yagny
M(0"-0)*=D0".
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Kesgitleme. i?kf M(G" — 6) ululyga eye bolan §" statistiki baha

7 ee

effektiw diyilyar.
Kesgitleme. Islendik € >0 san ii¢in

1£mp{\0’;—6|25}= 0

......

denligi kanagatlandyryan 492 statistiki baha esasly diyilyar.

2. Wariasiya hatarynyn hisiyetlendirijileri. Bas toplumyn
owrenilyén nysanynyi belli paylanysynyn nébelli parametrlerini ba-
halandyrmakda gozeggilik edilyin wariantalaryn orta bahalarynyn
mohiim dhmiyeti bardyr.

Goy, bas toplum kdbir mukdar nysana gord éwrenilydn bolsun.
Bu maksat bilen bag toplumdan alnan n gowriimli saylamada x , x,,
..., X, wariantalar degislilikde n , n, ..., n, yygylyklar bilen dus gelyén
bolsun.

k
Z”lixi
N o i=1
xs - n (3)

------

suia menzeslikde kesgitlenyar.

Mukdar nysanyn bahalarynyn saylama orta bahanyn toweregin-
déki yayrawyny hisiyetlendirmek licin saylama dispersiya diistinjesi
girizilydr. Goy, n gowrimli saylamada x, x,, .., x, wariantlar
degislilikde n, n,, ..., n,_yygylyklar bilen dis gelyan bolsun. Sayla-
ma dispersiya diylip, mukdar nysanyf gozeggilik edilyédn x, i=1, k
bahalarynyn )_cs saylama orta bahadan gysarmalarynyn kwadratlary-
nyf orta arifmetiki bahasyna aydylyar we D_bilen belgilenyér

k
—2
Zni(xi_xs)

_ i=1 .

n

D

S

(4)

Saylama dispersiyadan alnan arifmetiki kwadrat koke saylama

......

0,=D,. (5)
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k —\2

5 n .Z:lni(‘xi_‘xs)

j— . — L=
SEL D

(6)

n—1
ululyga diizedilen dispersiya diyilyar.
Dispersiyanyn formulasyny amaly maksatlar {i¢in amatly bolan
D=x*—(x)’ (7

gorniisde yazmak bolar. Hakykatdan hem,
k

k k
—\2
Z n; (%; — X) Z nx; _ Z ;X
D:1=1 — i=1 _zx_z=1 +
n n n

k

_ Zn,-

FEP B =P e x (P = - (),
bu yerde

k
2
_ Znixi - Znixi
x = =1 2 = =1

n ’ n

Kesgitleme. Iii uly yygylyga eye bolan warianta moda diyilyar
we M, bilen belgilenyir.

Bellik. Eger bas toplumyn owrenilyén nysany iizniiksiz bolsa,
onda dykyzlyk funsiyasynyn maksimuma eye bolan nokadyna moda
diyilyér.

Kesgitleme. Wariasiya hataryny wariantalaryii sany boyunga den
iki bolege bolyén warianta mediana diyilyar we M| bilen belgilenyir.

Eger wariantalaryn sany tik bolsa, yagny n=2k + 1 bolsa, onda

M =x,,,. 8)
Eger wariantalaryn sany jiibiit bolsa, yagny n=2k bolsa, onda
M, = % 9)

Bellik. Erkin nysan ii¢in

F(x)= (10)



......

nilyén nysanyn paylanys funksiyasy.
Kesgitleme. I uly warianta bilen i1l ki¢i wariantanyn tapawudy-

......

R=x_ —x_ . (11)

Kesgitleme. Wariantalarynn saylama orta bahadan absolyut gy-

......

we 0 bilen belgilenyér, yagny

k _
Z n; ‘ Xi = X |
_i=1
0= p. . (12)
Kesgitleme. Orta kwadratik gysarmanyn saylama orta baha go-
terimde ailladylan gatnasygyna wariasiya koeffisiyenti diyilyar we V
bilen belgilenyér, yagny

Q

V=2.100%. (13)

s

=

Teorema. )_cs saylama orta baha )_cb bas orta bahanyn siiysmedik
bahasydyr, yagny
MX =x

s b

(14)
deiilik dogrudyr.

n

Z n;x;

i=1
n

Qx, =

anlatmada )_cs ululyga )_(S totdn ululyk, x,, x,, ..., x wariantalara bolsa,
biri-biri bilen bagly dil we bas toplumyn dwrenilydn X nysany bilen
birmefizes paylanan X, X, ..., X totdn ululyklar hokmiinde garalyn.
Goy, MX . =a, i=1, k, bolsun. Onda MX=x, =a bolar. X ululygyn
matematiki garagmasyny tapalyn:

n k

o Z n;X; Z n;- MX; .
MX, = M\ =1 = i=1 =14 —g=yx, >

’ n n n
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Teorema. $° diizedilen dispersiya D, bas dispersiyanym siiysmedik
bahasydyr, yagny
MS*=D (15)

b
deiilik dogrudyr.
< D, saylama dispersiya D, bas dispersiyanyn stiysen bahasydyr,
yagny

MD, = ”;1-Db.

Bu denligi goz oiiinde tutup,

) n_ __n_. __.n_n—=1p _
Ms _M(n—lDS> i1 M= D=

deiiligi alarys. >
3. Ynam interwallary. Saylamanyn komegi bilen nazary pay-
lanysyn nébelli parametriniii bir statistiki bahasyny tapmaklyga no-
da nokatlayyn bahalandyrmanyn gerekli yakynlasmany bermezligi
miimkin. Sol sebépli interwallayyn bahalandyrmalary ulanyarlar.
Goy, 0 bahalandyrylyan parametr, " bolsa, onufi saylama netije-
sinde tapylan statistiki bahasy bolsun. Islendik >0 san ti¢in

|0-60"1<6 (16)
densizlikde 0 ululyk nige kigi boldygyca bahanyn takyklygy songa-
da uludyr. Sol sebdpli 6 ululyga bahanyn takyklygy diyilyar. Islen-
dik " statistiki baha ti¢in (16) defisizlik dogrudyr diymeklik elbetde
nddogrudyr. Sonun {i¢in (16) densizligin haysy dhtimallyk bilen yeri-
ne yetydndigine garayarlar.

y=P{l0-01<0}
dhtimallyga bahalandyrmanyn ygtybarlygy diyilydr. (16) densizligi
0" —0<0<0 +0 gorniisde yazalyn.

(-0, 0+0) (17)

interwala bahalandyrylyan @ parametri y ygtybarlyk bilen 6rtyén

......

Indi belli paylanysyn nédbelli parametrlerini bahalandyrmak {i¢in
ulanylyan ynam interwallaryny getireliii.
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Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir X mukdar nysana gord
owrenilyédn bolsun. Bu nysan a =MX we o = v DX parametrleri bo-

lan normal kanun boyunga paylanan diyeliii. Goy, a parametr nidbel-
li, ¢ parametr bolsa belli bolsun. Nébelli a parametrin " statistiki
bahasy hokmiinde )_cs saylama orta bahany kabul edip, @ parametri y
ygtybarlyk bilen 6rtyédn ynam interwalyny tapalyn. Bu maksat bilen
bag toplumdan n géwrimli x , x,, ..., x, saylama gegirelinl. Bu warian-
talara biri-biri bilen bagly dil, birmefizes paylanan X, X, ..., X totdn
ululyklar hokmiinde garalyn. Bu t6tén ululyklaryn orta arifmetiki ba-
hasyny X bilen belgililifi:

>X,
=1

X=i
n
Belli bolsy yaly,
~ v _ O g 1 [,
MX=a, DX=% ov=-"— Ox)=——|e 2dy.
o = YW=

Laplasyn funksiyasyndan we Nyuton-leybnisin (Leybnis Gotfrid
Wilgelm, 01.07.1646—-14.11.1716, nemes matematigi, fizigi we filoso-
fy) formulasyndan peydalanyp, yazyp bileris:

?’:P{X—a<5}={a—5<X<a+5}:q)(6W3—a)_

0
/n
_Q(w) _ @(55)_ ®<_M> - 2(D<M>.
o 0 o o
/n
6(%7% y (18)
belgileméni girizip,
20(1)=7 (19)

denligi alarys.
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0 takyklygyn bu bahasyny goz 6ntinde tutup, yazyp bileris:

r=P(X-al<0)=PfX-al <12} =

v_ lo Y. Lo
=PlX—-—F—<a<X+-"~=L
{ n Vn }
X totan ululygy )_CS ululyk bilen ¢alsyryp, normal kanun boyunga
paylanan X nysanyi ndbelli a parametrini ¢ belli bolanda y ygtybar-
lyk bilen o6rtydn

L _to. ., 1to
<xs s x /ﬂ (20)
ynam interwalyny alarys.

Bellik. (20) ynam interwalyndaky ¢ tiytgeyén ululygy (19) denlik-
den we ®@(x) Laplasyn funksiyasynyn tablisasyndan (2-nji gosundy)
peydalanyp tapmak bolar.

Indi @ we o parametrleri bolan normal kanun boyunca paylanan
X mukdar nysanyn nébelli a parametrini o ndbelli bolanda y ygtybar-
lyk bilen &rtyin ynam interwalyny tapalyii. Onuii {i¢in bas toplumdan
n gébwrimli x , x,, ..., x saylama gegirelin we yokarda getirilen pikir
yoretmeleri ulanyp,

totidn ululygy alalyn, bu yerde n — saylamanyi géwriimi, s — diizedi-

len orta kwadratik gysarma, X = % — saylama orta baha.

T totan ululyk £ =n—1 erkinlik derejeli we

(L N

S(t,n) = (2) ()
.Mr(n—l)-F(%) n-=

dykyzlyk funksiyaly Styudentin (Goset Uilyam Sit, 13.06.1876—
16.10.1937, inlis matematigi) kanuny boyunga paylanandyr, bu yerde
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= [y ey
0
gamma funksiya. 7" t6tdn ululygyn paylanys funksiyasyny

r="r

S

n
gornlisde yazmak bolar. (21) denlikdéki yay icinddki densizligi 6z-
gerdip yazalyn:
y:P(X—t T<a<X+t T)

X we S totin ululyklary degislilikde ES saylama orta baha we
s diizedilen orta kwadratik gysarma bilen ¢alsyryp, normal kanun
boyunga paylanan X nysanyi nébelli a parametrini o nébelli bolanda
7 ygtybarlyk bilen ortydn

(x L, \/7 «/7>
ynam interwalyny alarys. ¢ ululygy berlen n we 7 boyunca tablisadan
(3-nji gosundy) peydalanyp tapmak bolar.

Indi @ we o0 parametrleri bolan normal kanun boyunca paylanan
X mukdar nysanyn ndbelli o parametrini 7 ygtybarlyk bilen 6rtydn
ynam interwalyny tapalyn. Onun ii¢in bas toplumdan »n gowriimli
X, X,, ..., X saylama gegirip, s diizedilen orta kwadratik gysarmany
tapalyil. Bu diizedilen orta kwadratik gysarmany nibelli o parametriii
statistiki bahasy hokmiinde kabul edip,

P(lo—s|<0)=

deillige garalyn. Bu denlikdéki yay icindéki demnsizligi 6zgerdip
s—0<0<s+0 gorniisde yazalyn. Bu yerden alarys:

s(l—g><a<s(l+g>
0

T =4a belgileméni girizip, ¢ <1 bolanda, nébelli 0 parametri 7 ygty-

< l‘)— 2fS(z n)dt 1)

x +1,- (22)

barlyk bilen ortyan
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(s(1-q); s(1+q)) (23)
ynam interwalyny alarys. Eger ¢>1 bolsa, onda
0; s(1+q)) (24)

ynam interwaly ulanylyar. g ululygy berlen n we y boyunca tablisadan
(4-nji gosundy) peydalanyp tapmak bolar.
1-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen:

X, 1 3 5 8

1

n, 3 2 4 1

1

a) Saylama orta bahany;

b) Saylama dispersiyany we orta kwadratik gysarmany;

¢) Diizedilen dispersiyany we diizedilen orta kwadratik gy-
sarmany tapmaly.

k
2,1% 3.142:344-54+1-8 _ 37
v o—i=1 3 14+2-54+4-5+1-6 _ 5/ _
< a) x, = P 10 _10_3,7.
k
zni(xi_xs)
b) D, = =1 -
n

3-(1-3,7%+2-3-3,7*+4-(5-3,7¢ +1-(8 = 3,7)
= 0 = 4,81.

Onda

o, =D, =/4,81 = 2,19.

2__n _ 10 ~
¢)s* =MD =) 481~534

Onda s = /5,34 = 2,31. >
2-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen:
b 2 4 5 6 9

1

n 7 5 4 3 1

1

a) Modany;
b) Medianany;
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¢) Wariasiyanyi gerimini;

d) Bas orta bahanyn siiysmedik bahasyny;

e) Saylama dispersiyany we orta kwadratik gysarmany;

d) Bas dispersiyanyn siiysmedik bahasyny;

f) Orta absolyut gysarmany;

g) Wariasiya koeffisiyentini tapmaly.

< a) Saylamanyn paylanysyndan gorniisi yaly, inl uly yygylyga
(n,=7) x,=2 warianta eyedir. Diymek, M =2.

b) Berlen saylamada wariantalaryn sany tdk, yagny, 2k+1=5.
Bu yerden k=2. Onda M =x,  =x,=5.

¢) Wariantalaryfi ifl ulusy x,=9, ifi ki¢isi bolsa, x, =2. Onda

R=x_ —x  =9-2=7T.

d) Belli bolsy yaly, bas orta bahanyn siiysmedik bahasy )_cs sayla-
ma orta bahadyr:
k
21X,
-1 _7-2+544+44-543:6+1-9 _ 8l _ 4 5
20 20 ’

1

o
S

_ 7(=2,050 +5(=0,057+4-(0,957 +3-1,95* + 1-4,95* _
= 50 =
=3,4475.
Onda 0, = /D, = v3,4475 = 1,86.
d) Belli bolsy yaly, bas dispersiyanyn siiysmedik bahasy s? diize-
dilen dispersiyadyr:
=1 _p =20.3 4475~ 3,63

n—1 19
k _
Zni|xi_xs‘
_ =1 _
)0 = .
_7-2,05+5-0,05+4-0,95+3-1,95+1-4,95 — 1.46
= 20 = L0
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9 V=2.100% = 188 . 1009% ~ 45,93%. >
x 4,05

3-nji mesele. Goy, bas toplum normal kanun boyunga payla-
nan X nysana gord owrenilydn bolsun. Eger bas toplumdan n=100
gowriimli saylama gegirilip, onuil netijesinde )_cs =6,62 saylama orta
baha we o =2,89 orta kwadratik gysarma tapylan bolsa, X nysanyf
nébelli a = MX matematiki garasmasyny y=0,95 ygtybarlyk bilen ort-
yan ynam interwalyny tapmaly.

<1(20) ynam interwalyndan peydalanalyn. 2d(#) =y defilemeden
®O(r)=0,475 deniligi alarys. Laplasyn funksiyasynyn bahalarynyn ta-
blisasyndan (3-nji gosundy) peydalanyp, ¢ argumentiit ®(#)=0,475
baha degisli 7=1,96 bahasyny taparys. Onda

N

2,89 2,89
6,62 — 1,962 <a<6,62+1,96 2
v100 V100

ya-da
6,05<a<7,19.>

4-nji mesele. Kibir jisimi bagly dil 36 gezek dlgemelerin netije-
sinde Olgeglerin )_cs =21,3 saylama orta bahasy we s=0,98 diizedilen
orta kwadratik gysarmasy tapylan bolsun. Olgenyin jisimii hakyky a
ululygyny 7=0,99 ygtybarlyk bilen 6rtydan ynam interwalyny tapmaly.

< (22) ynam interwalyndan peydalanalyn. =36 we y=0,99
boyunga tablisadan (3-nji gosundy) ¢, =2,7 bahany taparys. Onda

0,98 0,98
21,3-2,7T —<a<21,3+2,7 ——
v 36 V36

ya-da
20,86<a<21,74. >

5-nji mesele. Bas toplumdan n=10 géwriimli saylama gegirilip,
s=5 diizedilen orta kwadratik gysarma tapylan bolsun. Bas toplumyn
normal kanun boyunca paylanan X nysanynyn nébelli o orta kwadra-
tik gysarmasyny y=0,95 ygtybarlyk bilen 6rtydn ynam interwalyny
tapmaly.
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< Berlen n=10 we y=0,95 boyunca tablisadan (4-nji gosundy)
q=0,65 ululygy taparys. ¢ <1 bolandygy sebidpli (23) ynam inter-
walyndan peydalanyp alarys:

5-(1-0,65)<0<5-(1+0,65) ya-da 1,75<0<8,25.5>

§2. 3. Empirik paylanysyn normal
paylanysdan gysarmasynyn
bahalandyrylysy

1. Empirik momentler. Goy, bas toplum haysy hem bolsa
bir mukdar nysana gord owrenilydn bolsun. Bu maksat bilen bas
toplumdan n gowriimli saylama gegirilip, x,, x,, ..., x, wariantalar
degislilikde n, n, ..., n_(n=n, +n,+...+n) yygylyklar bilen alnan
bolsun. Eger wariasiya hatarynda islendik iki yanasyk wariantanyn
tapawudynyn absolyut ululygy sol bir /4 sana den bolsa, onda wa-
riantalara defidaslasan, 4 sana bolsa d4dim diyilydr. Wariantalar uly
sanlar bolan yagdayynda, hasaplamalary yenillesdirmek maksady
bilen

sertli wariantalardan peydalanylyar, bu yerde C-islendik x,, i =1, r wa-
rianta (yalan nol). Yalan nol hokmiinde wariasiya hatarynyi ortasyna
golay yerlesen warianta alynsa, hasaplamalar has-da yenillesyar.

Saylamanyn umumy hésiyetlendirijilerini hasaplamak ii¢in em-
pirik momentlerden peydalanmak amatlydyr.

Zni(xi - C)k
M= (25)

......

i=1, r — wariantalar, n, i=1, r — wariantalaryn degisli yygylyklary,
C —yalan nol, n — saylamanyn gowriimi. Hususy halda, C=0 bolanda,
(25) gatnagykdan k-njy tertipli
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My =" (26)

baslangy¢ empirik momenti alarys. (26) anlatmadan gorniisi yaly, bi-
rinji tertipli (k=1) baslangy¢ empirik moment saylama orta bahadyr:

.
Z:lnixi
— 1=

Ml’_

P

Hususy halda, C =)_cs bolanda, (25) gatnasykdan k-njy tertipli

. —\k
n; (x; — ;)
]

m, = 27)

n

merkezi empirik momenti alarys. (27) anlatmadan gorniisi yaly, ikinji
tertipli (k=2) merkezi moment saylama dispersiyadyr:

L —k
n;(x; — x,)
=1 =D..

m-, =
2 n s

Merkezi we adaty momentlerin arasynda

m,=M,—(M?=D, (28)
m,=M,~3M,- M+2(M,)?, (29)
m,=M,~4M'- M/+6(M.)? - M/+3(M.)’ (30)

gorniisli baglanysyklar bardyr.
Hasaplamalary yeiillesdirmek maksady bilen sertli empirik mo-
mentlerden peydalanylyar.

r r k
n;u; Z’h’( 2 )
=1 _i=1

n n

* .

(1)

ululyga k-njy tertipli sertli empirik moment diyilyédr. Hususy halda,
k=1 bolanda (31) aillatmadan birinji tertipli sertli empirik momenti
alarys:
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M, = i=1 = —
n n n
Bu yerden
x, =M, -h+C (32)
(31) anlatmadan taparys:
Zni(xz - C>k 1
Mk:hk = n Tk M
Bu yerden
M/= M, - h*. (33)

(33) denlikden peydalanyp, (28), (29) we (30) denlikleri sertli empirik
momentler arkaly

m, = | My —(M;Y|-h> = D,, (34)
my = |M; — 3M; - M, + 2(M; |- i, (35)
my =M, — 4M; - M + 6(M ) - M; — 3(M;)'|-h* - (36)

gorniisde yazmak bolar.

Amalyyetde kopleng defidaslasmadyk wariantalar bilen is salys-
maly bolyar. Bu yagdayda berlen wariantalary denidaslasan wariantala-
ra getirmeklik zerurlygy yiize ¢ykyar. Onun ti¢in berlen wariantalaryn
hemmesinin diisen interwalyny sol bir uzynlykly bolek interwallara
bolmeli we bolek interwallarynl ortalaryny tize wariantalar hokmiin-
de kabul etmeli. Seylelikde, tize dendaslasan wariantalar alynyar.
Téze wariantalaryn yygylyklary hokmiinde degisli bolek interwallara
diisen kone wariantalaryn yygylyklarynyn jemini almaly.

Bellik. Berlen dendaslagsmadyk wariantalardan tize defidaslasan
wariantalara gecilip, saylamanyn hésiyetlendirijileri hasaplananda
valiyslygyn uly bolmazlygy ti¢in her bdlek interwala berlen warian-
talaryn 8-10-dan az bolmadyk sanysynyn diismegini gazanmalydyr.

2. Empirik we nazary yygylyklar. Goy, bas toplum paylanys
kanuny nédbelli bolan X mukdar nysana gord owrenilyan bolsun. Bu
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bag toplumdan » géwriimli saylama gegirilende X nysan x, bahany n

gezek, x, bahany n, gezek, ..., x, bahany n, gezek kabul edipdir diyeli.
x, i=1, k, wariantalaryfi gozeggilik edilydn n, i=1, k, sanlaryna em-

......

gitli kanun boyunca paylanandygy barada gliman etmeklige esas bar
bolsa, onda onunl gbzegeilik maglumatlary bilen ylalasygyny barla-
mak ti¢in nazary yygylyklary hasaplamaly bolyar. Nazary hasaplanyp
tapylan n/ =n- P, ululyklara dizleyji yygylyklar diyilyér, bu yerde
n-saylamanyn géwrimi, P-belli paylanysly X nysanyfi x, bahany ka-
bul etmegininl dhtimallygy.

Eger X lizniiksiz nysan bolsa, onda onun kabul edyidn hem-
me bahalarynyn diisen interwaly kesismeyan k& bolek interwallara
boliinyédr we X nysanyn bu bolek interwallara diismeginin P, i=1, k,
ahtimallyklary tapylyar. Sofira diskret paylanysdaky yaly n' =n- P,
formuladan peydalanyp, diizleyji yygylyklar tapylyar. Hususy halda,
eger X lizniliksiz nysan normal kanun boyunca paylanan diylip giiman
etméage esas bar bolsa, onda n/diizleyji yygylyklar

r_n-h
== e(u)

formuladan peydalanyp tapylyar, bu yerde n-saylamanyn gowrii-
mi, h-bolek interwallaryfi uzynlyklary, o -saylama orta kwadratik

gysarma, u; = i;xs , X,—i-nji interwalyfi ortasy,
N
1 u
o(u) = e 2
() =——

Indi saylamanyn maglumatlaryndan peydalanyp, normal egrinin
gurlugyny teswirldlin.
Goy, bas toplumdan »n gdwriimli saylama gegirilip,

xl. xl x2 xk

n, n, n, n,

statistiki paylanys alnan bolsun. Normal egrini gurmak t¢in:
1) x saylama orta bahany we 0 saylama orta kwadratik gysarma-
ny tapmaly;
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2) y = n0-<h ®(u;) formuladan peydalanyp, nazary paylanysyn

S

y, ordinatalaryny (diizleyji yygylyklary) tapmaly, bu yerde n-sayla-

manyn gowriimi, #-ddim (islendik gonsy iki wariantanyn arasyndaky
uzaklyk),

_ 2
U= lgxs’ p(u) = Lo

S \/ﬂ ’
3) goniiburgly dekart koordinatalar sistemasynda (x; y,) nokat-
lary gurmaly we olary endigan egri bilen birikdirmeli.
Normal egrinin gurlusyny mysal arkaly gorkezelin.
Mysal. Saylamanyn paylanysy berlen:

x | 40 | 45 | 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75 | 80
n 5 6 10 | 14 | 30 | 16 | 10 4

Normal egrini gurmaly.
1) x, saylama orta bahany tapalyri:
k
D nx,
Y = i=1 _540+4-45+10-50 +14-55
s n 100
1 30-60+16-65+ %8(-)70+4-75+5-8O ~59.8.

D_saylama dispersiyany tapalyi:
k _
z n; (xi — X )2

— i=1
D, = .

_5:(40—59,8) + 6-(45 —59,8)* + 10 (50 — 59,8)? N

100
14-(55 — 59,8 + 30 (60 — 59,8 + 16 (65 — 59,8’
+ +
100
. _ 2 . _ 2 . _ 2
L 10-(70 = 59,87 +4-(75 = 59,8 +5-(80 = 59,8F _ o5 o0
100
Onda

o, =D, =+89,96 ~ 9,84.
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X — X . y
QD u = ld & wariantalary tapalyn:
S

X —x;, _ 40-59,8 _ —19,8

W=""0G""="9o84 ~ og4 ~ 2%
T
= B 05D o = o
e
Uy = S = Tods =94y = 002
4y = x,.;sx_s _ 659—’4589,8 _ 95,,428 — 0,55
T
o-ichompe B2

u2
o(u) = /;77{ e~ 2 funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan (1-nji

gosundy) peydalanyp taparys:
P(u,)=9(-2,09)=9(2,09)=0,0449;

P(u,)=9(-1,56)=¢(1,56)=0,1182;
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P(u)=@(=1,03)=¢(1,03)=0,2347;
o(u,)=¢(-0,51)=¢(0,51)=0,3503;
@(u)=9(0,02)=0,3989;
@(u,)=¢(0,55)=0,3429;
@(u)=¢(1,08)=0,2227,
P(u)=¢(1,60)=0,1109;
P(u,)=9(2,13)=0,0413;

y; = ”G'h @(u;) formuladan peydalanyp, nazary egriniii y, ordinata-
laryny tapalyii:
_nh _100-5 _ . 9.
=5 o(uy) = 9,48 0,0449 = 52,74 -0,0449 =~ 2;

S

v = o) = 52,74-0,1182 ~ 6;

N

y; = ”d'h o(i;) = 52,74 -0,2347 ~ 12;

v = o) = 52,74-0,3503 ~ 19;

S

ys = ”&h o(us) = 52,74 -0,3989 ~ 21;

S

vo = Lo (ug) = 52,74-0,3429 ~ 18;

N

yr =) = 52,74-0,2227 ~ 12;

v = L (ug) = 52,74-0,1109 ~ 6;

N

Yo = ”G‘h o(ity) = 52,74-0,0413 = 2.
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Berlen we tapylan maglumatlary tablisada yazaly:

*; n, xi_';s u;= % o(u) Yo = n(%sh Plug) = 52,74 ¢ (u;)
40 5 -19,8 -2,09 0,0449 2
45 6 -14,8 -1,56 0,1182 6
50 10 -9,8 -1,03 0,2347 12
55 14 —4.,8 -0,51 0,3503 19
60 30 0,2 0,02 0,3989 21
65 16 5,2 0,55 0,3429 18
70 10 10,2 1,08 0,2227 12
75 4 15,2 1,60 0,1109 6
80 5 20,2 2,13 0,0413 2
n=100

3) Gontiburgly dekart koordinatalar sistemasynda (x; y,) nokat-
lary guralyn we olary endigan egri bilen birikdirelin.

VA
30
25-
207
151

i

Yygylygyh poligony

Normal egri

040 45 50 55 60 65 70 75 80 X,
6-njy surat
Bu koordinatalar sistemasynda yygylygyn poligonyny hem gu-
rup we grafikleri defiesdirip, nazary egrinin gézeggiligin netijeleri bi-
len kanagatlanarly ylalagyandygyny goérmek bolar (6-njy surat).
3. Asimmetriya we eksses. Empirik ya-da nazary paylanysyn
normal paylanysdan gysarmasyny bahalandyrmakda asimmetriya we
eksses diylip atlandyrylyan san hésiyetlendirijilerden peydalanylyar.
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Kesgitleme. Uciinji tertipli m, empirik (ya-da /¢, nazary) mer-
kezi momentin orta kwadratik gysarmanyn ii¢iinji derejesine bolan

......

_m

AS O‘? ’

bu yerde m, empirik merkezi liglinji moment.Asimmetriyanyfi ala-

maty empirik ya-da nazary paylanysyn egrisiniit moda goré yerlesisi

boyunca kesgitlenyér. Eger empirik ya-da nazary paylanysyn egrisiniil

«uzyn bolegi» modadan sagda bolsa, onda 4 >0 (7-nji a surat), eger
modadan ¢epde bolsa, onda 4 <0 (7-nji b surat)

(37)

J) Ax)
INNYEY N
0l M, x Ol M, X
a) b)
7-nji surat

Normal paylanys ti¢in 4 =0. Hakykatdan hem,
= M(E = MEY = [ (x— MEV - f(x)dx =

— o0

1 [ 3 may
= x—ay-e dx.
oV 2r _£( ) 20°

X =4 _ y belgileméni girizip alarys:
37 Jon J ’

2
sebibi y’ - e funksiya tik, integrirleme c¢ékleri bolsa simmetrik.

Onda

Hs
S 3
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Sol sebépli, eger asimmetriya nola golay bolsa, bas toplumyn
normal kanun boyunca paylanandygy barada netije ¢ykarmak bolar.
Kesgitleme. Dordiinji tertipli m, empirik (ya-da z, nazary) mer-
kezi momentinl orta kwadratik gysarmanyn dordiinji derejesine bolan
gatnagygy bilen Ugiini tapawudyna eksses diyilydr we E_bilen belgi-
lenyar:
my

Bo="4-3 (38)

Eksses empirik ya-da nazary paylanysyn egrisinii normal
paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyil grafigine (normal egrd) gord
«kertlik» derejesini hésiyetlendiryar. Empirik ya-da nazary paylanysyn
egrisinifi normal egrd gord £,>0 bolsa, siiyri (8-nji a surat), E,<0
bolsa, tekiz (8-nji b surat) depesi bardyr.

fX)A S

Normal egri -~ Normal egri

8-nji surat

Normal paylanys ti¢in £, =0. Hakykatdan hem,

o= M(E—MEY = [ (x— MEY flx)dx =

(x—ay

1 oo 4 -
= x—a)-e dx.
oV 2r _i( ) 20°

% =y belgileméni girizip alarys:

04 [ ' ) : 04 [ ’ _ﬁ ( 2)
= e 2dy = —F+— e 2dl = ).
/’l4 /272__!0)) y /27_[ _o[y 2

361



Bolekler boyunga integrirleme usulyndan peydalanyp taparys:
3¢ [y, 0 < y? )
== e 2d\ 5.
n= 30 et
Yene-de bolekler boyunga integrirleme usulyny ulanyp alarys:

_ 30" [t 30 o
u4—@fezdy @@ 30"

Onda

Ekz’;j—szo.

Sol sebépli, eger eksses nola golay bolsa, bas toplumyn normal
paylanysa eyedigini tassyklamak bolar.
Bellik. Eger

[4|<30, we |E|<30,

deisizlikler dogry bolsa, onda empirik paylanysyn normal paylanysa
golaydygy barada netije ¢ykarmak bolar, bu yerde

6 24
Im e TN

degislilikde asimmetriyanyn we ekssesiil standartlary hokmiinde ka-
bul edilen ululyklar, n-saylamanyn gowriimi.
1-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen:

x | 40 [ 45 | 50 | 55 | 60 | 65

1

n, 4 5 20 | 10 6 5

1

Sertli momentlerden peydalanyp,

a) saylama orta bahany;

b) saylama dispersiyany;

¢) asimmetriyany;

d) ekssesi tapmaly.

< Hasaplamalary yefillesdirmek tigin, berlen x, wariantalardan u,
sertli wariantalara gecelil. C yalan nol hokmiinde wariasiya hatarynyn
ortasyna golay yerlesen we il uly yygylyga (n,=20) eye bolan x, =50
wariantany kabul edeliil. #=35 bolandygy sebipli, taparys:
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ulle—C:4o—50 _

. = _ 2 u2:x2;C:45g50:_1;
_x%=C _50-50 _ . _x-C _55-50 _ ..
e Y I
x-—C _ x. —C _
0 = sh :6055022; e = 6h :4555023_

Basky dort sertli momentleri tapalyii:

k
o i;”f”i 4(=2)+5-(=1)+10-1+6-2+5-3
- _

n 50 = 0,48,
k
Z”i”i
= 4-4 -14+10-1 -4 : .
M, = 1n _ +5 +(§0 +6:4+59 _ .
Zk:”i”?
o _4(=8)45(-1)+10 14684527 _
3 n 50 e
k
4
Z”i“i
M=i=i L _ 41645 1+10.146:1645:81 _

a) )_cs saylama orta bahany tapalyn:
x, =M h+C=0,48-5+50 =524
b) D_saylama dispersiyany tapalyii:
D, =|M;—(M;Y] h*=[2—(0,48)] 25 = 44,24,
Onda
o, =,/D, = /44,24 ~ 6,65.
¢) Ilki tgiinji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyn:
my=|M;—3 M -M,+2-(M)| h’=
=13,12-3-0,48-2 +2-(0,48)’]- 125 = 57,65.
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Onda

_my _ 57,65
Yoo 294,08
d) Dordiinji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyn:

*

my =My —4-M;-M;+6-(M)' - My —3-(M;)'|- h* =
=[11,6 —4-0,48 3,12+ 6-(0,48)*-2 — 3-(0,48)*]- 5* = 5134,47.
Onda

A =~ 0,196.

E =M _3_ 513447

o (6,65)

N

—-3x=-0,37.>

2-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen:

x | 5] 8|10 |11 |13 |14 |15 |16 |18 |20 |22 |24 |25
n| 73108 |7 |15(10|5 |8 |12|6 |54

Sertli momentlerden peydalanyp,

a) saylama orta bahany;

b) saylama dispersiyany;

¢) asimmetriyany;

d) ekssesi tapmaly.

< Saylamadan gorniisi yaly, wariantalar defidasglasan dildirler.
Olary dendaslasan yagdaya getirelin. Onuil {i¢in wariantalaryn hem-
mesiniil diisen (5; 25) interwalyny sol bir 2#=4 uzynlyklary bolan
(5:9), (9; 13), (13; 17), (17; 21), (21; 25) bdlek interwallara bolelin.
Bu bolek interwallaryfi ortalaryny y, wariantalar hokmiinde kabul
edip, dendaglasan

y=7 y,=11; y3=15; y,=19; y5=23

wariantalary alarys. Téze y, wariantalaryil n, yygylyklary hokmiinde
degisli bolek interwallara diisen x; wariantalaryn yygylyklarynyi je-
mini alalyn:

n=7+3=10; n,=10+8+7=25; n,=15+10+5=30;

n,=8+12=20; n,=6+5+4=10.
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Seylelikde, dendaslasan wariantalary bolan

7 11 | 15 | 19 | 23
10 | 25 | 30 | 20 | 15

i

i

paylanysy alarys. C yalan nol hokmiinde y,=15 wariantany kabul
edip, u, sertli wariantalary tapalyn:

_»n=-C _17-15 _ .. _»=C _11-15 _ 4.

=T =g TR mETy ==k

_»=C _15-15 _ . _w=C _19-15 _ ..

T S
u=35—C _23-15_,

h 4
Bagky dort sertli momentleri tapalyn:

k
n;u;
Mf:i; :10-(—2)+25~(—1)+20-1+15-2

n 100 = 0,05
k
2,1 10-4425 142014154
x T _ -4 + -1+ -1+ . _ .
M, ==,—= 100 = 1,45
k
yr o S _10(=8) 425 (=) +20 14158 _
3T T 100 =39
k
nl-u;1
=1

* .

M= _10-16+25-1+20-1+15-16 _ 4 45

n 100 ’

a) ;S saylama orta bahany tapalyn:
y,=M -h+C=0,054+15=15.2.
b) D_saylama dispersiyany tapalyii:
D, =|M;—(M,Y] h=[1,45—(0,05)]- 16 = 23,16.
Onda
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0,=./D, =/23,14 ~ 4,8.
¢) I1ki Gigtinji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyfi:
my =My =3 My My +(M;)'] b =
=10,35—-3-0,05-1,45+2-(0,05)’]- 4° = 8,496.
Onda

A M _ 8,496
Yoo (4.8)

d) Dordiinji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyn:
my =My —4 M- M;+6-(M) - M, —3-(M)'|- h* =
=14,45-4-0,05-0,35+6-(0,05)*- 1,45 — 3:(0,05)*]- 4* = 1126,84.
Onda

=~ 0,08.

m 1126,84
E =4 _3—-_-22%0%
o (4,8)*

N

3~-0,88.>

§2. 4. Korrelyasiya nazaryyetinin
esasy diisiinjeleri

1. Funksional we statistiki baglylyklar. Belli bolsy yaly, totdn
ululyklar bagly dél ya-da bagly bolup bilyéarler. Eger X totén ululygyn
kabul edyan her bir bahasyna Y totdn ululygyn kabul edyin kesgit-
li bir bahasy degisli bolsa, onda X we Y totin ululyklaryn arasynda
funksional baglylyk bar diyilyédr. Mysal ii¢in, tegelegin S meydany bi-
len  radiusynyn arasynda S = 77? gorniisli funksional baglylyk bardyr,
yone totdn ululyklar totén tdsirlerin astynda bolandyklary sebépli,
olaryn arasynda funksional baglylyk seyrek dus gelyér.

Eger bir totin ululygyn iytgemegi beyleki totin ululygyn
paylanysynyn iiytgemegine getirydn bolsa, onda olaryn arasynda
suwly iki howuza sol bir mukdardaky balyk isbilleri goyberilse, bu
howuzlardan diirli mukdardaky balyk alnar. Isbilleriit we balyklaryn
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mukdarlarynyn arasynda baglylygyn bardygy aydyndyr. Emma bu
funksional baglylyk dil-de statistiki baglylykdyr.

Goy, X totidn ululygyn her bir bahasyna Y t6tdn ululygyn bir-
nige bahasy degisli bolsun. X tétdn ululygyn x bahasyna degisli bolan,
Y totdn ululygyn bahalarynyn )_/x orta arifmetiki bahasyna sertli orta

......

¥, =Ax) (39)
funksiya bolsa, onda Y we X totdn ululyklaryn arasynda korrelya-
lygynda bir t6tédn ululygyn tiytgemegi beyleki totdn ululygyn orta
bahasynyn liytgemegine getiryér. (39) denlemd Y totdn ululygyn X
totdn ululyga regressiya deiilemesi, f(x) funksiya regressiya funk-
t6téan ululygyi Y t6tén ululyga x =¢(y) regressiyasy hem edil suia
menizes kesgitlenyir. Eger f{x) we ¢(y) regressiya funksiyalarynyii

Totén ululyklaryn arasyndaky korrelyasiya baglylygynyn giiyjii-
ni totdn ululyklaryil bahalarynyn sertli orta bahalaryn towereginda-
ki yayraw olcegi bilen kesgitleyirler. Yayraw Slgegi uly boldugyga,
totdn ululyklaryn arasyndaky korrelyasiya baglylygy gowsayar.

2. Regressiya goniisiniii defilemesi. Goy, bas toplum X we Y
mukdar nysanlara gord dwrenilydn bolsun. Bu nysanlaryn arasynda
cyzykly korrelyasiya baglylygy bar diyelin. ¥ nysanyii X nysana
regressiya goniisiniii defilemesini tapmaklyk maksady bilen bas top-
lumdan n géwriimli saylama gegirilip, sanlarynl (x; y,), (x,; ¥,), ..,
(x,; ) njubiti alnan bolsun, bu yerde x, i=1, n, X nysanyn, y, i=1, n,
Ynysanyn kabul edydn bahalary. Goy, bu jiibiitlerin her birine bir gezek
gozegcilik edilydn bolsun. Onda ;x sertli orta bahany ulanmaklygyn
zerurlygy yokdur. Sol sebépli ;x =px + b deiillemé derek

Y=o0x+b (40)

deiilleméd garayarlar, bu yerde o ululyk regressiyanyn saylama koeffi-
siyenti. Anyk (40) regressiya defilemesini yazmaklyk ti¢in o we b ulu-
lyklary tapmak yeterlikdir. Bu ululyklary ¥ -y, i=1, n, gysarmalaryf
kwadratlarynyf jemi minimal bolar yaly saylap alalyf, bu yerde Y, go-
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zeggilik edilyén x, warianta degisli, (40) defilemeden tapylan ordinata,
y, bolsa x, warianta degisli ordinata. Gysarmalaryfi kwadratlarynyn
jemi o we b ululyklardan

G(o;b) = anYz —y)y = zn:(pxi +b—y)

i=1 i=1

funksiyadyr. Bu funksiyanynn minimumyny tapalyn:

do

dG N

45 2> (ox;+b—y) x =0,
=1 (41)

i=1
Bu deiillemeler sistemasyny ¢oziip taparys:

ne Y= sz 2.

0= i=l i= i=1 (42)

n n n
Zx? Zyi— 1xi' Z:lxiyi
= =

p=i=1 i=1 i

n ixlz _<Zn:xi>2

i=1 i=1

(43)

o we b ululyklaryn bu bahalaryny (40) defilemede ornuna goyup, YV
nysanyn X nysana regressiya goniisiniil anyk denllemesini alarys.

Goy, indi X we Y nysanlaryn (x; y) bahalar jlibiitleriniii arasynda
birden kop gezek gozeggilik edilydnleri hem bar bolsun. Bu yagdayda
Y nysanyn X nysana regressiya goniisinifi defilemesini

v, =ox+b (44)
gornilisde gozlilin. (41) denlemeler sistemasyny 6zgerdip yazalyn:
- _
][nx 0+nxb =) n, xy (45)
x0+b=y,

bu yerde n, ululyk (x; y) jiibiitin gozegeilik edilen sany. Bu sistema-
ny1 ikinji defilemesinden taparys:
b=y-xp.
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b ululygynn bu bahasyny (44) deiilikde ornuna goyup, regressiya
goniisinin
¥~y =0(x—x) (46)
deiillemesini alarys. (45) sistemadan o ululygy tapalyn:
anyxy—nxy anyxy—nxy
nlx® = (x)] n-oy

0=

Bu deiiligin iki bolegini hem % gatnasyga kopeldelin:
Y

Oy any~x~y—n;~§

N X'y—nx-y
D NSRS bl (48)
belgilemani girizip taparys:
(0
— .Y
o =T, o

------

pylan bahasyny (46) denllemede ornuna goyup, Y nysanyil X nysana
regressiya goniisinifl korrelyasiya koeffisiyentli

ye-y=r zx<x %) (49)

denllemesini alarys.

Goy, D, Y nysanyi kabul edyan y bahalarynyn y orta bahanyi
toweregmdakl dispersiyasy, D bolsa, degisli y_ sertli orta bahanyti
toweregindéki dispersiyasy bolsun Onda

Dy=D, (1—r}) (50)
denlik dogrudyr.

Indi korrelyasiya koeffisiyentiniii hdsiyetlerine garalyn.

1) Korrelyasiya koeffisiyentinin absolyut ululygy birden uly dal-
dir, yagny |r|<1. Hakykatdan hem, dispersiyanyf otrisatel daldigi
sebapli D; =D, (1-r; ?)=> 0 bolar. Bu yerden (I —r?)> 0 ya-da
Ir|<1.
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2) Eger korrelyasiya koeffisiyenti nola dei we regressiya ¢yzyk-
lary goniiler bolsa, onda nysanlar ¢yzykly korrelyasiya baglylygynda
dildir. Hakykatdan hem, eger r =0 bolsa, (49) defilemeden ;x =y
denligi alarys. Gorniisi yaly, y sertli orta bahalar x argumentif islen-
dik bahasynda sol bir hemiselik baha eyedir. Bu bolsa, nysanlaryn
arasynda ¢yzykly korrelyasiya baglylygynynn yokdugyny anladyar.
Bu yagdayda regressiya goniileri degisli koordinatalar oklaryna pa-