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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederlen ruhy bardyr kontlde.
Bitarap, garassyz topragyn nurdur,
Baydagyn belentdir diinyan éntinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizin ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Basglaryn téji sen, diller senasy,

Dinya dursun, sen dur, Tirkmenistanym!



Tiirkmenistanyin Prezidenti
Gurbanguly Berdimuhamedow:

— Biz hizir Tiirkmenistanda milli bilim ulgamynda
diiypli ozgertmeler gecirmdiige girigdik. Sol ozgertmelerin bas
maksady — tiirkmen yaslaryna diinydniri in osen talaplaryna

layyk gelyin bilim ulgamyny elyeterli etmekden ybaratdyr.

1. GIRIS

Hormatly Prezidentimizin bilim, ylym ulgamyna degisli kabul
eden kararlaryna layyklykda, Tiirkmenistan yurdumyzda milli bilim
ulgamyny kdmillesdirmek boyunga diiypli 6zgertmeler gegirilyar.

Yokary okuw mekdeplerinde diinyanii ifi 6sen talaplaryna layyk
gelyin bilimli, kdmil hiindrmenleri tayyarlamak boyunca netijeli isler
alnyp barylyar.

Geljekki inzenerleriil hiinér tayyarlygynda yokary matematikanyn
esasy disiinjelerinii, ayratyn hem matematiki modelirlemd degisli
diistinjelerin dhmiyeti 6rdn uludyr. Matematika, dordn gilinlinden
baslap, tebigaty 6wrenmegiit hemmeler tarapyndan ykrar edilen gu-
raly bolup hyzmat edyér. Onunl ulanylys yaylalarynyii sany gitdigi-
ce artyar. Olara ykdysadyyet, ekologiya, sosiologiya, statistika we
beylekiler mysal bolup biler.

Hazirki zaman 6niimgiligi yokary tehniki tayyarlygy talap edyr.
Matematiki modelirleme durmus meselelerini ¢ozmekde pugta orun
tutdy. Oniimgilik islerini dogry guramak, olary kiimillesdirmek, az ¢yk-
dajylar bilen amatly ¢oziiwleri tapmak, miimkin bolan helékgiliklerin
ontini almak we beyleki kop sanly meseleler matemaliki modelirleme
arkaly coziilip bilner.

Su yerde iki zady bellemek zerur. Birinjiden, islendik tejri-
be haysy hem bolsa bir nazary konsepsiya esaslanylyp gecirilende
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sowly bolyar. Ikinji tarapdan, islendik nazaryyet hemise tejribe-
lere esaslanyar. Mysal ii¢in, geliosentrik nazaryyetiin yiize ¢yk-
magy Giine we planetalara goniden-goni gozeggeilik etmek bilen
baglanysyklydyr. Eger owrenilydn hadysa barada maglumat az
bolsa, ol yeterlik derejede dwrenilmedik bolsa, onda matematiki
formalizasiya barada hig hili giirriin edip bolmajak yaly goriinyar.
Emma, goni tejribe arkaly owrenilydn hadysa barada maglumat
yygnamagyn Ordn kyn, hat-da miimkin dél halatlarynda hem, ma-
tematiki modelirleménin diysen dhmiyetli bolyan wagtlary bardyr.
Otnositellik nazaryyetiniit ddremegini we sofira onufi kanunlarynyn
eksperimental tassyklanylmagyny, tize planetalaryn (Neptun, Plu-
ton) barlygynyn nazary usul bilen aydylmagyny we soiira olaryn
gozlegler netijesinde tapylmagyny seyle tdsin yagdaylaryn mysal-
lary hokmiinde gorkezmek bolar.

Model obyekti owrenmegi yenillesdirmek ii¢in, ol barada
ginigleyin maglumat almak ii¢in, 6byektin tebigy berlisinden iiytge-
sigrak gorniisde gurnalyan bir guraldyr. Ol diirli niyetler bilen, mysal
icin:

1) tebigatda bolup gegyan hadysalara diistinmek {i¢in;

2) dwrenilyan obyekte uygunlasmak ti¢in;

3) caklamalar diizmek tigin;

4) tejribe gegirmek li¢in;

5) obyektin ginislik we wagt Ol¢eglerinde 6ziini alyp barsyny

owrenmek ii¢in;

6) ykdysadyyetde we beyleki ugurlarda amatly usullary we

yollary saylap almak tigin
gurnalyp bilner. Modeller gorniisleri boyunga hem tapawutlanyarlar.
Olar:
1) gurulyan desganyn iiytgedilen ululykdaky hereket edyén mo-
deli (ugaryn modeli, zawodyn konweyeriniit modeli we s.m.);

2) analog modeli (medisinada ulanylyan diirli gurallar we s.m.);

3) abstrakt model
gorniislerinde bolup bilyar.

Biz modellerin sonky gorniisi barada ginisleyin giirriin ederis.
Modelirleme diymek, modelin kdmegi bilen 6wrenilyén obyekt bara-



da tdze diisiinjeleri tapmak diymekdir. Modelirleménin 6ziine yeterlik
kyngylyklary bardyr. Meselem, modelin takyklygynyn pes bolmagy
miimkin. Bu yagdayda, modeliii kdmegi bilen alnan netijeleri tebigy
tejribelerin netijeleri bilen deniesdirmek arkaly modeli dwrenip, ony
kamillesdiryarler.

Adamzat taryhynda, onun 0Osiisi ticin dhmiyetli bolan diirli-
diirli modellere gabat gelmek bolyar. Diiziilen modelleriii nitakyk,
va-da diiybiinden niddogry bolup ¢ykyan halatlary hem bolyar. My-
sal ii¢in, alymlar Giine, Yere, Aya we planetalara gozeggilik etmek
bilen olaryn hereketlerini dwrenipdirler. Sonun esasynda, Gliniiii we
planetalaryi Yeriii dasyndan aylanyandygy baradaky geosentrik mo-
del yiize ¢ykypdyr. Bu modelin yaliysdygy dine kop yiiz yyllyklar
gecenden son, N.Kopernigiii geliosentrik modelinin déremegi bilen,
ayan bolyar. Yene-de bir mysal. «Tebigatda bolup ge¢yén hereketlerifi
sebdbi ndmede?» diyen 6rdn mohiim sowal gadymy dowliirde yiize
cykypdyr. Beyik grek alymy Aristotel onuii sebébinin giiy¢ bolya-
nyny tassyklapdyr. Emma, bu dogry netije bilen bilelikde, ol: «jisime
tasir edydn giiy¢, onuil tizligine proporsionaldyr» diyen yalitys mode-
li hem o6ne stiriipdir. Bu model G.Galiley tarapyndan inkér edilyén-
¢d, kop yiizyyllyklarynn dowamynda dogry hasap edilipdir. Elbetde,
beyle modellerin adamzadyn Osiisini togtadyanlygy diisniikli, olaryn
agirt zyyan getirenligi hem diigniiklidir. Onun tersine, dogry gurnalan
modelin dsiise bolan polozitel tasiriniii uludygyny Nyutonyn Biitin-
diinyd dartylma kanunynyn mysalynda gorkezmek bolar.

2. MODELIRLEMEDE YUZE
CYKYAN MESELELER

Modelirleme 6rén jogapkirli mesele. Yalitys diiziilen modelin
dine bir adam {i¢in, ya-da bolmasa dine bir gural {i¢in dil, eysem
jemgyyet li¢in getirjek zyyanynyn Ordn uly bolmagy miimkin. Sol
sebdpli modelirleme meselesine, ylayta-da ykdysadyyet, jemgyyet
bilen bagly meselelere orén jogapkérli ¢cemelesmeli. Umuman, is-
lendik modele hem seyle ¢emelesmeli, sebdbi yalilys diiziilen model



diizlijini, ulanyany gelsiksiz yagdaylara salmagy miimkin. I erbedi
hem, adamlarda matematika ylmyna bolan ynamsyzlygy doretmegi
miimkin. Elbetde, bu yolberilmesiz yagdaylardyr.

Model diizmige girisyénlere kébir umumy gorkezmeleri teklip
etmek bolar:

1. Model diizmeklige girismezden ozal, obyekt diiypli dwrenil-
melidir. Diiziiji obyektin haysy kanunlara, prinsiplere layyklykda 6z
isini dolandyryandygyny anyklamalydyr. Ol kanunlary we prinsipleri
doly 6wrenmelidir we olary ulanyp bilmelidir.

2. Seredilyédn obyekt barada yeterlik maglumat yygnap bol-
mayanlygy ony kin c¢dklendirmeli dildir. Muia Nyutonyn Biitin-
diinya dartylma kanunynyn agylmagy mysal bolup biler.

3. Diiziiji 6wrenilydn obyekte menzes obyektler {li¢in diiziilen
modeller bilen tanys bolmalydyr. Olary diiypli 6wrenmelidir.

4. Diiziiji «haysy model gowy?» diyen sowala jogap tapmalydyr.

5. Diiziiji éwrenilydn obyekte degisli meseldni matematikanyn
diline ge¢irmegi basarmalydyr, sebidbi modelleriil i¢inde i arzany we
in dhmiyetlisi matematiki modeldir.

Mysala yiizlenelin. Bir uly massiwi suwarmak {i¢in ulanylyan
kanalyn baslanyan yerinde, wagt birliginde Q m® suw goyberilyar
diyelin. Suwy massiwe paylayan gatlanyn yanynda dlgelende, kanalyi
kese kesiginden wagt birliginde Q, m® suw gecyir diyeliii. Onda,
suwuii gatla gelyéncd, wagt birligindéki yitgisi (Q — Q,) m’® bolar. Sol
mukdaryn «négesi bugarma bilen, nigesi syzma bilen bagly» diyen
sowala jogap bermeli bolsun. Bu yerde model diiziiji kop kanunlary
owrenmeli bolyar. Kanaldan suwuii syzma kanuny néhili? Syzma
kanuny suwun diiziimine baglymy? Syzma kanuny kanaly gursayan
topragyn diiziimine baglymy? Bu baglylyklary néhili 6lcemeli? Ka-
naldaky suw ndhili kanuna layyklykda bugaryar? Bugarma suwu
diiziimine baglymy? Kanaly yerlesyan yerine (geografik ginisligine)
baglymy? Bugarma Giiniin radiasiyasy bilen nihili baglanysykda?
Ine, sular yaly sowallaryi onlar¢asyna jogap tapmaly bolar.

Model diiziildi diyip gliman edelin. Ilki bilen, «diiziilen model
gapma-garsylykly bolaymasyn» diyen sowal yiize ¢ykyar, yagny
modelin ¢oziiwi yok bolmagy miimkin. Eger seyle bolsa, onda obyekt
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baradaky mesele yalnys goylan bolmaly ya-da model vyaliys
diiziilendir. Diymek, bu iki yagday basda barlanylmaly.

Goy, model barlanyldy, onuii ¢6ziiwi bar diyeliii. Onda: «Model-
den alnan netijeler goylan meseldnin jogabymy ya-da ddlmi» diyen
sowal gelip ¢ykyar. Bu — modeliii goylan mesele bilen dengiiycliligi
ya-da, basgaca aydylanda, olaryn kybapdaslygy baradaky sowaldyr.
Ol in m6hiim sowallary biridir we hokmany suratda barlanylmalydyr,
sebdbi modelden alnan netijanin hakykatdan das bolmagy miimkin.

Goy, kybapdaslyk barlanyldy, yone éwrenilydn obyektde geciri-
len tejribeler esasynda alnan netijeler bilen modelden alnan netijeleriii
gabat gelsi yeterlik gowy dél diyelin. Bu yagday diiziilen modelini
yeterlik derejede dogry diiziilmindigini anladyar. Diymek, modeli
tdzelemeli, yagny, obyekti diiypli 6wrenmek bilen modele tdzelikler
girizmeli.

Ondan sonra yokardaky barlaglar tizeden baslanyar: modelin
gapma-garsylykly déldigi, onun kybapdaslygy barlanylyar, model
tazelenilydr. Ahyrda kanagatlanarly model alynyanca, bu barlaglar
gaytalanylyar.

Aydylanlary kanaldan suw yitgisi baradaky yokarda getirilen
meselede diistindirelin. Goy, suw yitgisini anyklamak ti¢in diiziilen
model gapma-garsylykly boldy diyelin. Kanaldan suw yitgisinin bar-
lygy, onuni bir boleginin syzma bilen, beyleki boleginin bugarma bi-
len baglydygy dogry. Diymek, goylan mesele dogry. Onda bu yerden
modelin yalnys diiziilendigi gelip ¢ykyar. Goy, modele diizedisler gi-
rizildi diyelinn. Modeli ¢ozelint we netijeler alalyn. Mysal ticin, «yitgi
dine bugarma bagly» diyen netije gelip ¢ykyan bolsun. Bu yagday
siibheli bolyar. Diymek, kybapdaslyk yok bolyar. Goy, bu yagday
hem diizedildi diyelin (modele yene-de diizedisler girizilyér). Sonky
diizedilen modelden alnan netijeleri, tejribe arkaly bugarma bara-
daky kesgitlenen netijeler bilen denesdiryéarler. Eger gowy gabat gel-
se («gowy» gabat gelme meselesi modelirleyji tarapyndan ¢oziilen
bolmaly), onda model gowy diyse bolyar. Eger yene-de gabat gelsi
kanagatlanarly bolmasa, onda modeli tizelemeli bolyar we yokarky
barlaglary yene-de gecirmeli bolyar. Aydylanlary asakdaky shema
boyunga ainladyarlar:
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3. MATEMATIKI MODEL

Model diizmége néhili cemelesmeli?

Model diizmek meseldni anyklamakdan baglanyar. Kop halatlar-
da, obyektin gursap alyan obyektler bilen ¢ylsyrymly aragatnasygy
meseldni anyk beyan etmége pésgel beryir. Sol sebépli, meseldni
anyk céklendirmek kop wagt talap edyér we diiziijinin kop zatlardan
basynyn ¢ykmagyny talap edyédr. Olaryn it yonekeyleri Owrenilyén,
ya-da sona meiizes obyekt bilen is salysyanlar bilen giirriindes bol-
makdan, obyekte degisli materiallary yygnamakdan we 6wrenmekden
ybaratdyr. Ikinji bir mesele 6wrenilydn obyektin 6zbolusly ayratynlyk-
laryny kesgitlemekden, saylap bilmekden, olary tertiplesdirmekden
we olaryn esasylaryny hem-de esasy déllerini seljermekden, seyle
hem esasy hésiyetlerin 6zara baglanysyklaryny anyklamakdan duryar.
Ondan bagga-da, gerek bolsa, kébir hisiyetleri ideallagdyrmaly
bolyar. Mysal ii¢in, yapdan akyan suw bilen bagly meseleler dwre-
nilende kop halatda akymy laminar (bulanmayan) akym hasap etse
bolyar; jisimin hereketi 6wrenilende howanyn garsygyly yok hasap
etse bolyar; jisimin {ist boyuncga hereketi 6wrenilende {istiin stirtiilme-
si yok hasap etse bolyar we s.m.

Berlen obyekti doly kesgitleydn sebidplerin esasylaryny ma-
tematiki disiinjeler bilen calsyrmaklyga we olaryin arasyndaky

------
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mesele kdp wagty we Ordn takyk bolmagy talap edyar. Matematiki
model kop gorniiglerde bolup biler. Fiziki yagdaylar dwrenilende
model, esasan, differensial defilemeler gorniisinde bolyar. Ykdysady
meseleler 0wrenilende model algebraik defnilemeler ya-da densizlikler
ulgamlary gornlisinde bolyar we s.m. Nihili gorniisde bolsa-da,
modelin gapma-garsylyksyz bolmagy barlanylmalydyr. Ol bolsa,
modelin deiilemeler ulgamynyn ¢ézliwinin barlygyny we yeke-tikli-
gini anyklamaklyga syrygyar.

Kyn meseleleriit yene-de biri — kybapdaslygy barlamaklyk bol-
yar. Sol bir modelinn bir yagdayda owrenilyédn obyekte kybapdas,
beyleki yagdayda bolsa, kybapdas dédl bolmagy miimkindir. Mysal
icin, matematiki mayatnigin modelinden alnan ¢6ziiw, wagtyn do-
wamynda 6¢meyin yrgyldyny beryar diyelin. Emma, tebigatda ol
beyle dil. Wagtyn geg¢megi bilen yrgyldy O¢yar. Diymek, su mo-
del mayatnigiin uzak wagtyin dowamyndaky yrgyldysy owrenilende
kybapdas bolmayar. Eger-de, biz mayatnigin az wagtyn dowamyndaky
yrgyldysyny dwrenyédn bolsak, onda bu model éwrenilyin herekete
kybapdas bolyar. Sol sebdpli, kybapdaslyk meselesi dwrenilende,
sertler doly kesgitlenilmelidir, yagny, yokardaky meselede ginisligin
haysy boleginde, wagt okunyn haysy boleginde kybapdaslyk barla-
nylyandygy anyklanylmalydyr.

Ondan basga-da, model diiziilende 6iiden belli gatnagyklar, kanun-
lar we obyekt bilen bagly ululyklar (mysal ii¢cin, mayatnigin yiipiiniii
uzynlygy, massasy we s.m.) ulanylyar. Eger, sol gatnasyklardyr
ululyklaryn kesgitlenis takyklygy pes bolsa, elbetde, modelin hem
takyklygy uly bolup bilmez. Mysal ii¢in, yokarda agzalan meselede
mayatnigin agramyny 0rin niatakyk kesgitlap, modeli ¢6ziip alnan he-
reket kanunynyn orin takyk bolmagyny talap edip bolmaz.

Beyleki tarapdan, model diiziilende kop halatlarda «garhda siir-
tillme yok», «yliplin agramy yok», «stiynmeyén yiip», «ideal gazy,
«sepbesiksiz suwuklyk» yaly diistinjeler ulanylyar. Elbetde, tebigatda
ideal gaz hem yok, sepbesiksiz suwuklyk hem yok, stiynmeyén yiip
hem yok. Seyle-de bolsa, su diisiinjeleri ulanyp diiziilen modellerin
amatly bolyan halatlary az dildir. Garaz, model diizmek ansat ig dal.
Ol, esasan, diizyanin tejribesine bagly bolyar. Mysal ii¢in, diiziilen
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modelde tlikeniksiz ki¢i ululyklar gabat gelyén bolsa, tejribeli mo-
del diiziiji yokary tertipli tiikeniksiz kicileri taglap, kop yagdaylarda
ordn amatly modelleri diizyér, ya-da obyekte degisli kdbir sebéplerin
tasirinin ujypsyzdygyny anyklap, olary goz énlinde tutman, meseléni
we modeli has yonekeylesdirip bilydr we s.m.

Indi matematiki modelirlemdniii gifiden ulanylyan ugurlaryna
seredelin.

1. Matematiki model, kép yagdayda, hasaplama tejribelerini
gecirip, ediljek hereketlerin tdsirini 6niinden aytmak {i¢in ulanylyar.
Bu hili modeller, umuman, obyektin 6ziinde tejribelerin gegirip bol-
majak, ya-da olaryn 6rdn gymmat diisyén hallarynda ulanylyar. My-
sal hokmiinde, her bir adamyii endamyndaky ganyn mukdary nége
diyen meseldni, ya-da bolmasa, zawodlarda gurulyan konweyerlerin
isleysini barlamak baradaky meseléni gorkezmek bolar.

2. Matematiki model téze sistemalaryt isini dwrenip, olary 6zgert-
mek, ya-da gowulasdyrmak maksasdy bilen hem ulanylyar. Bu yagday,
kopleng, ykdysadyyet bilen baglanysykly meselelerde ylize ¢ykyar.
Mysal iicin: «nihili edip goyberilydn desgalaryin hilini gowulandyr-
maly»; «goyberilydn desgalaryili sanyny azaltmazdan we hilini peselt-
mezden zawodyn umumy ¢ykdajysyny nahili edip azaldyp boljak».

3. Téze usulyn, tize ideyanyn, geljekde berjek artykmaclyklaryny
ontinden gorkezmek iicin hem matematiki model ulanylyar. Bu hili
mesele onlimgilik edaralarynda, dolandyrys edaralarynda, ylmy insti-
tutlarda yiize ¢ykyp biler.

4. Matematiki model ¢aklamalar we taslamalar diizmek {i¢in in
amatly gurallaryn biridir.

Matematiki modelirleme arkaly ¢6ziilydn meselelerin sany yyl-
yyldan artyar. Bu — matematikanyn 0smegi bilen, onun usullarynyn
giiyclenmegi bilen we téze sahalarynyn doremegi bilen baglydyr. Ma-
tematika ndme, ol dursuna hyyaly ylymmy, hakykata bolan gatnasygy
néhili diyen filosofiki soraglar hakykatda — «matematiki model ndme»,
«onun hakykat bilen baglanysygy néhili» we «matematiki modeller
nihili diiziilyér» — diyen soraglara syrygyar.

EHM-in doremegi matematiki modelinn ulanylyan yaylasyny
has hem gineltdi. Asla matematiki modelirleme ulanylmayan ylym
pudagy yok diymek bolar. Hi¢ bir pikiriie gelmejek yerlerde hem
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matematikanyn usullary ulanylyar. Ona matematiki lingwistika,
matematiki geografiya, oyunlar nazaryyetinii matematiki esasy we
basgalar mysal bolup biler. Matematiki statistika, ykdysady mese-
leleri ¢6zmige goniikdirilen ¢yzykly we ¢yzykly ddl programmir-
leme, ygtybarlyk nazaryyeti, matematiki fizika yaly ugurlara bolsa
matematikanyn sahalary hokmiinde garamak hem bolar.

Adatga, matematiki modelin diiziilmeginin baslangyjy -
tejribecinin oniinden ¢ykyan ayratyn bir yagday bolyar. Mysal iigin,
kopri guryan inZenerin 6niinde «guruljak kopri ol kopriiden geciriljek
agyrlyklary goterermikdy, «kopriinit dmri nigerdk boljak» we s.m.
meseleler duryar. Desgalary bejerydn edaranyn baslygynyn oniinde
«bejeriljek desgalaryn nobatyny néhili edip azaltmaly» we s.m. me-
seleler duryar.

Model diizmek kyn mesele. Bu barada 611 hem aydylypdy. Umu-
man, model birndge hésiyetlere eye bolmaly:

1. Model ony ulanyja diisniikli bolmaly.

2. Gerekli we peydalanyp boljak netijeleri bermeli.

3. Ansat 6zgerdip, tdzelikleri girizip bolyan bolmaly.

4. Gaty gymmat bolmaly dal.

5. Takyklygy yeterlik derejede bolmaly.

Su talaplara layyklykda modeli diizmegin we ulanmagyi yoluny
1-nji blok-shemada gérmek bolar.

Shemanyn ulanylysyny bir mysalda gorkezelin.

Owrenmeli obyekt — diikanda kassanyn oniinde alyjylaryn
garagma nobaty.

1. Obyekt bilen bagly ¢6zmeli meseldnin kesgitlenilisi.

Gyzyklandyryan mesele:

a) Alyjynyn nobatda garasmaly wagtynyn we kassirin ona hyz-
mat edydn wagtynyn jeminin ortaca bahasy;

b) Kassirin bos duryan wagtynyn is wagtyna bolan goterim
gatnagygy.

2. Meselénin ¢égini kesgitlemek.

Berlen: alyjylaryn yzygiderli gelmeginin wagty 1 we 10 minut
arasynda denodlgegli paylanan. Kassiriii alyja hyzmat edyén wagty 1
we 6 minut arasynda dendlcegli paylanan.
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1. Obyekt bilen bagly ¢oziilmeli meseldnin kesgitlenilisi

Y

Y

2. Meseldnin ¢dgini kesgitlemek

\
3. Model gerekmi?

yok

Y

y hawa

4. Modeli diizmek, zerur
maglumatlary yygnamak

Y

5. Modeli ¢o6zmek

Y

B yok 6. Kybapdaslyk
) kanagatlanarlymy?
Yok vhawa

A

7. Netijeler kanagatlanarlymy?

yhawa
8. Ahyrky netije <

1-nji blok-shema

3. Model diizmek gerekmi? — gerek.

4. Model diizmek. 10 sany tegek alyp olary 1-den 10-a ¢enli
belgilemeli. Alty granynda 1-den 6-a cenli san yazylan kubjagazy
almaly. Birinji 4dim. Tegekleri bir gaba salyp we gowy garysdyryp
icinden totdnden birini almaly. Tegegin belgisi kassanyn yanyna 6niki
alyjynyn gelen wagty bilen ondan soni gelen alyjynyi kassa baran
wagtynyn tapawudyny gorkezyér diyip kabul edelin. Sonra kubjaga-
zy oklalynn we onunl yokarsyndaky sany belldlini. Ol sana kassa gelen
soniky alyja kassirint hyzmat edyén wagty hokmiinde garalyn.

5. Modeli ¢ozmek.
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Bu tejribdni kop gezek gaytalap wagtlar hatarlaryny alarys.
Olarynl biri yzly-yzyna gelyén alyjylaryn arasyndaky wagt interwal-
laryny berse, ikinjisi — degisli alyja kassir tarapyndan hyzmat edilyén
wagtlaryn hatary bolar.

6. Kybapdaslygy barlamak. Alnan san hatarlaryny derfiemek we
tejribanin netijesi bilen denesdirmek. Mysal {icin, 20 sany alyjy gel-
di diyelin. Olaryn ortaca garagan wagtyny we ortaca hyzmat edilis
wagtyny hasaplalyni (bu biziii obyekt bilen gegiren tejribdmiz bolar).
Somira biz tegekleri gapdan 19 gezek c¢ykaryp (her gezek onki ¢y-
karylan tegek gaba gaytarylyar we gapdakylar gowja garysdyrylyar),
alyjylaryn yzly-yzyna gelydn wagt aralyklarynyn hataryny, kubja-
gazy bolsa 20 gezek taslap, olara kassir tarapyndan hyzmat edilis
wagtlarynyn hataryny alarys. Analizin netijesinde, alyjynyn kassanyn
yanynda gegiren wagtynyn ortaga bahasy 3-4 minut, kassiriii biperway
gecirydn wagtynyn goterimi 47% bolup ¢ykyar. Bu — modelden al-
nan ¢0zliw bolyar. Bu ¢oziiw tejribede alnan ¢6ziiw bilen denesdirilip
kybapdaslyk barlanylyar.

Barlag birnédge gorniisde gecirilyar.

1. Modelin birinji yakynlasmada dogrulygy barlanylyar. Adatga,
manysynyn barlygy barlanylyar. Biziit modelimizde bu — alyjylaryn
sany Ordn az we Ordn kop diyen yagdaylar bolyar.

2. Kybapdaslygy barlamagyn ikinji usuly — modelin basdaky
ciklendirmeleri kanagatlandyryanlygyny barlamakdan duryar. Bizin
mysalymyzda ol iki barlaga syrygyar. Birinjiden, — tegekleri gapdan
yzygiderli ¢ykarylyp alnan sanlar [1, 10] kesimde dendlcegli payla-
nan totin ululygyn bahalaryny calsyryp bilermi? — diyen sowal. Ikin-
jiden, — sanly kubjagazy oklamak arkaly alnan sanlar [1, 6] kesimde
dendlgegli paylanan totédn ululygyn bahalaryny c¢alsyryp bilermi? —
diyen sowal. Model diiziiji bu sowallara jogap bermegi basarmaly.

Indi biz okyjyny o6nden belli modeller bilen we olardan gelip
cykyan tisinnetijeler bilen tanysdyrmakc¢y. Bumodeller mehanikanyn,
fizikanyn, dhtimallyklar nazaryyetinin we beyleki ylymlaryn belli
bolan kanunlaryna we prinsiplerine esaslanyar. Olar barada ayratyn
durup geg¢min, olaryn model diiziilende ulanylyanlary bilen gabat
gelyan yerinde tanysdyrarys.

2. Sargyt Ne 1212 17



4. JISIMIN TEKIZ USTDAKI
YRGYLDYSY BARADA MESELE

Tekiz tstde massasy m, bolan kub gorniisli jisim yatyr. Onuil bir
granynyn diagonallarynyn kesisme M nokadynda pruziniii bir ujy ber-
kidilen. Pruzinin beyleki ujy sol tekizlikde dikilen siitiinifi M nokat bi-
len den beyiklikde bolan N nokadyna berkidilen (/-nji surat).

M ———

N L0000 OO KX XN )x
VVVVVVUVVUUVVVUVUVVVUY 1 P AR R 1
10 l
X
1-nji surat

Suratda x oky M we N nokatlaryn iistiinden gegirilen.

Baslangyc yagdayda jisim hereketsiz dur we onun agyrlyk mer-
kezi x = 0 nokat bilen gabat gelyar diyelin. # = 0 pursatda jisiminl agyr-
lyk merkezi x, nokat bilen gabat geler yaly edip, ony x oky boyunca
dartyarlar we goyberyirler. Mesele jisiminl yrgyldama kanunyny
tapmakdan duryar. Bu meseléni ¢6zmek {icin bize kop maglumatlar
gerek bolar. Olar: jisimin m,massasy, pruziniii ', mayysgaklyk giiyji,
Jisimi gursap alyan howanyn onufi hereketine etjek £, tésiri, jisimifi
tekiz lstdaki hereketi bilen bagly F siirtiilme giiyji we jisimiil he-
reketi bilen bagly basga-da birndge yagdaylar (mysal {i¢in, howanyn
temperaturasynyn tisiri, pruzinii mayysgaklyk giiyjiinin wagta
baglylygy, yerin aylanmasynyn tédsiri we basgalar). Bu meseldni ma-
tematiki modelirleme usuly bilen ¢6zjek bolalyn. I1ki bilen yonekeyje
modelden baglalyn. Cozmeli mesele yokarda beyan edildi. Indi model
diizmegin kanuny boyunca meselédni ¢dklendirmeli:

Birinjiden, tekiz list yylmanak we sonun esasynda jisimin tekiz-
lige bolan siirtiilme giiyji yok hasap edilyar. Howanyn herekete tési-
11 ujypsyz diyip hasap edilyar we goz oiilinde tutulmayar. Pruzinin
mayysgaklyk giiyji wagta bagly dél, howanyn temperaturasy {iyt-
gemén duryar hasap edilyér.
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Ikinjiden, jisimin hereketine difie onufl massasy we pruzinin
mayysgaklyk giiyji tasir edyar hasap edilydr we beyleki yagdaylaryn
tasiri goz onlinde tutulmayar. Jisimin ¢ = 0 pursatdaky tizligi nola deni
hasap edilyér. Jisim massasy agyrlyk merkezinde yygnanan nokat ha-
sap edilyar.

Biz meseldni ¢idklendirdik. Model diizmekde ulanyljak kanunlar:

1) Nyutonyi ikinji kanuny ma = F, bu yerde m —jisimin massasy,
a —tizlenme, F —tisir edyin giiycleriil jemi;

2) Gukuni kanuny F', =— kx, bu yerde |, — pruzinifi mayysgaklyk
giiyji, k —koeffisiyent, x — pruzinin uzalmasy.

Modeli diizelin. Hereketin difle x oky boyunga boljakdygy
dsgirdir. Onda F = F bolyar. Bize gerek ululyk — jisimifi agyrlyk
merkezinin ¢ pursatda tutyan orny. Goy, ol ululyk x = x(#) formula bilen
berildi diyelifi. Céklendirmelere gord x(0) = x,, X(0) = 0 bolmaly.
Onda jisimin tizliginin » = x(¢), tizlenmesiniii @ = X(¢) boljakdygy
diigntiklidir.

Indi biz modeli diizmége tayyar. Ululyklaryn bahalaryny ma = F|
deiilikde goyup, alarys:

m, %(f) = — kx(2), (1)
x(0) =x,, (2)
¥ (0)=0. 3)

(1), (2), (3) matematiki meseld garalyan fiziki prosesiii goylan
ciaklendirmelerddki matematiki modeli diyilyér. (1), (2), (3) meseldni
¢ozip,

x() = x, coswt, @ = mi ()
defileméni alarys. Bu formulanyti x; kigi bolanda, ¢ ¢ékli bolanda, te-
kiz st yeterlik yylmanak bolanda hakykata golay hereketi beryénligini
tejribeler gorkezyar. Mesele birinji yakynlasmada ¢oziildi. Seylelikde,
birinji yakynlagsmada jisiminn agyrlyk merkezi (4) kanuna layyk-
lykda hereket edydr we modelin goylan meseld kybapdaslygy bar.

Biz wagtyn gecmegi bilen hereketinl gitdigice peselydndigini we
ahyrda togtayandygyny tejribelerden bilydris. Diymek, bu model,
wagt yeterlik dowamly bolanda, goylan fiziki meseld kybapdas bol-
mayar. Sol sebépli, model uzak wagtyn dowamynda hem kybapdas
bolar yaly, ona diizedisler girizmeli bolyar.
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Model diiziilende edilen ¢édklendirmelerin biri tekiz stiin
absolyut yylmanaklygydyr. Bu c¢éklendirme durmusda hi¢c wagt
dogry bolmayar. Usti niige yylmasafi-da, onda mikrogyzyjaklar galyp,
srtiilme giiyjliinin emele gelmegine sebédp bolyar. Sol sebipli, bu
ciklendirmaini, tejribelerden gelip ¢ykysy yaly, «hereket edyén jisi-
me hereketin tersine ugrukdyrylan we onui tizligine proporsional bo-
lan — F, = k v strtilme giiyji tdsir edydr» diyen ¢dklendirme bilen
calsyralynl. Howanyn herekete tisiri yok diyen ¢dklendirméni «howa
jisime hereketin tersine ugrukdyrylan we jisimin tizligine proporsio-
nal bolan — F, = kv giiy¢ bilen tisir edyidr» diyen ¢éklendirme bilen
calsyralyn. Indi bizin tize modelimiz asakdaky gorniisde bolar:

mX(t) = — kx(t) — k x(t) — kx(1), (la)
x(0) = x,, (2a)
%(0)=0. (3a)
mio = o’ k‘#okz = 2« belgilemeleri girizip, sonky meseléni
X(2) + 200(f) + w*x(t) = 0, (19
x(0) = x,, (2
%(0)=0 (3"

gornlige getirelin.
Eger {iist yeterlik derejede yylmanak bolsa, onda, adatga,
0? — w* = — s? bolyar we (1), (2), (3') meseldnin ¢6ziiwi

2 2
x(t) = Ae “cos(st — @), cosp = ——>— A:@’ Y
. ( ?) v s +a s )

gorniisde bolyar. Bu yrgyldy wagtyn gecmegi bilen 6¢yédn yrgyl-
dydyr. Ol a > 0 san nédge uly bolsa, son¢a-da basym 6¢yar we ¢-nin
yeterlik uly bahalarynda x(¢) = 0 bolyar, yagny bu yagdayda yrgyldy
togtady hasap etmek bolar.

Eger howanyn garsylygy we siirtiilme giiyji yeterlik uly bolsa, onda
adatga o> — w? = s? bolyar we (1'), (2'), (3') meselédnin ¢oziiwi

x(t)= %[(s +a)e “ "+ (s—a)e ] (B)
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gorniisde bolar. a —s > 0, a + s > 0 bolyandygy sebdpli bu hem wagtyn
gegmegi bilen 6¢yén yrgyldydyr. Eger-de o — w? = 0 denlik yerine
yetse, onda (1), (2'), (3") meseldnin ¢oziiwi

x(2) = x (ot + 1)e™ (O)

gornilisde bolar. Bu yagdaya rezonans diyyirler. (4), (B), (C) hallaryn
ticiisi hem bolup bilyin yagdaylar we biz uly ygtybarlyk bilen (1), (2"),
(3") model seredilyén fiziki meseld kybapdasdyr diyip bileris. Elbetde,
biz soniky modele absolyut takyk diyip bilmeris we gerek bolsa girizi-
len ¢éklendirmeleri liytgedip, tdze model diizmeli bolarys.

Umuman, matematiki modelin 6wrenilyén obyekt barada netije-
ler ¢cykarmak {i¢in we sonun esasynda hereket etmek ii¢in diiziilyandi-
gini biz 611 aydypdyk. Gurulan (1), (2'), (3') modeli hem-de onun (4),
(B), (C) coziiwlerini Owrenip, biz garalyan yrgyldy barada, jisimin
islendik wagtdaky tizligi, tizlenmesi we basga elementleri ba-
rada maglumat alyp bileris we netijeler ¢ykaryp bileris. Mysal {i¢in,
yrgyldy néhili tizlik bilen 6¢yéar, haysy wagtdan baslap yrgyldy 6c¢di
diymek bolar we beyleki sowallara jogap berip bileris.

5. KABIR ZERUR DUSUNJELER

Biz asakda mehaniki we fiziki ulgamlarda gabat gelyin
hadysalaryii matematiki modelleri diiziilende gerek bolyan kébir
diistinjeler barada giirrtiin ederis. Elbetde, okyjy Nyutonyn mehani-
ki hereketlerin diiybiinde duran ii¢ kanuny bilen tanys hasap edilyar.
Yokardaky béliimde material nokadyn yrgyldysy baradaky mesele
¢oziilende Nyutonyn ikinji kanuny esasy dayanjymyz bolupdy. On-
dan basga-da, ki¢i yrgyldylarda pruzinin mayysgaklyk giiyjlinin onunl
uzalmasyna proporsional bolyandygy baradaky Gukun kanunyny we
tekiz listde yiize ¢ykyan garsylyk giiyjiiniit we howanyi herekete bo-
lan garsylygynyii jisimin tizligine bagly bolyandygy baradaky diizgii-
ni ulanypdyk. Indi, gerek boljak diisiinjelerini iistiinde durup gegelin.

Goy, R® ginisligin D yaylasynda P(x, y, z), O(x, y, z), R(x, y, z) funk-
siyalar kesgitlenen diyelil. Ol funksiyalar D yaylanyn her bir
nokadynda V = {P(x,y,z),0(x,y,2),R(x,y,z)} wektory kesgitleyr-

ler. Seyle yagdayda D yaylada V wektor meydany kesgitlenen diyyirler.
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Eger D yaylada kesgitlenen U(x, y, z) funksiya tapylyp, D yaylanyii islen-

' U _ U _ U _
dik nokadynda £~ = P(x.y.2). 3y = O(x,y,2), % = R(x,y,z)

deinlikler yerine yetse, onda 1% meydana potensial wektor meydany, U
funksiya bolsa potensial funksiya diyyarler.

= 0P L 90 | 9R
divV = 8x+ Jy + 3z

formula bilen kesgitlenyéin divV ululyga V  wektor meydanynyn

diwergensiyasy diyyarler. V wektor meydany potensial meydan bolan-
da

o _9'U , 9°U , 2°U
divV =

v T ay’ * oz’
boljakdygy diisniiklidir. Adat¢a, Gamiltonyn operatory diylip at-
landyrylyan

V = gl + g ]+ a—Zk
(bu yerde i, j, k degislilikde x, y, z oklarynyii ortlary) belgilemini we
Laplasyn operatory diylip atlandyrylyan

9’ 9’ 9’
A =
ox’ * ay’ * o7’

belgileméni girizip, V wektor meydanynyn diwergensiyasy ii¢in yo-
karda getirilen aflatmalary divW = V-V we divV = AU gérniisde
hem yazyarlar.

Mysallara yiizlenelin.

1-nji mysal. Goy, tekizlikde O(0,0) koordinatalar baglangyjynda
e" polozitel zaryad, M(x, y) nokatda e otrisatel zaryad yerlesen bolsun.

Kulonyn kanunyna gord, polozitel zaryad otrisatel zaryady ululygy

pep f_ 7 bolan, ugry MO wektoryn ugry bilen gabat gelydn F giiye

bilen 6ziine ¢ekyar.
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.
=y

2-nji surat

J x> +y* = r belgileme girizip, Kulonyfi kanuny ady bilen belli bo-

lan F =— g—A]\/}\ % formulany yazyp bileris. r=O0OM=x i+y-],
|OM | = /x* + y* defilikleri ulanyp,

Foork
ya-da

xk - vk -
e c ] — .j
(Vx+y?) (Va2 +y*)

alarys. Soniky formula tekizligin O nokatdan 6zge hemme nokat-

larynda F wektor meydanyny kesgitleyar. Ona elektrik zaryadynyn
meydany hem diyyarler. Eger indi U = o funksiya girizsek, onda

oU _ Yk

U __ xk .y

o T ) D T ey

bolar. Diymek, elektrik zaryadynyn meydany potensial wektor mey-
danydyr, U = % funksiya bolsa onuil potensial funksiyasydyr.

2-nji mysal. Goy, 0(0,0,0) koordinatalar baslangyjynda massasy
m bolan, M(x, y, z) nokatda bolsa massasy m, bolan material nokatlar
yerlesen bolsun. Belli bolsy yaly, birinji material nokat ikinji mate-

m, - ni,

rial nokady ululygy 7m bolan, koordinatalar baslangyjyna
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ugrukdyrylan F giiyc bilen 6ziine c¢ekyir, bu yerde y — san koeffi-
siyenti. /x> +y' +2 =1, r=x-i+y-j+z k deflikleri ulanyp,

Fo_ I ,m:m
it

formulany yazyp bileris. Bu formula Nyutonyn biitindiinyd dartylma
kanuny ady bilen bellidir. | 7 | = r bolyandygyny g6z 6iiiinde tutup we
v -mi-m, = k belgileme girizip, alarys:

Bu denlik koordinatalar gorniisinde

F =

_ kx o ky . kz
{ Ve +y+22) ([ +y+2) (V¥ +y +z2)3}
bolar. F wektor R® ginisligin O nokatdan 6zge hemme nokatlarynda
wektor meydanyny kesgitleydr. Ona O nokadyn dartys meydany
va-da grawitasiya meydany diyyarler.
Egerindi U = o funksiya girizsek, onda

U __kx U __ky U __kz

ox o9y 9z

boljakdygy diisniiklidir. Diymek, grawitasiya meydany potensial wek-
tor meydanydyr, U = % funksiya bolsa onui potensial funksiyasydyr.

Goy, D C R’ yaylada U(x, y, z) funksiya kesgitlenen bolsun.
Onda D yaylada U(x, y, z) skalyar wektor meydany kesgitlenen diy-
yérler,

_oU7 doU=x, Uy
VU = o [+ ayj+ aZk
wektora bolsa gradiyent wektory diyyirler. Seylelikde, islendik
F ={P,0,R} wektoryn D yaylada potensial wektor meydanyny eme-
le getirmegi ticin U(x, y, z) potensial funksiya tapylyp, D yaylanyn
islendik nokadynda
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F=VU
defiligint yerine yetmegi Veterlikdir. Yokarda garalan mysallardaky
elektrik zaryadynyn meydanyny F= V k , material nokadyn dartys
meydanyny bolsa F=V ]; gorniisde yazyp bileris.
Wektor meydany bilen bagly yene bir diisiinje girizelin. Eger

D C R’ yaylada V = {P,Q,R} wektor meydany berlen bolsa we sol
yaylada P, Q, R funksiyalaryn birinji tertipli 6niimleri bar bolsa, onda

{3R_3Q.3P_8R.3Q_3P}
dy 9z’ 9z ox  9Ix 9y

wektora V wektor meydanynyn fowlama wektory diyyirler we ony
rotV bilen belgileyirler. Diymek, kesgitlema gora,

mﬂ—;:{aR 0. 9P _ 9R. 30 ap}.

Mysal {i¢in, zaryadyn elektrik meydanynyii we material nokadyn
dartys meydanynyn towlama wektorlaryny tapalyn. Basda has umu-
my yagdaya seredelifi. Goy, V = {P,Q,R} potensial wektor meydany
bolsun, U(x, y, z) — birinji we ikinji tertipli lizniiksiz hususy oniimleri
bar bolan potensial funksiya bolsun. Alarys:

ay 9z’ dy 9z  9zdy 9ydz

p= 8UQ 8UR U R 90 _ U _ U _

QP R _ U _ 93U _ 90 9P _ 3U _ U _

dz Ox  0xdz Izox 0, 9x dy  0ydx  0xdy _

Diymek, potensial funksiyasy yokardaky sertleri kanagatlandyryan
islendik potensial meydanyn towlama wektory 0 wektor bolyar. Suna
esaslanyp, elektrik zaryadynyn meydanynyn hem, material nokadyn
dartys meydanynyin hem towlama wektorlarynyn 0 wektor bol-
jakdygyny tassyklap bileris.

Uciinji tertipli kesgitleyjileriii hasaplanys usulyndan, seyle hem
wektorlaryin wektor kdpeltmek hasylynyn tapylys usulyndan peyda-
lanyp, rotV wektory
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i ]k

V=9 9 9

rotV = ox dy 0z

P O R
we N R
rotV =[VxV].

gorniislerde hem anlatmak bolar.

6. MATERIAL NOKADY HEREKETE GETIRYAN
GUYJUN BITIRYAN ISI

Goy, Z egrini 0z iginde saklayan DCR’ yaylada
F ={P(x,y,2), O(x,y,2), R(x,y,z)} wektor meydany kesgitlenen
bolsun. M(u, v, w)nokatlary Z egriniii nokatlary hasap edip, Z egriniii
nokatlarynda kesgitlenen F, = {P(u,v,w), O(u,v,w), R(u,v,w)}
wektory alarys. Bu wektory giiy¢ hasap edelin. Material nokat
E, giiyjun tésiri astynda Z egri boyunca hereket edip, egriniit 4 no-
kadyndan baslap, B nokadyna yetdi diyelin. E, gliyjin su gecisdaki
bitiren isini Q, bilen belgildlin. Bu ise F wektor meydanynyn su
gecisddki bitiren isi diyyarler. Seylelik bilen, mesele islendik E,
giiyjiin tisiri astynda bolan gecisde, ol giiyjiin bitiren Q, isini tap-
makdan duryar.

Biz bu meselénin matematiki modelini diizmeli we onuii goylan
meseld kybapdaslygyny deriiemeli. Meseléni ¢iklendirelii.

Birinjiden, Z egrinin uzynlygynyn ¢akli bolmagyny we bolekleyin
endigan egri bolmagyny talap edelin.

Ikinjiden, Z egrini (4, B nokatlar bilen bilelikde) 6z i¢inde sak-
layan bir agyk yaylada F giiyjiii koordinatalarynyi iizniiksiz bolma-
gyny talap edelin.

Bu iki talabyin kop halatlarda yerine yetydndigini tejribeler
gorkezyar. Sonun {igin, bu ¢iklendirmeleri yerlikli hasap etmek bolar.

Z egrini M(x, y,, z,) (k= 0,n, M, = A4, M_= B) nokatlar bi-
len bolejiklere bolelin. Depeleri M, nokatlarda bolan dowiik ¢yzygy
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Z bilen belgildlin. M, " M, duganyn uzynlygyny h, bilen belgilalii.
Goy, h = maxh, bolsun.
k U

Ucgiinjiden, 4 yeterlik kici bolanda, F, giiyjiin M: M. duga
boyunga bitiren isini onuil M,_, M, horda boyunca bitiryén isi bilen
calsyrjakdyrys.

Bu c¢éklendirme-de yerliklidir. Sebébi, Z dowiik ¢yzyk bolsa,
onda onun  M,_, M, bolejigi M,_, M, horda bilen gabat gelyar. Eger Z
endigan bolsa, onda /-yn yeterlik ki¢i bahalarynda M, . 1M, duga bilen
M- M, hordanyn 6rédn jebis boljakdygy aydyndyr.

Seylelikde, modelin ¢éklendirmeleri diiziildi we olaryn yerlik-
li bolyandyklary aydynlasdyryldy hasap etmek bolar. Indi model
diizmége gegyaris.

Ugiinji ¢iiklendirmi layyklykda material nokadyn M, M, duga
boyunca M, nokatdan M, nokada gegendiki E gliyjin bitiren A4,
isini gliyjun sol nokat M, | nokatdan M, nokada M, M, horda boyunga
gecendiiki bitiren A, isi bilen calsyralyii. Eger F, giiyjiifi material
nokady 4 nokatdan B nokada ge¢irmekdaki bitiren isi Q, bolsa, onda
0. = > A bolar. A ~ A, bolyandygy sebipli,

k=1

Qxi& (1)

anlatmany alarys. (1) bizin takmyn modelimizdir. Onuii 4 nige kigi
bolﬁa, songa-da takyk boljakdygy diisniiklidir. Modeli anyklasdyralyn.
M- M, duganyn Ustinde N (v, v, w,) nokat alalyfi we A, isi
ﬁ = {P(Mk, Vis Wk), Q(I/lk, Vi Wk), R(Mk, Vi Wk)} hem1$ehk gUSIJUfl Mk_ 1 Mk
horda boyunca bitiren isi bilen ¢alsyralyni. Belli bolsy yaly, E
hemiselik giiyjiit M, M, kesim boyunca bitiren A, isi
Ak = (m ’ ﬁk)
formula arkaly kesgitlenyér. Diymek,

Q* = i(Mk—le'E) (2)
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formulany alarys. Eger Z — gbni ¢yzygyn kesimi bolsa, F=F
hemiselik bolsa, onda F. = F, ZMHMk = M,M, bolar we
k=1

Q* = Z(Mk—le'E> = (szle'Fo) = (MoMn'ﬁJ)
k=1 k=1

takyk formulany alarys. Sol sebépli, birinji yakynlagmada biziii mode-
limiz goylan meseld kybapdas diyip bileris. (2) modeli anyklagdyralyn.
Xk — Xk—1 = Axk, Ve — Yi-1 = Ayk, Tk — k-1 = AZk, k= 1,11 belgileme-
leri girizip,

M, M, = {Axk, Ayk, AZk}
we

MM, - ﬁ( = P(I/lk, Vi Wk)AXk + Q(I/lk, Vi, Wk)Ayk + R(l/lk, Vi, Wk)AZk
bahalary (2) formulada yerine goyup, alarys:

Q* = Z(P(uk, Vi, Wk)Axk + Q(uk, Vi Wk)Ayk + R(Mk, Vi, Wk>AZk).
k=1

h nola ymtylanda bu denligin gitdigice takyklasyandygyny hem-de
sonky denligin sag boleginini Z egri boyunca 2-nji gorniisli integral
jem bolyandygyny goz 6iilinde tutup, bizin yokarda agzan ciklendir-
melerimizde takyk bolan
0. = f Pdx + Qdy + Rdz 3)
Z

formulany alarys. Bu formula garalyan meseléninn matematiki mode-
lidir. Onun birinji yakynlasmada goylan meselé kybapdaslygy barada
yokarda aydylypdy. Indi biz (3) model goylan meseld doly kybapdas
diyip bileris. V = {P;Q;R}, ds = dx- [ + dy -] + dz- k belgilemeleri
ulanyp, (3) formulany

0.= [(V.ds) (4)

VA
gbrniisde hem yazmak bolar. Indi bir hususy yagdaya seredelin. Goy,
V = VU(x,y,z) bolsun, yagny V potensial wektor meydany bolsun.
Onda, alarys:

0.= [(V-di)= [(V-d5)= [(VU-d5) =
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B B
_ [ 9U U U 4, _ — —
_A[ O Gy + e Ade U(B) — U(A).

4 B

3-nji surat

Gorsiimiz yaly, potensial wektor meydanynyii material nokady
A nokatdan B nokada ge¢irmekdiki bitiren isi, ol nokadyn 4 no-
katdan B nokada haysy yol bilen hereket edendigine bagly bolman,
dine potensial funksiyanyn ahyrky B nokatdaky bahasyndan onun
baslangy¢ A nokatdaky bahasynyn ayrylmagyna den bolyar eken.
Bu hisiyet potensial wektor meydanynyin diiyp hésiyetidir. Yagny,
eger-de V wektor meydanynyn D yayladaky islendik egri boyunca
bitiren isi dine ol egriniii baslangy¢ we ahyrky nokatlary bilen kes-
gitlenyén bolsa, onda ol D yaylada potensial wektor meydany bolar.
Bu tassyklamanyn subudyny getirelin. V= {P;Q;R} D C R’ yaylada
kesgitlenen islendik wektor meydany bolsun. P,Q,R € C(D) hasap
edelinn. A(xo,y0,20) € D bellenen nokat, B(x,y,z) € D erkin nokat,
Ax yeterlik kici bolanda M(x + Ax,y,z) € D.

B M

4-nji surat
Serte gord,
dex + Qdy + Rdx = F(x,y,z),
VA

dex + Qdy + Rdz = F(x + Ax,y,z),

ZUBM
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M
AF = F(x + Ax,y,z) — F(x,y,2) = dex+Qdy+Rdz.
B

BM ¢yzygyn istinde dy =0, dz=0 bolyandygy sebépli,

x+Ax

AF = f P(x,y,z)dx bolar. Orta baha baradaky teoremany ulanyp,

alarys:
AF = P(x.,y,2)Ax, x. € (x,x + Ax),
AF : L AF
Ay = POor2) Flxyz) = lim=e s = limP(x.y,2) = P(x,y,2).

Edil suiia mefizeslikde alarys: F,= Q, F.= R, yagny F funksiya V
wektor meydany {i¢in potensial funksiya bolyar we

V = VF(x,y,2)

deilik yerlikli bolyar. Suny hem gorkezmek gerekdi.

Wektor meydanynyn potensial wektor meydany bolmaklygynyn
basga-da yeterlik sertleri bar. Biz olar barada geljekki bdliimlerde
giirrin ederis. Su yerde U(x, y, z) potensial funksiyaly meydanda
U(4) — U(B) tapawuda material nokadyn potensial energiyasy diyil-
yandigini hem yatlap gecelin. Adatca, B-nifi yerine M(x, y, z) nokady,

A-nyn yerine M (x,, y,, z,) nokady goyup, potensial energiyany /7 har-

py bilen belgileyirler, yagny 11 = U(M,) — UM).
my’

2
yér. Kinetik we potensial energiyalaryn jemini £ bilen belgileyirler

we ona nokadyn doly energiyasy diyyarler, yagny £ = K + I1. Poten-
sial meydanda hereket edyin nokadyn doly energiyasy

E= % + UMy — U(M)

= K ululyga material nokadyn kinetik energiyasy diyil-

formula arkaly tapylyar. Adatga, M nokady U(M,) = 0 bolar yaly
saylap alyarlar we doly energiya iigin

E:mTUZ—U(M)
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formulany ulanyarlar. Mysal iicin, O nokatda yerlesen material
nokadyn dartys meydanynyn U(x,y,z) = %, r=(x+y +2°),
potensial funksiyaly meydan bolany sebipli, sol meydanda hereket
edyin M material nokadyn potensial energiyasy /7 — K _ K bolar.
r, = oo hasap edip, /1= —% denligi we E {igin oo T
_my _k

E= 2 r
denligi alarys.

Ikinji mysal hokmiinde jisimin tekiz iistdéki (4-nji boliimde se-
redilen) yrgyldy hereketinifi doly energiyasyny tapaly. Yonekeylik
ticin jisime difle onun agramy bilen pruzinin F' = — kx mayysgaklyk
gliyji tasir edyar diyelin. F gliy¢ —potensial gliy¢. Onun potensial funk-

2
siyasy U = — kx . Sol sebaph jisimin potensial energlyasy 11 = kg
ml) kx*

, doly energiyasy E = T +5 bolar.

Jisimin hereketininl matemat1k1 modelinint mx(f) =— kx bolyandygyny

kinetik energlyasy K=

biz 6n goriipdik. Sonky denligin iki tarapyny hem x kopeldelinn we
Ozgerdelin:

Xmx= — kxx,
i-(5)
2 2 )
ya-da integrirlap,
mx’ _ _ kx’
2 2

denilige geleris. Indi x = » bolyandygyny goz 6niinde tutup, sonky
denligi

v kx?
2 Ty TG
ya-da
E=C,
gorniisde yazyp bileris. Gorstimiz yaly, garalyan hereketde jisimin
doly energiyasy hemiselik san bolyar — ol iiytgemeyar. Potensial

funksiyalary bolan giiy¢lere gysgalyk li¢in potensial giiy¢ler diyyar-
ler. Soniky hisiyet potensial gliy¢lerin tdsiri astynda hereket edyén
material nokatlaryn islendik ulgamy {i¢in hem dogrudyr.
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7. MEHANIKANYN WE FIZIKANYN
BELLI PRINSIPLERINE ESASLANYAN MODELLER

Baryp XVII asyrda agylan, fransuz alymy Fermanyn adyny go-
terydn yonekey bir prinsipe esaslanyan meseld garalyn.

Goy, yagtylyk haysy hem bolsa bir gursawda 4 nokatdan B no-
kada Z ¢yzyk boyunca yayrayan bolsun. Ozi hem gursawyt birjynsly
dél bolmagy, hatda onun » déwiilme koeffisiyentiniii nokatdan noka-
da tytgeydn bolmagy hem miimkin diyelin. Goy, Z, ¢yzyk 4 we B
nokatlary birlesdiryin basga bir yol bolsun.

Fermanyii prinsipi: Islendik Z, ii¢in

fnds— fnds

Z z

tapawut noldan kici dildir.

Bu tapawudy basgaca yazalyn. Goy, s = s(f) — vagtylygyn ¢
wagtda Z ¢yzyk boyunga gegen aralygy bolsun, s = s (¢) bolsa Z,
¢yzyk boyunca gecip biljek aralygy bolsun. Onda yagglygyﬁ tizligi
Z ¢yzyk boyunga » = d—i, Z, ¢yzyk boyunca v, = distl bolar. Bu
yerden tapylan ds = vdt, ds, = v dt bahalary yokardaky aflatmada
yerine goyup, alarys:

fnds - fnds = fnuldt— fnvdt.

Z z Z z

Indi nv = nv | = ¢ bolyandygyny goz 6niinde tutup, alarys:

Ti T

fnds — fnds = fnuldt— fnvdt =c(—-T).

7 z 0 0
Bu yerde T, yagtylygyn Z, egri boyunga yayrap biljek wagty, T
yagtylygyn Z egri boyunga yayran wagty. Diymek, Fermanyn prinsi-
pine basgaca tygsytlylyk prinsipi diyse hem bolardy. Sebdbi, yagtylyk
A nokatdan B nokada in gysga wagtda gecip bolyan yol boyunc¢a
yayrayar, yagny tebigat 0z energiyasyny Ordn tygsytly har¢ edyar
diymek bolar.
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Fermanyn prinsipini ulanyp, optika degisli bir meseldni ¢ozelin.
Sohle 4 nokatdan ¢ykyp m gorizontal gonliden C nokatda serpigip, B
nokada diisdi diyelin (5. /-nji surat).

~

[ -

ISI

5.1-nji surat

C nokatdan 7 gond CK perpendikulyar gecirelin, emele gelen
burglary o we S bilen belgildlin: ZACK = @, ZKCB = f5. a bur-
ca sohldnin diisme burgy, [ burga sohldnin serpikme burgy diyyar-
ler. Mesele a we f burglaryn arasyndaky baglanysygy tapmakdan
duryar. Matematiki modeli diizmek ii¢in meseldni ¢éklendirelin. Cak-
lendirme yekeje bolar — sohle sol bir hemiselik n, dowiilme koeffi-
siyentli gursawda yayrayar hasap ederis.

Indi modeli diizelin. m goni ¢yzygyn lstiinde C nokatdan ta-
pawutly C, nokat alalyn we ACB yoly Z bilen, AC B yoly Z bilen
belgildliii. Onda Fermanyn prinsipine gora,

fnds—fndsZO (D)

A z

bolmaly bolar. » hemiselik bolany {icin, soilkky densizligi

n(fds— fds)Z 0 ya-da
S AC,+CB=AC+CB

gorniisde yazyp bileris. Diymek, islendik C| nokat ticin ACB dowiik
cyzygyn uzynlygy AC B dowiik ¢yzygyn uzynlygyndan uly déldir.
Seylelikde, matematiki modele gelyéris: & goni ¢yzygyn iistiinde,
AC + CB in Kkigi bolar yaly C nokady tapmaly.

Eger B nokat 7 goni ¢yzygyn iistiinde yatyan bolsa, onda 4 no-
katdan ¢ykan sohle goni B nokada diisyar we Z yol AB kesim bilen
gabat gelyar (5.2-nji surat).

3. Sargyt Ne 1212 33



5.2-nji surat

Indi 7 goni ¢yzygyn iistiinde B nokatdan tapawutly islendik
C, nokat alsak, AC, + C B > AB boljakdygy ABC, ii¢burglugyn ha-
siyetinden gelip ¢ykyar, onda matematiki model birinji yakynlagsmada
fiziki meseld kybapdas diymek bolar.

Matematiki modeli umumy halda, yagny B nokadyn z= goni
¢yzygyn lstiinde yatmayan yagdayynda ¢ozelin (5.3-nji surat).

4 K

5.3-nji surat

m gbnd gord B nokada simmetrik B, nokady guralyf. 4 we
B, nokatlary AC B, dowiik ¢yzyk bilen birikdirelifi. Suratdan gorniisi
yaly, AC, +CB=AC + CB, Indi 4 we B, nokatlary 4B
kesim bilen birikdirelin. Ol kesim # goni ¢yzygy C nokatda ke-
ser. Onda AC + CB = AC +CB, = AB, seyle hem AC + CB =
=AC +CB >AB =AC+ CB bolyandygy dsgérdir. Diymek, C
nokat gozlenyin nokat bolyar.

Matematiki model ¢6zildi. Indi ondan netije ¢ykaralyn.
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ZACK = @ diisme burgy, £KCB = [ serpikme burgy, ACBB,
detiyanly (CB = CB,). Sol sebépli £ BCN = £ZNCB,. Ondan basga-da,
ZACC, = ZNCB,. Bu yerden

ZBCN = LACCi= a = 90" — ZACC, =90° — ZBCN = = a = 5.
Diymek, a = f, yagny a diisme bur¢ f serpikme burca dendir. Bu
optikanyn iii wajyp kanunlarynyi biridir.

Yene-de bir mesele. 7 goni ¢cyzyk déwiilme koeffisiyentleri n,
we n, bolan iki gursawyii ¢dgi bolsun. Goy, birinji gursawdaky 4 no-
katdan ¢ykan sohle 7 goni ¢yzygyn C nokadyna diigstin. Ol s6hlinin
bir bolegi, yokarda getirilen kanun boyunga, C nokatdan yzyna serpi-
ger, ikinji bolegi bolsa C nokatda dowiilip, ikinji gursawdaky B noka-
da diiser (6-njy surat). LK, CB = r burca dowiilme burgy diyyérler. o
we 7 bur¢laryn arasyndaky baglanysygy tapmaly.

K
A Y
i /
i\ 7
P K4
/
\ ol % n,
\ Y
i 7
AY
N T
A c:C B,
\.
\ir n
N\, 2
\ 1
N\
K1
6-njy surat

Meseldnin c¢iaklendirmeleri meseldnin sertinde getirildi. Matemati-

ki modeli diizelifi. 7 goni ¢yzygyn Ustiinde C nokatdan tapawutly C,
nokat alalyf. ACB dowiik ¢yzygy Z bilen, AC B dowiik ¢yzygy Z, bilen
belgildlin. Fermanyn prinsipine gora

fnds—fndsZO

Zi VA

bolmaly. Integrallary 6zgerdip,

C B C B
_ _ >
Afnlds + lenzds Afnlds Cfnzds =0
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ya-da

nAC +n,CB>nAC+n,CB (2)
alarys. Diymek, matematiki model — islendik C, lgin (2) defisizlik
dogry bolar yaly edip, 7 goni ¢yzygyn iistiinde C nokady tapmak-
dan" (’1ur§'1f1'r‘. Basgaca a?'/c‘l.ylar'lcl.a, f=nAC, + nCB funks.lyanyﬁ
C, lytgeydn nokada goréd minimum nokadyny ‘ta.pmaly. .Sertl kana-
gatlandyryan C nokat bar hasap edip, matematiki modeli ¢ozelin. =
goni ¢yzyga A nokatdan 44, we B nokatdan BB, perpendikulyarlary
gecirelin. 6-njy suratdan alarys:

AC =V AA} + A C! = JAAT + (A C— C.CY,
C\B = v BB+ C\B} = /BB +(B,.C+ C,CY.
C,C tytgeydn ululygy x bilen belgildp, f/ funksiyanyn bahasyny
tapalyn:
f=mAA} + (AC — x} + n> BB} + (B.C + x).
Indi bir tiytgeyanli f{x) funksiyanyn minimum nokadyny tapmak galdy.
Ony tapmak ii¢in f{x) funksiyanyn 6niimini tapyp, nola denlélin:
, —(AC—x)n BiC+x)n
Fla) =Ty R
\/AA1+<A1C—X) \/BB1+(31C+X)

ya-da
(AIC — X)l/h _ (BIC + X)l’lz

JAAI +(AC—xy¢  /BBi+(B.C+x)

Fermanyn prinsipine gord x = 0 ¢oziiw bolyar, yagny

A]C'I’l] — BlC‘nz
JAAZ+ AC* VBB + B.C

ya-da
sin@ - n, = sinr - n,,
ya-da
sina@ _ n
sinr n’

Bu bolsa optikada belli bolan yagtylygyn déwiilme kanunydyr. Mesele
¢oziildi.
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8. GAMILTONYN PRINSIPI WE ONUN BILEN
BAGLY MESELELER

Material nokatlaryn ulgamy potensial giiycler meydanynda here-

ket edyén bolsun. Goy, [7; 1,] wagt aralygynda ulgamyf i-nji nokady

A, nokatdan B nokada ¢enli Z egri boyunga hereket eden bolsun.
K — ulgamyn kinetik energiyasy, /I — onuil potensial energiyasy.
K —1I1=L tapawuda Lagranzyn funksiyasy diyyarler, f Ldt integrala
tasir diyyérler. '

Gamiltonyn prinsipi. Z egrileri, degislilikde, 4, we B, nokat-
lary birikdiryén islendik endigan Z* egriler bilen ¢alsyrylyp alnan
f Ldt integralyn wariasiyasy nola dendir:

0 [ Ldt = 0.
Kabir gerek distinjeleri girizelin. Goy, ulgam M(x,, y,, z,), k = 1, N,
nokatlardan dursun we ulgama

gi(xpyp Zla R xvaN5 ZN):Oa l = I’—K’ (1)

gorniisdédki baglylyk goylan bolsun. Onda nokatlaryn 3N koordinata-
larynynt K sanysyny (1) denlemelerden beyleki 3N — K sanysynyii
iisti bilen anladyp bileris (elbetde, (1) ulgamy ¢6ziip bolyan halda).
Diymek, koordinatalarynn 3N — K sanysy azat koordinatalar, K sanysy
bagly koordinatalar bolarlar. K&p halda, 3N — K azat koordinatalaryn
deregine

4. =qX, V2 e Xy Vs 2y, L= 1,3N =K, (2)

gorniisdiki, ulgamyn yagdayyny doly kesgitleyén, tdze parametrler
girizyarler. Olara, adat¢a, umumylagdyrylan koordinatalar diyyérler.
Goy, wagt ¢ -den 7,-4 genli liytgdnde umumylasdyrylan koordinatalar-
da Z egrilerinl denilemeleri

q.,=q(), s=13N-K,

37



gomiisde bolsun. Goy, 6,(¢), s = 1,3N — K, funksiyalar [#; £,] kesim-
de lizniiksiz differensirlenydn bolsun we 0,(#) = 6,(%.) = 0 bol-
sun, onda

q,=q(t)+ad(t)

defilemeler 4, we B, nokatlary birikdirydn Z* egrilerifi defilemeleri
bolar. Bu sozleme seyle diisiinmeli. K sany baglylyklar defilemeleri
we 3N — K sany (2) denlemeler bilelikde ¢oziilip, x,y,z, i = 1,N,
koordinatalar ¢, i = 1,3N — K, umumylasdyrylan koordinatalaryti
iisti bilen anladylyar, yagny

X, =X, (G5 Gy oos Qi)
yl‘ :yi (%’ qz’ o0t q3N—K)’ (3)
2,=2,(q)s Gy -r Gy

i=1,N.

Eger-desuyerdeq =q (¢), t,<t<t, s = 1,3N — K, goysak Z egrinifi
denllemesini, g, = g (t) + a, 8, goysak bolsa, Z* egrinifi defilemesini
alarys. [= szdt tasir integralyndaky L funksiya ¢, q,, ...,
Qngr G> G 2 wes G4y, Uululyklarynl funksiyasy bolyar, yagny
L=L(q Gy s Qyppr Q15 Q25 s G5 ,)- SOI s€bipli,

1= fL(ql + a 51,Q2 + azaz,---, Q- + astxayva)dt

a,, O, ..., 0,  parametrleriii funksiyasy bolyar.

1?72
SNZ—K 8]
s=1 aas

ululyga [ = f Ldt tisir integralynyn wariyasiyasy diyyérler we ony
) f Ldt bilen belgileyirler. Eger L funksiyanyil 6z argumentlerine
gord lizniiksiz 6niimleri bar bolsa, onda
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5dez = fSN;K@é 6s+g—§25;>dt

deniligi alarys. Indi biz Gamiltonyn prinsipini yonekey gorniisde
beyan edip bileris.

Gamiltonyn prinsipi. Eger L 6z argumentlerine goréd differen-
sirlenyédn funksiya bolsa, 6.(¢), s = 1,3N — K, funksiyalar [#; ¢,]
kesimde lizniiksiz differensirlenyén bolsalar we ¢ (7)) = g (z,) = 0,
s = 1,3N — K, bolsa, onda hkmany halda

. ‘3N7K 8L . .
5, f Lat = / > ( Seo.+ ot &)dz_ 0 4)
bolar.

Indi bu prinsipi ulanyp, kibir meseleleri ¢6zmage ¢cemeleselin.

8.1. Lagranzyii deflemesiniii ¢ykarylysy
Massalary m bolan M(x,y,z), i = 1, N, nokatlar ulgamy poten-
sial giiycler meydanynda [tl, t,] wagt aralygynda hereket etdi diyelin.

Z,Z*,3(1) belgilemeler yokarda getirilen manyda bolsunlar. Bu hal-
da (4) denilik — Gamiltony1 prinsipi dogry bolar. Onda

_ (NF(ALs L aL s\, [N RS
o_fSZ(aqS&eraqS&)dt_tf > aqsagdf-l-f > Gedon)

_fWZK aLadHWZK 8L5 )i — fwzkdt<aL>8s(t)dt

ya-da g (¢) = q(t) =0, s = 1,3N — K, bolyandygyny goz oiiinde

tutup, alarys:
2aN_k oL d 5
S 25— al5g P wa=o

Indi 6 (¢) funksiyalaryfi erkindigini yatlap, LagranZyi denlemeleri
ady bilen belli bolan

oL _ d (9L _ — [3N_K
5 dt<8c]3.> 0, s=1.3N_K, (5)
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dentllemeleri alarys. Olar mehanikanyn esasy deilemelerinifi biridir.
Ol denlemeleri basgaga hem yazyp bolyar.

Diisniiklilik {i¢in, (1) baglylyklar yok hasap edeliii. Onda
M(x,y, z), i = 1,N, nokatlaryfi koordinatalary baglanysyksyz ulu-
lyklar bolarlar we biz

X, =Gy V=5 Z=45 1= LN,

belgilemeleri girizmédge haklydyrys. Su belgilemelerde (5) deiileme-
ler agakdaky gorniise geler:

oL _d(dL\_,

ax,- dt axl ’

9L _ d(dL)\ _

Y dt(@)'h‘) 0, ©)
oL d(9dL

a—Zl_E<a—Z,>: O, 1= I,N

Eger U(x, y, z) funksiya potensial giiycler meydanynyn po-
tensial funksiyasy bolsa,

N N A~ ¥
F = VU, HZ—ZU(X,',)’:',ZI-), K = Z mz(z.XI) ,
i=1 i=1

* \2

L=k—11=3 ")

5ot U(xi,y:,2)

bolyandygyny goz 6niinde tutup, (6) denilemeleri 6zgerdip,

aU(xi>yi’Zi> ] d
8xi

BU(xi,y,-,Zi) i S\

(X, ynz)  d oy _ .
T M (z)=0, i=1,N,

yazyp bileris. M(x, y, z) nokadyn 7 = {x,y,2} radius wektoryny
girizip hem-de (7) denlemeleri, degislilikde, i, j, k birlik wektorlara
kopeldip, sofira olary gosup, alarys:
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oU~>, U=, U7y

o, % Xi+yj+zk)=0, i=1,N,

d
oz m ¢

ya-da
m;i; = VU(M,}’;,Z:‘) = F(%,}%,Zi)-
Bu yerde i indeksi taslap, ulgamyi islendik nokady ii¢cin dogry bolan

27
mdL = Flx.y.2) ®)

formulany alarys. Bu bolsa material nokat ii¢cin Nyutonyn ikinji ka-
nunynyn yazgysydyr.

8.2. Energiyanyii saklanma kanuny

.2
m
Goy, K = Z 261 ulgamyn kinetik energiyasy, I7=11(q,, q,, ..., q,)

onun potens1a1 energlyasy bolsun. Onda E = K + I7 onun doly ener-
giyasy bolar. Ulgam potensial giiy¢ler meydanynda hereket edyar ha-
sap edilyir. Doly energiyanyn wagta gord onlimini tapalyi:

_ dK dH_d(H—K) dK _ _dL | ,dK
(E>_dt+dt_ dt 2dt_ dt zdt_

> OL - | OL - ~ ..
;(8(11 )+ 2Zmlqlql - Z(aql ql aq’q Zm,q,ql>,
Lagranzyn denlemesinden taparys:
oL _ d (9L )

Bu bahany yokardaky afilatmada yerine goyup,

= - d (oL oL - _
Z(aql -l 2mIQzQL> ;(dt(f)q,)q' aq q 2m1q,q[>
(4oL _ 3 (dmdig) _ di) -
;(dt(aql ) 2mIQIql>_ Z;( dt 2leth =
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N
- _Z(zmiqiéi - 2miC)iéii> =0,
i=1

yagny Ccli—f = (0 ya-da

E =K+ II=const
anlatmany alarys.

9. IKI MATERIAL NOKADYN OZARA
TASIRI ASTYNDAKY HEREKETLERININ
MATEMATIKI MODELI

Biz iki nokatdan duryan ulgama dine icki giiy¢ler tésir edyar
diyip hasap etjekdiris.

Bize gerek boljak diisiinjeler:

1) Energiyanyn saklanma kanuny;

2) Giiniin dasyndan aylanyan planetalar barada Keplerin kanuny;

3) Nyutonyn biitindiinyd dartylma kanuny.

Garalyan iki nokatdan duryan ulgam konserwatiw bolany se-
bipli, energiyanyn saklanma kanuny K + I7 =E gorniisde yazylar.
Bu yerde K — kinetik, /7 — potensial energiya, £ — hemiselik ululyk.
Goy, M| nokadyfi massasy m,, M, nokadyfi massasy bolsa m, bol-
sun. v, we »,, degislilikde, M, we M, nokatlaryfi tizlikleriniii ab-
solyut ululyklary bolsun. Nyutony biitindiinyd dartylma kanunyna
layyklykda, nokatlar

F:_ym;}jlz%’ r:‘rL

giiy¢ bilen biri-birini dartyarlar; bu yerde r=MM.

S

7-nji surat

42



Ulgamyn kinetik energiyasy

2 2
K = m, Vi + szz’
2 2

potensial energiyasy bolsa
Mo
II= [Fdr
M
bolar, bu yerde M, anyk bellenen nokat. K-nyft we //-nifi baha-
laryny K + I1 = E defilikde yerine goyup, alarys:

mo, . mvs . [E
101 202 —
DLy M2 MfF dr = E,. (1)

Bu formula garalyan hereketin matematiki modelidir. Onuii ow-
renilydn herekete kybapdas bolyandygy belli kanunlarynn esasynda
diiziilendiginden gelip ¢ykyar. (1) modeli ulanmak {i¢in amatly
gorniise getirelin.

Garalyan nokatlaryn agyrlyk merkezini C bilen belgildlin we
kabir O nokat alalyni (8-nji surat).

)

8-nji surat

—

OM, =1, OM,=r, OC=p, CM, =p, CM,= 0
belgilemeleri girizip, alarys:

r=n—n nh=0+0, HL=p0+ 0.
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dn - dn

a0 g v, belgilemeleri ulanyp, (1) deniligi tdzeden yazalyii:
—>2 -2 Mo
mi Vi mD» m,m, 7’
——+ -7 Wi . T dr = E,,
2 2 FarY ’
do dm) (a’p dm)
1 < + 2 + Mo o
dt dt dt dt _
2 + 2 _ymlszf 2 3 —EO;
1 (dpl ) 1 (dE ) do__dp, do do
2"\ ) T2 ) T e ar T ar T
1 dE) 1 (dp ) ymm,
+2m1<dt T2\ r b 2)
C nokat agyrlyk merkezi bolany sebépli,
- =~ - do _ = L
nmo+ mpo, = 0, W =Cy — hem1$ehk, (3)

bolmaly bolar. Bu defliklerinl birinjisi agyrlyk merkeziniii M M, ke-
simi massalara ters proporsional bélmeginden gelip ¢cykyar. Agyrlyk
merkezinin hereketi baradaky teorema gord, bu ulgama dasyndan
giiy¢ tdsir etmeyanligi sebépli,

d'o

dar’
bolar. Bu yerden yokardaky denliklerin ikinjisi gelip ¢ykyar.
(3) denliklerini birinjisinden

=0

dpl + m,— dpz =0

™ dr

denlik we onufi esasynda

o do . do a’pz_£< dp, dﬁz)_
var d T ar ar @\ Ty ) =0
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denlik gelip ¢ykyar we (2) denlik

1 dE>2 1 <d!72)2_?mlmz_ 1 c
2m1<dt +2m2 dt ’ =k, 2(m1+m2>co (4)

gorniise geler. Indi rF=0,—0 bolyandygyny yatlap,

{mla + mza = O,

ulgamdan Or—0 =T
- myr - mr
O =— T 02 = ]
m, + m, nmy + ms

taparys. Soniky denlikleri ulanyp, (4) denligi tizeden yazalyi:

1] mm; mym: (i)Q_ ymm, _ g1 2
21 (m + m) * (m + m,y roo 2 (rm +m2)Cy
ya-da

L. nmyni, i 2_ ynum, __ _L —»2

2 ml+m2< dt ) - = E, 2(m1+m2)C0. (5)

Indi M| nokat liytgemeyar hasap edip, M, nokadyn hereketiniii den-
lemesini
dv _ L mmy *_i
m, —— dt - e r3 r, v = dl_ ) (6)
gorniisde yazyp bileris. Bu denligin iki tarapyny hem 7 wektora wek-
tor kopeldip, alarys:

| mmyr,
| P 2| < I )
Emma [7>< ?] = 0 bolany sebipli,
av.
[rx dt]_o

bolar. Beyleki tarapdan,

jt[rxg] [CLZXU] [rxdu] [oxv]+ [rx@] 0,



yagny [Fx ] = C, — hemiselik wektor bolar. Bu bolsa r we o wek-
torlar islendik wagtda bir tekizlikde yatyar diymekdir, yagny hereket
bir tekizlikde gecyar. Surata yiizlenelin (9-njy surat).

M, 0\ NG

9-njy surat

c

MM, =7, ZNMM,=Ap, MN =0vAt

Bu yerden M M Q sektoryil Si.o meydany ligin

SMleQ = %i’zﬁgﬁ = %“:?X ;At:”

takmyn formulany alarys. At nola ymtylanda

1,.do _

L S
2 = 2ol

takyk formulany alarys. Yokarda gorkezilene gori [rxoll=IC|
hemiselik san bolyar we biz Kepleriit kanuny ady bilen belli bolan

P42 _ v oy = |G

dt ’ ™

formulany alarys. Bu kanun: «M, nokadyn M nokada goréd radius
wektorynyn wagt birliginde ¢yzyan sektorynyn meydany sol bir M
hemiselik sana dendir» — diylip okalyar. Seylelik bilen, biziii ma-
tematiki modelimizden alan birinji netijdmiz Keplerin kanuny
boldy. Onun dogrulygy biziit modelimiziii bagda goyan meseldmize
kybapdaslygyndan gelip ¢ykyar.

Indi modeli yonekeylesdirmegi dowam etdirelifi. Yokardaky su-
ratdan gorniisi yaly,
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G- w

(6) we (7) deilikleri ulanyp, (5) deniligi gogiirip yazalyn:

L. _mm ) dr d<0>] ymim. _ g1 .
2 m1+m2<dt>+r<dt r =17, Th=E 2(m1+m2)C0
ya-da

1. mm i.d_<0>2 z(d_w)z]_ymlmz_
2 m1+mz[<d§0 dt +r _7?)’

ya-da Keplerin kanunyny ulanyp,

(- e
do r

1 L hmym;

2 m+m

yazyp bileris. Sonky denilemede

2y(m + my) _ 275 (my + my) _p =l
1‘42 ’ M2m1mz ’ o

belgilemeleri girizip, ony

d0)2_ —
(dgo =ap+f—-0

ya-da

doY _ 2 (p_a@y 2_p. @
(dgo>_w (0=5) w=B+F

gorniisde yazyp bolar. Ony 6zgerdip,

dp

w”— (o — 0,5 =dg
== ) Jwh = (0 —0,5a)
anlatmamy alarys. Sonky denleméni integrirldlin:

o0 —0,5x
w

d@

=@+ @ +270° arcsin =@+ @ +270°

[
Jw—(0—0,52)
0 —0,5¢ =w-sin(@ + @ +270°), 0 =0,5¢ —w cos(® + @o).
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10-njy surat

r= lﬁ formulany ulanyp, alarys:
2
_ 1 _ a
r = = 3 .
% —weos(@ + @) 11— 7W005(§0 + @)
2w 2

L =8 =P belgilemeleri girizip,

p

"1 ecos(@ + o)

ellipsifi defilemesini alarys. Onui bir fokusy M, nokatda bolar (10-njy su-
rat). Diymek, M| Giin, M, planeta hasap etsek, onda planetalar Giiniifi
dasyndan, bir fokusy Giin bolan ellipsler boyunga hereket ederler.

10. YERIN TOWEREGINDE HEREKET EDYAN
MATERIAL NOKATLAR BARADA MESELE

Planetalaryn hereketi bilen birmetizes yene bir meseld seredeliii.
Mesele 6rin dasdan (r = oo) Yerifi istiine ugup gelen material
nokadyn tizligini anyklamakdan duryar. Indi M, nokady Yeriit mer-
kezi, M, nokady ugup gelyan material nokat hasap edip, M, nokadyn
hereketinin defilemesini yazalyn. Ol yokarda getirilen (6) detileme bi-
len gabat geler. Ony yene bir gezek yazalyn:
dr -

@_ mms r=|r

m =— r, 0=4"
“dt U dt

’
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bu yerde m — Yerifi, m, — material nokadyn massasy, r = MM,

— 7/% —Yerin dartys giiyji. » Yerii radiusyna defi (» = R) bo-
landa ?,m;emz = myg bolyandygyny goz otiinde tutup, ym = gR’
deiiligi alarys we yokardaky defileméani

dv __8R’

dt P

dr

gornilisde yazyp bileris. Sonky denligin iki tarapyny hem o7

dip, alarys:

kopel-

dr d*r __gR’ dr -
dt  dr? P~ oodt
Bu yerden,

Goy, material nokat tukemksmhkden (baslangyg tizligi v ;= 0) M, no-
kada gelipdir diyeliii. Onda —U = i + C deillikde r = 00, v =0
goyup, C =0 alarys we denleme

1., gR
20 7

gorniise geler. Soiky defilemede 7 = R goyup, material nokady# Yeriii
iistline diisendéki tizligini taparys:

' =2gR, v =,2gR.

Bu yerde g = 9,8m/sek*, R = 6370km goyup, taparys:

v =11,34m

»'=9,8" 6370000Sek2 3 ek

4. Sargyt Ne 1212 49



Tersine, Yerif tistiindéki material nokady 6rin das yerlere ugratmak
licin, ofla ¢en bilen vy = 11,3k—m tizlik bermeli bolyar. Bu tizlige
tictinji kosmiki tizlik diyyérler.

Indi kosmiki raketalaryn ucuslarynyn matematiki modelini
diizelifi. Adatca, raketalar kopbasgangakly bolyarlar. Yonekey dil
bilen aydanynda, birndce raketany iisti-listiine goyup, bir raketa ya-
sayarlar we ona kdpbasgangakly raketa diyyérler. Gelin, «ndme ti¢in
raketa hokmany halda kdpbasgangakly bolmaly?», «Bir ulurak ra-
keta yasap, emeli hemrany orbitasyna ¢ykaryp bolanokmy?» diyen
sowallara jogap berjek bolalyn. Birbasgangakly, yagny bir kosmiki
raketanyn gurlusy 11-nji suratda shematiki gorkezilen.

Emeli
hemra

Zerur
enjamlar

Yangy¢

11-nji surat

m,, — raketanynl baslangy¢ massasy;
m(t) — raketanyn ¢ pursatdaky massasy,

m(f) = m +m,+my(1),
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m, — raketanyh ugmagy ti¢in zerur enjamlaryil massasy (iiytge-

meyaér);

m,, — emeli hemranyfi massasy (liytgemeyiér);

m.(f) — yangyjyi ¢ pursatdaky massasy;

v (t) — raketanyn ¢ pursatdaky tizligi;

u, —raketadan yanyp ¢ykyan gazlaryn tizligi; adatga, uo < 3 %;

F —raketa tésir edyén dasky giiyc, bizin yagdayymyzda F' = mg;

m, > 0,1m — hdzirki zaman tehnikasynyfi miimkingiligi;

T — raketanyn ucus wagty.

Seylelik bilen, model diizmek ii¢in ¢dklendirmeler kesgitlendi.

Serte gord, m,(T) = 0, yagny ugus wagtynyn ahyrynda yangyg
doly yanyp gutaryar. () bilen raketanyn ¢ pursatdaky hereket muk-
daryny belgildlin. Kesgitlemi gord, O(t) = m(f)v(f). Mehanikanyn
kanunyna gord, hereket mukdarynyi ¢ pursatdaky artdyrmasy raketa
tasir edydn giliyclerin impulsyna defi, yagny

AQ(t) = FAL.

At wagtdan soi raketanyn massasy m-+Am bolar, tizligi v (¢+Af) bolar.
Massanyf Am bolegi v () — u, tizlik alar. Bu bolegin hereket mukdary
Am[v(t+At) —u,]

bolar. Alarys:

AQ(t) = (m(t) + Am)o (& + Aty — m(D)o (1) — Am[v(t + Ab) — u]

ya-da
m(H)Av +u Am=FAt,
ya-da
a . dm _
m(t) g TH F. (1)

(1) formula raketanyn hereketiniin matematiki modelidir. Onun rake-
tanyn hakyky hereketine kybapdaslygy ulanylan kanunlaryin dogru-
lygyndan gelip ¢ykyar. Indi modelin dernewine gegelin we ondan
netijeler ¢ykaralyn. Bizin basda goyan soraglarymyza jogap bermek
ticin, (1) denlleméni ¢oziip, v (¢) tizligi tapmak yeterlik; emma mesela
basgaca ¢cemelesmek hem miimkin.
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F = —mg bolany {g¢in, bu giiyjiin tisiri dine tizligi kigeltmége
ugrukdyrylan bolyar. Eger deiilemede F' = 0 goysak, onda yokar-
daky bellemid gord, tize denilemeden tapyland () raketanyn hakyky
tizliginden islendik pursatda uly bolar. 5(#) li¢in deiileme yazalyn:

av __, dm
m(t ) di Uo dt
ya-da
dm
dp _ dt

d — “m(e)

Bu denligin iki tarapyndan hem 0-dan 7 ¢enli integral alalyi:

o(T) - 0(0) = —u,[Inm(T) — Inm,].
»(0) = 0 bolyandygy sebapli,

5(T) = ugln-"0_ — 4 In— o
’ m(T> ’ m; +m,

denlige geleris. Bu yerden m, > 0 ululygy taslap,
~ m
o(T)<u, lnﬁj’
km

detisizlige geleris. Berlenlere gord, 70> 0,1, uy <3< Onda
— . Mo sek
m, = 0,1m goyup,

~ mo _
0(T) < 3In 0. 1ms 3In10

alarys. In10<2,3 bolany {i¢in,
5 km _ .o km
() <o(T)<3 2’3@ = 6,9E.
Bu tizlik birinji kosmiki tizlikden has kigi bolany ii¢in, emeli hem-
ra Yerifi {istiine gacar. Diymek, emeli hemra {i¢in niyetlenen jisimiti
hakykatdan-da emeli hemra bolmagy {i¢in, raketa azyndan iki basgan-
cakly bolmaly bolyar.
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11. IDEAL SUWUKLYK AKYMY BILEN BAGLANYSYKLY
MATEMATIKI MODEL

Islendik suwuklyk akymy owrenilende esasy gyzyklandyryan
ululyklar suwuklyk bolejiklerinin tizlikleri, suwuklygyn islendik no-
kadyndaky basys we suwuklygyn dykyzlygy bolyar.

Eger seredilyén ululyklaryn bahalaryny az sanly nokatlarda
tapmak gerek bolsa, onda olary tejribénii {isti bilen tapsa hem bo-
lar. Emma nokatlaryni sany tiikeniksiz kop, gyzyklandyryan wagt
aralygy uly bolan yagdaylarda tejribelerin iisti bilen ululyklary
tapmagynl kop kyngylyklara getirmegi miimkin. Ondan bagga-da,
ululyklarynn kdbir nokatlardaky we kébir wagt pursatlaryndaky
bahalary suwuklygyn akymy barada umumy netijelere gelmegi
kynlasdyryar. Sol sebdpli, suwuklygyn akymynyii matematiki mo-
deline yiizlenmeli bolyar.

Belgilemeler girizelin. p (x, y, z, ¢) — suwuklygyn M (x, y, z)
nokadyndaky ¢ wagtdaky basys, p (x, y, z, ) — M (x, y, z) nokat-
daky ¢ wagtdaky dykyzlyk, u (x, y, z, ¢), v (x, , z, t), © (x, ¥, z, ) —
V tizligiit M nokatdaky ¢ wagtdaky koordinatalary, y — suwuklygyi
sepbesikligi (nola defi hasap edilyir), F (x, , z, t) — dasky giiy¢lerii
massa birligine tisir edyin dykyzlygy. Suwuklygyn akymynyi i¢inde
yerlesyin, goz oniine getirilyén ) iist bilen ¢éklenen, D yaylany dol-
duryan suwuklyk bolegine tasir edyin giiy¢leri tapalyn (1 2-nji surat).

2

12-nji surat
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p (x, y, z, f) basysyn tdsiriniil jemleyji giiyji

E:—ffpf_{do‘:—fffgmdpdxdydz

integrala dendir. Bu yerde p=p(xyz1), n — Y iiste gecirilen dagky
normal. 0, =— p(x, v,z t)-n ululyga M (x, y, z) nokatdaky normal
dartgynlyk diyyarler.

Gorsiimiz yaly, normal dartgynlygyn ululygy > tstin M (x, y, z)
nokatdaky normal wektorynyin ugruna bagly dildir, yagny
l0w] = | p(x, y, z,1)|. Dasky giiyclerifi D yayladaky suwuklyk bolegi-
ne tésiriniil jemleyjisi

E:ff pfdxdydz
D

integrala dendir. Seredilydn suwuklyk bolegine tédsir edyidn basga
giiyc yok. Sonun iigin, onun hereket defllemesi, Nyutonun kanunyna
layyklykda,

fffpcg_fdxdydz=ﬁ1+ﬁz=—ff/gradpdxdydz+fffpﬁdxdydz
D D D

ya-da
dxdydz=0

ff[[ A\ erad p— oF

gorniisde bolar. D yaylanyn islendik mogberde bolup bilyéanligi se-
bapli, bu yerden suwuklygyn L.Eylerin adyny goteryén hereket
denilemesini alarys:

pa;,—V + grad p — oF = 0.
Dernilemé giryén dv -nifi bahasy — ¥ -den ¢ boyunca doly éniim
seyle hasaplanyar:
ux'~u+uy'z)+uzw+aa—b;
%: u;u+uy’u+uzw+%—?
Wy u+a)y'u+wza)+aa—6;)
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Bu denligi goz onlinde tutup, hereket denlemesini asakdaky valy
yaybai gorniisde yazyp bolar:

(Ou , Oou, Ou, Qu, 19 o _
at+axu+ayv+azw+pax F.=0,

At acu+3L0+ o+ —F, = 1
Tt Yty et v y =0, (1)

Bu yerde F = {F,, F,, F.} belgileme ulanyldy. Alnan hereket deiile-
mesi li¢ defilemeden duryar, emma deiileme bds sany u, v, o, p, p
nébelli funksiyany saklayar. Sol sebépli, hereketin defilemesinin yany-
na yene iki defileme gosyarlar. Olaryn birinjisi tizniiksizlik denlemesi
diylip atlandyrylyan

90, (5
ey div(p0) =0

denillemedir. Ikinjisi bolsa, yagday dernlemesi diylip atlandyrylyan,
dykyzlyk bilen basysy baglanysdyryan p = f'(p) gérniisli defilemedir.
Seylelik bilen,

—

,Oaa—z;nLgradp—pF:O,
90 L gin( o) =

o +div(pD) =0,

o =f(p)

deiilemeler ulgamy seredilyén suwukluk akymy baradaky gidromeha-
nika degisli meseldnint matematiki modeli bolyar. Bu modeli ¢6ziip,
u, v, o, p, p funksiyalary tapmak bilen suwuklyk akymy baradaky
mesele takmyn c¢oziilyar. Sebdbi, modelin 6zi takmyndyr. Elbet-
de, akyma tdsir edydn beyleki hadysalary goz oiilinde tutup, modeli
takyklasdyrmak bolar.

Uzniiksizlik defilemesinifi 6rin yonekey manysy bar. Akyan
suwuklygyn iginde, gbz Oniine getirilydn 2. st bilen ¢dklenen Q
gowriimi alalyn. Ol géwrlimin i¢indédki suwuklygyn ¢ wagtdaky massasy
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m(t)= fffp(x v,z t)dx dy dz
0
den bolar. m(t + dt) — m(t) tapawut Q gowriimdaki suwuklygyn df wag-
tyfi dowamyndaky artdyrmasy bolar. Bu artdyrmany basgaca hem

hasaplap bolyar. Eger n wektor . iistiifi nokatlarynda gurlan dasky
normal wektor bolsa, onda

ffp(?-ﬁ)ds-dt

ululyk dt wagtda 2. tistden gegen suwuklygyn mukdaryny berer. n
dasky normal bolany sebépli,

m(t+dt)—m(t) =—ffp(7-2)ds-dt
z
ya-da
dam =—szp(r7-ﬁ)ds @)

denligi alarys. Kesgitlema gora,

dn _d [Q ([ odxdydz = fQ [ avay,

Stoksun formulasyna gora,
f f o(V-1n)ds = f f div(V 0) dxdyd:.
pa 0

Alnan bahalary (2) denillikde goyup, alarys:

fff %ﬁdxdydz = f f f div(V p)dxdydz
0 0

ST (22 + a7 ) asavaz = o
0

Q gdwrlimin erkin bolany sebépli, bu yerden

ya-da

90,
Y +divilp) =0
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deiligi alarys. Diymek, bu deiillik massanyn saklanma kanunynyn
matematiki yazgysydyr.
(1) denllemeler ulgamyny yonekeylesdirelin. Basys funksiyasy
diylip atlandyrylyan
d,
P(p)= [ Ps

o(p)
funksiyany girizip,

1.9 1 9 L.a_P}_
{0 ox" o I o Az = grad P(p)

yazyp bileris. Yé@ke}ﬂik iicin, F gliyji potensial giiy¢ diyip ha-
sap edelin, yagny F = gradU denligi kanagatlandyryan U (x, y, z, f)
funksiya bar bolsun. Indi (1) ulgamy 6zgerdip yazalyn:

( —)

du , (du _dw\_ [ _du\,d(V \__9P(p) ou

o tel5 ~30) "(ax 8y)+8x<2>_ x o

w . (w_du\_ (dw _ 122)__81’(1» du

<8t+u(8x 8y> “’(ay 82)+8y<2 % Ty &
=2

o (3w _dw\_ du_dw\, d(V \__9P(p)  du

\8t+0<3y az) u( 5 x>+82<2>_ 2z oz

Sofira rotV towlanma wektorynyn
otV — {a_a) oV Jdu _ 9w I au}

ox 9z 9z OJx’ 9Ix 9y
formula bilen kesgitlenyéndigini yatlap, (3) ulgamy

% — [I7>< rot?] =—grad B

wektor gorniisinde yazyp bileris. Bu yerde

=2

B=V7+P(p)—U

— Bernullinin ticagzalygy atly funksiya. Eger akymyn towlanma
wektory rotV’ =0 bolsa, onda deiileme has yonekey
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=~

9
ot

=—grad B (4)

gornlise geler. Matematiki analizden belli bolsy yaly, rotV =0 halda V
wektor meydany potensial wektor meydany bolyar. Bu bolsa,

—

V =grad ¢

deniligi kanagatlandyryan ¢ (x, y, z, ¢) funksiya tapylar diymekdir. Bu
halda (4) defileméni

%(gmd ®)=—grad B
ya-da

ot
gorniisde yazyp bolar. Soiiky denilikden

grad(ago + B) =0

9% . p_
3 +B=0(t)

deilemd geleris, bu yerde @(¢) difie ¢ bagly erkin funksiya.
=2

B = VT +P(p)— U we V = grad ¢ bolyandygyny goz 6iiinde tu-

tup, sonky denlleméni Kogsi-Lagranzyn integraly diylip atlandyrylyan

9+ Lgrad of + P(p) - U = (1) 5)

gorniisde yazyp bileris.
Eger ¢ (x, ), z, t) potensial funksiya wagta bagly bolmasa, yagny

V wektor meydany stasionar meydan bolsa, onda %—f = 0 bolar
we deilleme

1§| grad P+ P(p)—U=C  (C—hemiselik)  (6)

gorntisi alar. Bu denlige Bernullinin integraly diyyérler. Ol ¢ (x, y, z, f)
we U belli bolan halda suwuklygyi islendik nokadyndaky basysyny

tapmak ii¢in gifiden ulanylyar. | grad ¢ f =V * = ¥? bolany sebipli,
Bernulliniil integralyny
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LV +P(p)-U=C (7)

gornilisde hem yazyp bolar.

12. SUWUKLYGYN TEKIZ AKYMYNYN
MATEMATIKI MODELI

Biz gecen bolimde suwuklygyn akymynyn defilemesi barada
giirriin etdik. Bu bdliimde meseldni has hem yenillesdirelin, yagny
suwuklyk boélejiklerinin belli bir a tekizlige parallel tekizlikde here-
ket edydn yagdayyna seredelin. Kop hallarda a tekizligine parallel
tekizliklerin hemmesinde hereket birmenzes bolyar we suwuklygyn
hereketini 6wrenmek {i¢in dinie bir tekizlikdédki hereketi 6wrenmek
yeterlik bolyar. Asakda edil seyle hereket barada giirriin edilyar.

Bu halda, xOy koordinatalar ulgamyny « tekizlikde yerlesdirsek
we z oky ona perpendikulyar gecirsek,

V= {u(x, y,0,t),0(x, »,0,1)}, rotV = {0, 0, a—)uc — ?)Z} (8)

boljakdygy we suwuklygyn hereket defilemesinini
a_u_,)<a_u_a_u>+a_B:O

ot ox dy ox ’ (9)
v, [ _ou\, 0B _
8t+u(8x 8y>+8y 0

gorniise geljekdigi diigniiklidir.
Indi akymy towlanmasyz, stasionar we suwuklygy gysylmayan
hasap etsek, onda

rotV=0 = W _ du -

ax Ay
towlanmasyzlyk serti we
du , W _
ax ay

gysylmazlyk serti yerine yetmeli bolar. Basys funksiyasyny P(p) = %

hasap etsek, Bernullinii integraly
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2 2
% T % —-U=C (C — hemiselik)

gorniise geler. Sonky ii¢ denileme bilelikde suwuklygyn akymyny kes-
gitleyédn

(0 _ du _

ox 9y 0,

ou _

<8x+8y 0, (10)
2 2

%Jrﬁ_(]:c

deiilemeler ulgamyny beryirler. Olardan u, », p nébelli funksiyalary
tapyarlar. Anyklyk ti¢in, tiikeniksizlikde V tizlik we p basys hemiselik
hasap edilyér, yagny 7| oo =V — hemiselik wektor, p | 1« = peo
— hemiselik san bolyar, F — massalar giiyji nola den hasap edilyér.
Bulardan basga-da, sol akymyn i¢inde yerlesen L yapyk Zordan egrisi
bar bolup, 1 = {n,, n,} L egrinii M(x, y) nokadyndaky normal wek-
tory bolsa, onda L egrinin nokatlarynda
un ton = 0

sert yerine yetyar hasap edilyér. Soniky serte suwuklygyn L egriden
syzmazlyk serti diyyérler. Netijede, yokardaky bellemelerden son, su-
wuklyk akymynyn matematiki modeli seyle gorniise geler:

(Jv _ Qu _
ox ay_o’
Qu , v _
Jox * ay 0, (11)
2 2 2 2
u +0 P _ Px | Ux+ Vs
2 +p pm+ 2 7
(un, +on, = 0 (L egride).

L egrinii ¢6zmeli meseld gord saylanyp alynyandygyny belldlini.
Ug deilemeden we bir gyra sertinden duryan (11) ulgama gyra me-
selesi diyyérler. Elbetde, birinji gyzyklandyryan mesele (11) gyra
meselesinin ¢oziiwi barmy, yeke-tdkmi ya-da kopmi diyen sowallar
bolmaly. Belli bolsy yaly, (11) ulgamy birinji defilemesi V = {u, v}
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wektor meydanynyn potensial meydan bolyandygyny anladyar.

_dp _9¢
"= U7 ay
deilikler yerine yetyér diymekdir. u we » funksiyalarynl tapylan ba-

Beyle diymek, ¢(x, y) potensial funksiya tapylyp,

halaryny (11) ulgamyn ikinji deiilemesinde yerine goysak,

2 2

a—f + 9 f =0

ox ay
deiilemd geleris. Bu deiileméd Laplasyn denlemesi diyyarler, ony
kanagatlandyryan islendik funksiya garmoniki funksiya diyyarler.
Diymek, ¢(x, y) — garmoniki funksiyadyr. Goy, w(x, y) funksiya
@(x, y) bilen catyrymly islendik garmoniki funksiya bolsun. Ol ¢(x, »)
funksiyanyi iisti bilen hemiselik gosulyja ¢enli takyklykda tapylyar.
Catyrymly diymek

% _3) 3 _ 3
ox — a9y’ dy I (12)
tozdestwolar yerine yetyér diymekdir.

Kompleks tiytgeyénli funksiyalar nazaryyetinden belli bolsy yaly,
sonky deilikler

S@ =0l y) i wx y) (13)

funksiya z = x + iy kompleks argumentinn 6niimi bar funksiyasy bol-
yar diymekdir. Biz ¢(x, y) funksiya potensial funksiya diyipdik. Gid-
rodinamikada f(z) = ¢(x, y) + i - w(x, y) funksiya kompleks poten-
sial diyyirler. Yokarda kesgitlenisine gord, o(x, y) we w(x, y) dzara
catyrymly garmoniki funksiyalar. Sol sebépli, ¢(x, y) funksiya hem
w(x, y) funksiyanyn {isti bilen hemiselik gosulyja cenli takyklykda
kesgitlener. (11) ulgamyn dordiinji sertini,

u=09 3, _9p __3Y
oax a9y’ dy ox
denlikleri ulanyp,

w, 9, _
aynx axny—O

gorniisde yazalyn. Seylelikde, (11) gyra meselesi
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=+ =
o’ 9y’ (14)
aw — %n =0
P

gyra meselesine syrygyar. Sebibi, (11) ulgamyn iigiinji defilemesi u
we v belli yagdayynda p basysy tapmak ii¢in ulanylyar.

Hususy oniimli defilemeler nazaryyetinden belli bolsy yaly, (14)
gyra meselesiniii ¢oziiwi bar, 6zi hem hemiselik gosulyja cenli
takyklykda kesgitlenyar.

L
ay’ ox

bolany sebépli, u we v funksiyalar anyk kesgitlenilyar.

Goy, y(x, y) (14) meseldnin ¢oziiwi bolsun. (12) deiiliklere gora,

0=V 9 _9) 9y _dp 3% 3¢ ) _ o} aw

3 ar or ay —ar ax Tay ay = Vax Y =V grad j
bolyandygy Ugin, grad y wektor V wektora perpendlkulyar bolar.
Serte gora, V= {u,v} — stasionar wektor meydany. Eger / egriniii
islendik nokadyndaky wektor meydanyna degisli wektor sol nokatda
[ egrd galtagyan bilen gabat gelse, onda / egrd ugur ¢yzygy diyyérler.

p(x, y)=C (C — hemiselik)

egrilere seredelin. Olara y(x, y) funksiyanyn dereje ¢yzyklary diyyér-
ler.

Goy, w(x, y) = C egrininl parametrik denlemesi x = x(¢), y = y(¢)
bolsun. Onda w(x(?), y(¢)) = C deiilik yerine yeter. Soiiky deiligin iki
tarapyndan differensial alsak,

W )+ a‘”

G 0+ 5y 0=0

defilige geleris.T = {x'(¢), y/'(1)} welgtoryﬁ w(x, y) = C egrd galtagyan
wektor bolyandygyny we onuni /' wektor meydanynyil sol nokat-
daky agzasy bilen kollinear bolyandygyny yatlasak, onda w(x, y) = C
egriniil nokatlarynda
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grad -V = %u +%§fu =0
denligint yerine yetyandigini goreris. Diymek, islendik y(x, y) = C
dereje ¢yzygy V' wektor meydanynyn (suwuklyk akymynyn) ugur
cyzygy bolyar eken. Sona gord-de, w(x, y) funksiya ugur funksiyasy
diyilyér.
Seylelik bilen, (14) meseldnin ¢éziiwi bolan y(x, y) funksiya,

W _de _, _ _d% _,

ay_ax‘”’ ox Ay
denliklere gord, V wektor meydanyny kesgitleyar. Ondan basga-da,
w(x, y) = C dereje ¢yzyklary ¥ wektor meydanynyi ugur ¢yzyk-
laryny, ya-da basgaca aydylanda, suwuklyk bdlejiklerinini trayekto-
riyalaryny kesgitleyarler. Diymek, y(x, y) funksiya ya-da onun {iisti
bilen kesgitlenyén

D)=, y) +i wlx, )

kompleks potensial suwuklyk akymyny doly kesgitleydr. Belli bolgy
valy, f'(z) bardyr we

fl(z2)=@i+i-Pi=u—iv

deinilik yerliklidir. Gidrodinamikada u+iv ululyga kompleks tizlik,
f'(z) = u — iv ululyga bolsa catyrymly tizlik diymek kabul edilen.
Gorniisi yaly, kompleks tizligi bilmek ya-da ¢atyrymly tizligi bilmek
V wektor meydanyny doly kesgitleyér. Seylelik bilen, suwuklyk
akymyny f(z) we f'(z) funksiyalar doly kesgitleyirler. Yonekey
suwuklyk akymlarynyn ticlisine seredelin.

12.1. Birjynsly tekiz akym

Bu akym
fz) =z, z
kompleks potensial bilen kesgitlenyir.
z, =x, tiy, z=x+iy bolyandygyna gori,
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f@) =(x, +iy)x +iy) =xx—yy +ilx,y+yx)

alarys. Gorglimiz yaly, ¢(x, y) = x,x —y,v akymyh potensial funk-
siyasy, w(x, y) =x,y —y,x akymyi ugur funksiyasy bolar.

f'(2) =z, diymek, u =x,, v =-y, ya-da J = {x,, — y,} tizlikler
meydanyny berer. xy+yx = C goniiler bolsa akymyf ugur ¢yzyk-
lary bolarlar. Seylelikde, birjynsly tekiz akym hemiselik tizlik bilen
goni Qyzyklar boyunca hereket edyan bolejiklerinn akymydyr. z, sany
z, = V e trigonometrik gorniisde yazsak, onda akymyii kompleks
poten51alyny

flz) =V ez
gorniisde yazyp bolar.

12.2. Gozbasly akym

Gozbas koordinatalar baslangyjy bilen gabat gelyir diyip hasap
edelin. Bu yerde iki hili akyma seredelil. Birinji akymda suwuklyk
bolejikleri radius boyunca gdzbasdan daslasyarlar (goni akym). Ikinji
akymda suwuklyk bolejikleri radius boyunca gézbasa golaylasyarlar
(ters akym). Bu akymlaryn kompleks potensial funksiyasyny

_9
flz) = > Inz
gornilisde almak bolar. Bu yerde O — hakyky san. z iiytgeyani z = re”
trigonometrik goérnlisde yazsak, onda kompleks potensial
_ 9 el
flz)= o+ i 0

ya-da

_ O )+ i L prere
flz) = 4ﬂln(x +y)+127[arctgx

gorniise geler. Diymek,
B(xy) = 2In(x 402, hxny) = arcig?.
Akymyn ugur ¢yzyklary
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ya-da

goni ¢yzyklar bolar. V' tizlik bolsa

7:{3¢ 3_¢}Z{Q x 0 y }: 0 -

ox’ dy E.x”—yz’ﬁ.xz%—yz 27[r

gorniisde bolar (bu yerde r = {x,y}). Onda, O > 0 halda goni akymy,
0 <0 halda bolsa ters akymy alarys.

12.3. Nokatdaky towlanma akymy

Onun kompleks potensial funksiyasyny
flz) = lnz A —hakyky san,

gorniisde alyarlar. Onun ¢atyrymly tizligi
—iv=f'(2)=

27Z’ZZ

gornilisde bolar. z liytgeyani z = re” trigonometrik gorniisde yazsak,
onda kompleks potensial

flz) = %(mw i6)

ya-da

_ 4 VA (2 a2
flz) = 27Tarctgx o In(x* +y?)

gorniise geler. Bu yerden alarys:

o(x,y) = —arctgl — potensial funksiya,

U(x,y) = ——ln(x + %) — ugur funksiyasy.

5. Sargyt Ne 1212 65



Akymyn ugur ¢yzyklary

Pxy) =—fiin( +)?) = €
ya-da
x*+y'=C

towerekler bolar. Suwuklyk bolejikleri x* + ) = C towerekler boyun-
ca hereket ederler, olaryn ¢atyrymly tizligi bolsa

S — 1 A y A x .
U O e T ey

ya-da

u—iv=———-=1— (y+ix
27Z(x2+y2)(y )

denlikden tapylar.
flz) = %m,lnz formuladaky A sany anyklalyn. xOy tekizlikde is-

lendik / yapyk Zzordan egrisini alalyn we
/ (u—iv)dz = f f(2)dz
i i
integraly hasaplalyn:
(u—i)dz = | (u—iv)dx+idy)= [ udx +vdy +i | udy — vdx.
Jumme=] Juderodrif

Indi
fudx+udy=ﬂ fudy—UdXZQ
!

!

belgilemeleri girizip,

f(u—iU)dZ:F+iQ

/
defiligi alarys. I” integrala V = {u, v} wektor meydanynyii / egri bo-
yunga aylanmasy diyyérler. O integral bolsa, sol wektor meydanynyn
kesgitleydn suwuklyk akymynyn wagt birliginde / egriden gecyén
mukdary bolyar. Beyleki tarapdan,

[(u=iv)dz= [ feyz= [ %izdz.
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Belli bolgy yaly, koordinatalar baslangyjyny / egri bilen ¢iklenen
yaylanyn icinde hasap etsek, f %dz = 2xi bolar. Sona goré, alarys:
!

f(u—i/))dz:A,
i
I'+iQ =4,

A=T 0=0o

Bu yerden nokatdaky towlanma akymynyn kompleks potensial funk-
siyasy ligin

flz)= 2Lm.lnz

formulany alarys.

Suyerde geljek tigin ahmiyetli bir bellik etmek zerur. Biz gozbasly
akymlary kesgitlinimizde gézbas koordinatalar baglangyjynda diyip
hasap etdik, nokatdaky towlanmanyn akymyny kesgitlinimizde
towlanma nokady koordinatalar baslangyjynda diyip hasap etdik.
Emma, akymyn gozbasy hem, towlanma nokady hem islendik z;
nokatda bolup biler. Olary kesgitlemek ii¢in 6nki tapylan kompleks
potensiallarda z-ifi yerine z — z, goymak yeterlikdir. Elbetde, tize al-
nan potensiallar diirli akymlary kesgitleyarler. Ondan basga-da, diirli
akymlaryn kompleks potensial funksiyalaryny gossak, onkiilere gora
¢ylsyrymly, yene-de bir akymyn kompleks potensial funksiyasyny
alarys. Ine, su pikire mysal hokmiinde, yene-de bir akyma seredelin.

&Whﬁ@)zf%m@+a)M>®ﬁmbﬁa§h&&f%=—a
nokatda bolan goni akymyn kompleks potensial funksiyasy,
f2(z) = —2‘iﬂln(z — a) funksiya bolsa gdzbasy z, = a nokatda bolan

ters akymyn kompleks potensial funksiyasy bolsun. Kompleks po-
tensial funksiyasy

fa(2) =fi(z) +f2(2)

bolan akyma seredelin.
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f(z) funksi}'lany anyklamak Ugin f(z) funksiyany ozgerdelifi:

f(z)— F{in(z+a)— ln(z—a)]zz‘iﬂ_ln%.

a we A sanlaryn islendik bahalarynda bu funksiya haysy-da bolsa bir

akymyn kompleks funksiyasy bolyar. 4 = 5"—61 (m — anyk bellenen
. .. oy . m zZ+a . ~
san) belgileme girizeliti we f,(z) = dan In g funksiyanyil a@ nola

ymtylandaky predelini tapalyn:

1 — i 2a \_ m_
fz) = }llzr&fa(z) N ?I% dar ln(l + z— a) 2rz’

Kompleks potensial funksiyasy

Nz) = 27Z‘Z

bolan akyma gosa gozbasly akym diyyérler. Bu akym {igin

@(xy) 272_ ﬁ ¢<xy) 27( x iy
Yy Y
X X
m>0 m<0

13-nji surat

boljakdygy diisniiklidir. Onun ugur ¢yzyklarynyn denlemeleri
y(xy) = C,

ya-da

_m Y —
2 x2+y2 Co
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gomiisde yazylyar. Eger — % = 21—a belgileme girizsek, sonky denleme

x2_|_(y o a)2 = o

gorniise geler. Bu bolsa merkezi (0, o) nokatda bolan lal radiusly toéwe-
reklerin masgalasydyr (/3-nji surat).

Suratdan gorniisi yaly, m > 0 bolanda suwuklyk bolejikleri towe-
rek boyunca hereket edip, y okundan sagda gozbasa yygnanyarlar,
cepde bolsa ondan daglagyarlar, m < 0 bolsa — hereket tersine bolyar.

Goy, I, we [, iki sany ugur ¢yzygy bolsun (/4-nji surat). [ ola-
ryn ikisini hem suratdaky yaly kesip ge¢yéin egri. / egrinin 4 we B
nokatlarynynl arasyndan gegyén suwuklyk bolejiklerinifi hemise /,
we [, egrilerifi arasynda hereket etjekdigi diisniiklidir, yagny /, we [,
cyzyklar yabyn kenary wezipesini yerine yetiryarler.

ll
=
z&';f—:
B

14-nji surat

Indi / egrinin AB dugasyndan wagt birliginde gecyén suwuklyk
mukdaryny kesgitlilin. Goy, n = {n., n,} wektor 4B duganyii nokat-
laryndaky normal wektor bolsun. Onda AB dugadan wagt birliginde
gecen suwuklygyn Q gowriimi

B

0= fBV nds = _/P(unx+/)ny)ds = fudy—vdx
A A A

L _oY
deiilikden tapylar. u = IR

v __ bolyandygyny gbz oOfiinde
ox
tutup,

0= [ Gy Grds=¥(B)= ¥
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formulany alarys. Gorsiimiz yaly, [ we [, ugur ¢yzyklaryny
birikdirydn AB dugadan wagt birliginde ge¢yan suwuklygyn gowriimi
AB duga bagly dil we y(B) — w(A) tapawut bilen kesgitlenyar.

Mysala Viizlenelifi. Suwuklyk akymynyii 7 = {a, b} tizligi islen-
dik nokatda hemiselik bolsun. Bu yagdayda onun ugur funksiyasynyn
w = ay — bx boljakdygy diisniiklidir. Bu funksiyanyn kdmegi bilen
[ ay—bx =c,

1

L: ay—bx =c,

iki sany ugur ¢yzygyny alalynl. Olar parallel goni ¢yzyklardyr (15-nji
surat). Olary AB egri bilen birikdirelinl (4(x,, y,), B(x,, y,)). Kesgit-

lem& gora, V wektor / , we [, goniilere paralleldir. V tizlik hemiselik

15-nji surat

bolany sebipli, 4'B’ egri ABegrini V wektoryfiugrunalV |=4A4" araly-
ga parallel go¢iirme bilen alynyar. Sol sebépli, 4B egriden wagt birli-
ginde gec¢yén suwuklygyn mukdary ABB'A’ egrigyzykly trapesiyanyn
meydanyna deni bolar. Su yerde, suwuklygyi dykyzlygynyn 1-e det ha-
saplanyandygyny we egriden ge¢cyan suwuklygyit mukdary hokmiinde,
ugrukdyryjysy AB egri bolan, emele getirijileri AB egrinini yatyan te-
kizligine perpendikulyar birlik kesimler bolan silindrik tistden gecyédn
sol tizlikli suwuklygynn mukdaryna diisiinilydandigini bellemek gerek.
Suratdan gorniisi yaly, ABB'A" egricyzykly trapesiyanyn meydany
ADD'A’ goniibur¢lugyn meydanyna dendir, yagny AD - AA' = AD - 4
bolar. Diymek, AB egriden wagt birliginde gecydn suwuklygyn
mogberi AB egrid bagly dél bolyar. Asakda akym bilen baglanysykly
yene bir meseld garalyar.
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13. UCARYN UCMAGYNA GETIRYAN GOTERIJI
GUYCLERIN DOREYSI BARADA MESELE

Goy, bize akym berlen bolsun. Akymyn 6z ugrunda yerlesdirilen
jisime bolan tisirini 6wreneliil. Elbetde, akym ¢ylsyrymly bolsa,
yerlesdirilen jisimiii gorniisi ¢ylsyrymly bolsa, bu meseldni ¢oz-
mek Ordn kyn. Sonun iicin, ulanylysda @hmiyeti uly bolan aky-
ma we yonekey gorniisli jisime seredelini. Asakda beyik rus alymy
N.Y.Zukowskiniii 6wrenen akymy barada giirriifi edilyar.

Goy, akym 3 sany diirli akymyn — x okunyn polozitel ugry ta-
rapa akyan birjynsly akymy, koordinatalar baslangyjynda yerlesen
towlanma akymynyi we gosa gozbasly akymyn birlesmesinden yba-
rat bolsun. Yokarda gorkezilisi yaly, seyle akymyn kompleks poten-
sialy

_ T, om
f(Z)—VZ+2 lnz+27r

gorniisde, onun ¢atyrymly tizligi bolsa
— I m
w(z) =V * S 52
gorniisgde bolar. Bu akymyn w(x, y) ugur funksiyasyny we
w(x, y) = C denlik arkaly kesgitlenydn ugur ¢cyzyklaryny dwreneliii.
Ugur ¢yzyklarynyn akymyn bdlejikleriniin hereket trayektoriyalary
bolyandygyny okyja yatladalyn.
Basda yonekeylik ticin I = 0 yagdaya seredelini. Bu halda

fz)=Voz+ 2 = Vo (x+iy)+ 2 SR -

27z 27 x2 +y2
27T 4 3y I 27T x>+
bolyandygy sebépli, ugur funksiyasy
my
xy)=Vey ————5-
Y(xy) = Vey 2720 1 77)

deiilik arkaly kesgitlener, ugur ¢yzyklary bolsa,
Ve ——M ___\=C
()
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deiiliklerden tapylar. Ugur ¢yzyklarynyn masgalasy x we y oklaryna
gord simmetrik bolyar. Sebébi, x ululyk —x bilen ¢algyrylanda
yokardaky deilleme liytgemeyar; y ululyk — y bilen we sol wagtda
Csan — C san bilen c¢alsyrylanda hem bu deiileme iiytgemeyédr. Ugur
cyzyklarynyn masgalasynyi yerlesisi 16-njy suratda gorkezilendir.

i
—U—=

16-njy surat

m
27 Vs

Ol C = 0 baha degislidir. Goy, ¥ = {u(x,y), v(x,y)} tekiz akym ber-

Kuy:x*+y* =ri, ri = towerek bu masgalanyn agzasydyr.

len bolsun. L sol tekizlikde yatan egri, n = {n.(x,y), n,(x,y)} sol egri
onunl M(x, y) nokadynda gecirilen normal wektor bolsun. Eger-de L
egriniil nokatlarynda

u(x, y) - n(x, y) +ox, ) - nx,y) =0 (10)

denlik yerine yetse, onda L egrinin iistiinde (10) syzmazlyk serti yerine
yeter.

x,+y,=r; toweregiil istinde (10) syzmazlyk sertinii yerine
yetyandigi aydyndyr (sebdbi, ol ugur ¢yzyklarynyil maggalasynyi biri
bolany iigin, v tizlik wektory ol tdweregifi nokatlarynda galtasyan wek-
tor bolyar).

Indi akym tekiz parallel diyelin. Seyle diymek, xOy tekizligine
parallel islendik tekizlikde akym edil xOy tekizligindédki yaly diy-
mekdir. Oxyz koordinatalar ulgamyna seredelin. Akymyn ugrunda

ugrykdyryjysy K . towerek bolan, emele getirijileri z okuna parallel
silindr gornligddki gaty jisim yerlesdirilen bolsun (akymyn tizligi nola
dent yagdayda jisim goylan yerinde denagramlylykda duryar hasap

72



edilyir). Onda, silindrinn dasynda islendik gorizontal tekizlikde akym
0z durkuny saklar. Elbetde, akym jisime tdsir eder we ony herekete
getirmage calsar. Akym silindre gord simmetrik bolany ti¢in, tésir edi-
ji giiyjiin y okuna bolan proyeksiyasy nola den bolar.

Indi bolsa I" # 0 yagdaya seredelini.

AN Mo _ i
fz) =V, wZ g 1nZ+27rz z=re", z=x+iy
bahalary ulanyp, alarys:
m(x — iy)
Az) =Vo(x+iy)+ —(lnr +ip)+ m =
_ ERZN by Ly m Y,
= Vex + o 27? 2 5 (Voo 2 Inr 2T 4y >,
o 7 2 .2 .
ey res Loy TG=D) ey 2
iz 27z 27i(x* + %) 2m(x* + %)
Iy m(x’—y*) o mxy Ix
= Vo = 2 2. 2e l[ 2. 2 2 2 ]
2(x*+y7)  2m(x?+y') Lz +yt) 27T +y)

Bu yerden, ugur funksiyasy {li¢in
U(x, y)=Vey — Elnr —

denligi, tizlik ii¢cin bolsa
7 Iy m(x* ") | mxy Ix
1 2, 2y 2, 2 2. e T 2, 2
2n(x*+y7)  27(x* +?) r(x*+y")" 27(x" +y7)
formulany alarys. Ugur ¢yzyklarynyn
yx,y)=C

masgalasynyn yerlesisini 6wrenelin. x ululyk —x ululyga calsyrylanda
w(x, y) funksiyanyn liytgemeyidnligi sebépli, ugur ¢yzyklarynyn her
biri y oka gord simmetrik yerleser. Emma, indi olar x oka gora sim-

metrik daldirler. y(x, y) = C deinilikde C = %lnm goysak, onda Kro

towereginl yene-de ugur ¢yzygy bolyandygyny we onki sebéple-

73



re gord, syzdyrmayan egri boljakdygyny goreris. Bu akymyn ugur
(;yzyklarynyfl yerlesisi 17-nji suratda gorkezilendir.

N
—

\+>

17-nji surat

Yene-de, edil yokardaky yaly, emele getirijileri z okuna parallel
silindr gorniisddki gaty jisimi akymda yerlesdirelin. Onda silindrin
dasynda akymyn 6ziini alyp barysy 16-njy suratda gorkezilen K
toweregiil dagyndaky yaly bolar. Elbetde, indi akymyn jisime tiisit
edyin giiycleriniil jemi x oky boyunca ugrykdyrylan bolmaz.

Ol giiyc nahili tisir edyarkd? Ol F giiyji i we j ortlar boyunca
dargadalyn:

F=Fi+Fj.
Akymyn y oka gord simmetrik bolyandygy sebépli, F = 0 bol-
jakdygy dsgérdir. Diymek, F giiy¢ y oky boyunga, Fy-iﬁ alamatyna
baglylykda, difie yokarlygyna ya-da dine asaklygyna tésir eder. Ol
giiyje goteriji gliye diyyérler. Ony hasaplajak bolalyn.

Goy, p = p(x, y) akymdaky basys bolsun. Onda silindre tésir
edyin jemleyji gliyc

F = 56 p?ds
integrala den bolar. Bu yerde n=nei+ n[f Kr0 towerege gecirilen
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dasky normal, integral bolsa Kr0 boyunca alynyar. Onda

—

F=—1 %pnxds —7‘ %pnyds.
alarys. Yokarda aydylana gori, 95‘ pnxds = 0. Sona gori-de,

I_*::—fpnya’s 7

bolar. Integraly yonekeylesdirelii.

yl\

18-nji surat
18-nji suratdan gorniisi yaly, n, = sin®; ds = r,df bolyar we F ticin
asakdaky denligi alarys:
2
F=—1n fpsinﬁd@ 7
0
Indi bizin akymymyzy kesgitleyan V' = {u,»} tizligiii potensial

funksiyasynyn bardygyny we onun wagta bagly dildigini yatlalyn.
Sol sebapli, biziit akymymyz li¢in Bernullinini

Ly2, P _py-c
2 0

integraly yerliklidir. Beyleki tarapdan, K toweregii nokatlarynda
z=r,e"” bolany ii¢in ’

— " m
W_Voo—i_zﬂ'l'Z 277>
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catyrymly tizligi

w= Ve + F el _ mze—zie
27in 2776
gorniigde we —— = V., bolyandygyny yatlap,
2727’0
— N A .,,'g_,ﬂ»gﬁ.l_e—%b’_ I\
w=Vo(1—-e?") Sy ie " =ie ( z' = 27”0) _

i0 —if
_ il eV —e" I \_._w S A
e <2Vm = o ) e <2 V. sind 2m)

gorniisde yazyp bolar. Bu yerden

I 2
IWFZVz:(zVoosiné’— A >
2717"0

deiiligi alarys. Bernullinifi integralynda x =—oo goyup, beyleki giiycle-
re gord ujypsyz bolany ii¢cin U = 0 bolyandygyny goz oniinde tutup,
alarys:

12, Po _
2Voo+ o C.

C-nin tapylan bahasyny integralda yerine goyup,

Ly P 1y Pe

> Ve + 02 Vs 0 0
denlige geleris. Sonky denlikde V?-yn yerine onun tapylan bahasyny
goyup, alarys:

1 g IV, P 1y Px_
2<2Vmsm¢9 27rro>+p 2Voo 0 =0.

Bu deiilikden p basysy tapyarys:

_ O prfrenn_ IV 1 72
p==3 Vm<2s1n9 27W0V00> +p=t Vso.

Basysyn tapylan bahasyny

2
f:—mfpsinﬁdﬁ-f

0
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formulada yerine goyup, alarys:

2r

_ 12, 00 0 I 2] . .

F, = roof Pet Vo > Vi <2sm¢9 e Voo> sinfdf =
2

_ro 2 SV NPy S I" V] _

= lOVOOf 4sin“ 0 — 2sinf p——rl +<2WOV®> sinfdf =

0

27
__To 2g. A __ AN
— 2pVoo0f 2sin” 60 ﬂrol/;dg ro0 Ve p— T oVl

Seylelikde, Fy ticin
Fy = — lOVoQ F
formulany alarys.
Goy, indi akymda kese kesigi towerek dél-de, ugaryn ganatynyn

kese kesigine menzes bolan (/9-njy surat) silindrik jisim yerlesdirilen
bolsun.

19-njy surat

N.Y.Zukowskinifi teoremasyna layyklykda, seyle silindre hem
edil yokardaky yaly goteriji giiyc tdsir edyar. Mysal licin, ganat S
meydanly dortburg plastina bolsa we ol plastina akymyn tiikenik-
sizlikdéki ugruna a burg bilen yapgytlanan bolsa, onda ugaryn tutus
ganatyna tisir edyédn goteriji gliy¢ ticin

F = moSV2sinacosa
formula dogry bolyar.
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Hakykatdan-da, f{z) = Vez + ZLm,lnz + % m =27V roz,

kompleks potensial funksiya bilen kesgitlenyan akymyn ugrunda si-
lindr dél-de, uzynlygy /, ini 2a = 4r bolan goniiburgluk gornisli tekiz
plastina yerlesdirilen diyelin (20-nji surat).

20-nji surat

Akymyii plastina tisirinden doreyan F géteriji giiyji tapalyi. Yo-
karda aydylanlara gord, onia F' = — pV I' goteriji giiye tésir edyér, bu
yerde p —howanyn dykyzlygy, V — akymyn tiikeniksizlikdaki tizligi.
Akym tiikeniksizlikde x okuna parallel hasap edilyér. 20-nji suratdaky
plastinany O nokadyn towereginde o burca aylap, plastinanyn kese
kesigini x oky bilen gabat getirelini (2/-nji surat).

a = 2ro

A/ AL N B

. — J
' X
a = 2ro
Vo-/

e

Indi su akymyn potensial funksiyasyny tapalyn. Eger xOy
tekizliginde (akymyn 6wrenilyan tekizligi) N.Y. Zukoskiniii adyny

21-nji surat

2

goteryian & =z + 1% Ozgertme girizsek, onda Izl = r, towerek AB
z

kesime gecer. Ozi hem, 4 nokat z = — r,,» B nokat z = r, bolanda

2
alnar. z 6rdn uly bolanda, & =z + 770 =~ z bolyandygy sebépli, ordn
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dasda akym liytgemez, yagny 21-nji suratdaky yaly bolar. Diymek,
21-nji suratdaky akymyfi f,() kompleks potensial funksiyasyny al-

mak Tigin, ilki bilen z tekizliginde z e = z 6zgertme gegirmeli, yagny
20-nji suratdaky plastinany sagat dilinini hereketinii tersine o bur-
¢a owirmeli. Bu 6zgertmede |zl = r, towerek 6z-0ziine sekillenyar.

Sofira & =z + ’;]’2 ozgertme gecirip, toweregi AB kesime gecirmeli
bolarys. Seylelikde, f,(£) kompleks potensial almak ti¢in, f(z) kom-
pleks potensialda yzly-yzyna z = z.e™ we § =z + 2—?2 Ozgertmeleri
gegirip, asakdaky deiiligi alarys:
—ia —ai I —ai m re
fe ™z) = Ve “z +ﬁln(e Z])-I-W, E=2 +Z—?.

Bu yerden

bolyandygyny goriip,
f(&) = Vee (g + <§)2 — r&) +2Lm.ln e <§ - <§>2 —rd )] +
+

m
2%(% +./ <§>2 — r(>2>~ei“
alarys.

Zukowskinifi teoremasyna gord, f/(¢) 6niim & = a nokatda ¢ikli
bolyar. Bu yerden, tersine

2
ro _ -ia F —ia m _ —ia *
f1<21 o > Vee 2+ 5 — In(e™™“z) + Py e ™z) (*)

boljakdygy diisntiklidir.
(FE = ()45 =11 (&) (1-12)

Z1

defilikde ¢ = a goysak (z, = r,), f,'(a) ¢ikli bolany sebépli, (fl(é))’z1 L=, =0
bolar.



Beyleki tarapdan,
(fl (5))11, =|Viee ™z + 2L7Tl,ln(e_mzl) +m | _

43

2nzie” 2

Ve, L1 m
= 27z Quzie @
Diymek,
V e—ia + F _ m
27wire  2mrée @

bolmaly bolyar. m = ri 27V bolyandygyny gz éiiiinde tutup,

2
—ia I 1o 27Ve
Vooe + 2 N - 2 —ia 0,

Tiro  2mrie

—ia __ i@ L_
Vo (e e )+27zi_0’

I

— iV, 2sin@ + =+ =
27iro

alarys. Bu yerden /" towlanma ti¢in (27, = a)
I'=2masin aV_

formulany alarys. /™-nifi bahasyny Zukowskinii F, =— oV, 1" formu-
lasynda yerinde goyup hem-de |F1=F cosa bolyandygyny, plastinanyn
uzynlygynyn /-e dendigini we 2al = S ululygyn plastinanyn meyda-
nydygyny goz ontinde tutup, goteriji giiy¢ ligin

F = mpSsinacosal *

formulany alarys. a yeterlik derejede kici bolan halynda sina =~ o,
cosa~1 takmyn deilikleri ulanyp, F 1ig¢in alnan formulany
F = mpSaV ? gdrniisde hem yazmak bolar.

Goteriji giiyji yonekey halda basgaca-da hasaplap bolyar. Goy,
ginislikde tizligi hemiselik v -a defi we gorizontal oka parallel bolan
akymyn ugrunda, x oka o burg bilen yapgyt yerlesdirilen, meydany S
bolan plastina tésir edyédn goteriji giiyji tapmaly bolsun. 22-nji suratda
plastinanyn kese kesiginin yerlesisi gorkezilen.
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22-nji surat

Ugrukdyryjysy plastinanyf ¢éigi bolan, emele getirijileri » j wek-
tora parallel bolan silindrde plastinadan ¢epde x oky boyunga v
aralykda plastina parallel kese kesigi gecirelin. 7 — kici wagt aralygy.
Netijede, esasy plastina bolan, beyikligi » t sina bolan silindr alarys.
Sol silindrifi iginde 7 pursatda kese kesikde yatan, massasy m, bo-
lan howa bolejigi 7 wagtda plastina yeter we sofira plastina paral-
lel hereket eder. »! onun ¢ pursatdaky tizligi, »? bolsa ¢ + 7 pursat-
daky tizligi bolsun. O nokatda plastinanyn tekizligine perpendikulyar
z okuny gegirelift. »!, 7 bilen tizlikleriii z oka bolan proyeksiyalaryny
belgildlin. Gorsiimiz yaly, v =0, v = » sina bolar. Indi silindrin i¢indéki
howanyii hemme bélejiklerinifi # pursatdan baslap, 7 wagtda hereket
mukdarynyn liytgemesinii z oka bolan proyeksiyasyny yazalyn.

Z m Ug - Z m Ué
> 2 __ 1 __ : ’ o eew e X
afilatmada v: =0, v. = v sina bolyandygyny géz 6niinde tutup, alarys:
D> miv: =) mivk =—wosina Y m; =— Moosina.

Bu yerde M — howanyn silindrii i¢inddki bdleginii massasy.
Howanyi dykyzlygyny p bilen belgilép, silindrifi gdwriiminifi » sino-S
bolyandygyny yatlap,

> miv: = mivk =—pyTsinasS - pvpsina

denligi alarys. Beyleki tarapdan, hereket mukdary baradaky kanuna
layyklykda,

Domivt =Y mv:
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tapawut silindrin i¢indédki howa bdlejiklerine tisir edyin giliyclerin
impulslarynynn z oka bolan proyeksiyalarynyn jemine dendir. Ol
giiyclerin esasysy plastinanyn howanynl basysyna bolan Fi reak-
siyasydyr. Ol giiy¢ ululygy boyunca howanyn basys giiyjiine den,
ugry bolsa z okunyn tersine ugrukdyrylandyr. Galan giiy¢leri ujypsyz
hasap edip, alarys:

> omivr =Y mv: =— Rt

ya-da
—mtsinfaSo =— A T.
Bu yerden

F, = pSsin‘o - v ?
denligi alarys. F reaksiyanyn y oky boyunca diiziijisi
F=pSsin‘a - v 7 - cosa

bolar. F giiyc goteriji giiyediir. Bu giliy¢ tapylanda akymda towlan-
ma yok hasap edildi. Sona gord, bu formulanyn 6rdn nétakyk bol-
yandygyny tejribeler gorkezyidr. Mysala gegmezden ozal, Stoksun
adyny goterydn yene-de bir ajayyp kanun barada gilirriin edelin.
Goy, gorizontal akymyn ugrunda taraplary a bolan tekiz kwadrat
yerlesdirilsin (23-nji surat). AB = a kwadratyi frontal kesigi bolsun.
B A

1

Y VY VY
5
y
=

N/
SV

23-nji surat

Biz, akym kese kesigi goniiburgluk (uzynlygy a, ini 4, B, = asina
deil) bolan turba boyunca gec¢yir diyip hasap edip bileris. Onda bu
akym {i¢in Reynoldsyn Re sany
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_ oasind -
ke (1 + sina) (10)

formula arkaly kesgitlener. Bu yerde v — akymyn tizligi, p — howanyn
dykyzlygy, u — sepbesiklik. Re << 1 bolanda bu akym ii¢in Stoksun
asakdaky kanuny dogrudyr, yagny kwadrat plastinanyn akyma tésir
edydn F_garsylyk giiyji

Fy = ka sin apo (11)

formula arkaly kesgitlener. Bu yerde & — koeffisiyent. Sepbesikligin

(10) formuladan tapylan bahasyny (11) formulada yerine goyup,
g k dosin’a)
® Re 1+sina

formula geleris. Indi, meydany S bolan, akyma « burg bilen yapgytla-
nan plastina ticin (ki¢ijik kwadratlardan duryar hasap edip),

£k  Sosin’a)’
Re 1l+sina

formula alarys. N.Y.Zukowskinifi teoremasyna layyklykda, plastina
tésir edyén goteriji gliye
F = oS sin @ cos @ - V*

formula arkaly tapylyar. 24-nji suratdan gorniisi yaly, || =|F tga
bolar.

o E—— R

24-nji surat
Bu yagdayda

RLeSp sinffav® = mpSsinacosa-vitga,
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yagn
yagny k

Re 7

denligi alarys. Bu denlikden A-ny tapyp, Stoksun (11) formulasyny
plastina {i¢in
7 _ TS sin‘av?®
T T 1 | iy
1 +sin &

gornilisde yazyp bileris. Indi goteriji giliyc ticin alnan
F=mpSv? sin o cos a

formulanyn ulanylysyna bir mysal getirelin.

Ugary meydany 10m?* den bolan plastina hasap edip, a = 6°,
v =100 km/sag, p = 3kg/m* bolanda ugaryn agramyny céklendirydn
P bahany kesgitlalini.

Goy, ucaryn agramy P bolsun, onda onun yerden gdéterilmegi
ticin

P =7mpSv?sin a cos a

denligin yerine yetmegi zerurdyr. Berlenleri formulada yerine goyup,

3 10m 2 T 6~ 355008 M
P =r-3-10m" (100 km/sag) 780 6 ~ 3550 ok ?
ya-da P = 360kG alarys. Seylelikde, ugaryn yiiki bilen bilelikdédki
agramyny caklendiryan baha 360kG toweregi bolar. Diymek, yiik ndce
kop bolsa, ucaryn agramy songa az bolmaly bolyar. Bu mesele ugar
yasayjy konstruktorlaryn 6iiinde duryan it wajyp meselelerini biridir.

14. MATEMATIKI MESELANI COZMEKDE ARHIMEDIN
MEHANIKI MODELI ULANYSY

Arhimed saryn we basga-da birnége jisimleriii gdwrilimini tapmakda
Oziinin déreden rygaglar nazaryyetini 6rédn bir tésin usul bilen ulanyar.

Ilki bilen Arhimedin agan rycaglar diizgiinini yatlalyn. Dayang
nokady O bolan rycagyn ¢ep gerdeninifi uzynlygy 7, sag gerdeninifi
uzynlygy r, bolsun we gerdenlerii gutaryan yerinde massalary,
degislilikde, m, we m, bolan jisimler asylan bolsun (25-nji surat).
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25-nji surat

Diizgiine layyklykda, jisimlerin denagramlylykda bolmaklary iigin,
m r, = m,r, defilik yerine yetmelidir.

Indi onui saryn géwriimini tapysyna garalyil. Bu meseldni ¢6zen-
de konusyn we silindrin géwriimleri ona belli eken. Arhimedin bu isi
matematikanyn taryhynda bir ajayyp islerin biridir.

Goy, radiusy a dent bolan saryn gowrliimini tapmaly bolsun
(26-njy surat). Giniglikde, x okun iistiinde, O baslangy¢dan cepde 2a
uzaklykda 4 nokat alalyii we sol nokatdan asaklygyna, radiusy a deni
sary we beyikligi 2a, esasy 2a radiusly tegelek bolan konusy asalyi.
O nokatdan sagda oky x oky bilen gabat gelyin, beyikligi 2a, esasy
2a radiusly tegelek bolan silindri yerlesdirelin. Garalyan jisimlerin
ticiisinin hem dykyzlygy 1-e denl hasap edilyér, yagny olaryn massalary
gowrlimlerine deni. O nokady rycagyn dayanc nokady hasap edip we
Arhimedin pikir yoredisine eyerip, su jisimleriii denagramlylykda bol-
jakdygyny gorkezelin.

O nokatdan baglap, Ox okuna perpendikulyar tekizlikler gegirip,
silindri beyiklikleri # bolan Yasyja silindrlere bdlelin. / 6rén kici hasap
edilyér. Edil suna menzeslikde, 4 nokatdan baslap, gorizontal tekizlikler
gecirip, sary we konusy hem beyiklikleri /2 bolan yasyja bolejiklere bolelin.
Ol bolejiklerini islendiginiii esasynyn meydany S bolsa, /4 6rdn kici bolany
ticin, onunt géwriimi (hem-de massasy) S/ bolar. Saryil diametrinin 2a,
konusyi beyikliginiil 2a, silindrini beyikliginiti hem 2a bolany sebépli, olar
den mukdardaky boélejiklere boliinerler. Indi sary we konusy, 26-njy surat-
daky yaly edip, silindrifi i¢inde yerlesdireliii we esaslary sol bir a tekizlikde
yatyan bolejiklere seredelin. Goy, a tekizlik Ox okunyn x nokadyndan
gecydn bolsun. Onda saryn o tekizlikde yatyan bolejiginiii esasynyil S
meydany O baslangycdan ¢epde yerlesyin saryil 4 nokatdan x uzaklyk-
da yerlesyén degisli bolejiginiii esasynynt meydanyna, konusyn a tekizlik-
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de yatyan bolejiginifi esasynyn S, meydany bolsa O baslangyg¢dan ¢epde
yerlesydn konusynl depesinden x uzaklykda yerlesyéin degisli bolejiginiii
esasynyi meydanyna den bolar. Silindrin o tekizlikde yatyan bolejiginii
esasynyil meydanyny S bilen belgildlifi. Onda 26-njy suratdaky sarlaryf,
konuslarynt we silindrint seredilyén bolejiklerinin massalary, degislilikde,

\
\
\
1
|
|

II
/
|
S '” = 2a
s ‘ ¢
4 > oma‘r ——————— NEi
_____ L X T a____1- X
ENE |
NG/
— | N2a
~—_ | S '1\ I
// ' “\ I”’
\/
[x e 2a

26-njy surat

S;h, Sh we S:-h bolar. Indi su t¢ bolejigint defiagramlylykda bol-
Jakdygyny gorkezelifi. 26-njy suratdan gomiisi yaly, S, =m, S =m7,
S = m(2a)’ bolyar. Seyle hem,

(x—ap+y=a

ya-da
x*+y? =2ax.

Bu denligin iki tarapyny hem 2az kopeldip,
2amx’ + 2amy* = m(2a)’x  ya-da  2aS, +2aS =xS,,

ya-da
2a(S, - h) +2a(S, - h)=x(S, - h),
ya-da
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2a[(S, ~h) + (S, - W] =x(S, - h)

alarys. Diymek, 4 nokatdan asylan saryn we konusyn boélejikleri
silindrinl o tekizlikddki bolejigi bilen benagramlylykda bolyarlar. Ar-
himed su yerde Orén tdsin bir pikir yoredydr. Ol: «eger li¢ jisimifi
degisli bolejikleri tig-licden denagramlylykda bolsalar, onda olaryn
Ozleri hem denagramlylykda bolarlar» — diyyér. Bu pikir onunt su
usulynyfi 6zenidir. Muna layyklykda, eger V, V,, V, degislilikde,
saryil, konusyn we silindrin géwriimleri (massalary) bolsalar, onda

2aVS+ 2aVk= aVV

deilik yerine yetmeli bolar. Arhimed silindrin we konusyn géwrim-
lerinini 611 belli bolan

V,=7(ay 2a, Vi=+x(2a)* 2a

formulalaryny ulanyar. Olaryn bahalaryny yokardaky denlikde yerine
goyup, alarys:

1 2 _ 2.
2aV$+2a-§7T(2a) 2a = an(2a)” - 2a.

Deirligi 2a gysgaldyp, alarys:

V= T da’ — %mf
ya-da
V= in’cf
s 3

Bu formula, hemmelere belli bolan, saryn géwriimi tapylyan formu-
ladyr. Arhimed bu isinde, 6ndengoriijilik bilen, seyle sozleri getiryér:
makda ulanan usulymyzy matematiki takyk diyip bilmerin» — diyyar
we dowam edip, «geljekde yiti alymlar dérédp, olaryil bu netijdni ma-
tematiki takyk yollar bilen subut etjekdiklerine ynanyaryn» — diyyar.

Bu beyik alymyn su usuly bilen ¢6ziip bolyan yene bir meselé
garalyn. 2px = y* + z* paraboloid y* = 2px parabolany x okunyn towe-
reginde aylamak bilen alynyar. Su paraboloidinn x = / tekizlik bilen
kesilip alnan béleginin gowriimini tapalym.
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27-nji surat

Koordinatalar ulgamynda paraboloidi hem-de esasy 2p radiusly
tegelek, beyikligi / bolan silindri guralyn (27-nji surat). Biz yene-de
bu jisimleriit dykyzlygyny bire deii hasap ederis. Ox okunyf x no-
kadyndan Ox okuna perpendikulyar tekizlik gecirelin. Ol tekizlik pa-
raboloidi meydany S = my* bolan tegelek boyunca, silindri meydany
S = m(2p)* bolan tegelek boyunga keser. Bu tegeleklere degisli tege-
lekler diyelin.

Paraboloid we silindr tiikkeniksiz kop degisli tegeleklerden duryar
diymek bolar. Indi paraboloidi Ox okunyn A(-2p; 0) nokadyndan asy-
lan hasap edelin (28-nji surat).

O nokat rygagyn dayang nokady bolsun. y? = 2px denligin iki
tarapyny hem 2pr sana kopeldelin:

2pm - y* =2pm - 2px

ya-da
2pSp =Sx.

Bu deiilik paraboloidin we silindrin degisli bolejiklerinin denagramly-
lykda bolyandygyny gorkezyir. Seredilyin paraboloidin we silindrifi
denagramlylykda bolan tiikkeniksiz kop degisli bolejiklerden duryan-
lygy sebépli, Arhimedin yoredyén pikirine layyklykda, olaryn 6zleri
hem denagramlylykda bolarlar, yagny

@%=%K
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Bu yerde Vv, paraboloidinn gowriimi (hem-de massasy), V' silindrifi

gowriimi (hem-de massasy).

Y R 77
,/’”71‘\_‘“_" / \\\
// ,’I VP / \
4 0 N L
) N ' '
S N/ A |
X \\\\ ! \ .” ‘\\ /I
‘~7b4' __________ \ .\/l
> S,
28-nji surat
V = m(2p)*l bolany sebipli,
2pV, = %72’(2]3)2 A
Bu yerden, gysgaltmalardan son,
V,=mpl 2
formula geleris. > (y—h)?
Arhimedinusuly bilen yene birmeselani ¢ozelin. x_2 + yT =1
a

ellipsin Ox okunynl dasyndan aylanyp emele getiren jisiminifi
(torunyn) gowriimini tapalyn (29-njy suraf). Biz yene-de garalyan
jisimin dykyzlygyny bire deni hasap ederis.
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YAh+h

|

[N

=
N
\ ¥

29-njy surat

Ox okun x nokadynda Ox oka perpendikulyar tekizlik gecirelin.
Ol tekizlik jisimi 30-njy suratda gorkezilen halka boyunca keser.
Seylelikde, vx € (—a;a) tgin jisimin kese kesigi 30-njy suratdaky
yaly halka bolar. Biz Arhimedin usulyny ulanyp, jisim massalary
meydanyna, yagny 7y3(x)— myi(x) deft bolan halkalardan duryar
hasap edip bileris. Jisimiil x > 0 yarym ginislikdadki boleginin gowrii-
mini tapalyii. Onun {i¢in ellipsini defilemesini 6zgerdip yazalyi:

2 2 2
Yy Y h
%“1‘?:14‘2}1?—?
V(%)
2
yvx)=h-—> 1—22,
e V(.

2
w(x)=h+b /1—%

30-njy surat

90



Gorniisi yaly, y,(x) we y,(x) ululyklar ellipsiii defilemesini kanagat-
landyryarlar:

2 2
SRR N R

a b > b
h2
% ? 1+2hﬁ—?.

Birinji denilikden ikinji defiligi agzama-agza ayryp, alarys:

2 2
P =2 ()

ya-da
y3 =yt =2h(y> = n).
Bu denligin iki tarapyny hem & kopeldelin:
mys — myi = 2h(y2 — y) . (1)

S)
N
E
o
|
=
“y

31-nji surat

Denligin ¢ep bolegindiki ululyk 30-njy suratdaky halkanyn meyda-
nyna defdir. 2(y, — y,) bolsa, esasy —+ z =1 ellips, beyikligi
2h bolan silindrin x nokatdaky kese k651g1n1n meydanyna den bolyar

(31-nji surat).
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Indi Ox okunyn x=-1 nokadyndan asaklygyna, jisimin
seredilyédn yarysyny asalynl (32-nji surat). x = r nokadyndan bolsa,
31-nji suratdaky silindrin x > 0 yarym ginislikdéki bolegini asalyn.
y okunyn y = x nokadyndan gorizontal tekizlik gegirsek, ol, jisimi
we silindri, degislilikde, 30-njy, 31-nji suratlardaky yaly kese kesikler
boyunga keser. Ol kesiklerii massalary, degislilikde, 7y3 — myf we
2h(y, —y,) ululyklara defi bolarlar. (1) defilige gora,

(my3 — myt)- 1 =[2h(y» — )] 7,

™\
A
¥
.__\7\

2b 2h

32-nji surat

yagny O nokady rycagyn dayan¢ nokady hasap etsek, onda seredilyédn
kese kesikler denagramlylykda bolyarlar (32-nji surat). Arhimedin
usulyna layyklykda, jisimlerini 6zleri hem denagramlylykda bolarlar,
yagny jisimifl garalyan yarysynyf gowriimi (massasy) V| bolsa, onda

Vol = (T2 2h) x

denilik yerine yeter. Bu yerden jisimifi doly V'= 2V gdwrilimi ti¢in
V' =2hrab

formulany alarys. Eger a = b bolsa, ellips towerege dwrlilyér, jisim
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bolsa radiusy a den bolan tdweregint Ox okunyn dasyndan aylanma-
gyndan emele gelen tor bolar. Bu halda torun géwriimi

V=2hn*a?

formula arkaly tapylyar. Alnan formulalaryn dogrulygyny integral
hasaplayysyn iisti bilen deriiemek kyn daldir.

15. ERKIN USTLI YERASTY SUWLARYN
SYZYSYNYN MATEMATIKI MODELI

Model diiziilende ediljek talaplary anyklalyn. Erkin iistli ye-
rasty suwlaryn akymy birjynsly gatlakda ge¢yédn bolsun. Onun
dayang esasy gorizontal hasap edelin. Akymyn syzys tizligi dayang
esasyna perpendikulyar ugur boyunca iiytgemeyir hasap edilyar,
yvagny x, y oklary dayang esasda yatsalar, 2 oky ol esasa perpen-
dikulyar gegirilse, onda syzysyi w tizligi difie x, y koordinatala-
ra bagly bolar. Eger syzysyi tizligi w = {w,,w,}, suwufl iistiinifi
denlemesi # = h(x, y, t) bolsa, onda Darsiniii kanunyna layyklykda

oh oh

We=—con W ——ca—y
bolar. Bu yerde ¢ syzys koeffisiyenti. Indi akymyi ugrunda yerlesyén
umumy esasly iki sany silindrik jisimi alalyf, olaryn birinjisi yokar-
syndan & = h(x, y, t) Ust bilen, ikinjisi bolsa & = h(x, y, t + At) lst
bien ¢iklenen bolsun. Olaryn umumy esasy hokmiinde dayancg esasda
yatyan, taraplary Ax we Ay bolan gontiburclugy alalyn (33-nji surat) .
Diisniiklilik tgin tstleri, degislilikde, 4BCD we A B C D, goniiburg-
luklar gorniisinde ¢yzdyk. Indi A¢ wagtda birinji silindrik jisimi i¢indédki

suwun nige kdpeljekdigini hasaplalyn. Belli bolgy yaly, ol O mukdar

Q:Arff?&-ﬁds
z

formula arkaly tapylyar. Bu yerde X sol jisimifi gapdal {isti, n sol
istiin nokatlarynda gurlan icki normal.
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¢ Bl C1
Al l)1
Bi...].t C
A4 D
0 y
ML b, y+ Ay)

M (xtAxy)  M(xtAx,y+Ay)
33-nji surat

T istS, (M,BCM,), £,(M,CDM,), =, (M,DAM,), =, (M ABM,) dort
iistden duryar. Sona gori,

{/W'nds:!fw'nds+i/:‘fw'”d5+§3/fW'ﬂdS+£fw'nds.
Sag tarapdaky integrallary hasaplalyn:

'Z/l‘fw-nds :!fw-{l;O}ds = !fwxds :—c!fh'x(x,y,t)ds,
wa-nds :wa-{o; — 1}ds =—wa,.ds = cgfh'y(x,y,t)ds,
ffw'nds zgfw-{—l;O}ds :—Ef;fwxds = c!fh'x(x,y,t)ds,

23

ffﬁ-l_{ds = ffv_t;-{O;l}ds = ffwyds :—cffh/y(x,y,t)ds.

24

Hasaplamany dowam etdiryéris:

—c/fh'x(x,y,t)ds =- cff W (x0,y,t)ds =—c y‘f:zy'x(xo,y,t)h(xo,y,t)dy,
% 2 Yo
cgfh'y(x,y,t)ds = c!fh'y(x,yo + Ay,t)ds =

Xo+Ax
=c fh’y(x,yo + Ay, t)h(x,y0 + Ay,t)dx,
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c!fh'x(x,y,t)ds = c{/h'x(xo + Ax,y,t)ds =

=c fh'x(xo + Ax,y,1)- h(x + Ax,y,t)dy,

Yo

—czjq‘fh'y(x,y,t)ds =— cl‘fh’y(x,yo,t)ds =

=—c fh'y(x,yo,t)h(x,yo,t)dx.
Integrallaryn bahalaryny Q ii¢in formulada yerine goyup, alarys:

0 = cAt /[h(xo + Ax,y,1)- ' (X0 + Ax,y,1) — h(xo,y,1) - I’ (x0,y,1)|dy +

Yo

Xxp+ Ax

+cAt | |h(x,y,+ Ay, t)- B (x,y, + Ay, t) — h(x,y,,t)- 1 (x,9,,1)|dx =
AL )1 )= h(x.y01) '\ (%.30,1)]

Xo

_ Yo+ Ay L ahz(x,y,t) _L‘ ahz(x,y,t)
cAtf [2 — T2 T . dy +
X+ Ax
1 0k (x,y.1) _ 1 R (xy.0)

+cAtf [2 Jy o 5 9 . dx

ya-da
o*h* (x,y,t) o’ h* (x,y,t)
— Q% £ A

0= 5 o |y AXAYAL 5 T n T Ay (D)

Bu yerde x0<&&=<xo+Ax, =<7,y + Ay. Artan suw
mukdary birinji silindrik jisimi yokarsyndan c¢dklendiryén 4 = h(x, y, t)
istlin # =h(x, y, t + At) dereja galmagyna getiryar, yagny artan suwun
gowriimi ABCDA B C D, silindrik jisimifi gowriimine dendir. Onda,

171

0 = m [[[h(x.y,t + Ar) = h(x,y,1)|dxdy
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ya-da
O = mh'.(a,B,7) AxAyAt. (1)
Buyerde xo <@ <xo+ Ax, o <L <y + Ay, t <y <1+ At, m — 6y-

juklilik koeffisiyenti. Q ululyk ticin tapylan (1) we (1') bahalary
denlép, alarys:

C . I*h? 3 h? _ /
2 < ox’ |3z5 9y’ §=§:)AXAyAt = mh'(a,B,7) AxAyAt
ya-da

o*h’ *h? _2mg

ox’ ;275, + 8y2 ;‘275]11 T h’(aaB, ?/)

Bu yerden, Ax, Ay we Af nola ymtylanlarynda predele ge¢ip, alarys:

2—m%_ aZhZ a2h2
c o oxw ay @

------

matematiki modeli hokmiinde garap bolar. Deilleme getirilip ¢y-
karylanda kop ¢éklendirmeleri etmeli boldy. Sol sebépli, alnan mo-
del takmyn model bolyar. Syzys prosesiniiit hemme taraplaryny goz
ontinde tutyan model diizmek, umuman, miimkin hem dél, eger miim-
kin bolayanda-da orin ¢ylsyrymly defilemelere getirerdi. Yokarda
ulanylan Darsinint kanuny-da, sonun esasynda ¢ykarylan Bussineskin
denilemesi-de kop-kop barlaglary gecendir. Sol sebépli, olary ulan-
mak boljakdygyna slibhelenmese bolar.

Indi su modelin ulanylysynyn bir mysalyna garalyn. Gazy-
lan guya toprakdan gelydn suwuil mukdaryny yokardaky sertlerde
hasaplajak bolalyn. Sol sertlerin yerine yetyinligi sebépli, akyma
Bussineskiil denilemesini ulanmaga haklydyrys.

Guyynyn okunyn dayang esas bilen kesisydn yerinde xOy
koordinatalar ulgamynyn baslangy¢ nokadyny yerlesdirsek (34-nji
surat) we x = rcosg, y = rsing formulalar arkaly polyar koordi-
natalaryna gecsek, onda Bussineskin denilemesi

Oh _c(dh |1 ok 1 9k
ot _2<8r2 +r or —i_r2 8§02> 3)
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____/y x

v

34-nji surat
gorniise geler. Eger akym guyynyn towereginde simmetrik gecyén
bolsa, onda /(7 ¢, t) funksiya ¢ burga bagly bolmaz we (3) denileme

oh _ c[OK | 10K
mat_2<8r2+r8r> “)

gorniisi alar. Has yonekey yagdaya seredelin. Goy, akym wagta bagly
bolmasyn, yagny akym durnuklasan bolsun. Onda A(r, ¢, f) wagta
bagly bolmaz we (4) defileme

a&’h’ 1 dn’ _ 0 (5)

a T dr

gorniise geler. Bu denleméniii umumy ¢dztiwini tapmak kyn déldir.
Denllemini yonekeylesdirelin:

d2h2
ar’ ;1 _ d(jndh’\, 1 _ dn® _
e +r_0’ dr(ln dr>+r_0’ In 0 +Inr=1InC,
dr
va-da
Y dn’ _ Co 6
ot P (6)
h* = Clnr + C,. (7)

Guyynyii radiusy 7, akymy ¢éginifi radiusy R hasap edelifi. (6)
denligifi iki tarapyndan hem r-dan R -a ¢enli integral alalyn. Onda

fﬁ)‘;—ffdr =C fo%dr

7. Sargyt Ne 1212 97



ya-da
KR, — h(r,) = C (InR — Inr),

va-da h(R)=H, h(r,)=H, belgilemeleri girizip,

H:—Hi = GIn B

Ty
ya-da
Hi — H;
C = R
7o

deriligi alarys. (7) denlikde » = r, goyup,
h(r,)) = Clnr,+ C,
deiiligi ya-da

C,=Hi — Hi— Hi ‘Inrn
In
I

deiligi alarys. Netijede, suw iistiiniti 2 = A(r) denillemesini

h(r):\/H" Hi ‘Inr + Hi — Hi = Hi “Inn

Inf In o
Ty o
gorniisde yazyp bileris. Bu funksiyanyn grafiginin shematiki gérniisi
35-nji suratda getirilendir.

>
=

O ¢

35-nji surat
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Eger bu grafigi 4 okunyn towereginde 2n burga aylasak, onda ol
guyguja menizes aylanma {isti emele getirer (36-njy surat).

36-njy surat

Suratdan gorniisi yaly, guyynyn suw syzyp giryén gapdal iistiiniii
meydany 277 H -a defi. Onda, Darsinint kanunyna layyklykda, ofa
wagt birliginde syzyp giryén suwun mukdary

0= ZER)HOC%

r=ry

formula bilen kesgitlener. (6) denlikden alarys:

dh _ C@
2h=~ P
Bu yerden r = r  bolanda C -ift bahasyny yerine goyup, alarys:
dh|  _C _ Hi—Hi 1
2H0 dr - - 14 - 1 & 7’2)
0
2H,n, 40 _ Hi—Hi bolany tigin
dr r=ro In=%
Q)
0 = re Hi=Hi ®)
In £t

Fo
formulany alarys. (8) deiilik ginden ulanylyan formulalaryn biridir.

99



Indi umumy yagdaya seredeliin. O(¢) bilen guya onun gapdal iis-
tiinden wagt birliginde giryan suwuin mukdaryny belgildlin we ony
durnuklasmadyk akym ii¢in tapjak bolalyn. (2) defileméni

9 (h\, .0 (k) _, ok
C8x<h8x>+cay<h8y> Mo

gornlise getirip, yaylaryn i¢indéki birinji 4 kdpeldijini onuii orta ba-
hasy /* bilen calsyryp, takyklygy pesrik

|9°h , *h]|_  Oh
ch e + |~ me; )
denilema gelyirler. (9) defilemede polyar koordinatalaryna gegip, alarys:
of@h 1 dh)\_ ok
hc<8r2+r 8r>_m8t' (10)

Bu defileménifi ¢oziiwini A (r,1) = u(&), & = # gorniisde gozlalin.

oh _du 1 ’h _ d'u 1

oh _ 1 du r

or ~dE Jr o T d& t a2 dE [J/iT
deilikleri ulanyp, (10) defileméani
h*c<d2u.1+1,du, 1 ) m du r

& t ' r dfé /i

gorniise getirelin. Sonra 6zgerdip,

Kewé&+u'é)= —%u'é ’

2 dE (V1)

ya-da
Ke(é+u)= —%u'éz,
ya-da
” ’ 1 }’[’i 2 —
u'E+u( +—2hcé) 0
gorniise getirse bolar. Soniky deflleméni bir gezek integrirldp, alarys:

Inu' + In& + 42”—*052 = InC
ya-da
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u = Qe_éth c

&

_ du .
Indi 2 ar =uE «/7 denligi r o Sdé

guyynyn radiusy r, we h(r,, £) = H(t) bolsun. Onda, Darsinifi kanuny
boyunca, wagt birliginde syzyp girydn suwuil mukdarynyn

£’

gorniisde yazalyn. Goy,

O(t)=2merH(t)- g—l}:‘ bolyandygyny goz 6niinde tutup,

r=ry

O(t)=2mcH(t)

r=ry

ya-da

m r()

( ) = 27ZCH(I)C16 et

denligi alarys. u’" = C& 1exp[—4;ln—*céz] denlemani integrirlép,

&) = C—C [ & exp|-&]as

ya-da

_ _ i 1 . m 2
h(r,t) = Co— C ,,[ ' exp[ 4h*c§]d§
defilemd geleris. Bu yerde 1 — 0 ymtyldyryp, A(r, 0) = C, alarys.
C, = H, — suwui Ustiiniii baglangy¢ yagdayy bolyandygyny bellép,
sonky denligi

h(r,t) = H,— G fméleXp[—LIZZCEZ]dE (11)

gbrniisde yazyp bileris. #-nifi kdbir bahalarynda A(r,f) funksiyanyn
grafigi 37-nji suratdaky yaly bolyar.

h(r,,t) funksiyanyfi bahasyny (11) defilikden tapyp, H(?) = h(r,, 1)
denlikden

H(t)=H,— C fé“lexp[ 4m Ez]dé.

roldt
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alarys.

Al
h=H,(t=0)
Ty
h(r,t)
H(?) h(r, t,) R
o 0<t<t,<t<t) r

37-nji surat

Denligin sag bolegindéki integralyn ¢ boyunga artyan funksiya bolany
tigin, kébir 7 san li¢in 7 = 7, bolanda H(z,)) = 0 bolar, yagny

H,—C fmélexp(—élzl—*céz)dé = 0.
roly ty

Bu denlikden C| hemiseligi tapyarys:

¢ :Ho( f E%xp(—éLZZCEz)dé)l.

roly to

C-ifi tapylan bahasyny H(?) igin formulada yerine goyup, alarys:

[ & exp(~ 4 &)t
H(t)= H,|1— """ , 0<t<t.
/ &' exp(— 4t &)dé

r(,/\/to

H(?)-nin tapylan bahasyny Q(¢) ticin formalada yerine goyup,

[ & exn(~ &)
O(t) = 2zcH, |1 — =1

J& exp(— £ |

/
rolv 1
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H, o

@ 4ane t

[ & exp(~ 4 &)t

formula geleris, bu yerde 0 <7 <. QO(f) we H(¢) funksiyalaryfi she-
matiki grafikleri 38-nji we 39-njy suratlarda getirilen.

o)

38-nji surat

H(?)

Yy

0
39-njy surat

Seylelikde, 7= 7 bolanda H(z)) = 0 bolyar we guya suw gelmesi kesilyr.

Yokarda getlrllen hasaplamalar dine erkin istli, gorizontal
dayang esasly akymlar ti¢in gecirildi. Eger-de suwly gatlaga dasyndan
gosmaga suw mukdary gosulyan bolsa, onda akym Bussineskinl
denlemesine dél-de,

oh 9 (;,0h 0 (,0h
m = ¢ D (o), c§<h o > + o (12)
gorniisdiki denilemi tabyn bolyar. Bu yerde w akyma dasyndan wagt
birliginde meydan birliginden gosulyan suwun mukdaryny anladyar.
Ideal halda, dasyndan gelyin suw mukdary guya giryén suw mukdary-
nyn éwezini dolyan we sol sebdpli suwuii 4(x, y, f) derejesini liytgetman
saklamaga yardam edydn halynda, akym stasionar hala geler, yagny
belli bir £ = 7, wagtdan baslap, A(x, y, 1) = h (x, y) bolar, wagta bagly bol-
maz. Diymek, D suwun biitin tutyan meydany bolsa,onda ¢ > ¢ baslap
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0@ = wdxdy
/
bolar. 2 (x, y) funksiya bolsa

9 (4 0h 9 (,,0h _
C8x<h8x>+cay<h8 >+a) 0

deiileméni kanagatlandyrar. Deiilemede polyar koordinatalaryna ge-

cip, alarys:
cfoh |1 2n* | 1 'k -
2( a Trar TP a(p2)+‘°_0'

Akymy guyynyn towereginde simmetrik hasap etsek we w funk-
siya ¢ argumente bagly dil hasap etsek, onda 4 (r, @) funksiya hem ¢
argumente bagly bolmaz we defileme

21,2 2
g(aar@ +i~%};>+w(r)=0 (13)

gorniise geler. (13) deilemédnin iki tarapyny hem r-e kopeldip we
r,-dan r-e genli integral alyp, taparys:

% r(h?)—n(h?)|] ]+ frco(r)dr =0

o

r=ry

ya-da

chr E’Zf ch(ro) dh

+ /rcodr: 0,

r=ry

ya-da

27chr Zh 2xch(n)nh'(n) + Zﬁfrwdr = 0.

Indi Darsiniii kanuny boyunga 2zch(r)h'(rn)rn = Q bolyan-
dygyny we beyleki tarapdan Q = f f wdxdy = 21 f rwdr  bolyan-

Ty

dygyny g6z 6niiinde tutup, alarys:

dh _
2rwchr+= ar =27 f rodr.

Yene bir gezek integrirlesek,
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B (r)— W (n) = %f(%frwdr)dr (14)

denligi alarys. h(o0) = H — suwufl baglangy¢ derejesi bolyandygyny
g6z onlinde tutup, sonky deiilikden

2N 2 (1 [
W (n) = Hi - < (rfpw(p)dp>dr

To

ya-da
W (n)=H: — 2 [ ra(r)inldr
Cc Q)

formulany alarys. Indi #°(r,) ligin tapylan bahany (14) deilikde yerine
goysak,
(=2 [ ragre2 (L[
h*(r)= H; . ro(r)ln " dr + . f r(/rwdr)dr

formulany alarys. Ikinji integraly 6zgerdip, alarys:

e

Y= H 2 rars 2l [ r ’ r
W (r)= H; . rw(r)lnrodH—C frw(r)lnrodr+/pw(p)lnrodpl

o

o

ya-da
2 e 2 ro_ Y
h(r)=H: + = /pw(p)[lnro In P ]d,().

Ahyrda, .
2= 2 1nl
h(r)=H; A fpa)(p) In p do

formulany alarys. Sonky denlikden

fpw(p)lnp-dp

o

integralynl yygnanmagynyn we

2/ O 4o < 12

. fpa)(p)ln p do < H;
densizligin zerurlygy gelip ¢ykyar. Su zerurlyk sertleriniii yerine
yeten halynda stasionar akymda A(r) ligin we wagt birliginde syzyp
girydn suwun Q(r,) mukdary ti¢in
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sy g 2 [ 04— i
W(r)=Hi -2 fpw(p)ln " do = i (Hi,o)

r

0(n) = 27 [ ow(p)do = O(n,)
formulalary alarys. Bu yerde bir tdsin yagday yiize ¢ykyar. Eger
o (p) < w,(p) bolsa, onda

h? (Ho, wl) > n’ (Ho, CUz),

Q(ro’ wl) < Q(f’b, 602)

densizlikler yerlikli bolyar, yagny wagt birliginde syzyp giryén suwun

mukdary kopelyir, h(r,, @) bolsa kigelyér. Darsinini formulasyna

gord,

oh(r,w)

T ™

Diymek, O(r,, ®) funksiyanyfi  boyunca artyan funksiya bolmagy

oh(n,w)
ar

O(r,w) = 27chy (r,w)

icin funksiya artmaly bolyar.

16. GAPDAN CYKYAN GAZYN MUKDARYNY
WE TIZLIGINI HASAPLAMAGYN
MATEMATIKI MODELI

Goy, gapda udel gowriimi V|, basysy p, bolan gaz, belli bir pur-
satdan baglap, gabyn desiginden ¢ykyp baslayar diyelin. Gazyn ¢ykys
tizligini @ bilen, onun ¢ykalganyn yanyndaky udel géwriimini V,
basysyny p, bilen belgildlifi. Adatca, p, gabyfi dasky gursawyndaky
basysa dent hem-de akym siirtiilmesiz gec¢yér hasap edilip, islendik
pursatda

D Vi = szzk = const (1)
kanunyn yerine yetydndigi kabul edilyir, bu yagdayda proses adia-
batik proses bolyar. Belli bir pursatda, V' udel géwriimi we p basysy

bolan gaz bolegi, wagtyn gecmegi bilen, desige tarap hereket
edip baslayar. Ikinji bir pursatda onun géwriimi V + dV, basysy
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bolsa p + dp bolar. Su gec¢isde yerine yetirilen isin mukdaryny
kesgitldlin. Ol ise ginelme isi diyyérler, ony dA4 bilen belgilélin.
Goy, gaz bolejigi radiusy R-e den bolan sar gorniisinde bolsun we

40-njy surat

ikinji pursatda bolsa giiielip, radiusy R + dR bolan sary doldursyn (40-
njy surat). Onda artan gowriim dV = 4zR°dR bolar. Gowriimi beyle
artdyrmak ticin edilen dA is, birinji saryi iistiininn her bir nokadyny dR
aralyga siiystirmek isine dendir. Saryn dagyndaky basys, yagny hereke-
te pasgel beryén basys p deni. Diymek, saryit hemme nokatlaryna tésir
edyidn giiye pS bolar. Bu yerde S = 4zR*> — saryn istiinin meydany.
Diymek, tutus iist dR aralyga siiystirilende bitirilen is pSdR-e den bolar:

dA = pSdR = pdV.
Eger indi, V|, udel géwriimiii baslangyg¢ haly, V, onufi sofiky haly bol-

sa, onda yerine yetirilen 4 is iicin
%3

A= | pdV
/
formulany alarys. pJ* = const kanuny ulanyp, alarys:
_(tegqy—_c 1 __c 1 _
S ey W7 ey oy 2
_ 1 (Vi cW\_ 1 _
T Tkl (Vzk v{f) iy WU Ca L

va-da
A= ki—l(pl‘/; —pz‘/z).

107



Beyleki tarapdan, termodinamikanyn birinji kanuny akym ii¢in

2 2
Qg = 12 = P+ Lo+ 22 )

gorniigde bolyar. Bu yerde, [ — tehniki is, &, we h,— entalpiya. Ental-
piya h = U+ pV formula bilen kesgitlenyér. Bu yerde U — sistemanyn
icki energiyasy, p — basys, V' — udel gowriim. Bizin sistemamyz ii¢in
[, = 0 bolyar. Proses adlabgtlk bolany sebépli, ¢, dasky energiya
hem nola deni bolyar. Seylelikde, (2) defileme

hz—hl+@=0

gomigi alyar. h, = U +pV,, h,=U,+p,V, bolany ii¢cin
h—h,=U-U,+pV -pV,
denligi alarys. U, — U, tapawut gaz bdlejigininl igki energiyasynyn
artdyrmasy. Ol artdyrma dine bitirilen 4 isin hasabyna bolyar, yagny
U -U, =A.
Sonky ti¢ delikleri birlesdirip, alarys:

2 2
Ul—Uz+p1Vl—szz—w25wl =0

ya-da U, — U, =4 bolyandygy ti¢in,

2 2
A+p1Vl—szz—%:O.

Indi A-nynl yokarda tapylan bahasyny yerine goyup, alarys:

2 2
ki—l(plvl—szz)—l—plvl—szz—% =0,

2k

w: = wi + -1 (pVi —pVa).

Adatga, o, kigi hasap edilip taslanylyar we w, tizlik ligin asakdaky
formulany alyarlar:

W, = \/%([%V{ —pz‘/z).
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p,V,—p,V, tapawudy 6zgerdelin:

_ szz)
Vi—p.Va=p W[l — )
DiVi —D2Vo = D 1( p1V1

p Vit = p, VS bolany sebapli,

(-5 - ¥-(2]
Vi D Vi D '

Indi p, V|, - p,V, tapawudyn
k-1
zplvl[l —<%) k l

{— &(ﬂ)i
bahasyny w, li¢in formulada yerine goyup,

P\ D2
2k s
wzz\/mplw[l—<%> ]
formulany alarys. Indi biz desikden wagt birliginde ¢ykyan gazyin mas-
sasyny kesgitldp bileris. Eger desigii meydany F bolsa, onda wagt

prl—pz‘/z :plvl

birliginde F"w, gdwriimdaki gaz ¢ykar, bu gdwriimi desigifi yakynynda
Fa,

|7
de desikden ¢ykan gazyn massasyny alarys. Bu yerde w -nifi yokarda
tapylan bahasyny goysak,

k—1
_F 2k _ (P
web [ 2 p]vl[l (2) ]

hasaplanan V, udel géwriime bolsek, onda m = — wagt birligin-

1 2

V= p,VE formulany Vs = (%)kv] gomiisde Yazyp,
2

k=1

m = Fl \/ 2k Pl%[l-(ﬂ)kl
<ﬂ>kV k—1 D

p:)

ya-da biraz 6zgerdip, m {ligin

2 k+1
_ 2k .ﬂ(&)k <&>k
=F —
m \/k—l Vl[ D D
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formulany alyp bolar. Gazyn desikden ¢ykmagy bilen baglanysykly
meselelerin kébirinde «desiginn tutyan F meydany hemiselik yag-
dayynda P2 gatnasygyn haysy bahasynda desikden wagt birliginde
cykyan gazglfl massasy maksimuma yetyér» diyen sowal yiize ¢ykyar.
Bu sowaly basgaca, yagny «desikden wagt birliginde ¢ykyan gazyn
massasy hemiselik halynda P2 gatnagygyn haysy bahasynda desigin
tutyan meydany i1 ki¢i baha e}l'/e bolar» diylen gorniisde hem goymak
bolar. m {i¢in alnan formuladaky kokiii asagyndaky ailatmanyn mak-

% gatnagygyn bahasy goylan sowallaryn

P2 v e e e e
——-¢ gora onumini tap-
1

simum bahasyny beryian
1

jogaby bolar. Ony tapmak {i¢in ol anlatmanyn

maly we ol 6niimi nola denlemeli:

2_ k+1
;(&y 1_k+1(&>k Z0
k D k D

k+1_2
- 2 &T_?: o 2 (P T:
ya-da 1 <p1> 0, vya-da 1 ( > 0.

Bu yerden % gatnasygyn bahasyny taparys:
P o_ ( 2 >kfl
D k+1 ’

P_ g P

D P

Garalyan funksiya = 1 bahalarda nola deil. Ekstremum

ko
difie bir % = (k—%—l)kl nokatda bar, diymek, onufi maksimum no-
1
kady bolmagy ti¢in funksiyanyn sol nokatdaky bahasynyii polozitel
k

bolmagy yeterlikdir. Funksiyanyn pz:< 2 )kl nokatdaky

bahasyny tapalyf: p k+1
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2 2

(2 e 2 e 2&—1[1_ 2 \iET| L
_<k+1> <k+1 _<k+1> <k+1> B

(2 N k+1-2 k=1 2 Y
k+1 k+1 k+1 \k+1

k—12>0bolany sebépli, bu baha polozitel san. Diymek, ol funksiyanyn
maksimal bahasydyr. Pz gatnasygyn tapylan bahasyna gatnasygyn

1

kritiki bahasy diyyarler we ony S, bilen belgileyirler:

P (2 Yer_
p1_<k+1> = B

_ 2k k=1 ( 2 \&r
m’"‘F\/k—l Vi k+1 <k+1>

baha massanyn kritiki bahasy diyyérler. Cykyan massanyn m baha-
syny1 liytgewsiz halynda

1
\/ 2% [ 2 )/f—l.g
k+1 \k+1 14

— desigin meydanynyn ini kici bahasyny alarys.

F.=m

p,, = B, p, baha basysyn kritiki bahasy diyyarler. Gazyn desik-
den ¢ykyan o, tizliginin P _p, bolandaky

4
o, = |2k -pV(l—( 2 )quﬁ>
T k=1 7 k+1
ya-da
W = k2+—’<1-p]v1 3)

bahasyna tizligini kritiki bahasy diyyérler. Klapeyronyn p V|, = RT,
denligini ulanyp, sonky formulany

_ 2k
W = k+1RTl
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gorniisde hem yazmak bolar. p,V! = p,Vi ya-da Vi, = <1;‘> Vi,
1

p kr

hem-de p, = bolyandygy sebépli, (3) denilikden alarys:
»

o=

Belgilemé gord, i, = ( > . Diymek,

51?1:< 2 )1:k+1
kr .

. Pwr . Pr — 2k plo
( ) ‘/kr Bkr k + 1 5

k+1
Onda o, lgin

a)kr = LY kpkr‘/kr

denligi alarys. Fizika kursundan belli bolsy yaly, / kp: V.. ululyk, para-
metrleri p, we V_bolan gursawdaky sesin tizligine defidir. Diymek, ga-
zyn desikden ¢ykys kritiki tizligi sesinl desigin golayyndaky tizligine dendir.

17. ACYK HANALARDAN SYZYS
MESELESI BARADA

Kanalyn agyk hanasyndan syzyan suwuni mukdaryny hasapla-
maklyk diysen ¢ylsyrymly bolup, su wagta ¢enli bu meseléni ¢ozmek-
likde yeke-tik ¢cemelesme yok. Cozgiit syzysa tdsir edydn kop se-
baplere bagly bolyar we meseld olaryn dhlisini goz onilinde tutmak
arkaly cemelesmek uly kyngylyklara sezewar edyér. Netijede, doly
¢Oziiwi tapmak hem basartmayar.

Su isde, meselidni kanalyin hanasyndaky suwuii hem-de kanalyn
astyndaky suw gecirmeyin gatlagyin derejelerini, kanalyin kese kesiginiii
g0Orniisini nazarda tutup, emma syzysa tésir edyén beyleki sebéplerden diysei
«erkin» peydalanyp, ¢6zmek hodiirlenyr. Yerasty suwlaryfi tisti # pursat-
da & = h(x, f) detileme bilen berilyar (yagny tekiz meseld seredilyér) we A

o = m Lol ) 0
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syzys denlemesini kanagatlandyryar diyip ¢ak edilyér. Su yerde
m — kanalyn hanasynyn das-towereginddki gursawyn 6yjukliligi, & —
syzys koeffisiyenti (m we k hemiselik ululyklar hasaplanylyar).

V1

.
=
=y

41-nji surat. Syzysyn hasaplayys shemasy
h=0,h=h(x,1),y=0,y=1,x=x, ustler bilen ¢éklendirilen
jisimin V" géwrlimini hasaplalyn:

V= fmh(x,t)dx

Diymek, oyjuklerddki suwuklygyn Q, gowrlimi asakdaky formula
boyunga tapylar:

O =m fmh(x,t)dx

dor
dt
uzynlygy bire dent bolan boleginden syzyan suwuil mukdaryna deni
bolar:

Bu yerden, Q -ifl tiytgeyis tizligi, yagny , wagt birliginde kanalyn

[ oh(x,1)
O=m f Ta’x.

(1) defileméni m-e kopeldip, onuii iki bolegini hem x boyunga x -den
oo-¢ ¢enli integrirldlin:

f oh ——dx = f ax o )dx
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_ .0k

. ox |,

Yt

N

Q =—kh(x,,t) h!(x.,1). )

oh

limh = lim5— = = 0 bolany sebépli, alarys:

X—0 X— oo

h(x,, ©) = H + z bolany ti¢in, &hli kyngylyk /'.(x:,7) ululygyi san ba-
hasyny kesgitlemeklige syrygyar.

z =0 yagday.

Kanalyn kese kesigi # = px? parabola diyip ¢ak edelin. Onda
H = pxi bolar we

u=(x/lafh[(xlx)xt], 0<x <ux,

h

H, T

X, X, X

42-nji surat. z = 0 bolanda syzysyn hasaplayys shemasy

funksiya (1) defileménin ¢6ziiwi bolar, 6zem

u(x:,t) = (x2/x: Y h(xi,t) = (22 /Y H = px3 = H,.
Indi
O = — ku(x:,t)us(x2,1)

ululygy, yagny suwufi beyikligi / -¢ defi bolanda, kanaldan wagt bir-
liginde syzyan suwuit mukdaryny hasaplalyn:

O =— ku(x, 1)t (x:,1) = — k(x: /Y (%0, 8) (%2 /0 ) i (30, 1) =

= (x2/x ) [ kh(x,0)h'(x1,8)] = (%2 /% ) O,
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bu yerde Q = — kh(x,,1)h.(xi,1).
Q-1 basgaga-da yazyp bolar:

0 =WHIVH)Q=HvHI(H/H)Q
ya-da O,/(H, v H,) = w(t) belgileméni girizip, alarys:
O =w(t)HVH. (3)

Indi w-nin ¢ baglylyk hidsiyetini kesgitlemek {i¢cin, dwiirmeleri
gegirelin. x-ler okunda koordinatalar baglangyjy x = x, nokatda hasap
edip,

h(x,t) = Hu(n), a =2VkHIm, 1 =x/(avt)
calsyrma girizip, u(n) ligin adaty differensial defileméni alarys:

du’ du _
e + 47 an = 0. 4)

h(0, {) = H, H(x, f) = 0 bolyandygyny gdz oniinde tutup, u(z) ligin
baslangyg sertleri alarys:

w0)=1, wu(w)=0. (5)
(4), (5) meseldnin ¢oziiwini 4 parametrin derejeleri boyunga
u(n) =1+ du +2u, + ...
hatar gorniisinde we
u(0)=0, Viz1, u(wo)=0, Vi=> 2,
u(@)=R, R>1, w(o)=1+Au(o)=0

sertlerde gozléris. Bu yerden 4 kigi parametr licin 4 = — 1/R alarys.
u(n)-nyn bahasyny (4) deiilemede yerine goyup, yene-de A-nyn dere-
jeleri boyunca hatar alarys. Sol hataryn koeffisiyentlerini nola denlép,
u(n) funksiyalar tigin defilemeler sistemasyny alarys:

I/l1”+ 277”1’: 0,
I/lz”‘l‘ 27]1/{2,: —(uf)”/Z,

l/l3”+ 27]143, = —(I/ll I/lz)”...
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we s.m.. Birinji defileméni u (0) = 0, u (o0) = R sertlerde ¢oziip, alarys:

2R [ _»
U === | e"dp.
(m =7 Of 7
Ikinji defileméni u,(0) = 0, u,() = R sertlerde ¢0zlip,

2 R ,
)= Bl e tu L+ (- Ly

alarys we s.m.. Sofira u li¢in afillatmada u -ifi, u,-nifi we beylekilerin
bahalaryny goyup,

2 f o 1
=1 - = 7 —
u \/Eofe di + i (1) +

. U v
larys. Indi == tapalyn:
alarys. Indi M apalyn
ou 2 1 /1 _ 1\p2 2
ou = —_— = — — R —=—
o~ Vx TR TERIR T
ya-da
ou 2 2 (1 1
I e - R
o™ Vx VR
R-1 yeterlik derejede uly hasap edip,
oul _ 21 1
|0 J;(;; +7)
yazyp bolar. Suny g6z oniinde tutup, alarys:
oh ou ou 1 2H (1 1
o = HY4 = HZ% . [ EE I
ox x=0 ox x=0 877 7=0 CY\/T Cy\/E(ﬂ' 2)
ya-da
Ooh|  __ /m (1 1
o=V ket (x T )V
x| e ticin tapylan bahany

Q =—kh(0,1)h./(0,1)
denlikde yerine goyup, taparys:
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QZ\/%(%—F%)HE (6)

(3) we (6) deiilemeleri deniesdirip, alarys:

_ Jmk(1l 1
w(t)= p (ﬁ+2>.
Seylelikde, (3) we (6) formulalar alnandaky ortalasdyrmalary

we yonekeylesdirmeleri gbz oniinde tutup, syzysyn z = 0 yagdaydaky
ahyrky hasaplayys formulasyny

0 = wy /’%‘H/ﬁ 7)

gorniisde gozlemek zerur.

Tejribe arkaly kesgitlenyan w, koeffisiyenti ortalagdyrys koeffi-
siyenti diyip atlandyrmak bolar.

Asakdaky delilleri hem (6) formulanyn esaslandyrylysyna degisli
diymek bolar. (4) defileménin ¢oziiwi

u=1+B0V2)=FOV2) 12 + ..

gorniisde gozlenyar.
n-nyn uly bahalarynda u(x) funksiyanyn nola ymtylmagy ii¢in,

S =— 0,628 denligiil zerurlygy sanly usul bilen anyklanylyar. g”
Oniimin bahasyny tapalyn: A=
ou  _ 1 oul _~vib_ /m b
xli-o  avt M0 avt 2tk VH

Diymek,
oh /
ax x=0 ax x=0 2tk \/» O 628

ya-da (2) formula goyup,

= /’%‘H/ﬁ-o,@s

alarys.
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z # 0 yagday.
O -k (.- 0h
(1) denleminin sag bolegini oy (h I

ralyn, bu yerde %" ululyk A(x, £)-nin ortalasdyrylan bahasy (hemislelik

> anlatma bilen calgy-

ululyk). % -h" = a® belgildp, syzys ti¢in

2
P=adh ®)

tdze defileméni alarys.

Goy, x = x bolanda (8) denleménin gozlenydn ¢oziiwi A(x, f)
bolsun (41-nji surat).

Goy, h(x, 0) = ¢(x), x = x, bolsun, ¢(x)-i analitik yagdayda
(0, x) aralyga dowam etdirelin. Alnan funksiyany yene-de ¢(x) bi-
len belgildlin hem-de (8) denilleménin — oo < x < oo aralykda kesgitle-
nen, x > 0 halda A(x,0) = ¢(x), x <0 halda bolsa A(x,0) = ¢(—x)
deflikleri kanagatlandyryan A(x,t) ¢oziiwini tapalyii. Bu ¢oziiw, belli
bolsy yaly,

h(x,t) = ‘/7 f WS) T dé
formula bilen berilyir, bu yerde
U(x)=@(x) Vx=0, ¥(x)=¢(—x) Vx<DO0.

h!(x,t) = h/(x,t) caklama tebigydyr. A, (x:,¢)-ni hasaplalyi.

oh _ w(é)
ox 2\/7 f

’

dé =
3

’

dE =

(=8P
4a*t
e

_(x-gp
€ 4’

R
25;{
f 4 (S)e s dé.

¥’ (x) funksiyanyi tak11g1 sebaph,

oh|  _
ol = 0.
Suny we Lagranzyn teoremasyny ulanyp, alarys:
Oh _dh _dh| _ &h| .
" ox x| ox =Cx, 0<c<ux
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Indi 3}21 hasaplalyn:

’ ’

(x—¢y

Fh_ 1 (V@ e 1 Y@ e e

o = 2vr d Vi h el s
FYE) e e 1
xfme wi dé =— K(x,t) e

Islendik x ii¢in b polozitel ululyk tapylyp, 0 < K(x, f) < b bolar.
Seylelikde,

h

= K(c,t
ox e, ( ) 2a«/
alarys we
, K(c,t) k
=—k-h(x,t) hi(x,t) = ——"—(H+2)x
Q ( 1 ) ( 1 ) Za\/E ( ) 1

bolar. Cak edilisine gord, kanalyn kese kesigi & = px? parabola
gorniisindedir. Diymek, H = px{, x, = 4/ H/p bolar. Suny nazarda
tutup, alarys:

0= k- K(C 1) (H+2): \/ﬁ

2avmt
Indi k-K(c.t) [) wl6)
2ax/F
belgildp, ahyrda
0=w(1) (H+z2)VH ©)

alarys.
Alnan (7) we (9) formulalar das gorniisi boyunca menzesdirler,
(7) formula z = 0 bolanda (9) formuladan gelip ¢ykyar.
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18. TARYN YRGYLDYSY BARADAKY
MESELANIN MATEMATIKI MODELI

Tar ¢ekdirilip, onun uglary Ox okun O we / nokatlarynda berki-
dilen. Ol kébir tésir astynda denagramlylyk yagdayyndan ¢ykarylyar
we bir tekizlikde yrgyldap baslayar. Mesele taryn islendik wagtdaky
eyelejek yagdayyny kesgitlemekden duryar. Meselédni anyklalyn we
matematiki dile gecireliil. Tekizlikde xOu koordinatalar ulgamyny
guralynl (43-nji surat).

Au

u = u(x, t)

43-nji surat

Ilkibasda tar [0, /] kesim bilen gabat gelyér. t = 0 wagtda tara ti-
sir edip, u = @(x) funksiyanyn grafigi bilen gabat geler yaly edyérler
we sofira taryn nokatlarynyn baglangyc tizlikleri w(x) funksiya bi-
len kesgitlener yaly edip goyberyirler. Tar yrgyldap baslayar. Onun
t wagtdaky yagdayy u = u(x, ¢) funksiyanyn grafigi bilen gabat gelyér
diyelin. Tar 0 we / nokatlarda berkidilen bolany ti¢in u(0, #) = u(l, £) = 0
bolar. Tara dagyndan tdsir edyan giiy¢ yok halynda taryn yrgyldysyna
duryar. Matematiki dilde u(0, £) = u(l, £) =0, u(x, 0)= p(x), . (x,0) = ¥(x)
sertleri kanagatlandyryan we islendik ¢ wagtda taryn yagdayyny kesgit-
leyan u(x, t) funksiyany kesgitlemekden duryar. Meseldnini matematiki
modelini diizelin. Model asakdaky ¢éklendirmelerde diiziilyr.

1. Biz taryn kigi yrgyldylary bilen gyzyklanyarys, yagny u(x,f)
funksiyanyn 6zi we onufi u.'(x, £) 6ntimi islendik 0 < x </ we islendik
¢ tigin kigi funksiyalar hasaplayarys.

2. Hasaplamalarda u’(x, 1), [u(x, #)]* ululyklary u(x, ), u (x, ?)
ululyklara gord 6rén kici hasap etjekdiris.
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3. u(x, ?) funksiyanyn garalyan {0 <x </, 0 <t < oo} yaylada
tizniiksiz birinji we ikinji tertipli onlimleri bar hasap etjekdiris.

4. Gukun kanunyna layyklykda, taryn islendik nokadynda,
sliynmé proporsional we tara sol nokatda galtagyan géni boyunga tésir
edyén dartylma giiyji bar.

5. Yrgyldylar ki¢i bolany sebépli, tarynl baslangyc¢ pursatdaky is-
lendik nokady dinie Ox okuna perpendikulyar goni boyunca hereket
edyar hasap edilyar.

6. Tara tésir edyin dasky giiycler we inersiya giiyji Ou okuna pa-
rallel tasir edydr hasap edilyar.

Yokarda edilen ciklendirmelerden birnige netijeler alalyi.
T(x,t) bilen tara ¢ pursatda onuii A(x, u(x, £)) nokadynda tisir edyén
dartylma giiyjilini belgildlin. Taryn baglangyc (# = 0) halda x okunyn
x, we x, nokatlarynyn aralygyndaky boleginifi 7, pursatdaky yagdayy
u=u(x, 1) (x, <x<x,) defilik bilen kesgitlener (44-nji surat).

Z

g o T(.Xé,fo)

T(xl,to)‘ ﬁ E i _
0] X X [ X

44-nji surat

Ol bolejige 4,, A, nokatlarda, suratda gorkezilisi yaly, dartyl-
ma giiy¢leri tisir edyar. Tara tésir edyédn beyleki giiycler, ¢aklendirma
g0rd, Ou okuna parallel tisir edyéir. Mehanikanyn kanunyna layyklykda,
A A, duga tésir edyén hemme giiygler defagramlylykda bolmaly, yagny
olaryn Ox okuna bolan proyeksiyalarynyi jemi nola defi bolmaly. Sol
sebipli, 7(x1,2) we T(x.,1) dartylma giiyclerinii Ox okuna bolan
proyeksiyalarynyn jemi nola deii bolmaly bolyar, yagny

—|T(x1,to)\-cosﬁ+ |T(xz,to)\-cosa/ =0.

44-nji suratdan gornisi yaly, 1g8 = w./(xi, 1), tga = u.'(x:,14). Onda,
2-nji ¢ciklendirméini ulanyp, alarys:
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1 1
cosf = = =1,
J1+1tg8 /1 +[u (x,6)]
cosa = 1 1 = 1.

J1+iga  J1+[u (o 6)f
Bu yerden
‘ T(Xl, to) | = | T(.X'z, to) |

detilik gelip ¢ykyar. x, x, nokatlaryfi erkin bolandyklary sebipli,
pursatda taryn islendik (x, u(x, 7,)) nokadyndaky dartylmanyfi moduly
hemiselik bahasyny saklayar. Indi 4 4, duganyn |4 4,1 uzynlygyny
tapalyn:

|AA| = f J1+ (! (x,10)Y dx.
2-nji ¢éklendirméni ulansak,

[AiAe| =[x —xi

deriligi alarys. Bu bolsa, taryn baslangy¢ halda Ox okunyni [x , x,] kesi-
mi bilen gabat gelyéin boleginin islendik 7, wagtdaky uzynlygynyn sol
kesimin uzynlygyna dendigini, yagny onun uzynlygynyin wagta bagly
déldigini anladyar. Bu bolsa, 6z gezeginde, Gukun kanunyna layyk-
lykda, taryn islendik nokadyndaky dartylmanyn wagta bagly daldigini

aiiladyar. Seylelikde, dartylma giiyjiiniit moduly | 7'(x,7)| x-e we ¢ bag-
ly dél bolyar, yagny | 7(x,7)| = T;. Bu yerde T , — taryn nokatlaryndaky

baslangyc (¢ = 0) pursatdaky dartylmadyr. Ine, su ¢dklendirmeleri
we alnan netijeleri ulanyp, biz taryn yrgyldysyny kesgitleyan u(x, 7)
funksiyanyn kanagatlandyryan denilemesini getirip ¢ykaralyn.

Bagda taryn erkin yrgyldysynyn, yagny tara inersiya giiyjiin-
den we dartylma giiyjiinden basga dasky giiyclerin tidsir etmeyédn
halyndaky yrgyldysynynl deillemesini g¢ykaralyn. Ilki bilen taryn
yrgyldysynyi kinetik we potensial energiyalaryny tapalyil. Hereketde
taryn bolejikleriniii uzynlyklarynyn iiytgemeyanligi ticin onun K ki-
netik energiyasy

k=L foto( s
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formula arkaly tapylar. Bu yerde p(x) — taryn dykyzlygy. Tara tésir
edyén dartylma giygleriniit 7 = 0 pursatdan #, pursata genli bitiren
islerini hasaplalyn. Taryn nokatlarynyn Ou oka parallel hereket eydan-
dikleri sebépli, dartylma giiy¢leriniit Ou oka bolan proyeksiyalarynyn
bitiren isini hasaplamak yeterlikdir. Taryn 4 4, dugasyny alalyn.
Céklendirmeleri ulanyp, sol duga tédsir edyin T (x,f%), T (X, 1),
dartylma giiy¢leriniit Ou oka bolan 7' , T, proyeksiyalaryny tapalyii:

E“:_R81HB:_RZg—ﬁ2:—R Mx(X:,l‘o) _ z—]?)u,x(x]’to);
m 1+ (I/tx (Xl,to))
Eu - RSHICZ = T(') tga, Us (X2,t())

= T(')I/l,x (Xz, fo).

2 = R ’ 2
J1+tg’a J1+ (! (x,10))

Olarynl jemini hasaplalyn:
T+ T = RMX,(Xz,to) - RMX,(Xl,fo) = RM:X(XO, fo)(xz - Xl)

bu yerde x, <x, <x,. 4 4, dugany yeterlik ki¢i hasap edelifi. Onda onui
t,-den t-d genli gegen aralygy, takmynan, u,'(xo,¢")(f. — t)-e defi bolar
(t, <t <t). Dartylma giiy¢leriniit 4 4, duga ¢, pursatdan ¢, pursata
cenli hereket edendiki bitiren 4 , isi bolsa

An = Ru;x(xo,t*) : Mt'(XO,Z‘*)(Xz — X1)(f2 - tl)
ya-dax,—x, =dx, t,—t =dt x,=x, t =t belgilemeleri girizsek,

An = Touw(x,1) ' (x,t)dxdt

bolar. Bu yerden tutus taryn 7 = 0 pursatdan ¢, pursata ¢enli eden here-
ketinde dartylma giiy¢lerinin bitiren 4 isi ligin

Iy !
A= Touw (1), (x,)dxdt
1

formulany alarys. Bu formulany 6zgerdelin:

Iy

A= Of((;/Ru,'(x,t)dux’(x,t))dt = f[ﬂ)ufl(xat)'ux,(X,f)]iigdt—

0

Ly |
—f fﬂ)u'x(x,t)- o (x,1)dxdt .
0 0
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Tarynn 0 we / nokatlarda berkidilendigi sebépli, u(0, ¢) =u(/, )= 0.
Sunufi esasynda, u,(0,¢) = u/(l,t) =0 bolar we yokardaky formu-
ladaky birinji integral nola den bolup, formula

Iy 1
A=— Tou' o (x,1) uy(x,t)dxdt
!/

gorniise geler. Indi

!

fux'(x,t)-u;t(x,t)dx = %f%(g—;fdx
0 0

deniligi goz 6niinde tutup,
!
A== [ T/ (o)) = @ 0)y ks
0

alarys. Baslangyc halda tar [0, /] kesim bilen gabat gelyar diylipdi.
Sona gord, u(x, 0) =0 we u.(x,0) = 0 boljakdygyny g6z otiiinde tu-
tup, alarys: l

__ I , >

A== (;/[MX(X,to)] dx.

Gorniisi yaly, dartylma giiy¢leriniii bitiren isi difie taryn baslangy¢
we ahyrky (¢ = 7)) yagdayy bilen kesgitlenyér. Diymek, taryn ¢ = ¢,
pursatdaky potensial energiyasy 4 dei bolar.

L=K+A= fpo f(gZ)dx

Lagranzyn funksiyasyny diizelin we ona Gamiltonyn prinsipini ula-
nalyf, yagny islendik 7, licin

J(u) = det 2/[.00 _ g—u)dx

integralynn wariasiyasy nola defi bolmaly bolar. Basgaca aydylanda,

dt

=0, o(x,1)

t=t,

= v(x,t)

x=0

sertleri kanagat-

x=1

v(x,t) )

= v(x,t)

landyryan we birinji tertipli hususy oniimli islendik o (x, f) funksiya
licin
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iJ(u+cw) =0

o

a=0

ya-da

Iy !
91
e 2 {/ 0
0 0
bolmaly bolar. Onda

[ 053 -n% Plaar=o. 0

ot

2
(u + aw)] T
ox

2
a=0

alarys.
ffpogbt‘ %‘t’dxdz fpo(fa” W g ) =
- fpo 82
ffToau W gt = f(fau L2 dx)dt
=Tf () -

x=1
deniliklerde  o(x, t)‘ =
ontinde tutup, =

u/(x,t) - v(x, t) U pdt|dx,

dt

=0 bolyandygyny goz
t=0

Ly 1

f)fﬁog aUdXdl‘ f/po
0 0

ty |
du v ' Pu
OffT U 30 gt = — Tf 0 Lo r)ddr

(x,t)dxdt,

deilikleri alarys we olary ulanyp, (1) denligi
2
ff(poa ACk ”) v(x,1)dxdt = 0
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gornlisde yazyp bileris. Bu yerden, o(x, ¢) funksiyanyn erkin bolany
ii¢in,

9’u ’u _ 0,

Oor T T

ya-da % = &’ belgileme girizip, taryi erkin yrgyldysynyn asakdaky
0
deiilemesini alarys:

2 2

Indi biz yokarda goylan meseldni matematiki dilde yazmaga
tayyar. Ol sundan ybarat. (2) defileménin

u(0,)y=u(l, )= 0, 3)
u(x, 0) = p(x), 4)
u'(x,0) = ¥(x) &)

sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly. (3) sertlere ¢ék sertleri,
(4) we (5) sertlere baslangy¢ sertler diyilydr. Olara bilelikde, (2)
defilleme ii¢in gyra meselesi diyilydr. Kompyuterin komegi bilen,
(2) denileme ti¢in gyra meselesinin sanly ¢oziiwlerini islendik takyk-
lykda tapyp bolar. Beyle takmyn ¢6ziiwi tapmak ticin, hdzirki zaman
kompyuterlerinde yorite programmalar bardyr. Yone, kibir hallarda,
¢ozliwi analitiki gérnilisde tapmak hem gerek bolyar. Mysal {i¢in, saz
gurallarynyni tarlarynyn emele getirydn owazlary 6wrenilende, ol taryn
cykaryan esasy owazyny saygarmak gerek bolanda, seyle ¢oziiwin ge-
rek bolmagy miimkin. Analitiki ¢6ziiwi tapmagyn bir usulyna Furyenin
u(x, t) = X(x) - T(t) gornisdéki, u(0, 1) = u(l, t) = 0 sertleri kanagat-
landyryan, noldan tapawutly ¢ozliwini tapyarlar. X(x), 7(¢) funksiya-
lary iki gezek liznliksiz differensirlenyan funksiyalar hasap edip, (2)
denilemede u(x, ) = X(x) - 7(¢) funksiyany yerine goyyarlar:

I[X(x)-T(0)] _ . O [X(x)-T(1)]

ar o’ ’

&T(t) . d*X(x)
X(x) L o 2L
()5 = @ T(1) =
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Bu denligin iki tarapyny hem u(x, #) = X(x) - 7(¢) funksiya bolelin:

I dT _p 1 dX
(t) dr X(x) dx -

Uytgeyénler boliindiler. Bu yagday ditie kiibir A hemiselik san ii¢in
1 . &T _ 1 .dQXEA

aT dft = X dx°
bolanda bolup biler. Soiiky denlikleri iki denlik gorniisinde yazalyn:

1 4T _
a’T dff A, ©)
1 d&'X _
X dxz - A (7)

Serte gord, u(0,1)=X(0) - T(6)=0, u(l,t)=X()  T(f)=0 deinlikler
yerine yetmeli bolar. Bu bolsa dine X(0)=X(/)=0 yagdayda bo-
lup biler. Eger, mysal ii¢in, X(/)# 0 bolsa, onda 7(¢#)=0 we ¢oziiw
u(x, t) =0 bolardy. Seylelikde, (7) defileménin X(0) = X(/) = 0 sertleri
kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly bolyar. Bu yerde ii¢ halyn bol-
magy miimkin: 4 <0, A>0, A=0.

A <0 bolanda (7) defilemaniit umumy ¢oziwi

X(x) = CicosvAx + Cysinv/ A x
gbrniisde, A > 0 bolanda

X(X) = Cle‘“ + Cze““
gorniisde, A = 0 bolanda
Xx)=C +Cx

gorniisde bolar. X(x) funksiyanyn sonky iki gorniisi X(0) = X(/) = 0
sertleri diie C, = C, =0 bolanda kanagatlandyryar. Bu yagdayda
X(x)=0we u(x, t) = X(x) - 7(f) = 0 bolar.

Diymek, difie A < 0 yagday galyar. X(x) funksiyanyn X(0) =X(/)=0
sertleri kanagatlandyrmagyny talap edip, alarys:

C =0,

CosinV Al = 0.
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Sotiky deiilikde sinv'A [ = 0 bolmaly. Basga halda C, =0 we yene-de
u(x, t) = 0 bolardy. siny' A1 = 0 defilemini ¢oziip, alarys

VAl =kr
ya-da
_ (kmY
A= ()
Diymek, (7) denleminin X(0) = X(/) = 0 sertleri kanagatlandyryan

X(x) = ska”x k=1,2,..

gorniisddki tiikeniksiz kop ¢oziiwleri, (2) denleménin bolsa
u(0, 1) =u(l, ) = 0 sertleri kanagatlandyryan

u(x,t) = sinkT”xT(t)
eoriisdiki tikeniksiz kop coziiwleri bolar. A = (kT”) bahany (6)
deiilema goyup, 7(?) licin

” 2
T (z)+(akT”) 7(t)=0
denilema geleris. Onuil umumy ¢6ziiwini

T.(1) = A.cos “’;”z+3ksm a’ffz k=12,..

gorniigde yazyp bileris. Ahyrda, u (x, ) li¢in

u(x,t) = sin k?x (AkcosakTﬁt + B smakTﬁt)

formula geleris. (2) deilleme ¢yzykly bolany sebipli, formal taydan

xt) =S u(x.1) (®)

funksiya hem (2) denleménin ¢6ziiwi bolar. Onun hakyky ¢6ziiw bol-
maklygy ti¢in (8) hatary x boyunca iki gezek, ¢ boyunca hem iki gezek
agzama-agza differensirldp bolmagy gerekdir. Bu sertifi yerine yetmegi
ticin, (8) hatary differensirldp alnan hatarlaryn hemmesinin x-in we z-nin
hemme bahalarynda dendlgegli yygnanmagy yeterlikdir. Ol hatarlaryn
denodlcegli yygnanmagy tigin, Weyerstrassyn teoremasyna layyklykda,
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S (MY A+ (KT) B ©)

san hatarynyn yygnanmagy yeterlikdir.

(8) denlik bilen kesgitlenydn wu(x, t) funksiya u(0,?) =0,
u(l, t) = 0 sertleri kanagatlandyryar (bu sertleri u (x, ¢) funksiyalaryi
her birinin kanagatlandyryanlygy sebépli). Indi u(x, 0) = ¢(x),
u/(x,0) = (x) sertleriit hem kanagatlandyrylmagyny talap edelifi:

iuk<x,o> = ¢(x),

Z(uk)r’(X, O) = lﬁ(x)
k=1
ya-da yaybai gorniisde,
ZAksm—x = ¢(x), (10)

Z akrm Bksme = ¥(x). (11)

Cék sertlerine layyklykda, ¢(0) = ¢(/) = w(0) = w(/) = 0 bolar.
Indi, p(x) = — @(— x), w(x) = — w(— x) formulalar arkaly ¢(x) we y(x)
funksiyalary [/, 0] kesimde ték funksiya hokmiinde dowam etdirelin.
Onda (10), (11) hatarlara, degislilikde, ¢(x) we w(x) funksiyalaryn
furye hatary diymek bolar. Onda 4, we B, koeffisiyentler

=2 f(p(x)sm krx dx, akn B.=2 fiﬁ(x)sm KX 1y

formulalar arkaly tapylar. Furye hatarlarynyn nazaryyetinden belli
bolsy yaly, (9) hataryn yygnanmagy ii¢in ¢(x) we y(x) funksiyalaryn
iki gezek iizniiksiz differensirlenydn bolmaklary yeterlikdir. Sey-
lelikde, eger

1) (0) = o()) = y(0) = w()) = 0;

2) p(x) we w(x) iki gezek endigan differensirlenyén funksiyalar
bolsa, onda

u(x,t) = Zsm f(p(x sm—xdx cosakT”t -
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o /1ﬁ(x)sm 22 xdx - sin al;% t> (12)

formula arkaly kesgitlenyén u(x, ¢) funksiya (2) defileminin (3), (4),
(5) gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolyar. Diymek, u = u(x, ¢)
funksiya taryn islendik ¢ pursatdaky yagdayyny kesgitleyar. Su mese-
lani hem ¢6zmek gerekdi.

Eger w(x) =0 bolsa, u(x, ¢) ligin

u(x, t)—z fqo sin &7 xdx ska”x cosakT”t

formulany alarys. Eger su formulada go( ) = sin %x goysak,
u(x,t) = sin X - cos 4L ¢

[ [
alarys. Taryn seyle yrgyldysynyn beryin owazyna taryn esasy owa-

owazyna taryn belent owazy diyyarler.

Goy, tara inersiya we dartylma giiy¢lerinden basga-da, paylanys
dykyzlygy F(x, f) bolan, Ou oka parallel giiy¢ tésir etsin. Taryn dasky
giiyclerii tisir etmegindéki hereketine taryn mejbury yrgyldysy diyil-
yar. Taryn mejbury yrgyldysynyn deiilemesini, mehanikanyn esasy
deiilemesini ulanyp ¢ykaralynl. Mehanikanyn kanunyna layyklykda,
jisime tésir edyin gliyclerin df wagtda bitiren isleriniii jemi nola den
bolmalydyr. Tarynn yrgyldysy barada yokarda edilen ¢dklendirmeler
0z gliyjiini saklayan halynda, taryn x, x + dx nokatlaryn arasyndaky
8 u

bolejigine tdsir edyin giiycleri kesgitldlin: — o,

Jji, Ou oka parallel, 7; ?9 u

— inersiya giiy-
dx — dartylma guy(;lermln Ou oka bolan

proyeksiyalarynyn jemi, F(x, f)dx — dasky giiy¢. Diymek, dt wagtda
taryn garalyan bolejigi du aralyga siiysen bolsa, onda

—podx% Uy +T; ?9 U dxdu + F(x,¢)dxdu = 0

deiilik yerine yeter. Bu yerden, dxdu kopeldija gysgaldyp,
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a”+T03”+F(xt)—

— 0o

or’ ox’
o . Fxt) : o
denlemdni, ya-da => = o, o = f(x,t) belgilemeleri girizip,
0 0
2
U~ @ Uy fx1) 2)

tarynl mejbury yrgyldysynyn denilemesini alarys. Indi, dasky giiy¢ler
tésir edyan yagdayynda, taryn islendik ¢ pursatdaky yagdayyny kes-
gitlemeli bolsun. Matematiki dilde bu mesele (2') denleme ti¢in (3),
(4), (5) gyra meselesini ¢ozmeli diymekdir. p(x) we w(x) baradaky
caklendirmeleri gbz 6niinde tutup,

[)(X,Z) = M(X,l) - flﬁ(x) - @(X)

funksiya girizelin. o(x, ¢) funksiya

90— @y fan+of () +e' (1) (14)
denileméani we
(0, ) =o(l, 1) =0, (3"
v(x, 0)=0, 4"
»/(x,0)=0 (5"

sertleri kanagatlandyrar. Seylelikde, (2') denleme iicin (3), (4), (5)
gyra meselesi (14) denleme ii¢in (3'), (4"), (5") gyra meselesine getiril-
yir. Sofiky mesele ¢oziilende, islendik 7 tigin f(x,7) + 13" (x) + ¢"(x)
funksiyany [0, /] kesimde

flx,t)+ 9" (x) + @ (x) = gﬁ(t)sinkT”x

furye hataryna dargadyp bolyar diyip hasap edilyar we v(x, ¢) ¢oziiw

v(x,t) = iak(t)sinkTﬁx
k=1

gorniisde gozlenilyir. v (x, f) ¢oziiwi kesgitleydn hatary x boyunca iki
gezek we ¢ boyunca iki gezek agzama-agza differensirldp bolyar ha-
sap edip, »(x, #) funksiyanyn oy, v, Oniimlerini tapyarlar we (14)
denlemede yerine goyup, asakdaky denligi alyarlar:
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Zak(t)sm]WZ —a < )ak(t)sm x+2f(t)s1n

k=1

Bu yerden, menizes agzalary toparlap, alarys:

Z[ak”(t)+< )ak(t) f(t)]sm x = 0.

k=1
Bu denligin yerine yetmegi li¢in, yagny »(x, f) funksiyanyn (14)
dentlleménin ¢oziiwi bolmagy iicin

a’(t)+(a k;f)ak(z) fi(t), k=1,2,.

denilliklerin yerine yetmegi yeterlikdir. »(x, f) funksiya, gurlusyna
gord, ¢ak sertleri kanagatlandyryar. Onufi v (x, 0) = 0, »/(x,0) =0
baslangyg sertleri kanagatlandyrmagy tigin a,() funksiyalar

a(0)=0, a'(0)=0, k=1,2,..
sertleri kanagatlandyrmalydyr, basgaga, a (¢) funksiyalar, degislilikde,

w0+ (@7 (1) =50
ak(O) = ak'(O) = 0, k= 1,2,...
meseldnin ¢oziiwi bolmalydyr. Belli bolsy yaly, sofiky meseldnifi
¢cOzliwi
ff(f)sm akZ (1 _ 7)dr

formula arkaly tapylyar. Seylelikde, (14) deiileme iicin (3"), (4"), (5')
gyra meselesiniil ¢oziiwi

v(x,t) = %ifﬁ(f)sm ak”(z T)dt - sin klﬁ
k=10

hatar gorniisinde tapylyar. Elbetde, f,(z) funksiyalardan » (x, 7) funksiyanyfi
¢ozliw bolmagyny yerlikli etmegini talap edyérler. Onun iigin » (x, ) funk-
siyany kesgitleydn hataryn ¢ boyunca iki gezek we x boyunca iki gezek
(gerek yaylada) agzama-agza differensirldp bolmagy yeterlikdir. Su ¢ak-
lendirmelerde (2') denileme {i¢in (3), (4), (5) gyra meselesinin ¢oziiwi
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u(x,t) = tf(x) + ¢(x) + /f(T)SIH akz (t — 7)d7 - sin kl”x
gorniisde bolar. Taryn mejbury yrgyldysynda onun ¢ pursatdaky yag-
dayy yokardaky formuladan tapylyar.

19. JISIMDE TEMPERATURANYN
PAYLANYSYNYN MATEMATIKI MODELI

Giniglikdéki jisimin erkin M(x, y, z) nokadynyil temperaturasyny
T(x, v, z, ) bilen belgildlin, bu yerde ¢ — wagt. Fizika kursundan belli
bolsy yaly, jisimiil nokatlarynda temperatura diirli bahalara eye bol-
sa, onda ol jisimde temperaturanynl yokary yerlerinden onui pes bo-
lan yerlerine tarap yylylyk akymy doéreyér. Bu akymyn mukdaryny
kesgitlemek iicin, meydany As bolan tekiz {istiin bdlejigi jisimde
yerlesdirilen diyelin, n ol bolejige gecirilen normal wektor bolsun.
Onda, Furyenin kanunyna layyklykda, sol bdlejikden wagt birliginde
normal wektoryn ugry boyunca akyp gecyian AQ yylylyk mukdary

AQ =—AAs(gradT-n) (1)

formula arkaly kesgitlenyar we bu deillik As nice ki¢i bolsa, songa
hem takyk hasap edilyéar. 4 koefﬁsiyente yylylyk gecirijilik koefﬁ-

......

lyk akymynyn temperatyranyin pes tarapyna ugrukdyrylandygyny
anladyar. Jisimin i¢inde onunl ¢ endigan iist bilen ¢iklenen bolejigini
g0z oiiline getirelifl we sol bolejik li¢in yylylygyn balans denilemesini
yazalyii. Goy, n(x,y,z) wektor o iistiit M(x, y, z) nokadyndaky dasky
normal wektory bolsun. ¢ isti 0,1 = 1,m, bolejiklere bolelin,
As, — i-nji bolejigiit meydany. Eger o, bélejikler yeterlik kigi bolsa,
biz olara tekiz iist hokmiinde garap bileris. Goy, n: sol bdlejigin
M(x,y, z) nokadyndaky dasky normal wektory bolsun. Onda o, bole-
jikden Az wagtda gegyén AQ, yylylyk mukdary, (1) formula layyklykda,

AQ: = —AAsi(gradT - n:) At
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formula arkaly kesgitlener. Bu yerde gradT wektor M(x, y, z) no-
katda ¢ pursatda kesgitlenen. Tutus o iistden Ar wagtda akyp ge¢yin
yylylyk mukdary . R

AQ == AAsi(gradT - ni) At

takmyn formula bilen kesgitlener. As, meydanlar nola ymtylanda,
sonky deiilikden R
AQ = —Aff(gmdr n)ds - At

takyk formulany alarys. — AQ ululyk jisiminl ¢ iist bilen ¢dklenen
bolegine Af wagtda giryédn yylylyk mukdaryny anladyar. Biz bu muk-
dary basgaca-da hasaplap bileris.

Garalyan bolejigifi gdwrlimini V', onufi gifiislikde tutyan yayla-
syny D bilen belgildlin. Onda onun # pursatdaky orta temperaturasy

%fof T(x,y,z,t)dxdydz

bolar. Orta temperaturanyn Ar wagtdaky A7 liytgemesi

1
Vﬂfo/[T(x’y’Z” + At) = T(x,y,2,t)]dxdydz

integrala den bolar.

Goy, jisimin iginde, yylylyk akymynyn dykyzlygy f(x, v, z, t)
bolan yylylyk ¢esmesi bar bolsun. Ol ¢gesmeden garalyan bolejige At
wagtda

AQ, = ffff(x,y,z,t)dxdydzAt

yylylyk mukdary sifier. Jisime A¢ wagtda sifien — AQ + AQ, yyly-
lyk mukdary onuni temperaturasyny A7 ululyga iiytgeder. Onda,
G.Gelmgolsyi prinsipine layyklykda,

—AQ + AQ, = cfffp(x,y,z)dxdydz-AT

denlik yerine yeter. Bu defilikde — AQ, AQ,, AT ululyklaryn baha-
laryny goyup,

Aff(gradT- n)ds- At + fff f(x,y,2,t)dxdydz - At =
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= cff p(x,y,z,t)dxdydz-%fff[T(x,y,z,t + At) = T(x,y,z,t)|dxdydz

alarys. Sonky denligin iki tarapyny hem Az boliip we Az nola ymtylan-
da predele gecip, asakdaky denlige geleris:

Aff(gradT- n)ds + ffff(x,y,z,t)dxdydz =

= cfffp(x v,2,t)dxdydz - v fff dxdydz.

Bu deiiligin birinji integralyna Ostrogradskinin formulasyny ulanyp,
alarys:

A f f f div(gradT )dxdydz + f f f F(x,y,2,1)dxdydz =

= cfffp(x,y,z,t)dxdydz fff dxdydz.

Bu denlikdiki integrallara orta baha baradaky teoremany ulanyp we
o lst gysylyp, D yayla M(x, y, z) nokada yygnananda predele gecip,
asakdaky denlema geleris:

A-div(gradT) + f(x,y,z) = co- %7;

ﬂ%ﬂ;z’f) ~F, % — & belgilemeleri girizip we div(gradl) =

_OT , oT , T
ox’ 8y2 o7’

ol _ .(o’T , °T , 9’T
at =da <ax2 + ayz + aZZ >+F(xay9zat) (2)

gornilisde }'/azyp bileris. (2) deflleméi }'Iylylyk gegirijilik denllemesi

......

bolyandygyny gdz 6miinde tutup, sonky derligi

temperatura (2) detileméinin ¢oziiwi bolyar. (2) defileménin tuken1k51z
kop ¢oziiwi bar. Olaryn iginden gereklisini saylap almak {igin kébir
sertler gerek. Olaryn birinjisi hokmiinde temperaturanyin baslangy¢
bahasyny, yagny 7(x, v, z, t) funksiyanyn jisime degisli nokatlardaky
t = 0 bolandaky bahasyny, ikinjisi hokmiinde bolsa temperaturanyn
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jisimin {ist nokatlaryndaky islendik ¢ pursatdaky bahasyny almak ye-
terlikdir. Seylelikde, denleme ii¢in seyle gyra meselesine gelyaris.
(2) denleménin

T(x,y,2,0) = ¢(x,y,2), (x,y,2) € D, (3)
T(x,y,2,t) = ¥(x,,2,1), (x,,2) € ¥ 4)

sertleri kanagatlandyryan ¢ozliwini tapmaly; bu yerde D — jisimin
tutyan yaylasy, £ — onun isti (ya-da D yaylanyn ¢dgi). Bu mesele
bizii bagda goyan «temperaturany kesgitlemeli» diyen meseldmizin
matematiki modelidir. Differensial denilemeler nazaryyetinden belli
bolsy yaly, meseldnin yeke-tdk ¢coziiwi bardyr. Kompyuteriii komegi
bilen ol ¢6ziiwi islendik takyklykda tapyp bolyar. Diymek, biz jisimin
islendik nokadyndaky, islendik wagtdaky temperaturasyny islendik
takyklyk bilen tapyp bileris. Seylelikde, goylan mesele doly ¢oziildi
diymek bolar.

Orin yuka plastinada temperaturany kesgitlemek baradaky me-

selanin
oT _ (9°T , o°T
o =a( G+ 5 )+ ), 5)
T(x,y,0) = ¢(x,y), (x,y) € D, (6)
T(x,y,t) = ¢<X,y,l>, (x,y) €L (7)

meseld syrygjakdygy (D — plastinanyi tutyan yaylasy, L — onuii ¢igi),
Ordn inge sterzende temperaturany kesgitlemek meselesinin bolsa
(sterzen Ox okunyn [0; /] kesimi bilen gabat gelyér diyip hasap edi-
lende),

L =a 3T fla), ®)
T, 0) = po),  x €laib] ©)
T, )=y, (H), TLO=wH), 0<i<w (10)

meseld syrygjakdygy diigniiklidir.

D yayla (ya-da jisim) {0 <x<[,0<y<b, 0 <z <c} densizlikler
arkaly kesgitlenydn goniiburgly parallelepiped bolan halynda, (2),
(3), (4) meselédnin analitiki ¢ozliwinin tapylysyny gorkezelini.
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(2), (3), (4) meseld giryén o(x, v, 2), w(x, y, z, t) funksiyalar bara-
da seyle ¢éklendirmeleri girizelin: D yaylada ¢(x, y, z), w(0, y, z, 1),
w(l,y,z,0), y(x, 0,z 1), y(x, b, z, t), y(x, , 0, t), w(x, y, c, t) funksiyalaryn,
olara girydn iiytgeydnler boyunca, birinji we ikinji tertipli hususy
oniimleri bardyr, ¢(x,y,z) € C(D), ¥(x,y,2,t) € C(Y).

R(x,y,z,t) = 1 :

2lc—2)x(l—x)+z(c—2)y(b—y)+x(l —x)y(b—y)

: (W(l’ly’z’t) + _x)lﬁl(()’y’z’t))y(b —y)z(c —z)+
+<}’¢(x,bb,z,l) + (b _y)wb(x’o’z’t)>x<l_x)z<c _Z)_I_

+( (xy.e.t) (e =2)P(x,0,0)
c

: )x(l —x)y(b—y)

funksiya seredelinn. R(x, y, z, ) funksiya prizmanyn gapyrgalarynda
yatmayan nokatlarynda kesgitlenen. Gapyrgalara degisli M(x, y, z) no-
katlarda funksiyany R(x, y, z, ) = y(x, v, z, t) deiilik arkaly kesgitlélin.
Gurlusyndan gorniisi yaly, R(x, v, z, t) funksiya D yaylanyi i¢ki no-
katlarynda iki gezek differensirlenyén, D yaylada bolsa iizniiksiz
funksiya bolar.

Dogrudan hem, R(x, y, z, f) funksiyany kesgitleyén drobun sa-
nawjysy we maydalawjysy prizmanyn gapyrgalarynda yatmayan
nokatlarda iki gezek differensirlenyédn funksiyalar we onun mayda-
lawjysy sol nokatlarda nola den dél. Diymek, R(x, y, z, f) — prizmanyn
gapyrgalarynyn nokatlaryndan 6zge nokatlarda iki gezek differensir-
lenyén tizniiksiz funksiya bolar. Prizmanyil gapyrgalarynda yatyan
nokatlarda hem bu funksiyanyn iizniiksiz boljakdygyny, haysy-da
bolsa bir, mysal ti¢in, x = 0, y = 0 gapyrga li¢in subut edelin.

Goy, M0, 0, z)), 0 < z, < ¢ sol gapyrganyfi nokady bolsun.
limR(x,y,z,t) predeli tapalyfi. Kesgitlema goré, X {istiit nokatlaryn-
é{é%(x, ¥, z, t) izniiksiz. Sol sebdpli, M(x, y, z, t) nokat M(0, 0, z,) no-
kada X iistde yatmayan nokatlar boyunca ymtylyan yagdayyna seret-
mek yeterlik. Bu yagdayda R(x, y, z, f) funksiyany kesgitleydn drobun
maydalawjysy noldan tapawutly bolyar.
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xzﬁ(l,y,z,t) + (l — x)z&(O,y,z,t) = w(0,0,Zo,l) + &,

[ [
Wb s | BoNW08D _ 0,050+,
zh(x,y,c,t) N (c —2)¥(x,y,0,t) _ 21%(0,0,c,1) N
c c c

+

(c— zo)zﬁc(0,0,0,t) N

bolyandygyny goz oiilinde tutup (bu yerde ¢, €,, €, ululyklar, M nokat
M, nokada ymtylanda, tiikeniksiz kigi flJIlkSlyalaI'),

lim ey(b —y)z(c —z) + ex(l —x)z(c —2) + &y(b — y)x(l —x) _ 0
=i y(b = y)z(c —z) + x(l = x)z(c — z) + y(b — y)(x(I — x) ’

[ Zozﬁ(O,CO,c,t) , (e- ZO)zﬁC(O,O,O,f) — %(0,0,2,1)

x(l—x)y(b - y)L

lim

(b= y)z(e = 2) + x(I = x)z(c — 2) + x(1— x)y(b — )

_ zglﬁ(O,CO,c,z) N (c— Zo)l/fC(O,O,O,t) 0,020 (1 = x)y(b - y)
e x(l = x)z(c — z) =

alarys. Bu yerden hmR(x v,z,t) = ¥(0,0,2,t) boljakdygy gelip
¢ykyar. z, =0 yagday ‘hem edil seyle subut edilyar. Diymek,
R(x, y, z, t) funksiya tutus D yaylada iizniiksizdir. Ondan basga-da,
M(x,y,z) € ¥ Ucin R(x, y, z, t) = w(x, v, z, t) denlik yerine yeter. Goy,
T(x,y,z, ) (2), (3), (4) meseldnin ¢oziiwi bolsun. W(x,y, z, t) =
=1(x, y, z, ) — R(x, y, z, t) funksiya garalyn. Ol D yaylada

aa—‘t/:azAV‘l'ﬁ(x,y,Z,[)’ (11)
f(x,y,2,1) = F(x,y,2,1) + &’ AR — %If

denleméini we

V(xayaza O)Z(D(XJyaz)_R(x’yaZa 0)E¢]5 (12)
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Vo, y,2,0,,,=0 (13)
sertleri kanagatlandyrar.
(I1), (12), (13) meseld giryén ¢, f, funksiyalar barada seyle

ciklendirmeleri girizelin: D yaylada bu funksiyalar

(x,y,2 ZA,,, ,zksm—x sinfy . sin K7 7,
m,nk=1 b C
fi(x,y,2,1) Zank(t sm—x sin %y . sin K7 ;
R m,nk=1 b c
gorniisde bolmaly, bu yerde 4, — sanlar, B, (1) — ¢ argumentin

funksiyalary. Bu gaklendlrmeler ¢, f funk51yalar icin seyle bir
gysby cdklendirmeler dildir. Sebébi, furye hatarlarynyn nazaryyetin-
den belli bolsy yaly, funksiyalaryn uly toplumy islendik takyklykda
yokardaky gorniisde ailladylyp bilner [12].

(2) denleménin nazaryyetinden belli bolsy yaly, (2), (3), (4) me-
sele korrekt goylan meseledir, yagny bu meseldnii ¢oziiwi baslangy¢
serte, cik serte we F(x, y, z, t) funksiya iizniiksiz baglydyr. Sol sebép-
li bizifi ¢ , f, funksiyalar barada eden ¢éklendirmelerimiz yerliklidir
diymek bolar. ¢, f, funksiyalar yokarda berlen gorniiglerde hasap
edip, (11), (12), (13) meseldnin ¢ozliwini

V= Zank(t s1n—x sin Mt b Ty s1nkc7fz (14)

m,nk=1

gorniisde gozlilin. Coziwin (14) denlik bilen berlen bahasyny (10)
deiilemede yerine goyup, alarys:

S Vi) + @[(ME] 4 (1] + (5]

mynk=1

Vs (1) = Bm,n,k(t)} sin M x . sin MLy, . skaﬁz = 0.

[ b
Bu yerden, yayyi icinddki koeffisiyentleri nola denlép,

Vyfz,r;,k(l‘) +a'r [(%)2 + <%>2 + (%)2] : Vm.n,k<f) — Bm,n.k(t) =0,

—_

m=1,s, n=1s, k=1,s,
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deiilemeler ulgamyna geleris. (14) deilik bilen gozlenyéan V(x, y, z, t)
funksiya (13) serti kanagatlandyryar. Onun (12) serti kanagatlandyr-
magy li¢in

[S—
[a—

Vm,mk(o) = Am,n,k, m = 1,57 n=1s, k = 1,9,

sertlerin yerine yetmegi yeterlikdir.
Diymek, (11), (12), (13) meselédni doly ¢6zmek iigin,

)R] (T (£ st B =0,

Vm,mk (O) = Am.n,k, m = 1,75, n =

[S—

.8, k=1,s,

meseleleri ¢ozmek yeterlikdir. Belli bolsy yaly, bu denlemelerin
¢Oziiwleri

Vas (1) = =105 [ it / Bui(1 m]

m=1,s, n=1s, k=1,s,

gorniisde bolar. Seylelikde, (11), (12), (13) meseldnin ¢ozliwi

mnk—l_/ank : 117" )td[l
(15)

V(x,y,2,t) = Ze’” 1-

mn,k=1

smm—ﬂx Sll’lﬂy sin kﬂ'Z
c

[ b
formula arkaly kesgitlener (2), (3), (4) meseldniii ¢6ziiwi bolsa, yo-
karda aydylysyna gora,

I(x,y,z, t) = V(x,y,z, 1) T R(x, y, z, 1) (16)

formula arkaly kesgitlener. Bizin sertlerimizde alnan ¢6ziiwin takyk-
lygy s-e baglydyr. Ol nige uly bolsa, ¢oziiw songa-da takykdyr diy-
mek bolar. Matematiki model ¢oziildi. Indi (16) ¢oziiw boyunca, s
sany saylap almak bilen, jisimin islendik nokadynyn islendik wagt-
daky temperaturasyny gerek takyklykda tapyp bileris. Goylan fiziki
mesele doly ¢oziildi diymek bolar.

(15) formuladan birndge netije ¢ykaryp bolar. Formulany
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T(x,y,z,t) = Ze" Rl k) "Apnr + R(x,y,2,1) +

mnk=1

+ D" (Bl menk(t) e S gy

gorniisde yazalyi. R(x, y, z, t) funksiya temperaturanyn yaylanyn ¢agin-
daki bahalary bilen kesgitlenyr, B,  (7) koeffisiyentler jisimifi i¢indéki
yylylyk akymynyn ¢esmesinin paylanys dykyzlygy we temperaturanyn
¢ékdaki bahalary bilen (R(x, y, z, 7) finksiya bilen) kesgitlenyér, 4,
koeffisiyentler bolsa temperaturanyn baslangyc wagtdaky bahalary bi-
len kesgitlenyér. Formuladan gorniisi yaly, onun sag bolegindaki birinji
agza wagtyn gegmegi bilen nola ymtylyar, yagny wagtyn gegcmegi bilen
temperaturanyn paylanysyna baslangye¢ sertin tisiri azalyar. Dine yyly-
lyk ¢esmesinint hem-de gyra sertlerinin tisiri saklanyar.

(16.1)

Eger f | B,... (1)|dt integrallar yygnanyan bolsa, onda M > 0
san tapyly(l)), m, n, k sanlaryn s-den uly bolmadyk bahalary ii¢in
f | Bk (1)|dt < M defisizlikler yerine yeter we Ve > 0 san ii¢in
t san tapylyp, m, n, k sanlarynl s-defi uly bolmadyk bahalary {igin

f | Buui (1) |dt < e densizlikler yerlikli bolar.

1y

Onda, > ¢, ligin

- TZ?_'fB,,,nk t)-e” Slar| <
<le™ ‘sz_z_'me,,k(l‘)e )t |+
4o menk(t)e Rt ) gy | <

ly
m?

< M- eiaﬂz(- bz f§>t'€az7‘l(ﬂ b L)["-I-&

deisizlik yerlikli bolar. Diymek, (16.1) formulada, t — oo halda ii¢linji
agza hem nola ymtylar. Bu bolsa, yokardaky c¢idklendirmelerde, #-niii
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uly bahalarynda temperaturanyn paylanysyna yylylyk ¢esmesiniit hem
tdsirinifi azaljakdygyny gorkezyir. Diymek, f | Buui (1) |dt integral-

lar yygnanyan bolanlarynda, wagtyn uly baha(l)arynda temperaturanyn
paylanysyna dinie temperaturanyn ¢ak nokatlardaky bahalary téisir eder.

Aydylanlaryn diigniikli bolmagy {ig¢in, yonekeyje mysala
seredelin. Goy, (8), (9), (10) meselédni ¢ (1) = C,, w(t) = C,, 0 < ¢ < oo,

C,, C, — hemiselik sanlar, p(x) = C,, 0 <x </, C, — hemiselik san,
x(l—

flany = 20

mesele { ug:m

R(x,t) + XZC + (- ;‘)Cl, .0, ) =fx, 1), V(x,1)=T(x,0)—R(x, 1)

bolar we (11), (12), (13) mesele

x) , 0<x <[ 0<t<oo, bahalarda ¢c6zmeli bolsun. Bu

W =@ flxn), (17)
0,0=V({,t)=0, (18)
V(x.0) = Co— XC2+(§_.X)C1 (19)

gorniise geler.
fix,t) we V(x,0) funksiyalary, olaryii takmyn bahalary bolan,
=S A f B0 a7 X (EE,
s=1 0

) )

!
B.(t)= %f x(l; *) sin ml”xdx.
0

bilen calsyryp, tdze

W =@ flxn), (17)
0,0 =Wl1=0, (18")
V(x,O) _ C3— .XC2+(§—X)C1 (19!)
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meseld seredelin. Onun gézﬁwini

z V,.(t)sin Tx (20)

gorniisde gozlilin. V(x,r) funksiyanyn (17'), (18'), (19') meseldnin
¢Oziiwi bolmagy ti¢in, V' (¢) funksiya

dv,, am'r
B =4Iy, 4 B.(1), @1

Vi(0)=A,, m=l,s,

meseldnin ¢6ziiwi bolmaly bolar. Bu meselédnin ¢oztiwi

Vi(t) = e UF (m/g (W)’dt)

gorniigde bolyar. V' (¢) funksiyalaryii bahalaryny (20) defilemede ye-
rine goyup, alarys:

Vix,t) = Z (7Y (A —|—me t)- el ’dt) smmTﬂx

m=1

V(x, t) funksiyanyn bu bahasyny 7(x, f) = V(x, t) + R(x, t) formulada
goyup, 7T(x, f) temperaturanyn paylanys kanunyny taparys:

[ [

Bu formuladaky

!
2 [x(U=x) . mr
B.(t)== : dx.
(1) lof o sinxdx

integraly hasaplap, alarys:
B.(1) =2

m=1,s, b,— san.

Gorniisi yaly, f | Bi(t)|dt integrallar yygnanyar. Diymek, 7(x, ©)

0
temperaturanyii paylanysyna -nifi uly bahalarynda difie C|, C, san-
lar tasir ederler. Dogrudan hem, 7{(x,f) Ugin alnan formulada B ()
funksiyalaryn bahalaryny goyup we integrallary hasaplap, alarys:
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T(x,t)= Y e+
m=1

(A 2ll9m _ 1 =y -y 2119,,, _ 1 '
amm e amm 2
(7)1 (7)1
sin anlzlﬂ'x n xCs + (; - .X)Cl
ya-da
s s 2
T t — _<M)2t<Am _ 2bm . l2 ) 2bml —t] .
(x,1) ,,,Z::le l I (amrmy =T * ,; (amrm)y — I ¢
-sin a"lmx + G ¥ (E —0)G .
ltir}.}T(x,t) 2 ks (é -G bolany sebipli, bu yerden yokardaky

tassyklama gos-goni gelip ¢ykar.

20. PURSUN OKUNYN EGILMESININ DENLEMESI

Xt Ax

45-nji surat

Gonitiburgly prizma gorniisli piirsiin bir ¢eti diwara pugta berki-
dilen, beyleki, erkin ¢etine bolsa, yokardan asak ugrukdyrylan P giiy¢
tasir edydr diyelin. P giiyjun tésir edydn M nokady piirsiin okunyn
yokarsynda yerlesen diyelin. Piirs sol giiyjiin tdsiri astynda egilyir we
belli bir halda denagramlylykda bolyar. Sonun bilen birlikde, piirsiin
oky hem egilyér. Okun egilendéki defilemesini meselanin matematiki
modelini gurmak bilen tapalyn.
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Goy, Ox oky piirstin oky bilen gabat gelsin, Oy oky bolsa piirsiin
yokarky granyna perpendikulyar gecsin. P giiyjlin tdsiri astynda piirs
46-njy suratdaky yagdaya geldi diyelin. Baslangy¢ halda piirsiin
okunyn x we x + Ax nokatlaryndan gecyédn kese kesiklerinin
arasynda yerlesen bolegi, sonky halda tdze yagdaya gecer. Bernulliniii
gipotezasyna gord, kese kesikler soniky halda hem tekiz gérniisde bol-
yarlar. Egilme 6rédn kici bolany sebépli, kese kesikleriii taraplarynyn
baslangyc haldaky uzynlyklarynyn otnositel ulalmasy (ya-da kigelme-
si) ordn kici bolyar diyip kabul edelin. Piirsiinl egilmesiniii xOy tekizli-
ge gord simmetrik bolany ti¢in, plirsiinl sol tekizlik bilen kesismesiniil
egilmesini Owrenmek yeterlikdir (45-nji surat).

46-njy surat

Ilkibasda bu kesik goniibur¢luk emele getiryédr. Diisniiklilik
ticin, ol Ox oka parallel tarlardan duryar hasap edelinn. P giiyjuin té-
siri astynda, bu kesik tize yagdaya geler. Onun bir tarynyil uzynlygy
tiytgemin galar [11] (ony «bitarap» tar diyip atlandyralyn), ondan yo-
karda yerlesen tarlary siiyner, asakda yerlesen tarlary bolsa gysgalar.

Egilminin ki¢i bolyanlygy sebépli, 46-njy suratdaky 4B we A'B’
dugalary parallel goni ¢yzyklar hasap edip bileris. Onda, piirsiiii xOy
tekizlik boyunca kesiginiii x we x + Ax nokatlar arasyndaky boleginini
soniky yagdayyny, 47-nji suratdaky yaly edip ¢yzyp bileris.

AA' we BB' gonitilerin kesisme nokady (47-nji suratdaky S no-
kat) A'B’ duganyii egrilik merkezi bolar. SA’ bolsa sol duganyi egrilik
radiusy bolar. Tarlar AB we A'B’ aralykda meiizes yerlesyérler hasap
edip, S nokat RR' bitarap duganyn hem egrilik merkezi, SR bolsa onuil
egrilik radiusy diyse bolar. AR'K'B" we ASRR' tigburgluklar menizes.
Sol sebidpden, asakdaky denlik dogry bolar:
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RR’ SR
' K'
A r BV
) 23 S
Bitarap tar
A 74
B
S

47-nji surat

SR = p — bitarap taryn egrilik radiusy. K'R' = u, RR' = Ax belgilemeleri
ulanyp, sonky deiiligi basgaca-da yazyp bolar:

K'B _u

Ax o
Ax — taryn bolejigininn basdaky uzynlygy, K'B’ bolsa onunl egilme-
den soiiky uzalmasy. ¢ = KAf gatnasyga taryn otnositel uzalmasy

diyyérler. Gukun kanunyna goré, o — normal dartgynlyk, & — otnositel
uzalma we E 0zara
o=FEe

baglylykda bolyarlar. P giliyjiin tésiri astynda piirsiin islendik kese ke-
siginde tarlary stiyndiiryin (ya-da gysyan) kese kesige normal icki
giiycler emele gelyér. Kese kesigin AQ meydanyna tésir edyén icki F'
giiyc, kesgitlema gora,

F=0-dQ
formula bilen kesgitlenyar (48-nji surat).
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Kese kesikdéki bitarap tarlaryn nokatlary ok emele getiryarler.
Ona bitarap ok diyyarler. Sol okdan yokardaky tarlar P giiyjiin tésiri
astynda siiynyérler, asakdakylar bolsa yygrylyarlar. Sol sebépli, bi-
tarap okdan yokarda tisir edyan igki giiycler bir tarapa, asakda tisir
edyédn igki giiy¢ler bolsa ters tarapa ugrukdyrylandyr (49-njy surat).

/ D / >F=oAQ

48-nji surat

Ficki giiyclerin bitarap oka gérd momentlerinifi jemini M_ bilen
belgileyirler we ona egilme momenti diyip at beryarler. Eger kese
kesikde zOu koordinata oklaryny yerlesdirsek (49-njy surat), onda M_

licin
M, = f f uodQ
o

formulany alarys. Bu yerde O — kese kesik. o = Ee, € = % denlikleri
ulanyp, ©

z
e Bitarap ok

Vi

49-njy surat
M1=fou2%dQ=%fou2dQ:%
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deﬁligi alarys. Bu y erde I, = I/t2dQ — kese kGSigilvl bitarap ok
p
0

boyunga inersiya momenti. Indi M_egilme momentini baggaga tapalyi.

Goy, piirs P glyjiin tésiri astynda denagramlylyk yagdayynda
bolsun (46-njy surat). Onun islendik kese kesigine garalyn. Plirsiin
kese kesikden sag boleginin onun ¢ep bdlegine bolan tésirini sol kese
kesikde dordn icki giiycler bilen galsyralyn. Ol igki giiyclerini sol
kesiginl bitarap okuna gord momentlerinin jemi, yokarda aydylanlara
gord, M_ den. Pirsin kese kesiginden ¢epdaki bolegi hem ona tasir
edyén dasky giiyclerin (reaksiya, agyrlyk we s.m.) we kesikde dordn
icki giiyclerin tésiri astynda denagramlylykda bolyar.

Beyleki tarapdan, tutus piirs hem ona tisir edyan dasky giiyclerin
tasiri astynda denagramlylykda bolyar. Diymek, piirsiin kese kesik-
den ¢ep bolegine tésir edyin dasky giiycler, onuil kese kesikden sag
bolegine tésir edyian dasky giliycler bilen bilelikde detlagramlylykda
bolyarlar. Sol sebipli, kese kesigin bitarap okuna gora icki giiy¢lerin
M_ momenti, sol oka gori piirsiifi kese kesikden sagda yatyan
bolegine tisir edyin dasky giiycleriin momentine dei bolyar. Indi
biz piirsiiit okunyn defilemesini yazmaga tayyar.

Piirsiiit okunyii defilemesi y = y(x) bolsun. Yokarda gorsiimiz
yaly, okun islendik nokadynda gegirilen kese kesik {i¢in

v = EL

0

deiilik dogry. Bu yerde p — okun sol nokatdaky egrilik radiusy. Mate-
matiki analizden belli bolsy yaly,

”

R P
(1+y7):

formula bar. Egilme kigi bolany sebépli, y"? 6rén kigi ululyk bolyar we

ony taslap, uly takyklykda

—-1 _

”

y

—1

0o =

formulany alarys.
Seylelikde, % = gf we o' =|y"| defliklerifi esasynda, y(x)

egrinin giibergek bolyandygyny goz 6itinde tutup, ok iigin
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deiilemini alarys.

Bu denileme piirsiin okunyn yagdayyny kesgitleydn y = y(x)
funksiya {li¢in differensial denlemedir. Piirsiin okunyn (x, y(x)) no-
kadyndan ge¢yin kese kesigi licin M_ egrilik momentini, piirs agram-
syz hasap edip, piirsiin kese kesikden sag bolegine tésir edyin P
giiyjun kesigin bitarap okuna gérd momenti bilen calsyryp bolyar:

M_= P(I —x).
Ok 1i¢in bolsa
,  P(l—x)
o =0
deiileméini alarys. Bu deiileméni ¢6ziip,
_ P(l—x)
_76E[Z + Cix+C,

alarys. y(0) =0, »'(0) = 0 bolanlygy sebépli,

__ P Pl
0= GEL +C, 0= +Cl

ya-da

__ PP _ P
G = 2EL’ G = 6EL

bolar. Ahyrda piirsiin okunyn denlemesini

__PU=x) _ppr . PrI
6EL.  2EL" ' 6EL

gorniisde ya-da

(l—x)3 r
2EI[ — Lt

y= 2§L (S + 10— x) + (1= x)) - ]
y= B+ (- xy - 2]

149



_ Pxy.o _ P,
y_6EIz[x 3ix], y= (x —31)

yonekey gorniisde yazyp bileris.

,_PU=x) p.pP_ P "
Y=g~ 2Er ~ e\ 1

Oniimin we y” oniimin (0, /) aralykda otrisatel bolany ti¢in, y(x) funk-

siya (0, /) aralykda otrisatel, monoton kemelyidn we onun grafigi

gilibercek bolyar. y(x) funksiyanyn takmyn grafigi 50-nji suratda ge-

tirilen.

Y A

—_——— -

3

-~ 3EL

50-nji surat

Goy, indi kese kesigi Q bolan goniibur¢ly prizma gorniisli piirsiin
dykyzlygy p = p(x) bolsun. Onda piirsiin seredilyéin kese kesikden sag-
da yerlesen bolegine, P giiycden basga, piirsiin sag boleginiii agramy
hem tésir eder. Piirsiin sag boleginin agyrlyk merkezini tapalyn. Piirs
0z okuna gord simmetrik bolany ti¢in, agyrlyk merkezi ol okun, yagny
Ox okunyn {istiinde yatar. Diymek, xOy tekizlikde onuii koordinata-
lary x = x , y = 0 bolar. x_bolsa, belli bolsy yaly,

1
B 1 . B f xodx
. / Idex[ Hods = [odx

formula boyunca tapylyar. Indi biz, piirsiin sag bolegine tisir edydn

giiyclerin biri hokmiinde, P giiyje parallel, (x, 0) nokatda tésir edyén
P = g0 [ odx giigji alyp bileris. Bu halda, kese kesikdiki egiji M.
moment P we P, giiyglerin kesigifi bitarap okuna gérd momentlerinii
jemine den bolar:
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M_=P(l-x)+ P (x,—x).
Piirsiin oky ti¢in denleme

y P(l—x)+P(x.—x) _
EIL B

y
gorniisde bolar. p = p yagdayda

_ _l+x
P =g0p(l-x), x = 5

deiilikleri alarys we (a) defilemédni

P(l = x)+ 800 (I - x)
EL =0 )

gorniisde yazyp bileris. Bu deiileméni ¢oziip, piirsiint oky ii¢in

_PU=x) gQo, (I—-x)
GEL EL. 24

Y+

+ Cix+ G,

formulany alarys. Indi y(0) = 0, '(0) = 0 bolyandygyny goz 6ilinde
tutup,

_P(l=x)  gQos(l —x)' _X<Plz 8000 .13>+

Y =TT 6EL 24FL 2EL T EL 6
PP | g0 I*
teEL T EL 24
ya-da
__(l—x)3< 800 _) l( ngo )
y = 6ET P+ 1 (I —x) CEl P+ (I —x)
_X< Pl _ 8000l +ng013>
2EL ~ 24EL T 6EL )
ya-da
_ U= ( 8000, _ )_ (PF ngoP)
y‘[ 6EL 6EI P52 ) =xl5p +%gpr )
va-da
[ r _(l—X)3< ngo ) ( ngo)
Y=\6er = 6L \IF (I —x) 2EIP+4Z’
ya-da
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[ (U=x) s
Y =I6EL ~ 6EL  2EL

272
(P + g%Oo(l —x)) - gEl[ 8000

formulany alarys. Bu yerde hem y'(x) <0, y"(x) < 0 bolany sebépli,
y(x) funksiyanyn grafigi 50-nji suratdaky yaly bolar.

Indi, bir ¢eti x = 0, beyleki ceti x =/ tekizliklerde berkidi-
len goniiburgly prizma gorniigli piirsiin dine 6z agramynyn tasiri
astyndaky egilmesini 6wrenelin (5 /-nji surat).

40 17
2 7z

Piirsiin dykyzlygyny p(x) (Yagny piirsiin dykyzlygy dinie uzynlygy
boyunga tiytgeyar hasap edilyér), kese kesiginin meydanyny Q bilen
belgildp, onun okunyn denllemesini yazmaklyga giriselin. Piirse tdsir
edyin giliycler we momentler 52-nji suratdaky yaly bolar.

Piirs denagramlylykda hasap edip, statikanynn denlemelerini
yazalyn:

R;+R,—P =0,

R:—R, =0,

—M?+Px.—IR,+M'=0.

Y =

51-nji surat

’MZ X Ml\
{ — Y
R — A -—PR!
— Yy 2 f
R P R!

Xe = ;fprdx, P= 0/p(x)dex, m = Oflp(x)de.

52-nji surat

Piirstifi x nokatda gegirilen AB kese kesigindaki egiji M_ momenti
kesgitldlin (52-nji surat):
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M. = Rix —M*— P (x —x.,),
bu yerde

P = f Qogdx, m = f Qodx, x. = %1 f x0Qdx.
0 0 0

Piirstin orta ¢yzygy li¢in deillemede M -in bahasyny goyup we iki ge-
zek integrirldp, alarys:

:I(IMZ'ELLdX)dX—FClX‘FCz-

y(x) funksiya, serte gord, y(0) =0, »'(0) =0, y(/) =0, y'(/) = 0 denlikleri
kanagatlandyrmaly bolar. Olaryn birinji ikisinden C, = 0, C, = 0 gelip
¢ykyar we y(x)

_ X X 1 B 2_ B
y-(/(0 EIZ< sx— M’ —P(x xq))dx)dx

gorniisi alar. Uciinji we dordiinji sertleri ulanyp, alarys:

! X
L M. 1 ~ _
6EL| ~ 2L T EL f (f bix x“)dx)dx_o’

}’lz

2EL Iz B Elzofpl(x ~%a)dx = 0.

Bu yerden nibelli M? moment we R; reaktiw giiy¢ tapylyar —

:%/Pl(x—xq dx—6f(fPl X — xll)dx>dx

R} = /R(X X, )dx — (fR — X, dx)dx

we y(x) asakdaky gorniige geler:

X3
- lz (x — x.,)dx — (fR(x X, )dx)a’x 6T
!
2 6 x’
—[lofpl(x—xq dx—f(fR(x Xe, dx) SEL
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- bllz(f(fﬂ(x—xq)dx>dx.

Piirs birjynsly bolan halynda, yagny p(x) = p, — hemiselik bolan-
da, y(x) has yonekey gorniise gelyér. Bu yagdayda P, = Op gx,
m, = Q0px, X, = ’26 bolar we

M:%Q‘)Og'é 12Qp°g 214 1300l

3
R = %ong ‘- —on 45 = 5 00ul,

f(ofpl (x —xq)dx)dx = Q.Oog-%

0

bahalary alarys. Bu bahalary ulanyp y(x) ligin

_ _ L 2o x 1
ya-da
_ ong 52

formulany alarys.

21. YKDYSADY MATEMATIKI MODELLER
WE OLARYN COZULIS YOLLARY

Biz su boliimi ykdysadyyet bilen baglanysdyrsak-da, durmusda
su hili modellere getirilip ¢6ziilyan, ykdysadyyet bilen gds-goni bagly
bolmadyk meseleler hem az dildir. Bu hili meselelerin biri barada
sofira glirrlin ederis. Hézir bolsa, ykdysadyyetin matematiki modele
getirilydn meshur bir meselesine seredelin.

Oniim oOndiirmek ii¢in, kirhanada ¢ig malyn, ukyply
hiindrmenlerifi, onlimgilik jaylarynyn, enjamlaryn we s.m. bar bol-
magy zerurdyr. Elbetde, oniimgilik kdrhana {li¢in amatly bolmalydyr.
Bu esasy mesele. Ondan basga-da, sol bir serisdeler har¢ edilende,
diirli tehnologiyalary ulanmak arkaly girdejini yokarlandyrmaklyk
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meseldnin 6zeni bolup duryar. Ine, su meseldni ¢6zmek iigin,
matematikanyn usullaryny ulanmak miimkingiligi bar.

Goy, kdrhanada sol bir 6niim s sany diirli tehnologiyalaryn ko-
megi we m sany diirli serisdéni ulanmak bilen 6ndirilyan bolsun. a,
arkaly i-nji tehnologiya ulanylanda wagt birliginde j-nji serisdanin
har¢ edilen mukdaryny belgilélin, b — Jj-nji serigddnin umumy muk-
dary, x, —i-nji tehnologiyanyfi ulanylyan umumy wagty bolsun. Onda

Za,-,-x,- < b, j=1,m densizlikler yerine yetmeli bolar. Bu yerde,
i=1

manysyna gord, x, i = 1,s — otrisatel dil sanlar. Eger indi ¢, bilen
J-nji tehnologiya ulanylanda 6niimin wagt birliginde dndiirilyan muk-
daryny belgilesek, onda

I=cx +ecx, +..+cx (1)
funksiya kérhanada bir tapgyrda oOndiirilen Oniimii mukdaryny
anladar. Elbetde, ol mukdar nice uly bolsa, kdrhana {i¢cin sonca-
da amatlydyr. Bu amatlylygy matematiki dilde ailadyp bolyar.
b, — Z ;- Xi = X,+;, §+m=n belgilemeleri girizip,

i=1 n
Daxi=b;, 1=j<m, (2)
i=1
tdze ulgam diizelin. Bu yerde, j-nji defilemede,

gy = 1 0, I<ksm, k#j.

(2) ulgamyfix >0, x,>0, ...,x >0 sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi-
ne meyilnama diyyarler. Bu meyilnama n 6lgegli R ginisligin nokady
hokmiinde garasak, onda dhli meyilnamalaryn kopliigi sol gifiislikde
D kopliigi emele getiryér. Indi yokarda agzalan amatlylygy seyle
beyan etmek bolar:

Ay =

I funksiyanyn D kopliikdéki in uly bahasyny kabul edyéin no-
kadyny tapmaly.

Baggaca aydylanda, miimkin bolan meyilnamalaryn iginden,
I funksiyanyn in uly baha eye bolyanyny saylap almaly. / funksiya
maksat funksiyasy diyyérler. Maksat funksiyasynyn il uly baha eye
bolyan meyilnamasyna optimal meyilnama diyyarler. (2) ulgam ¢y-
zykly we I funksiya hem ¢yzykly bolany sebipli, optimal meyilnamany
tapmak meselesine ¢yzykly programmirleme meselesi diyilyér.
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M(x, x,, ..., x ) we Ny, y,, ..., y,) R_gifiisligifi iki nokady bolsun.
Oxot+(1-a)y,xot(-a)y,,...xat(1-a)y),0<a<l,nokatlaryni
kopliigine M we N nokatlary birikdirydn kesim diyyérler. Eger kabir
kopliik, 6ziinin islendik iki nokady bilen bilelikde, olary birikdirydn
kesimi hem 6z i¢cinde saklayan bolsa, onda onia giibercek kopliik diy-
yérler. D kopliik giibergek koplikdir. Dogrydan-da, goy, M(x , x,, ..., x,)
we My,, ¥,, ..., y,) nokatlar D kopligin (x, x,, ..., X ) we (v, 55 --s V,)
meyilnamalara degisli nokatlary bolsun. Bize islendik 0 < a < 1 {igin
0O nokadyn koordinatalarynyn meyilnama emele getirydandigini
gorkezmek gerek. x; = 0, i= 1,n, .= 0, i=1,n bolany ii¢in
xo+ (1 —a)y, >0, i=1,n boljakdygy diisniiklidir. Indi Q nokadyn
koordinatalarynyn (2) ulgamy kanagatlandyryandygyny gorkezelin:
Yaj(xa+(1—a)y)=ad axi+(1—a)) ay =

i=1 i=1

i=1

= Ckb,+(l —Q)bj = bj.

Diymek, islendik a ticin O nokadyn koordinatalarynyn meyilna-
ma emele getiryéndigi dogry bolyar.

Eger D kopliige degisli S(x, x,, ..., x) nokat, sol kdpliige degisli
bagga iki nokady birikdiryédn kesimlerin hi¢ birinde yatmayan bolsa, onda
S nokada D kopliiginn depesi diyyarler. D kopliik tiikenikli sandaky
depesi bolan kdpburglukdyr. D kopliik ¢ékli bolanda, onun depelerinin il
bolmanda biriniii optimal meyilnama bolyandygyny gorkezelin.

D ¢ékli bolany sebipli, kédbir R > 0 san tapylyp, D kopliik merkezi
koordinatalar baslangyjynda bolan R radiusly sferanyfi i¢inde yatar. 4,
yeterlik uly poloZitel san bolanda, / = A, tekizlik sferanyn dagynda ya-
tar. Diymek, D kopliigin nokatlary 7 < i, defisizligi kanagatlandyrarlar.
Solsebépli,h=h ,0<h <h santapylyp,/=h _tekizlik D kopliigi
kébir K kopliik boyun(;a keser. h> h, . halda bolsa 1= htekizlik D
yaylany kesmez. Diymek, / funks1yanyn D yayladaky il uly bahasy /
= h__bolar. [ maksat funksiyasy K kopliigini islendik nokadynda sol
baha eye bolar. Indi bize K kopliigin nokatlarynyn i bolmanda birinin
D kopliigin depesi bolyandygyny gorkezmek yeterlikdir.

K ¢ékli we giibercek kopliik. Bu yagday D kopliigin ¢aklidigin-
den we giiber¢ek bolyandygyndan gelip ¢ykyar. K kopliigin depesi
bar bolsa, onda ol nokat D kopliigint hem depesi bolar. K kopliigin
depesinin barlygyny induksiya boyunca subut edip bolyar. K kopliik
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n—10lgegli/=nh  _tekizlikde yerlesydr. Sol tekizlikde yatyan, n —2
Olcegli tekizlik alyp we ony parallel siiysiirmek bilen, K tigin, edil
yokarda edilisi yaly, K| koplik gurulyar. Eger K| koplik bir nokat-
dan durmayan bolsa, onda K| ligin hem su usuly gaytalap, K, kopliik
alyarlar we $.m. Birndge ddimden so, biz bir M nokatdan duryan K|
kopliige geleris. Elbetde, M nokat K kopliigin depesi bolar. Onda,
yokarda aydylanlara layyklykda, M nokat K kopliigit hem depesi bo-
lar. Seylelikde, asakdaky lemma dogry bolyar.

Lemma 1. Eger D c¢ikli bolsa, onda / funksiya D kopliigin
depeleriniil birinde maksimal baha eye bolar.

Goy, I(x) funksiya D kopliikde yokardan ¢ékli bolsun. Eger D
koplik cdkli bolsa, onda Lemma-1-e gord, /(x) maksimal baha D
kopliigin depeleriniii birinde eye bolyar. Goy, D kopliik ¢dksiz bolsun.
Onda kabir 7, > 0 san ti¢in /(x) > /, koplik D kopliik bilen kesismez.
Lemma-1-in subut edilisini gaytalap, asakdaky lemma geleris.

Lemma 2. Eger D kopliikde /(x) funksiya yokarsyndan c¢ékli
bolsa, onda /(x) 6ziinin D kopliikddki i uly bahasyna D kopliigin
depelerinin birinde eye bolar.

Sol depini M, (x7,x3,...,.x,) bilen belgililii. Onda, kesgitlemi
g0rd, x!,x3,...,x, optimal meyilnama bolar. Esasy mesele su meyil-
namany tapmakdan duryar. Optimal meyilnamany tapmaklygyn diirli
D yayla ¢ékli bolanda ulanylyar. D yaylanyn ¢ékli bolmadyk halynda
maksat funksiyasynyn D yaylada cdkli bolyandygyny anyklamak
mohiim meselelerinl biridir. Bu meseldni ¢ozmége giriselin. Amatly-
lyk iigin, D képligin M(x,, x,, ..., x, ) nokadyny x = {x1, X2, .., X, } Wek-
tor gorniisinde yazmagy kabul edelin. x>0 belgi bilen koordinata-
lary otrisatel ddl wektory belgilélin.

(2) ulgamda islendi »n — m nébellini nola denlldp, kelteldilen
ulgamlaryin C,™" sanysyny alarys. Olaryn i¢inden, dinie bir otrisatel
dil ¢oziiwi bar bolan, basga hi¢ hili ¢6ziiwi bolmadyk ulgamlaryn
¢ozuwlerinifi toplumyny @, bilen belgildlin. Umuman, (2) ul-
gamda islendik n —m + i, 0 <i <m — 1 nédbellini nola denlip, keltel-
dilen ulgamlaryii C;,~"*' sanysyny alarys. Olaryf i¢inden difie bir otri-
satel dil ¢oziiwi bar bolan we basga hig hili ¢6ziiwi bolmadyklarynyn
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m—1
¢oziiwlerinden Q, koplik dizelin. Maksat funksiyasynyfi Q = ZQ,-

i=0
kopliigin nokatlarynyn birinde maksimal baha eye bolyandygyny

gorkezelin. Bir zady bellemek zerur. Eger kelteldilen ulgam x, x,, ...,

x_nibellileri nola defilemek arkaly alnan bolsa, onda biz onufi ¢6zii-
wi diyip x(0,0,0...,0,x%,..,x°) wektora aytjakdyrys. Bu yerde
(x001, x00, .., x0) — kelteldilen ulgamyn ¢oziiwi.

Goy, I(x) maksat funksiyasy D yaylanyn x0=>0 nokadynda
maksimal baha eye bolyan bolsun we X0 wektorynn hemme koordi-
natalary polozitel sanlar bolsun. Goy, X1 € D, X *+ xo bolsun. Onda,
islendik kigi  tigin, x = xo + £ (o — x1) nokat hem D yayla degisli
bolar we

[(x) = I(xo) + ¢ (I(x0) — I(x))

denlik yerine yeter. Eger [ (;C)o) * 1 (;1) bolsa, onda fni
signt = sign[1(x,) — I(x1)] bolar yaly saylap alsak, /(x ) > I(x) alarys.
Bu bolsa, xo nokatda /(x) maksimuma eye bolyar diyen ¢aklama
garsy gelyar. Diymek, ya Xo wektoryn kabir koordinatalary nola den
bolmaly, ya-da D yaylanyn hemme nokatlarynda /' (x) = I(x0) deiilik
yerlikli bolar.

Ikinji halda, S.N.Cernikowyn teoremasyna gord [18], O kopliik
bos bolmaz. Q C D bolany sebipli, [ (x) maksat funksiyasy QO
kopliigin nokadynda hem maksimuma eye bolar.

Birinji halda, xo ¢Oziiwiii nola defi nébellilerini saklamayan (2)
ulgamyn kelteldilen ulgamyna seredeliil. Bu tize ulgamyn polozitel
Xo (;ozuw1 bar, 6zi hem sol ¢oziiwde [ (x) maksimal baha eye bol-
yar. Eger xo ¢0ziiw kelteldilen ulgamyn yeke-ték ¢oziiwi bolsa, onda
xo € Q bolar. Eger-de bu ulgamyi basga-da ¢oziiwleri bar bolsa,
onda sol ¢oziiwlerini kopliiginde /(x) = I(x,) bolar. Bu halda, /(x)
hékmany halda Q képliigii nokatlarynyi birinde 7(xo) baha eye bo-
lar. Seylelikde, asakdaky lemma subut edildi.

Lemma 3. Eger Q kopliik bos bolsa, onda D yayla hem bos bol-
yar. Eger Q kopliik bos bolmasa, onda /' (x) funksiya maksimum baha
O kopligin nokatlarynyn birinde eye bolyar.
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Lemma 4. Goy, (2) ulgamy#i {x:}, |x«]— 00, x:> 0, ¢oziiw-
lerininn yzygiderligi bar bolsun. Eger xe = {xhal,...xi}, Vk, Vs,
ligin x{ > @ > 0 bolsa we kiibir 1 < s < n ligin {x;};_, yzygiderlik
monoton, ¢akli we limx; = a bolsa, onda

Max =b—a.a, j=1,m, (3)
i=1,i#s
ulgamyn hem ‘;/k | = oo, x> 0, Vk,s ligin x> % sertleri kana-
gatlandyryan ¢oziiwleriniil {x" 7 yzygiderligi bardyr.

Subudy. (2) ulgamyit A = {a;} matrisasynyfi s-nji siitiinini sak-
lamayan m tertipli minorlarynyii hemmesi nola den diyelin. Onda
(2) ulgamyn denlemelerini utgasdyrmak bilen onufi bir defillemesini
asx' = b, gorniise getirip bolar. Eger-de dix’ = 0, b, = 0 bolsa, onda
(2) ulgamyii denlemeleri ¢yzykly baglanysykly bolardy. Bu bolsa, (2)
ulgam baradaky basdaky ¢aklama garsy gelerdi. Eger-de ai # O~b01sa
onda (2) ulgamyn islendik ¢6ziiwinin s-nji koordinatasy x' = = = a

hemiselik bolardy. Diymek, {x«}, x: = {xLx%...xi} (2) ulgamyn

s+1

coziiwleri bolsa, onda {x «}, x ¢ = {xbxl,....xi ", xi*", ..., xi} wektor-
lar (3) ulgamyn c¢oziiwleri bolardy we lemmanyn tassyklamasynyﬁ
dogrulygy gelip ¢cykardy.

Goy, 4 matrisanyn s-nji siitiinini saklamayan, m tertipli minor-
larynyn it bolmanda biri nola den dél diyelinn. Diymek, (3) ulgamyn
A" matrisanyn m tertipli minorlarynyii hem it bolmanda biri nola den
dildir. Indi, (3) ulgamda, su minora girmeyéan siitiinlerine degisli
nébellilerinin yerine, X« ¢oziiwiit sol nomerli koordinatalaryny goy-
sak we ony sol minora degisli siitiinlerin nébellilerine gord ¢ozsek,
onda x i = = {xi,xz,..,x0 ", x*, ..., x{} wektor bilen (3) ulgamy alnan
¢Ozliwinin arasyndaky tapawudyn normasyny, k-ny yeterlik uly al-
mak bilen, islendik sandan, mysal ii¢in %-den, ki¢i edip boljakdygy
diisniiklidir. Bu bolsa lemmanyii tassyklamasynyn subudy bolyar.

Teorema. Eger D # @ bolsa, onda I(x ) maksat funksiyasynyfi D
yaylanyn nokatlarynda ¢éksiz bolmagy iicin,

Yax =0, 1<j<m, )
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I(x)=1 (%)

ulgamyn X0 > 0 ¢dziiwinif bolmagy zerurdyr we yeterlikdir.

Yeterhkhgmm subudy.

Goy, x1 € D bolsun. Onda islendik 7 > 0 ti¢in X1+1X €D
we I(X1 +t- XO) = I(xl) +t- I(xo) = I(.Xl) +t bolar. Teoremanyn
sertinin yeterlikligi subut edildi.

Zerurlygynyi subudy.

Teoremany matematiki induksiya usuly boyuncga subut edelini. Goy,
nébellilerin sany iki bolsun. Onda (2) ulgam

ax+by=c

gorniisde, 1(x) funksiya bolsa I(x) = ax + Py gornilisde bolar.
(4)-(5) ulgam bolsa

{ax+ y

by =0,
ax +py =1

gorniisde bolar.

Sonky ulgamyn otnsatel dél ¢oziiwi yok diyelin. Onda, x = _b PRl

[(x)=ax+fy = < ol 1B ) bolyandygy  sebipli, }'Ia
—a§+ﬂ<0, ya-da —aZ+B>O b < 0 bolar. (2) ulgamy,
yagny ax + by = ¢ deiilemédni ¢oziip, taparys. X ——%y + E we

I(x) = ax + By = (—a% + 5)y + a~%. Eger x, y (2) ulgamyn
islendik otrisatel ddl ¢ozliwi bolsa, onda x > 0, y > 0 bolyar we ya
[(x)<a <, ya-da [(x)<pB- C deiisizlik yerine yetydr, yagny / (x)
cakli bolyar.

Goy, teorema ndbellinifi sany n—1 bolanda dogry bolsun. Tersin-
den subut edelin. Goy, (2) ulgamyn x>0, |x¢| — 00, we I(x:) — oo
sertlerl kanagatlandyryan { X} ¢oziiwlerinif yzyglderhgl bar bolsun.

= {xi,x%,...xi } ¢oziiwlerifi hemme koordinatalary k-nyf 6smegi
bllen tuken1k51zhge ymtylyan bolsun. Onda k yeterlik uly bolanda,

Xk—X1

= 7 wektor (4) ulgamyn 220, I(z) =1 sertleri kana-
[(Xk Xl)
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gatlandyryan ¢6zliwi bolar. Bu bolsa teoremanyi sertine garsy gelyér.
Diymek, kibir 1 <s <n we Vk ligin 0 < x; < M sert yerine yetyar.
{;k};)o yzygiderligin {;k}il bolek yzygiderligini x; sanlar monoton
yzygiderlik bolar yaly saylap alyp bolyar. Goy, limxi = a = 0 bol-
sun. 4 > 0 san alalyft we y, = 4 + x, 6zgertme girizei;fo;. Onda (2) ulgam

i:aijyi == bj - <Zn:aij>A9 .] = 19m3 (6)
i=1 i=1

gorniise, I(x) bolsa
I(;) = ZCi)’i - (Z Ci>A
i=1 i=1
gorniise geler. Elbetde, y, = {x} + A, x? + A, .., x{ + A} wektorlar
(6) ulgamyn otrisatel dél ¢oziiwleri bolar, 6zi hem, islendik s we £ tigin
xi = A densizlikler yerlikli bolar. Bu ¢oziwlerini y, = 0, |y = o
we I(y,) — oo sertleri kanagatlandyrjakdygy diisniiklidir. Lemma 4-¢
gord y nibellisinifi yerine 0 goyulyp alnan
i a;yi = bj — <’ZI a,,~>A —das-a (7)
i=1,i#s i=1
ulgamyfi hem y, >0, |y, |- 0o we I(y,) — oo ¢dziiwleri bolmaly.
Emma bu ulgamda nébellilerifi sany n—1 we A = {a;} matrisadan
s-nji siitiini taglanyp alnan 4" matrisa {igin hem

Ay=0

ulgamyf /(y) maksat funksiyasynda y_ = 0 goyulyp alnan, I(y)=1
deiiligi kanagatlandyryan otrisatel dél c¢oziiwi yok. Onda, induk-
siya gord, (7) ulgamyn otrisatel dil ¢oziiwlerinin kopliiginde 1 ()
cikli bolmaly bolar. Bu bolsa yokarda alnan netijé garsy gelyir. Bu
garsylyk teoremanyn dogrulygyny tassyklayar.

Seylelikde, (4)-(5) ulgamyn otrisatel dél ¢oziiwinini bolmazly-
gy, (2) ulgamyn otrisatel dél ¢oziiwlerinin kopliiginde maksat funksi-
yasynyn ¢ikli bolmagynyn zerur we yeterlik serti bolyar.

Belli bolsy yaly, simpleks usulyin ulanylmagy ticin maksat
funksiyasynyn ¢ékli bolmagy zerurdyr.
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Sol sebépli, ilki bilen maksat funksiyasynyn ¢akliligi anyklanyl-
yar we soiira simpleks usuly ulanylyar. Bu meseldni ¢ozmeklige seyle
cemelesmek hdodiirlenilyér: (4)-(5) ulgamyn ¢oziiwiniii barlygyny,
yoklugyny derfiemek ti¢in, ulgamyii m + 1 nébelliden basgalaryny
nola denldp, C;'*' sany, m + 1 nébellili, m + 1 defilemeden duryan
ulgamlar alynyar. Eger bir ulgamyn otrisatel ddl ¢6ziiwi bar bolsa,
onda deriew tamamlanyar. Eger-de sol ulgamlaryn hi¢ birinii
otrisatel dil ¢oziiwi bolmasa, onda S.N.Cernikowyil teoremasyna
layyklykda, (4)-(5) ulgamyn otrisatel dél ¢oziiwi yok bolyar. Bu bolsa
(2) ulgamyn otrisatel ddl ¢oziiwlerinin D kopliiginde maksat funk-
siyasy ¢ékli diymekdir.

Maksat funksiyasy cédkli bolany sebépli, ol ekstremuma D kop-
ligin depelerinde yetip bilyér. Eger sol depeleri yeke-yekeden tapsak
we maksat funksiyasynynl sol nokatlardaky bahalaryny kesgitlesek,
sofira maksat funksiyasynyn tapylan bahalarynyn icinden i ulusyny
saylap alsak, sol hem gbzlenilyédn maksimal baha bolar.

Bu usul simpleks usuldan kin tapawutlanmayar, yone bu yer-
de geg¢irilydn amallaryn sany simpleks usulyndakydan has kép bol-
yar. Seyle-de bolsa, usulyn yonekey diistindirilisini we hézirki zaman
kompyuterleriniin hasaplayys miimkingiliginin 6rdn yokarydygyny
g6z oniinde tutup, seyle usuly az sanly deiilemelerden we nébelliler-
den duryan meseleler ti¢in hodiirlemek bolar.
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