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SOZBASY

Tiirkmenistanyn Prezidenti hormatly Gurbanguly Berdimuhamedow
Berkarar dowletimizini bagtyyarlyk dowriinde yurdumyzyn ykdy-
sadyyetini diinyé tlniilerinin derejesinde dowrebap kdmillesdirmige
goniikdirilen diiypli 6zgertmeleri gifiden yaybanlandyrdy. Bu wa-
Jyp wezipédni amal etmegin esasy ¢0zgiidini hormatly Prezidentimiz
diinydnin in 6ndebaryjy tehnikalaryny we innowasion tehnologiya-
laryny yurdumyzyn ykdysadyyetine diiypli ornasdyryp, 6zgertmele-
ri ylmy esasda alyp barmakda goryar. Bu isleriii uly rowaglyk bilen
one gitmeginde ylmyn &hli ugurlary bilen deii hatarda matematikanyn
hem 6z mynasyp orny bar. Ol ykdysady ozgertmeleriii matematiki
modellerini isldp diizmekde uly dhmiyete eyedir.

Differensial defilemeler okuw meyilnamasy boyunca éwrenilyin
esasy dersin biridir. Bu dersi 6wrenmek ti¢in her bir talyp matematiki
analiz, algebra hem-de analitik geometriya derslerinde gegilen mate-
riallary bilmelidir.

Differensial denlemeler wariasion hasaplamalarda, optimal do-
landyrmalarda, nazary mehanikada gifiden ulanylyar. Fizikanyn,
tehnikanyn, himiyanyi, biologiyanyn, ykdysadyyetint we lukmangylygyn
enceme meseleleri differensial denilemeleri ¢ozmeklige getirilyar.

Differensial denilemeler Owrenilip baglaly bidri iki asyrdan
gowrak wagt gecdi. Wagtyn gecmegi bilen olaryn nazaryyeti 0sdi.
Bu ugurda saldamly ylmy netijeler alyndy. Differensial denlemeler
nazaryyetiniil 6smeginde rus alymlarynyn uly gosandy bardyr. Ozalky
SSSR YA-synyn akademikleri 1.G. Petrowskiy, L.S. Pontryagin,
M.A. Lawrentew, A.N. Tihonow, M.W. Keldys we basgalar 6zlerinin
nazaryyetlerini doretdiler. Bu alymlar differensial deiilemeler nazary-



yetini dsdurmek bilen ¢aklenman, alymlary tayyarlamakda-da uly
isler bitirdiler.

Differensial denllemeler nazaryyeti boyunga Garassyz, baky Bita-
rap Tiirkmenistanda hem uly isler alnyp barylyar. Tiirkmen alymlary
tarapyndan bu ugurda kop sanly ylmy makalalar we monografiya-
lar cap edildi. Berkarar dowletimizin bagtyyarlyk dowiirde tiirkmen
alymlary yokary okuw mekdepleri tligin dowriin talaplaryna layyk
gelydn milli dilde tdze okuw kitaplaryny we gollanmalaryny yazmak
yaly isleri amala agyryarlar.

Okuw kitaby sekiz bapdan ybarat. Birinji bapda birinji tertipli
ady differensial denlemeleri ¢c6zmekligii usullary getirilydr. Coztiwin
barlyk we yeke-tiklik teoremasynyn subudy berilydr. Integral
densizlikler arkaly ¢oziiwlerin hésiyetleri dwrenilyar.

Ikinji bapda Oniime gord ¢oziilmedik denlemelere garalyar we
olary ¢cozmekligin usullary berilyér.

Uciinji bapda yokary tertipli ady differensial defllemeler
nazaryyetinin esaslary beyan edilyir, umumy gorniisdiki denilemi we
onun tertiplerini kemeldip bolyan gorniislerine garalyar.

Dordiinji bapda tiytgeydn we hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly
deiilemeler 6wrenilyér. Olary ¢6zmekligin usullary beyan edilyar.

Bésinji bapda ikinji tertipli ¢yzykly deilemeler nazaryyetinii
kébir meselelerine garalyar. Denlemelerin ikiagzaly gorniise getirilis
usullary, ¢oziiwlerin nollary baradaky teoremalar, gyra meselesi iigin
Grin funksiyasy beyan edilyar.

Altynjy bapda birinji tertipli differensial denilemeler sistemasynyi
coziiwinin barlygy we yeke-tikligi baradaky teorema berilyér
we sistemanyn ¢Oziiwiniii hésiyetleri integral densizlikler arkaly
dernielyir. Uytgeyin we hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly sistemalary
cozmekligiil usullary beyan edilyar.

Yedinji bapda sistemanyii ¢Oziiwinii  durnuklylygynyii
derneliginin usullaryna garalyar. Wagta bagly bolmadyk iki denilemeli
sistemanynl  ¢Ozliwinii  (trayektoriyasynyn) asuda nokadynyn
etrabyndaky yagdayy owrenilyar.
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Sekizinji bapda birinji tertipli hususy oOntimli differensial
deiillemeler dwrenilydr hem-de olary ¢6zmekligini usullary berilyar.

Kitapda beyan edilen nazary materiallar degisli mysallar we me-
seleler bilen berkidilydr hem-de 6zbasdak ¢ozmek {igin goniikmeler
hodiirlenilyar.
Okuw kitaby yokary okuw mekdeplerinir fizika we matematika
fakultetlerinin talyplaryna niyetlenendir. Ondan beyleki yokary
okuw mekdeplerinin talyplary hem peydalanyp bilerler.



| bap

ONUME GORA GOZULEN DENLEMELER

§1. Esasy dusunjeler we kesgitlemeler

Differensial denilemé getirilydn meseld matematiki analiz der-
sinde dus gelindi. Ol funksiyanyn berlen 6niimi boyunca onuil 6ziini
tapmak meselesi. Ol meselede durup gegelin.

Goy, f (x) kdbir y = y (x) funksiyanyn oniimi bolsun. Meselédnin
sertine gord y (x) gdzlenilydn funksiya. Onda

dy _
de = f(x) (1)

~~~~~~

denileménin yonekey gorniisidir. Goézlenilydn y funksiyany tapmak
ticin (1) denileméni

dy =f(x)dx
gorniisde yazalyn. Bu denligin iki béleginden hem integral alsak,
y= [ f@dx+C 2)

bolar, bu yerde C- erkin hemiselik san. (2) funksiyany (1) denlemede
y-il ornunda goysak, onda f{x) = f(x) tozdestwony alarys. Seyle

......

......

cOziiwlerin tiikkeniksiz kopliigini diizyér, sebébi ol erkin hemiselik sany
Oziinde saklayar. Bu ¢oziiwe (1) denleméniin umumy ¢oziwi diyil-
yar. Eger C-e kesgitli san bahalary bersek, onda (1) defileménin diirli
cOzliwlerini alarys. Ol ¢oziiwlere (1) denlleminin hususy ¢oziiwleri

......
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Differensial defilemeler iki topara boliinyér. Olaryn biri ady dif-
ferensial denilemeler, beylekisi hususy oniimli differensial deiilemeler.
Eger differensial defilemede gozlenilyan funksiya bir argumentli bol-

Eger differensial defilemede gozlenilyan funksiya kop argument-
li bolsa, onda ofia hususy oniimli differensial denileme diyilyér.

Differensial defileménin tertibi ol defllemedéki gdzlenilyin
funksiyanyil onlimleriniii i uly tertibi bilen kesgitlenyar.

Indi yokarda aydylan diisiinjelere takyk kesgitlemeleri berelin.

Bagly dil tiytgeyédn ululygy, gozlenilyidn funksiyany we onun

Birinji tertipli ady differensial defileme umumy gorniisde

dy (x)
dx

denilik bilen berilyéar, bu yerde x—bagly dil tiytgeyan ululyk, y —
gozlenilyén funksiya, y* = Z—i — gozlenilyén funksiyanyi oniimi, F~berlen

Flx,yx), =0 (3)

......

dy(x) _
Goy, f(x, y) funksiya D oblastda berlen bolsun.
Eger kébir (a,b) interwalda y = ¢ (x) differensirlenyén funksiya

1) (x,9o(x))e D, x€(a,b),

2) di}[ig(cx) = f[x,9o®)], x € (a,b)

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda y = @(x) funksiya (4)
denileméinin (a, b) interwaldaky ¢6ziiwi diyilyar.

Yokarda differensial defilemanini hususy haly ii¢in tapylan (2)
¢coziiwde hemiselik C sanyn bardygyny gordiik. Ona gord-de differen-
sial defileménin (1) gérniisde berlen yagdayy ticin umumy ¢oziiwinii
diiziminde C hemiselik sanyn bolmalydygyny goryéris.
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Goy,
y=¢kx,C) (5)

funksiya x boyunca differensirlenyén bolsun, bu yerde C — erkin
hemisgelik. Eger V (x,y)e D nokat iigin (5) denileme C-e gord ¢oziil-
yan bolsa, yagny

C=ox,y),xy)eD (6)

we (5) funksiya C-nin kesgitli bahasynda (4) defileméanin ¢oziiwi bol-
Eger (4) differensial defilleménin umumy ¢6ziiwi anyk dél, yagny
?(x,y,C) = 0 gorniisde tapylan bolsa, onda ona (4) defileméanin umu-

------

------

------

------

Differensial detilemeler nazaryyetinde Kosi meselesini dwren-
meklik esasy orun tutyar. Sona gorid-de birinji tertipli differensial
denileme iicin Kosi meselesini kesgitlélin.

Differensial denleménin

y (X)) =¥, (7)

serti kanagatlandyryan y = @(x) ¢Oziiwini tapmaklyk meselesine

------

rrrrrr

berlen denlleménii berlen M (x,, y,) nokatdan ge¢yan integral egrisi-
ni tapmak meselesidir. Seylelikde, (4) denileménin (7) serti kanagat-
landyryan ¢6ziiwini tapmak iigin C hemiseligin

Yo = ¢ (x0,C)

denillemeden kesgitlenen bahasyny y = ¢ (x,C) umumy ¢oziiwde ye-
rinde goymaly.
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1-nji mysal.
dy _ cosX
dx

deiilemi garalyn.

Denleméni dy = cos xdx gorniisde yazalyn. Bu denligin iki bole-
gini hem integrirldp, berlen defileménin y = sinx + C umumy ¢dzliwini
alarys.

Goy, ¥(0) = 1 baslangyc¢ serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tap-
mak talap edilyin bolsun. Onda umumy ¢6ziiwde baslangy¢ bahalary
goyup, 1 =sin 0+ C anlatmany alarys. Bu yerden C=1, y=sinx + 1 funk-
siya garalyan denleménin berlen baslangy¢ serti kanagatlandyryan
¢Ozliwi bolar.

Egriler masgalasynynt defilemesi boyunga differensial den-
leméni diizmek bolar. Hakykatdan-da, goy, @ (x, y, C) = 0 egriler
masgalasynyn denilemesi bolsun, bu yerde @ differensirlenyin funk-
siya. Berlen deniligi x boyunca differensirlép,

o0 , a0 dy _

g + g : 7X - O
deniligi alarys. Eger bu denlikde C san bolmasa, onda ol gozlenilyén
differensial defileme bolar.

Eger ol denlikde C san bolsa, onda yokardaky iki denllikden C
sany (parametri) ¢ykaryp, berlen egriler masgalasynyii deiilemesi
tcin F(x, y, ") = 0 differensial defillemaéni alarys.

2-nji mysal. y = Ce* egriler maggalasy ticin differensial denlleme
diizmeli.

Berlen funksiyany x boyunca differensirldp, )' = Ce* denligi
alarys. Bu deilikden C sany ¢ykaryp, onlime gord c¢oziilen )' = y
denileméni alarys.

3-nji mysal. y = sin(x + C) egriler masgalasy {i¢in differensial
denlleméni diizmeli.

Berlen funksiyany x boyunga differensirldp, ' = cos(x + C)
denligi alarys. Bu yerden y? + y> = 1 differensial defileméni alarys. Bu
Oniime gord ¢oziilmedik denlemedir.

4-nji mysal. x> + Cy? = 2y egriler masgalasy t¢in differensial
deiileme diizmeli.
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Berlen funksiyany x boyunca differensirldp, 2x + 2Cyy' = 2/
deiligi alarys. Bu yerden C-ni tapyp we berlen egriler masgalasynyil
denlemesinde goyup, 6nlime gora ¢oziilmedik x*' — xy = y)' differen-
sial denlemaéni alarys.

Indi differensial deiilemelere getirilyén geometrik we fiziki me-
selelere garalyn.

1-nji mesele. Galtasyanyn koordinatalar oklary arasynda ¢ékle-
nen kesimi galtasma nokadynda den 1kd boliinyén egrileri tapmaly.

Coziilisi. Goy, y = y(x) gozlenilydn egriniii defilemesi, M
(x,y) — gozlenilydn egrinin erkin galtagsma nokady, |4B| — galtasyanyn
oklar arasyndaky kesimi bolsun. Serte gord |BM| = |MA|.

OBA tgburglukdan alarys:

—‘OB’—tga'
|OA]

Bu Verde |OB| = 2y, |OA| = 2x, tgw = — tg S = — ). Diymek, 2 = — y’
. Bu denlik differensial denilemedir. Ony X

dy __»

dx X
ya-da

dy __dx

y X



gornlsde yazalyn. Soriky deriligin iki bolegini hem integrirlap, xy = C
denligi alarys. Gozlenilyan egrilerin derilemesi tapyldy. Meselanin
sertini denitaraply giperbolalaryn koplligi kanagatlandyryan eken.

2-nji mesele. Tamdyrdan ¢ykarylan ¢orek 10 minutda 100 gra-
dusdan 60 gradusa ¢enli sowady. Howanyn temperaturasy 20 gradus.
Nége wagtdan son ¢oregin temperaturasy 25 gradusa ¢enli sowar?

Coziilisi. Coregin sowama tizligi ¢orek bilen howanyn
temperaturalarynyn tapawudyna proporsionaldyr. Nyutonyn kanuny-
na layyklykda, yagny

dT _
&= kT -T). (8)

Bu yerde T — ¢oregin temperaturasy, k — proporsionallyk koeffi-

siyenti, 7, — howanyf temperaturasy, % — sowama tizligi,  — wagt.

Yokardaky denlik differensial defilemedir. Ol defileméni

dr_ _
7 = kdi

gorniisde yazalyn. Bu denligi integrirldp, alarys:

In|T- T | = kt + InC,

bu yerden
T=T+Ce" 9)

(8) denlemanin umumy ¢oziiwi tapyldy. Meseldnin sertine gord £ = 0 mi-
nutda ¢oregin temperaturasy 7 = 100 gradus, yagny 7 (0) = 100. Bu
baslangyg¢ sertden peydalanyp, (9) ¢6ziiwden C-nin bahasyny tapalyii:
C =(100 —20)e = 80.

C-nin tapylan bahasyny (9) denlikde goyup,

T=20+ 80¢ (10)

denligi alarys.
Meseldnin sertine gord ¢ = 10 minutda c¢oregini temperaturasy
T = 60 gradusa geldi, yagny 7 (10) = 60. Bu bahalary (10) denlikde
goyup,
60 =20 + 80e/7*
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denligi alarys, bu yerden
e = 27%.
ef-nyn bahasyny (10)-da goyup,
T=2048021,
deiligi alarys. Sonky denlikde 7= 25 bolanda, z-nin bahasyny tapalyn.
5-80.2 10, ¢= 40,
Diymek, tamdyrdan ¢gykarylan ¢oregiin 100 gradusdan 25 gradu-

sa ¢enli sowamagy li¢in 40 minut wagt gerek eken.

§2. Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edilen deflemeler

Eger onlime gora ¢oziilen detileme
P(x)dx + Q(y)dy =0 (1)
gé')rniisde berlen bolsa, onda oﬁa l'i}'ltge}'Iéin ululyklary a}'fyl sa)'fyl edilen

......

gord, dy-in koefﬁs1yent1 difie y-e gord funksiya. P(x) (a, b) 1nterwalda,
O(v) bolsa (c,d) interwalda tizniiksiz funksiyalar. (1) deniligi integrirlép,

[Pwadx+ [0G)dy = C 2)
denligi alarys. Bu (1) defileméninn umumy integraly bolar. (2) deiligi

/mww+wi@— 3)

Yo
gorniisde yazmak hem bolar.

(1) defileménin y(x ) = y, baslangyg serti kanagatlandyryan ¢oztiwi

fP(x)dx + fQ(y)dy =0

(P(-Xo) #0 Q(yo) # 0)
16



formula bilen kesgitlenyar. Kosi meselesini ¢ozmek ti¢in (2) formu-
lany hem peydalanmak bolar. Onun tigin integrallary tapyp, x-ifi ornu-
nax, - y, y-ift ornuna y, - y goyup, C = C, bahany kesgitlemeli we ony
tapylan umumy integralda goymaly.

Indi
Pi(x)P,(y)dx + O,(x)0,(y)dy =0 (4)

deiilemi garalyn, bu yerde P,, P,, Q,, O, lizniiksiz funksiyalar.
Denleminin iki bolegini hem ﬁ-e kopeldip,

P (x) 0,

dx + dy = 0,
0.0 ™ TR
Qi) P, (y) #0

(1) gorniisli denlleméni alarys. Sonra integrirlép,

Px) 4 0, (Y)
ot
deiiligi alarys. Bu deiilik garalyan denileménini umumy integraly bo-
lar. (4) denleménin hususy gorniisleri bolan
D= g0y, L)

deiilemelerin liytgeyédn ululyklaryny ayyl-sayyl edip, gorkezilen usul
bilen olaryn umumy integrallaryny tapmak bolar.

Indi tytgeyédn ululyklary ayyl-sayyl edilen denilemelere getiril-
yéan denlemelere garalyn. Goy,

y _
e = f(ax + by)

deiileme berlen bolsun, bu yerde a we b hemiselik sanlar. ax + by = u(x)
belgileméni girizelin. Onda

du dy
dx =a+b dx
bolar. Berlen denleme
1. du _a _
b ax =W

2. Sargyt Ne 901 ]
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gorniisi alar. Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl etsek, onda

du _
bf(u) + a dx
bolar. Bu yerden
du _
fbf(u)+a =x+C

Integral tapylandan sofi #-nyi ornuna ax + by-i goyup, garalyan denle-
ménin umumy integralyny alarys. Eger defileme
dy

E:f(ax—lrby%—(?)

gorniisde berlen bolsa, onda ony ax + by + C = u belgileméni girizip,
iytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen defilema getirmek bolar.
1-nji mysal. (1 +)?)dx + (1 + x*)dy = 0 denileméni ¢ozmeli.

1

5 5 anlatma
(1 +y)(1 +x7)

Caoziilisi. Denleménin iki bolegini hem
kopeldip,

dx n dy
1+x%)  (1+yH

denillemaéni alarys. Bu yerden

dx dy
f<1+x2>+f<1+y2>_c

Deiilleméanin umumy integraly

arctg x +arctgy =C

gorniisde bolar. Eger C sanyn yerine arctgC sany alsak, onda umumy
integral yonekeylesyar. Hakykatdan-da,

arctg x + arctg y = arctg C.
ya-da
arctg y = arctg C — arctg x

denligi alarys.
18



Bu yerden
tg(arctg y) = tg(arctg C — arctg x),

_ tg(arctg C) — tg(arctg x)
1 + tg(arctg C)- tg(arctg x)

ya-da
_ C—x
YT 1+ Cx
Bu funksiya berlen denleménin umumy ¢oziiwidir.
. dy .
2-nji mysal. 7 Sinx = ylny
denleménin y(%) = 1 baslangy¢ serti kanagatlandyryan ¢oziiwini
tapmaly.
Céziilisi. Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edelifi:

dy _ dx
ylny  sinx’
Indi denligin iki bolegini hem integrirlélin:
/‘@:: dx
ylny sinx

mmﬂ=mggwma

Iny = C- tg% ya-da y = eCen,

Seylelikde, denleménin umumy ¢6ziiwi alyndy. Berlen baslangyc
serti kanagatlandyryan ¢6ziiwi tapmak {icin, umumy ¢oziiwde

X = %, y =1 bahalary goyup, 1 = €y denligi alarys.
Bu yerden C = 0. Umumy ¢oziiwde C = 0 bahany goyup, talap edilyén
¢Oziliwi alyarys. Ol ¢6ziiw y = 1. Bu ¢0zliw berlen denleménii hususy
¢Ozliwidir.

dy

3-nji mysal. e cos(y — x) denileméni ¢ozmeli.

Caoziilisi. y — x = u belgileméni girizelii. Onda
du_dy | dy _du
de dx 7 dx dx

19
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Berlen detileme

__dy
1 —cosu

du
dx

gorniisi alyar. Bu yerden

_(__du  _ u _
fl—cosu_fdx+c’ ctg2—x+C.

+ 1 = cosu ya-da

y—Xx

;= x + C berlen

Sonky deinillikde u-ny y —x bilen galgyryp, ctg
denllemdniii umumy integralyny alarys.
Mesele. Galtasma astynyi uzynlygy hemiselik a sana den bolan

egrileri tapmaly.

ylk
M
Y
a .
O x 4 B X
o i ) IMA| . ...
Coziilisi. Serte goré |[4B| = a. MAB ticburglukdan tga = AB deniligi
alarys. Matematiki analiz dersinden tga = —ﬂ. Onda b _ -2,
dx dx a
Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edip, ony @ __ % gornilisde yazalyi.
Bu yerden Y
-_X
In|y|= p + InC,

yagny y = Ce 9. Bu funksiya garalyan denileménint umumy ¢6ziiwi.
Umumy ¢oziiwden gorniisi yaly, gozlenilydn egri ¢yzyklar gor-
kezijili funksiyalaryn grafikleridir.
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§3. Birjynsly denlemeler

D~ fxy) ()
denilemé garalyn.
Eger f(x, y) nol 6lgegli (derejeli) birjynsly funksiya, yagny islen-
dik ¢ # 0 ti¢in f(zx, #y) = f (x, y) serti kanagatlandyryan bolsa, onda
(1) denillema birjynsly denleme diyilyar.

Goy, t = —, onda f(x,y) = f( ) bolar. (1) detileme

dy _ o1
- =A17) @
gornilsi alyar. % = u belgilemiini girizelifi. Onda
Y =ux (3)

bolar. Bu yerde u = u(x) gozlAenilyan funksiya. (3) denligi x-e gora
differensirlép,

—— == x4 U 4)

deniligi alarys. (3) we (4) denlikleri peydalansak, onda (2) detileme

du _
gy XTu= f(1,u)

gorniise gelyir. Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edelifi:

#:%, flu)—u+0.

Bu denligi integrirlap,

=In|x|+ C

f 11, u)—
denligi alyarys. Sonky denlikde integral tapylandan son, u-nyi ornu-
na %-i goyup, (1) defilemdninn umumy integralyny alarys. Eger

SUl,u) — u = 0 bolsa, onda bu deflleménif u = u, koklerini tapyarys.
v, = ux funksiyalar (1) defileméninl ¢ziiwleri bolar.
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Indi
M(x,y) dx + N(x,y)dy =0 (5)

umumy denlema garalyn, bu yerde M(x, y) we N(x, y) # 0 kébir oblast-
da lizniiksiz funksiyalar.
Eger M(x, y) we N(x, y) denderejeli birjynsly funksiyalar, yagny

M(tx,ly) =1 M(x’ y)a
N(tx,ty) =t"- N(x, y)

sertler yerine yetyan, bolsa, onda (5) birjynsly denileme bolar. Sebébi
M(x,y)
N(x,y)
deiileméni (3) ornuna goymanyn komegi bilen, liytgeyédn ululyklary
ayyl-sayyl edilen deiilemi getirmek bolar.

Mysal.

gatnasyk nol derejeli birjynsly funksiya. Bu yagdayda (5)

dy _ 2xy
dx ~ x2+y2

denlemani ¢6zmeli.
Cogziilisi. Bu defileminin sag bolegi birjynsly funksiya, ¢iinki
2tx - ty 2xy
= = fxy).
F+(of ey
Deiileméanin umumy ¢dziiwini tapmak {i¢in (3) ornuna goymany pey-
dalansak, berlen denleme

ftx,ty) =

dx 144’
gorniise geler. Denlemaénin liytgeyén ululyklaryny ayyl-sayyl edelin:

di 1 1 4+u I/l du.
X u—u
Bu denligin iki bolegini hem integrirlesek, onda

In|x| = f1+u du+InC

22



ya-da
Inlx| = In|u| — In|1 — u| — In|1 + u| + InC

Cu

bolar. Bu yerden 5 = x deiiligi alyarys. u-nyfi ornuna % goyup,

denleménin x* — y* = C umumy integralyny alyarys.
§4. Birjynsly denlemelere getirilyan denlemeler
(1)

dy _ ( ax+by+c )

dx \ax+by+c

defilemd garalyni, bu yerde a,b,c, a b ,c, berlen hemiselik sanlar,
f(x) — lizniiksiz funksiya. Eger ¢ = ¢, = 0 bolsa, onda (1) birjynsly
deiilemedir. Bu yagdayda (1) detileméni y = ux ornuna goyma bilen
¢6zmek bolar.

Goy, ¢ we ¢, sanlaryf ift bolmanda biri noldan tapawutly bolsun.
(1) denileméni birjynsly defileméd getirmek ii¢in

{x =t+a @)
y=y+8

ornuna goymany ulanalyn, bu yerde ¢, u — tiytgeyan ululyklar,
a, B —hazirlikge kesgitlenmedik sanlar. (2) denlikden dx = dt, dy = du
bolar. Seylelikde, (1) detileme

dﬂzf at + bu + aa + b + ¢ 3)
dt at+bu+aa+bp+c

gorniisi alyar. Bu defileménin birjynsly deiileme bolmaklygy ti¢in
ad +bf+c=0
aa+bf+c =0

sertler yerine yetmelidir. Gorniisi yaly, (4) sistema @ we [ ululykla-

ra gord ¢yzykly denilemeler sistemasydyr. Olaryn bahalaryny tapmak
ticin kesgitleyji diizyaris:

4

a b

a, b

A =
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Iki yagdaya garalyn:
1) goy,
a b

# 0 bolsun. Onda (4) sistemanyi @ = @,, = [5, yeke-tik
a, b

¢Oziiwi bolar. Bu bahalary (3) deilemi goyup,

du _ fart bu

dt a,+ byu
gorniisli birjynsly denileméni alarys. Bu denileménin umumy inte-
gralyny tapyp, #-niil deregine x — @,-i, u-nyii deregine y — j,-i goyup,
(1) defileménin umumy integralyny alyarys;

2) goy,
@ b 0 bolsun. Onda & = b A bolyar.
a b a b
1 1
Bu yerden @, =a-A, b, =b-A. (1) deileméni
dy _ ax + by +c
dx _f<ﬂ(ax+by)+cl) )

gorniisde yazalyn. ax + by = z belgileméni girizeliii. Onda

dy _ a1 dz 5
= b + b bolar we (5) defileme
_: z+c
(ﬂz+ >+a

gorniise geler. U}’/tgeyéin ululyklaryny ayyl-sayyl edip,

dz =dx
zy(-éiily-ra

AZ+ ¢
denileméni alarys. Bu defileménin umumy integralyny

e T
d < Az + ¢ ) ta
gorniigde alarys. Integral tapylandan soii, z-ifi ornuna ax + by-i goyup,
(5) denileménin umumy integralyny almak bolar.
Indi
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M(x, y)dx + N(x, y)dy =0 (6)

denilema garalyn. Eger (6) birjynsly deiileme bolmasa, onda ony kébir
yagdaylarda y = z“ ornuna goymany ulanyp, birjynsly defilemé getir-
mek bolar. @ san alnan defileme birjynsly bolar yaly edilip saylanyp
alynyar.
1-nji mysal.
dy x+y-5
dx x—y—1
deiileméini ¢ozmeli.
Coziilisi. Bu denlemede (2) ornuna goymany ulanyp,

du _ttut+a+p-5
dt — t—u+a+p-1

deiilemini alarys. Bu deiileme ii¢in (4) sistema
a+pB—-5=0
a—pF—-1=0
gorniisde bolar. Bu sistemanyn kesgitleyjisi
‘ W:—2¢0
1-1
Bu yerden @ = 3, S = 2. Berlen defileme

du _t+u
dt  t—u
gorniisli birjynsly defilema gelyér.
Bu deiilemede u = ¢z ornuna goymany ulanalyn. Onda

dz _1+z
S da 1-z
1—1z dt
=2 gy =L
1+7 {

Bu denligin iki bolegini hem integrirlélin:

1+zZ dz_fdt



1.

ZlmLuH:mw+mc

arctg z —

ya-da arctg z = In|Ctv'1 + Z2 |, z ululygy % bilen ¢algyrsak, onda

arctg% = In|CV* + u?|

bolar. Bu deiilikde #-nifi ornuna x — 3-1, u-nyii ornuna y — 2-ni goyup,

y—2
x_

1= In|Cy(x = 3)% + (y — 2)?

arctg
deiiligi alarys. Seylelikde, berlen defileménin umumy integralyny
alarys.

dy _ x+y+1

2-nji mysal. dx 3+ 3y— 1

denleméni ¢ozmeli.
Caoziilisi. Bu yerde kesgitleyji

‘1 1 _ 0.
33
x +y =z ornuna goymadan peydalanalyi.
dz _ 1,4
dx b+ dx’
yagny
ay _dz
dx  dx ’
Berlen deiileme % = % gorniise gelyar. Bu denleméniii umumy

¢6ziiwi 3z — In|z| = 4x + C bolar. Bu yerde z-nifi ornuna x + y-i
goyup, berlen denileménin umumy integralyny

3y—x—Inx+y=C

gornisde alarys.
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§5. Cyzykly denlemeler

Eger gozlenilyédn y funksiya we onun ' 6niimi defilemede birinji

------

Cyzykly differensial denileme

D4 Py =0W M

gorniisde berilyér, bu yerde P(x) we Q(x) funksiyalar (a, b) interwalda
berlen iizniiksiz funksiyalar. Eger O(x) = 0 bolsa, onda (1) denlemeden
ay _

deiileméni alarys.

------

bolsa ¢yzykly birjynsly deiileme diyilyar. Ilki (2) defileméniii umumy
¢coziiwini gozldlin. Ol deilleménin iiytgeydn ululyklaryny ayyl-sayyl
edip, ony

5= P(x)dx
gorniisde yazarys. Bu denligi integrirlép,
In|y| :—fP(x)dx +1InC
deiiligi alyarys, yagny
y = C’e‘fp(’”dx, (—o0< <) 3)

Tapylan funksiya (2) defileméninn umumy ¢oziiwidir. Ony

y = C~exp<—fP(x)dx)

gornlisde hem yazmak bolar.

Indi (2) denleme {i¢in Kosi meselesine garalyn. Basgaca aydy-
landa, (2) defleménin y(x) = y, baslangy¢ serti kanagatlandyryan
¢ozliwini tapalyn. (3) denlikde kesgitsiz integraly yokarky c¢dgi tiyt-
geyin ululykly kesgitli integral bilen ¢alsyrmak bolar. Onda ony
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- [P )
y=Ce ™
gorniisde yazarys.

Goy, x =x, bolsun. Onda baslangyg serti goz 6fitinde tutup, C=y, bol-
yandygyny goryaris. Ony (4) denilikde ornuna goyup, gozlenilyén ¢oziiwi
alarys. Eger y (0) = 0 baslangyg serti alsak, onda y = 0 ¢6ziiwi alarys.

Indi (1) defileménin umumy ¢6ziiwini tapmaklyga gegelin. Onun
iicin LagranZ usulyny (wariasiya usulyny) ulanalyi. (3) ¢6ztiwdédki C
hemiselik sany C(x) funksiya bilen ¢alsyryp,

y = Clx)e /P& (5)

funksiyany alarys. (5) funksiya (1) defilemédnin ¢oziiwi bolar yaly
edip, C(x) funksiyany tapalyn. (5) funksiyany (1) defilemede y-ifi or-
nuna goyup,
dfb(CX) ) e‘] P(x)dx B C(X)P(X) e_fp(x)dx + P(X) C(X) e—fP(x)dx — Q(X)
deiligi alarys, bu yerden

dC(x) _
dx

Sonky deiligin iki boleginden hem integral alsak, onda

Q (X) ef P(x)dx .

Cx) = f O@x)e! PO gy 4 ¢y

deniligi alarys. C(x)-iii bu bahasyny (5) deiilikde ornuna goyup, (1)
denileménin

y = Cle_fp(x)dx + o[ Pdx fQ(X) ef”(x)dxdx ©)

umumy ¢oziiwini alarys. Bu yerden goérniisi yaly, (6) ¢oziw (2)
dentllemdniin umumy ¢oziiwinin we (1) defileménin hususy ¢oziiwinin
jeminden duryar. Munun seyledigini subut etmek ii¢in, (6) denligin
sag boleginin degisli gosulyjylarynyn ol deiilemelerde y-in ornuna
goylanda tozdestwolarynn alynyandygyna goz yetirmek yeterlikdir.
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Eger y (x,) = y, baslangyg sert berlen bolsa, onda (1) defileménii bu
serti kanagatlandyryan ¢oziiwi

_ fP(x)dx X fP(x)dx
+e : fQ(x)e’“’ dx

X0

— /%.P (x)dx

X0

Yy = Y€

gorniisde berler.

Indi (1) denleménin umumy c¢oziiwini tapmaklygyn Bernulli
usulyny beyan edelii. Coziiwi y = uv gorniisde gozleyiris, bu yerde
u(x) we v(x) tdze gozlenilyédn funksiyalar. Ony (1) denilemede goyup,

du + dv, + P(x)uv = Q(x)

dx dx
ya-da
du dv
dxv+<dx +P(x)v)u+Q(x) (7)

deiileméni alyarys. u-nynl koeffisiyenti nola dwriiler yaly edip, v-niii
bahasyny tapalyn, yagny v—ni

4 4 pxyy =0
dx
deiilemeden tapalyii. Bu birjynsly defileménin umumy ¢oziiwi
y = Ce [ PW (®)

gorniisde bolar. (8) funksiyany (7) deiilikde goyup,
Gece /T = 0w
denileméni alarys, bu yerden

Cdu = Q(x)efP(")d"dx.

Sonky deiligin iki bolegini hem integrirldp,

U= %(fQ(x)efP(X)d"dx + C1>

funksiyany taparys. Onda
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y=uv= Cle—fP(x)dx + e—fP(x)dx . fQ(x)efP(x)dxdx

bolar.
Bu bolsa (1) defileménin umumy ¢oziiwidir.
Mysal.
ﬂ . ___cOosx
dx + ysinx = ¢

deiileméni ¢ozmeli.
Caoziilisi. Berlen denleménin umumy ¢6ziiwini tapmak {igin

dy R
o + ysinx =0

birjynsly denlleminin ¢oziiwini tapalyn. Bu denleménin iiytgeyan
ululyklaryny ayyl-sayyl edelin:

ﬂ = — sinxdx.

Sonky denligi integrirlép,
Inly| =cos x + InC

deiiligi alarys. Bu yerden y = Ce® bolar.
Berlen denleménin ¢oziiwini

y — C(x) eCOSX (9)
gorniisde gozlalin. Bu funksiyany berlen denlemede goyup,

dC(x) . g%0S¥

I —C(x) e sinx + C(x) - € - sinx = "

denligi alarys, bu yerden %J(Cx) =1, yagny C(x) =x + C,.

C(x)-int bahasyny (9) formulada goyup, basdaky denleménin
y — (X + Cl)ecosx

gorniisli umumy ¢6ziiwini alarys.
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§6. Cyzykly denlemelere getirilyan denlemeler

dy _ m
7X+P(x)y = Q0(x)y (D

denilemé garalyn. Bu ¢yzykly dél denlemedir. Ol denileméd Bernulli
cyzykly deiilemeler alynyar. Olar yaly defilemeleri ¢6zmekligin usul-
lary 6wrenildi. Denllemediki P(x) we Q(x) funksiyalar (a,b) interwal-
da tizniiksiz funksiyalar diyip giiman edelil. (1) deilleméni ¢yzykly
denllemd getirip bolyandygyny gorkezelin.

Denlemaénin iki bolegini hem y”— e boliip,

y Dy Py "= 0

denleméni alarys. Bu yerde y'™ = u ornuna goymany ulanyp,

% +(1 —m)Px)u = (1 —m)Q(x)
denleméni alarys. Bu ¢yzykly birjynsly dil denleméniin umumy ¢ozii-
wini

0= e(m—l)fP(x)dx.[C+ (1—m) _/Q(x)e(m—l)_/‘P(x)dxdx]

gornilisde yazmak bolar. Bu yerden u funksiyany y'-i bilen ¢alsyryp,
(1) deiileménin umumy ¢oziiwini

. - 1
y=e PN [Ch (1=m)- [ QeI TO%ax]=m ()

gorniisde alarys.
Cyzykly ddl denileméninl yene bir gorniisine garalyn:

d

dTyc +P(x)y + Q(x)y* = R(x). 3)
Bu denlema Rikkati denilemesi diyilyar, bu yerde P(x), O(x) we R(x)

(a,b) interwalda berlen {izniiksiz funksiyalar. Eger (3) defileménin bir

hususy ¢oziiwi belli bolsa, onda ony Bernulli defilemesine getirip bolar.

Hakykatdan-da, goy, y = y,(x) (3) defileménifi hususy ¢6ziiwi bolsun.

Onda
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%+P(x)yl+Q(X)y1 = R(x). )

Indi (3) denlemede

y=y tu (5)

ornuna goymany edelil, bu yerde u—tdze gozlenilyidn funksiya.
(4) tozdestwony nazarda tutup,

du 4 (p(x) + 20U+ 0@ ud =0

dx
Bernulli denilemesini alarys. Bu denligin iki bolegini hem u*-a boliip,
2 du S
W T Tu Q(x)

defileméni alarys. Bu yerde yazgyny gysgaltmak maksady bilen
yaylardaky anlatmany 7(x) bilen belgiledik. ' = v belgileméni gi-
rizip,
A~ Ty = 0()
cyzykly birjynsly dél defileméni alarys. Milim bolsy yaly, onuii umu-
my ¢oziwi

= el T, [C + fQ(x)e_fT(")dxdx]

gorniisdedir. Bu yerde v-nin ornuna »' goyulsa, sofira u-nyin ornuna
¥ —, goyulsa, onda (3) defilemédnin umumy integralyny almak bolar.

Rikkati denilemesiniit umumy ¢dziiwini tapmak {i¢in, onunl bir
hususy ¢ozliwini tapmaly. Ony tapmak iicin bolsa belli umumy usul
yok. Ona gori-de, Rikkati defillemesiniii umumy ¢oziiwini gutarnykly
gorniisde tapmak doly ¢6zlilmedik mesele bolup duryar.

Mysal. % + % y = y*Inx Bernulli defilemesini ¢ozmeli.

Coziilisi. Denlemanin iki bolegini hem y?-a boliip,

ady 1
y dx+x y Inx
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denlemdni alarys. y!' = u belgileméni ulanyp, Z,u % u = — Inx gyzykly

birjynsly dél denilemd geleris. Wariasiya usulyny ulansak, onda bu
denlleménin
xln’x

u=- > + Cx

gorntisddaki umumy ¢ozliwini taparys. Bu yerde u-nyn deregine y'-i
goyup, berlen denleménin
1

x(C — %mzx)

y =
gornilisli umumy ¢oziiwini alarys.

§7. Doly differensially denlemeler

M(x, y)dx + N(x, y)dy =0 (1
detilemé garalyi, bu yerde M (x, y) we N(x, y) funksiyalar we olaryn

oM oN

dy ’ 9x
Eger (1) denleménini ¢cep bolegi kabir u (x, y) funksiyanyn doly diffe-
rensialy, yagny

hususy oniimleri R oblastda {izniiksiz funksiyalar.

du = M(x, y)dx + N(x, y)dy (2)

bolsa, onda ol defillema doly differensially denileme diyilyér.
Bu yagdayda (1) deiileméni

du(x, y) =0
gorniisde yazyp bileris.
Bu denlemini integrirldp, onun
ulx,y)=C 2)

gornlisde umumy integralyny alarys.
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Mysal. ydx + xdy = 0 delleméni ¢6zmeli.
Coziilisi. Denleménin ¢ep bolegini

d(x-y) = ydx + xdy

gorniisde yazalyn. Onda denlemini d(x-y) = 0 gorniisde yazarys. Bu
dentlleméni integrirlép, onut umumy integralyny xy = C gorniisinde
alarys.

Indi (1) denleménin doly differensially bolmaklyk sertini
kesgitldlin hem-de u (x, y) funksiyanyn tapylys usulyny gorkezelin.

Goy, (1) denlleménin ¢ep bolegi u(x, y) funksiyanyn doly diffe-
rensialy bolsun, yagny (2) denlik yerine yetyar diyelin. Matematiki
analiz dersinden belli bolsy yaly, iki argumentli funksiyanyn doly dif-
ferensialy

_ ou . ou
du = 8x dx + % dy (3)

formula boyunca tapylyar. (2) we (3) deiiliklerden

d )
denligi alarys. dx-iit we dy-in koeffisiyentlerini deniesdirip,

M(x,y) = g—;, 4)

N(x,y) = %;‘ Q)

denlikleri alarys. (4) denligi y-e gord, (5) denligi x-e gora differensir-
lap,

du _ M  d*u _ 9N

oxdy  dy =~ Jyox  Ix

denlikleri alarys. Garysyk oniimlerin deniliginden
oM _ N
dy  ox ©)
deilik gelip ¢ykyar.
(6) denlik (1) differensial denleménin doly differensially bolmak-
lygynyn zerur sertidir.
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Indi (6) deiiligin (1) denleménin doly differensially bolmak-
lygynyn yeterlik serti hem bolyandygyny gorkezelin.

Goy, (6) denlik yerine yetydn bolsun. (2) denligin yerine yet-
yandigini gorkezelin. Beyle diyildigi (2) deilligi kanagatlandyryan
u(x,y) funksiyany tapmaly diyildigidir, has takygy (4) we (5) denlikleri
kanagatlandyryan u(x, y) funksiyany kesgitlemeli diyildigidir. Onun
ligin (4) deniligi x-dan x-e ¢enli integrirldp (x,,y,) € R,

u(x,y) = f M(x,y)dx + ¢(y) (7
Xo
denligi alarys, bu yerde ¢ (y) erkin differensirlenyén funksiya. (7) for-
mula bilen kesgitlenen u(x, y) funksiya (5) deiligi kanagatlandyrar
valy edip ¢(y) funksiyany saylalyn. Seyle maksat bilen (7) funk-
siyany (5) denlikde goyup,

aiyfo(x,y)dx +¢'(y) = N(x,y)

deiiligi alarys. Kesgitli integraly parametr boyunca differensirleme
diizgiini esasynda, bu yerden

fx M (x,y)

% dx + ¢ (y) = N(x,y)

Xo

deniligi yazyp bileris. (6) serti ulanyp,

/ %ﬁ’y}dx + ¢ (y) = N(x,y)

ya-da
N(x,y) = N(x,,y) + @' (y) = N(x,y)

denligi alarys. Bu yerden ¢’ (y) = N(x,,y).
Sofiky defiligi y -dan y-e genli integrirlép,

y
pO) = [ Nx,)dy+C, (8)
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denligi alarys. Bu funksiyany (7)-de ¢ (y)-iii ornuna goyup,

u(x,y) = fM(x,y)der fN(xo,y)dy+ G 9)
funksiyany taparys. Eger (9) funksiyanyn doly differensialyny alsak,
onda (2) deiiligi alarys.

Diymek, (1) denlleménin doly differensially denileme bolmagy
ticin, (6) denlligiil yerine yetmegi zerur we yeterlik sertdir.

(9) funksiyany (2)-de goyup (1) defilleménin

[ M@yyde+ [ Neydy = C (10)
umumy integralyny alarys.

Eger u(x,y) funksiyany tapmaklygy (5) deiiligi integrirlemekden
baslap, yokarda beyan edilen usuly gaytalasak, onda (1) defileménini
umumy integraly

fM(x,yo)dx—i- va(x,y)dy =C

gorniisde bolar.

(1) denileme ticin Kosi meselesini kesgitlemek bolar.

Eger y(x,) = y, baslangyg sert berlen bolsa, onda (10) formuladan
(1) denleménin

fM(x,y)dx+ _[yN(xO,y)dy =0

gorniisdiki hususy ¢oziiwini alarys.
Mysal.

y? = 32

2x
—3dx + 2

y y

dy =0
denileméni ¢ozmeli.
Caoziilisi. I1ki bilen (6) serti barlalyn:
2 2
-3
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M __6x AN __6x

ay y4 T Ox y4 '

Diymek, berlen denlleme doly differensially defilemedir.
Berlen denleméniii umumy integralyny (10) formula esasynda

X Y2 2
[ Eax+ [L gy - C
RO y

gorniisde yazarys. Bu yerden

Yo

) 2
X _lic_1,%
y y Yoo ¥

Bu deniligin sag bolegindéki afilatmany C| bilen belgilesek, onda
2
x_3 ~1_ C, bolar.
y Y

(1) denileménin umumy integralyny (10) formulany ulanman
hem tapmak bolar. Munun seyledigini yokarda garalan mysal ii¢in
gorkezelin.

Beyan edilen usul boyunca u (x, y) funksiyany kesgitlemek ti¢in
(4) denligi

u(x,y) _ 2x
ox y3

gornilisde yazarys. Bu deiiligi x boyunca integrirlép,
.X2
u(x,y) = 7 +ok)

deniligi alarys. ¢(y) funksiyany kesgitlemek ii¢in sonky denligi y
boyunca differensirldlin:

oulx,y) _ 3x* ,
By + ¢ ()

(5) denligi peydalanyp,

2 2
— 3x 2 ,
y y
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denligi alarys, bu yerden

/ 1
(0(}’):7,
1
) =——+C.
ey y 1

Diymek,

2
u(x,y) = x—3 —%+ C.

y
(2, ) formula esasynda berlen defileménifi umumy integralyny

2
3
Y

=C

< =

gorniisde tapyarys.

§8. Doly differensially derilemelere
getirilyan denlemeler

M (x, y)dx + N (x, y)dy =0 (1)

deiilemi garalyn, bu yerde M we N gegen paragrafdaky sertleri kana-
gatlandyryan funksiyalar. (1) defileme doly differensially denleme dal
diyip giiman edelin, yagny

M 4 ON.
dy ox
Bu yagdayda denleménin iki bélegini hem 2 = ¢(x, y) funksiya kopeldip,

p(x, )M (x,y)dx + 1 (x,y)N(x,y)dy = 0 2)
deiileméni alarys. (2) defileme {i¢in

d(uM) _ (uN)
ay  ox (3)

sert yerine yetydr diyelin. Onda (2) denileme doly differensial-
ly defileme bolar. Bu yerden gorniisi yaly, # = u(x, y) funksiya (1)
denileméni doly differensially denllema owiirdi. 1 = x(x, y) funksiya
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tapmaklyk meselesine gelindi. (3) denligi yayran gorniisde
O oM, _ . OH L ON .
Mgy tay H=Ngx tar #
ya-da
Ny _[OM 9N

ox ay |9y o A “)

gornilisde yazalyn. Seylelikde, biz 1-1 kesgitlemek {i¢in hususy 6ntim-
li differensial deiilemd geldik. Bu deilleménin ¢oziiwini tapmak,
berlen (1) denllemdniii ¢oziiwini tapmakdan ¢ylsyrymlydyr. Kébir
vagdaylarda (4) denleméni yonekeylesdirmek hem bolar. Ol yagday
bolsa, 1 funksiyany tapmaklyga miimkingilik berer.

u funksiyany p = p(x) gorniisde gozlilin. Onda (4) denlemede

u _, w_du
ay ox  dx

bolar. Onda (4) denilleme
dau N=|OM _ 09N

de = |9y  ox A

gorniise geler. Bu deiileméni

1 dp_ 1[M _ oN

u de  N| 9y ox )

gorniisde yazalyn. Eger bu denleménin sag bolegi x-e gord funksiya
bolsa, onda x-1 tapmak afisat bolar.

Goy,
A1 foM _ oN|_
N[ oy ax | PW
bolsun. Onda (5) denlleme
dy
—— = @(x)dx
/" ¢ (x)

gorniise geler. Bu detiligi integrirlédp,
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Iny = fgo(x)dx +InC
denligi alarys. Bu yerden
1 = Ce [e)dx

Onda C =1 diysek,

= o P
bolar.

Integrirleyji kopeldijini z = p(y) gorniisde hem gozlemek bolar.
Bu yagday tii¢in yokardaky beyan edilen usuly ulansak,

1= el POy
bolar, bu yerde
__1 |oM _ 9N
go(y)_—M[ay ox |

Indi has umumy yagdaya garalyn. Integrirleyji kopeldijini
n = p(w) gorniisde gozlilin, bu yerde w = w(x, y) berlen funksiya.

o _ dp dw O _ de dw (6)
dy dw 9y’ ox dw 9x

ontimleri (4) denllemede goyup,

AW N _ 0w g9 _[3M _9N].
ax N oy M]dw_[ay ox | 4@
ya-da
oM _ 9N
1. de _ dy  ox (7)
Kodo N O® _ pr 00
ox ay

deiileméini alarys.
Eger sag bolegi dine w-a gord funksiya, yagny
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oM _ 9N

ay ox .
N.aiw_M.aiw:d(w) ®)
ox ay
bolsa, onda (7) defileme
1 an _
u do o(w)

g0rniisi alar. Bu denlemaéni integrirlesek,
p=el e ©)

bolar. Bu yerde C = 1.

(8) denilik (1) denleménin integrirleyji kopeldijisinin w-a gora
funksiya bolmaklygynyn zerurlyk sertidir.

Indi (8) denligin yeterlik sert hem bolyandygyny goérkezelin.
Goy, (8) sert yerine yetyédn bolsun. Onda (9) funksiya (1) denleménin
integrirleyji kopeldijisi bolar. Bu yagdayda (4) defileméni

N.a_ﬂ_Ma_ﬂ:[N.a_w_M.a_w.O-(w).ﬂ (10)

ox ay ox ay

gorniisde yazmak bolar. (9) funksiyany (10)-da goyalyi. Onda
N.i[efd(w)dw]_M.i[efa(w)dw] _
X ady

)
—|ny. 9w _ . 00 o (w)e! 7@
ox ady
va-da
0w _ py. 9w ] oo _
[N 0y ay] o(w)e
—|N. 0w _ s 00| [ o(@)de
N ox M ady olw)e

bolar. Bu tozdestwo (9) funksiyanyn (4) denleménin ¢oziiwidigini
gorkezyar. Eger w = x ya-da w =y bolsa, onda (9) denlikden x = £ (x)
we 1 = p(y) yagdaylar iigin tapylan formulalar alynyar.

Integrirleyji kopeldijileri
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Y

p=pbeo=xy p=p>lo=

gorniislerde hem gozlemek bolar.

Teorema. Eger
ulx,y)=C (11

funksiya (1) defileménin umumy integraly bolsa, onda ol defileménin
integrirleyji kopeldijisi bardyr.

Subudy. Berlen (11) umumy integral boyunga differensial
deiileméni diizelin.

(11) denligi x boyunga difterensirlesek,

Qu  du Ay _
ax T dy dx 0 (12)
bolar. (12) denleméni
4 ou
ay _ _ ox
dx = ou (13)
dy
gorniisde yazalyn. (1) denleméni
b __M
dx N (14)

gorniisde gociirelin.
(13) bilen (14)-1 deniesdirip,

ou
_ox __M
ou N
ya-da ay
u  Ou
ox _ 9y
M N

denligi alarys.
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Bu gatnasyklary z bilen belgilesek,

ou _ u _
Bx_’uM’ Ay = uN

bolar. (1) defileménin ¢ep bolegini £(x, v)-e kopeltsek,

11(Mdx + Ndy) = iMdx + tNdy = %de + g—;‘dy = du(x,y)
ya-da
u(Mdx + Ndy) = du(x, y)

bolar. Bu deiilik z(x, y) funksiyanyn (1) denleménin integrirleyji ko-
peldijisidigini anladyar.

1-nji mysal. (x”? — 1)dx + 2x’ydy = 0 defilemanin ¢oziiwini tap-
maly.

Coziilisi. Bu yerde

M(xay) =x2y2_ 15 N(xay)=2x3y;

OM _ 5,2, ON _ (2
2y = 2x°y, o = 6x7y.
Bu yerden gorniisi yaly,
oM _ oN
dy ox

sert yerine yetmeyar.
Integrirleyji kopeldijini tapalyn.

1 (oM _oN|__2
N | 9y ox X’
Ona goré-de (5) denileméni berlen yagday {igin
de_ 2 dx
7 X

gorniisde yazarys. Bu deiiligi integrirlesek,
p=-L (C=1diyipaldyk)
X
bolar.
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1

Berlen defileménin iki bolegini hem y = —--a kopeldip,
X

dx + 2xydy = 0

21
[y X
defillemaéni alarys. Bu deiilemede

N(x,y) = 2—%, N(x,y) = 2xy.
Onda
oM _ ON _
dy =2, ox =2
Diymek, alnan denleme doly differensially denleme. Bu
denileméni ¢cozmekligi okyjylara hodiirleyaris.
2-nji mysal. (y — x)? Inx)dx + xdy = 0 defileménin ¢6ziiwini tap-

maly.
Coziilisi. I1ki bilen denleme ti¢in
oM _ 9N
ay ox

serti barlalyn. Berlen yagdayda
M(xay) =y_xy2 II'DC, N(xay) =X
Onda

— 2xylnx, oN _ 1

w _
ox

Ay
bolar.
Diymek, berlen deiileme doly differensially deiileme dél. In-
tegrirleyji kopeldijini tapmak icin, ilki bilen (8) formulanyn sa-
nawjysyny tapyp,

oM _oN _ _
2y A 2xy Inx

anlatmany alarys. Soiira ony ol formulanyin maydalawjysyna bdoliile-
nende yokardaky gorkezilen integrirleyji kopeldijileriii birini ulanyp
bolar yaly tapmaly. Berlen yagday ii¢in (8) formula
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I
Ny — Mx

-2

oM _aN|_
Xy

dy ox

gorniisde bolar.

Buyerden gorniisi yaly, xy=w bilen belgilesek, onda o (w) = — %

bolar. Sunlukda, integrirleyji kopeldijini z# = ¢ (w) gorniisde tap-
malydygyny goryaris. (9) formulany peydalansak,

24

p=elo® Yyada pu= 212

Xy
bolar. Berlen denlleménin iki bélegini hem y = 21 5 kopeldip,

Xy
1 Inx 1
—— ——ldx+—5dy=0
x*y X xy? Y

deiileméini alarys. Bu yerde
1 In 1
M(x,y) = ——— =, N(x,y) = —=3
y) 2 x y) o

oM _ON __ 1
Jy ~ x

Seylelikde, berlen deiileme doly differensially denillemai getirildi.
Ol deilleménin ¢ozliwini tapmaklygy okyjylara hodiirleyéris.

§9. Differensial denlemanin ¢ozuwinin
barlyk we yeke-taklik teoremasy

Biz birndge gorniisli differensial deillemeleri ¢6zmegin usullary
bilen tanys bolduk. Differensial denllemeleri gorkezilen usullar bi-
len ¢6zmek bolyarmy diyen sorag yiize ¢ykyar. Mundan bagga-da ol
dentllemelerin ¢oziiwleri barmy diyen sorag hem gelip ¢ykyar. Elbetde,
bu soraglara gos-goni jogap bermek atisat dél. Yone her bir defileméni
cozmdge girisilende ilki bilen ol denleminin ¢oziiwinin bardygyny
anyklamak zerurdyr. Bu mesele differensial deillemeler nazaryyetinii
esasy meselelerinin biridir. Ona gord-de biz bu yerde (6niime gora ¢ozii-
len) birinji tertipli differensial defileménin ¢éztiwinin bellibir sertlerde
bardygyny we ol ¢coziiwin yeke-tikdigini gorkezeris.
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@ = fy) (1)

Wx) =y, (2)

Kosi meselesine garalyin. Eger f (x,y) 6z argumentleriniii toplumy
boyunga R = {|x —x0| < a,|y — yo| < b} oblastda tizniiksiz funksiya
bolsa, onda bu mesele

Y +3+ [ fEy@)dr 3)

gorniisli integral denilemd getirilyar.

Gozlenilydn funksiyany integral belgisiniii asagynda saklayan
islendik denlemé integral denileme diyilydr. (1)-(2) meseldnin (3)
denllema dengiiy¢lidigini gorkezelin.

Goy, ¢(x) funksiya, (1) defleménifi |x —x, = h| kesimde
@ (x,) =y, (2) serti kanagatlandyryan ¢oziiwi bolsun. Onda

42 _ fx,0x) )

tozdestwony alarys. Bu toZdestwony x-dan x-¢ ¢enli integrirlép,
sofira baslangyg serti géz oniinde tutsak, onda

e() =y, + [ fLo@)dr (5)

tozdestwony alarys. Bu tozdestwony (3) defileme bilen denesdirip,
y = ¢(x) funksiyanyn (3) denleménin ¢oziiwidigini goryaris. Indi (3)
deiileménin (1)-(2) meseld dengiiy¢lidigini gorkezelin.

Goy, y=@(x) (3) deilleménin ¢oziiwi bolsun. Onda (5)
tozdestwodanx=x, bolanda ¢ (x,) = y, defiligialarys. (5) tozdestwony
x boyunga differensirlép,

dp(x) _ d : _
X0
deiiligi alarys. Bu yerden gorniisi yaly, funksiya (1) denleméinii
coziiwidir.
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Diymek, (1)-(2) mesele (3) integral defilema dengtiyclidir.
Kesgitleme. Eger v (x,y), (x,y)€ R nokatlar iicin

| foe,y) —fa | < Ly -y (6)

densizlik yerine yetydn bolsa, onda f (x, y) funksiya R oblastda
L= 0 — Lipsis hemiseligi.

1-nji bellik. Eger R oblastda f'(x,)) funksiyanyinl y boyuncga cikli
onlimi bar, yagny

Ay <L (L=0)

bolsa, onda ol oblastda Lipsis serti yerine yetyar. Muny subut etmek
kyn dél. Lagranz formulasyny ulanyp V (x,y), (x,y)€ R lgin

Axy)=fxy) = frlxy + 80—yl —y), 0<8<1

deiiligi yazalyn. Bu yerden

| foey) —fooy) | < Ly -y

Lipsis sertini alarys.

Teorema (Pikar teoremasy). Eger f (x,y) funksiya 0z
argumentleriniii toplumy boyunga R = {|x — x| = a,|]y — y,|= b},
(a, b > 0) oblastda iizniiksiz we y boyunca Lipsis sertini kana-
gatlandyryan bolsa, onda (1) deflemédnin |x —x,|<h kesimde
@(x,) =y, (2) serti kanagatlandyryan y = @(x) yeke-tdk ¢oziiwi
bardyr, bu yerde

h = min[a,%], M= mléax\f(x,y|

Subudy.

Teoremanyn Pikar yzygiderli yakynlasmalar usuly bilen subut
edelin. (3) integral deilleminin ¢oziiwini tapmak iicin yzygider-
li yakynlagsmalary asakdaky diizgiin boyunga guralyn. y(x) nol
yakynlasma deregine gozlenilyén funksiyanyn baslangy¢ bahasy y, -y
alalyn.
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Bu y (x) = y,sany (3) defileménii sag boleginde y(x)-ifi ornuna
goyalynl. Sag boleginde alnan funksiyany birinji yakynlasma deregine
alalyn. Ony y (x) bilen belgilép,

W =y+ [ fy)dr (7)
X0
denligi alarys.
ylk
YVotb
Yo(X)
" &
X
Yoo Y
O| x,—a x,—h X, Xoth x,ta X

Tapylan y (x) funksiyany (3) deilleménifi sag boleginde y(x)-ifi
ornuna goyup, ikinji yakynlagmany alarys. Ony y, (x) bilen belgilap,

»® =y + [ fley ) (7,)

denligi alarys.
Bu gurluslary dowam etdirip, #-nji yakynlagmany

300 =3+ [ ey, (D) (7.)

gorniisde alarys.Bu gurluslary dowam etdirmek bolar.

Seylelikde, {y.(x)} yakynlagsmalar yzygiderligini alarys. Olar
tzniiksiz funksiyalardyr. Indi |x —x,|=h kesimde kesgitlenen
{yn(x)} (n =1,2,...) funksiyalaryn grafiklerinifi R oblastyfi ¢iginden
¢ykmayandygyny gorkezelifi. | f(x,y)| < M we h < % densizlikleri
goz ontinde tutup, (7,) defilikden
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=< =

[yi(x) = yo| =

ff (ta}’o)dt

17y di

S M|x —xy| = Mh=b,

[y (xX) =y | = b
denisizligi alarys. Bu defisizlikden gorniisi yaly, y (x) funksiyanyn
grafigi R goniliburclugyn ¢éginden ¢ykmayar.

(7,) formuladan alarys:
30 = yol=| [ fey@de|<| [| ey @)t <

SM|x —x)|<Mh<b,
| ¥, (%) = yo| = b.

Sofiky defisizlik y,(x) funksiyanyn grafiginifi R oblasty ¢égin-
den ¢gykmayandygyny gorkezyir. Bu yorelgdni dowam etdirsek, onda

() = ol < b

bolar. Bu deisizligiii islendik # ii¢in dogrudygyny matematiki in-
duksiya usuly bilen subut etmek bolar. Indi {y.(x)} yzygiderligin
|x — x0| < h kesimde dendlgegli yygnanyandygyny gorkezelifi. Onufi
ticin yzygiderligii agzalaryndan

Yo + (71 (x) = (x)) + (¥, (x) — y(x)) + ... ®
et (7,() =y, () + ...
funksional hatary diizelin. (8) hataryn dendlcegli yygnanyanlygyndan
{yn(x)} yzygiderligin dendlgegli yygnanyanlygy gelip ¢ykyar. Bu
hataryn n-nji bolek jemi S, (x) = y. (x).
(8) hataryfi her bir agzasyny bahalandyralyfi. (7)) denilikden alarys:

30 =yl =| [ ftyde| | [[|fty0)]dt]|< M x = x,|
X0 X
ya-da
(3100 = 3| < M|x = x| ©)
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(7,) detilikden (7,) denligifi degisli boleklerini ayralynt hem-de
Lipsis sertini ulanalyn:

X

f [f(t,3,(D) = f(2,y,)]dt

Xo

3, (0) = ()| = <

<| [ £ = ft.y,)lde | <
X0
X X B ’
<L f‘}ﬁ(f)—yo‘dt < LM f‘t_xo‘dt :LszxO
XO x()
ya-da
|x —x, [
|y, () =y ()| = LMT. ©,)

(7,)we(7,) detiliklerden alarys:

|3 (%) = 3, (%) | < f[f([’yz(t)) Ay (0)]de| <
=L x () =y (ndt|| < LM xwdr<L2MM
<1 (190~ ywar| <2y [0 a < .
ya-da
M| x — x,
R T ©)
Ln—lM‘x_xo‘n

| ¥, () =y, ()| = P 9,)

densizligin islendik » natural san ii¢in dogrudygyny matematiki in-
duksiya usuly bilen subut edelin. Goy, (9,) defisizlik # san ii¢in yerine
yetydan bolsun. Onda

X

JT2,0) = fty, - 0)]dr| <

X0

|yn+1(x) - y,(x) | <

S0



|x_x0|n+1

< 1270l
=1L (n+1)!

<L'M =L'M

[13:0] =y, 0t

X t— n
f| 'x0| dt
n!

Xo

bolar. Bu yerden (9,) deisizligin islendik » iicin dogrudygy gelip
cykyar.

Eger (9,),(9,),....(94),... densizliklerde |x — x,| -y 4 bilen galsyrsak,
onda

| () = yo| = Mh,
2
|y, (x) =y ()| = ML%,
3
|y, (%) — y;(0) | < MI? %,

| yu () = Yo 1(x) | < ML"—IZ_"’

densizlikleri alarys. Bu densizliklerden gorniisi yaly, (8) hataryn her
bir agzasy absolyut ululygy boyunca

2 213 n—1gpn
MLh + ML h + ...+ ML h” + ..
2! 3! n!
san hataryn degisli agzasyndan uly déldir. Bu hatar yygnanyan ha-

tardyr. Munui seyledigini Dalamber nysany boyunca barlalyii:

Yo + Mh +

MthrH—l
!
lim%sl — i At DL Lh g g
n—oo QAp n—o ML 1hn n—oon + 1
n!

Weyerstrass nysanyna layyklykda (8) funksional hatar
|x — x| < h kesimde dendlgegli yygnanyar, diymek {y.(x)} yzygi-
derlik hem sonun yaly yygnanyar.

Goy,

limya(x) = @ (x)

bolsun, bu yerde ¢(x)|x — x,| = h kesimde iizniiksiz funksiya.
y = ¢(x) funksiyanynn (3) deilleménin c¢oziiwidigini gorkezelin.
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{n(x)} yzygiderligiii ¢ (x) funksiya |x — x,| < h kesimde denolgegli
yygnanyanlygyna gord, islendik € > 0 iigin N = N(¢) tapylyp,
N > N(e) bolanda | y.(x) — @(x)| < LLh densizlik yerine yetyér.
Ona goré-de Lipsis sertini peydalanyp, alarys:

<

[ fayod— [ feo@ar

< <L <

[1£.3,@0) — ft.00)]de

[13.0 = p@dt

<IL-€ |x—xl<E.h=
_LL~h|x xo\_h h=e.

Bu yerden

lim [ fy,@di = [ lim f@y,0)di = [ f9@)dr

bolar. Eger

Yoer®) = Yot [ Sy, ()i

deiilikde n — oo bolandaky predele geg¢sek, yagny

K

limy, 1 (0) = ,}ijg[yow“ f f(,y,(0)dt

X0

Onda
o) =y + [ ftow)dr

denligi alarys. Bu yerden gorniisi yaly, ¢(x) funksiya |x —x |<h
kesimde (3) denleménin ¢oziiwi.

Indi (3) denleménin |x —x,|< h kesimde difie bir ¢dziiwinifi
bardygyny gorkezelii.

Goy, y = u(x) (3) deileménin erkin ¢oziiwi bolsun. Onda
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u@) =yo+ [ fleu@)dr (10)

denligi alarys.
Indi u(x) — y.(x) tapawudy bahalandyralyn.
(10) we (7,) deniliklerden alarys:

2!

u @) =y, <| [|f6u@ —ft,y, (0)]dt| <
X0
<L /|u(r) — (D)t
Xo
ya-da
() =y, @[ < L] [u@) =y, 0)]de|
Xo
Bu densizlikde n = 1 bolanda
w0 =y | S L [|u@®) = y|dt| < LMh|x — x,|
Xo
bolar, ¢tinki |u(x) — y,| < Mh. n =2 bolanda
x )
lu(x) —y,|<L f\u(t) —yldt| = MhLZM
X0

bolyar. Matematiki induksiya usuly bilen islendik # {i¢in

lu(x) — yn| < Mh(Lxr_l‘XO)
denisizligi subut etmek bolar. Bu yerde |x — x, |-y 4 bilen ¢alsyryp,

| Lh'

lu(x) —yn| < MhT

(11)

deiisizligi alarys.
Goy, (3) defilleménin y = ¢(x), y = ¢ (x) ¢oziiwleri bar diyelifi.
Onda
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(@) — )| < |@(X) = yu| + | y0 — P ()]

bolar. (3) denileminin islendik ¢oziiwi {igin (11) denisizligiii yerine
yetyanligine gord, yokardaky densizligi

o) — ¢ < 20n E"

gorniisde yazalyn. Bu yerde n — oo bolandaky predele gegsek,
[p(x) = d )< 0

bolar. Diymek,
P(x) = d(x).

Teorema subut edildi.
2-nji bellik. Islendik yzygiderli yakynlagmany (1)-(2) meselédnin

ya-da (3) integral denileménin takmyny ¢6ziiwi deregine almak bolar.
Yygnanys tizligi (11) formula bilen bahalandyrylyar.

Mesele.
Dy 3 y0)=0
dx ’
a1 1 1 1 e
meseldnin R = {_Z <x < T <y< j} oblastda ¢ozliwini

0,001 takyklykda tapmaly.
Coziilisi. Ilki bilen berlen meseldnin yeke-tdk ¢oziiwinini bol-

maly oblastyny kesgitlalin.

M = max| fx.y)| = maxlx + 7] = L,

h= mm[a—] mln[4 1] 31

)
;af —|2l<1 L=1.
Pikar teoremasynyn hemme sertleri yerine yetyar. Diymek, berlen

meselinin [—— —] kesimde yeke-tik ¢oziiwi bardyr. Ol ¢oziw y,

yzygiderli yakynlagmalarynl predelidir. Berlen meseldni
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Y = [+y 0)de
0

integral denileme bilen ¢alsyryp, Pikar yzygiderli yakynlasmalaryny

Yo = 0,y,(x) = f(z +y2_ (), (n=1,2..)
0

denlikler bilen kesgitlalin.
Indi talap edilyin takyklygy iipjlin edyén yakynlasmanyii nome-
rini kesgitldlini. (11) formula esasynda

1
— < = <
|y =yl ey = 0,001

bolmaly. Bu yerden
24" nl > 1000.

Diymek, n > 3. y, meselédnifi sertini kanagatlandyryan ¢oziiw bolar.
Ol takmyny ¢oziiwi tapalyn.

¥ 2
ylzftdl‘z%,
0

A PO P ol
yz_of[t+4]dt_ 50

e O ] ESIE SR SO
y3_0f[t+4+20 4006” >+ 20 Y160 T 2400°

§10. Integral densizlikler we olaryn ulanylysy

1-nji teorema (Gronuoll-Bellman teoremasy). Goy,
v(x), L(x) [x0,T], kesimde otrisatel dil {izniiksiz funksiyalar,

C > 0 - hemiselik san bolsun. Eger

v(x) < C+ fL(t)v(t)dt, X <x<T (1)
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densizlik yerine yetse, onda

X
[ Lt

vix) < Cexn , X, <x=T (2)

densizlik yerine yeter.
Subudy. (1) deiisizliginl sag bolegini w (x) bilen belgilalin:

C+ fL(z)v(z)dr — w). 3)
Onda
v(x) < w(x) 4)

bolar. Bu deiisizligi L(x)-e kopeltsek,
Lx)v(x) < Lx)w(x)

bolar. (3) denligi differensirldp, o’ (x) = L(x)v(x) denligi alarys.
Onda sonky deiisizligi

o (x) < Lx)w(x)
ya-da

() o

ol — W
gornilisde yazmak bolar. Denisizligiil iki bolegini hem
x,-dan x-¢ genli integrirldp,

o) - Inw@) < [L@d

X0

ya-da

X
[ L(t)dt

w(x) < Cei, , (0(x) =0)

densizligi alarys. Bu deiisizligin sag bolegini (4) densizligin sag bole-
ginde goyup, (2) deiisizligi alarys.

S6



2-nji teorema (Bihari teoremasy). Goy, v(x) (x, < x < T) otri-
satel dal {izniiksiz fuksiya

y(x) < C+ f w[v(0)]dt (5)
X0
integral densizligi kanagatlandyryan bolsun, bu yerde C > 0 — hemi-
selik san, w(u) (0 < u < oo) kemelmeyén iizniiksiz funksiya, ondan
hem basga u > 0 bahalar ii¢cin @ (u) > 0 we w(0) = 0.
Onda

v(x) < G [G(O) + (x — x)]

1
w(u)
funksiyanyn asyl funksiyasy, G bolsa G funksiyanyn ters funksiyasy.

Subudy. (5) densizlikden

densizlik yerine yetyindir, bu yerde G(u) funksiya

vix)<C+e+ fxa)[v(t)]dt

densizligi alarys, bu yerde e — yeterlikce kici poloZitel san.
v € [x,T] tigin

v(x) < u(x) (6)
densizligin dogrudygyny gorkezelin, bu yerde u(x) funksiya

ulx) =C+e+ fxw[u(z‘)]dt (7

X0

integral defilleménin ¢oziwidir. x = x, bahada

v(x,) < u(xy),

yagny (6) defisizlik yerine yetyir. (6) defisizlik [ x,, '] kesimift hemme
nokatlarynda yerine yetmeyir diyeliii. Onda u(x) we v(x) funksiyalaryn
lizniiksiz bolanlygy sebépli, x > 0 bar bolup, v(x) < u(x) densizlik
Vx € (x,,x) bahalar li¢in yerine yeter we v(x) = u(x) bolar.
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vx)<C+e+ fa)[z)(t)]dtf C+e+ fw[u(t)]dt = u(x).

X0 X0
Bu bolsa edilen giimana garsy gelyar.
Seylelikde, (6) densizlik subut edildi.
(7) denileménin
u'=oww,ulx,) =C+e
meseld dengiiyclidigini gormek kyn dildir. Bu yerden

(dr
fm—x—xo

c+e

ya-da
Gu)—G(C+e)=x—x,.
Teoremanyn sertlerini goz 6niinde tutup, bu yerden
u(x) = G '[G(C+e) + (x — xp)]
denligi alarys. Diymek,
v(x) < G '[G(C + &) + (x — x0)].
Bu deisizlikde € — 0 bolandaky predele gegip, subut etmeli

deiisizligimizi alarys. -
1-nji kesgitleme. Eger islendik (x,y),(x,y) € R nokatlar {i¢in

| e =] faey) | < L@ly -y,

(L(x) - tlizniiksiz funksiya) densizlik yerine yetydn bolsa, onda
S(x,y) funksiya R =[x, T|X[y,— b, y,+ b] oblastda y boyunga
umumylasdyrylan Lipsis sertini kanagatlandyryar diyilyar.

Indi Gronuoll-Bellman teoremasyny peydalanyp,

d

Ty, )=y, (8)

meseldnin ¢oziiwinin kébir hasiyetlerini dernalin.
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3-nji teorema. Goy, f(x,y) funksiya R oblastda y boyunca
umumylasdyrylan Lipsis sertini kanagatlandyryan bolsun. Onda (8)
meseldnin birden artyk ¢oziiwi bolmayar.

Subudy. Goy, ¢ (x) we ¢ (x) funksiyalar (8) meseldnin ¢oziiwle-
r1 bolsun. Olary (8) meseld dengiiycli integral defilemede goyup,

p(x) =y, + fﬂt,co(t)]dt

b x) =y, + fxf[t,(b(t)]dt
tozdestwolary alarys. Bu yerden 0
9~ B|= [1 1.90] - 1.6 0] .
Deitsizligini sag bolegine Lipsi(; sertini ulansak,
@) — p(x)| < fo(t)[(p(t) — ¢ (1)]dt

bolar. |[@(x) — ¢ (x)| = v(x) belgilemdni girizelin. Onda sonky
densizlik

»(x) < fL(r)u(z)dz

Xo

gorniisi alar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak,

VX)) <0
bolar. Diymek, | (x) — ¢ (x)| = 0, Vx €[x,,T] tigin. Teorema subut
edildi. B
2-nji kesgitleme. Eger islendik (x,y),(x,y) € R nokatlar ii¢in
| feey = Axy)<oly—yl)
deiisizlik yerine yetyin bolsa, bu yerde w () (0 < u < y) kemelmeyén
tizniiksiz funksiya, # > 0 bahalar iicin w(u) > 0, ®(0) = 0 we
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7
du  _
; CI)(I/{) =00 (9)

------

Eger f(x,y) funksiya R oblastda y boyunca Lipsis sertini kanagat-
landyryan bolsa, onda ol y boyunca Osgud sertini kanagatlandyryar,
sebdbi w (u) = Lu we (9) sert yerine yetyar.

4-nji teorema. Goy, f(x,y) funksiya R oblastda y boyunca Os-
gud sertini kanagatlandyryan bolsun. Onda (8) meseldnii birden artyk
¢ozliwi bolmayar.

Subudy. Goy, (8) meseldnin iki ¢oziiwi bar diyelin. Olary ¢(x)
we ¢ (x) bilen belgildp, (8) meseld dengiiycli integral deiilemé goysak,

e =+ [fte®ldtd@ =y+ [ftp®]ar

bolar. Bu yerden

9(x) = $I = [IAt0 0] fp(0)

9(x) = ()| = [wlo® —b(1)Dd

o) —dx)|=vx) belgileméni girizip,
v(x) < fw(u(t))dt

deiisizligi alarys. Bihari densizligini ulansak, onda
() =) — d(x)|< G G0) + (x — x0)]
bolar. (9) serti nazara alsak,
v(x) =[@) — d(x)[= 0

bolar. Bu yerden ¢ (x) = ¢ (x).
Seylelikde, teorema subut edildi.
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Bellik. Subut edilen teoremadan gorniisi yaly, eger f(x, y) funksiya
y boyunca Lipsis sertini kanagatlandyryan bolsa, onda (8) meseldnii
birden artyk ¢6zliwi bolmayar.

§11. Cozuwin parametre liznuksiz baglylygy
we parametr boyunca differensirlenmegi

D pwyd, )=y, (1)

meseld garalyi, bu yerde A €[4, A] — parametr.

1-nji teorema. Goy, f(x,y,A) iizniiksiz funksiya R = R X [A0 ]
oblastda y we A boyunga umumylagdyrylan Lipsis sertini kanagat-
landyryan bolsun, yagny

| foey, D= floe,y,2) < Ll y =y |+ L) 4 = A,
(x,9,4),(x,y,4) ER,

bu yerde L, (x) (/ = 1,2; x, < x < T) — lizniiksiz funksiyalar. Onda (1)
meseldnin ¢6ziiwi A boyunca lizniiksiz funksiyadyr.

Subudy. Goy, 4,4, €[4, /A] bolsun. (1) meseldniii ¢oziiwini
@(x,A) bilen belgilélin. A-nyn gorkezilen bahalaryna degisli ¢ (x,4,)
we @(x,4,) ¢oziiwleri (1) meseld denigiiycli bolan integral defilemede
goyup,

e(,A) =Y+ [ MLe@A) A, (i=12)

X0

tozdestwolary alarys. Bu yerden

(e (x,A) — x4y =

= f|f[t’§0’(t’ﬂ1)’ﬂl]_f[t’goa(t’ﬂz)’Az]WtS
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X

< [[LOetA) - e(t.A)|+ LO| A — 4, Jdt,

X0

T
@(xA) = p(x,A) | < [ L0 4, = Ay Jd +

X0

+ f L@ (t,A) — ¢(t,A,) |di

X0

Bu yerde

T
@(xA) = p(x,A)| = v(), [ L0 4 = A, ldi = C

X0

belgilemeleri girizsek, onda

() < C+ [LOp @

X0
bolar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak,
fx L()dt

(x) < C-ex
ya-da

T
[ L@y

T
00 < [LOdien A7,

bolar. Bu densizligi

[P, A) = 90 A) [ = L4 = 4|

T
[ Lyt

Ornilisde yazalyn, bu yerde ‘
g sde yazaly y L sz(t)dt-e*o

— hemiselik san.

Yokardaky detisizlikden gorniisi yaly, | 4, — A, | Veterlikge kigi bolan-
da|@(x,4) — @(x,4,)| yeterlikge kici bolar. Bu bolsa ¢(x,A) ¢oziiwiil
A gord lzniiksiz funksiyadygyny gérkezyir.
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2-nji teorema. Goy, f(x,y,A) tizniiksiz funksiya R oblastda y
boyunca Osgud sertini we A boyunca Lipsis sertini kanagatlandyryan
bolsun, yagny

(x,7,4),(x,y,4) € R,
Onda (1) meselédnin ¢oziiwi A-a gord iizniiksiz funksiyadyr.

Subudy. Goy, 4,4, €[A4,,/A] bolsun. (1) meseldnin ¢oziiwini
@(x,A) bilen belgililiii. Onda

|9 (x,4) — @(x,4,)| <
< [1AL.9(6A), 4] = A1t 9(:4;), 5] |di <

< [w(p(nd) - o(t20) i + L(T - )4 - Ay

X0

bolar. v (x) = |@(x,4,) — ¢ (x,4,)| belgileméni girizip, bu yerden

p(x) < C+ fw(u(r))dt

Xo

denisizligi alarys, bu yerde C = L(T — x,)| A, — 4,|. Bihari teorema-
syny ulanyp,

|0(1,4)) — @(1,4,)| = G_l[G(L(T_ Xo)| A = Ay |+ (x = Xp))]

deiisizligi alarys.

Eger |4, — 4, | yeterlik ki¢i bolsa, onda |@(7,4,) — ©(,4,)|-nyn
yeterlik kici bolyandygy bu yerden gelip ¢ykyar.

Teorema subut edildi.

Indi (1) meseldnifi ¢oziiwinifi A boyunga 6nliminii bardygyny
gorkezelin hem-de ony kesgitlalin.

3-nji teorema. Goy, f(x,y,A) {lzniiksiz funksiyanyfi
R =[x0.T|X[yo — b,yy + b]X[A,/A] oblastda f},f'; iizniiksiz
ontimleri bar bolsun we
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=Ly f = Ly, Ly Ly = const.

Onda (1) meseldnin ¢6ziiwinifi A boyung¢a 6niimi bardyr we ol

) c
= [ £ exp

ff’y(s,y,ﬂ)dsldt

formula boyunca tapylyandyr.
Subudy. Goy, A4 €[4, /\] we A-nyf bu bahasyna degisli (1)
meseldnin ¢oziiwi y(x) bolsun. Onda

D~ fx 3D, Y= @

bolar. (2) we (1) denliklerden alarys:

d<yd;y> = flx,,) — F(x,y,),

y(x) — y(x,) = 0.

Deinligin sag bolegine LagranZ formulasyny ulansak, onda

d(yd;y) =, DG =) + iy DA=D,  G)

Y (xg) = ¥(x0) = 0
bolar, bu yerde

Y=y +,G5 -y, A=A+8,R—2), 0< 9,9, < L.

Goy, A # A bolsun.

< |

-
—A

u(x,ﬂ,ﬁ) =

>

belgileméni girizip, (3) meseldni

% = 1, Gey, Do + 11 (x,,2),

v(x5,A,4) =0
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gorniisde yazarys. Bu meseldnin ¢ozliwini

v(x,4,4) = ff'ﬂ(t,y,ﬁ) X exp

f f'y(s,;j)dsldr
ya-da t

X

ff (1, y,ﬂ) X exp

ﬁ ff (s, y,ﬂ)dsldt

>)’\<|

gorniisde taparys. Sotiky defilikde A — A bolandaky predele gegsek,
onda

lim 2= f Fiy(ty,Aexp f £, y,mds]
ya-da
- | f'ﬂ(t,y,ﬂ)exp[ f f'y(s,y,ﬂ)dsldz
P i
bolar.
§12. Ayratyn ¢ozuwler barada
Eger

Y =1xy)

denleménin sag bolegi R oblastynn her bir nokadynda Pikar teore-
masynyn sertlerini kanagatlandyryan bolsa, onda ol denleménin
(x,.y,) nokatdan ge¢yan yeke-tik ¢oziiwi bar. Bu yagdayda (x,,y,) no-
kada ady nokat diyilyar.

Eger (x,,,) nokatda denleménin ¢ozliwinin yeke-takligi bozulsa,

......

......

Pikar teoremasyndan belli bolsy yal y, ¢oziiwin yeke- takhk sertini
ipjiin edyan Lipsis sertidir. Ona goré-de tekizlikde ayratyn ¢oziiwleri
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Lipsis sertinini yerine yetmeyén yerlerinden (nokatlaryndan) gozle-
meli. Cozliwin grafiginiin ayratyn nokatlardan duryandygyny ya-da
durmayandygyny Lipsis serti bilen barlamak ansat ig dal.

Sonui {igin durmusda Lipsis sertinifi yerine

I |
By_L

sert ulanylyar. Bu denisizligin Lipsis sertini {ipjiin edyindigi gorkezi-
lipdi. Bu yagdayda differensial denilleménin ayratyn ¢oziiwi bolmayar.

Eger f(x,y) funksiyanyn o onlimi y = ¢ (x) bolanda tiikeniksiz-

lige owriilse, yagny 9%
of
dy

y=¢(x)
bolsa, onda Lipsis serti yerine yetmeyar. Diymek, y= ¢ (x) funksiyanyn
ayratyn ¢0ziiw bolaymaklygy dhtimaldyr.

Eger y = ¢(x) funksiya berlen differensial denileméni kanagat-
landyrsa, onda ol ayratyn ¢oziiw bolar.

% hususy ontlimi tiikeniksizlige 6wiiryén birnd¢e funksiyalaryn

bolmagy miimkin. Olaryn ayratyn ¢oziiwler bolyandygyny ya-da bol-
mayandygyny gorkezilen usul bilen anyklamak bolar.
1-nji mysal. y' = / y — x deiileménin ayratyn ¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Berlen yagdayda

faey)=vy—x.
Bu funksiyanyn oniimi
a9 _ 1

dyy 2yy—x

y = x bolanda tiikeniksizlige owriilyér, yagny

o _

Y ly=x
Diymek, y = x gdniinin nokatlarynda Lipsis serti yerine yetmeyar. Bu
y = x funksiyanyn berlen deiilemede goylanda, ony kanagatlandyr-
mayandygyny goryaris.
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Diymek, y = x funksiya ol denilleménin ayratyn ¢6ziiwi bolmayar.
2-nji mysal. y=vyy—x+1,
y—x=>0

denlleméninl ayratyn ¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Bizin denllemémizde

fey)=vy—-x+1,

o_ 1
Iy  2)/y—x
Onki mysaldaky yaly y = x bolanda % tiikeniksizlige owriilyir,

yagny Lipsis serti yerine yetmeyér. Bu y = x funksiyanyn garalyan
deiilleménin ¢oziiwidigi aydyndyr.
Garalyan denilemede y — x = u belgileméni girizip,
2
y= x+0C) 4y
4
umumy ¢dzliwini taparys. Tapylan y = x ¢6ziiwif her bir (x,, y,) no-
kadyndan umumy ¢6ziwifi C = — x,bahasyna degisli
VY
y = (x 4’%) 4
¢cOzliwi gegyar.
Seylelikde, y = x ¢oziiwin her bir nokadyndan iki sany integral
egri gecyar. Diymek, y = x ayratyn ¢oziiw.



Il bap

ONUME GORA ¢OZULMEDIK DENLEMELER

Bapda oniime gord ¢oziilmedik birinji tertipli ady differensial
dentllemeler owrenilyar.

§1. Oniime g6ri ¢dziilmedik differensial defilemanin
¢oziiwinin barlyk we yeke-téaklik teoremasy

F(x,y,y)=0 (D

deiilema garalyn. (1) defileme {icin Kosi meselesini kesgitlélin. (1)
differensial defileménii

Wx) =y, (2)

serti kanagatlandyryan y = ¢ (x) ¢oziiwini tapmaklyga Kosi meselesi

------

lar diyilyar.
R =[x, —a,xy+ a]X[y,— b,yy + b]X[y'g— ¢,¥'y + €]

belgilemani girizelifi, bu yerde a, b, ¢ berlen hakyky sanlar, y', san

F(x,y,y)=0

deiileménin hakyky koklerinif biri.

Indi (1) deillemédninn (2) serti kanagatlandyryan yeke-tdk
¢cOziiwinin bardygyny subut edelif.

Teorema. Goy, F (x, y, y") funksiya asakdaky sertleri kanagat-
landyryan bolsun:
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a) F'(x, y,y") funksiya F," we F" hususy oniimleri bilen bilelikde
R’ oblastda iizniiksiz,

b) Fy” (XO, yo’ y()’) 7& 0

Onda [x, — h, x,+ h] kesimde (1)-(2) meselanin y = y (x) yeke-
-tk ¢Oziiwi bardyr we onuii tigin y'(x)) = y,".

Subudy. Teoremanyn sertlerinde F(x, y, ') funksiya anyk dél
funksiyanyn barlyk we yeke-taklik teoremasynyn talaplaryny kana-
gatlandyryar. (Bu bize matanaliz dersinden bellidir). Onia gora-de (1)
denleme R™ C R oblastda y'-i birbahaly funksiya hokmiinde, yagny

y'=fxy) 3)

gorniisde kesgitleyar. f'(x,y) hususy 6niimi gé bilen bilelikde {izniiksiz

funksiya bolup, f(x,, y,) =y, defilik yerine yetyar.

Diymek, 1 (x,y) R™ oblastda {izniiksiz funksiya we y boyunga
Lipsis sertini kanagatlandyryar, yagny (3) deiilemanin sag bolegi Pi-
kar teoremasynyn sertlerini {ipjiin edyir. Onda (3) denleménin, yagny
(1) detleménin [x,— h, x,+ h] kesimde y(x,) = y, serti kanagat-
landyryan y = y(x) yeke-tik ¢6ziiwi bardyr.

Indi y'(x,) = y,” bolyandygyny gorkezelin. Belli bolsy yaly,
y = y(x) (3) denleménin (2) serti kanagatlandyryan ¢oziiwi. Onda
hemme x € [x, — h,x, + h] bahalar ligin

y'(x) = (x, y(x).

Goy, x = x, bolsun. Onda

Y'(x%0) = Cr y(x)) =f Cxo ¥) =V

Teorema subut edildi.

§2. Ayratyn ¢ozuwler barada

F(x,y,y")=0 (D

defilemédnin ayratyn ¢oziiwini tapmaklyga garalyn.
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Garalyan (1) denileminin ¢oziiwinin yeke-tiklik sertiniit bozul-
yan nokatlaryny tapalyn. Onun {i¢in (1) defilemini y boyunga diffe-
rensirlesek,

F [ 3F ' _
ay = 9y’ 9y
bolar, bu yerde
oF
N __ 9y
oy  oF
ay’
deiiligi alarys.
JOF _ 9y _ e, . OF _
y ~ ay oo gertin yerine yetmegi iigin 3y 0 bolmaly.
Seylelikde, ayratyn ¢oziiwleri tapmak ticin koordinatalary
F(x,y,y) =0
IF (x,y,y’) 2)
OY )
ay

dentllemeleri kanagatlandyryan nokatlary gdzlemeli. Sistemadan y'-i
¢ykaryp,

@(x,y) =0

deiileméni alarys. Bu denlemd (1) denleminin diskriminant egri-
egrileriil ayratyn ¢oziiwler bolmagy &htimaldyr.

Seylelikde, (1) denleminin ayratyn ¢oziiwini tapmak t¢in ilki
bilen onuil diskriminant egrilerini tapmaly, sofira olaryn integral
egrilerdigini (¢oziiwlerdigini) gorkezmeli, il soflunda bu integral
egrileriit nokatlarynda ¢oziiwin yeke-tiklik sertiniii bozulyandygyny
derfiemeli.

Mysal.

y—xy +e =0

defillemédnin ayratyn ¢oziiwini tapmaly.
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Céoziilisi. Berlen denleme iicin (2) sistemany

y—xy +e =0
—x+e =0
gornilisde alarys. Bu sistemadan y'-1 ¢gykaryp,

y=xlnx—x
deiileme bilen kesgitlenydn diskriminant egrini taparys. Bu
funksiyanyi berlen defileménin ¢oziiwidigi aydyndyr.
Berlen denleménin umumy ¢oziiwi

y=Cx—e°
gorniisde bolar. Bu goniiler maggalasynyn denlemesidir.

Diymek, y = xInx — x integral egrinini her bir nokadyndan iki
sany integral egri ge¢yér, olaryi biri bu egriniil 6zi, beylekisi bolsa
goniiler maggalasyndan bir goniidir.

Sunlukda, diskriminant egri defilemanin ayratyn ¢oziiwi bolyar.

§3. Denlemelerin ¢ozilis usullary

F(x,y,y)=0 (1)

defillema garalyn.

Goy, (1) deiileme 6z argumentlerinini hi¢ birine gord ¢oziilmedik
deiilleme bolsun. (1) deiilemede x, y, y' liytgeyan ululyklary ti¢ 6lgegli
ginisligin koordinatlary diyip kabul etsek, onda bize belli bolsy yaly,
ol bu ginislikde iistiin defilemesi bolar. Bu yagdayda, ony

x =), y=9wv), y =wl,v) (2

parametrik gorniisde anlatmak bolar. Bu funksiyalar (1) denileméni
Flou,v), ¥ (u,v),w(u,v)] = 0 tozdestwo dwiirmelidirler, bu yerde u,
v —parametrler, ¢(u,v) we ¥(u,v) parametrlerifi iiytgeyan oblastynda
differensirlenyén funksiyalar. (2) defilikden dx-i we dy-i tapalyi:
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dx = and + 8q0d

ou dv
oY oY
dy = —du + v —dv.

Bize dy = y'dx tozdestwo bellidir. Bu tozdestwoda y', dx, dy {i¢in ta-
pylan anlatmalary goyup

W gy OV gy = 99 4y 1 9%
O+ Xy = w(u,v)( 0 du + ¢ dv) 3)
deiileméni alarys, bu yerde u we v denhukukly {iytgeyan ululyklar.
Berlen yagdayda, bagly dél liytgeyan ululyga derek u-y, gozlenilyén
funksiya derek v-ni kabul etsek, onda (3) denileméni

dp Y

ﬂ — CU(“,") u ou (4)
TR TR 1
v v

gornlisde yazarys. Sag boleginii maydalawjysy noldan tapawutly
diyelin. (4) defileménin sag bolegi u-a we v-e gord funksiyadyr. Ony
f(u,v) bilen belgilép,

A= flu,v) 5)

denilemaéni alarys. Seylelikde, (1) defileme 6niime gord ¢oziilen diffe-
rensial denlema getirildi.

Goy, v = 0(u,C) funksiya (5) defilemdnin umumy ¢6ziiwi bol-
sun. Onda (2) denliklerden (1) defilemdnin parametrik gorniisdiki
umumy ¢oziiwini alarys:

x=¢u,0u,C)), y=(u,0(uC)).

Eger bu denliklerden u parametri ¢ykarmak basartsa, onda (1)
deiileméniii umumy integraly alnar.

Eger v = h(u) funksiya (5) deiileméniii ayratyn ¢oziiwi bolsa,
onda

x = @(u.h(u)), y = ¥(uh(u))
(1) detileménin ayratyn ¢oziiwi bolmagy miimkin.
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Eger (4) denleminin ¢6ziiwini tapmak kyn bolsa, onda (3)
denilemede bagly dil tiytgeyén ululyga derek v-ni, gézlenilyén funk-
siya derek u-y kabul edip, onlime gora ¢oziilen basga gorniisli diffe-
rensial defllemdni almak bolar. Ol defileménin ¢ézliwini tapmak (4)
defilemédnin ¢ézliwini tapmakdan yeiil bolmagy miimkin.

1-nji mysal.
xy
Y =e? defilemini ¢dzmeli.

Coziilisi. Berlen denilemini parametrik gorniisde anladalyn. Eger

u

x=uve ", y=v, y =¢" (6)

funksiyalary gorntislerde kesgitlip, olary berlen defilemede goysak,
e" = e" tozdestwony alarys.

Indi berlen denllemini ¢ozmége gecelin. dx-i we dy-i tapyp we
dy = y'dx tozdestwoda goyup,

dv =vdu + udv — uvdu
deiilemini alarys. Bu yerde u-ny bagly dal iiytgeyédn ululyga derek,
v-ni gozlenilyédn funksiya derek kabul edyéris. Onda

av _ av _
gy = VW

ya-da
(=12 —v)=0

deiileméni alarys.

Iki yagdaya garalyn:
dv _ . _
l. V= 0.
Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edip % = du denilemini, sofira

integrirldp v = Ce* ¢Oziliwi taparys. v-niii bu bahasyny (6) denliklerde
goysak

x=Cu, y=_Ce"
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bolar. Bu funksiyalar bilelikde berlen deileménin parametrik
gorniisddki umumy ¢oziiwi bolar. Bulardan u-ny c¢ykaryp, ol
denleménin y = Ce”* gornlisde umumy ¢éztiwini alarys:
2) u — 1 =20, u =1 bahany (6) denliklerde goyup x = ve'!, y = v
denlikleri alarys. Bu yerden y = ex funksiya berlen defileménii ayratyn
¢Ozliwi bolar.

2. (1) denlleménin x-e gord ¢oziilen yagdayyna garalyii:

x=FE(yy) )
y'= p belgileme girizelin, bu yerde p — parametr. Onda

x=F (v,p) (8)
bolar. Bu funksiyanyn differensialy

_ R, L 9R
dx = ayaly+ apdp

bolar. Bu yerde dx-inl yerine %-ni yazyp,
dv _9F, | OF
p 9 p
dentlleméni alarys. Bu yerde y we p denhukukly ululyklardyr. Eger
y-1 bagly dil tiytgeyén ululyk, p-ni gézlenilyén funksiya diyip kabul
etsek, onda bu yerden dnlime goré ¢oziilen differensial denileméni

dy + dp

1 _9h
dp _ p 9y
ap

gorniisde alarys. Bulara menzes deiilemini ¢6zmekligiii usullary bi-
rinji bapda dwrenilipdi.
Goy,
o(y,p,C) =0 (10)

(9) denleminin umumy integraly bolsun. Onda (8) we (10)
denlikler bilelikde (7) defileméniii parametrik gérniisli umumy in-
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tegraly bolar. Eger ol deiiliklerden p parametri ¢ykarylsa, onda (7)
denleméniii umumy integraly alnar.

Eger p = y(y) funksiya (9) differensial denileménin ayratyn
¢Oziliwi bolsa, onda ony (8) denilikde goyup

x=F(y,7()

funksiyany alarys. Bu funksiyanyn (7) defilemdnin ayratyn ¢oziiwi
bolmagy miimkindir.
2-nji mysal.

X = ln% denleméni ¢6zmeli.
Coziilisi. y' = p diyelin. Onda x = ln% bolar. Bu yerden

1 1
dx = —dy ——d
}’y Pp

bolyar. Bu yerde dx-in ornuna %-ni goyup,
dy _ 1 1
— =—dy——d
p y Y p P

deiileméni alarys. Eger p-ni gozlenilyan funksiya diyip hasap etsek,
onda bu defileméni

dp 1 . dp 1
P -1y 1 yada £ —Lp—1
dy yp Y dy yp

gornlisde yazyp bileris. Birjynsly dil ¢yzykly denleminiii umumy
¢ozliwini bize belli bolan Lagranz usuly bilen p = y(C —In y) gérniisde

taparys.
Seylelikde,

x=lnl

p
p=y(C—lny)
funksiyalar berlen defileménin parametrik ¢ézliwi bolar. Bu yerde p
parametri ¢ykaryp, ol defilemédniii umumy integralyny

x=—In(C—Iny)ya-dae*+Iny=C
gorniisde yazyp bileris.



3. Goy, (1) defileme y-e gora ¢dziilen bolsun. Onda

y=hE(xy) (11)
bolar. y" = p belgilemini girizsek, onda
y=F(xp) (12)

bolar. Bu funksiyanyn differensialyndan, yagny

_ ob oF
dy = o dx + apdp

denlikden, dy = pdx gatnasygy goz o6niinde tutup,

_ 0F, oF,
pdx = o dx + p dp

denligi alarys.
Eger p-ni gozlenilydn funksiya diyip hasap etsek, onda 6niime
gord differensial denileme, yagny

_0F | 9F dp
ox dp dx

ya-da

ok,
dap _ p ox
dcx  9F
ap
denilleméni alarys. Bu deiileméninn umumy integralyny

o(x,p,C) =0 (13)

gorniisde taparys. (12) we (13) deilikler bilelikde (11) denileménin
parametrik gorniisddki umumy integraly bolar.

Eger olardan p ¢ykarylsa, onda alnan funksiya (11) denleménin
umumy integraly bolar.

Eger p = 7(x) funksiya yokardaky defilemédniii ayratyn ¢oziiwi
bolaysa, onda

y = B (x,7(x)
funksiyanyin (11) defileménin ayratyn ¢oziiwi bolaymagy dhtimaldyr.
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3-nji mysal.
y=x+y'—In y'denleméni ¢6zmeli.
Coziilisi. y' = p belgileméni girizip,

y=x+tp-lnp
funksiyany alarys. Munun differensialy

@:w+@‘%

bolar. Bu yerde dy-ii ornuna pdx-i goyup,

(p—1Mx=p;1@9

defilemaéni alarys.
Goy, p — 1 # 0 diyeliit. Onda p — 1-e gysgaldyp, liytgeyén ululyk-
lary ayyl-sayyl edilen deiilemd, yagny

a’x:d—p
p

denilemé geleris. Bu defileméni integrirlesek, onda x = In p + C bolar.
Seylelikde,

y=x+p—Inp
x=Ilnp+C

funksiyalar bilelikde berlen defilemdnin parametrli umumy ¢oziiwi
bolar. Bu yerde p-ni ¢ykaryp, berlen denileménin umumy ¢oziiwini

y=e“+C

gorniisde alarys.
Goy, p — 1 =0 diyelin, onda p = 1 bahany

y=x+tp-Inp
funksiyada goyup, y = x + 1 funksiyany alarys. Bu funksiyanyn
ayratyn ¢oziiw bolyandygyny gérmek kyn daldir.

4. y=x0(")+ ¥ (14)
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denllemd garalyn, bu yerde ¢, y—differensirlenyén funksiyalar. (14)
denlleme (11) denlemdniii hususy halydyr. (14) deiilemd Lagranz
denillemesi diyilyér.
(14) denlemede y' = p belgileme girizip,
y =xp(p)+¥(p) (15)

funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialyny tapyp we dy-ii or-
nuna pdx-1 goyup,

pdx = ¢(p)dx +x¢'(p)dp + ¥'(p)dp
detilemaéni alarys.

Bu yerde x we p denthukukly tiytgeyan ululyklardyr. Eger bu yer-
de gozlenilyin funksiya x diyip hasap etsek, onda

pg—; = w(p)g—g +x¢'(p)+¥'(p)

ya-da
dx . ¢(p) . ¥ (p)
dp " o(p)-p T p—o(p) (16)

bolar. Bu bolsa birjynsly dél ¢yzykly denilemedir. Onuii umumy ¢6zii-
wini

x= C~exp<—f¢20];()p_)pdp)+ (17)
‘(p) ¥’ (p) ‘(p)
eXp<_f<Dsz)p—pdp>' p—wp(p) 'eXp(f <020p)p—p>dp

gorniisde yazmak bolar. Bu yerde ¢ (p) — p # 0.

(15) we (17) denlikler bilelikde (14) deiilemadnin parametrik
gorniisli umumy integraly bolar. Eger ol deiliklerden p parame-
tri ¢ykarmak basartsa, onda (14) denleménin umumy integralyny
w(x,y,C) = 0 gorniisde alarys.

Eger (16) defilemede ¢ (p) — p = 0 bolsa, onda bu defileménifi p,
hakyky koklerini tapyp we olary (15) funksiyada ornuna goyup,

y=xp(p)+¥(@) (=1n)
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coziiwleri alarys. Bu coziiwler 6zlerinde hemiselik sanlary sakla-
mayarlar. Ona gord-de, olaryn (14) denleménin ayratyn ¢oziiwleri
bolmaklygy dhtimaldyr.

4-nji mysal.

y= x)/2 + y’2 deilleméni ¢ozmeli.

Caoziilisi. Berlen denilleme Lagranz denlemesidir. y’'= p belgileme

girizip,
y=xp+p

funksiyany alarys. Bu funksiyanyi differensialyny tapyp we dy-in or-
nuna pdx-i goyup,

pdx = p*dx + 2pxdp + 2pdp

denileméni alarys. Bu yerde x gozlenilyén funksiya, p onunl argumenti
diyip kabul etsek, onda

dvy 2 _ P
dp~ p*~p  p-p
gorniisli ¢yzykly birinji tertipli defileme alnar.
p? —p # 0 diyelin. Onda denleméni

dx 2 2
dp+p—1x_1—p

gorniisde yazyp, umumy ¢ozliwini

v= €y
(-1
gorniisde taparys. Seylelikde, berlen deiileméanin parametrli ¢6ziiwini
y=xp+p
N
(p—1
ya-da
2
-1 -1
gorniisde alarys.
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Bu yerde p parametri ¢cykarmaga synanysalyn. Birinji defillikden

e C _ C
(p 1)_x+1’ p_Vx+1+1

bolar. p-nini bu bahasyny ikinji defilikde goyup, yonekeylesdirilenden
sonl berlen defileménin umumy ¢oziiwini

y=(/CHVatl)

gorniisde alarys.
Indi p? — p = 0 diyelin. Onda p =0, p = 1 bahalary

y=xptp
funksiyada yzygiderli goyup,
y=0, y=x+1
funksiyalary alarys. Bu yerde y = 0 ayratyn ¢oziiw bolar. y = x +1 hu-
susy ¢oziiw bolar, sebdbi bu ¢oziiw umumy ¢oéziiwden C = 0 bahada

alynyar.
5.

y=xy + () (18)

denlema garalyf, bu yerde ¢ differensirlenyan funksiya. (18) defilemé

......

halydyr, sebdbi ol delleme (14) denilemeden @(y') =y’ bolanda
alynyar. Eger y' = p diyip belgilesek, onda (18) defilemeden

y=xp+¥(p) (19)

funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialy

dy = pdx + xdp + ¥’ (p)dp
gdrniisde bolar. Yokardaky belgilemini, yagny dy = pdx defligi goz
ontinde tutup, bu yerden

dy = pdx + xdp + ' (p)dp
ya-da

dp(x+¢"(p)) =0
deiileméini alarys.
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Iki yagdaya garalyii:
1. Goy, dp = 0 bolsun. Onda p = C bolar. Bu bahany (19) funksiyada
goyup, (16) defileménin

y=Cx+ (0 (20)
gorniisli umumy ¢oziiwini alarys;
2. x+¢¥(p)=0
ya-da

x==9(p). 21

Eger ¥’ (p) funksiyanyn ikinji tertipli 4" (p) lizniiksiz 6niimi bar bo-
lup we " (p) # 0 bolsa, onda (19) we (21) funksiyalar bilelikde (18)
defileménin ¢ézliwini beryandigini gorkezelin. y'-1 tapalyn:

,_dy _d[=¥(p)p+¥(p)] _ —p¥"(p)dp _
YEa T a-v )] v pd P
(19), (21) we (22) formulalary nazarda tutup, (18) deiilemeden
—p¥' (p) + ¥ (p) == p¥’ (p) + ¥ (p)

tozdestwony alarys. Differensial geometriya dersinden belli bolsy
yaly, (19) we (21) deilikler bilelikde integral egriler masgalasynyn
oramasy bolyar.

Eger (19) we (21) deiliklerden p-ni ¢ykaryp bolsa, onda

o(x,y) =0 ya-da y = 0y(x)

funksiyany alarys. Bu funksiya ya-da integral egriler oramasy (18)
denleménin ayratyn ¢oziiwi bolar. Bu ¢6ziiw umumy c¢oziiwden
alynmayar.

5-nji mysal. y—xy = ¢ defilemini ¢ozmeli.
Céoziilisi. Bu yerde y' = p belgileméni girizsek, onda
y=xp—e

bolar. Bu funksiyanyn differensialyny tapsak we yokarky belgileme-
den peydalansak,
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pdx = pdx + xdp — e” dp

ya-da
dp (x—e?)=0

bolar. Bu yerde iki yagdaya garalyi.
Goy, dp = 0 bolsun. Onda p = C bolar. Sonunl iigin Klero
deiilemesinit umumy ¢oziiwi

y=Cx—e"

gorniisde bolar. Bu goni ¢yzyklar masgalasydyr.
Goy, x — e?” = 0 bolsun. Bu yerden x = e” bolar. Seylelikde,

{)’:XP—ep
x=e’

funksiyalar Klero denilemesiniii parametrli ¢éztiiwidir. Bu sistemadan
p parametri ¢ykarsak, onda

y=x(Inx-1)

funksiyany alarys. Bu funksiya berlen defileménin ayratyn ¢oziiwi
bolar.

Mesele. Galtagyanynyn koordinatalar oklary bilen ¢idklenen ke-
simi a defi bolan egrini tapmaly.

Coziilisi. Goy, y = y(x) gozlenilydn egriniii deiilemesi bol-
sun. M (x,y) gozlenilyén egrinin nokady, M nokatda egrd gegirilen
galtagyanyn denilemesi

Y-y=y'(X-x)

bolar, bu yerde X we Y — galtasma nokadynyn iiytgeyan koordinata-
lary, x we y — egrinin berlen nokadynyn koordinatalary.

Serte gord, |AB| = a. Galtagyanyn koordinata oklaryndan kesip
alyan kesimlerini onuni defilemesinden

’

|OA| =y —xy, |OB\=xyy,‘y
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Mexy) y=y(x)

d
v

gorniisde alarys. Pifagor teoremasyny ulansak,
|OA} +|OBJ = @’
ya-da
R e

bolar. Bu defileméni y-e gord ¢ozlip,

y=xy £ 2
J1I+y”
gorniisli Klero defilemesini alarys. Onuit umumy ¢oziiwi

y=Cx+ 49C

V14 C?

gorniisde bolar. Bu goniiler masgalasydyr. Ayratyn ¢oziiwi tapmak
ticin Klero deiilemesinde y' = p belgileme girizip,

y=xp* A
V1+p?
funksiyany alarys. Bu funksiyany p boyunca differensirlesek,

o=y

bolar. Yokardaky funksiyalary
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— a ap3
= —|—7, = 1—7
(1 +p2)3/2 y (1 +p2)3/2

gorniislerde yazalyn. Bu denliklerden p parametri ¢ykarmak ii¢in

X

olary % derejd goterip, degisli boleklerini gossak, onda
x2/3 +y2/3 — a2/3
defilleméni alarys. Bu astroidanyn deiilemesidir. Ol yokardaky gor-
kezilen goniiler (integral egriler) masgalasynyn oramasy bolyar. Ona
goré-de ol berlen denileménin ayratyn ¢6ziiwi bolar.
6. (1) defileménin basga gorniislerine garalyn.
Goy, (1) denleme

ay (6, y) ()" + ay (e, y) )"+ . 23)
+ an—l(x’y)(y’) + an(x,y) = O

gorniigde berlen bolsun, bu yerde a, (x, y) (i = 0,1,..., n) kibir oblastda
lizniiksiz funksiyalar, a, (x, y) # 0.

(23) defileme derejesi n bolan y'-e goré birinji tertipli differensial
deiilemedir. Ol denileminin # sany koki bardyr. Olary y'-e gora ¢oziip,

=y (k=12,.,n) (24)

defilemeleri alarys, bu yerde f, (x, y) hakyky we kompleks bahaly
funksiyalardyr. Biz bu yerde hakyky bahaly defilemelere gararys.

Goy, f, (x,y) funksiyalaryn m sanysy hakyky bahaly bolsun. Onda
bu yerden y' = £, (x, y) (m < n) denilemeleri alarys. Bu deiilemeleri bi-
rinji bapda beyan edilen usullary ulanmak bilen ¢6ziip, olaryn umumy
¢Ozliwlerini

y=¢(xC),..y =9, (xC)
ya-da umumy integrallaryny
w, (x,y,C)=0,...0, (x,y,C)=0

gornliglerde taparys. Bu umumy integrallaryn toplumyna (23)
defillemdniit umumy integraly diyilyér. (23) deiileméniit umumy in-
tegralyny
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w, (x%,y,C) w,(x,y,C) .- », (x,y,C) = 0
gorniisde yazmak bolyar. Bu deiligiii ¢ep bolegi C-e gord m derejeli
kopagzadyr.
6-njy mysal. > + (x> — 1)y — x* = 0 defilemini ¢ozmeli.
Coziilisi. Bu denleme y'-e gord kwadrat denilemedir. Ony y'-e
gord ¢ozsek,
y'=1, y==

bolar. Bu defilemeleriit umumy ¢ozliwlerini

x3
y=x+C, y=—T+C

gornilisde taparys. Onda berlen defileméniin umumy integralyny

(y—x—C)<y+§3—C>:O

gorniisde yazarys.
7. (1) denlemé gozlenilydn y funksiyanyn anyk gorniisde gir-
meyin yagdayyna garalyi.

F(x,y)=0 (25)
denleménin diirli gorniislerde bolmaklygy miimkindir. Ol yagdaylara
ayratynlykda garalyn.

Goy, (25) denileme y'-e gord ¢oziilen bolsun, yagny
y'=Lx (k=12 (26)

bu yerde f, (x) hakyky tzniiksiz funksiyalar. (26) defilemeleri integrir-
lap, olaryn umumy ¢oziiwlerini

y=[flx)dx+C (k=12,.) 27)
gorniisde taparys.
Goy, (25) deiileme x-e gora ¢oziilen bolsun, yagny
x =), (28)

bu yerde ¢ differensirlenyin funksiya. Bu yagdayda y'= p belgilema-
ni girizip,



x=¢(p) (29)
funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialy

dx = ¢'(p)dp (30)

bolar. y' = p ya-da dy = pdx belgilemede (30) denligi peydalansak,
onda

dy = p¢’ (p)dp

bolar. Bu deiileméni integrirldp

y=[p¢'(p)dp+C @1
funksiyany taparys.

(29) we (31) funksiyalar bilelikde (28) deiileménin parametrik
gornilisli umumy ¢6ziiwi ya-da umumy integraly bolar. Eger bulardan
p parametri ¢ykarmak basartsa, onda alnan w (x,y,C) = 0 funksiya ol
dentlleméniil umumy ¢ézliwi ya-da umumy integraly bolar.

Eger (25) denleméni onun argumentlerine gord anladyp bol-
mayan bolsa, onda ony

x=9(t), Y =90 (32)
parametrik gorniisde yazmak bolar. Bu funksiyalar (25) denleméni
kanagatlandyrmalydyr, yagny

Fp®),¥(0) =0

bolmalydyr. (32) deniliklerden dy = ¥(¢f)dx = ¥(¢) ¢’ (¢)dt defileméni
alarys. Denllemini integrirlap,

y=[#(0)¢ ()di+C (33)
funksiyany taparys. Seylelikde,
x=o(t),

y=[¥()g(ndr+ C

funksiyalar bilelikde (25) deflleménin parametrik gorniigli umu-
my integraly bolar. Eger ¢ parametr bu funksiyalardan ¢ykarylsa, onda
alnan funksiya ol defileminiit umumy integraly bolar.

86



7-nji mysal.

x=1In(y +v1+y7)

deiileméni ¢ozmeli.
Céoziilisi. y' = p diyip belgilesek,

x=In(p+/1+p")

bolar. Differensirldp, sofira dx-ifi ornuna Cg-ni goysak,

dy _ _dp

P J1+p

ya-da
pdp
dy =
e +p’

bolar. Bu defillemini integrirlesek, y = /1 + p* + C bolar.

Seylelikde,
{x =In(p+/1+p°),
y=yl+p*+C
funksiyalar berlen deiileméninn parametrik gorniisli umumy integ-

raly bolar. p parametri ol denliklerden g¢ykarmaga synanysalyn.
Sistemanyn birinji denliginden

c=p+yJl+p’, e*=—p+y1+p°.

Bu denliklerin degisli boleklerini gosup, chx = /1 + p® denligi
alarys. Onda sistemany ikinji defiligini y = chx + C gorniisde yazmak
bolar. Bu funksiya berlen deiileméninn umumy ¢oziiwidir.

8. (1) denleméanin

F@,y)=0 (34)

gornilisde berlen yagdayyna garalyn, yagny x anyk gorniisde deiile-
minin diizimine girmeyar.

(34) denleminin ¢o6ziiwini tapmaklygyil miimkin bolan diirli
usullaryny getirelin.
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Goy, (34) defileme y'-e gora ¢oziilen bolsun. Onda ol defilemeden

V' =50
(n=1.2,..)

gorniisdédki bir ya-da birndge denileméni alarys. Bu denlemeleri inte-
grirlap, defileméniii umumy integralyny

ff%5:x+c (n=1,2,.) (35)

gorniisde taparys.

Eger f,(v) = 0 bolsa, onda onun koklerini y = a, gorniisde ta-
parys. Bu kokler (35) deiileménin ¢oziiwleridir. Bu ¢oziiwlerin (34)
denileménin ayratyn ¢6ziiwleri bolmagy miimkindir.

Indi (34) denileménin y-e gora ¢oziilen yagdayyna garalyn.

Goy,

y=900() (36)
bolsun. y" = p belgileméini girizip,
y=9¢(p) (37)

funksiyany alarys, bu yerden dy = ¢ (p)dp. Belgilemeden dx = %

bolyandygyny nazarda tutup, dy ii¢in anlatmany peydalansak, onda
g = ¥ (p)dp

p

deiileméni alarys. Bu defileméni integrirlesek, onda
¢'(p)
X = dp +C 38
f PR (38)

bolar. (37) we (38) funksiyalar bilelikde (34) denleménin parametrik
gornilisli umumy ¢oziiwi bolar.

Eger p = 0 bolsa, onda F(y,0) = 0 bolar. Bu defileméninl y = o,
kokleri hakyky sanlar bolsa, onda olar (34) defileménin ¢éztiwleri bo-
larlar.
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Goy, (34) deiileme y we y" argumentlere gord ¢oziilmeyin bol-
sun. Bu yagdayda ony parametrik gorniisde anilatmak bolar. Goy, (34)
denlleme parametrik, yagny

y=¢@), Yy =¢@ (39

gorniisde anladylan bolsun. Bu funksiyalar (34) deiilemini kanagat-
landyrmalydyr. (39) denliklerden

dy ,
dx = —7~, dy = t)dt.
sy @ @ (1)
Bu denliklerden
@ (t)dt
dx = 2
U(t)

denlemaéni alyarys. Bu defilemini integrirlesek,

(1)
X = dt+C 40
J y(t) 4
bolar. (39) detiliklerden y = ¢(¢) we (40) bilelikde (34) denlleménin
parametrik gorniisli umumy ¢oziiwini beryér.
8-nji mysal y = (y' — 1)¢’ denlemaini ¢6zmeli.
Caoziilisi. y' = p belgileme girizip,
y=(@-1e’
deniligi alarys. Bu yerden dy-i tapyp, sofira onunl ornuna pdx-i goysak,
dx=e?dp
bolar. Bu defileméni integrirldp x = e”+ C funksiyany taparys.
Seylelikde,
{x =e'+C
y=(p-1)
funksiyalar berlen defileménif parametrik gorniisli ¢oziiwidir. Yokar-
daky sistemadan p parametri ¢ykaryp, berlen defileménin

y=(x—-C)lnx-C)—1] (x>0O)
umumy ¢oziiwini alarys.
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Eger p = 0 bolsa, onda y = — 1 bolar. Bu yerde y = — 1 berlen
denileménin ayratyn ¢oziiwidir.

9-njy mysal. y*"° + (y')*? = 1 defilemini ¢6zmeli.

Coziilisi. Bu denllemini y-e we y'-e gord ¢ozmek kynrak. Ona
gbri-de ony parametrik gorniisde anlatmak onayly boljak.

Goy, y = cos’t, y' = sin’t bolsun. Bu funksiyalary berlen
deiilemede goysak, onda tozdestwo alarys. Diymek, ol funksiyalar
berlen denileméni kanagatlandyryarlar.

_dy _ dy _ —3cos’t-sintdt _ _ 5 cos’t

dx = = = = - 3= dt,
x y U(t) sin’t sin’t

2
X =— 3fc'oisztdt = 3t 4 3ctgr + C.
sin“t

Seylelikde,
x =3¢+ 3ctgt + C,
y=cos’t

funksiyalar berlen deflemdniii parametrik gorniisli umumy inte-
gralyny beryérler.

9. Indi (1) denileménin dine y'-e gord deiileme bolan yagdayyna
garalyn:

F@y)=0, (41)
Goy, (41) deiileméinii
y'=a, (k=1,.2,...) (42)

tilkenikli ya-da tiikeniksiz sany hakyky kokleri bar bolsun. Bu
denilleméni integrirlesek,
y=ax+C
ya-da
y—C
X
bolar. a -nyfi bahasyny (41) defllemede goysak,
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F<M> -0
X

bolar. Bu (41) denilleménin umumy integralydyr. Bu umumy integralyni
kompleks differensial denilemelerint ¢éziiwlerini hem 6ziinde sakla-
magy miimkindir.

10-njy mysal. y° — 1 = 0 defileméni ¢ozmeli.
y—C
X

Céoziilisi. Denllemede y'-ifi ornuna -1 goyup, umumy inte-

gralyny alarys. Bu umumy integral y' = 1 hakyky differensial
deiileméniit hem-de

, —1+1/3
)

kompleks differensial denilemelerin ¢oziiwlerini 6zlinde saklayar.
11-nji mysal. sin y"= 0 deiileméni ¢6zmeli.
Coziilisi. Bu denleméni y'"-e gora ¢oziip

y’ :kﬂ‘ (k:O,il,iZ,)

denlikleri alarys. Onda

bolar. Bu yerden

Muny deiillemede y'-ift ornuna goyup, onufi umumy integralyny
sin? =% _ o
X
gornilisde alarys.
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Il bap

YOKARY TERTIPLI DIFFERENSIAL DENLEMELER

§1. Esasy dusunjeler we kesgitlemeler

Tertibi 1-den uly bolan differensial dei\leméa yokary tertipli diffe-

------

Yokary tertipli ady differensial defileme umumy gorniisde

F(x,y,y,.,9")=0 (1)

denlik bilen berilydr, bu yerde x — bagly dil tiytgeyan ululyk, y — goz-
lenilydn funksiya, y'..., )" — gozlenilydn funksiyanyn Oniimleri,
F —berlen funksiya.

Y=y, y .y ) (2)

gorniisde berlen denllema yokary tertipli 6nliime gora ¢oziilen defileme

......

......

Eger kibir (a,b) interwalda n gezek differensirlenyian y = ¢ (x)
funksiya (2) denileméni tozdestwa owiiryan, yagny

¢ (x) = fla, @(x), @ (x),...,¢" " (x))

......

Goy,
y = qo(x’ Cp'"’ Cn) (3)

funksiya D oblastda x boyunca n gezek differensirlenydn bolsun, bu
yerde C.....,C erkin hemiselikler. Eger
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y=o¢(x,C,..C)

y, = @’(X,Cl,...,cn) (4)

YU =" (x,C,..,C)

detilemeler sistemasy C,,...,.C, hemiseliklere gord ¢oziilydn bolsa,
yagny

C =1 (x,y,y,..y"")
C,=1U,(x,3,y, ..y ")

C, =9, (x,yy,.." ")

we (3) funksiya C,,...,C erkin hemiseliklerini islendik bahalarynda
(2) denleménin ¢oziiwi bolsa, onda (3) funksiya D oblastda (2)
defilleménin umumy ¢ozliwi diyilyér.

Eger (2) denlemdnin umumy ¢oziiwi anyk ddl, yagny
D (x,y,C,,...,C,) = 0 gorniigde tapylan bolsa, onda ona (2) defileménin

------

{x = ¢(1,C,....C,).
y = ¥(t,C,...C,)

gorniisde aiflladylan bolsa, onda ona (2) denleminin parametrik

......

......

Differensial defilemeler nazaryyetinde Kosi meselesini dwren-
meklik esasy orun tutyar. Sona gord-de n tertipli differensial defileme
ticin hem Kosi meselesini kesgitlalin.

(2) differensial denleménin

V(%) = Yo ¥ (%,) = Yoo (5)

y(n—l)<x0) — yo(n—l)
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sertleri kanagatlandyryan y = ¢ (x) ¢oziiwini tapmaklyk meselesine

------------

XosYos Yo s yo(” ~ 1 sanlara bolsa baslangy¢ bahalar diyilyar.

Kesgitleme. Eger

1) y=9¢kx,(C,..C,) n gezek differensirlenyén funksiya
hemiseliklerinn islendik bahasynda (2) deiileméni kanagatlandyryan
bolsa,

2) (5) sertlerddki y{” (i =1,2,..,n) islendik sanlar iigin,
C. hemiseliklerii degisli C; (i = 1,2,..,n) bahalary bar bolup,
y = ¢(x,C},C5,...,C") funksiya Kosi meselesinii ¢oziiwi bolsa, onda

(2) dentlleménin (5)-diki sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tap-
mak {igin (4) sistemada x,y,y"...,y" " liytgeyan ululyklaryi orunlary-
na (5)-déki baglangyg bahalaryn degislilerini goyup, C,,C.,...,C erkin
hemiselik sanlara gora

o(x,,C,...,C) =y,
gD/('XO’Cl""Cn) = y,() (6)

" (%, C,.rs C) =YY

gorniigli ~ sistemany  alarys. (6) sistemadan  kesgitlenen
C =C),..,.C,=C" bahalary y = ¢(x,C,..C,) umumy c¢oziiwde
goyup, y = ¢(x,C},...,C}) ¢oziiwi alarys. Bu bolsa hususy ¢oziiw bo-
lar.

Eger

(n—1)

V(2,35 ") (2,3, - ¥ Y) € D nokatlar tigin

‘f(x’yl’yll’ ”‘,yfn_l)) _f('x7y2’yl2s -~-’y§n_ 1)> ‘ S
< I3y = 2o+ [ = o]+ o+ D=0 Y)

densizlik yerine yetydn bolsa, onda f(x,y,y’,..,y" ") funksiya D
oblastda y,y’,...,y" " argumentleri boyunca Lipsis sertini kanagat-

------
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Eger D oblast giibergek we sol oblastda f(x,y,y’,...y" ")
funksiyanyii y,y’,...,y" " argumentleri boyunca ¢ikli hususy 6niim-
leri bar, yagny

[FI= L [

bolsa, onda ol oblastda Lipsis serti yerine yetyéndir.

Indi yokary tertipli deiilemeler tli¢in Kosi meselesinin ¢oziiwinin
barlygynyn we yeke-takliginin teoremasyny getirelii.

Teorema (Kosi-Pikar teoremasy). Eger Ax,y,y’,...y" V)
funksiya yapyk D € R"*! oblastda iizniiksiz we y,y’,...y" " ar-
gumentleri boyunca Lipsis sertini kanagatlandyryan bolsa, onda (2)

defileméanin Vv (x,,y,,Y--y\" ") € D nokat ligin

<Ly fn| <L,

P(X,) = Yoo §D,(x0) = Vs

¢ (x,) =y
sertleri kanagatlandyryan we x, nokadyn kibir etrabynda kesgitlenen
yeke-tik y = ¢(x) ¢Oziiwi bardyr.

Bu teoremanyn subudyny beyan etmekligin zerurlygy yok diyip
hasap edyaris. Munun seyledigi asakdaky yagday bilen delillendiril-
yar.

(2) detilemini n sany birinji tertipli defilemeler sistemasyna ge-
tirmek bolyar. Goy, y,,...y, tdze gozlenilydn funksiyalar bolsun. (2)
denillemede

Y= y = Yos y' = V3o es y(”_l) =y,
belgilemeleri girizip,
Y=
Y3 =3
N ceeeennennnnn (7)
Yuo1=Yn
Y0 = X300 V0)

gorniisli denlemeler sistemasyny alarys. (7) sistema (2) deiilema
ekwiwalentdir (dengiiyclidir), yagny eger y = ¢(x) funksiya (2)
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denileménin ¢oziiwi bolsa, onda ol (7) sistemanyn hem ¢oziiwidir we
tersine.

Denlemeler sistemasyna yorite bapda garalar. (7) sistema Owre-
niljek umumy gorniisli denlemeler sistemasynyn hususy halydyr. Sol
yerde differensial defllemeleriii normal sistemasy diyip atlandyrylyan
umumy sistema ti¢in ¢oziiwin barlyk we yeke-tiklik teoremasynyn
subudy beyan ediler.

Egriler maggalasynyn denlemesi boyunga onun differensial
denillemesini diizmek bolar.

Goy,

D (x,y,C,...,C) =0 (8)

egriler masgalasynyn denlemesi bolsun, bu yerde @ differensirlenyén
funksiya. Berlen egriler masgalasynyn defilemesindiki y-e x-in  funk-
siyasy hokmiinde garap hem-de ony x boyunga n gezek yzygiderli
differensirlép,

o0 , 9D ., _
ax T dy y =0,
2°'D 'd ., 3'D Elo)

+ 2 =0
ox’ 0x9y v ay’ RAR = ay Y ’
aq) ............... acp ..... ()_ ..........................................
aw Tty YT

gorniisli denillemeleri alarys. Seylelikde, berlen hem-de ony diffe-
rensirldp alnan defilemeler sistemasyndan C,,...,C erkin hemiselik
sanlary (parametrleri) c¢ykaryp, (1) gorniigli » tertipli differensial
denilemaéni alarys. Ol (8) egriler masgalasynyn differensial denilemesi
bolar.

Mysal.

(x=CY+(y—C)= C3 )

egriler maggalasynyn differensial defllemesini diizmeli.

Coziilisi. Gorntisi yaly, (9) tekizlikdéaki towerekler masgalasydyr.
Ol 6ziinde C|,C,,C, tg erkin hemiseligi saklayar. Ona goréd-de onufi
ticin diiziilmeli denleme 3-nji tertipli bolmaly. Berlen deiilemede y-i

96



x-in funksiyasy diyip hasap edip, (9) deiiligi boyunga 3 gezek yzy-
giderli differensirlép, alarys:

(x=C)+(y—0C,)y =0,
1+(y—=C)y +y*=0,
(y—=0C,)y" +3yy" =0.

Soriky iki defiligifi ilkinjisinden y — C,-ni tapyp, sofikuda onufi ornuna
goysak, onda

Y'(1T+y%)=3yy" =0

gbzlenilyén differensial defileme alnar.

Differensial denleménin ¢oziiwini tapmak yorelgesine diffe-
rensial defilemini integrirleme diyilydr. Yokary tertipli differensial
defilleméni integrirleme meselesi birinji tertipli differensial defileméni
integrirleme meselesine garanda ep-esli ¢ylsyrymlydyr. Ona gora-de
bu bapda umumy gorniisli (1) defileménin kibir hususy gorniislerine
we onun tertibini kemeldip bolyan yagdaylaryna gararys hem-de
olaryil umumy ¢ozliwlerini tapmaklygyn usullary bilen tanysdyrarys.

(2) denleme ii¢in beyan edilen diislinjeler (1) denlemd hem
degislidir.

§2. Umumy dernlemanin hususy gornusleri

Umumy denleméniin kdbir hususy gorniiglerinin tertibini ke-
meldip bolyar. Seylelikde, olarynn umumy integrallaryny tapmaklyga
miimkingilik doreyir. Seyle defilemelerin birndgesine garalyn.

1.

F(x,y") =0 (H
denilemé garalyn.

(1) denleméni ¢6zmekligin miimkin bolan birndge yagdaylaryna
garalynl. Goy, (1) defileme 6niime gord ¢oziilen bolsun. Onda ony

Y= flx) 2)
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gorniisde yazmak bolar, bu yerde f(x) funksiya (a,b) interwalda tizniik-
siz. (2) denleméni

(n—1)
D= fx) Jada dy" ) = flx)dx

gorniisde gogiirelin. Sonky denligin iki bolegini hem integrirldp,

y = [ flxdx+
denligi alarys. Bu denligi
dy"? = fﬂmw+cyu

gornlisde yazyp we iki bolegini hem integrirldp,

Yy = fff(x)dxdx +Cx+C,

gorniisli denilige geleris. Integrirlemekligi n — 2 gezek yzygiderli gay-
talap,

y= ff Sf(x)dx...dx +

“Tf €)

=} —U'
deniligi alarys. Bu funksiya (2) defilleménin umumy coziiwidir. (3)
coziiwde kesgitsiz integrallary yokarky ¢égi liytgeyan ululykly kes-
gitli integrallar bilen calsyrmak bolar, yagny ony

+.+C_x+C,

y_f ff wcm+c< 1)+ +C_x+C,

R,_J
n

gorniisde yazmak bolar.

ff F(x)dx...dx = (n—ll')f(x — YAt )dt 4)

Xo
—_—
n

Kosi formulasyny peydalanyp, umumy ¢6ztiwi
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y= ﬁf (x —tY" " 'f(t)dt +

n—1
+ Clh + ..+ C X + C
gorniisde yazarys.
Goy, (2) denleménin

(%) = YoV (%) = Voo ¥ () = 3" 5)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edil-
yéan bolsun. Onda (2) deiileménin ¢ep we sag boleklerinden yzygiderli
n gezek x-dan x-a genli integral alarys. Her gezek integral alnanda
baslangyc¢ sertlerden degislisini peydalanyp, (2) denleméanin ¢dzliwini

(n—1)

y—fff(x)dx dx+ Yo 1,(x x, ) Y (v —x,) +

X0 Xo

gorniisde taparys. Bu deilik

(n-1)
Y= 1)'f(x £y~ 1dt+(y° =)

(6)
Yo (x = X) + ¥,

ya-da

x n—1 ~,(k)
y:(n_ll)!f<x_t>n1f(t)dt+;)];o! ( xo)k (7)

gorniislerde gogiirilip bilner.
Yokarda tapylan formula basga yol bilen hem gelmek bolar.
Goy, y = ¢(x) funksiya (2) defilemdnin (5) sertleri kanagat-
landyryan ¢6zliwi bolsun, yagny

¢('x0) = y0’¢,(x0) = y,O" ’ ey ('xO) = (” ! °
Ony Teylor formulasy boyunca
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P(x) = ©(x) + @' (%) (X — xp) + ..

(n—1) x
-t 7?0” — (1930!) (x —x,) '+ =11 _1 i f " (t)(x—rty'dt (8)

gorniisde ailatmak bolar.

Baslangy¢ sertleri hem-de ¢"(x)=f(x) tozdestwony goz
ontinde tutsak, onda (8)-den (7) deilige geleris.

(1) denleme Onlime gord ¢ozilen yagdayynda birndce
dentllemeleriii alynmagy miimkin. Olar

YW =f(x)i=12,.,n)

gorniislerde bolar. Onda (2) defileme {i¢in beyan edilen usuly ulan-
mak bilen olaryn umumy ¢oziiwleri

y = gD,'(x’Cp"-an) (l = 1,2,...,”)
ya-da umumy integrallary

w,(x,y,C,...C)=0 (i=1,2,..,n)

gorniislerde tapylar.
1-nji mysal.

y = xe'
denleméni ¢ozmeli.
Coziilisi. Denlemini dy” = xe*dx gorniisde yazalyn. Bu denligin
iki bolegini hem integrirlesek,
y = fxe*dx + C,
ya-da
Y =xe'—e' + C, 9)

bolar. Bu denlleméini
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dy’ = (xe* —e*+ C,)dx

gornilisde gogiirelin. Munui iki bolegini hem integrirldp,
y =xe*—2e¢" + Cx+C, ©,)

gorniisli defilema geleris. Bu defileméni
dy = (xe* —2¢" + C\x + C,)dx

gorniisde yazyp, iki bolegini integrirlesek, onda

y=e’c(x—3)+sz‘xz+C2x+C3 9,)

bolar. Bu funksiya garalyan denleméniii umumy ¢oztiwidir.

Eger berlen denlleménin y (0)=0, y'(0)=-1,»" (0) = 1 baslangy¢
sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edilse, onda
9), (9)), (9,) denliklerde (formulalarda) x-ifi ornuna 0-y, y-ifi ornuna
0-y, y-iii ornuna - 1-1, y"-ift ornuna 1-1 goyup, alnan

C—1=1
C,—2=-—1
C,—3=0

detilemeler sistemasyndan kesgitlenen C, =2, C, = 1, C, = 3, bahalary
umumy ¢oziiwde goyup,

y=e*(x-3)+x*+x+3

gorniisli hususy ¢ozliwi taparys.
Garalyan meseldnin ¢oziiwini (6) formuladan peydalanyp,

L (e tedr s Lo
y= 20f(x t) te'dt + X X
gornlisde yazmak bolar. Bu yerdéki integral hasaplanylsa, onda tapy-
lan hususy ¢oziiw alnar. Munui seyledigini 6zbagdak barlap goriin.
Eger (1) denleméni (2) gorniisde yazmak basartmasa, onda ony

x=@(t),y"” =9y(t), t-parametr (10)
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parametrik gornlisde bermek bolar, bu yerde ¢(#) differensirlenyédn
funksiya bolmalydyr we

F(e(1),9(1))=0

yerine yetmelidir.
(10)-dan dx = ¢’ (t)dt bolar. Ondaky ikinji denligi

dy"™" = y(1)¢'(t)dt

gorniisde yazalyn. Bu yerden

YU = [W(e)g' (1)dr + C.
Munun sag bolegini w, (7, C)) bilen belgilesek, onda ol
Y =w(1,C)

gorniisi alar. Bu denleméni
dy" ¥ = w,(t,C,)dx ya-da
dy"? = w,(1,C) @' (t)dt
gorniisde gogiirelin. Bu yerden
7 = [o,(1,C) (1)dt + C,.
Sag bolegini w, (¢,C,, C,) bilen belgilesek, onda ol
YW =w,(t,C,C,)
gorniisli defileme bolar. Bu usuly yene n — 2 gezek gaytalasak, onda
y=w,(tC,..,C,)
gorniisli funksiya geleris. Seylelikde, (1) defileménin
{x = o(1),
y=w,(C,..C)
parametrik gorniisli umumy integralyny alarys. Eger bu deiiliklerden

t-ni ¢ykarmak basartsa, onda alnan funksiya ol defilemdnin umumy
integraly ya-da umumy ¢6ziiwi bolar.
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Goy, (1) defileme x-e gori ¢dziilen bolsun. Onda ony x = ¢(y™)
gorniisde yazarys. Bu yerde y™ = belgilemini girizsek, onda
x = @(¢) bolar. Seylelikde, (1) denileme

=o(1), Y=t (11)

gorniisde ailladylar. Bu yerden gorniisi yaly (11) denleme (10)
defileménin hususy halydyr.
2.

F(y""y") =0 (12)

denlemé garalyn. Goy, (12) denleme uly 6nlime gora ¢oziilen bolsun.
Onda ony y" = f(y"~") gomiisde yazarys. y* " = u belgilemini gi-
rizsek, onda denleme

G = flw)

gorniisi alar. Onuil umumy integraly

]f(lz) = x+C, flu)#0
gorniisde bolar. Muny
F(x,u,C)=0
gornilisde yazarys. u-y " bilen ¢algyryp,
F(x,y"",C)=0

gorniisli defilemini alarys. Bu (1)-e menzes denlemedir.
Eger bu denleme y"-¢ gord ¢oziilen bolsa, onda ony

Y = 9(x,C)
gorniisde yazyp, umumy ¢ozliwini

y= ff (x,C)dx..dx + C, +.C_x+C,

( 2)
gorniisde taparys.
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Indi (12) defileménin argumentlerine gord ¢oziilmeyin yagdayy-
na seredelin. Goy, (12) detileme

YU =(t),y" = ¥(1) (13)

parametrik gorniisde berlen bolsun, ¢ (7) — differensirlenyin funksiya.
@(t) we ¥(t) funksiyalar

F(e(t).9(1))=0

tozdestwo yerine yeter yaly kesgitlenmelidirler. (13)-den

dy" " = Y(t)dx
denligi alarys. Bu yerden
dx _ay"" _de(r) _ ¢ (1)dt
oY) e() o ¥(n)
Muny integrirldp,
(1)
= dt+ C,
Vs
denligi alarys. Seylelikde, (13) denleme
_ (1) (n-1)
gorniise geler. Bu (10)-a menizes denlemedir. Onui ¢oziilis usuly hem
edil sonun yalydyr.
Goy, (12) detileme kigi oniime gord ¢oziilen bolsun, yagny
Y =AM,
V" = ¢t belgileméni girizsek, onda
¥ = fn)
bolar. Sunlukda, biz
=)y =1
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gorniisddki deflleméni alarys. Bu bolsa (13) deileménin hususy
halydyr.

2-nji mysal. y” = /1 +y” defilemdnifi umumy ¢dziiwini tap-
maly.

Coziilisi. y" = u belgilemaéni girizip, garalyan defileméni

u =v1+u
gorniise getireris. Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edip, defileméni

du
—=L = dx
V14 u’

gorniisde yazarys. Muny integrirldp,

f%zaﬁ—q ya-da ln(u+\/1+7u2)zx+c1
gorniisde denligi alarys. Bu yerden

u+v1+u’ =e
bolar. Onda
—u+ V1 +u? = e
bolar. Sonky deiliklerin degisli boleklerini ayryp,
u=sh(x+C)
deiiligi alarys. Bu yerde u-y y" bilen calsyryp,
Y =sh(x+C)
defileméni alarys. Diymek,
y=sh(x+C)+ Cx + C,

funksiya garalyan denileméninn umumy ¢6ziiwidir.
3.

F(y"2,y") =0 (14)
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dentllema garalyn. Goy, (14) defileme uly 6niime goré ¢oziilen bolsun,
yagny

Y= f"Y). (15)
Y2 =y ornuna goymany etsek, onda (15) denileme
u" = flu)

gorniisi alar. Iki bolegini hem 2u'-e kopeldip, ony
2u'u” = 2f(u)u’ Ya-da du* = 2f(u)du
gorniisde yazarys. Bu yerden
u” = 2ff(u)du + C,
ya-da

du =tdx
\/2Jf(u)du + C,
gorniisli denileméni alarys. Kok astyndaky anlatma noldan tapawut-
lydyr diyelin. Defileménin iki bolegini hem integrirldp, onuit umumy
integralyny

C,tx

f du _
/2ff(u)du e
gorniisde taparys. Muny
w(x,u,C,.C,) =0
anyk dil gorniisde yazalyn. u-y y2 bilen calgyryp,
w(x,y"?,C,C,) =0

gorniisli n — 2 tertipli defilleméni alarys. Bu bolsa (1) gorniisli deiile-
medir. Ona gord-de bu denlemini ¢ozmeklige gorkezilen usullaryn
birini ulanmak bolar.
Indi (14) denleménin uly Oniime gord ¢oziilmedik yagdayyna
garalyn. Bu yagdayda ony parametrik gorniisde anlatmak bolar.
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Goy,
Y= ()3 = (1) (16)

gorniisde ailladylan bolsun, bu yerde ¢ (7) differensirlenyin funksiya.
(1) we ¥(t) funksiyalar (14) defileméni tozdestwo owiirmelidir,

yagny
F(p(1),%(1)) = 0.

(16) denilemini ¢ozmek iicin asakdaky usuly beyan edeliii. Matanaliz
dersinden belli bolgy yaly,

Ay = yWdx, dy"? = y" D dx
gatnasyklary yazmak bolar. Bu denliklerden dx-i ¢ykaryp,
y(nfl)dy(nfl) — y(n)dy(n%)
ya-da
d(y" ") = 29(1) g’ (1)dt
deiilleméni alarys. Muny integrirlesek,
yr = \/2f¢(t)§0'(t)dt+ C
bolar. Seylelikde, (16) defileme

Y = o(t)
¥ = J2[w(0)e (ndr + €,

gorniisli defilema getirildi. Bu bolsa (13) gorniisli defilemedir.

3-nji mysal. y"” = y denlemanin y(0) = 1, »'(0) = 0 baslangyc¢
sertleri kanagatlandyryan ¢6zliwini tapmaly.

Coziilisi. Garalyan denleménin iki bolegini hem 2y’-e kopeldip,

r.”

2y'y" =2yy

deiilemini alarys.
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dylz 7. ” ’ . ” .
= 2yy'; dy” = 2yy'dx; dy” = 2ydy;

dx
Y=y +C,.
Baglangy¢ sertleri nazarda tutup alnan C, = —1 bahany sofiky
denlemede goyup, y” = y* — 1 defileméni alarys. Bu yerden
: dy dy
=+/y' -1, = dx, == dkx.
y M v — 1 X m X

Bu yerden
Inly+/y —1|=%x+C,.
»(0) =1 serti peydalanyp, bu yerden C, = 0 bahany tapyarys. Diymek,
In|y + m | =+x,
yagny
y+/y -1 =e"

Bu funksiya garalyan meselénin integralydyr. Muny ¢6ziw gorniisde
yazmaga synanysalyn. Tapylan integral ticin

y= /Y =T ="
denligi yazarys. Bu denliklerin degisli boleklerini gosup,

y = chx
funksiyany alarys. Bu funksiya berlen meseldnin ¢oziiwidir.

§3. Tertibi kemeldilyan denlemeler

Umumy deiilleménin hususy hallaryny 6wrenmekligi dowam
etdirelin.
1.

F(x,y",y*“h, y") = 0(k=1) (1)
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denilemé garalyn. Gorniisi yaly, (1) defileme gbzlenilyan y funksiyany
hem-de onun y',...,y *D 6nlimlerini 6ziinde saklamayar. (1) defilemede
y®ki¢i onlimi u bilen belgilesek, onda (1) denileme

FOouu', .., u”" %) = 0. 2)

gorniisi alar. (2) denlleménin tertibi n — k. Bu bolsa (1) denleménin
tertibininn & birlik kemeldilendigini gorkezyir. Eger (2) denleménin
umumy integraly tapylan diysek, onda ony

o @x,u,C,...C,_,) =0
gornilisde yazarys. u-y y® bilen ¢alsyryp,
o(x,y",C,...C,_.) =0 (3)

gorniisli £ tertipli defileméni alarys. Eger (3) birinji tertipli defileme
bolsa, onda onuil ¢oziiwini tapmak iigin 1-nji bapda beyan edilen
usullaryn birini ulanmak bolar. £> 1 yagday ti¢in bolsa, (3) denleménin
¢Oziilis usullary §2-de dwrenildi.

1-nji mysal.

Y =y/1+y? tgx=0

denileméinin tertibini kemeltmeli we onun umumy ¢oziiwini tapmaly.
Céoziilisi. Denllemede y' = u belgileméni girizsek, onda ol

u =v1+u - -tgx
gorniisi alar. Bu denleméni

du _

1+

gorniisde yazyp, denligin iki boleginden hem integral alsak, onda

Inju++v1+u’|=InC, —In|cosx| ya-da

u+v1+u2=i

COSX

tg xdx

bolar. Bu yerden
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v1+u2—u:0%i

1

denligi alarys. Sonky deiliklerin degisli boleklerini ayryp,

_1{ G cosx\ .. ,_1({ G cosx
u_Z(cosx G ) ya-da _2<cosx G )

denileméni alarys. Ony ¢6ziip, garalyan defileminin umumy ¢oziiwini

y=Sinltg(%+ 5| L

1

sinx + C,

gorniisde taparys.
1

e (y'V+(Y'V—1=0 detllemidnini tertibini

2-nji mysal.
kemeltmeli.

Caoziilisi. y"' = u belgileméni girizip,

1 ,
4x2(u)2+u2—1=0

defilemini alarys. Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edip, ony

du
—£5 = 2xdx
V1—u

gornilisde yazarys. Iki boleginden hem integral alalyi:

du a2

fif - =x +C.

Bu yerden
arcsinu=x>+C, ya-da u=sin(x>+C))
¢cozlwi taparys. u-y y" bilen calsyryp,
y" = sin(x’ + C))
denileméni alarys. Beyle denlemelerini ¢6ziilis usullary §2-de beyan
edildi.
2.
F(y,y'y" . y") =0 (4)
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denllemd garalyil. Denileménin tertibini kemeltmek ticin y' = p(y) bel-

gileméni girizelin. y”,...,y ™ oniimleri tapalyn:
& _dp _dp dy _
Y dx  dx  dy ax PP
-4 448 4
dx dx \ dy dx \ dy dx dy

_dp.dy  dp dy dp _ .,
= dx P ay dx ay = Pp" 1%

d " ”m ’ n r ”n !
ylv=%=p(pzp +2pp'p" + 2pp”p" + p7),

y-iii x-e gord Onlimleri p-nin y-e gord ontimleri arkaly ailadyldy.

V™ {igin alnan anlatmalary (4)-de goyup,

y’, y!!’”"
") =0 (5)

E(y,p,p’s.sp

deiilemini alarys. Sonky defnileme n — 1 tertiplidir.
Goy, (5) denleménin umumy integraly

w(y,p,C,...C,_)=10

gorniisde tapylan bolsun. Bu deiilemede p-ni y’ bilen ¢alsyryp,
a)(y’y ’Cl’ Cﬂ 1) - O
gorniisli birinji tertipli denilleméni alarys
3-nji mysal. y” + y”? — 2¢™ = 0 defileménif tertibini kemeltme-
li we onuii umumy integralyny tapmaly.
Coziilisi. Berlen denleme (4) gorniisdiki denlemedir. y' = p bel-
gileméni girizsek, onda

dp > .,
_2 y
Ply+p_ e

gorniisli Bernulli denlemesi alnar. Bu defileméni

%(pz)”r p*=2e’
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gornilisde yazalyn. p? = u ornuna goymany girizip,
u' + 2u = 4e™

cyzykly birjynsly dél deilemini alarys. Bu deiileménin umumy ¢oziiwi

u=Ce”+4e”
funksiyadyr. u-y, has takygy y" bilen galsyryp,

yi=Ce?+4e”
defillemaéni alarys. Bu yerden

Y =+ /Ce® 1 e

Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edilen defileme alyndy. Onuii umumy

integraly

J_r%,/c1 +4e’ =x+C, ya-da e’ + il =(x+ )

gorniigdedir.

Mesele. Egrilik radiusy normal kesiminiii uzynlygyna proporsi-
onal bolan tekiz egrileri tapmaly.

Coziilisi. Goy, y = y(x) gozlenilydn egrinin denilemesi bolsun.
Onda onun egrilik radiusy

o ()
Y]
normal kesiminin uzynlygy bolsa,

[MN|=ylV1+y"

bolar. Meselénin sertine gora, = A, A — proporsionallyk koef-

fisiyenti. Bu detilikden | MN |

L+y% = Ay’ (6)
gorniisli defilemi geleris. (6) denileme (4) gorniisli defilemedir.
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y y=y(x)

Mxy)

= v

0 N

I1ki bilen (6) denileménin tertibini kemeldelin. y’ = p belgileméni gi-
rizip,

= %P
L+pt=dwp s

gorniisli birinji tertipli defilleméni alarys. Ony

dy _ Apdp
y 1+p
gorniisde yazyp, denligin iki béleginden hem integral alsak, onda

A
In|y| = §1n|z + 2+ InC, ya-da y=C(1+pY)2
funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialy

dy = Agl (1 +p*)2 ' 2pdp

bolar. dy-i pdx bilen ¢alsyryp,
dx = AC,(1+ p*)2"dp
denligi alarys. Iki boleginden hem integral alsak, onda
x = AC, f(l +p2)%_ldp + C,
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bolar. Sunlukda

X = ACJ(I +p)edp + C,,
y=C(l+p):

funksiyalar bilelikde (6) denilleménin parametrli umumy integralydyr.
A-nyn (6,) umumy integraldan p parametri ¢ykarmaga miimkingilik
beryin kdbir bahalary {i¢in alnan integral egrilerinn gérniislerini anyk-
lamaga synangalyfi. Umumy yagdayda (6,) integraldan p parametri
cykarmaklyk ansat mesele déldir.

Goy, A =1 bolsun. Onda (6,)

(6)

_ dp
X = C'1 fﬁ + Cz’
y=Cy1l+p’
gorniisi alar. Bu yerden
x=Clnlp+/1+p'|+C,
y=C/1+p’.
Deilikleriii ilkinjisinden
p+/l+p =ca

w¢E

«/1+p2—p:e’%cz

denlikleri alarys. Olaryn degisli boleklerini gosup,
J1+p* = chx_TC2
1

denligi alarys. Onda

x—C,
C

1

y = C,ch

bolar. Bu funksiya zynjyr egrisiniii defilemesidir. Diymek, gozlenil-
yan egriler zynjyr egrilerdir.
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Goy, A =—1 bolsun. Onda (6,)

e[,
(1+p*)
C

— 1

I y1+p’

gorniisde bolar. Bu yerden

xz—i—qu
J1+p’
y= 8
1+p?
ya-da
x—C=—SP
y1+4p’
C

1

v

gorniisli funksiyalary alarys. Denlikleri kwadrata goterip, olardan p
parametri ¢ykaryp,

(x=C)y+y =C;

gbrniisgde umumy integraly yazarys. Ol towereklerin denlemesidir.
Diymek, gozlenilyén egriler towereklerdir.
Goy, A =2 diyelini. Onda (6,)-den alarys:

x—C,=2Cp,
{y -G =Cp.
Birinji denligi kwadrata goterip,
(x — G, = 4C}p’,
{y -G =Cp’
gorniisli denlikleri alarys. Bu yerden p-ni ¢ykaryp,
(x—=C,y =4C (y—-C)
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ya-da
x—C,)
y ( 4 2) Cl

1

gorniigli funksiyany alarys. Bu parabolanyn denlemesidir. Diymek,
gozlenilyéin egriler parabolalardyr.
Goy, A =-2 bolsun. Onda (6,)

:—2cf(1+p) +C,
C

1

e

gorntise geler. Ilkinji denlikdédki integraly tapmaga p = ctgi ornuna
goymany ulansak, onda

x=C, Jsm ~dt + C,,
t
y = C sin’ 5
ya-da
X = %(t —sint)+ C,,
— Cl
Y= (1 — cost)

bolar. Bu funksiyalar sikloidanyi parametrik goérniisdéki defilemesidir.
Diymek, gozlenilyin egriler sikloidalardyr.
3.

F(x,y,y',..,y")=0 (7)

denlema garalyn. Goy, F funksiya y, y',...,)") argumentlere gord m
derejeli birjynsly funksiya, yagny islendik t # 0 {icin

F(x,ty,ty,..,ty") = t"F(x,y,y,...,y") (8)
serti kanagatlandyr}'/an bolsun Bu }'/agdayda (7) denlemé gézlenil}'rén

......
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Denlemaénin tertibini kemeltmek ti¢in
y = gl ya-da y'=yu

ornuna goymany ulanalyn, bu yerde u(x) tdze gozlenilyén funksiya.
Onda

Y =yu+yu =y’ +u),
V' =y W+ u)+ yQuu +u") =y + 3uu’ + u"),
Yy =yoluu',...u"")

bolar. (7) defilemeden bu denlikleri we (8) serti gbz oniinde tutup,
y'F(x, Luu* + o, ..,o(u,u,..ou" ") =0
ya-da
E(x,u,u',u”,...u(”_l)) =0 9)
denlemaéni alarys.
Goy,
u=9okx_C,..,C,_)

(9) denileméniin umumy ¢oziiwi bolsun. Onda u-y Y bilen calsyryp,
tiytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen Y
% = o(x,C...,C,_)dx

G-
birinji tertipli defileméni alarys. Munui umumy ¢6ziiwini

y= Cnefgo(x,cl,...,cnil)dx

gorniisde yazmak bolar. Seylelikde, (7) denleméniin umumy ¢6ziwi

alyndy. Eger (9) defileménin umumy integraly ¥ (x,u,C,,...,C,_;) = 0

gorniisde tapylan bolsa, onda ¥(x,y,y",C,..,C,_;) =0 gormniisli

denileméni alarys. Bu bolsa dnlime gord ¢oziilmedik defilemedir.
4-nji mysal. xyy"' —xy'? — yy'= 0 deflleménin tertibini kemeltmeli

we onuil umumy ¢0ziiwini tapmaly.
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Coziilisi. Denleménin cep bolegi y, y', y" argumentlere goré iki
derejeli (6lgegli) birjynsly funksiya. Denleméni
xy'(u +u')—xy’u’ —y'u=0
gornilisde yazyp, sonra y*-a bolsek, onda
xu'—u=0

’

gorniigli defileme alnar. Munuil umumy ¢oziiwi u = C x bolar. u-y 2

bilen calsyryp, y? = C,x gorniisli denileméni alarys. Bu yerden berlen

dentllemanii umumy ¢oéztiwini
G2

y=C,e2"

gorniisde taparys.
5-nji mysal. yy'y" —y” —xy* = 0 defilemniii y(0)=1, y' (0) = 1
baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Denleménin
F(x,y,y',y") = yy'y" = y° =y’
cep bolegi ti¢ derejeli birjynsly funksiyadyr. Hakykatdan-da,

F(x,ty,1y',09") = (ty)(ty')(0y") = (1y')’ = x(ty)’ =
=20y =y —xy) = PF(xyy.y).
Diymek, garalyan denleme birjynsly. Ona gord-de y' = yu ornuna
goymany ulanyp, garalyan denleméni udu — xdx = 0 gémﬁse} getire-
ris. Onuf umumy ¢oziiwi > — x> = C, bolar. Bu yerde u-y 2 bilen
calsyryp, g

’

y; =+,/x" + C, ©)

gorniisli defileméni alarys. Onul umumy integralyny
lny:%/x2+cl +%ln(x+1/x2+q)+c2 9,)
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gorniisde taparys. Bu bolsa garalyan deilleménin umumy integraly
bolar. (9,) we (9,) defiliklerde baslangyg sertleri peydalanyp, tapylan
C, =1, C,= 0 bahalary (9,)-de goyup,

V=(x+V/x+1) e

hususy ¢oziiwi alarys.
4.

F(x,y,,..3") =0 (10)

defileminin ¢ep bolegi kibir F(x,y,y’,...y" V) funksiyanyi x-e
gord takyk (doly) onlimi, yagny

F(x,y,y',...y") = dL;FI (x, 3,5,y ") (11)

ya-da
oF  oF oF,
’ (n)\ _ 1 14, 1 (n)
F(X,y,y ""7y )_ ax + ay y + + ay(n—l)y

bolsa, onda (10)-a takyk oniimli (doly differensially) deiileme diyil-
yar. (10) denllemeden (11) denligi nazarda tutup,

d ’ -1y _
de<x’y’y ’--"y ) - O

denilleméni alarys. Sonky denligin iki boleginden hem integral alyp,
Fi(xay3y/""’y(n_1>) = Cl (12)

gorniisli n — ltertipli denlema geleris. Muna (10) defileménin birinji
bolsa, onda ol (12) defileméanin hem ¢oziiwidir. Onun tersine bolan tas-
syklama hem dogrudyr. Ona gori-de her bir takyk oniimli defileménin
birinji integralyny tapmak miimkindir.

Adatca, (10) takyk Oniimli deinileme dildir. Beyle yagdaylarda
onui iki bélegi hem kibir £ = x(x,y,y’,...y" V) funksiya kopeldil-
yar. Eger

1 Flx,y,y .. y™) =0 (13)
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detileme {icin

d
poF=-_-F

sert yerine yetse, onda (10) defileme takyk (doly) oniimli defilema ge-
tirildi diyilyar. (13) defileménin ¢oziiwlerinin arasynda (10) defileméni
kanagatlandyrmayanlarynyn hem bolmagy miimkindir. Olar yaly del
¢Oziiwleri hasaba almaly dal.

6-njy mysal. yy"'+ 3y'y" = 0 defileminin tertibini kemeltmeli we
¢Ozliwini tapmaly.

Coziilisi. Berlen denlemani

yy”’_i_yf)/”—‘f_ 2yr)}H: O
gorniisde gogiirelin.

WYY + 2y = %(yy” +y7)

denligin dogrudygy diisniiklidir. Onda sonky defileme
i ” 7y
YY) =0

gbrniisi alar. Denligin iki boleginden hem integral alsak,

w'+y?=C,
ya-da
j—x(yy') =C
bolar. Diymek,
w'=Cx+C,
ya-da
14y _
> Cx+C,.
Bu yerden

y=Cx+Cx+C,
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7-nji mysal. yy’ —y? —y = 0 defileménifi tertibini kemeltmeli
we umumy ¢oziiwini tapmaly.

Coziilisi. Umumy yagdayda (11) serti kanagatlandyryan £ funk-
siyany tapmak ansat is ddl. Berlen yagdayda denleménin iki bolegini
hem yx = # kopeldip,

" ”
Wyt Y

2

y y
denleméni alarys. Bu defileméni
d(y 1)
dx( y " }’> 0
gbrniisde gociirelin. Sonky denileménin iki bolegini hem integrirlép,
Yiloc
y oy
ya-da
y'-Cy=-1

defileméni alarys. Bu birinji tertipli ¢yzykly birjynsly dél denilleménin
umumy ¢0ziiwi

1
C

1

y=Ce™ +
gornlisdedir. Seylelikde, bu funksiya garalyan denleminiii umumy
¢Ozliwidir.

5. Indi
FQGL,y . y™) =0 (14)

deiillema garalynl. Gorniisi yaly, (14) defileme x-1 we y-1 anyk gorniisde
oziinde saklamayar. Bu yagdayda y' = u(x) belgileméni girizip, (14)-i

Flu,u',..,u ") =0

gorniisli denlemé getireris. Soiira bu defilleménin tertibini kemeltmek
ticin u' = p(u) ornuna goymany ulanyp,

Flu,p,p’,...p" )= 0
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gorniisli defileméni alarys. Seylelikde, (14) gorniisli denileménin ter-
tibini kemeltmeklige (1) we (4) gorniisli denlemeler iicin ulanylan
usullardan peydalanyldy.

8-nji mysal. (1 + y?)y” — 3y’y"* = 0 deiileménifi umumy integ-
ralyny tapmaly.

Coziilisi. y' = u(x) belgilemini girizip,

(1+u)u"—3uu”=0
ikinji tertipli denleméni alarys. Bu denleméni u' = p(1) ornuna goy-

madan peydalanyp,

(1+u*) Z—i—wp2 =0
gorniisli birinji tertipli deilemd getireris. Denligin iki bolegini hem
p-e gysgaltsak, onda
1+ uz)g—i— S3up =0

bolar.

dp _ 3udu
p 14+

deflleméniii umumy integralyny
Inp+InC, = %ln(l + u?)
ya-da
pC = (1+u2):

gorniisde taparys.
p-ni u' bilen ¢alsyryp,

G = (1 4wy

denilleméni alarys. Bu yerden

C,du

= —
(1+u)
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yagny

1+ u’)
ya-da
Cu
== +C,
V1+uw ’
u-y y'bilen ¢alsyryp,
x=-5Y ¢ (15)

J1+y”

onlime gord ¢ozililmedik birinji tertipli defileméni alarys. Ony para-
metrik gorniisde anlatmak bolar.
Goy, y' = tgt bolsun. Onda

X = _Get +C
gt
ya-da
x = Csint+ C,. (16)
Seylelikde, (15) defileme
x = Csint + C,
{y’ = gt
parametrik gorniisde anladyldy. Bu yerden
dy = tgtdx = Citgtcostdt = C;sintdt,
yagny
y=-C cost+C, (17)

denligi alarys. (16) we (17) deiilikler bilelikde (15) defileménin para-
metrik gérniisddki umumy integralyny beryérler. Olardan ¢ parametri
¢ykaryp, garalyan denleménin

(x—C)*+ (y—Cy*=C?

gdrnilisli umumy integralyna geleris.
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Mailim bolgy yaly, differensial denlemelerde Kosi meselesini
¢ozmek ticin, ilki bilen defilemaniit umumy ¢6ziiwi tapylyar. Umumy
¢coziiw denleminin tertibine denl bolan sany erkin hemiseligi saklayar.
Erkin hemiseliklerifi san bahalary baslangy¢ sertlerden peydalanylyp
alnan algebraik deillemeler sistemasyndan tapylyar.

Kiabir yagdaylarda umumy ¢oziiwin tapylys yorelgesinde
baslangy¢ sertleri peydalanmak amatly bolyar. Beyle etmeklik belli-
bir derejede hasaplamalary yenillesdirip biler.

Mysal. y"" = 2y? denleménin y(0) = 1, sertleri kanagatlandyryan
¢cozliwini tapmak iicin agzalan yollarynn haysysyny ulanmagyn
onaylydygyny anyklamaly.

Goniikmeler
Denlemeleri we meseleleri ¢oziin:

1. sin(y — C,) = e*~ 1 egriler masgalasynyti differensial deiile-
mesini diizmeli.

Jogaby: y"=y'(1 +y").
2. y" = — cosx defilemédnin y(7)=0, y(n) =1, y' (1) =0
baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.

Jogaby: y = sinx + 2(x — 7).
3. y"=e* y(0)=0, y(0)=0, y"(0) =1 meseldni ¢ozmeli.
Jogaby: y=e*—x— 1.

"_

4. x —siny"" + 2y" = 0 deflleménin umumy integralyny tapmaly.

Jogaby: x = sint — 21,

y :—%sin% - %cos2t +(C,—2 - )sint +
+ (% — 2C1>t + %IS + C2

14

S. % + ¢’y" = 1 defileméniii umumy integralyny tapmaly.

Jogaby: x =1Int+¢é' +C, y=t+te' — e + C,.
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6. y"'=e¥denleminin y(0) =0, y'(0) = 0 sertleri kanagatlandyryan
¢Ozliwini tapmaly.

Jogaby: y =—In|x — 1|.

7. y"—xy"' +y"" =0 denlemanin umumy integralyny tapmaly.
3 3.3
Jogaby: y = C16x - Clzx + Cx + C,.

8. 2y"" =3y =0, y(0)=-3,y'(0)=1, y"(0) =—1 Kosi meselesinin
¢Ozliwini tapmaly.

Jogaby: y(x +2)=—x—6.

”_

9. yy" —y"* =0 differensial defileminiin M(0,1) nokatdan gecyén
hem-de bu nokatda x +y =1 goni ¢yzyk bilen galtasyan integral egri-
sini tapmaly.

Jogaby: y=e™.

10. Egrilik radiusy normal kesiminifi uzynlygynyii kubuna pro-
porsional bolan tekiz egrileri tapmaly.

Jogaby: (x — C\} — C,y* + AC; = 0.

11.  xyy"—2xy"*—yy'=0 denleménin umumy integralyny tapmaly.
Jogaby: y(x* + C)) =C,.

12.  yy"”=y'? deiileminin umumy ¢6ziiwini tapmaly.
Jogaby: y = C e“2".

13.  yy""-3y"=0,0)=0,y(0)=1, y"(0) = 0 Kosi meselesini
¢Ozmeli.

Jogaby: y = x.

14.  yy” —y"?=y? Iny denleménin y(0) = 1, y'(0) = 1 sertleri kana-
gatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly.

Jogaby: y = ™,



IV bap

YOKARY TERTIPLI CYZYKLY DIFFERENSIAL
DENLEMELER

§ 1. Esasy dusunjeler we kesgitlemeler

Eger y gozlenilyén funksiya we onun y’,...,y™ oniimleri defileméa
cyzykly giryén bolsa, onda ol defilemé n tertipli ¢yzykly denleme

------

YW+ @Y+ L4 p @)Y +p,@y =) (1)

gorniisde berilyér, bu yerde p(x) we f(x) kdbir (a,b) interwalda berlen
iizniiksiz funksiyalar. p(x) funksiyalara denileménin koeffisiyentleri,

......

y +p1(x)y(”‘1) +.t+p, ()Y +p,x)y=0 @)

gorniisi alar. (2) denlemé birjynsly, (1) detilema birjynsly dél defileme diyil-

(2) denleménin ¢ep bolegini L(y) bilen belgiléalin:

L) =y +p,)y" "+ .+ p,(0)y. (3)

------

amallaryn toplumyny gorkezyar (6ziinde saklayar). Bu belgileme
funksiya belgilemesine meiizesdir. Bu yerden gorniisi yaly, operator
diistinjesi funksiya diisiinjesini umumylasdyryar.

Mysal. Goy, L(y) = y" + xy' — 3y bolsun. Onda y = ¢* funksiya
licin

L(e*) = (¢*)'+ x(e¥) = 3¢* = ¢*(x — 2),
yagny L(e*) = e*(x — 2) bolar.
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L(y) operator asakdaky iki hésiyete eyedir.
1. Iki funksiyanyn jeminden operator ol funksiyalardan
operatorlarynl jemine dendir, yagny

L(yi+y,) = L(») + L(,).

2. Hemigelik kopeldijini operator belgisiniii dagyna ¢ykarmak
bolar, yagny

L(Cy)=C - L(y).
Hakykatdan-da,

L(yl + )’2) = (yl + yz)(n) + p1(y1 + yz)(nil) + ..
et D, (Nt y) =
= yl(n) + )’Q(H) + pl(yl(n_ Dt yz(n_ D)+t P+ y,) =
= )’1(”) + Pl)ﬁ(n_ Dyo+ Pyt }’2(n) +P1y2(n_ Dy

o+ DYy = L(y) + L(y,).

Operatoryn beyleki hisiyetinin dogrulygyna sutia menizeslikde goz
yetirmek bolar.

Bu hésiyetlerin birinjisine operatorynl additiwlik, ikinjisine bolsa
birjynslylyk hasiyeti diyilyar. L(y) operatoryi getirilen hisiyetlerinden

L{XCy) = 2C.L()

denligin gelip ¢ykyandygy diisniiklidir.

Eger (a,b) interwalda kesgitlenen y ,...,y funksiyalar i¢in ifi
bolmanda biri noldan tapawutly «,,...,, hemiselikler bar bolup,
Vx € (a,b) ligin

@y + .+ a,y, =0 4)

denlik yerine yetydn bolsa, onda ol funksiyalara ¢yzykly bagly funk-

......

......

@ =a,=..=a,=0 bolanda yerine yetydn bolsa, onda y,,...,y
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------

------

Mysal. y, = sinx, y, = cosx funksiyalary (—oo,00) interwalda
cyzykly baglylyga dernalini.

a;sinx + a,cosx =0
tozdestwa garalyn. Kesgitlilik iicin @, # 0 bolsun. ToZzdestwoda

X = % bahany goysak, onda @, = 0 bolar. Ol miimkin dil. Ona

gord-de garalyan funksiyalar (—oo,00) interwalda ¢yzykly bagly dél
funksiyalardyr.

Goy, y,,...,y, funksiyalaryl (a,b) interwalda n tertipli lizniiksiz
ontimleri bar bolsun. Olardan diiziilen

v Y, Y,
v/ v, oy
yl(n—l) y;n—l).“ yin—l)

------

(1) denileméni y™-e gord ¢oziilen gorniisde yazalyn:

Y = fx) = p )y = = p, ().
Bu denileme gecen bapda dwrenilen

Y = fley,y, )
denllemdninn  hususy halydyr. Hakykatdan-da, munun seyledigini
gorkezmek ti¢in sonky denlemede

Ax,9,Y YD) = f(x) — p )y Y — = p ()Y

diyip hasap etmek yeterlikdir. (1) deiilemedéki p,(x) we f(x) funksiya-
lar {izniiksiz bolanlygy ii¢in f(x,y,y’,..y" ") funksiya 3-nji bapdaky
teoremanyn hemme sertlerini kanagatlandyryar. Sonui ii¢cin hem (1)
denleménin (a,b) interwalda kesgitlenen
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Y(X0) = Yoo ¥ (X0) = ¥o ’---ay(n_l)(xo) = yO(n_l)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan yeke-tdk y = @(x) ¢Oziiwi
bardyr.

§2. Birjynsly denlemeler

L(y)=0 (1)

defilemd garalyn. Onun ¢ozliwi baradaky teoremany subut edelifi.
1-nji teorema. Eger y.y,,..,y, funksiyalar (1) defleménif
¢Oziiwleri bolsa, onda

y=Cy +.+Cy (2)

funksiya hem ol denleménin ¢oziiwidir.
Subudy. Teoremanyn sertine layyklykda

Liy)=0,..,L(y,)=0.

(2) funksiyany (1) denlleménin ¢ep boleginddki y-ii ornuna goyup,
cyzykly differensial operatorynl hisiyetlerinden peydalansak, onda

L(Cy+..+Cy,)=L(Cy)+ ..+ L(C,y,) =
=CLy)+.+CL(y)=C-0+..+C,-0=0

ya-da
L(Cy+..+Cy,)=0

bolar. Diymek, (2) funksiya (1) defileménin ¢oziwi.

Mailim bolsy yaly, n tertipli defilleménin umumy ¢ozliwi n sany
erkin hemigelikleri 6ziinde saklayar. (2) funksiya hem 7 sany C,,...,.C,
erkin hemiseligi saklayar. (2) funksiya (1) defileméniii umumy ¢ozii-
wimikd? diyen sorag yiize ¢ykyar. Umumy yagdayda (2) funksiya (1)
denilleméniit umumy ¢6ziiwi bolman hem biler. Asakda (2) funksiyanyn
(1) denilemé@nint umumy ¢6ziiwi bolmaklygynyn sertleri getirilyér.

2-nji teorema. Eger y,, y,,..., y, funksiyalar (a,b) interwalda
cyzykly bagly funksiyalar bolsa, onda olaryit Wronskiy kesgitleyjisi
W(x)=0.
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Subudy. Teoremanyn sertine gord, y, y,,..., ¥, ¢yzykly bagly
funksiyalar. Onda

an+..+a,y,=0

@, sanlaryn ini bolmanda biri noldan tapawutly bolanda yerine yeter.
Goy, @, # 0 bolsun. Onda

_ % o a,
yl - CY] yz al y,,
ya-da
=5y, + ..+ By, (3)

bolar, bu yerde 5, = — Z" (i = 2,.., n). Wronskiy kesgitleyjisinin birinji
1
stittinini (3) funksiya we onu yy ,..., yl(”_ D sniimleri bilen calsyryp,

By, + ..+ By, v, . y,
By,+.+BYy, Y, ..y,
By A By sy

kesgitleyjini alarys. Alnan kesgitleyji n — 1 sany kesgitleyjinini jemine
dendir. Olaryn her birinin iki siitiini 6zara defi bolanlygy ti¢in olar
nola den. Sonui iicin hem Wronskiy kesgitleyjisi nola dendir.

3-nji teorema. Eger (1) denileménin koeffisiyentleri (a,b) interwalda
lizniiksizwey,, y,,...,y, funksiyalar onuii ¢yzykly bagly dil ¢oziiwleri bol-
salar, onda olaryin Wronskiy kesgitleyjisi (a,b) interwalyn nokatlarynyn
hi¢ birinde nola den dildir, yagny Vx € (a,b) ligin W(x) # 0.

Subudy. x, € (a,b) nokatda W(x,) = 0 diyelini. Koeffisiyentleri
bu kesgitleyjiniii elementleri bolan birjynsly algebraik defnilemeler
sistemasyny diizelin:

Y (%) G+ 2, (%) + o+ 3,(%)C, = 0,

y,l (XO)CI +y/2(x0)c2 + +y’2(x0)cn = O’ (4)

W )G+ ()G + 4y (x)C =0
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Algebra dersinden milim bolsy yaly, bu sistemanyn noldan ta-
pawutly ¢oziiwleri bardyr. Goy, ol ¢éziiwlerden biri tapylan bolsun.
Ony C,= C,,...C, = C, bilen belgilili. Bu tapylan sanlar bilen
teoremadaky y,....,y, ¢oziiwlerden

y = ayl +..+ ayn (%)

funksiyany diizelifi. (5) funksiya 1-nji teorema layyklykda (1)
deiillemédnin ¢oziiwidir. (4) sistemada C,...,C. bahalary goyup alnan
tozdestwolar goz oniinde tutulsa, onda (5) ¢oziiwin

y(xo) = an, (XO) = O,...,y(nfl)(xo) =0 (6)

baslangyg sertleri kanagatlandyryandygy diigniiklidir. (1) denleménin
(6) sertleri kanagatlandyryan difie nol ¢6zliwi bar (¢ozliwin barlyk we
yeke-tiklik teoremasyna layyklykda). (5) denlikden

Ciy,+..+Cuy, =0 (7)

defiligi alarys, bu yerde C,,...,C. sanlaryfi ifi bolmanda biri noldan
tapawutlydyr. Beyle yagday (7) denlikdéki y,...,y, funksiyalary
cyzykly bagly coziiwlerdigini gorkezyér. Alnan gapma-garsylyk
teoremany subut edyar.

Sofiky teoremalardan, eger (a,b) interwalda garalyan y ...y,
funksiyalaryn Wronskiy kesgitleyjisi nola deii bolsa, onda ol
funksiyalaryn ¢yzykly baglydygy, noldan tapawutly bolanda bolsa,
cyzykly bagly dildikleri gelip ¢ykyar (denlemininn koeffisiyentleri
lizniiksizdir).

Mysal. y, = sinx, y, = cosx, funksiyalaryil (—oo,c0) interwalda
cyzykly bagly dildigini gérkezmeli.

Bu funksiyalaryn Wronskiy kesgitleyjisi

sinx cosx

W(x) = =—1+#0.

cosx — sinx

Diymek, garalyan funksiyalar ¢yzykly bagly dal.
Indi, (2) funksiyanynn (1) deileminii umumy ¢oziiwi
bolmaklygynyn sertini beyan edelii.
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4-nji teorema. Eger y ...y funksiyalar (1) defleménii
fundamental sistemasyny emele getiryin bolsalar, onda ol defileménin
umumy ¢oziiwi

y=Cy+..+C)y, ()

denlik bilen berilyéndir, bu yerde C,,...,C, hemiselikler.

Subudy. Eger (8) ¢oziiwden her bir hususy ¢oziiwi alyp bolyan
bolsa, onda ol umumy ¢oziiwdir. (8) ¢oziiwden hususy ¢6zliiwi almak
iicin baslangyc¢ sertler berilmeli. Goy,

Y(x) = Yool (%) = ¥ "V (25) =y 7P ©)

bolsun. (8) funksiyany n — 1 gezek differensirldp we (9) sertleri géz
ontinde tutup, C,,...,C, ululyklara gora

Y (XO)CI + y2<xo) + ..+ yn('x())cn = Yo
Y (%)C + Y, (x)C + .+ Y, (x,)C, =y,

W) G 9 (@) Cy e+ 3V (%) €, = 3

n

(10)

algebraik denllemeler sistemasyny alarys. (10) sistemanyn kesgitleyjisi
3-nji teorema layyklykda noldan tapawutly, yagny

Y (%) ¥ (%) e Y,(%)
Y (%) Vo) e V(%) = W(x,,) # 0.

(n—1

yl(nfl)(xo) y2 )(XO) y,(lnil)(xo)

Onda(10)sistemanynyeke-tik ¢oziiwibardyr. Goy,C, = «,,...,C, = @,
sanlar (10) sistemanynl ¢oziiwi bolsun. Bu san bahalary (8)-de goyup,

y=ay+..+a,y, (11)

funksiyany alarys. Bu funksiya (1) denileménin (9) baslangyg¢ sertleri
kanagatlandyryan ¢oziiwidir. Diymek, (8) funksiya (1) denleménin
umumy ¢Oziwi.
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5-nji teorema. Eger y = u(x) + iv(x) funksiya hakyky koeffi-
siyentli (1) denleménin ¢oziiwi bolsa, onda u(x) we v(x) funksiyalar
hem ol denleminin ¢oziiwleridir.

Subudy. Teoremanyii sertine gord, L(u(x))+ iL(v(x))=0.
Operatoryn hasiyetleri esasynda

L(u(x)) + iL(v(x)) = 0.

Bu yerden L(u(x)) =0, L(v(x)) = 0. Diymek, u(x) we v(x) funksiya-
lar (1) defileménin ¢oziiwleri.

§3. Birjynsly dal derilemeler

Birjynsly dil n-nji tertipli
Y4 p 0y + 4, (0)y = £ )

deiilemi garalyn. Bu denilemini belgilema layyklykda
L(y) = f(x)

gysga gorniisde hem yazmak bolar.
(1) denlemeden f(x) = 0 bolanda alynyan

L(y)=0 )

deiilemini hem yazalyn. Muna (1) defileméa degisli birjynsly defileme
diyilyar.

Asakdaky tassyklama adalatlydyr.

1-nji teorema. Birjynsly dél (1) denleménin umumy ¢oziiwi
onuil hususy ¢oziiwi bilen birjynsly (2) deiileménin umumy ¢6ziiwiniil
jemine dendir.

Subudy. Goy, v = v(x) funksiya (1) defileménini hususy ¢oziiwi,
u=Cy+..+C,y, funksiya (2) deilleminiii umumy ¢oziiwi bol-
sun, yagny

L(v(x))=f(x), L(u)=0

tozdestwolar yerine yetyér. y = v + u funksiyany (1) deiilemede goyup,
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Lv+u)=L(v)+ L(u) =f(x)
ya-da
L(v+u)=f(x)
tozdestwony alarys. Diymek,
u=v+Cy+..+Cy, (3)

funksiya (1) defileménin ¢ozliwi.

Eger (3) ¢oziiwden islendik hususy ¢oziiwi alyp bolyan bolsa,
onda ol (1) denleminin umumy ¢oziwidir. (3) ¢oziiwden hususy
¢oziiwi almak ligin gosmaca sertler berilmeli.

Goy,

y(x()> — yo,yl (XO) — y/o’ .”’y(l’l* 1)<x0) — yo(n7 1)
berlen bolsun. (3)-de we onun yzygiderlin— 1 gezek alnan 6niimlerinde
X, € (a,b) bahany goyup, berlen sertleri goz oiilinde tutsak, onda
Ci,...,C, ululyklara gord

yl (.X())Cl + yz(xo) + + yn('x())cn = y() - V(x())a

W (x)Cr+ ¥V () Co A+ e+ YT (20)C = T = v V()

gomiisli defilemeler sistemasyny alarys. Onun kesgitleyjisi W(x,) # O,
clinki edilen glimana gord y,,y,,...,y, ¢yzykly bagly dil funksiyalar.
Diymek, sistemanyn yeke-tdk ¢oziiwi bar. Goy, C, = «,,...,C, = @,
onun ¢oziiwi bolsun. Bu sanlary (3)-de goyup,

y=ay+..+a,y,

gorniisli hususy ¢oziiwi alarys. (3) funksiyanyn (1) defileménifi umu-
my ¢ozliwidigi gorkezildi.

Hususy ¢oziiwleri tapmaklykda ulanylyan yonekey teoremany
getireliil.
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2-nji teorema. Eger v, = v,(x) funksiya L(y) = f;(x) defileménin
hususy ¢oziiwi bolsa, v, = v,(x) funksiya L(y) = f,(x) defileménii hu-
susy ¢oziiwi bolsa, onda olaryfi jemi v =v + v, funksiya

L(y) =/,(x) + £,(x) “4)

denleménin hususy ¢oziiwidir.
Subudy. Teoremanyi sertine géra

L(v, (x)) =£(x), L(v,(x)) =/ (x)

tozdestwolary alarys. v = v, + v, funksiyany (4) deilleménifi ¢ep
boleginde y-int ornuna goyup, tozdestwolary goz oniinde tutsak, onda

L(v, (x) +v,(x)) = L(v, (x)) + L(v,(x)) = £ (x) + £ (x)
ya-da
L(v,(x) +v,(x))=f(x) + £,(x)

bolar.

Diymek, v(x) = v,(x) + v,(x) funksiya (4) defileméniii hususy
¢Ozliwi.

Teoremanyn tassyklamasy deiileminiin sag boleginde gosuly-
jylaryi islendik tiikenikli sanysy bolanda hem dogrudyr.

Indi erkin hemiselikleriit wariasiyasy usuly (Lagranz usuly) bilen
birjynsly dil (1) denlemanin umumy ¢oziiwini tapmaklyga giriselin.
Usulyn ulanylysyny beyan edelin.

Goy, (2) denleménin

y=Cy+..+C,y, (5)
umumy ¢oziiwi tapylan bolsun. (1) defilemanin umumy ¢éziiwini
y=Cy+..+C,xy, (6)

gornlisde gozlélin. (6) funksiya (1) deilleménin ¢éziiwi bolar yaly
edip C(x),...,C,(x) funksiyalary kesgitldlin. Olar differensirlenyin
funksiyalar bolmaly. (6) funksiyany differensirlédp, alarys:

y=Cy,+.+Cy,+C'y+.Cy,.
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(6)-da gozlenilyén funksiyalar n, emma denileme bir. Sonun ticin hem
sertleri (6)-nyn Oniimlerinin # — 1 tertibe ¢enlisi C,(x) = const. bolan-
daky gorniisi alar yaly edip saylalyn, yagny

Cin+..+C y, =0 (7)
sert goyalyn. Onda
y=Cy,+.+CYy, (6,
bolar. Ony differensirlép,
Y =Cy +..+Cy +Cy +..+C,
afilatmany alarys.
Ciyi+..+Cy, =0 (7,)
sert goyalyn. Onda
y' = Cly”l +.+G y”n (62)
bolar. Bu diizgiini n — 1 gezek yzygiderli gaytalap,
YW =Cy" A+ CY N+ Oy 4+ L+ C Y
denligi alarys.
C'y" 2+ .. +C y =0 (7.)
sert goyalyn. Onda
Y= Oy L Oy 6,
bolar. Bu yerden
YW=Cy+ .+ Cy+C oy + L+ C oy (6,)

(1) denilemeden (6), (6,), ..., (6,) defilikleri nazarda tutup, yazyp
bileris:

CO"+py" "+ .. +py)+..

+C, (" +py" "+ .. +py,)+

C'oy" V4 +C YD = flx).
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Edilen giimana gord, y ,y,,...,y, (2) defileménif bagly dél ¢oziiwleri.
Ona gord-de yaylardaky duran anlatmalar nola dendirler. Sonun ii¢gin
hem

Coy" "+ +Cy" "= flx) (7,)

gorniisli defileme alnar.
Seylelikde, (7)), (7,),..., (7)), (7,) defilemelerden C/,C; ,...,C,
ululyklara gord
(C' oy +..+Cy =0,
Cy, +.+Cy, =0,
e (8)
C'y" 2+ .. +C y"?=0.
C' "+ L+ Oy = flx)

denilemeler sistemasyny diizeris. Sistemanyi kesgitleyjisi

Y Y, Yy,
Alx) = v, y, . Y,
yfn—l) y(n—l) . yiln—l)

bolar. Munuit W(x) Wronskiy kesgitleyjisidigi aydyndyr. y .y,,....,
funksiyalaryn ¢oziiwlerin fundamental sistemasyny diizydndigi (5)-
-den belli. Ona gord-de W(x) # 0. Diymek, (8) sistemanyn yeke-tik
¢Ozliwinin barlygyny iipjiin edyédn sert yerine yetydr. Onda Kramer
diizgiinine layyklykda, C; (x)

W (x)
W(x)

C’ (x) = L (i=1,2,...n) (9)

formulalar boyunga tapylyar. (9) 6nilime gord ¢oziilen birinji tertipli
dentlemelerdir. Olaryn ¢oziiwleri

C (x) =f%((;c>) dx +C, (i=1,2,..n) (10)
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gorniislerde bolar, bu yerde C; erkin hemiselikler. (10)-y (6)-da goyup,
(1) dentlleménin

n n W
y=2.Cy, +;y,f V[}((;C))dx

gorniisdidki umumy ¢oziiwine geleris.

Tapylan umumy c¢oziiwdiki birinji gosulyjy (2) deilleménin
umumy ¢6ziiwi, ikinji gosulyjy bolsa (1) defileménin hususy ¢oziiwi.
Diymek, eger birjynsly (2) defileméninn umumy ¢oziiwi belli bolsa,
onda (1) denleméninn umumy ¢6ziiwini erkin hemiseliklerin waria-
siyasy usuly bilen hem tapyp bolyan eken.

§4. Birjynsly hemiselik koeffisiyentli denlemeler

Ytay "+ .. 4+a,_y +ay=0 (1)

defilemd garalyf, bu yerde a,,...,a, koeffisiyentler hakyky sanlar. (1)
deillemede

Liy)=y"+ay""+..+a,_y +a)y (1)
belgileméni girizeliii. Onda ol
L(y)=0
gorniisde yazylar. (1) defileménin ¢ézliwini
y=e" 2)

gorniisde gozlilin, bu yerde A heniz kesgitlenilmedik san. (2) funk-
siya (1) deflleménin ¢6ziiwi bolar yaly edip A-ny saylalyn. Su mak-
sat bilen (2)-ni we onuit y = Ae™, ..,y = A"¢™ Sniimlerini (1)
deiilemede goyup,

A +ad "+ . +a_A+a)=0 (3)
gorniisli denligi alarys. e £ 0 bolanlygy iicin
A"+aAd'+ . 4+a, A+a =0 4)
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bolmaly. Seylelikde, » tertipli (1) denleméniil ¢oziiwini tapmaklyk »
derejeli (4) algebraik denleminin ¢ozliwini tapmaklyga getirildi. (4)

------

------

yaly, (4) defileménin n sany koki bardyr. Goy, olar tapylan bolsun. Olary
Ap Ay, ..y 4, bilen belgilélin. Bu sanlary (2) defilikde yzygiderli goyup,
V= (5)

A !
y=e"y, =e", .,

funksiyalary alarys.

Indi (4) héasiyetlendiriji denleméninn koklerine baglylykda (1)
denleménin umumy ¢ozliwini tapmaklyga gecelin.

1. Goy, A,,4,,...,A, kokler hakyky we diirli bolsunlar. (5) funk-
siyalar ¢oziiwlerin fundamental sistemasyny diizyarler. Hakykatdan-
-da, olaryn Wronskiy kesgitleyjisi

e e e
Ayx Ayx Agx
W(x) = Ae™ AP L Ae
n—1 Ax n—1 _Ax n—1 _A,x
Ate™ Ale™ Ale
1 1 S|
— e(ﬂ,+ﬂz+...+ﬂ,,)x A] Az /’ln — e(ﬂ,+A2+...+A,,)x><
n—1 n—1 n—1
r L

X(An - /’ll)(ﬂn - AZ)<An - /1»171) X
X(An—l - /’11><An71 - Az)(ﬂ - ﬂn&)"'(ﬂz - ;11)

n—1
Sonky kesgitleyji Wandermond kesgitleyjisi diyip atlandyrylyar. Ol
kesgitleyjinini gorkezilen tapawutlaryn kopeltmek hasylyna dendigi
bellidir. Seylelikde, (5) funksiyalaryn Wronskiy kesgitleyjisinin nol-
dan tapawutlydygy anyklanyldy. Diymek, ol funksiyalar ¢éziiwlerin
fundamental sistemasyny diizyérler. Sonuni ii¢in hem, §2-déki 4-nji
teorema layyklykda, (1) denleméninn umumy ¢oziiwini
y=Ce" + Ce™ + .+ C e
gbrniisde yazmak bolar.
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1-nji mysal. y" +y — 2y = 0 deillemédnin umumy ¢oziiwini
tapmaly.

Coziilisi. Hisiyetlendiriji defileme A* + A — 2 = 0 gdrniisde bo-
lar. Onun kokleri 4, = 1 we A, =— 2 hakyky we diirli. Sonun {i¢in
hem garalyan defilemdniii umumy ¢oztiwi

y=Ce 4+ Ce ™
gorniisdedir.
2-nji mysal. y"'— 6" + 11y~ 6y = 0 defileménin ¢oziiwini tap-
maly.
Coziilisi. Garalyan defilemédnin hésiyetlendiriji defilemesi
P=6+11A1-6=0
ya-da
(A=1D(A*=51+6)=0

defilemedir. Mununi kokleri A, =1, 4, =2, A;= 3. Deflemainin
umumy ¢oziiwini

y = Ce* + Cye™ + Cye™
gorniisde alarys.

2. Goy, A,,A,,...,A, koklerint arasynda kompleksleri bar bolsun.
A = a+ Bi, A, =a— [i, galanlary hakyky we dirli sanlar diyip

hasap edelii. A, = @ + fi sany (2)-de goyup, y = ¢! gomiisli
funksiyany alarys. Ony Eyler formulasyna layyklykda
y = e™ cos fx + ie® sin ffx
gornilisde yazarys. §2-déki 5-nji teorema goré,
y = e cospx, y,=e“sinfx (6)

funksiyalar (1) defileménin ¢6ziiwleridir. Eger A, = @ — [5i sany (2)-de
goysak, onda sol teorema layyklykda yene (6) funksiyalary alarys.
Diymek, kompleks kokleriii her bir jiibiitine (6) hususy ¢oziiwler
degisli bolyan eken. Seylelikde,
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ax ax - Asx
y, = e“cospx, y, = e sinfix, y; =™, .,

y, = eﬂnx
coziiwler (1) denlemidniit fundamental sistemasyny diizydr. Sonun
ticin hem (1) defileménin umumy ¢oziiwi

y = Cie®™cos fx + Cpe“sinfx + Cye™ + ..+ C,.e™  (7)

gorniisde bolar.

Eger (4) denleminin koklerinin arasynda kompleks sanlaryn
jubiitlerinin birndgesi bar bolsa, onda olaryn her birine hususy
¢oziiwlerinn jubiti degislidir. Goy, A, = a,+ bi,...A, =a, +b,i
sanlar (4) defileménin kokleri bolsun, yagny (4) deiileménin 27 sany
kompleks kokleri bar. Beyleki 4,, | ,...,4, kokleri hakyky we diirli san-
lar diyip hasap edelin. Bu yagdayda (1) defileméniit umumy ¢oziiwi

y=>.Cecosfx+ > Cie™ sinfx+ Y. Ce™
=1 i=1

Jj=2r+1
gorniisde yazylar.
3-nji mysal. y'" — 5y" + 17y'— 13y = 0 deiileméni ¢ozmeli.
Coziilisi. Hasiyetlendiriji detilemesi
B =5P+17A-13=0

gorniigde bolar. Detileménin kokleri: A, = 1, 4, = 2 + 3i, 4, = 2 — 3i.
Bulara degisli

y,=e", y,=e"cos3x, y,= e sin3x

hususy ¢oztiwler fundamental sistemany diizyérler. Defileménin umu-
my ¢oziiwi

y = Cie* + Cye* cos 3x + Cye* sin 3x

gorniisde bolar.
4-nji mysal. y"'— 8y = 0 defileménint umumy ¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Hasiyetlendiriji denleméni

A—8=0 yada (A-2)(A*+21+4)=0
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gorniigde  yazarys. Onuii  kokleri A, =24, =—1+V3i,
Ay=—1—v3i. Bu koklere degisli y =e*, y,=e¢ “cosv3x,
V3= e *siny/3x funksiyalar ¢oziiwlerin fundamental sistemasyny
emele getirydrler. Ona gori-de denleménin umumy ¢oziiwini (7)-den
peydalanyp,

y = Cie™ + Cye "cosv'3x + Cye *siny/3 x

gorniisde alarys.
5-nji mysal. y"'-2y" + 4y’ — 8y = 0 denleméini ¢6zmeli.
Coziilisi. Hasiyetlendiriji deileme

A —2P24+41-8=0 yada (A—2)(A*+4)=0

gorniigdedir. Onun kokleri: A, = 2, A, = 2i, A; =— 2i. Defleménii
umumy ¢oziiwi

y = Ce* + C,cos 2x + C,sin 2x

gorniisde yazylar.

3. Goy, A;,4,,...,A, koklerin arasynda k sanysy hakyky we ozara
den, yagny A, = A, = ... = A, (k<n) bolsun. Garalyan (1) defileménin
tertibi n bolanlygy ii¢cin, onun umumy ¢6zliiwi 6ziinde n sany erkin
hemiseligi saklamaly. Kokleri (2)-de yzygiderli goyup, alnan funk-
siyalardan diiziilen umumy ¢oziiwin 6zlinde n-den az hemiseligi sakla-
jakdygyny gormek kyn dél, yagny ondaky gosulyjylaryn sany n-den
az bolar. Ona gord-de umumy coziiwdéki yetmeyédn gosulyjylary
tapmaly bolar. Su yagday ti¢in (1) deflleménin umumy ¢ozliwini
tapmaklygyn usulyny beyan edelin.

(1,) belgilemede y = e™ funksiyany goyup,

L(e™) = e"p(4) (8)
tozdestwony alarys, bu yerde

p(A)=A"+a Al "'+..+a,_A+a,

n—1

......

gezek differensirlélin:
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L1 (e") = ol p(A)) o
C%ﬂL(e‘*):L<dAm > L(x"e™),
(e p(A) = x"e"p(2) + Cx" e p'(A) +,
+e"p™(A)
Onda (9) denlik

L(x"e™) = e (x"p(A) + C\"x""'p'(A) + .. + p"(2))  (10)

gorniisi alar. Edilen giimana goré, A, san p(4) = 0 defileménin koki
bolup, kratnylygy k sana den (k sany koki 6zara den). Algebra dersin-
den belli bolsy yaly, 4, san

P =0p")=0,.p*")=0
denilemeleriin hem kokiidir. Seylelikde,
p(A) =0, pA) =0,.., p*A)=0
denlikleri alarys. Diymek, (10) deniligini sag bolegi A = 4, we
m = 0,1,2,...,k —1 bolanda nola dendir, yagny
L(x"e) = 0.
Seylelikde, x"e™™ funksiya m = 0,1,2,...,k —1 bahalarda (1)

denleménin ¢oziiwidir. m = 0,1,2,...,k —1 bahalar iigin

M, xe™, xte™,.., xFTledn (11)
funksiyalar (1) defilleménin hususy c¢oziiwleri bolar. Olaryn islendik
(a,b) interwalda ¢yzykly bagly dél funksiyalardygyny barlamak kyn
dél. Goy, x-it hemme bahalary {igin

Cleﬂlx + Coxe™ + Cx* e = 0

deiilik yerine Vetydn bolsun. e’ funksiyanyii x-ifi hemme baha-
larynda noldan tapawutlydygy bellidir. Sonun ii¢in hem Vx € (a,b)
licin
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Ci+ Cox+ Cx* + ..+ Cx 1= 0

bolmaly. Sofiky denligifi dife C,C.,....,C; koeffisiyentlerii nola
dent bolan yagdayynda yerine yetyindigi diigniiklidir. Diymek, (11)
coziiwler fundamental sistemany diizydrler. Munun seyledigini
Wronskiy kesgitleyjisi arkaly hem gorkezmek bolar. Seylelikde, (1)
defileménil umumy ¢o6ziiwini diizydn n sany gosulyjylarynl kratny
koke degisli bolegi
Cie™™ + Cyxe™™ + .. + Cox*le™
gosulyjylardan ybarat bolar. Eger (4) defileménin A,-den bagga kratny
kokleri bar bolsa, onda her kratny kok {i¢in yokarda gorkezilen anllatma
mefnizes bolan anlatmalary diiziip, olary umumy ¢oziiwin diiziimine
girizmeli. Eger A, = @ + /5, kompleks kokiini kratnylygy k& bolsa,
yagny A, = A, = ... = A4, = @ + B, bolsa, onda hususy ¢oziiwleri
e(a + Bi)x xe(a +Bi)x Xk — 1e(a+[)’i)x

gorniislerde bolar. Bulary Eyler formulasyndan peydalanyp,
e™ cos fix + ie“ sin fx,
xe™ cos Bx + ixe™sin Px,

k=1 jax

x"'e“ cos fx + ix" 'e™

sin Bx

gorniislerde yazmak bolar. §2-ddki 5-nji teorema layyklykda, 2k sany

e“cosfx, xe“cospx, .., x''e™cospx,
e“sinfBx, xe™sinpPx, ..., x*'e“sinpfx
¢oziiwleri alarys. A,-it A1 = ... = Ak = @ — [i ¢atyrymlysy ii¢in hem

sol ¢cozliwler alnar. Seylelikde, (1) defileméniii umumy ¢déziiwiniii bu
koklere degisli bolegi

e (C,+ Cyx + ... + Cx*"")cos fx +
+e“(C,,, + C,,x + .. + C,x'")sin fx

bolar.
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Eger kratny kompleks koklerin sany kop bolsa, onda olaryn
her biri tigin yokardaky afilatma mefizes ailatma alnar. Eger A, = i
kokiin kratnylygy & bolsa, onda (1) defilleméanin umumy ¢éziwinin A,-¢
degisli bolegi

(C,+ Cx+ ...+ Cx*"")cospx +
+(C,,,+Cx+ ..+ C, X ")sinfx

k+1 k+2 2k+1

gbrniisde bolar.

Seylelikde, (1) denlemédnin umumy ¢Oziiwinii  gorniisi
hésiyetlendiriji denleménin koklerine bagly. Sonun {i¢in hem (1)
defilleménii umumy ¢ozliwinin dogry diiziilmegi ticin hésiyetlendiriji
denilemesinin koklerine degisli gosulyjylar dogry tapylmalydyr.

6-njy mysal. y""— 6y" + 12y’ — 8y = 0 deiileméni ¢ozmeli.

Coziilisi. Hisiyetlendiriji denileme

A —612+121 -8 =0 ya-da
(A=2)(A*—444+4)=0

gorniigde bolar. Onuni kokleri 4, = A, = A; = 2. Bu koklere degisli
Y= ¥y, = xe, y, =l
coziiwleri alarys. Onda defileméninn umumy ¢6ziiwi
y = Cie* + Cyxe™ + Cyx*e™

gorniisde bolar.

7-nji mysal. y""—7y" + 16y'— 12y = 0 denleménin umumy ¢ozii-
wini tapmaly.

Caoziilisi. Hisiyetlendiriji denlemesini

AT +161-12=0

gorniigde yazarys. Denlemaénin kokleri A, = 2,4, = 2, A4, = 3 bolar.
Bulara

}’1 — er y2 — erx’ y3 — e3x
coziiwler degisli bolarlar. Onda defileméniii umumy ¢6zliiwini
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y = Ce™ + Cyxe™ + Cye™

gorniisde yazarys.
8-nji mysal. y'V + 2y"" + 3y" + 2y" + y = 0 denileménin umumy
¢Ozliwini tapmaly.
Coziilisi. Hasiyetlendiriji denlemesi
A28 +32+21+1=0
gorniisde bolar. Beyle denllemé gaydymly denileme diyilyar. Onun iki
bolegini hem A%-a boliip,

A2+L+2<A+L>+3=O

A A
denillemaéni alarys. Bu defileme hésiyetlendiriji defilemé ekwiwalentdir.
A+ % — ¢ belgilemani girizelifi. Onda A* + AL — £ — 2 bolar we
yokardaky defileme
£P+2t+1=0

gorniisi alar. Bu defileménin kokleri ¢, = ¢, = —1. Bulary belgilemede
t-nift ornuna yzygiderli goyup, iki sany kwadrat deiileméni alarys.
Olaryn kokleri

A=d=—dy V3 A oa,=-1_ Y3,

l.

2 2 2 2
Bu kdoklere
v = e 2 cos@x, y, = xe "2 cos gx,
Y3 = e_JZCSin@M V4= xe%sinﬁx
hususy ¢oziiwler degisli bolarlar. Talap edilydn ¢oziiw
y= e’%(C1 + sz)cos/gx + efg(C3 + C4x)sin‘/2§x

gorniisde bolar.

9-njy mysal. y"V + 8y"” + 16y = 0 denlleménin umumy ¢oziiwini
tapmaly.

Coziilisi. Garalyan defilemédnin hésiyetlendiriji defilemesi

146



A48 +16=0 ya-da (PP+4) =0

bolar. Onun kékleri 4, , = 2i, A;, =— 2i, hyyaly sanlardyr. Bulara
y, = cos2x, y,=xcos2x, y,=sin2x, y,= xsin2x

hususy ¢oziiwler degisli bolarlar. Onda gozlenilyédn umumy ¢oziiw
y = (C,+ Cyx)cos 2x + (C5 + Cyx)sin 2x
gorniisde yazylar.
10-njy mysal. " — 5y’ + 4y = 0 denileménin »(0) = 1, »'(0) = 1
baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢ozliwini tapmaly.
Coziilisi. 1° — 5A + 4 = 0 hisiyetlendiriji defileménin kokleri
A, =4, A, = 1. Bulara degisli hususy ¢oziiwler y, = e*,y, = "
gornilislerde bolarlar. Onda garalyan denilleminiii umumy ¢oziiwini
y = Cie™ + C,e* gomiisde yazarys. Baslangyc sertleri peydalanmak
ticin umumy ¢éziwin dniimini tapalyn:
y = 4Ce™ + C,e".
y0)=C +C, we y(0)=4C +C.
Diymek,
C+C, =1,
4+ C, =1

bolmaly. Bu yerden C, = 0, C, = 1. Bulary umumy ¢6ziiwde goyup,
talap edilyin y = e* ¢Oziiwi alarys.
11-nji mysal. y""— 3y" + 3y’ — y = 0 denleménin »(0) = 1, y(0) =2,
" (0) = 3 baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢6zliwini tapmaly.
Coziilisi. Hasiyetlendiriji defileme
A=37+31-1=0 yada (A-17=0
gorniisde bolar. Onun kokleri

A=Ay=A=1.
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Umumy ¢oziiw y = (C, + C,x + Cyx*)e” gomiisde yazylar. Baslangyc
sertleri nazarda tutup C, =1, C,=1, C;= 0 bahalary taparys.
Diymek, tapmaklygy talap edilydn ¢oziiw y = ¢*(1 + x) gorniisde bolar.
12-nji mysal. y"V — y = 0 denleméinin y(0) =0, y'(0) =1, y"(0) = 1,
y"(0) = 1 sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly.
Coziilisi. 1* — 1 = 0 hisiyetlendiriji defileméniii kokleri A, = 1,
A, =—1, A, =i, A, =— i. Berlen defileméanin umumy ¢6ziwi

y = Ce" + Cye™" + Cycosx + Cysinx

gorniisde bolar. Bu funksiyada we y’, y”, y" iicin ailatmalarda
baslangyc¢ bahalary goyup,

gorniisli sistemany alarys. Onuil ¢6ziiwi bar. Ciinki kesgitleyjisi
A =—8#0.0Onda

4 4 2
Tapylan san bahalary umumy ¢6ziiwde goyup,
N N e o
y=ge = e 5 cosx

hususy ¢oziiwi alarys.
Indi hemiselik koeffisiyentli denllemé getirilydn denlemelerin
kébirlerine garalyn.

Ky 4 ax" 'y V4 va, xy +a,y=0

(12)

deiileme berlen bolsun. Gorniisi yaly, denleménin koeffisiyentleri

......

x=¢é (x>0)ya-daz=Inx (x <0bolanda x = — ¢’) ornuna goyma ar-
kaly hemiselik koeffisiyentli denlemé getirmek bolar.

148



Iki y’, y",..., ¥ onlimleri tapalyn:
p_dy _dy dt _dy 1

S dx  dt dx  dt x°

V :dzy:dy’:d<dy.1)_d<dy> 1
dx? dx  dx\dt x dx X

+i<i)ﬂ_ﬁ.ﬁ.l ddy _dy 1 _dy
2

ay 1
dt — g dx x x2dt 2 x tox2

dx
_<612y_cly>.1
S\ gt dt) x¥
m_dy”_<d3y_ d*y dy)L
S 3dz T2 x>

n n—1
W= (0 B g D)L

dr" dl‘n71 ”*Idt X"
= i WG =2 )

Tapylan anilatmalary (12) denllemede goyup,

dy ,d'y :
+b +..+b +b,y=0
di" ! e O
hemiselik koeffisiyentli defileméni alarys.
(12) - @ garanda umumyrak bolan

(ax + bY'y"™ + ay(ax + b)" 'y 4 . (13)
“a,_(ax+b)y +a,y=0

gorniisli denleméni hemiselik koeffisiyentli defilemd getirmek ii¢cin
ax + b = e’ ornuna goymany ulanmak bolar, bu yerde a,b,qa;
(i = 1,2,...,n) hemiselik sanlar.

13-nji mysal. x?y"" — 4xy’+ 6y = 0 denlleméni ¢6zmeli.

Coziilisi. Denllemédni x = ¢ ornuna goyma arkaly hemiselik
koeffisiyentli denilemé getirelin. y" we y” ii¢in tapylan anlatmalary
berlen denllemede goyup,

&y _ 54y dy
dr? dt
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denileméini alarys.
A=51+6=0

hasiyetlendiriji delemesinin kokleri A, = 2, A, = 3. Onda onun
umumy ¢oziiwi

y = Ce* + Cye”
gornlisde yazylar. Bu yerde #-ni Inx bilen calsyryp, garalyan deiile-
ménin

y = Cx* + Cyx°

gorniisdiaki umumy ¢oziiwine geleris.
Deiilemelerin yene bir gorniisine garalyn:

(1—x?)y —xy +n*y=0, (n— const) (14)

Bu gorniisli  deiilemd Cebysew  denlemesi diyilydr. Ony
x =cost (|x|<1) ornuna goyma arkaly hemiselik koeffisiyentli
denilemé getirmek bolyar. y’ we y" {icin tapylan, yagny

¥ :ﬂ:ﬂ.ﬁzﬂ(_L)
dx dr dx dt sint /’

yoD_d ﬂ(_ L) :d.[dy<_ Ly|.dr
dx dx [dt\ sint dt |dt\ sint X
[y 1 dy cost 1\ _
| g ( sint>+ dt  sin%t < sint) -
_dy 1 dy cost
dr* sin’t dt sin’t
anlatmalary (14) denlemede goyup,
d2
—; +nly=0
gorniisli hemiselik koeffisiyentli defilemini alarys.
A+n’=0
hdsiyetlendiriji defileménin kokleri A, = ni, A, = — ni. Onda sonky
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differensial defileminiit umumy ¢oziiwi

y=C, cos nt+ C, sin nt
gorniigde bolar. Bu yerde #-ni arccosx bilen calsyryp, garalyan
denleméniii umumy ¢oztiwini

y = C,cos(narccosx) + C,sin(narccosx)

gorniisde taparys.

14-nji mysal. (1 —x?) y”—xy'+ 2y = 0 denleménin umumy ¢6zii-
wini tapmaly.

Coziilisi. x = cost ornuna goymany edelinl. y’ we y'' licin tapylan
ontimleri deiilemede goyup,

dzy
—Z +2y=0
7

gorniisli  defileméni alarys. Munuii A*4 2 = 0 hisiyetlendiriji
denilemesinif kokleri A, = v2i, A, =—+/2i. Onuii ¢oziiwini

y= Clcos«/it—lr Czsin\/it

gbrniisde yazarys. z-ni arccosx bilen ¢alsyryp, garalyan detnileménin
¢Oziiwini
y=C cos(/f arccosx) + C, sin(\/f arccosx)

gorniisde alarys.

Goniikmeler

Denlemeleri we meseleleri ¢oziin:
1. y"=10y"+ 21y =0.
Jogaby: y = C e+ Ce™

2. y'—y'+y=0.

Jogaby: y = e%(Cl cos@x + Czsinéx)
3. 2y"+y'+ 2sin’15° - cos?15° - y=0.
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10.

11.

12.

13.

14.

Jogaby: y = (C, + sz)e_%x.
y"=5y"+6y'=0.

Jogaby:y=C + Ce*+ Ce™
y"=5y"+8y'—4y=0.

Jogaby: y = Ce* + C,e™ + Cxe™.
y"=13y"'— 12y =0.

Jogaby:y=C e+ Ce*+ Ce™
y"=2y"—y"+2y=0.

Jogaby:y=C e+ Ce*+ Ce™
y"—=2y"+4y' -8y = 0.

Jogaby: y = C e* + C,cos2x + C,sin2x.
PV A3y 3y +y = 0.

Jogaby: y=C +e*(C,+ Cx+ Cx?).

W+y=0.
y= o7 <C1 cosﬁx + Czsinﬁx> +
Jogaby: ~ 2 2
V2
+e‘2x<C3cos‘/2§x + C4sin/2§x>.

YWV H2y"+y=0.

Jogaby: y = (C,+ Cx) cos x + (C, +C x) sin x.
YW —12y" + 27y =0.

Jogaby: y = C\e* + Cye™ > + Cye > + Cye.
YV =2p"+2y" = 2y"+y = 0.

Jogaby: y=e(C, + Cx)+ C,cos x + C,sin x.
YWH4y"+ 8"+ 8y +4y=0.

Jogaby: y = e "[(C, + Cyx)cosx + (C; + C,x)sinx].
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

yrEy 2"+ 2"+t y=0.

Jogaby: y = Cie™" + (C, + Csx)cosx + (C, + Csx)sinx.

yWi—y=0.

Jogaby:

y=Ce' +Ce "+ o2 <C3cos‘/2§x + C4sin*/2§x
te 2 <C5 cos‘/zgx + Cy sin/fx).

y'=4y"+3y=0, »0)=6, y(0)=10.
Jogaby: y = 4e* + 2%

Y =2 +10y=0, yE)=0, y(E)=et

Jogaby: y =— %e" cos 3x.

yrAy"=0, 0 =1, »y(0)=0, »y"(0)=1
Jogaby: y=x+e™.

W=y=0, y0)=1, »(0)=0, y"0)=-1,
Jogaby: y = cos x.

W-y=0, y0)=1, »(O)=1, »"0)=1, »"(0)=1.

Jogaby: y = e".

Eyler denlemelerini ¢6zmeli:

X" —xy'+y=0.

Jogaby: y =x(C, + C, Inx).

X" —=3x*"+ 6xy'— 6y =0

Jogaby:y =Cx+ Cx*+ Cx’.
Cx+1)2y"-22x+ 1)y'+4y=0.

Jogaby: y=C, (2x+ 1)+ C,(2x+ 1) In 2x + 1).
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§5. Birjynsly dal hemiselik koeffisiyentli denlemeler

YO +ay" V4 o +a,_y +ay=fx) (1)

gorniigli defilemd garalyn, bu yerde a, (i = 1,2,...,n) koeffisiyentler
hemiselik sanlar, f(x) azat agza (a,b) interwalda berlen lizniiksiz funk-
siya. §3 - de liytgeyédn koeffisiyentli birjynsly dél denleméniin umu-
my ¢Oziiwinin Lagranz usuly boyunga tapylysy beyan edilipdi. Ona
gord-de garalyan (1) denleminin umumy ¢oziiwini tapmaklyga hem
sol usuly ulanmak bolar. Ol in onayly usullaryn biridir. Emma ol usul
bilen defileme ¢oziilende uly hasaplamalary yerine yetirmeli bolyar.
Sonun ii¢in hem (1) defilemadnin umumy ¢oziiwini tapmaklyga ka-
bir yagdaylarda §3-dédki 1-nji teoremany ulanmak amatly bolyar. Ol
teorema layyklykda umumy ¢oziiwi tapmak {i¢in (1) defileménin hu-
susy ¢oziiwini tapmaly. Hususy ¢oziiw f(x) funksiyanyn gorniiglerine
bagly. Ol f(x) funksiyanyn gorniislerine baglylykda gozlenilyar. Hu-
susy ¢oziiwi tapmaklyk ticin kesgitlenmedik koeffisiyentler usuly
diyip atlandyrylyan usul ulanylyar. Bu yagdayda denlemainin hususy
¢Ozliwi algebraik amallar arkaly tapylyar. Seylelikde, (1) denleménin
umumy ¢oziiwi 1-nji teorema layyklykda diiziilyar.

Indi birjynsly dédl (1) defilemdnin birndge yorite gorniislerine
garalyn hem-de olary c¢ozmekde kesgitlenmedik koeffisiyentler
usulynynl ulanylysyny beyan edelin.

Y2 4+ay" Y+ . +a, Y +ay=e“P,(x) ()
gorniisli defilemé garalyn, bu yerde,
P,x) =p,x" + ..+ px+p,
berlen m derejeli polinom. (2) denilleméni
L(y) = e“P,(x)

gysga gorniisde hem yazmak bolar. Eger hemiselik « san
hésiyetlendiriji defileménin koki bolmasa (basgaca aydylanda, kokleri
bilen gabat gelmese), yagny P(«@) # 0 bolsa, onda (2) defileménifi hu-
susy ¢oziiwini



V(x) = e“Q,,(x) 3)

gorniisde gozlemek bolar, bu yerde

0,x) =q,x" + ..+ qx+q,

koeffisiyentleri kesgitlenmedik m derejeli polinom. (3) funksiya (2)
deiileméniil ¢6ziiwi bolar yaly edip, O,,(x) polinomy1 koeffisiyentlerini
kesgitlemeli. Onun ti¢in (3)-1 (2) defilemede y-iii ornuna goyup,

L(e™Q,,(x)) = e™P,(x) 4)

tozdestwonyil yerine yetmekligi talap edilyar. Ilki bilen (4) denligii
cep bolegindéki amallar yerine yetirilyédr. Onun tigin §4 -déki (8) we
(10) formulalar ulanylyar, sofira alnan denligin iki bélegi hem e**
kopeldija gysgaldylyar. Denligiii cep boleginde koeffisiyentleri Q,,(x)-iii
koeffisiyentlerinin iisti bilen anladylyan polinom, sag boleginde bolsa
berlen polinom bolar. Seylelikde, polinomlaryn denligi alnar. x-iii dent
derejelerinifi koeffisiyentlerini deflép, Q,(x) polinomyn g, q,,....q,
koeffisiyentlerine gord,

q,P(a@)=p,,
qm—l ' P(a,> + qu,mP’(a,> = pm—l’
q,"P(a)+ qP(a)+..+q,P"(a)=p,

gorniisli m + 1 denlemeler sistemasyny alarys. Nabellilerinn san ba-
halaryny yzygiderli tapyp (3)-de goysak, tapmaklygy talap edilyén
hususy ¢6ziiwi alarys.

Eger @ san hdsiyetlendiriji defileménin koki bolup, kratnylygy &
sana den bolsa ( £ sany kokleri bilen gabat gelse), onda ol

P(a)=0, Pl(a)=0,., P*Ya)=0

deilikleri kanagatlandyrar we P (@)# 0 bolar. Bu yagdayda (2)
defileménin hususy ¢oziiwini (3) gémiisde gozlép bolmaz, ¢iinki P(@) = 0.
Garalyan yagdayda (2) denleminin hususy ¢6ziiwini

V(x) = x*e™Q, (x)
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gorniigde gozlemek bolar. Q,(x)-ift q.,q,,....q,, koeffisiyentleri oiiki
yagdaydaka menzeslikde tapylyar. Olar

le+mpk (a>qm = pm’
Ch.. - PY(a)g

m+k—1

+ Ck+1P(k+l)(a)qm =D, .

m—1 m+k

PY(a)g, + P*""(a)q, + ... + P (a)q, = p,
gorniisli sistemadan yzygiderli tapylyarlar, ¢iinki P*)(a)# 0, bu

’ I _ 7!
yerde C, = =1

Eger (2) denlemede @ = 0 bolsa, onda ol
L(y) = P,(x) (5)

gornlisi alar. @ = 0 san hiésiyetlendiriji denilleminin koki dél bolsa,
onda (5) defileménii hususy ¢ozliwini

Mx) = Q,(x)

gorniisde gozlemeli. Eger @ = 0 san hisiyetlendiriji denileménii
koki bolup, kratnylygy & sana den bolsa, onda (5) defileménini hususy
¢oziiwini

V(x) = x0,(x)

gorniisde gozlemeli bolar.
Indi

L(y) = e™ P, (x)cos fx (6)

gorniisli defilemé garalyn, bu yerde P,(x) derejesi m bolan polinom,
a, - hakyky sanlar. (6) denileméni (2) gorniisli yagdaya getirmek
bolar.

eiﬂx + e— ipx

cosfx = 5

Eyler formulasyny peydalansak, onda (6) deiileme

L(y)= "B, (x) + 3¢ P, (x) )

m

gbrniisi alar.



§3-diki 2-nji teorema layyklykda (7) denleménin ¢oziiwi

L(y) = 5P, ®)

L(y) = 3“7 P, () 9)

denilemeleriii ¢éztiwlerinini jemine dendir.
Eger @ + fi san hisiyetlendiriji defileménin koki bolmasa, onda
(8) we (9) denilemelerin hususy ¢éziiwlerini

Vi(x) = e“ 0 (x)

V.(x) = ¢ 0, (x)

gorniislerde gozlemek bolar, bu yerde Q,(x), 0,,(x) m derejeli
koeffisiyentleri kesgitlenmedik ¢atyrymly sanlar bolan polinomlar.
Bu hususy ¢oziiwleriil jemi

V() = V() + V() = €77°0(x) + €0, (x)

(7) detileménin hususy ¢oziiwidir. Bu yerde gorkezijili funksiyalar-
dan trigonometrik funksiyalara gecilse, onda (6) deiileméniil

V(x) = e”[R,,(x)cos Bx + S,,(x)sin fx] (10)

gorniisli kompleks sany saklamayan hususy ¢oOziiwi alnar, bu
yerde R, (x), S, (x) koeffisiyentleri kesgitlenmedik polinomlar.
Olaryn koeffisiyentlerini tapmak {igin -ni we onuil dntimlerini (6)
deiileméinin ¢ep boleginde y-int we onuil degisli Oniimlerinin orunlary-
na goymaly. Deniligin iki bolegini hem e“* kopeldija gysgaltmaly. Al-
nan denligin sag we ¢ep boleklerindaki cos Sx we sin Sx kopeldijilerin
degisli koeffisiyentlerini denilemeli. Sonira x-ifi deni derejeleriniil
koeffisiyentlerini deiilesdirip, (10)-da gorkezilen polinomlaryi
koeffisiyentlerine gord denlemeler sistemasy alnar. Nébellileriii tapy-
lan san bahalaryny (10)-da goyup, gozlenilydn hususy ¢oziiwi yaz-
mak bolar.

Eger @ + pi san hésiyetlendiriji defileménin koki bolup, kratny-
lygy k san bolsa, onda (6) denleméniil hususy ¢6ziiwini
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V(x) = x*e™[R,,(x)cos fx + S,,(x)sin fx] (11)

gorniisde gozlemeli bolar.
Eger deiilleme

L(y) = ™ P, (x)sinfx (12)

gorniigde berlen bolsa, onda onun hususy coziiwini (10) we (11)
gorniislerde gozlemek bolar.
Indi (6) we (12) denilemeleri 6zlinde saklayan

L(y) = e“[P,(x)cos Bx + Pn(x)sinfx] (13)

gorniisli defilemd garalyii, bu yerde Pn, Pm koeffisiyentleri hakyky
sanlar bolan m derejeli polinomlardyr. Olaryn birinin derejesinin
m-den ki¢i bolmagy hem miimkin. (13) defileméni garalan denilemelere
syrykdyrmak bolar.

iPx iBx __ ,—iPx
e + e’ , Slnﬁx — e e

cosBx = 5 %

Eyler formulalaryny peydalansak, onda (13) denleme
L(y) = e(“ﬂ")"b P (x)— i Pm(x)]
~Biyx
e [ > (x) + 5 Pm( )]

gorniisi alar, bu yerddki kwadrat yaylardaky polinomlar kompleks
catyrymlydyrlar.

L(y) = ¢ | 5P, (x) = LPu()] (15)

(14)

L(y) = ¢ [ 2P, (x) + L Pu(x)] (16)

denillemelere seredelin. Eger @ + fi san hisiyetlendiriji defileménin
koki bolmasa, onda (15) we (16) denilemelerin hususy ¢oziiwlerini
degislilikde

R, (x) = L5, (x)] (17)



V, = e(“’ﬁ’)x[%Rm(x) + %Sm(x)] (18)
gorniislerde gozliris. R,,(x) we S,,(x) polinomlaryn koeffisiyentleri
degisli denillemeler sistemalaryndan kesgitlenilyérler. S, (x) we R, (x)
polinomlaryn degisli koeffisiyentleri kompleks ¢atyrymlydyrlar.

Ona goré-de V, ¢oziiw V| ¢6ziiwiit kompleks ¢atyrymlysy bolar.
Olar gosulyp, ondaky gorkezijili funksiyalar trigonometrik funksiyalar
bilen ¢algyrylsa, onda (13) denleminin gézlenilmeli hususy ¢oziiwi

V(x) = e”[R,,(x)cos fx + S,,(x)sin fx]

gorniisde bolar.
Eger @ + pi san hisiyetlendiriji defileménin koki bolup, kratny-
lygy k san bolsa, onda (13) denileménin hususy ¢oziiwini

Vix) = «* e“[R,,(x)cos px + S,,(x)sin px]

gorniisde gozlemeli, bu yerde R, (x), S, (x) koeffisiyentleri kesgit-
lenmedik m derejeli polinomlar.

(1) deiileménin hususy ¢oziiwleriniii gézlenilmeli gdrniislerini
salgy beryan maglumatlary jemlalin.

Deiileméniii sag Hiisiyetlendiriji Hususy ¢oziiwin gozlenilmeli
bolegi defileménin gorniisi derejeli
m derejeli P, (x) 0 san koki bolmasa | V=0 (x)
polinom 0 san koki bolup, V=x*0 (x)
kratnylygy & bolsa
P,(x)e™ @ san koki bolmasa | =0 (x)e™
a san koki bolup, V=x0 (x)e™*
kratnylygy & bolsa
P, (x)cos fx + +/5i sanlar kokleri |V = R, (x)cosfx +
+ Pm(x)sin Bx bolmasa +S, (x)sinfx

+[i sanlar kokleri | |/ = x* [R,,(x)cos Bx +

bolup, kratnylygy k .
bolsa +S,,(x)sin fx]
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e [P, (x)cos fx + | @+ pi sanlar kokleri |/ = % [R,,(x)cos px +
bolmasa .
+S,, () sin fx |

+ Pm(x)sinfx] @ * i sanlar kokleri | |V = xk e [R,,(x) X

bolup, kratnylygy & .
bolsa X cos Bx + S,,(x) sin Bx|

Indi hemiselik koeffisiyentli denlemelere getirilydn deiilemelere
seredelin.

xny(n) n alxn—ly(n—l) o ta,_xy +ay=fx)
Y a4 va, ' +a,y = xf(Inx)

gorniisli denilemeleri §4-de bellenilisi yaly, degislilikde x = €' ya-da
¢t = Inx ornuna goymalar arkaly hemigelik koeffisiyentli deiilemelere
getirmek bolar.

(ax + bY'y™ + a,(ax + b)"~ lyn=Dy
vt a,_(ax+b)y +a,y = f(x)

detileme ii¢in ax + b = €' ya-da ¢t = In(ax + b) ornuna goymany ulanyar-
lar.

1-nji mysal. y" + 2y’ + y = x*> + x denlleméni ¢6zmeli.

Coziilisi. Seredilyédn denlema degisli birjynsly defileméni yazalyi:

y'+2y'+y=0
Munun hésiyetlendiriji defilemesi
A+21+1=0.
Kokleri A, = A, =— 1. Onuit umumy ¢6ziiwi
u=_Ce "+ Cuxe ™"

gorniisde bolar.
a =0 san hisiyetlendiriji defllemdnin koki bilen gabat
gelmeyanligi ti¢in, garalyan defileménin hususy ¢ozliwini

v =g,x" + qx + g,
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gorniisde gozlemek bolar. Ony denilemede goyup,
2¢, + 2(2g,% + ¢)) + X+ qix + gy = X" + x
denligi alarys. x-in denl derejelerinini koeffisiyentlerini deilép,
7, =1,
4q,+q, =1,
29,+29,+q,=0

gorniisli sistemany alarys. Buyerdengq,=1,¢,=-3,g,=4. Defileménii
hususy ¢oziiwini

v=x’-3x+4
gorniisde yazarys. Seylelikde, garalyan denleménin umumy ¢oziiwi
y=u+v=Ce "+ Cuxe ™ +x*—3x+4

gorniisde tapyldy.

2-nji mysal. y"’'—y" =1 denileméni ¢6zmeli.

Céoziilisi. Hasiyetlendiriji

P=2=0
denleménin kokleri A, = A, = 0, A, = 1. Birjynsly defileménifi umu-
my ¢0ziwi
u=C +Cr+Ce

gorniisde bolar. Garalyan denillemede @ = 0. Bu 0 san hésiyetlendiriji
denileméniii kokleriniii ikisi bilen gabat gelydr. Onda garalyan

denleménin hususy ¢oziiwini v = g x> gérniisde gdzlemek bolar. Muny
ol denlemede goyup, x-iii denl derejelerininl koeffisiyentlerini denlép,

q,=— % bahany taparys. Onda v = — %x2 gorniisli hususy ¢ozliwi alarys.
Garalyan denlleminin umumy ¢oziiwi
y=u+v= C1+C2x+C3e"—%x2

bolar.
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3-nji mysal. y"V + 3y" — 4y = ¢* denileméni ¢6zmeli.

Coziilisi. A* + 34> — 4 = 0 hisiyetlendiriji defileménin kokleri
A;=%1, A, =%2i. Sonui iigin hem birjynsly deilleméanin umumy
¢cOziwi

u=_Ce'+ Cye "+ Cycos 2x + Cysin2x

gorntisde bolar. Gorniisi yaly, @ = 2 hasiyetlendiriji defileménin koki
dél. Onda onuni hususy ¢oziiwi v = g e* gdrniisde gozlener. Muny ga-

ralyan defilemede goyup, g, = 21—4 san bahany taparys. Ondav = 21—4er

gorniigli hususy c¢oziiwi alarys. Seylelikde, garalyan deileméinii
umumy ¢oziiwi

y=u+v=_=Ce '+ Ce ™+ Cycos 2x +
. 1 ox
+ C,sin2x + ﬂez
gorniisde bolar.
4-nji mysal. y” + y = cosx defllemini ¢dozmeli.
Coziilisi. A* 4+ 1 = 0 hisiyetlendiriji defileménin kokleri A, = i,
A, = — i. Sonufi iigin hem degisli birjynsly defileménifi umumy ¢6ziiwi

u=Cccosx+ Czsinx

gorniisde bolar. @ + fi = 0 + 1-i = i san hésiyetlendiriji detilleménin
koki. Onda hususy ¢oziiwi
v = x(q,cosx + q,sinx)

gorniisde gézlemeli bolar. Muny garalyan denlemede y-iii ornuna goyup,
sinx we cosx kopeldijilerit degisli koeffisiyentlerini defilédp, g, = 0,

q, = % san bahalary alarys. Onda onufi hususy ¢oziiwi
V= %x sinx
bolar.

Garalyan defileménini umumy ¢6ziiwi

y=u+v=Ccosx+ C,sinx + %xsinx.
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5-nji mysal. y” + y'= cos’x + xe* + x* deiileméni ¢6zmeli.
Coziilisi. Garalyan denlema degisli

y'ty'=0
birjynsly denleménin
P+1=0
hasiyetlendiriji deiilemesinifi kokleri 4, = 0, A, =— 1. Onda onun
umumy ¢oziiwi
u=C+Ce™

bolar. Indi garalyan defileméni

y+y :%0052x+xe*+x2+%

gorniisde yazalyn.

Yy +y = %cos 2x

” ’ x

y +y =xe

” r_ 2 L
Yy =x+5
denilemelerin hususy ¢oziiwleriniii jemi berlen denleminin hususy
coziiwidir. Hususy ¢oziiwler olaryn sag boleklerindéki funksiyalara
baglylykda gozlenilmelidir. U¢ defileménin ilkinjisinifi hususy ¢ozii-
wini
v, = ¢q,cos 2x + q,sin 2x

gorniisde gozlemeli, ¢linki @ + Si = 0 + 2i = 2i san hésiyetlendiriji

denileménin koki dél. v -1 defillemede goyup, g, = —L, q, = 1 an-
, - 10 20
lary tapyarys. Onda onun
—_ 1 1 g
Y ==15 cos 2x + 20 sin 2x
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gorniisli hususy ¢oziiwini alarys. Ikinji defilemanin hususy ¢ézliwini

vy, = (q1x + q)e”

gorniisde gozleyiris, clinki @ = 1 san hésiyetlendiriji denleménii
koki dél. v -ni defilemede goyup,

1
4, — QO:_%

san bahalary alarys. Onda

= (b3

Uciinji defilemini hususy ¢oziiwini
vy = x(,x° + 4% + )

gornlisde gozleyiris, ¢linki @ = 0 hisiyetlendiriji denleménin koki.
Ony deiilemede goyup,
1 5
qug, qlz—l’ qozj

sanlary alarys. Onda

S GV S N 1
Vy= A =X

bolar. Garalyan denleménin umumy ¢oziiwi
1

y:u+vl+v2+v3:C1+Cze‘x—mcos2x+
1 g 1 3\orylys_ 205
+2051n2x+<2x 4>e—|—3x x+2x

gorniisde bolar.
6-njy mysal. y"' + 2y’ + 5y = ¢~ cos2x defileméni ¢ozmeli.
Caoziilisi. Birjynsly denileménin
A+20+5=0

hasiyetlendiriji defilemesinin kokleri A, =—1+2i, 4,=—1-2i
Onun umumy ¢6ziiwi
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u = e *(Cycos2x + C,sin 2x)

gorniigde bolar. Gorniisi yaly @ + fi =— 1 + 2i. Ol hésiyetlendiriji
denileméniii koklerinin biri bilen gabat gelydr. Onda garalyan
denlleménii hususy ¢oziiwini

v = xe *(g,cos 2x + q,sin 2x)

gorniisde gozleyiris. v-ni we onun v', v dniimlerini defilemede goyup,
sonra alnan denligin iki bolegini hem e™ gysgaldyp,

—4qg,sin2x + 4q,co82x = cos2x

defiligi alarys. Buyerden —4q, = 0, 4¢, = 1.Ondag, = 0, ¢, = i
Seylelikde, hususy ¢oziiwi v = ixe’xsin 2x gornilisde taparys. Onda

garalyan denleménin umumy ¢oziiwi
y=u+v=e"(Ccos2x+ C,sin2x) + %xe”‘sin 2x

gorniisde bolar.
7-nji mysal. y" —y'= ch2x defileméni ¢ozmeli.
Coziilisi. Garalyan denlemi degisli

yrr_yr:()

birjynsly defileménin 4> —A = 0 hisiyetlendiriji defilemesinif
kokleri

Onda
u=_C+Ce'

birjynsly denleméninn umumy ¢oziiwi bolar.
Indi garalyan deiileméni

gornilisde yazalyn.
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r !_L 2x L l:L—Zx
y y—2€>y y 28

denllemelerin hususy ¢oziiwlerini degislilikde
Vi = QO62X’ V, = 5067%
gorniislerde gozleyaris. Olaryn jemi
v=v4+v,=qe"+q,e™

garalyan deiileménin gozlenilyén hususy ¢oziiwi bolar.
Bu hususy ¢ozliwi

v =g, +q,e ™ = q,(ch2x + sh2x) +
q,(ch2x — sh2x) = (g, + q,)ch2x +

+(Q0 - ao)Shzx
ya-da

v = A,ch2x + A,sh2x
gornilisde yazarys. Muny garalyan denilemede goyup,
(4A, = 2A,)ch2x + (4A, — 2A))sh2x = ch2x

gorniisli defileméni alarys. Bu yerden

4A, - 2A, =1
—2A,+4A, =0
denilemeler sistemasyna geleris. A, = %, A = % bolar. Defileménin
hususy ¢6ziiwini
—1 1
V=3 ch2x + 6 sh2x

gornilisde yazarys. Seylelikde, garalyan deiileménint umumy ¢oziiwi

y=u+v=_C +Cze‘*+%ch2x+%sh2x

gorniisde bolar.
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8-nji mysal. y" + 4y = cosl—Zx denileméni ¢6zmeli.

Coziilisi. Bu defileméni kesgitlenmedik koeffisiyentler usuly
bilen ¢oziip bolmayar. Sonun {i¢in hem onuil umumy ¢6ziwini tap-
maklyga Lagranz usulyny peydalanalyn. Ilki bilen garalyan defileméa
degisli

y'+4y=0
birjynsly denleminin
y=C,cos 2x + C sin 2x

umumy ¢oziiwini yazalyi.
Garalyan denleménii ¢oziiwini

¥ = C,(x) cos 2x + C,(x) sin 2x

gorniisde gozlalin. C (x) we C(x) funksiyalary tapmaly. Olar li¢in
§3-déki (8) sistema layyklykda
C’ -cos2x + C',-sin2x = 0,

C’ (—2sin2x) + C’,(2cos2x) = co; o

sistemany alarys. Bu sistemanyn kesgitleyjisi W(x) =2 # 0. Onda

C' = %tg 2x,

C(x)= %ln|cos 2x|+ C,

C, (x)= %x + C,
funksiyalary taparys. Olary gozlenilydn c¢oziiwde goyup, garalyan
defileménin

y = C,cos2x + C,sin2x + L cos 2x1In|cos 2x | + L xsin2x

4 2

gorniisli umumy ¢oziiwine geleris.
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Goniikmeler
Denlemeleri we meseleleri ¢oziin:
y'+y'=x-2.
1

Jogaby: y = C;+ C,e" + x<§x - 3).

y'ty=x*+x
Jogaby: Ccosx + Csinx +x* +x 2.
Y- dy e (0)=0. Y(0)=0,

Jogaby: y = L s

20
y'+4y'+4y=3e>,  y(0)=0, »(0)=0.
Jogaby: y = %xzefzx.

y"+y=sinx - sin2 x.

Jogaby: y = <C1 + %)sinx + C, cos 3x.

y"+ 4y = e*cos2x.

Jogaby: y = C,cos2x + C,sin2x + %(cos 2x + 4sin2x).
y"—y=2x cos 3x.
Jogaby: y = Cie* + Cye™" — %cos 3x + %

y'+y=e*+ cosx.

Jogaby: y = C,cosx + C,sinx + %(e“" + xsinx).
y"+2y'=e*cos x +xe™.
3

Jogaby: y = ¢ (C, + C,x) — e “cos x + %e’*.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

y"+4y=sinx + sin2 x.

Jogaby: y = C,cos2x + C,sin2x + %sinx - %x cos 2x.

y'"+y=chx.

Jogaby: y = C,sinx + C,cosx + %chx.

y'—y=2shx, »0)=0, »(0)=1.
Jogaby: y = xchx.

y!!!+y!!: 3xex.

Jogaby: y = C,+ C,x + C,e™* + (%x _ %)e’“.

y""'—y=cos x.

Jogaby:

V3 J3 1

y=Ce' + e‘%"<C2 cos~>—x + C, sin—x) — ~(cosx + sinx).

2 2 2

YV —y=5Se'sin x.

Jogaby: y = Cie* + Cye” " + Cscosx + Cysinx — e sinx.
W—y=4sinx—8e + 1.

Jogaby:

y = Ce* + Cye”" + Cscosx + Cysinx + xcosx + 2xe” " — 1.
YWV —yp""=xe* + sin x.

Jogaby:
1

y=C+Cx+Cx’+C,e" + x(—x — 3)6" + %(cosx + sinx).

2
YV —2y""+ 2" —2y"+ y=xsin x.
Jogaby:

y = C cosx + C,sinx + " (C; + C,x) + %x(xsinx + 2sinx + 3cosx).
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19. YV yV=1.

4
Jogaby: y = Cie*+ C,e™* + C,+ C,x + Cx* + Cox’ — 5—4

Denlemelerin hususy c¢oziiwlerinin gozlenilmeli gorniislerini
yazmaly:
20. y"+2y'+2y=e*cosux.
21. y"+3y'+2y=2sinx.
Denlemeleri LagranZ usulyny ulanyp ¢cozmeli:
2
2.y -2y +y=2EIEL

Jogaby: y = e (C, + C,x) + %

23. y —y =—F£

Jogaby:
y=Ce'+Ce™— %[e"(x —In(x+ 1))+ 1—¢'ln(e’ + 1)].

24. Y t+y= siilx’ y<%>: L, y'<%>= 0.

Jogaby: y = %cosx + sinx — xcosx + sinx - In|sinx|.
” 1
25. +y=—""—"—".
oy sin 2x+v sin 2x
Jogaby: y = C,cosx + C,sinx + v sin2 x.

" 1
26. +y=
yory Vsin’x - cosx
4

Jogaby: y = C,cosx + C,sinx + 5-cosx -/ ctgx.

3
27, )4y =SIX
YT osix
Jogaby:
y = C, + C,cosx + C,sinx + colm + cosx - In|cosx |+ sinx(x — tgx).

170



28. Y +y=1- % deiileméni beyan edilen usullary ulanyp
¢Ozmeli. sinx

Jogaby:
y = C cosx + C,sinx + 1 + xcosx — sinx - In|sinx|.
Eyler denilemelerini ¢6zmeli:

29. xH'"—xy'+ty=6xInux.

Jogaby:y =x(C,+ C,Inx) +x In’x.
30. x¥"—xy'+2y=xInx.

Jogaby: y = x[C,cos(Inx) + C,sin(Inx)] — xInx.
31. x*%"-3xy'+y=sin(Inx).

Jogaby: y = %(Cl + C,Inx) — %cos(lnx).

32. x%"+xy'+y=2sin(Inx).
Jogaby: y = C,cos(Inx) + C,sin(Inx) — Inx - cos(Inx).



V bap

IKINJI TERTIPLI CYZYKLY DIFFERENSIAL
DENLEMELER

§1. Oz-6ziine gatyrymly ikinji tertipli differensial defileme.
Denlemelerin ikiagzaly gorntise getirilis usullary

Eger ikinji tertipli defilemede y™-in koeffisiyenti y"-in
koeffisiyentiniii 6niimi bolsa, onda ol denlemé 6z-6ziine gatyrymly

------

p)y +p X))y +qx)y=0 (1)

gorniisde yazylyar, bu yerde p(x) # 0 (a,b) interwalda lizniiksiz diffe-
rensirlenyin funksiya.

Islendik ikinji tertipli defileméni 6z-6ziline ¢catyrymly gorniise ge-
tirmek bolar. Goy,

Po(X)Y" 4+ p(x)y 4+ p,(x)y =0 (2)

defileme berlen bolsun, bu yerde p, # 0, p , p, koeffisiyentler (a,b) in-
terwalda lizniiksiz funksiyalar. (2) defileménin iki bolegini hem kabir
u = p(x) funksiya kopeldip,

LX) p(0)y” + 1 (xX)p,(x)y + 1 (xX)py(x)y =0 3)

denilleméni alarys. p(x) funksiyany (3) 6z-6ziline catyrymly denleme
bolar yaly edip, saylap almaly. Onui tligin 1 (x) we p, (x) funksiyalar
differensirlenyin bolmaly we

L (x)py(x) = £ X)py )
denlik yerine yetmeli. Soiky denligi
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W0 p )+ Do () = ey, ()

gorniisde gogiirelitt. Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edip,

(P

denileméini alarys. Onun ¢ozliwi

1 {P1(X>dx
1(x) = — e p)
)= @

gbrniisde bolar. Muny (3)-de goyup,

fpldx

)41
y +£1ef170d’“ ?ef 2%y =0 4)

0 0

gorniisli defileméni alarys.

el 5% = p(x)

belgileméni girizsek, onda

, [k by o
x)=*le
p'(x) = po
bolar. Diymek, (4) 6z-0ziine ¢atyrymly deiileme.
Indi denileménin ikiagzaly gorniise getirilis usullaryna seredelin.
(1) denleméni

L (p(x)y) +q(x)y = 0 (5)
gorniisde yazalyn. Ikiagzaly gorniise getirmek {i¢in
t= fods, Xy €la,b], p(x)#0 (6)
J p(s)
ornuna goymany ulanalyi. (6) funksiyanyn 6niimi bar hem-de mono-
ton. Sonuil iicin hem onun ters funksiyasy bardyr. Ony x = ¢ (¢) bilen
belgildlin. (6) funksiyanyn girizilenligi ticin
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yody _d v |
de dt dx dt p(x)

d '_iﬂ>_i<ﬂ>ﬁ_d2x 1
dx(p<x)y)_dx(dt Tdr\dt) dx T drt p(x)

bolar. Onda (5) defileme

d’y
dr’

+p(x)g(x)y =0

gorniisi alar. Bu denleméni

Y 4 p(e()ale()y = 0
ya-da
d’y _

goriisde yazarys, bu yerde p(¢(1))q (¢ (1)) = Q () belgileme ulanyldy.
Indi denleménin ikiagzaly gorniise getirilisinin basga usulyna
garalyn. Goy,

Y +p )y +p,(x)y =0 (7)

denilleme berlen bolsun, bu yerde p (x) funksiyanyn tizniiksiz oniimi
bar. (7) defileméni y = u(x)v(x) ornuna goyma arkaly

v + 2V +pvu + O +pv +p,v)u=0 (8)
gorniisde yazarys. Bu yerde u'-in koeffisiyenti nola denn bolar yaly
edip v funksiyany saylalyi. Ony kesgitlemek {i¢in u i koeffisiyentini

2v'+pv=0
bolar yaly edip alarys. Bu yerden
V= e‘%fpl(x)dx.
Muny (8)-de goyup,
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W+ (pa(x) = ppi (x) = 5P, (x))u = 0

defileméni alarys. Yaylardaky afilatmany QO(x) bilen belgilip,
u"+ 0x)u=0
deiileméni alarys.

pX)Y" +p (x)y +qx)y = fx)
y” + D (x)y’ + pz(x)y = f(x)

birjynsly dil defilemeler hem beyan edilen usullar bilen 6zlinde y'-i
saklamayan denilemelere getirilip bilnerler.

Mysal. (1 —x?)y" —xy’ +n’y = 0 Cebysew defilemesini 6z-
-0zline catyrymly gorniise getirmeli.

Coziilisi. p(x) = 1 — x2, p'(x) = —2x. Gorniisi yaly, garalyan
deiileme 6z-6ziine catyrymly deilleme dil. Formula boyunca

u= L
V1 —x°
Deiileménin iki bolegini hem muna kopeldip,

V1—xy — & QR i =0
YT -2) T =2

gornlisli 6z-0ziine ¢atyrymly deiileméni alarys.

Goniikmeler

1. (1=x%)y —=2xy +n(n+1)y=0

LeZandr defilemesi 6z-0ziline ¢atyrymly defilememi?

2. xXy"+xy'+ (x*—n*)y=0

Bessel deiilemesini 6z-0ziine catyrymly gorniise getirmeli.

3. y'=2xy'+x}y=0
denlemaéni ikiagzaly gorniise getirmeli.
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§2. Cozuwlerin nollary baradaky teoremalar

y'+ Oy =0 (1)

gorniisli defilema garalyn, bu yerde Q(x) koeffisiyent (a,b) interwal-
da tiznliksiz funksiya. Médlim bolsy yaly, (1) denleménin iki sany
¢yzykly bagly bolmadyk hususy ¢6ziiwi bardyr. Onuii her bir hu-
susy ¢oziiwi (a,b) interwalynl birnd¢ge nokadynda nola dwriilip bi-
ler. Bu yerde garaljak mesele nol dil ¢6ziiwiii nola éwriilyén nokat-
lary barada. y = y (x) ¢oziiwifi nollary diyip, y,(x) = 0 defleménin
hakyky koklerine diistinilydr. Has takygy y (x,) = O bolsa, onda
x, nokada ¢oziiwiii noly diyilydr. Coziiwifi nola owriilyan nokat-
lary onun grafiginin abssissalar okuny kesip ge¢yédn nokatlarydyr.
Coziiwin nollary kop boldugyca onun alamaty hem songa iiytgeyar.
Ona ¢oziiwin yrgyldylygy diyilyér.

Kesgitleme. Eger (1) denleminin y = ¢(x) ¢6ziwinin (a,b) in-
terwalda ikiden az bolmadyk nollary bar bolsa, onda ol ¢éziiwe (1)

......

~~~~~~

1-nji mysal. y"—y =0 defilemédniil y, = e* we y, = ¢ ¢dziiwlerinifi
her biri (— o0, 00) interwalda yrgyldysyz ¢oziiwlerdir.

2-njimysal.y"+y =0 defilemanifiy, = cosx we y, = sinx ¢ziiwlerinifi
her birinifi (—oo,00) interwalda tiikeniksiz kop nollary bardyr, ¢iinki
olaryn grafikleri abssissalar okuny tiikeniksiz kop nokatda kesip gecyar-
ler. Olaryn nollarynyn arasyndaky uzaklyk 7-e dendir. Sonun {i¢in hem
ol ¢cozliwler garalyan denileméanin yrgyldyly ¢coziiwleridir.

1-nji teorema. Eger (a,b) interwalda Q(x) < 0 bolsa, onda (1)
denileménin ¢oziiwleri yrgyldysyzdyrlar.

Subudy. (1) defileménin erkin ¢oziiwini y,(x) bilen belgilélif.
»,(x) funksiya (1) defileménin yrgyldyly ¢oziiwi diyelifi. Kesgitlemé
layyklykda, y (x) ¢0ziiw (a,b) interwalyfi ift bolmanda x, we x (x, <x,)
iki nokadynda nola éwriilmelidir, yagny

Y (x) =0, y(x)=0
Kesgitlilik ti¢in (x,, x,) interwalda y (x) > 0 diyelin. Onda
1 () > 0. y,(x) ¢oziiwi (1) denilemede goyup,
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¥ (@) + Q@) y (x) =0

tozdestwony alarys. Bu yerden y; (x) =—Q(x)y,(x) =0 ya-da
(¥, (x))= 0. Diymek, y’ (x) kemelmeyén funksiya. Sonui ficin hem
0<y'(x,) <y (%)

Lagranz formulasyna layyklykda

Y () =y (%) = 3, (@) (x; —xp). (%)< c<xp)

Denligin ¢ep bolegi nol, sag bolegi polozitel san. Alnan gapma-
-garsylyk teoremanyn tassyklamasyny subut edyar.

2-nji teorema (Sturm). Eger x, we x, (1) defleménifi y (x)
¢Ozliwininl yzygiderli nollary bolsa, onda x, we x, nollaryf aralygynda
ol defileménin beyleki ¢yzykly bagly dél y,(x) ¢oziiwinin takyk bir
noly bardyr.

Subudy. Teoremanyn sertine gora,

y,x)=0, »y(x)=0

¥,(x) ¢dziiwini (x, x,) interwalda noly yok diyelifi. y,(x,)) # 0, y,(x,) # 0,
clinkiy (x) we y,(x) ¢cyzykly bagly dil ¢éziiwler. Olaryii Wronskiy kes-
gitleyjisi x, we x, nokatlarda noldan tapawutly bolmasa, teoremanyi
sertine garsy gelyar.

Kesgitlilik ti¢in (x,, x,) interwalda y (x) > 0, y,(x) > 0 diyelin.
Bularynn Wronskiy kesgitleyjisi

WxX)=y'"y, =y,
W(x) > 0 diyeliii. Sonky defligin iki bolegini hem yj(x) -a béliip,

Wix) _ (yl (x) )

y2(x)  \w(x)
denligi alarys. Tozdestwonyfi iki bolegini hem (x, x,) interwalda in-

tegrirlép,

FW(x) o ni(x) ~ (%)
f}’g(x)dx_ Y2 (%) (%)

gorniisli denligi alarys. Bu deiligin ¢ep bolegi polozitel, sag bolegi
nol. Beyle bolmagy miimkin dal.
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y"+y =0 defileminiii y, = cosx, y, = sinx ¢dziiwleri bu teorema
iicin mysal bolup biler.

y
1 y,=C0sX y,=sinx
3 >
0 r d 7 o x
2 2
71--

Koeffisiyentleri (a,b) interwalda {izniiksiz funksiyalar bolan

Y +0,x)y=0 ()

u' 4+ Q,(x)u =0 (3)

deiilemelere garalyn.

3-nji teorema (denesdirme teoremasy). Eger (a,b) interwalda
0, (x) = O, (x) bolsa, onda (2) detileménin islendik y (x) ¢oziiwinin
(a,b) interwala degisli her bir yzygiderli iki nolunyn aralygynda (3)
denleménif islendik u (x) ¢oziiwinifl ifi bolmanda bir noly bardyr.

Subudy. Goy, x, we x, (a < x, < x; < b) nokatlarda y (x) ¢oziiwini
nollary bolsun. Onda y (x,) = 0, y,(x,) = 0 bolar. u (x) ¢oziiwin (x,, x,)
interwalda noly yok diyelin.

Kesgitlilik tigin (x,, x,) interwalda y,(x) > 0, u,(x) > 0 diyip hasap
edelin. Onda y’/(x,) > 0, y' (x,) <O.

y,(x) ¢0ziiwi (2)-de, u,(x)-1 (3)-de goyup,

WA+ 0,0y, =0, u'+Q,(x)u =0

tozdestwolary alarys. Olaryf birinjisini u,(x)-e, ikinjisini y(x)-e ko-
peldip we degisli boleklerini ayryp,
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)’1””1 - u1”)’1 = (Qz (x) — O, (X))yl U
ya-da
(W' — ' yy) = (O (%) = O (%)) yy iy
gorniisli denligi alarys.
Bu tozdestwonyn iki bolegini hem (x,, x,) interwalda integrirlép,

V() () = u'y () vy (7)) = 53 (%) 1y (%) + 'y (%) (%) =

_ f(Q2 (x) — O, (x))y,u,dx

gorntisli denligi alarys.

y]’(x]) < Oa ul (xl) > 0’ yl (‘xl) = Oa yl/(XO) > Oa

u(x9) > 0, yx) =0, O)x)—0x)=0
bolyandyklaryny g6z oniinde tutsak, onda yokardaky denligii
cep boleginin otrisatel san bolyandygyny, sag bdleginin bolsa
poloziteldigini gérmek kyn déldir. Alnan gapma-garsylyk teoremanyn
tassyklamasynyn dogrudygyny gorkezyar.

y'+y=0weu"+4u =0 deflemelerini ¢oziiwleri y, = cosx,

y, = sinx, u, = cos2x, u, = sin2x . Birinji defileménin her bir ¢oziiwinifi
iki nolunyn aralygynda ikinji deiileménin islendik ¢ozliwinin bir
nolunyn bardygyny olaryn grafikleri boyunca gorkezin.

§3. Ostrogradskiy-Liuwill formulasy we onun ulanylysy

Goy, y,(x) we y,(x) funksiyalar

y'+px)y' +qx)y =0 (1)
deiilleménin ¢yzykly bagly dal ¢oziiwleri bolsun. Olary denlemede
goyup

WHpX)y+qx)y, =0

YV, + @)y, +qx)y, =0
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tozdestwolary alarys. Olaryfi birinjisini y -4, ikinjisini y -e kopeldip,
sofira alnan birinji denligi ikinjisinin degisli boleklerinden ayryp,
(Y =)+ PO =) =0
denligi alarys. Bu defilikde W(x) = y,’y, —y,'y, bolyandygyny na-
zarda tutup, alarys:
W'(x) + p(x)W(x) = 0.
W(x)-a gora birinji tertipli ¢yzykly birjynsly deiileme alyndy. Onun
¢Ozliwi:
W(x) = CeJ Px)dx

Bu formula ¢yzykly birjynsly # tertipli defileme iicin hem dog-
rudyr.

Indi (1) denleménin umumy ¢oziiwini tapmaklyga girigelin.

Goy, (1) deflemidnii hususy ¢oziiwi tapylan bolsun. Ony y (x)
bilen belgildliii. Gozlenilydn ¢oziiwi y bilen belgildliii. Bu ¢oziiwler
icin Ostrogradskiy-Liuwill formulasyny yazalyii:

W(x) = Ce [Pt
ya-da
Yy =Yy = Cer I,
Deiiligi iki bolegini hem y? (x)-a bolsek, ol

) geme
N i
gorniise geler. Bu denligin iki bolegini hem integrirldp, (1) denle-
ménii
() fC~exp<—J-p(x)dx>
yx)=y

1 yi (x)

gornilisli umumy ¢oziiwini alarys.

dx + Cy, (x) 2)
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2

X

¢Oziiwi. Onun umumy ¢oziiwini (2) formula boyunca
cexn(— (2

C exp( J. p dx)

sin’x

Mysal. y, = % funksiya y” + =y’ + y = 0 denleménin hususy

y(x) = sinxf

dx + C, SINX
X X

va-da

COSX sinx
y=C p + C,

gorniisde taparys.

Goniikmeler

1. y, = x funksiya
x*(Inx — 1)y —xy' +y=0
defileménin hususy ¢ozliwi. Defileménin umumy ¢ézliwini tapmaly.
Jogaby:y=Cx+ Clnx.
2. y, = " funksiya
(I+xp"=y'—xy=0

denileménin hususy ¢oziiwi. Defilemédnin umumy ¢oziiwini tapmaly.
Jogaby:y = C (3 +2x)e* + C,e".

3. y, = cosx funksiya
y"=2(ctgx) - y'-=y=0

denlleménii hususy ¢oziiwi. Denlemadnin umumy ¢oziiwini tapmaly.
Jogaby: y = C (sin x —xcos x) + C cos x.

§4. Gyra meselesi we Grin funksiyasy barada

Differensial deiilemeler teoriyasynda gyra meseleler mohiim
orun tutyarlar. Beyle meselelere ylmyn kop meseleleri dwrenilen-
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de dus gelinyér. Adaty amaly meselelerin kopiisi ikinji tertipli gyra
meselelerine getirilydr. Sona gord-de bu paragrafda ikinji tertipli
denillemeler {i¢in gyra meseleleri wrenilyar.

Cyzykly ikinji tertipli defileme

P+ p (x)y"+ p,(x)y = flx) (1)

gorniisde berlen bolsun, bu yerde p,, p,, p,, f funksiyalar [, 5] kesim-
de tizniiksiz. Eger f(x) = 0 bolsa, onda (1) defileme

P+ p(x)y"+p,(x)y=0 (2)

gornlisi alar.

(1) denilleme iicin Kosi meselesine ozal garalypdy. Ol mesele
(1) denleménin baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tap-
maklygy talap edyér. Baslangy¢ sertler gézlenilyén funksiyanyn we
onun 6nliminin berlen nokatdaky bahalarydy.

Gyra meselelerinde gdzlenilydn funksiyanyn we onui
onlimlerinin bahalary kesimiil u¢larynda berilyar.

Meselem, (1) detileme iigin gyra sertleri

y@ =a, yB)=b 3)

gorniislerde bermek bolar.

(1) denilleménin (3) sertleri (deilikleri) kanagatlandyryan ¢ozii-
gyra sertler diyilydr. Basgaca aydylanda, (1), (3) gyra meselesi ga-
ralyan (1) defileménin berlen (@,a) we (f,b) nokatlardan geg¢yéan in-
tegral egrisini tapmak meselesidir.

------

Gyra sertleri
y@ =0, yB)=0 (4)

......

(1) denilleménin (4) gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oéziiwini tap-
maklyk meselesine birjynsly dil gyra meselesi, (2) denileménin (4)
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaklyk meselesine bolsa bir-

......
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Gyra sertler (1) defileme tigin
{%ﬂa%+ﬂﬂﬁ)=m, 5)

a,y'(@)+ By (B) = 7.,
ya-da

{agxay+5y1a)=7@ (6)
a,y(B)+ B,y (B) =7,

umumyrak gorniislerde hem berlip bilner, bu yerde «;, 5., 7,
(i = 1,2) hemiselik sanlar, aiz + ﬁiz # 0. (5)-e we (6)-a hem birjyns-

......
......

......

(1), (4) ikinokatly meseld garalyn. Ol mesele iigin Grin funk-
siyasyny kesgitlalin.

Kesgitleme. Eger x €[a,[], s € (a,B) Ugin kesgitlenen G(x,s)
funksiya her bir s € (@, f) ligin

1) x # s bolanda (2) defillemini kanagatlandyryan;

2) x = @, x = [ bahalarda (4) gyra sertleri kanagatlandyryan;

3) x = s bolanda x-e gord lizniiksiz we x-e gord onlimi x = s

1

py(s)

nokatda birinji jynsly {iziilise eye bolup, towusmasy
yagny

-e den,

G(s+0,s)=G(s—o,s),

1
G.(s+0,5)—G,(s—o0,s) ()
bolsa, onda G(x,s) funksiya (1), (4) gyra meselesinint Grin funksiyasy
diyilyar.
Indi Grin funksiyasynyn barlygy baradaky teoremany subut
edelin.
1-nji teorema. Eger (2) deiileméninl (4) birjynsly gyra sertleri
kanagatlandyryan dine triwial ¢oziiwi bar bolsa, onda (2), (4) gyra
meselesiniil Grin funksiyasy bardyr.
Subudy. Goy, y,(x) we y,(x) funksiyalar (2) defileménin [a,/5]
kesimde ¢yzykly bagly dil ¢oziiwleri bolsun. Kesgitlema gord, Grin
funksiyasy (2) defileménin ¢oziiwi bolmaly. Ona gora-de
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Glx5) = {clyl () +Cy (). x€las]
Gy (%) + Gy, (x), x € 5,51
gorniisde bolmaly, bu yerde C,,C,,C,,C, hizirlikge kesgitlenmedik
hemiselikler.
Grin funksiyasynyn 3-nji hasiyetine layyklykda

Cy(8)+ Coy,(s) = Cry(s)+ Coy, (),

1y1 (s )+C2y2 ()= Cy' i (s)=Cy) (s):pol(s)

gornisli dedlikleri yazarys.
C,—-C =7, C—C,=y7,belgilemeleri girizip, 7, we 7, ululykla-
ra gora
Y ($)7+y,(s)7, =0,
s)y +
Yi(s)n+ya2(s)n o(s)

gorniisli denlemeler sistemasyny alarys. Bu sistemanyn yeke-tdk
¢Ozliwi
¥, (s) »(s)
n(s)=———750 n(s)=——7 5w
= w2 = 5 ws)

gorniisde bolar. Onda

Ci=C +7(s), C=C,+7,(s). (7)
Seylelikde,
G(x,s) = {Clyl (x) + Cyy, (x), x € [a,s]
(G + 7))y (x) + (G + 7 (8)y,(x), x Els.8]

gorniisde alnar.
Kesgitlemanin 2-nji hésiyeti boyunca G (x, s) funksiya gyra sert-

lerini kanagatlandyrmaly, yagny

Coy (@) + Coy,(a) = 0,

Ciy(B) + Cyy, (B)=— N (5)71 (s) — yz(ﬁ)?’z(s)
bolmaly. Bu sistemadan tapylan C, = C (s) we C, = C(s) bahalary
(7)-de goyup, G(x,s) funksiyany
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G(x,s) = {Cl ()3 () + G (5)y, (x), x € la,s],
G () (%) + Gy (8)y, (%), x € [s,5]

gorniisde alarys. Bu funksiya (2), (4) meseldnin Grin funksiyasydyr.

2-nji teorema. Eger G(x,s) funksiya (2), (4) meseldnin Grin
funksiyasy we f(x) (@ < x < f3) lizniiksiz funksiya bolsa, onda (1)
denleménin (4) sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi

B
y(x) = [ Glx.s)f(s)ds ®)

formula bilen berler.
Subudy. (8) funksiyanyn (1) deillemadnin ¢oztiwidigini
gorkezelin. Onun ii¢in (8)-1

X B
y(x) = [Glx9)f(s)ds + [ Glx,9)f(s)ds

gorniisde gociirelin. Integraly parametr boyunca differensirleme diiz-
giininden peydalanyp yazyp bileris:

X

¥(x) = Gex)f(x) + [ G, (x.5)f(s)ds -

B ¢ B
—G(x,x)f(x) + fo(x,s)f(s)ds = fGX (x,8)f(s)ds,
() = Glxox = O)(x) + [ G (x)s)ds -
B o
~G,(xx+ 0)f(x) + [ G (x,5)f(s)ds =

B
= [GX(X,X - O) - Gx(x’x + O)]f<x> + fox(X,S> (S)dS =

B
=[G, (x+ 0,x) — G, (x — 0,x)]f(x) + fox(x,s)f(s)ds =

B

= pol(x)f<x> + [ Gulx5)f(s)ds.
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y, ¥',y" {li¢in alnan anlatmalary (1) defilemede goysak, onda

B
f Do (x)G (x,8) + py (x)G(x,8) + py (x)G(x,)]f(s)ds +

+f(x) = f(x)
bolar. Serte gord, G(x,s) funksiya (2) denleménin ¢oziiwi. Onda
f(x) =f(x) bolar. Tozdestwo (8) funksiyanyi (1) denleménii ¢oziiwi-
digini gorkezyar.

Indi (8) funksiyanyn y(a)=0, y(f)=0 gyra sertleri ka-
nagatlandyryandygyna g6z yetirmek galyar. Hakykatdan-da, Grin
funksiyasynyni 2-nji hisiyeti boyunga

G(a,s)=G(B,s)=0.
Onda

y(@) = [Gla.)f(s)ds = 0.

y(B) = [ G(B.s)f(s)ds =

bolar. Sunlukda, teorema subut edildi.
Mysal. y" +y =f(x), y(0)=0, y(%) = 0 gyra meseldnin
Grin funksiyasyny tapmaly.
Coziilisi. y"' + y = 0 denilemanin umumy ¢oziiwi
y=Ccosx+ Csinx
gorniisde bolar. cosx we sinx ¢yzykly bagly dil funksiyalardyr.
G(x,s) funksiyany

IN

IA
(ST

C,cosx + C,sinx, 0=x
Glx,s) =1 = =
C,cosx + C,sinx, s=<x

gorniisde gozlilin. Kesgitlema layyklykda
C,coss + C,sins = C, coss + C,sins,
—C,sins + C,coss + C,;sins — C,coss = 1

denlikleri yazarys.
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C,—C =7, C,—C, =7, belgilemeleri girizip,
(coss)y, + (sins)y, =0
—(sins)y, + (coss)y, = 1

gorniisli denlemeler sistemasyny alarys. Onuil kesgitleyjisi W(s) = 1.
Sistemanyn ¢6ziwi

Y, =—sins, 7, = coss

bolar. Onda

C, = C,—sins, C, = C, + coss
G(x,s) funksiyany
Glx,5) = Ccosx + C,sinx
(C, —sins)cosx + (C, + coss)sinx
gorniisde yazarys.
Bu funksiya kesgitleménin 2-nji hésiyeti boyunca

aa@=0,<%%g=0

gyra sertleri kanagatlandyrmaly. Onda C, we C, ululyklara gori siste-
many ¢oziip, C, = 0, C, = —coss bahalary alarys.
Seylelikde, Grin funksiyasy

Glx.s) —cosssinx, O0=<x=<s
x,8) =
’ —sinscosx, sSxS%
gorniisde bolar.

Goniikmeler

Gyra meseleleri ticin Grin funksiyalaryny tapmaly:
L y'=f(x), »0)=0, »(1)=0.

Jogaby: G(x,s) = —(1=95x 0=x=<s5,
—s(1—x), s<x<1.
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y'=fx), y-=1)=0, p(1)=0 (-1<x<1).

-9 +x, —1<x<s,

Jogaby: G(x,s) =1 2
_%(1+5)(1—x), s<x<1.

y"'—y=f(x), y(x)funksiya (—oo,00) interwalda ¢akli.
—Le"_s, — o0 <x =<y,
Jogaby: G(x,s) = %

—jes_ , s <x=<+o0.

Y'ry=fx), »0)=0, y(1)=0.
_ sinx-sin(1 — )

. , 0=<x<s,

Jogaby: G(x,s) = ~ sinl
_sins - sin(l —x) s<x<1
sin 1 ’ -

y'=fx), »0)+xy1)=0, »y(0)+y(1)=0.
—%(x—s)—%, 0<x=<sy,

11 <y <
\2(s X) i s<x<1.

Jogaby: G(x,s) =




VI bap

BIRINJI TERTIPLI DIFFERENSIAL DENLEMELER
SISTEMASY

§1. Esasy dusunjeler we kesgitlemeler

(d

% :ﬁ(xayl’yZa""yn)’
dy

J d—xz :fé(x’ylayz""’yn)a (1)
d

L );’:l :f,;(-x’yl,yz’---,yn)

gorniisdiki denilemeler sistemasyna garalyn.
(1) sistemany

dy; .
I = f(0Y1 YY) (i = 1,2,...,0)

gorniisde hem yazmak bolyar, bu yerde x — bagly dal iiyt-
geyin ululyk, y (x),y,(x),...y,(x) goOzlenilydn funksiyalar,
S yLYa, -0y, (0 = 1,2,..,n) n+ 1 6lgegli ginisligin D oblastynda
berlen iizniiksiz funksiyalar. (1) sistema n defilemeler sistemasynyn

------

Kesgitleme.

Eger(a,b)interwaldaberlen y, = ¢, (x),y, = ¢,(x),...,y, = ¢,(x)
differensirlenyén funksiyalar:
1) (x,9, (%), 9, (x),....,0,(x)) € D,x € (a,b);

do;(x)
dx

2) = £, 0, (%), @, (x),....0,(x),x € (a,b),(i = 1,2,..n)
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sertleri kanagatlandyryan bolsalar, onda y, = ¢, (x),y, = @,(x),...,
v, = ¢,(x) funksiyalara (a,b) interwalda (1) sistemanyn ¢oziiwi

------------

Kesgitleme. (1) denlemeler sistemasynyn
Y1 (%) = ¥, 3, (%) = 33, sy, (x0) = ¥y )
sertleri kanagatlandyryan y, = ¢,(x),y, = ¢,(x),...,y, = ¢,(x),

cOziiwini tapmaklyk meselesine Kosi meselesi diyilyar.
X0,y ...y sanlara baslangyg bahalar diyilyir. Basgaca aydylan-
da, Kosi meselesi garalyan sistemanyn berlen M, (xo,yf) , y(z) R yg) eD
nokatdan gec¢yin integral egrisini tapmaly diyildigidir.

Kesgitleme. Eger

v, = ¢ (x,¢;,¢p,.5¢,)  (i=1,2,..,n) 3)

funksiyalar toplumy:
1) D oblastyn her bir (x, y,, y,,..., ¥,) nokady ti¢in (3) sistema c , c,,..., ¢
hemiseliklere gora ¢oziilen, yagny

C,‘ = wj(x$y19y2,--->yn) (l = 1,2,...,”) (4)

n

bolsa;
2) ¢,,¢,,....c, hemiseliklerifi (4) deflikler sistemasyndan kesgitlenen
her bir bahasy ti¢in (3) funksiyalar toplumy (1) sistemanyn ¢oziiwi
bolsa, onda (3) funksiyalar toplumyna D oblastda (1) sistemanyn
Kosi meselesiniii ¢oziiwini tapmak tgin (3)-ddki x,y,,y,,...,,
argumentlerin  (liytgeydn ululyklaryn) orunlaryna, degislilikde,
Xps V0, Y9,y baslangyc bahalary goyup, alnan sistemadan
¢ = c?,(i = 1,2,...,n) san bahalary kesgitldp (3)-de goysak, onda (3)

0.0 0 .
y; = @i(x,cy,C5,...,C), (i=1,2,..,n)

gorniisi alar. Bu funksiyalar toplumy (1) sistemanyn (2) baslangyg
sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolar. Beyle ¢oziiwe (1) sistemany
hususy ¢oziiwi diyilyar.

Kesgitleme. Eger

V(2,055 ...,;n),(x,;,;, ,)7) € D nokatlar iigin
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| OV 1Y esY) = &YYoy | S L _Zl|y_, — il
J:

densizlikler yerine yetyédn bolsa, onda

f YLy, -5y, (1 = 1,2,...,n) funksiyalara D oblastda y,,y,,...,y, ar-
L >0 — Lipsis hemiseligi.

Bu yerde Lipsis sertine degisli kabir belligi yatlalyn.

Eger D oblastda f(x,y,,y,,...,,),({ = 1,2,..,n) funksiyalaryn
V1> Vs, sy, argumentler boyunca

of ..
ay',(l,j— 1,2,...n)

J

¢akli hususy Oniimleri bar, yagny ng’ <L
J

bolsa we oblast argumentlere gord giibercek bolsa, onda sol oblastda
Lipsis serti yerine yetyér.
Agzalan tassyklamanyn dogrulygyny anyklamaga islendik

(X, Y1, Ys e Y ) (6,1, Y5, y,) € D
iki nokat ti¢in
| f[‘(x’y_lay_Z’ ay_n) _]?(X,y_l,y_z, ’y_n |

tapawuda orta baha baradaky LagranZ formulasyny yzygiderli ulan-
maly hem-de yokarda gorkezilen densizligi géz 6niinde tutmaly. On-
daky L hemigelige derek hususy onlimleriii absolyut bahalarynyn il
ulusyny almak yeterlik. Sunlukda, Lipsis sertinifi yerine yetyandigini
gormek kyn déldir (Munun barlanysyny goniikme hokmiinde oky;jy-
lara hodiirleyaris).

Coziiwin barlyk we yeke-tiiklik teoremasy

Difterensial defilemeler sistemasyny ¢6zmége girisilende ilki bi-
len ol sistemanyn ¢ozliwinin bardygyny anyklamak zerurdyr. Bu me-
sele differensial defilemeler nazaryyetinin esasy meselelerinin biridir.
Sona gord-de biz bu yerde birinji tertipli defilemeler sistemasynyn
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¢coziiwinin barlygyny we ol ¢oziiwin yeke-tdkligini {ipjiin edyén
sertleri 6zlinde saklayan teoremany beyan ederis.

Teorema (Pikar teoremasy). Eger f(x,y,,y,,....,y,),([ = 1,2,...,n)
funksiyalar merkezi M, (x,, y? , yg,..., )’2) nokatda bolan n + 1 6lcegli
D={x-x|<aly - y|<b,i=1,2,.,n} yapyk oblastda (pa-
rallelepipedde) lizniiksiz we y,,y,,...,y, argumentler boyunca Lipsis
sertinikanagatlandyryanbolsa,onda(1)sistemanyn (2)sertlerikanagat-
landyryan | x — x| < h kesimde y, = ¢, (x), y, = ¢,(x),..,y, = ¢,(x),

yeke-tidk ¢Ozliwi bardyr, bu yerde h = min(a,%),
M= lrglagxn] fOGyLYa oY) b YL Ya, . y,) €D

Subudy. Mélim bolsy yaly, birinji tertipli bir defileme ti¢in Kosi
meselesinin integral defilemé getirilis usulyny ulanyp, (1)-(2) mesele

yi = ylo + fﬁ(taylvyZa"'ayn)dt’i = 1,2,...,” (5)

Xo

integral denlemeler sistemasyna getirilyar. (1)-(2) meseldnin (5)
sistema dengliyclidigini gorkezmek kyn dildir. Diymek, bize (5)
sistemanyil ¢oziiwini tapmaklyk galyar. Onun iicin Pikar yzygi-
derli yakynlasmalar usulyny ulanalyn. Yzygiderli yakynlasmalary
asakdaky diizgiin boyunga guralyii:
Nolunjy yakynlagsmanyn deregine

y(x) = y).(i = 1,2,..,n) baslangy¢ bahalary kabul ederis. Sotiky
yzygiderli yakynlagsmalary

W@ =yl [ @, Vo),

X0

(i=12,..n;m=1,2,.) (6)
formulalar boyunga hasaplap,

{3 @)} (0} (7)

n sany yzygiderli yakynlasmalary alarys. Olar {izniiksiz funksiya-
lardyr.
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Teoremanyn subudy birnidge boleklerden duryar:
1) kesgitlenen (7) yzygiderliklerin grafikleriniii D oblastynl ¢dginden
cykmayandyklaryny gorkezelin.

| f(x,y,.09) | =M we h < densizlikleri gbz o6niinde tutup, (6)

M
formuladan m = 1 {i¢in

() =P | < f (Y y )| <

<ﬂf oY) |dt < M| x — xy| < Mh < b,

‘)’il)(x) -y |<b,(i=1,2,..,n)
densizlikleri alarys. Bu deiisizliklerden gorniisi yaly, y}l)(x) i=1.2,..,.n)
funksiyalaryn grafikleri D oblastyn ¢éginden ¢ykmayarlar. Sonun
yaly, (6) formuladan

[y (x) =y | < b(i =1,2,..,n)

densizlikleri alarys. Bu densizliklerin islendik m ii¢in dogrulygyny
matematiki induksiya usuly bilen gérkezmek kyn dildir.
2)(7)yzygiderliklerin | x — x, | < h kesimde defidlgegliyygnanyandyk-
laryny gorkezelin. Onun ti¢in olaryn agzalaryndan

Y A1) =y () + (377 () = M () + - )
e (7 () = Y () A

funksional hatarlary gorniislerde diizelin. (8) hatarlaryin her birinifi
dendlcegli yygnanyanlygyndan (7) yzygiderliklerin her biriniii
denidlgegli yygnanyanlygy gelip ¢cykyar.

(8) hatarlaryn her bir agzasyny bahalandyralyi. (6)-dan m = 1 {i¢in

@) == | A )| =

< f (63030t

Iy“>( )=y [ = M]x —x,|
densizlikleri alarys.

< M|x —x,|,
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(6)-dan y'? — y! tapawudy diiziip, ony bahalandyralyf. Lipsis
sertini we yokardaky bahalandyrmalary nazarda tutup,

|y (x) =y | <

f\ﬁ(t,yf”,---,yff)) — f (3]s y) |dt | <
Xo

|x—x0\2

<
=L 5

[ 270 = y] | < vl (i=1.2...m)
j:

Xo

densizlikleri alarys. Bahalandyrmalary dowam etdirip,

9 () = 3D ()| < M(aLyr Sl

m!
(i=1,2,...,n)

densizliklere geleris.

Bu deiisizliklerin islendik m natural san ii¢in adalatlydygyny ma-
tematiki induksiya usuly bilen subut etmek bolar. Bahalandyrylyan
agzalarda | x — x,, | ululygy / bilen galsyrsak, (8) funksional hatarlaryn
ikinji agzalaryndan baslap her bir agzasy absolyut ululygy boyunca

m—1 W

S ML) 2 ©)

san hatarynyn degisli agzasyndan uly déldigini goryaris. Dalamber
nysany boyunca (9) yygnanyan hatar. Onda Weyerstrass nysanyna
layyklykda (8) funksional hatarlar |x — x| < h kesimde dendlgegli
yygnanyarlar, diymek, (7) yzygiderlikler hem sonun yaly yygnanyar-
lar.

Seylelikde, olaryn predellerinin barlygy anyklanyldy. Goy,
lim y"(x) = @,(x) bolsun, bu yerde @;(x) (i=1,2,....n) | x — x,| < h

kesimde tizniiksiz funksiyalar.

3) y;=¢;(x) (i=1,2,..n) funksiyalar toplumynyn (5) sistemanyn
coziiwidigini  gorkezelin. (7) yzygiderliklerini, degislilikde,
| x — x,| = h kesimde ¢;(x),...,9,(x) lizniiksiz funksiyalara defidlcegli
yygnanyandyklaryna gord we f(x,y,...y,) (i=12,..n) D
oblastda iizniiksiz funksiyalar bolandyklary iicin f(x,y\™,...,y")
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i=12,.,n, m=1,2,.) yzygiderlikler D oblastda f(x,¢(x),
.. ®,(x)) funksiyalara dendlgegli yygnanyarlar. Milim bolsy yaly,
yzygiderligin yygnanma kadasyna layyklykda integral belgisinii
asagynda limit belgisini yazmak (predele gecmek) bolyar.

Onda

X X
lim f £y, oy ™Ydr = f Tim f(6,y{", .. y(")dt =

_ f £(60 (1) (1))dt

bolar. (6)-nyn iki boleginden predel alsak, yagny

n— oo

limyf’”) = lim y? + fﬁ(l,yf’"—”,...,yﬁl’”*”)dt ,
onda
@i(x) =30+ [ (o (1), (1))t (10)

deiliklere geleris.

(10) we (5) denlikleri deniesdirip, @, (x),...,¢,(x) funksiya-
lar toplumynyn |x — x,|=< h kesimde (5) sistemanyn ¢oziiwidigini
goryéris.

4) (5) sistemanyfi |x —x,| =< h (basgaca yazylysy [x, — h,x, + h])
kesimde difie bir ¢oziiwinin bardygyny gorkezelin.

Goy, |x—xy|=h kesimde (5) sistemanyn y, = ¢;(x)
(i=1,2,..,n) ¢ozitwinden basga y, = ¥;(x) (i = 1,2,..,n) ¢Oziwi
hem bar diyelin. Onda | x — x| < h kesimde

Ui(x) =0 + fﬁ(z,%(r),...,%(r))dz, (i=1,2,..n) (11)

tozdestwolary alarys. (10) we (11) denliklerden Lipsis sertini nazarda
tutup,
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¢ (x) = ¥ (x)| = L-

fzup,(z) Uy (1)t |

(i=1,2,...,n)

densizliklere geleris.
Bu densizliklerin degisli boleklerini gosup

Z|§0(x) b (x)|<nL- fZ\(p (t)—.(t)|dt

densizligi alarys.

i|¢i(X) — U (x)| = v(x)

i=1

belgileméni girizsek, yokardaky densizlik

fv(t)dt

Xo

v(x)<nL-

gorniisi alar.
Kesgitlilik ti¢in x € [x,,x, + /] bolsun. Onda soriky densizlik

vix) <nL- fv(t)dt

Xo

gémﬁsde bolar. Gronuoll-Bellman densizligini ulansak, onda v(x) < 0
ya-da Z|qol x) — ¥;(x)| < 0 bolar. Diymek, [xq,X, + 4]

kemmde ¢;(x) =¥,(x), (i=1,2,..,n). Gorkezilen diizgiini gay-

talap, x €[x, — h,x,] tigin hem @;(x) = ¥,(x) denlikleri gérkezmek
bolar.

Seylelikde, teorema doly subut edildi.

Mysal.
d_y =X+)yz
dz _
=Y (13)

y(0)=1,z2(0)=0
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meseldnin R ={—1<x<1,0<y<2,—1=<z< 1} oblastda ¢ozii-
winifl we ikinji yakynlagsmasynyn tapawudyny 0,01 takyklykda baha-
landyrmaly.

Coziilisi. 1lki garalyan meseldnin yeke-tdk ¢dziiwiniii bolmaly
oblastyny anyklalyn:

Bizinl yagdayymyzda

f,y,2) =x+yz, fxy2)=x>—y.
Onda

1 £(y,2)|=|x+yz| <|x|+]|y|]]z]<1+2-1=3
[fxy2)| =[x =y =[x [+]y|s1+4 =5

R oblastyn islendik nokadynda
| f(x,3,2)| < 5,| £,(x,9,2) | < 5 defsizlikler yerine yetyér. Sonuil ligin
M =5 edip alarys. f, we f, funksiyalaryf 6niimlerini tapalyi:

o _ 9 W _ 45 9 _
ay_z’ z Vay T 2, az_o’
8]2 EA ‘ _ 0
y =4 1% '

Bu }'Ierden gorniisi yaly, L = 4 sany Lipsis hemiseligi edip alarys.
Coziiwin bolmaly kesimini

h = min(a,%) = min<1,%) -1

formula boyunca kesgitléris.
Seylelikde, Pikar teoremasynyil hemme sertleri yerine yetyar.
Diymek, garalyan meselénin [— %%] kesimde yeke-tik ¢oziiwi bar.
Garalyan mesele

y=1+ f(r + yz)dt,
0 (14)

z= f(r2 —y))dt
0
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integral denlemeler sistemasyna dengiiy¢liidir. (14) sistemany
cozmége yzygiderli yakynlagsmalary

yn = 1 + f(t +yn—lzn—l)dt’
0

z = f(tz—yjfl)dt ’ (15)
n= 1 2,..

formula boyunca hasaplarys. Nolunjy yakynlagma derek Y, =1zx=0
baslangy¢ bahalary alarys. Beylekileri (15) boyunca taparys:

~ 2
=1+ftdt:1+x7,y2=1+

+f[t+< —) <% >]dt_ 1_ﬁ+3;
Zl:of(tz_l)dt:x?s —f[z_<1+22)2

Indi (14) sistemanyn ¢oziiwi bilen ikinji yakynlasmanyn ta-
pawudyny bahalandyrmak {i¢in
| ¥(x) =y, | = [¥(x) = y(x,)| = |x = x, |- [y (c) | =
=|x—x,| f(c,y(c)z(c) SM-|x—x,|
|z(x) — z(x,) [ S M| x — x,|

5

dt =—x — 20

densizlikleri peydalanyp,
n+1
< L
¥ =3, ()] < MELY 1

2(0) = (0] < MELY 1

densizlikleri alarys we ulanarys. Garalyan sistema ii¢in,
(5)
9(x) =y, (%) | S 5-(2-4) 23/~ = 320 ~ 0,42,
|z(x) — z,(x)| < 0,42.
Seylelikde, garalyan meseldnin talabyna jogap alyndy.
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§2. Cozuwin parametre uznuksiz baglylygy
we parametr boyunca differensirlenmegi

Y = £ Y0V A) } (1)
¥(0) =y, (i = 1,2,..,n)

meseld garalyn, bu yerde A — parametr.
Goy, f(x,y,...,y,,4) funksiyalar

R = [O’T]'lyl,o =Y + I’J' 'lyn,o =TV + I’J'
A4, +A]

oblastda kesgitlenen, tizniikksiz we y,,...,y,,A argumentlerifi toplu-
my boyunga iizniiksiz hususy onlimleri bar bolsun. Agzalan sertler
A-nyn her bir berkidilen (fiksirlenen) bahasynda ¢oziiwin barlyk we
yeke-tiklik teoremasynyn talaplaryny kanagatlandyryarlar. Diymek,
(1) meseldnin yeke-tdk ¢oziwi bar. Ol ¢oziiwi y; = y;(x,4) ya-da
v =y,(x0) (i=1,2,..,n) gorniisde yazalyil. Bu ¢ozliwin paramet-
re lizniiksiz baglylygyny we parametr boyunca 6nliminiii barlygyny
gorkezelin. Yazgylary tygsytlamak maksady bilen y, = y, (x) belgi-
leméni ulanarys. A # A bahalara degisli ¢oziiwleri yia(x) we yz(x)
bilen belgiléliii. Onda

Y () = £, (%), 03, (x>’{)’ym (0) = y,,
y,ﬁ(x) =ﬁ(x,y17(x),...,yn7(x),ﬂ )9yi7(0)yio’
(i=1,2,..n)

tozdestwolary alarys. Bu yerden Lagranz formulasyna layyklykda

[, () = vz (x)] = i§—f<x,yl,...,yn,ﬁ><y,ﬂ<x>—y,.7<x>>+

Jj=1 j

+fz‘ﬂ (X’i""’&n’j)(ﬂ - Z)
|y () —yz ()], _,=0,G=1,2,..,n)
ya-da

199



Y () = yg () _ f“ 3 o

- oz vae) —yia(s)
L (8, 9ps s Y A) - J d
A=A ay; !

-7
, @)
[ 6T 5 s 6 = 1,2,.00m)

0

gorniisli deniliklere geleris.
Yokarda agzalan sertlere layyklykda

af ..
~=I=M, |fi|=N, G,j=1,2,..,n).
ayj ‘fﬂ ‘ J
Onda
Yia (x) — Yix (X) n & }’M( ylz (s)
R ds + TN
i =y S

densizlikleri alarys.

Yia(x) — yiz (x)
A=A

belgilemani girizsek, sonky densizlikler

V.—(x) = max
i (x) 1<i<n

Vir() < nM- [ Viz(s)ds + TN
0

gornlisi alar.
Gronuoll-Bellman teoremasyny ulanyp,

Viz(x) < TN - exp (nMT)
densizligi alarys.
Bu densizligi

gorniisde yazarys, bu yerde C = TN - exp(nMT) — hemiselik san.
Sonky densizliklerii

gorniislerde yazylysy disniiklidir.
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Bu yerden gomiisi yaly, |A—A| vyeterlikge kigi bo-
landa |y, (x,A) —y;(x,A| yeterlikce kici bolar. Bu bolsa
yi(x,A) (i =1,2,..,n) ¢oziiwlerin A boyunga dendlcegli tizniiksiz
funksiyalardygyny gorkezyar.

Indi (1) meselénin y,;(x,4) ¢ozliwinin A boyunga Oniiminifi

bardygyny we % 3,1(X) = u;; (x) funksiyalar toplumynyn
U400 = 3 s )t £ 5y )
j=1
u;;(0) =0

meselédnin ya-da

w0 = | Zn:gyﬁ(s,ym,...,ynﬁ,ﬂ)-ujﬂ(s)ds+
o =1 G

+J.ﬁﬂ (s Y100 - Yo A)dS, (i = 1,2,...,n)
0

cyzykly integral denilemeler sistemasynyn ¢oziiwidigini gorkezelin.
(2) we (3) deiiliklerden

Yia (%) —yz(x)

A-A i (¥) =

a, o f yia(s) = yiz(s)
= i ey A) [ / —u, ]d +

,; 6{ a, (8,330 A) |5 7 (s)|ds

af(s yl’ ’ynaﬂ) afj‘(s3ylja“-aynﬂaﬂ)
u; () +

of Jj= 1[ 9y; 9y, 44 (5) 4)
[‘flvj (S9y]9’y~na;1) _ﬁﬂ(s9y1ﬂ9’ynjaﬂ)]}ds
denliklere geleris.

ya(x)  funksiyalar A boyunga {iizniiksiz, gf we

j

i

oY (i = 1,n; j = 1,n) funksiyalar argumentleriniii toplumy boyunga

{izniiksiz. Onda Ve > 0 iigin seyle 6 > 0 san tapylyp, |4 — 4| < 6
bolanda,
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'MJA(S) +

2 Qf (8,3 s YnA) (8371300 V10 A)
.Z V. B V.
J= y] y]

1
~ ~ 5
"'[ﬁa(sa)’l’---’ymﬂ) —ﬁA(S’Y1A’---,)’nAaA)]| < W
densizlik yerine yetyar.

(4) defilikden |4 — 4 | < 6 iigin

Vi (x) < nM- fvﬂ(s)ds + eexp(— nMT)
0

deiisizligi alarys, bu yerde

Yinx) —yz(x)
A=A

Soniky densizlige Gronuoll-Bellman teoremasynyn netijesini

V() = yz(x)
A=A

Viz(x) = max u;; (x)

ISi<n

< & densizliklere

ulanyp, V;7(x) < € ya-da u;; (x)

geleris. Sona gori-de bulary

Yalo) = yg @) _ _ dy,(x, )
Iﬂ—lﬂl?ao A=A = 1(0,4) = dA

gorniislerde yazyp bileris.

§3. Uytgeyin koeffisiyentli gyzykly dernlemeler sistemasy.
Erkin hemiseliklerin wariasiya (Lagranz) usuly

Kesgitleme. Eger y ,....y, gozlenilydn funksiyalar we olaryn bi-
rinji Oonlimleri sistemanyn diiziimine ¢yzykly girydn bolsalar, onda

------

Sistema;
dy, & o
- ];sz(x)yj +f(x), (=12,..n) (1)

gorniisde berilyér. (1)-e birjynsly dél ¢yzykly denlemeler sistemasy

''''''

''''''
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kesimde iizniiksiz funksiyalar bolsun. Onda ¢oziiwin barlyk we yeke-
taklik teoremasynyn sertleri yerine yetyér.
Diymek, (1) sistemanyn

Y1 (%) = Vs ¥, (%) = v, (2)

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan [a,b] kesimde y, = ¢;(x), ...,
y, = ¢,(x) yeke-tik ¢oziiwi bardyr, bu yerde x, € [a,b].
Eger (1) sistemada f(x) = 0 bolsa, onda ol
dy; L .
a’ic)l = ZP,-j(x)yj, (i=1,2,..,n) 3)

j=1

......

(3) sistemanyn y, (x) = 0,...,y,(x) = 0 gérniisde nol ¢dzliwinii
barlygy gorniip dur. y,(x,) = 0,y,(x,) = 0,...,y,(x,) = 0 sertleri ka-
nagatlandyryan (3) sistemanyn ¢oziiwi hem noldur.

Kesgitleme. (a,b) interwalda kesgitlenen

Y115 Y125 s Vi
Va1 Y225+ Yon 4)
ynl’ynZ’ ""ynn

funksiyalar toplumy ii¢in »_ @y, =0

i=1
(k=1,...,na <x < b,a; — hemiselik) tozdestwolar dite o, = @, = ...
= a, = 0 yagdayda yerine yetse, (4) funksiyalar toplumyna ¢yzykly bagly dél

......

......

Kesgitleme. (4) toplumda setirleyin yerlesdirilen n sany funk-
siyalar (3) sistemanyn ¢yzykly bagly dil ¢oziiwleri bolsa, olaryn top-

......

(4) toplumdaky funksiyalardan diiziilen

Y11 Y125 5 Y1
Y215 Y225 Yon
ynl’yn2’ ’ynn
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kesgitleyji Wronskiy kesgitleyjisi diylip atlandyrylyar we W(x) bilen
belgilenyir.

Teorema. Eger (3) sistemanyn koeffisiyentleri (a,b) interwal-
da iizniiksiz we (4) toplumdaky funksiyalar (3) sistemanyn ¢yzyk-
ly bagly dél ¢oziiwleri bolsalar, onda olaryn Wronskiy kesgitleyji-
si (a,b) interwalyn nokatlarynyn hi¢ birinde nola den dildir, yagny
Vx € (a,b) tgin W(x) # 0.

Bu teoremanyn subudy kitabyn 130-njy sahypasynda getirilen
teoremanyn subudyna menizes. Sonuil iicin hem teoremany subutsyz
kabul etmegi makul bildik.

Teorema. Eger (a,b) interwalda (4) funksiyalar toplumy (3)
deiilemeler sistemasynyn fundamental sistemasyny emele getiryén
bolsa, onda (3) sistemanyil umumy ¢oziiwi

»W=Cy,+Cy, +..+Cy,
y2 = C]y]2 + C2y22 + + CnynZ (5)

yn = Clyln + CZyZn + ..+ Cny

nn

gorniigde berler, bu yerde C,,C.,,...,C, — erkin hemiselikler.
Subudy. (5) belgidiki funksiyalar toplumynyn (3) sistemanyil

yil) =y (i=1,2,..,n) (6)

baglangyg sertleri kanagatlandyrar yaly edip C|,C.,...,C, hemiselikleri
saylalyfi. Onufi ii¢in (5)-de x = x, bahany goyup, (6) sertleri goz
ontinde tutup, C,,C.,...,C, ululyklara goré
Cooi (%) + Coysy (%) + €y, (%,) = 3y
Ca (%)) + Coypy (%) + €3, (X,) = ) )
Clyln('x0> + C2y2n('x0>"' + Cnynn<x0) = y)(l)
gorniisli defilemeler sistemasyny alarys. (7) sistemanyn kesgitleyjisi
W(x,) # 0.
(7) sistemanyn yeke-tdk ¢oztiwi bar. Goy,
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C, =C,..,C, =C" onun ¢dziiwi bolsun. Bu san bahalary (5)-de
goyup, (3) sistemanyin

Y, = Cyy+ Cyyy+ o +Clyy (= 1,2,...,n) (8)

gorniisli hususy ¢oziiwini alarys. Diymek, (5) ¢ozliw (3) sistemanyii
umumy ¢oziwi.

Indi (1) sistemanyin umumy ¢oziiwini tapmaklyga giriseliii. Ona
erkin hemiseliklerin wariasiya usulyny ulanalyn.

Goy, (3) sistemanyn umumy ¢oziiwi tapylan bolsun. Méilim
bolsy yaly, onuit umumy ¢oziiwi

gorniisde berilyér. (1) sistemanyn ¢ézliwini
yi = C] (x)yli + CZ(x)yZi + + Cn('x)yma (l = 1,2,...,”) (9)

gorniisde gozlilin. (9)-daky funksiyalar (1) sistemanyn ¢6ziiwi bolar
yaly edip, C,(x) = C,(x),...,C,(x) funksiyalary saylalyn. Onun {igin
(9)-y (1) sistemada goyup,

C/lyli + Cl2y2i + + C,nym' + Clylli + C2y/2i + + Cny,ni =

=P, Cy, +Cy, +..+Cy )+ ..+

+Pin(clyln + C2y2n + ..+ Cnynn> +‘f1‘(x)’(l = 1’ 2,,”)

ya-da

Cl (y,li — Yy T e T [nyln) +..+

+Cn (y,m' - [)ilynl e Pinyim) +

+C'y,+ .. +Cy. =f(x), (@(=12,.,n)
deilikleri alarys.

Edilen glimana goré yaylardaky aillatmalar nola denidirler. Onda
bu yerden C’|,C’,,...,C’ ululyklara goré

C/lyli + ..+ C’nyni :fi(x)a (i=12,.,n) (10)
deiilemeler sistemasyny alarys.
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(10) sistemanyn kesgitleyjisi W(x) # 0. Onda (10) sistemanyn yeke-
-tdk ¢oziiwi bardyr. Ony
W(x)

C'(x)= V[}(x)’ (i=1,2,..,n)

gorniisde taparys.
Deiligin iki bolegini integrirlép,

fW(x)d +C (i=1,2,.n) (1)

deniligi alarys. Bu yerde C, erkin hemiselikler. (11)-i (9)-da goyup,
(1) sistemanyn umumy ¢Oziiwini

n=([

gorniisde yazarys.

W(x
(i=1,2,.,n)

Wix) dx+C)yh+ +< (x)d +Cn)

§4. Hemiselik koeffisiyentli birjynsly denlemeler

sistemasy
D gyt any, ot ayy, |
dx - 11y1 a12y2 alnyn’
@ =a,y t+a,y,+..+a,y
dx 2171 2272 2n n’> (1)
dy,
dx = anlyl + an2y2 + + annyn )

denlemeler sistemasy gorniisde berilyér. Bu yerde y ,...,y, gozlenilydn
funksiyalar, a; (i,j = 1,...,n) koeffisiyentler hemiselik sanlar. (1) siste-
many

dy 1 .
L — E a.y; (i=1,2,..,n)
dx “~ ij Y j

gorniisde hem yazmak bolar. (1) sistemanyn ¢dzliwini tapmaga Eyleriii
teklip eden usulyny beyan ederis. (1) sistemanyi hususy ¢ézliwini
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Y= ’)’leﬂx’yz — yzeﬂx,m’yn — ?/neﬂx (2)

gorniisde gozlaris, bu yerde 7,,7,,..,7, we A hizirlikge kesgitlen-
medik hemiselikler. (2)-ddki funksiyalar (1) sistemanyii ¢oziiwi bo-
lar yaly edip, olary kesgitlemeli. Sol maksat bilen (2)-déki y,,y.,...,V,
funksiyalary we olaryil Oniimlerini (1) sistemada goyup, sofira onuil
iki bolegini ¢™ kopeldija gysgaldyp, Y15 Vs s 7, Ululyklara gora

Ay 7, + (A — AV + o+ ay,7,=0 3)

gbrniigli birjynsly denlemeler sistemasyna geleris. Eger  (3)
sistemanynl kesgitleyjisi noldan tapawutly bolsa, onda onuni nol
¢cOziiwinin bardygy belli. Bizi ol sistemanyi nol dél ¢oziiwi gyzyk-
landyryar. Seyle ¢ozliw difie (3) sistemanyn kesgitleyjisinini nola deii
bolan yagdayynda bardyr. Sonia gord-de, (3) sistemany nol dél ¢ozii-
wini tapmak ti¢in, onun kesgitleyjisini nola deiildp, yagny

a,—A a, .. a,
a, A=A oa,|_ 0 @)
anl an2 ann - ;1

deiiligi alarys.
Bu A — a gord n derejeli algebraik denlleme. (4) denilemé (1)

......

......

Goy, (4) denleménin kokleri tapylan bolsun. Olary A4,,4,,...,4,
bilen belgilélin.

Indi (1) sistemanyn umumy ¢oziiwini tapmaga girigelin.

1) goy, 4;,4,,....,4, kokler hakyky we diirli sanlar bolsun. Olary
(3) sistemada A-nyn ornuna nobatlayyn goyup, olara degisli sistema-

lary alarys.
Solaryn biri
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(all - Al),}/] + a12’)/2 + ...+ aln?/n = O
ay 7y + (ay, — ﬂl)}’z +..+a,7,=0 3)
1

anl ?,1 + an272 + ..+ (Clnn — Al)’)/n = 0

gorniisde bolar. Bu sistemanyn kesgitleyjisi nola defi. Diymek, (3,)
sistemanyn nol dil ¢oziiwi bar.

Goy, 71 = 711:72 = Y125 ¥y = 71, Sanlar (3)) sistemanyn ¢oziiwi
bolsun. Bu bahalary we A —1i(2)-de goyup,

Ax _ Ax _ Ax
Vi =€ Vi = € Vi = Vet “4)

(1) sistemanyfi birinji hususy ¢6ziiwini alarys. Sonun yaly A -ni (3)-de
A-nyn ornuna goyup, alnan sistemadan 7, = 75,7, = 720, 7y = 7>
bahalary taparys. Bulary we A -ni (2)-de goyup,

n

A x A, x Ax Ax
Vo1 = 721€77 Y00 = V00€7 0 00,07 = 7€ 4,

(1) sistemanyn ikinji hususy ¢ozliwini alarys. Bu hasaplamany do-
wam etdirip, A, licin

Y1 = Tni eﬁnx’ynZ = ynZe;{nx"”’ynn = ynne;{nx (4n)
n-nji hususy ¢oziiwi taparys.
4), (4)),...,(4,) funksiyalar (1) sistemanyn ¢yzykly bagly dél hususy
cozliwleridir, yagny olar ¢oziiwlerinn fundamental sistemasyny eme-
le getirydr. Onda iiytgeyédn koeffisiyentli birjynsly deillemeler siste-
masyndaky teorema layyklykda (1) sistemanyn umumy ¢oziiwi

! A i
yy=Cre"+Curye+ . +Cy, e

A A A
v, = Cirpe™" 4+ Coyype™ + 4+ Cly e

y, = C 1, + Cyry ™ + .+ C, 7, e
gorniisde yazylar.
2) g0Y, A,,A...., A, kOKleriii arasynda A, = @ + i, A, =a —pi
kompleks sanlar bar diyelin. Galanlary hakyky we diirli sanlar.
A, = a + Pi sany (3) sistemada A-nyf ornuna goyup,
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NEN T F YT g Yy = Yin T 102,

bahalary taparys. Onda (2) denlikler

y = (711 + l'yle)e(a+5i)x"”,yn = (71” + l'?,2n)€(a+/))i)x

gbrniisde bolar.
Eyler formulasyny peydalanyp, bu denlikleri:

¥ = e“ (71, cos Bx — 7, sinfx) + ie™ (7, sin fx + 7,, cos px)

¥, = e“(7,,c08 Bx — 7,,sin px) + ie™ (y,,sin fx + 7,,cos bx)
gorniislerde yazarys.
Bu yerden kompleks ¢oziiwin hakyky we hyyaly boleklerini

v = € (7, cos bx — 7,y sinfx), ..., y,, = € (7,,cos fx — 72nsin,6’le (5)
Yo = X (7 sinfx + 75, €08 Sx), ..., ¥y, = €™ (7, 8inPx + 7,,c08 bx
gorniislerde gogilirip, iki sany funksiyalar toplumyny alarys. Olaryn
(1) sistemanyn ¢oziiwleridigini gorkezmek kyn daldir.

Eger A, = @ — fi sany (3) defilemede A-nyil ornuna goysak,
onda yene (5) denlikdéki funksiyalary alarys.

Diymek, kompleks kokleriii her bir jiibiitine (5) gorniisli jiibiit
hususy ¢oziiwler degisli bolyan eken. Bu yagdayda (1) sistemanyn
umumy ¢oziiwini

v, = C ™ (7, cos bx — 7,,sinfpx) +
+ C,e™ (7, sinfx + 7, cos fx) + C, 7316%96 + ..+ C, 7/,116’1"’(

v, = Cie“(,,co8 bx — 7,,sinfx) +
+ Cye™ (7,,Sinfx + 7,,cos px) + C, 7/3,[6“ + ..+ Cny,meﬂ"x

gorniisde yazarys.
3) Goy, 4, = A,=..= 4, (m < n) bolsun. Onda (1) sistemanyfi m
sany hususy ¢oziiwlerini tapmaly. Olary

yl = R(x)ejlx,yz = PZ(X)eﬂlx,m,yn — Pn(x)eﬂlx (6)
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gornislerde gozlemeli, bu yerde P (x), P,(x),..., P,(x) koeffisiyentleri kes-
gitlenmedik m — 1-den uly bolmadyk derejeli kopagzalardyr. Olaryn ko-
effisiyentlerini tapmak ticin (6)-daky funksiyalary (1) sistemada goyup,
onun iki bolegini ¢* kopeldijd gysgaldarys. Sonra denliklerifi gep we
sag boleklerindiki x-ini deni derejelerinin koeffisiyentlerini we azat agza-
laryny denldp, kopagzalaryin nibelli koeffisiyentlerine gord denlemeler
sistemasyna geleris. Ondaky detilemelerin sany nibelli koeffisiyentlerin
sanyndan az bolar. Sofia gord-de, bu koeffisiyentlerih m sanysy erkin
bolmaly, beylekileri olar arkaly tapylmalydyrlar. Nébellileriii san baha-
laryny tapyp, (6)-daky anlatmalarda goysak, tapmaklygy talap edilyén
(1) sistemanyn hususy ¢oziiwlerini kesgitlaris. Seylelikde, (1) sistemany1
umumy ¢oziiwini diizmage miimkingilik doreyar.
1-nji mysal.
dx

=L =2x 4y
j; (7)

sistemany ¢ozmeli.
Coziilisi.

Sistemadan gorniisi yaly, x(f) we y(f) gozlenilydn funksiyalardyr.
Sistemanyn ¢6ziiwini

x = 71 eﬂt’ y — yzeﬂl‘ (8)
gorniisde gozlalin. Bu funksiyalary sistemada goyup, iki bolegini ¥ -¢
gysgaldyp, 7, we 7, ululyklara gora

NA=2n+7, 1nA=3r+4y,

ya-da
{(2—&)71+7f2: 0 )
37+(4-A4)y,=0
gorniigli sistema geleris. Bize mélim bolsy yaly, (9) sistemanyil nol
dal ¢ozliwini tapmak ticin, onun kesgitleyjisini nola deildris, yagny
2-41
=0

3 4-4
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Bu (7) sistemanyn hésiyetlendiriji defilemesi bolar. Ony
A* =64 + 5 = 0 gorniigde yazarys. Onufi kokleri 2,= 1, 1,= 5.
A, = 1 sany (9) sistemada A-nyfi ornuna goyup,

Nt = 0
3+37,=0
sistemany alarys. Bu yerde 7, = 1 edip alsak, 7, = — 1 bolar. Tapylan
san bahalary (8)-de goyup, (7) sistemanyn birinji hususy ¢oziiwini
x, =¢€', y =— ¢ gorniisde yazarys. Sofira 4, =5 sany (9)-da goyup,
{— 3n+7r=90
sistema geleris. Bu yerde 7, =1 edip alarys. Onda 7, =3 bo-
lar. Bulary (8)-de goyup, (7) sistemanyn ikinji hususy ¢ozliwini
x, = e, y, = 3¢’ gorniisde taparys. Seylelikde,
x,=¢€, y=-¢
-xz — €5t, y, = 365t
funksiyalar ¢oziiwlerin fundamental sistemasyny emele getiryar.
Onun seyledigi

Lot

e
Wi(x) =
eSt 365[

bolyanlygyndan gelip ¢ykyar. Onda (7) sistemanyn umumy ¢oziiwi

#0

{x = Ce' + C,e” (10)
y=—Ce +3C,e"

gorniisde bolar.

Eger garalyan (7) sistemanyn x (0) =3, y (0) = 1 baslangyg sertleri
kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaklyk talap edilse, onda (10)-da x
we y ululyklaryn orunlaryna degislilikde 3 we 1 sanlary, #-nini ornuna
noly goymaly.

3=C+0C,
{1 =—C, + 3G,
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sistemadan C, = 2, C,= 1 bahalary kesgitldris. Bu sanlary (10)-da
goyup, (7) sistemanyn
{x =2 4 ¢
y =—2¢ + 3¢

gorniisde hususy ¢oziiwini taparys.
2-nji mysal.

dx

S =x+y

2” (11)
ay _ _

i 2x + 3y

sistemany ¢ozmeli.
Coziilisi. (11) sistemanyn ¢oziiwini
x=ne", y=rpe" (12)
gorniisde gozlaris.
(12)-ni (11) sistemada goyup, iki bolegini ¢ kopeldija gysgaldyp,
2n+3-)r,=0
gorniigli sistema geleris. (11) sistemanyn hésiyetlendiriji denlemesi
1-4 1
=0 ya-da ~ A*—41+5=0

-2 3-47
gorniigde bolar. Onun kokleri A, =2+1i, A,=2—i. A, =2+
sany (13)-de A-nyni ornuna goyup,
{(—1 -y +7=0
—2n+(1-i)rn=20

sistemany alarys. 7, - 1 erkin san diyip kabul edyiris. 7, = ledip alsak,
onday,=1+ibolar A, =2+1i, 7,=1, 7, =1+ isanlary(12)-de
goyup,



= 201 = o cost + ie sint

X
y=(1+1i)e?"" = ¢*(cost —sint) + ie* (cost + sint)
funksiyalary alarys.

Bularyn hakyky we hyyaly bdleklerini ayyl-sayyl edip, (11)
sistemanyn hususy ¢oziiwlerini

x, = e cost, x, = e”'sint,

y, = e*(cost —sin?), y, = e*(cost + sin?)
gorniislerde taparys.

Eger A,= 2-1 sany (13)-de goysak, onda yene yokardaky tapylan
funksiyalara geleris. Sona gord-de, A, = 2 — i san li¢in (13) sistema-
dan 7, we 7, ululyklary gaytadan tapmaklygyn zerurlygy yok. Ta-
pylan hususy ¢oziiwler fundamental sistemany emele getiryédr. Onda
(11) sistemanyil umumy ¢0ziwi

x = e*(C cost + C,sint)
y = e”[(C, + Cy)cost + (C, — Cy)sint].
3-nji mysal.

dx

= =2x+Yy

;” (15)
ay _ _

i X+ 4y

sistemanyn ¢ozliwini tapmaly.
Coziilisi. (15) sistemanyn ¢ozliwini

X = 7leA’, y = yzeﬂt (16)

gorniisde gozlaris.
Bu funksiyalary we olaryn dniimlerini (15) sistemada goyup, ¢* funk-
siya gysgaldyp,

{(2—ﬂ)y1+72: 0 (17)

-7+@4-=-A)7=0

sistema geleris. Bu yerden



2-4 1
=0

-1 4-1
edip, (15) denileménin hasiyetlendiriji defillemesini

AZ—61+9=0
gorniigde alarys. Defileménifi kokleri A, = 3, 4, = 3. Onda (15)
sistemanyn ¢ozliwini (16) gorniisde dél-de

x = (at+b)e”, y=(ajt+b))e”
(18)
gorniisde gozlemeli bolyar, sebdbi héisiyetlendiriji denileminin iki
koki Ozara deni (kratny). Bu yerde a, b, a, b, nidbelli sanlar. Olary
tapmak ticin (18) funksiyalary we olaryin dniimlerini (15) sistemada
goyup, denliklerin iki bolegini ¥ funksiya gysgaldyp,
(a—a)t+a+b—b =0

gorniigli sistema geleris.
Bu yerden a, b, a,, b, ndbellilerifi san bahalaryny kesgitlemek ti¢in

a—a =0,a+b—-b =0,a—a, =0,a,+b—-b =0

dort deiilemeler sistemasyny alarys. Olaryii a we b ikisini erkin sanlar
hasaplarys, beylekilerini olar arkaly afiladarys.

Onda a =1, b, = a, + b edip alarys. Goy, a = 0, b = 1 bolsun.
Onda a, =0, b, = 1 bolar. Bulary (18)-de goyup,

X, = e, v, = et
funksiyalary alarys. Goy, a =1, b= 0 bolsun. Onda a, =1, b, = 1 bo-
lar. Bulary hem (18)-de goyup,

x,=te’, y,=(t+1)e"
funksiyalary alarys.

Tapylan funksiyalar ¢oziiwlerin fundamental sistemasyny emele ge-
tirydr. Munun seyledigine goz yetirmek kyn dél. Seylelikde, garalyan
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(15) sistemanyn umumy ¢oziiwi
x=(C,+C,0e", y=(C, +C,+Cy0e”
gbrniisde bolar.

4-nji mysal.
[ dx

sz—y+z

dy _

E—x+y—z (19)
dz _ 5,

7 =2x—y

sistemanyn ¢ozliwini tapmaly.
Coziilisi. Sistemanyn ¢ozliwini

t t

x=ye", y=7e" 7= ;geﬂt (20)
gorniisde gozlaris.
(20)-ddki funksiyalary (19) sistemada goyup, alnan her bir
denligin iki bolegini e¥-e gysgaldyp, 7, 7,, 7; nabellilere gora
(1 _A)71_72+73 =0
7’1+(1_ﬂ)72_7320 (21)
27— 7, —Ar;=0

denlemeler sistemasyny alarys. Onui kesgitleyjisini nola denildp, yagny

-4 —-11
1 1-4A-1{=0
2 —1-4

ya-da
=2 -21+2=0
A-DAP=21-2)=0

gorniisli hdsiyetlendiriji defilemidni alarys. Defileménin 4, = 1,

A, = 2, A,= —1 koklerinifi her biri ligin (21) sistemany ¢6ziip, (20)-

dédki formulalardan (19) sistemanyn ii¢ hususy ¢oziiwini kesgitlaris:

4, = 1 sany (21)-de goyup,



-t = 0
NN~ 73 = 0
27’1 — V7= 0
sistemany alarys. Sistemanyil matrisasynyi rangy r = 2.
Bu yerde y.-1 erkin nébelli hasaplarys. Sonufi li¢in y, = 1 edip
alsak, onda y = 1, y,= 1 bahalary taparys.
(19) sistemanyn birinji hususy ¢oziiwi

x =€, y=¢€, zy=e¢
gorniisde bolar. A, = 2 sany (21)-de goyup,
—n—n+trn=0
Nn=r—-7r=0
2n—=7,—2r,=0
sistemany alarys. Onufi rangy r = 2. y.-i erkin nébelli hasaplarys. y, = 1

edip alsak, onda bu sistemadan y, = 1, y, = 0 bahalary taparys. (19)
sistemanyii ikinji hususy ¢oziiwi
xz — eZl‘, y2 — O, Zz — 621

gorniigde bolar. 4, =1 sany (21)-de goyup,

2 —=7+7=0

"+2r,—7=0

2 —=7+7=0
sistemany alarys. Bu sistemanyi hem rangy » = 2. Erkin ndbelld derek
7,-1alarys. y, = 1 edip, sonky sistemadan

1
N = 5 7= %

bahalary alarys. Eger y, we y, nébellilerin bitin sanlar bolmagyny isle-
nilse, onda sonky sistemadan

7 = —%, Y, = 357/3, bahalarda y, =-5

edilip alynsa, y, = 1, y,= -3 bolar.
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Bu sanlary (20)-de goyup, (19) sistemanyi ti¢iinji hususy ¢oziiwini

t

—t — —t

gorniisde taparys. Seylelikde, tapylan hususy ¢oziiwler

t t z,
X, =€, yy=¢€, z=¢;
2t 2t,
x,=e", y,=0, z,=¢";

t t

- - 2
x;=e', y;=—3¢", z3=—15¢"

garalyan sistemanyn fundamental sistemasyny emele getiryér.
Garalyan (19) sistemanyn umumy ¢6ziiwi

x=Cie'+Cye” + Cye!
y=_Ce —3Ce’
z=Ce' + Cye* — 5Cse!

gorniisde bolar.

5-nji mysal.
dx _ .. _
a " TYTF
dy _
=% +y (22)
dz _
= 3x+z

sistemanyn ¢ozliwini tapmaly.
Coziilisi. (22) sistemanyi ¢oziiwini

x =7 eﬂt’ y = 72811’ 7= ’)’3€At (23)
gorniisde gozldris. Bu funksiyalary (22)-de goyup, 7, 7,, 7; ululyklara
gord

(1_2)7’1 — V=7 = 0

n+t(1-Dr=0 (24)
sistemany alarys. Munuil nol dil ¢6ziiwini tapmak {i¢in onun kesgit-
leyjisini nola denlép,
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(1-=A)A*=21+5)=0
hdsiyetlendiriji denleméni alarys. Onun kokleri
A = 1,4, =1+ 2i,A; = 1 — 2i sanlardyr. 1, = 1 kéki (24)-de A-nyn
ornuna goyup,
_7/2_7’3:()’ 7 =0, 371 =0

sistemadan 7, = 0,7, =—7, bahalary taparys. Bu yerde 7, erkin
ndbelli san. y; =— 1 edip alarys. Onda 7, = 0,7, = 1 bolar. 4, = 1,
7, =0,7, =1 73 =— 1 sanlary (23)-de goyup, (22) sistemanyn
x,=0, yy=¢, zy=—2¢ (25)

birinji hususy ¢ozliwini alarys.

Yokarda gorkezilisi yaly, (24)-de 4,= 1+ 2i sany A-nyfi ornuna
goyup,
sistemany alarys. Sistemanyn ikinji defilemesinden 7, = 2iy, bahany
sonkky deillemede goyup, 7; = 37, derligi alarys. Bu yerde 7,-ni er-
kin san hasap ederis. 7, = 1 edip alarys. Onda 7, = 2i,7; = 3 bolar.
Ay=1+4+2i, 7, =2i, 7, =1, 7; = 3 sanlary (23)-de goyup,

= {1201 (1+2i)z

x = 2l~e(l +2l)t’

y , 2= 3e

funksiyalary alarys.
Eyler formulasyny peydalanyp, bulary

x = 2ie'(cos 2t + isin 2¢)
y = ¢'(cos 2t + isin2¢)
7z = 3é'(cos 2t + isin2t)

ya-da
x = 2ie'cos 2t — 2e'sin 2¢
x = e'cos 2t + ie'sin 2¢
7z = 3e'cos 2t + 3ie'sin 2t

gorniislerde yazarys.



Bu yerden olaryii hakyky we hyyaly boleklerini ayyl-sayyl edip,
(x, = — 2¢'sin2¢

y, = €' cos 2t (26)
|z, = 3¢’ cos 2t

(x, = 2¢' cos 2t

1y, = €'sin2¢ (27)

(2, = 3¢'sin 2t

funksiyalary alarys. Bular (22) sistemanyi iki hususy ¢oziiwleri bo-
lar. Seylelikde, (25), (26) we (27)-ddki funksiyalar ¢ozliwleriii fun-
damental sistemasyny emele getirydndigine géz yetirmek kyn déldir.
A= 1-2ilg¢in (24) sistemadan 7,,7,, 7; ululyklary kesgitlemegifi
zerurlygy yok, sebébi eyydm fundamental sistema alyndy.
Seylelikde, (22) sistemanyn umumy ¢oziiwi
x =—2C,e'sin2t + 2Cye' cos 2t
y = Cie' + Cye' cos2t + Cye'sin 2t
z=—Ce' + 3C,e' cos 2t + Cye'sin 2t

gorniisde tapylar.
6-njy mysal.

dx

At =y+2z

@ _ _

dt—x-l—y Z (28)
dz _

d =y+z

sistemany ¢ozmeli.
Coziilisi. (28) sistemanyn ¢ozliwini

At t, 7= 7,3eﬂt (29)

x = ye", yzyzej
gorniisde gozlaris.

(29)-y (28) sistemada goyup, iki bolegini ¢! képeldiji gysgaldyp,

219



—A}’1+72+7’3=O
7’1+(1_A)72_7’3:0 (30)

sistemany alarys. Onui

-4 1 1
1 1-4—-1/=0 ya-da A=224+1=0
01 1-4
hésiyetlendiriji deiillemesinin kokleri A, =0, 4, = 4, = 1 bolar. 2, = 0
bahany (30)-da goyup,

ntr=0
7’1+72_73:O
ntrs=0

sistemany alarys. Sistemanyn rangy » = 2.

75-1 erkin nébelli hasaplarys. Bu yerde 7; = 1 edip alsak, onda
71 = 2,7, =— 1 bolar. 1, = 0 we ona degisli bahalary (29)-da goyup,
(28) sistemanyn birinji hususy ¢éziwinix, =2, y, =—1, z, = 1 gorniisde
taparys.

A, = A, = 1 Ozara den koklerifi bolanlygy li¢in (28) sistemanyfi
beyleki hususy ¢oziiwlerini

x=é(aqt+a), y=eébt+b,), 31
z=¢(c;t+c,)

gorniigde gozlaris. Buyerdea, a,, b, b,, c,, c, ndbelli ululyklar. Olaryii

2271 T2
san bahalaryny kesgitlemek ticin (31) defilemedéki anlatmalary we

olarynl 6niimlerini (28) sistemada goyup hem-de alnan denliklerin her
birinif iki bolegini e’ kdpeldijd gysgaldyp,
at+a,+a =B +c)t+b,+c,
bt+b,+b =@ +b—-c)t+a,+b,—c,
aot+c,+c =0 +c)t+b,+c,
gorntigli denlikleri alarys.
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Bu yerden #-ninl koeffisiyentlerini we azat agzalaryny denlép,

(a, = b, + ¢
¢ =b+c¢

a,+a =b,+c,

(¢, + ¢, =by,+ ¢,

yokarda agzalan nébellilere gord, denlemeler sistemasyna gele-
ris. Onda b, =0, a, = ¢, b, = ¢, a, = ¢, bolar. Bu yerde ¢, we c,
hemigelikleri erkin sanlar hasaplalyfi. Sonun ti¢in ¢, = 1, ¢, = 0 edip
alsak,a = 1,a,=0bolar. Ondaa =1,a,=0,b,=0,b,=1,¢,=1,¢,=0
bahalary (31)-de goyup, (28) sistemanyn ikinji hususy ¢6ziiwini
x, =te', y,=¢', z,=te

gornlisde taparys.

¢=0,c,= 1 edip alsak, a, =0, a,= 1 bolar. Ondaa, =0,a,= 1,5, =0,
b, =0,c, =0,c,=1 bahalary (31)-de goyup (28) sistemanyii ti¢linji
hususy ¢6ziiwini

t t
X;=e€, y;=0, zz=e¢

gorniisde taparys.
Tapylan hususy ¢oziiwlerinn Wronskiy kesgitleyjisi, yagny
2 —11
W(x) =|te' & te'|=3e*#0.
e 0 ¢

Diymek, hususy ¢oziiwlerin toplumy ¢oziiwlerin fundamental
sistemasyny emele getiryar. Sona gora-de (28) sistemanyn ¢éziiwini
x =2C, + (Cyt + Cye'

y=—C, + Gy
z2=C + (Gt + Cy)eé
gbrniisde yazmak bolar.
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Uytgeyin koeffisiyentli birjynsly dil ¢yzykly deflemeler
sistemasynyn ¢oziiwini tapmaklyga Lagranz usuly ulanylypdy. Sona
layyklykda hemiselik koeffisiyentli sistemalarynyn ¢oziilislerini sol
usul bilen gorkezeris.

7-nji mysal.

%£:y+¢£z—1

! (32)
ﬂ——x-i—t t

dr ~ &

sistemany ¢ozmeli.
Coziilisi. Berlen sistema degisli

dt = (33)

birjynsly denilemeler sistemasynyn umumy ¢ozliwini tapmaly. (33)
gorniisli defileméni ikinji tertipli defilemd getirmek amatly bolyar.
Sistemanyn birinji defilemesini differensirldp, x"” = y' denligi ikinji-
sinde goysak, onda x"" + x = 0 defileméi geleris. Onun ¢6ziiwi
x = C, cost + C, sint bolar. Muny differensirldp (33) sistemanyn bi-
rinji defilemesinde goysak, y = —C| sint + C, cost funksiyany alarys.
Seylelikde, (33) sistemanyi umumy ¢oziiwini

x = C,cost + C,sint

y =—C;sint + C,cost
gorniisde taparys. Garalyan sistemanyn ¢oziiwini

x = Cy(H)cost + C,(t)sint

y =— C,(#)sint + C,(t)cost

(34)

gorniisde gozlaris.
C (1) we C,(?) funksiyalary kesgitlemek tigin (34)-daki funksiya-
lary (32)-de goyup,
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C/(t)cost + C)'(t)sint = tg’r — 1
—C,/(t)sint + C,'(t)cost = tgt

gorniisli sistemany alarys. Bu yerden alarys:

-3
C/(t) =—cost, C,/(t)=SIL

cos’t
Bulary integrirlép,
C,(t) = C, —sint
_ 1
Cy(t) =C,+ cos] + cost

denlikleri alarys. C, we C, funksiyalaryn bahalaryny (34)-de goyup,
(32) sistemanyn umumy ¢oziiwini

x = C,cost + C,sint + tgt
y=—C;sint + C,cost + 2

gorniisde taparys, bu yerde C, we C, hemiselik sanlar.
Goniikmeler

Detlemeler sistemalaryny ¢6ziin:

(dx _ Jogaby:
dar Y —t 3

1 > x=Ce '+ Che,
=y y=2Ce =20,
Ccli—x Cxt 2y Jogaby:

2. ) dt x=Ce'+ Che,
=y y=2Ce" +Cye.
dx +x—8y= Jogaby:

3 ;” x=2Ce" —4C,e Y,
\d—};—X—y= y=Ce'+ Cye ™.

223



10.

Jogaby:
x = €'(C, cos 3t + C,sin 31),
y = €'(C,sin3t — C,cos 31).

Jogaby:

x = 5C, cos 3t + 5C,sin 3¢,
y = C,(cos 3t + 3sin3¢) +
+ C,(sin 3t — 3 cos 31).

Jogaby:

x = &[(2C, + Cy)sin 2z +
+(C} — 2C,) cos 2t],

y = e(C,cos 2t + C,sin 2¢).

Jogaby:
x = (C, + 3C,0)e”,
y=(C,—C, —3C,0)e”.

Jogaby:
y=(C, + Cyt)e'.
Jogaby:

x = (C, + C,0)e,
y=—(C, + C,(1 +1)e”.

Jogaby:
x = (C + Ge,
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o 2y -1z Jogaby:
B 2
11. <ﬂ:y_x+z ,X—C1+3C2€’
;lt y = — 2C2€2[ + C3e_2[’
Lﬁ:x—z 2=C + e —2Ce .
% =2x—y+z2 Jogaby:
_ 2t 3t
12 1Y iy ; Y= Genr Gel
;lt y=Ce + Cye”,
Ldiizx—y+2z 7 = Clet+C2€2t+C363t~
Jogaby:
%: 2x +y x = Cie* + e (Cycost + Cysint],
R A
dt +(C; — Cy)sint],
4z _ 9y 437 x Yy
T z=Ce”" +e ' [(2C, — Cy)cost +

+(2C; + Cy)sint]
dx

dar = 2x—y—z Jogaby:
_ t
4 1D 3 o3, ¥ =G+ Ge,
2” y = 3C, + Cye,
Z _
g =ty 1=—C +(C,— Cye.
Erkin hemiselikler wariasiyasy usuly boyunga ¢oziin:
Jogaby:
x = Ccost + C,sint +
ax _ y 4 cost , ! :
15. dt +—=cost+ 1,
dy 1 2
E__’H_ y =—C;sint + C,cost —
_Lgins— L
7 sint 3 COS 1.
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16.

17.

18.

19.

(dx

E:—y+cost

dy .

dr = X + sint

dx 21
ax _ o _

i xX+y—e
dy _ 2
i = 3x + 2y + 6e
(dx _ _
dt—x+y cost
<dy_ .
= 2x —y +sint + cost

(x(0) = 1,y(0) ==2

ax _ _ 4 _ 2
= 4x 2y+€t_1
@ _ _ 3

dt—6x+3y 1

Jogaby:

x = Ce' + Cye™" +sint,
y = — Clel + Cze_t.
Jogaby:

x=Ce' + Cye™" + 2%,

y =3Ce' + Cye " + 5¢*.

Jogaby:
x = (1 —1f)cost — sint,
y = (t—2)cost + tsint.

Jogaby:
x=C +2Ce "+
+2¢ 'Inle’ — 1),

y=-2C —3C,e" —

— 3¢ 'Inle’ — 1.



Vil bap

DURNUKLYLYK NAZARYYETI BARADA

Differensial  denllemelerin  ¢6ziiwlerinin  durnuklylyk
nazaryyetiniin esasyny goyanlar rus matematigi A.M. Lyapu-
now we fransuz matematigi A.Puankare. Olar durnuklylyk me-
selesi boyunca bir dowiirde isldn alymlar. Coziiwint durnukly-
lyk diistinjesi Lyapunow tarapyndan girizilipdir. Sonun {icin hem
¢oziiwin durnuklylygy Lyapunow manysynda ulanylyar.

XIX asyrynn ahyrynda Lyapunow differensial denlemeler
sistemasynyn ¢Ozliwinin durnuklylygyny derfiemekligin umumy
usulyny isldp tayyarlapdyr. Onuii bu ugurda alan ylmy netijeleri
differensial denlemeler nazaryyetininn 6smegine hem-de diirli fizi-
ki we mehaniki sistemalaryn yrgyldylaryny dwrenmeklige itergi
bolupdyr.

Lyapunowyn ylmy islerine ¢enli ¢oziiwin durnuklylygy mese-
lesi dinie birinji yakynlagma atlandyrylyan sistema boyunca ¢ozii-
lipdir (kesgitlenipdir), yagny denlemeleriii ¢yzykly ddl agzalarynyin
hemmesi taglanylypdyr, iistesine-de onun seyle edilmeginin ka-
nunylygy aydynlasdyrylmandyr. Seylelikde, nddogry netijelere
gelnipdir. Durnuklylyk baradaky meseldninn birinji yakynlagma
boyuncga ¢oOziip bolyanlygynyn sertini Lyapunow takyk anyk-
lapdyr. Lyapunowyn ylmy taglymatlary 6z dhmiyetini su wagta
cenli saklady we hézirki dowiirddki durnuklylyk meselelerinii
deriiewlerinde ginden ulanylyar.
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§1. Durnuklylyk dusinjesi. Birinji yakynlagsma boyuncga
¢ozuwin durnuklylygynyn dernelisi.
Lyapunowyn funksiyasy

CZ:’ = £(1,x,(0), .., (D)), (D)
(i=1,...n)

sistema garalyn, bu yerde ¢ — bagly dal tiytgeyan ululyk, x ,....x, —
gbzlenilydn funksiyalar, f; — koordinatalar baslangyjynyn etrabynda
differensirlenyédn funksiyalar, f(z,0,...,0) = 0. ¢ argumente wagt yaly

......

o
ox;
tizniiksiz hususy oniimleri bar bolsun, bu yerde 7, < r < oo, D bolsa
X,,....x, Uytgeyanler gifigliginini ¢ékli oblasty. Onda (1) sistemanyn
@, (1) = xlo (i=1,..,n) Dbaslangyg, sertleri kanagatlandyryan
x = @;(1) yeke-tak ¢oziiwi bardyr.

Kesgitleme. Eger Ve > 0 tUgin 6 = 6(g) > 0 bar bolup, (1)
sistemanyn her bir x;, = ¥,(¢) (i = 1,...,n) ¢oziiwinin baslangyc¢ ba-
halary iigin |x} —x?|< 6 defsizlikler yerine yetende, t-nifi [£,, o)
yarym kesimdéki hemme bahalarynda

() — (D) < e

densizlikler yerine yetse, x; = ¢;(¢) (i =,...,n) ¢ozliwe (1) sistemanyn
Lyapunowyn manysynda durnukly c¢oziwi diyilydr, bu yerde
x; = ¥.(1) (1) sistemanyn ¥;(¢) = x; baslangyg sertleri kanagat-
landyryan ¢oziiwi.

Eger x; = ¢,(¢) ¢ozliw (1) sistemanyil durnukly ¢6ziiwi bolmasa,

------

Goy, fit,x,,...,x,) funksiyalar lizniiksiz we olaryn (i,j=1,..,n)

Eger x; = ¢,(¢) funksiya (1) sistemanyn durnukly ¢oziiwi bol-
magyndan bagga

lim|¢;(1) = ¥,(1)| = 0 2)

serti kanagatlandyrsa, ona (1) sistemanyn asimptotik durnukly ¢6zii-

......
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(1) sistemanyin nol dil ¢oziiwinin durnuklylygynyn derne-
lisini Owilirme arkaly alnan nol ¢oziiwli sistemanyn c¢oziiwinii
durnuklylygynyn dernelisine getirmek bolyar.

Goy, x,=¢;(t)(@i=1,..,n) (1) sistemanyil durnuklylyga
dernelyén ¢oztiwi, x; = ¥,(¢) ol sistemany erkin ¢oziiwi bolsun. Geti-
rilmeli nol ¢oziiwli sistemanyn bolmaklygy ticin ¥.(r) — @,(¢) = u,(¢)
calsyrmany edelifi. Onda u (7) (i = 1,...,n) tize gbzlenilyén funksiya-
lar bolar.

Yokardaky denlikleri differensirlip,

dy, de,  du,
dt  dr  dt
ya-da
du;
dt :ﬁ(h wpu-s"ﬁn) _fl“(t,@la"-’@n) =

= fl‘(t’ ng + u]’ L] @n, L] un) _fl‘(h ng, L] gon)

gorniisli denlikleri alarys.
Sofiky tapawudy F(z,u,,...,u,) bilen belgilesek, onda bagdaky (1)
sistema
du.
dL;l = F(t,u,...u,), 3)
(i=1,..,n)
gbrniisi alar. Bu sistemadaky gozlenilydn funksiyalaryn orunlaryna
nol goysak, onda (3) sistema 0 = 0 tozdestwo Owriiler.
Diymek, u(f) =0 (i = 1,...,n) (3) sistemanyn ¢oziiwi. Seylelikde,
(1) sistemanyn x; = @,(f) ¢oziiwiniit durnuklylygynyn dernelisi (3)
sistemanyn u(f) = 0 ¢oziiwinin durnuklylygynyn deriielisine getiril-
di. Sona gord-de (1) sistema (3) gorniise getirilen diyip hasap edelin
(diistinelinn) hem-de onun u,(f) = 0 ¢ézliwiniii durnuklylyk yagdayy-
na garalyii. Yokarda getirilen kesgitleméni (3) sistema ti¢in asakdaky
gorniisde yazalyn.
Kesgitleme. Eger Ve >0 ig¢in 0 =0(¢) >0 bar bolup
\u;(t))| < 0(e) (i = 1,2,...,n) densizlikler yerine yetende, #-nifi [#,, o)
yarym kesimddki hemme bahalary t¢in |y (1)|<e(i=1,2,..,n)
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densizlikler yerine yetse, onda u/f) = 0 ¢oziiwe (3) sistemanynl Lya-

......

Mundan basga-da
tlim\ui(t)\ =0,i=1,2,..,n)

bolsa, u(t) = 0 ¢oziiwe (3) sistemanyn asimptotik durnukly coziiwi

rrrrrr

(1) sistemany

dx; d
= j;laijxj + (%, ..., X,) (4)
gorniise getirmek bolyar, bu yerde
_9fi(£,0,..,0) ..
= o , (i,j=1,..,n)
koeffisiyentler hemiselik sanlar, v, funksiyalar x, = x, =..= x, = 0

nokadyf etrabynda r =,/x{ + ..+ x. bilen defiesdirilende tertibi
birden yokary tiikeniksiz ki¢i ululyklar.

(1) sistemanyn (4) gorniisli sistema getirmek {i¢in, ol sistemanyn
sag bolegini koordinatalar baslangyjynyii etrabynda Teylor hataryna
dagytmaly. Soiira alnan sistemada emele gelen ¢yzykly dil agzalary
taslap,

dx. < .
Qi = Zlauxj, (i=1..n ®)
Jj=

gorniisli ¢yzykly sistemany alarys. (5) sistema (1) sistemanyi birinji

sistemasy. Onun hésiyetlendiriji defilemesi
a, -4 ay a,
6121 6122 - A....azn

=0 (6)

a, a, Ay — A

A goré n derejeli algebraik denlemedir.
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Goy, A,Ay...,A, sanlar onuii kokleri bolsun. (4) sistemanyii nol
¢coziiwinin durnuklylygyny gorkezyén yeterlik sertleri 6ziinde sak-
layan birndge teoremalaryn subutlarynyn tistiinde durmazdan, olaryi
sertlerini mysallarda barlap gérmegi makul bildik.

1-nji teorema.

Eger (6) hasiyetlendiriji denleménin koklerinin hemmesi otrisa-
tel sanlar bolsa,

vi(t,x,,....,x,), ([ =1,2,..,n)

funksiyalaryn hemmesi

v (%, ) | < Mt )
(i=1,2,..,n)

serti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyii nol ¢éziiwi durnukly, bu
yerde r = / x{ + ... + x2,@ > 0, M — hemiselikler.

2-nji teorema.

Eger (6) hasiyetlendiriji denilemininn koklerinin hemmesinin
hakyky bolekleri otrisatel sanlar bolsa we v,(#,x,, ...,x,),([ = 1,2,...,n)
funksiyalaryin hemmesi (7) serti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyn
nol ¢oziiwi durnukly.

3-nji teorema.

Eger (6) hasiyetlendiriji defileménin koklerinin it bolmanda biri-
niil hakyky bolegi polozitel san bolsa we v,(,x,,...,x,),([ = 1,2,...,n)
funksiyalarynn hemmesi (7) serti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyni
nol ¢6ziiwi durnuksyz.

1-nji mysal.

dx _ _

dt_2xy x+y

dy <4, .3 .
it =5x"+y +2x—3y

sistemanyn nol ¢oziiwiniii durnuklylygyny deriiemeli.
Coziilisi. x = 0, y = 0 garalyan sistemanyn ¢oziiwidigini goryaris.
Sistemany
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Ayt y+ntxy)
! (8)

d
= 2= 3y )
gorniisde yazarys:

vo=2xy, v,=5x"+y

(8) sistemanyn ¢yzykly dil bolekleridir.
Onda garalyan sistema {i¢in birinji yakynlasma

dx

D _ 5y
dt—2x 3y
gorniisde bolar. Munun
—1-4 N-0 yada A2+4l+1=0
2 -3-41

hisiyetlendiriji defilemesiniil kokleri
A==2+V3, L=—2-V3

otrisatel sanlar. Seylelikde, 1-nji teoremanyn ilkinji serti yerine yet-
yar.

Teoremanyn soniky sertini derfiemek tlicin v, we v, funksiya-
lary bahalandyralyil. x we y-i polyar koordinatalar sistemasy arkaly
anladarys: x = r cos@, y = sing, bu yerde r = 4/ x? + yz. Onda

v =|2xy| = r?|2cos@sing| = r*[sin 2| < r? - 1,| v | < F T,

buyerde @ = I,M = 1.

v, = [5x* + ¥ [ = [5x* + [y’ | < [a” + ¥ =

= r*|cos’¢ + sin’p| = r*- L|v,|< S

bu yerde hem ¢ = I,M = 1.

Seylelikde, 1-nji teoremanyn sertleri yerine yetyar.
Diymek, garalyan sistemanyi nol ¢éziiwi durnukly.
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2-nji mysal.

dx _ .
= 2x + 8siny

dy

p7 =2—¢e"—3y—cosy

sistemanyil x = 0, y = 0 nol ¢6ziiwinii durnuklylygyny derfiemeli.
Coziilisi.

Sistemadaky siny, e*, cosy ¢yzykly dél funksiyalary Makloren formu-
lasy boyunc¢a dagydyp, yagny

siny = _%)_j"_?_j_“"
e =1 +x+’2c—2!+...,
cosy =1 —);+2§—...,
anlatmalary garalyan sistemada orunlaryna goyup,
%: 2x+8< —%)—j-i-g—s!—..)
%: 2-(1 +x+’2€—2!+...>—3y—<1 —g—zﬁﬁ—j—...)

gorniisli sistemany alarys.

Sofiky sistemanyii ¢yzykly dél agzalaryny v, we v, bilen belgilép, ony
dx

s 2x 4+ 8y + v,
d
d—}; =—x—3y+v,
gorniisde yazarys.
Bu yerden garalyan sistema {i¢in
dx
ax _ o
r x + 8y,
dy
T x — 3y

birinji yakynlasma sistemany alarys.

233



Munun

2-48 |_0  jada A+A+3=0
-1 -3-4
hdsiyetlendiriji defilemesinin
A, = —% + @i

kokleriniii hakyky bolekleri otrisatel sanlar. Diymek, 2-nji teoremany
birinji serti yerine yetyar.

v, we v, ¢yzykly dil bolekler koordinatalar baslangyjynyn etrabynda.
r =y x*+ y* gori tertibi birden yokary tiikeniksiz kici ululyklar.

v, we v, ululyklar bahalandyrylanda

| < LS oy

— 15
MI:%, a=4 (P+y'<1)
e+ 1 1
|)/2‘S(27)7‘2, Mzzeg ,a=1
densizlikler alyndy.

Garalyan sistemanyn x = 0, y = 0 ¢6ziiwi durnukly.

Coziiwinn  durnuklylygyny derfiemegiit yene bir usulyna
Lyapunowyni funksiyalar usuly (ya-da Lyapunowyn ikinji usuly)
diyilydr. Bu usulyn onki usula garalanda kédbir artykmaglygy bar. Ol
hem garalyan sistemanyn ¢oziiwini tapmazdan, onuni durnuklylygyny
derfiemek bolyar. Y6ne bu usuly ulanmak afisat dil, sebibi Lyapunowyii
WX ,....x,) funksiyasyny x ,....x, ululyklaryn diirli ya-da den derejeli
kopagzalaryn jemi gorniisinde gozlemeli bo}Yar. V(x ,...,x,) funksiyany
gurmagyn umumy usulynyn yoklugy belli. Yone onun agakdaky

v(x,x,) = ax; + bx3,

v(x,x,) = ax; + bx;,

V(xp,x,) = axf1 + bx%, (a>0,b>0)
gorntislerde gozlenilyinligi malim.
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Kéhalatlarda v funksiyanyn

n
V= Za,-jxl-xj, a; = aj;
L]

kwadratik forma gorniisinde gozlenilyéndigini hem-de onun ¢6zgiidi-
ne bolan sertleri kibir yazarlar 6z gollanmalarynda belleyérler.

Goy, v(x,,...,x,) funksiyanyn koordinatalar baslangyjyny oziinde
saklayan D oblastda tizniiksiz we {izniiksiz hususy ontimleri bar bolsun.

Kesgitleme. Eger D oblastda v(x,,...,x,) > 0 we x, =...= x, = 0 baha-
da v(x,,....x,) = 0 bolsa, onda v(x,,...,x,) funksiya sol oblastda polozitel
kesgitlenen funksiya diyilydr. Bu kesgitleme {igin v = x{ + ... + x_
funksiya mysal bolup biler, sebibi ol x, =...= x, = 0 nokadyn islendik
etrabynda polozitel kesgitlenen. n = 2 bolan yagdayda v = x} + x3
funksiya (x, x,) tekizligifi koordinatalar baslangyjynda galtagyan
paraboloid aylanmasyny emele getiryér (/-nji surat). Onunl beyleki
nokatlary ol tekizlikden yokarda yatyarlar. Bize mélim bolsy yaly, v
funksiyanyf dereje ¢yzyklary xi 4+ x; = C (C>0) towereklerdir.
Bu yerden gorniisi yaly, x{ +x; = C yapyk egriler. Bular C —+ 0
bolanda (0,0) nokada dartylyarlar.

Au

v

1-nji surat
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Coziiwin durnuklylygyny derfiemek ti¢in ulanyljak v(x ,...,x,) funk-
siya Lyapunowyn funksiyasy diyilyar.

Indi (1) sistemanynl nol ¢oziiwiniii durnuklylygyny derfiemége
degisli teoremany getirelini.

4-nji teorema.

Eger v(x,,...,x,) differensirlenyén funksiya D oblastda
1) v(x,,...,x,) = 0 we v(0,...,0) =0
2) v(x,,...,x,) funksiyanyn doly dntimi bolup,

dv _ 9y dx; _ N OV <0t <
3) o = l; T i; axl_ﬁ(t,xl,...,xn) <0,t,<t

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda (1) sistemanyn x,(¢) = 0 ¢oziiwi
Lyapunowyn manysynda durnukly.
Eger v(x,,...,x,) funksiya teoremadaky gorkezilen sertlerden basga

% < WXy enx,) < 0,8, < 1

densizligi kanagatlandyrsa, onda (1) sistemanyn x,(f) = 0 ¢oziiwi
asimptotik durnukly, bu yerde w(x,,...,x,) D oblastda w(x,,...,x,) >0

lizniiksiz, x = 0,...,x, = 0 nokatda nola owriilydn funksiya. Bu yerde

bir zady bellemek gerek. Ol hem teoremadaky AV sniim diiziilende

dt
cf;i (i = 1,..,n) onlimleri garalyan (1) sistemanyn sag bolegindéki
Ji (xpex,) (0 = 1,2,...,n) funksiyalar bilen galgyrylmalydygy tinsden
diistirilmeli daldir.

Yokarda agzalan teoremanyi v =v (z, X 5-.X,) gOrniisli funksiya
ticin hem dogrulygyny Lyapunow 6z isinde subut edenligi mélim-
dir. Onun {i¢in ol teoremanyn birinji sertiniii yerine koordinatalar
baglangyjynyn etrabynda (¢ < 7))

v(t, X, X,) = O, ..0x,) > 0

sert bilen calsyrylmalydygy aydylyar, bu yerde w — tizniiksiz funk-
siya, koordinatalar baslangyjynda

v(t,0,..,0) = (0,..,0) =0
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av ~

Ikinji sert onkiiligine galyar, yagny <~ = < 0, yone
av _ 8v
W=t Z -
gorniisde bolyar.
3-nji mysal.
dx _ .2
ar — Y
dy
i =
sistemanynl ¢6zliwiniii durnuklylygyny anyklamaly.
Coziilisi.

Garalyan sistema ligin v = 2x? + )? funksiyany alalyin. Bu polozitel
kesgitlenen funksiyadyr, yagny

v(x,y) = 0,v(0,0) = 0.
Onun 6niimi
= . + 99X .27 =
dt ox dt dy dt ox
= 4x(— xy?) + 2y(yx?) = — 4x°y* + 2y*x? = — 24%y?

x# 0,y # 0 bolanda
dv(x,0)

dv _ Qv dx Qv . dy _dv,_ 2 v, 2
(xy)+ay(yx)

dv(0,y)

dv _ _
a 0w T a7
Diymek, garalyan sistemanyn x = 0, y = 0 ¢6zliwi durnukly.
4-nji mysal.
dx _  z,  ~.3
= Sy — 2x
a4y _ o a3
i 5x — 3y
sistemanyn ¢oziwiniii durnuklylygyny derfiemeli.
Coziilisi.

Goy, v=x? + y? gorniisde berlen bolsun.
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Onda
v(x,y) = 0, v(0,0) = 0.

dv _0v dx vy _ 5. s, 53 _ 33 =
dt_8x'dt+8ydt_zx( S5y —2x7) + 2y(5x — 3y°) =

=— 4x* — 6y* = — (4x* + 6y*) < 0.

Diymek, x = 0, y = 0 ¢6zliw asimptotik durnukly.
Goniikmeler

Lyapunowyn birinji yakynlagsma usuly boyunca sistemalaryn nol
cozliiwleriniii durnuklylygyny dernan:

jogaby: durnukly.

Jjogaby: asimptotik durnukly.

jogaby: durnuksyz.

4X — _sinx + 3y +x°

dy _ 1. _» 1.3
=~ TP

jogaby: durnukly.

dx _ x _ 4
s —dt—2e +5y—-2+x
dy _ F 2
ar x+6cosy—6—y

jogaby: durnuksyz.
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y r%:4sinx+ln(l+y)
% =X +y+x2y
% = ¢""¥ — cos 3x

7.
‘g J4+ 8y — 20

jogaby: durnuksyz.

jogaby: durnuksyz.

Lyapunowyn funksiyasy usuly boyuncga sistemalarynn nol

coziiwlerinin durnuklylygyny anyklamaly:

dx _ .4
a Y

dy
dr =’

v=x'+y

dx _ . 2.3
d = 3
dy 43
dt X =Ty

dx _ .3
10. [df o

v=x+y"

2, .2
V=x"+Yy
o

dt

dax _ _ 2 a2
i —(x = 2y)(1 —x* = 3y?)

ﬂ__ o 2_ 2
7 y+x)(1 —x—3y7)

11.
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Lyapunowyii funksiyasy.

Lyapunowyn funksiyasy.

Lyapunowyii funksiyasy.

v:xz+2y2

Lyapunowyn funksiyasy.



§2. Wagta garasly bolmadyk iki denlemeli sistema

Sistemany
dx _

(1)
% = £(x,y)

gorniisde yazarys.
(1) sistemanyn sag bdlegi t argumenti anyk gorniisde saklamayan-
fi(xy) we f(x,y) xOy tekizligin kesgitli D oblastynda differensir-
lenyédn tizniiksiz funksiyalar. Eger (1) sistemanyfi sag bélegi x = x,,
» =y, bahalarda nola owrlilse, yagny f(xy, ) = f;(xp, %) = 0 bolsa,
Eger (1) sistemanyn sag bolegi x we y-e goréd ¢cyzykly funksiyalar

bolsa, onda (1) sistema
dx

dr apXx +apy
o (2)
dr Ay X + Ayy
gorniisi alar, bu yerde
ay ap

;é Oa a[j(i’j = 1,2)

ayy dy

koeffisiyentler hemiselik sanlar.

Bu yerden gorniisi yaly, x = 0, y = 0 (2) sistema ti¢in asuda nokatdyr.
Ony M (0,0) bilen belgildlin. Bu nokadyn etrabynda (2) sistemanyil
cozliwinin grafiginin  (trayektoriyasynyn) yerlesisine gararys.
Milim bolgy yaly, (2) sistemanyil ¢oziiwinini gorniisleri hésiyetlen-
diriji deiileménin koklerinifi gérniislerine baglydyr. Sonun iigin (2)
sistemanyn hdsiyetlendiriji denilemesini

a;—A ap, -0

Uy yy— A
gorniisde yazarys. Munun koklerini A, we A, bilen belgiléris.
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(2) sistemanyi umumy ¢oziiwini bu koklerin gorniislerine baglylykda
taparys.

1. Goy, A, we A, hakyky we diirli sanlar bolsun. Onda (2)
sistemanyn umumy ¢oziiwi

{x = C7,e™ + Cyyype™ 3)
Y= Cl?’lzem + Cz?’zzeﬂzt

gorniisde bolar, bu yerde yij(i, J = 1,2) — hemiselik sanlar, C,, C, —er-
kin hemiselikler. Eger 4, < 0,4, < 0 bolsa, onda x = 0, y = 0 asuda
nokat asimptotik durnukly, sebébi 7 — oo bolanda x — 0,y — 0. Bu

------

2-nji surat

Goy, 4,> 0, A, > 0. Eger t——oo, bolsa, onda sistemanyi
trayektoriyasy onki yaly, yone nokatlar trayektoriya boyunga 6nkiiniil
tersine hereket edyirler. Bu yagdayda M(0,0) nokada durnuksyz
diiwiin nokady diyilyar (3-nji surat). Suratda peykamlar #-nin artma-
gy bilen nokadyn trayektoriya boyunga hereketinin ugruny gorkezyar.
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3-nji surat

2.Eger 4, <0, 4, > 0 (ya-da 4, > 0,4, < 0) bolsa, onda asuda
nokat durnuksyz, sebdbi bu yerde f — oo bolanda, e - o bolyar.
(3)-den C, = 0 bolanda

At Ayt
x=Cyrye™, y=CGrpe”

trayektoriya boyunga koordinatalar baslangyjynyn etrabyndaky nokat-
lar tiikeniksizlige tarap gidyérler. C, = 0 bolan yagdayda ¢ — oo bolanda

x =G, y=Crpe™
trayektoriya boyunca nokatlaryn hereketi koordinatalar baglangyjyna (asuda

I\
W

4-nji surat
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3. Goy, A, = a + Bi, A, = @ — pi bolsun. Bu koklere degisli (2)
sistemanyn umumy ¢0ziiwi

x = e“(C,cosft + C,sinft)
y = e (C,cos Bt +C,sin )

gorniisde tapylyar, bu yerde C,C, sanlar C, we C, sanlaryn
jemi ya-da tapawudy. Eger @ < 0,7 — oo bolsa, onda e* - 0,
yaylardaky anlatmalar c¢édkli. Seylelikde, x — 0,y — 0. Bu yag-
dayda M(0,0) nokada durnukly fokus diyilyar (5-nji surat).
Sistemanyn trayektoriyasy spirala dwriilyir. Eger @ > 0,1 - — o0
bolsa, onda x — 0,y — 0. Yene ofiki trayektoriya, yone f-nifi
artmagy bilen hereket onun tersine bolyar, yagny koordinata-
lar baslangyjyndan daslasyar. M(0,0) nokada durnuksyz fokus
diyilyér.

>

-

&

7
N
\\_‘

5-nji surat

4. Eger @ = 0 bolsa, onda A, =+fi, A, =—pi bolar. Bu yag-
dayda M(0,0) nokady gursap alan yapyk trayektoriyalar (egriler) eme-

------
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>
»

G
=

N2

6-njy surat

Bu nokat asimptotik durnuksyz, sebibi ¢ — oo yagdayy {li¢in

x = Cycosft + C,sinf5t
y = C,cos St + C,sinft

¢ozliw nola ymtylmayar.
5. A, = 4, bolanda (2) sistemanyni umumy ¢oziiwi

x = (Cy,+ Cyrpt)e™
v+ (Cyyyy + C2y22t)e’12t

gorniisde tapylyar.
Eger A, =4, < 0 we  — oo bolanda x — 0, y — 0, sebibi

lim(Cy7;, + Cyrphet =0
At _

[ﬁjg(cﬂzl + e =0

M (0,0) nokat asimptotik durnukly. Bu nokada durnukly diiwiin no-

rrrrrr

------
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o

\4\

T

7-nji surat

Eger A, = 4, > 0 bolanda #-ni — ¢ ¢alsyryp, 6iiki yagdaya gelner.
Yone nokadyn hereketinini ugry trayektoriya boyunga tersine bolar.
Bu yagdayda asuda nokada durnuksyz diiwiin nokady diyilyar.

Mysal.

dx _
dt—x+3y
D ey
= 6x — Sy

sistemanyn asuda nokadynyi adyny anyklamaly.
Coziilisi.
Garalyan sistema ti¢in M(0,0) asuda nokat. Onun adyny anyklamak
ticin sistemanyn hidsiyetlendiriji denlemesini
’1 —A

3 |20 yada +43+13=0
6 —5-1

gorniisde yazalyn. Onufi kokleri A, = — 2 + 3i, A> =— 2 — 3i bolar.
Diymek, sistema durnukly fokusa eye.
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11.

13.

Goniikmeler

Sistemalaryn asuda nokatlarynyn atlaryny anyklamaly.

dx _
a =
dy _
d[_2x+y
ax _ 5,
= 2x — S5y
dy _
\dt—2x—l—2y
dx _ _
g x4+ 2y
dy _
ar =Y
(dx _ 5,
i 2x —y
dy _ 4.
ar = XY
dx
i 2x
dy _
ar =Y
ax _ 5.
dt_3x 4y
dy _
ar 2y
(dx _ .
a =T
dy _
dt—3x+4y

14.
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dx

dr = *
D _ 5
ar =Y
dx _
dt—3x+y
dy _

y i 2x +y
dx _ _

g x + 3y
dy __
(dr =77
dx _ _ S
= 2x+7y
D _ g
(g =Y
dx _ _
= 3x + 2y
ay _

ar =Y
dx _ _ 5, _
i 2x — Sy
dy _
dt—2x+2y
dx _ . _

a =Y
D _
dt—2x 3y



VIIl bap

BIRINJI TERTIPLI HUSUSY ONUMLI
DIFFERENSIAL DENLEMELER

Bu bapda ady differensial denlemelere getirilyén deiilemelere,
yagny ¢yzykly we kwazigyzykly hususy ontimli deiilemelere degisli
diistinjeleri bereris hem-de denlemelerin ¢6ziilis usullaryny beyan
ederis.

§1. Birjynsly ¢yzykly derilemeler
Pyx,) O 4 4 P (xx,) = 0 (1)
ox,

gorniisli denlemé birjynsly ¢yzykly hususy oniimli denileme diyil-
yar, bu yerde x,,........ x, bagly dil iiytgeyédn ululyklar, u = u(xl,....x,,)
gozlenilydn funksiya, P(x,,..,x,), (i =1,...n) koeffisiyentler ki-
bir (xf, ..... xg) € D € R" nokatlaryn etrabynda hemme argumentleri
boyunga tlizniiksiz we tizniiksiz hususy Oniimleri bar bolan, hem-de
sol bir wagtda bu nokatda nola éwriilmeyan funksiyalardyr, yagny

> Pxy X)) > 0
i—1

(1) denleménin ¢oziiwini tapmaklyk meselesi

dx dx
- == 2
P(xy,..x,) P,(x,,..x,) 2)

ady differensial defilemeler sistemasynyn ¢oziiwinini tapmaklygyna
getirilyar.
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Eger ¢ (x,, ....,x,) differensirlenyéin funksiya (2) sistemanyn ¢ozii-
wi bolsa, onda u = ¢(x,,....x,) funksiya (1) defileménin ¢oziiwidir we

......

......

......

Eger D oblastda (2) sistemanyn bagly dal ¢oztiwleri
@ (xpy e x) = Chyeeees @, (X eeyx,) = C 3)

gorniisde tapylan bolsa, onda (1) sistemanyl umumy ¢o6ziiwi
u=>0(p,..,p, ;) gorisde bolar (tapylar), bu yerde @ — erkin dif-
ferensirlenydn funksiya. Bu ¢oziiw 6ziinde islendik hususy c¢oziiwi
saklayar.

(3)-déki c¢oziiwlerin her birine (2) sistemanyn birinji integ-
denileménin ¢oziiwleridir.

Indi (1) denleme {i¢in Kosi meselesini kesgitlalin.

Kesgitleme. (1) detileménin

0
U)o Xy X)) = QX ey X,y )

serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk meselesine Kosi meselesi

......

lenyén funksiya.
Eger denileme

Pi(xy, ... ,xn)g—;‘ + ..+ Pn(xl,....,xn)g% = flxg..0nX,)
1

n

gorniisde berlen bolsa, onda onui hisiyetlendiriji defilemesi

dx, _ _dx, _ du
pr=-=p=4

n

gorniisde yazylar. Bu gorniisli hususy oniimli defilemé birjynsly dal

......

Yokarda getirilen diisiinjeleriii we kibir umumy tassyklamalaryii
¢oOzgiitlerinin beyanynyn diisiinilmesi yonekey (afisat) bolar yaly, hem-
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-de birndge anlatmalaryn gelip ¢ykysyny yonekeylesdirilen gorniisde
owrenmek maksady bilen (1) defileméni iki we ii¢ argumentli gozlenil-
yan funksiyalar tigin garamaklygy makul bildik. Sebébi olara degisli
mysallary we meseleleri 6zbagdak ¢6zmége okyjylaryn (talyplaryn)
endiklerini artdyrar diyen niyet goz oniinde tutuldy.

(1) detileméni iki argumentli gozlenilyédn funksiya tigin

Rwy) g + Pey) g =0 4

gorniisde yazarys. Bu yerde P (x,y),P,(x,y) koeffisiyentler D oblast-
da lizniiksiz hususy ontimleri bar bolan we sol bir wagtda nola dwriil-
meyén funksiyalar, yagny

PE(x,y) + P (x,y) * 0.

Differensirlenydn u = ¢(x,y) funksiya (4) deiileméni toZzdestwo
owliryan, yagny

Pl(x,y)%f + Pz(x,y)gf =

bolsa, onda ona (4) deiileménin ¢oziiwi diyilyar. Bu ¢oziiw ii¢ 6lcegli
(4) denleme ti¢in Kosi meselesini kesgitlalin.
(4) denleménin

u(xyy) = ¢(y) Q)

deniligi kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaklyk meselesine Kosi mese-

gornlisde hem yazmak bolar. Ol denlik tekizlikde egri ¢yzygy kesgit-

leydr. Basgaga aydylanda, Kosi meselesi (4) defileménin berlen (5)

egri ¢yzykdan ge¢yin u = @(x,y) integral iisti kesgitlemeli diyildigi-

dir. (5) deiligin yerine u(x,y,) = ¢(x) serti hem almak bolyar. Onda

ol (4) detileme ti¢in basga gorniisli Kosi meselesini emele getiryér.
Indi (4) denleménin

de _ _dy
P(x,y) — Py(x,y) ©
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simmetrik gorniisli ady differensial denlemd dengiiy¢liidigini
gorkezelin.
Goy,

@x,y)=C (7)

(6) denleménin umumy ¢oziiwi bolsun. Onun doly differensialy

9P gy 4 9P

A dx + - 2y dy =20
gorniisde bolar. Bu defilikde dx we dy ululyklary, degislilikde, P (x,y)
we P (x,y) proporsional funksiyalar bilen ¢alsyryp,

99 99 _

denlige geleris.

(4) we (8)-1 dentesdirip, u = ¢(x,y) funksiyanyi (4) defileménin ¢ozii-
widigini goryaris. Bu yerden gorniisi yaly, ¢ (x,y funksiya (7) denligin
cep bolegi eken. u = @ (¢ (x,y)) funksiyanyn (4) defileménin ¢oziiwi-
digini gorkezelin. Bu yerde @ — erkin differensirlenyén funksiya.

u = O(¢) funksiyanyn (4) denileménin ¢ep boleginde u-nyn ornuna
goysak, onda

P92 p 90 _ pa 92 4 p, 0], 92 =
I ox 8y ay

_<D1< Pa(p) @ 0=0

bolar. Diymek, @(¢) funksiya (4) denileménin ¢éziiwi. Munun umu-
my ¢6ziiw bolyanlygyny subut edelin. Goy, #(x,y) funksiya (4)
denleménin ¢oziiwi bolsun. Onda

pV  p 3 _
Pige thgy =0
P ?;0 P, ?;" 0

tozdestwolar sistemasyny alarys.
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Bu sistema D oblastyfi her bir nokadynda P, we P, ululyklara goré,
birjynsly ¢cyzykly deiilemeler sistemasy hokmiinde gararys. Edilen giimana
layyklykda P, we P, sol bir wagtda nola defi dal. Diymek, sistema nol dél
coziiwe eyedir, sebébi bu birjynsly sistemanyn kesgitleyjisi (yakobiyan)

il
9x 9y |=( bolyanlygy diisniikli.
9P g
ox Ay
Bu yagday ¥ we ¢ funksiyalaryn arasynda funksional baglylygy
gorkezyar. Diymek, u = O(¢(x,y)) funksiya (4) defileméanin umumy
¢Ozliwi.
Indi yokarda belleysimiz yaly, (1) deiileméni ii¢ argumentli
u(x,y,z) gozlenilyin funksiya ti¢in garalyn.
Onda (1) denleme

Pl(x,y,Z)g—Z+P2(x,y,Z)g—;‘+P3(x,y,z)g—’;‘ =0 9)

gorniisde bolar. u = u(x,y,z) — gozlenilyén funksiya. P ,P,,P, koef-
fisiyentler D € R* oblastda iizniiksiz hususy 6niimli funksiyalar we
P2+ Py + P; % 0 (9) defilemi degisli simmetrik gorniisli ady diffe-
rensial denlemeler sistemasy
dx _ dy _ dz (10)
Pxy,z2)  Px,y,z)  Pyx,y,2)
gorniisde bolar. Bu iki denilemeli sistema.
Goy, (10) sistemanyil umumy ¢oziiwi
{@1(36’}),2) = ( (11)
P (x,y,2) = ¢,

gorniisde tapylan bolsun.
(11)-ddki denliklerin doly differensialy

%ﬁl dx + 8;;1 dy + %ﬁl dz =0
99, 99, 0Py .\ _
T dx + 2 dy + 92 dz =0

gorniisde bolar.
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Bu denliklerde dx, dy, dz ululyklary, degislilikde, olara proporsi-
onal P ,P P, funksiyalar bilen galsyryp,

0P, 9% 0P _

8xPl+ 8yP2+ 82P3_O (12)
99, 9P, 0P, 1, _

o P+ 2y P, + 3 P=0

denlikleri alarys.
(9) bilen (12)-ni denesdirip,

u= @ x,y2,u=¢,(xy2)

funksiyalaryn (9) denleménin ¢oziiwleridigini goryaris.
u = O[(p,(x,y,2), ,(x,y,2)] funksiya (9) defileminin ¢oziiwi bolar.

Bu yerde @ — erkin differensirlenydn funksiya.

u = O(¢,,9,) funksiyanyn (9) denileméanin umumy ¢oztiiwidigini gor-
kezmek kyn déldir. Onun tigin iki argumentli gozlenilyédn funksiyanyn
subudyny gaytalamak yeterlikdir. Umuman, n argumentli u(x ,....., x,
gbzlenilyédn funksiya tigin hem subut edilis usuly sona menzesdir.

Indi (9) denleme {i¢in Kosi meselesine garalym.

(9) denleme u(x,,y,z) = ¢(y,2) baslangyc sert bilen Kosi me-
selesini emele getirydr. Berlen baslangy¢ serti u = ¢ (y,2),x = x,
gorniisgde hem yazmak bolyar. Beyle diyildigi (9) detileméniii berlen
egriden ge¢ydn integral {istlini tapmaly diyildigidir.

Bu meseldni ¢6zmekligin diizgiinini beyan edelin.

Ilki (9) denleme ii¢in (10) sistemany diiziip, onunt umumy ¢ozii-
wini (11) gornlisde tapmaly. Soiira x = x, bahany (11)- de goymaly.
Onda

{%(Xo,yal) = cl
¢2(Xo,y,z) = CZ

gornlisli sistema geleris.
Bu yerden, y = ¥,(c,,¢,), z = ¥,(c,,c,) bahalary u = ¢(y,z) funk-
siyada goyup, u = 0(c,,¢,) deiiligi alarys.
Bu yerde ¢, we c, ululyklary (11) sistemanyf ¢ep bolegindaki
anlatmalar bilen calsyryp, u = 0(¢,, @,) gozlenilydn ¢oziiwi taparys.
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§2.Kwazigyzykly denlemeler

P (x,,..,x,, u)g—; + ...+ P (x,..,x, u)%P(xl,...,xn, u) (1)
1 n

— bagly dil liytgeyén ululyklar. u = u(x ,..., x,) — gbzlenilydn funksiya,
P,,...., P,—koeffisiyentler, P — azat agza. Bu funksiyalar x ...., x, bagly
dél ululyklardan basga u gozlenilydn funksiyany 6zlerinde saklayar.
P funksiyalaryi D € R"*! oblastda hemme argumentleri boyunca
lizniiksiz hususy Oniimleri bardyr we Z Pf (X ey ut) # 0

i=1
diyip giiman edelin. (1) denleméninl ¢oziiwi v(x,,...,x,,u) = 0 anyk
dél funksiya gorniisinde gdézlenyir. v # 0 sert hem talap edilyér. Su
, , y ou
yagdayda (1) denileme

v v
P (X, .., 1) ox, + o + P (X0, 1) ox, + @
)
+ P (X e X, M)E)—Z =0
gorniisli denlema getirilyar.
(2) denlema degisli simmetrik sistema
dy _dy, A _du
PP TP TP 3)
gorniisde bolar.
Eger (3) sistemanyn bagly dil ¢oziiwi
@, (xp,.x,u) = C, (i = 1,n) 4)

gorniisde tapylan bolsa, onda (2) defileménin umumy ¢oziiwi

v=0(¢,..9,)

deilik bilen kesgitlener.
v = (x...,x,,u) = 0 denligi gbz oniinde tutsak, onda

D(p),..,@,) =0 (5)
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bolar, bu yerde @ — erkin differensirlenydn funksiya. (5) denlik
(1) denlleminin anyk dil umumy ¢oziiwi bolar. Eger (5)-1 u arkaly
anlatmak basartsa, onda ol ¢oziiw anyk gorniisde bolar.

Indi (1) denilleméni iki argumentli gozlenilydn funksiya ti¢in se-
rederis.

Deilleméni

P (x,y, u)g—z + Pz(x,y,u)g—;‘ = Py(x,y,u) (6)

gorniisde yazarys. Bu yerde x,y — bagly dél iiytgeyan ululyk-
lar, u = u (x,y) — gozlenilydn funksiya.

Goy, P,P,P, funksiyalaryfi hemme argumentleri boyunga D
oblastda {izniiksiz hususy Oniimleri bar bolsun we Plz(x,y, u) +
+P;(x,y,u) # 0. (6) defileminii ¢oziiwini

v(x,y,u) = 0 (7N

anyk dil gorniisde gozliris, bu yerde v funksiya dhli argumentle-
r1 boyunga iizniiksiz hususy Oniimlere eyedir we v # 0. Onda (7)

deniligi x we y boyunga differensirlép, du
v v du_, dv, v du_
ox Touox =" oy Tou oy
denlikleri alarys.
Bu yerden
av v

u__x du__
ox v’ dy v
ou ou

onlimleri gorniisde taparys. Bulary (6)-da yerine goyup, degisli amal-
lary edip,

Pl(-xay’u)%+PZ(X’y’u)%;+P3(xay’u)% = 0 (8)

gorniisli defilema geleris.
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Gorntisi yaly, (8) birjynsly ¢yzykly denlemedir. Bu yerde v(x,),u)
gozlenilyédn funksiya bolar. Seylelikde, (6) defileme birjynsly ¢cyzykly
(8) gorniisli denilema getirildi. Onuil simmetrik gorniisli denillemesinin
sistemasy

G- _du ©)

gorniisde bolyanlygy belli.
Milim bolsy yaly, (9) sistemanyin bagly dél ¢oziiwi

{@1(35,)’,”) = Cl
®,(x,y,u) = C,

gorniisde tapylan bolsun. Onda

v=gxyu), v=eo,xyu

(8)denleménin ¢oziiwleridir.
(8) dentlleménin umumy ¢oziiwi

v = D[, (x,y,u),,(x,y,u)]
gbrniisde tapylar. Onda (7) deiilik
(D[¢1(X’y,u),@2(x’yau)] = O (10)

gdrniisi alar.

Soniky denlik (6) denileminii umumy c¢oziiwidir. Eger (10)
deiiligi u arkaly anllatmak basartsa, onda ol funksiya (6) defileménin
anyk gorniisli ¢oziiwi bolar.

(6) denileme iicin Kosi meselesi birjynsly defileme ii¢in garalan
Kosi meselesi yaly kesgitlenilyar.

1-nji mysal.

ou ou
denlleméniii umumy ¢dziiwini tapmaly.

Coziilisi.

Garalyan denllemd degisli simmetrik gorniisli ady differensial
denleméni
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dx _ dy

y —X

gorniisde diizelin. Munun iytgeyénlerini ayyl-sayyl edip,
xdx + ydy = 0 gorniisde yazarys. Onun iki bolegini integrir-
lap, x? + y? = C gorniisli umumy ¢6ziiwini taparys. Onda u
= x? + y? funksiya garalyan denleménin ¢dziiwi bolar. Onun
umumy ¢oziwi u = O’ +y*) gorniisde yazylar. Bu Ou
okunyn dasynda aylanma tistlerin kopliigini emele getiryér.
Bu yerde @ — erkin iizniiksiz differensirlenydn funksiya.
u = @x*+y*) funksiya garalyan defileminit umumy ¢ozii-
widir.
Hakykatdan-da,

u _ 1.2 2 u _ 1.2 2
—ax_2x(D(x +y9), —ay—+2y(D(x +y9)
bolyanlygyndan

U LU _ 31y 2oy DI 4 ) =
Y. xay 2xy = 2xy) D' (x"+y) =0

tozdestwony alarys. Diymek, u = @ funksiya defileménin ¢oziiwi
eken. Eger garalyan defileménin u (0,y) = y serti kanagatlandyryan
¢Ozliwini tapmaklyk talap edilse, onda x = 0, u = y, x> + > = C
denliklerden x we y ululyklary ¢ykarmaly. Onun {i¢in x = 0 ba-
hany ti¢iinji denlikde goyup, y* = C denligi alarys. Bu yerden alnan
y =+/C. Onda ikinji denlik u = JC gorniisde bolar. C-nifl ornuna
x? + y? afilatmany yazyp, u = v/ x> + y* gozlenilyin ¢oziiwi alarys.
Muny u* = x* + y* gérniisde hem yazmak bolar. Bu u = y goninin
Ou okunyn dasyndan aylanmasy arkaly alnan sekili, yagny konusy
emele getiryar (8-nji surat).
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uZ = 2 +y2
u=y

v

8-nji surat
Eger garalyan denileme tigin baslangyg¢ serti u (0,y) = y* gérniisde
alynsa, onda gozlenilydn ¢oziiw u = x* + )? gorniisde bolar. Bu u = y?
egri ¢yzygyn, yagny parabolanyn aylanmasy arkaly alnan sekili—
—paraboloidi emele getiryar (9-njy surat)

u

u.? :x2+y2
u=y2
o Y
X
9-njy surat
2-nji mysal.
ou  ,ou  ,ou _ g
Yox Ty T,

denleméniii umumy ¢6ziiwini tapmaly.
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Coziilisi. Garalyan denleménin hisiyetlendiriji denlemelerini
simmetrik gorniisde yazalyn:
dx _dy _ dz
X y Z
Bu yerden ciy = d7x defileméni alarys we onufl umumy ¢oziiwini

Iny = Inx + Inc, ya-da % = ¢, gorniisde taparys. Indi % = %

denillemini alarys. Onuil ¢ozliwi % = ¢, gorniisde bolar. Garalyan

denileménin ¢oziiwleri u = %, u= % gorniislerde yazylar.

Yz

x’x

@ — erkin differensirlenyén funksiya.
3-nji mysal.

Onun umumy ¢oziiwi u = Q)( ) gorniisde tapylar. Bu yerde,

ou ou
xa — ya—y =0

dentlleménin u(x,1) = 2x serti kanagatlandyryan ¢ézliwini tapmaly.

Coziilisi. Garalyan deileménin hésiyetlendiriji denilemesi
dx

X

ayyl-sayyl edilen ady differensial defilemedir. Onuii umumy ¢6ziiwi
xy = c¢. Garalyan defileménin ¢6zliwi u = 2xy bolar. Umumy ¢6ziiwini
u = @(2xy) gorniisde yazarys. y = 1 bahany xy = C deiilikde goyup,
x = C deligi alarys. Bu bahany u = 2xy denlikde goyup, u = 2xC
denlige geleris. Bu yerde C-ni xy bilen galsyryp, gdzlenilyén ¢oziiwi
u = 2xy gorniisde taparys.

4-nji mysal.

= il); gorniisde bolar. Bu birinji tertipli tiytgeyan ululyklary

A, oyt )0 _
8x+(2e y)ay 0

dentlleménin x = 0, u = y serti kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly.
Caoziilisi. Garalyan denleme ii¢in hdsiyetlendiriji defileméni

dx _ _dy

1 2e" —y

gorniisde yazarys.
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dy
dx
¢yzykly denileme. Onun ¢oziiwi y = Ce™ ™ + ¢* gorniisde tapylar. Bu

yerden

Muny +y = 2¢" gorniisde yazyp bileris. Bu birinji tertipli

y—e
e—x
birinji integraly alarys. u = e*y — ¢** funksiya garalyan defileméniii
¢oziiwi. Onufi umumy ¢oziiwi u = P(e*y — e*) gorniisde bolar.

Indi berlen serti kanagatlandyryan ¢6ziiwi tapmaga giriselinl.

=C yada C=e'y—e™

x=0,u=y, ey—e*=C (1)

deiliklerden x we y ¢ykarmaly. Onuii ligin x=0 bahany soiiky deilikde
goyup, y — 1 = C deiiligi alarys. Bu yerden, y = C + 1 bolar. Muny
(1)-1n ikinjisinde goyup, u = C + 1 deiiligi alarys. Bu denlikde C-nin
ornuna ey — e anlatmany goyup, talap edilyén ¢oziiwi u = ey — e + 1
gornlisde taparys.

5-nji mysal.

2 0u du _
y 9 + Xy dy =X

denleménin x = 0, u = y* egriden gecyén integral listiini tapmaly.

Coziilisi. Garalyan denleme iicin simmetrik denlemeler siste-

masy
dx _ dy _ du
y:oooxy X
gorniisde bolar. Bu yerden
dx _ dy

=~ vya-da xpdx =1%d
y2 Xy y V y-ay

deiileméini y-e gysgaltsak, ol ydy = xdx gdrniise geler. Munun ¢6ziiwi
y* — x* = C, bolar. Bu birinji 1ntegra1 d du deillemdni — D _ =du
gorniisde yazarys. Y
Iki bolegini integrirldp, Iny = u + C, ya-da Iny —u = C, deiligi
alarys. Bu bolsa birinji integralyn ikinjisi. Garalyan meselédnin ¢ozii-
wini tapmak ti¢in
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V—x*=C, Iny—u=0C, x=0,u=y (1

denliklerden x,y,u ululyklary ¢ykarmaly. Onun {i¢in x = 0 bahany bi-
rinji integralda goyup, y> = C, deiiligi alarys. Bu yerden y = \/a
bolar. Ikinji integral ln\/g1 — C, = C, gorniisde yazylar. Bu denlikde
C, we C, li¢in tapylan alatmalaryfi ¢ep boleklerini goyup,

Inyy* —x* =y +x*=lny—u ya-da
u=Iny—Iny/y —x* +y*—x?
garalyan deiileménin anyk gorniisdiki ¢oziiwini alarys.
6-njy mysal.

au _
oz

u 220U

xyg—l—x < ay + ¥z

deiileméni ¢ozmeli.
Coziilisi. Garalyan defileme ii¢in simmetrik sistema
dx _ dy _ dz
xy  x’z2 %2

gornilisde yazylyar.
Bu yerden gatnasyklaryn jiibiitini alarys:
dx _ dZ geglemini 49X = 92 gornilisde yazarys. Munuil umumy

Xy 2 xy
¢Ozliwini x = ¢,z gérniigde taparys. % = ¢, simmetrik sistemanyi birinji

integraly bolar. Simmetrik sistemanyn birinji integralynyn ikinjisini
tapmak ti¢in

a _a a4,  ka+ka+.. +ka,

b, b, T b, kb +kb,+..+kb,

n

formulany ulanarys. Bu yerde & ....,k, — erkin koeffisiyentler.
Simmetrik sistemanyn birinji drobunyn sanawjysyny we may-

dalawjysyny z-e, liclinjisini x-e kopeldip, olarynl sanawjylaryny we

maydalawjylaryny gosup, alnan jemi ikinji droba denlép,

zdx + xdz _ _dy
w0y +xyz2 x*7

gornilisde denlemini alarys. Sofira xz-e gysgaldarys.
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Detileméni

dxz) _dy _
oy =z va-da (xz)d(xz) = 2ydy
gornilisde yazarys hem-de ony integrirlép,
2 2
By ic, yada B2y

deiilige geleris. Bu birinji integralyn ikinjisi.

Tapylan birinji integrallaryii bagly déldiklerini anyklamany Yako-

bian kesgitleyjisi arkaly derndris. Garalyan denleminin ¢oziiwleri

(x2)*
2

integrallaryn ¢cep bolekleri:

u=q@ = %,u =@ = —y2 gorniislerde bolar. Bular birinji

00 |

dx dy |— 7 0 :_Q¢O‘
99,90 | |xz, — 2y ¢

dx dy

Diymek, tapylan birinji integrallar bagly dél eken. Onda denilleménini
umumy ¢oziiwi
2.2
— QX X< _ 2
‘= qj( 22 7 )
gorniisde tapylar, bu yerde @ — erkin differensirlenyéin funksiya.
7-nji mysal.
ou  \,, 0u _
Xllg +yuay = Xy
defileménin ¢ézliwini tapmaly.
Coziilisi. Garalyan kwazigyzykly denllemedir. Onuni simmetrik
sistemasyny

dx _dy _du

XU oyu Xy

gorniisde yazarys.
Sistemanyn detilemelerini
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dv _dy dy _du
xu oyu'yu o xy

gorniislerde alarys.

Birinji denlemaénin iki bolegini u-a kdpeldip, % = % denleméni

alarys. Munuii ¢oziiwi = = C, gérniisde tapylar. Ikinji defilemede
x-ift ornuna C y-i yazyp, gi; = Cfl 5 gornisli defileméni alarys. %-e

gysgaldarys.OndaudMZClydybolar Muny integrirlip, u* = C,y* + C,
gorniigdéki funksiyany alarys. Bu yerde C-ii bahasyny goyup,
u* =xy+C, ya-da u*—xy=C, gomniisli ¢oziiwi alarys. Onda
garalyan denileméniit umumy ¢oziiwi

(D(%,uz — xy) =0

gorniisde bolar.
8-nji mysal.

u ou

9 —xya = 2xu

u

kwazigyzykly deiilemdnin x + y = 2, yu = 1 egriden gecyén integral
iistlini tapmaly.
Coziilisi. Garalyan denilema degisli simmetrik sistemany

dx _ dy _ du
u —Xxy  2xu

gorniisde yazarys.
Bu yerden dx = % denleménin iki bolegini % kopeldija

gysgaldyp, 2xdx = du defllemi geleris. Munuit ¢oziiwi x* = u + C,

dx

ya-da x> — u = C,. Bu birinji integralyf biri. e D denillemini

birinji integraly peydalanyp, dx__ _ _d;)y gorniisde yazarys.

x*—C,
Uytgeyin ululyklaryny ayyl-sayyl edip, onuii ¢dziiwini
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%ln(x2 —C)+Iny =1InC,

gornlisde taparys. Muny potensirlép, yx/? —C =C, vyada
wWu = C, gornilisde yazarys. Bu ikinji integral. Onda garalyan
denleméanin umumy ¢oziiwi O(?* —u, y\/; ) = 0 gorniisde bolar. Indi
deiilleménin berlen serti kanagatlandyryan ¢ézliwini tapmaly. Onunl
icin

x+y=2yu=1x*-u=Cy/u=C, (1,

denliklerden x,y,u ululyklary ¢ykaralyi. Bu yerden y = 2 — x,u =

1
bahalary (1,) belgileménin sonky aflatmalarynda goyup, J

2 1 1
X —j:Cl,(Z—x) m:CZ (21)

denlikleri alarys.
Sotiky deiiligifi iki bolegini kwadrata géterip, 2 — x = C; deiilige ge-
leris. Bu yerden x = 2 — C; bahany (2))-déki afilatmalaryn birinji-
sinde goysak, onda (2 — C3)* — é = (), deilik alnar. (1))
2

belgilemedéki C, we C, ululyklara degisli anlatmalary sofiky defilige
goyup,

(2 —y*u)? — +x2 —u ya-da

yu
Yul(2 —y*u)’ —x*+ul=1

gorniisde gozlenilyan ¢oziiwi alarys.
Goniikmeler

u _ou _
1. (x+2y)ax Y ox 0
deiilleménin umumy ¢ézliwini tapmaly.

Jogaby: u = O(xy + y?).
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2. (x—2ey)%—ﬂ: 0,u(x,0) =x
dx dy
meselédni ¢ozmeli.

Jogaby: u = xe’ —e* + 1.

ou , ,ou _ _
3. yax +X8y = 0,u(0,y) =2y

meseldni ¢ozmeli.
Jogaby: u =/ x* — y*.

4. cosy@ + cosx I = cosx- cosy

ox ay
denleméni ¢6zmeli.

Jogaby: u = siny + F (sinx — siny).

ou  OuU _ o\
5. Yo +x 3y xX—=y
defileméniii umumy ¢6ziiwini tapmaly.

Jogaby: O(x* =y’ ,x —y+u) =0

6. 2«/;836 yay 0,u=y,x=1.

meseldnin ¢oziiwini tapmaly.

Jogaby: u = y*e*'* 2.
ou _ ,ou _
7. Xox Y dy 0

denleménin u = y*, x = 1 egriden ge¢yén integral Uistiini tapmaly.
Jogaby: u=x*y.

u o _
8. yuax yay

denleminin u = x?, y = 1 baslangyc¢ serti kanagatlandyryan ¢oziiwini

tapmaly.

2
Jogaby: u = x_2
y
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9. u ou =0

Xg + I/la—y =
denileminin u = —y, x = 1 serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
C Y
Jogaby: u = a1
u, ou _
10. X ox +Yy dy 2u

denileménin u = y, x = 1 baslangy¢ serti kanagatlandyryan ¢ozliwini
tapmaly:.

Jogaby: u=xy.
ou _ Qu _
11. u(x + u) o y(y + u) 9y - 0
defileménii u = /y,x = 1 serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.

Jogaby: u* = xy.

u _ o _
12. xax yay u

denleménin y = x, u = x* egriden gec¢yén ¢oziiwini tapmaly.
Jogaby: u = x%.

ou _H,ou _ .2 2 _ .2
13. xBx 2yax—x +y,y=1lLu=x

meselanin ¢oziiwini tapmaly.
Jogaby: 2x*(y + 1) = y* + 4u — 1

u ou _ — ) =
14. xax+yzaz—0,u_x,z—l

meselanin ¢oziiwini tapmaly.

Jogaby: u = x?y
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qu , Ou , du _
15. x8x+y8y+zaz 0

denleménin u = %, y* + 7> = 2 baslangyg serti kanagatlandyryan
¢ozliwini tapmaly.
2, .2

y +z
%2

Jogaby: u(x,y,z) =
16. uﬂ+(u2—x2)ﬂ+x20y:x2u=2x

9x ay ’ ’
meseldnin ¢oziiwini tapmaly.

Jogaby: X2+ ut=50u— y).
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Bessel (1784—1846) — nemes matematigi.

Bellman R. (1920-1984) — amerikan matematigi.
Bernulli J. (1667-1748) — sweysar matematigi.
Bihari — wenger matematigi.

Cebysew P.L. (1821-1894) — rus matematigi.
Dalamber Z. (1717—-1783) — fransuz matematigi.
Eyler L. (1707-1783) — Sweysariyada doglan matematik.
Grin J. (1793—-1841) — inlis matematigi.

Gronuoll T.— amerikan matematigi.

Kosi O. (1789-1857) — fransuz matematigi.

Kramer G. (1704-1752) — sweysar matematigi.
Klero A K. (1713-1765) — fransuz matematigi.
Lezandr A. (1752-1833) — fransuz matematigi.
Leybnis G. (1646—1716) — nemes matematigi.
Lagranz Z. (1789-1857) — fransuz matematigi.
Lipsis R. (1832-1903) — nemes matematigi.

Liuwill Z. (1809—1882) — fransuz matematigi.
Lyapunow A.M. (1857-1918) — rus matematigi.
Nyuton (1643—1727) — inlis matematigi.

Osgud — amerikan matematigi.

Ostrogradskiy M.W. (1801-1862) — rus matematigi.
Pikar S. (1856—1941) — fransuz matematigi.
Puankare Z. (1854—1912) — fransuz matematigi.
Pifagor S. (b.e.6m. 570-500) — gadymy grek matematigi.
Rikkati Y.F. (1676—1754) — italyan matematigi.
Sturm Z. (1803—1856) — fransuz matematigi.
Wandermond A. (1735-1796) — fransuz matematigi.
Weyerstrass K. (1815-1897) — nemes matematigi.
Wronskiy G. (1776-1853) — polyak matematigi.
Yakobi K. (1804—1851) — nemes matematigi.
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