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türkmenistanyň dÖwlet tugrasy

türkmenistanyň dÖwlet baýdagy



TÜRKMENISTANYŇ
DÖWLET SENASY

Janym gurban saňa, erkana ýurdum,
Mert pederleň ruhy bardyr köňülde.
Bitarap, garaşsyz topragyň nurdur,
Baýdagyň belentdir dünýäň öňünde.

Gaýtalama:
Halkyň guran Baky beýik binasy,
Berkarar döwletim, jigerim-janym.
Başlaryň täji sen, diller senasy,
Dünýä dursun, sen dur, Türkmenistanym!

Gardaşdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir biziň ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller döş gerip gorar şanymyz.

Gaýtalama:
Halkyň guran Baky beýik binasy,
Berkarar döwletim, jigerim-janym.
Başlaryň täji sen, diller senasy,
Dünýä dursun, sen dur, Türkmenistanym!



7

SÖZBAŞY

Türkmenistanyň Prezidenti hormatly Gurbanguly Berdimuhamedow 
Berkarar döwletimiziň bagtyýarlyk döwründe ýurdumyzyň ykdy-
sadyýetini dünýä ülňüleriniň derejesinde döwrebap kämilleşdirmäge 
gönükdirilen düýpli özgertmeleri giňden ýaýbaňlandyrdy. Bu wa-
jyp wezipäni amal etmegiň esasy çözgüdini hormatly Prezidentimiz 
dünýäniň iň öňdebaryjy tehnikalaryny we innowasion tehnologiýa-
laryny ýurdumyzyň ykdysadyýetine düýpli ornaşdyryp, özgertmele-
ri ylmy esasda alyp barmakda görýär. Bu işleriň uly rowaçlyk bilen 
öňe gitmeginde ylmyň ähli ugurlary bilen deň hatarda matematikanyň 
hem öz mynasyp orny bar. Ol ykdysady özgertmeleriň matematiki 
model lerini işläp düzmekde uly ähmiýete eýedir.

Differensial deňlemeler okuw meýilnamasy boýunça öwrenilýän 
esasy dersiň biridir. Bu dersi öwrenmek üçin her bir talyp matematiki 
analiz, algebra hem-de analitik geometriýa derslerinde geçilen mate-
riallary bilmelidir.

Differensial deňlemeler wariasion hasaplamalarda, optimal do-
landyrmalarda, nazary mehanikada giňden ulanylýar. Fizikanyň, 
tehnikanyň, himiýanyň, biologiýanyň, ykdysadyýetiň we lukmançylygyň 
ençeme meseleleri differensial deňlemeleri çözmeklige getirilýär.

Differensial deňlemeler öwrenilip başlaly bäri iki asyrdan 
gowrak wagt geçdi. Wagtyň geçmegi bilen olaryň nazaryýeti ösdi. 
Bu ugurda saldamly ylmy netijeler alyndy. Differensial deňlemeler 
nazaryýetiniň ösmeginde rus alymlarynyň uly goşandy bardyr. Ozalky 
SSSR YA-synyň akademikleri I.G. Petrowskiý, L.S. Pontrýagin, 
M.A. Lawrentew, A.N. Tihonow, M.W. Keldyş we başgalar özleriniň 
nazaryýetlerini döretdiler. Bu alymlar differensial deňlemeler nazary



8

ýetini ösdürmek bilen çäklenmän, alymlary taýýarlamakdada uly 
işler bitirdiler.

Differensial deňlemeler nazaryýeti boýunça Garaşsyz, baky Bita-
rap Türkmenistanda hem uly işler alnyp barylýar. Türkmen alymlary 
tarapyndan bu ugurda köp sanly ylmy makalalar we monografiýa-
lar çap edildi. Berkarar döwletimiziň bagtyýarlyk döwürde türkmen 
alymlary ýokary okuw mekdepleri üçin döwrüň talaplaryna laýyk 
gel ýän milli dilde täze okuw kitaplaryny we gollanmalaryny ýazmak 
ýaly işleri amala aşyrýarlar.

Okuw kitaby sekiz bapdan ybarat. Birinji bapda birinji tertipli 
ady differensial deňlemeleri çözmekligiň usullary getirilýär. Çözüwiň 
barlyk we ýeke-täklik teoremasynyň subudy berilýär. Integral 
deňsizlikler arkaly çözüwleriň häsiýetleri öwrenilýär.

Ikinji bapda önüme görä çözülmedik deňlemelere garalýar we 
olary çözmekligiň usullary berilýär.

Üçünji bapda ýokary tertipli ady differensial deňlemeler 
nazaryýetiniň esaslary beýan edilýär, umumy görnüşdäki deňlemä we 
onuň tertiplerini kemeldip bolýan görnüşlerine garalýar.

Dördünji bapda üýtgeýän we hemişelik koeffisiýentli çyzykly 
deňlemeler öwrenilýär. Olary çözmekligiň usullary beýan edilýär.

Bäşinji bapda ikinji tertipli çyzykly deňlemeler nazaryýetiniň 
käbir meselelerine garalýar. Deňlemeleriň ikiagzaly görnüşe getiriliş 
usullary, çözüwleriň nollary baradaky teoremalar, gyra meselesi üçin 
Grin funksiýasy beýan edilýär.

Altynjy bapda birinji tertipli differensial deňlemeler sistemasynyň 
çözüwiniň barlygy we ýeke-täkligi baradaky teorema berilýär 
we sistemanyň çözüwiniň häsiýetleri integral deňsizlikler arkaly 
derňelýär. Üýtgeýän we hemişelik koeffisiýentli çyzykly sistemalary 
çözmekligiň usullary beýan edilýär.

Ỳedinji bapda sistemanyň çözüwiniň durnuklylygynyň 
derňelişiniň usullaryna garalýar. Wagta bagly bolmadyk iki deňlemeli 
sistemanyň çözüwiniň (traýektoriýasynyň) asuda nokadynyň 
etrabyndaky ýagdaýy öwrenilýär.



Sekizinji bapda birinji tertipli hususy önümli differensial 
deňlemeler öwrenilýär hem-de olary çözmekligiň usullary berilýär.

Kitapda beýan edilen nazary materiallar degişli mysallar we me-
seleler bilen berkidilýär hem-de özbaşdak çözmek üçin gönükmeler 
hödürlenilýär.
Okuw kitaby ýokary okuw mekdepleriniň fizika we matematika 
fakultetleriniň talyplaryna niýetlenendir. Ondan beýleki ýokary 
okuw mekdepleriniň talyplary hem peýdalanyp bilerler.
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I  bap

ÖNÜME GÖRÄ ÇÖZÜLEN DEŇLEMELER

§1. Esasy düşünjeler we kesgitlemeler

Differensial deňlemä getirilýän meselä matematiki analiz der-
sinde duş gelindi. Ol funksiýanyň berlen önümi boýunça onuň özüni 
tapmak meselesi. Ol meselede durup geçeliň.

Goý, f (x) käbir y = y (x) funksiýanyň önümi bolsun. Meseläniň 
şertine görä y (x) gözlenilýän funksiýa. Onda

    ( )
dx
dy

f x=              (1)

bolar. Bu gatnaşyga differensial deňleme diýilýär. Ol differensial 
deňlemäniň ýönekeý görnüşidir. Gözlenilýän y funksiýany tapmak 
üçin (1) deňlemäni

dy = f (x)dx

görnüşde ýazalyň. Bu deňligiň iki böleginden hem integral alsak,

   ( )y f x dx C= +#                        (2)

bolar, bu ýerde C- erkin hemişelik san. (2) funksiýany (1) deňlemede  
y-iň ornunda goýsak, onda f(x) ≡ f(x) toždestwony alarys. Şeýle 
ýagdaýda (2) funksiýa (1) deňlemäni kanagatlandyrýar diýilýär. Ol 
funksiýa (1) deňlemäniň çözüwi diýilýär. Görnüşi ýaly, (2) funksiýa 
çözüwleriň tükeniksiz köplügini düzýär, sebäbi ol erkin hemişelik sany 
özünde saklaýar. Bu çözüwe (1) deňlemäniň umumy çözüwi diýil-
ýär. Eger C-e kesgitli san bahalary bersek, onda (1) deňlemäniň dürli 
çözüwlerini alarys. Ol çözüwlere (1) deňlemäniň hususy çözüwleri 
diýilýär.
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Differensial deňlemeler iki topara bölünýär. Olaryň biri ady dif-
ferensial deňlemeler, beýlekisi hususy önümli differensial deňlemeler. 
Eger differensial deňlemede gözlenilýän funksiýa bir argumentli bol-
sa, onda oňa ady differensial deňleme diýilýär.

Eger differensial deňlemede gözlenilýän funksiýa köp argument-
li bolsa, onda oňa hususy önümli differensial deňleme diýilýär.

Differensial deňlemäniň tertibi ol deňlemedäki gözlenilýän 
funksiýanyň önümleriniň  iň uly tertibi bilen kesgitlenýär.

Indi ýokarda aýdylan düşünjelere takyk kesgitlemeleri bereliň.
Bagly däl üýtgeýän ululygy, gözlenilýän funksiýany we onuň 

önümini özünde saklaýan deňlemä differensial deňleme diýilýär.
Birinji tertipli ady differensial deňleme umumy görnüşde 

   , ( ),
( )

0F x y x
dx

dy x
=; E                                   (3)

deňlik bilen berilýär, bu ýerde x–bagly däl üýtgeýän ululyk, y –
gözlenil ýän funksiýa, y

dx
dy

=l  – gözlenilýän funksiýanyň önümi, F–berlen

funksiýa. (3) deňlemä yl-e görä çözülmedik deňleme diýilýär.

   ( )
, ( )

dx
dy x

f x y x= 6 @                                       (4)

görnüşde berlen deňlemä yl-e görä çözülen deňleme diýilýär.
Goý, f (x, y) funksiýa D oblastda berlen bolsun.
Eger käbir (a,b) interwalda ( )y x{=  differensirlenýän funksiýa 

1) ( , ( )) , ( , );x x D x a b{ e e

2) ( )
, ( ) , ( , )

dx
d x

f x x x a b
{

{ e= 6 @

şertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda ( )y x{=  funksiýa (4) 
deňlemäniň (a, b) interwaldaky çözüwi diýilýär.

Ýokarda differensial deňlemäniň hususy haly üçin tapylan (2) 
çözüwde hemişelik C sanyň bardygyny gördük. Oňa görä-de differen-
sial deňlemäniň (1) görnüşde berlen ýagdaýy üçin umumy çözüwiniň 
düzüminde C hemişelik sanyň bolmalydygyny görýäris.
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Goý,

    ( , )y x C{=                                        (5)

funksiýa x boýunça differensirlenýän bolsun, bu ýerde C – erkin 
hemişelik. Eger ( , )x y D6 e  nokat üçin (5) deňleme C-e görä çözül-
ýän bolsa, ýagny

   ( , ), ( , )C x y x y Dz e=                        (6)

we (5) funksiýa C-niň kesgitli bahasynda (4) deňlemäniň çözüwi bol-
sa, onda (5) funksiýa (4) deňlemäniň umumy çözüwi diýilýär.

Eger (4) differensial deňlemäniň umumy çözüwi anyk däl, ýagny   
( , , )x y C 0U =  görnüşde tapylan bolsa, onda oňa (4) deňlemäniň umu-

my integraly diýilýär.
Umumy çözüwden C sanyň her bir kesgitli bahasy üçin alnan 

çözüwe differensial deňlemäniň hususy çözüwi diýilýär.
Çözüwiň grafigine integral egri diýilýär. Differensial deňlemäniň 

çözüwini tapmak ýörelgesine differensial deňlemäni integrirleme 
diýilýär.

Differensial deňlemeler nazaryýetinde Koşi meselesini öwren-
meklik esasy orun tutýar. Şoňa görä-de birinji tertipli differensial 
deňleme üçin Koşi meselesini kesgitläliň.

Differensial deňlemäniň

                           y (x0) = y0             (7)

şerti kanagatlandyrýan ( )y x{=  çözüwini tapmaklyk meselesine 
Koşi meselesi diýilýär. (7) deňlige başlangyç şert, x0 we y0 sanlara 
bolsa başlangyç bahalar diýilýär. Başgaça aýdylanda, Koşi meselesi 
berlen deňlemäniň berlen M (x0, y0) nokatdan geçýän integral egrisi-
ni tapmak meselesidir. Şeýlelikde, (4) deňlemäniň (7) şerti kanagat-
landyrýan çözüwini tapmak üçin C hemişeligiň

( , )y x C0{=0

deňlemeden kesgitlenen bahasyny ( , )y x C{=  umumy çözüwde ýe-
rinde goýmaly.
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1-nji mysal.
cos

dx
dy

x=

deňlemä garalyň.
Deňlemäni dy = cos xdx görnüşde ýazalyň. Bu deňligiň iki böle-

gini hem integrirläp, berlen deňlemäniň y = sinx + C umumy çözüwini 
alarys.

Goý, y(0) = 1 başlangyç şerti kanagatlandyrýan çözüwini tap-
mak talap edilýän bolsun. Onda umumy çözüwde başlangyç bahalary 
goýup, 1 = sin 0 + C aňlatmany alarys. Bu ýerden C = 1, y = sin x + 1 funk-
siýa garalýan deňlemäniň berlen başlangyç şerti kanagatlandyrýan 
çözüwi bolar.

Egriler maşgalasynyň deňlemesi boýunça differensial deň-
lemäni düzmek bolar. Hakykatdan-da, goý, Ф (x, y, C) = 0 egriler 
maşgalasynyň deňlemesi bolsun, bu ýerde Ф differensirlenýän funk-
siýa. Berlen deňligi x boýunça differensirläp,

x y dx
dy

0$
2
2

2
2U U+ =

deňligi alarys. Eger bu deňlikde C san bolmasa, onda ol gözlenilýän 
differensial deňleme bolar.

Eger ol deňlikde C san bolsa, onda ýokardaky iki deňlikden C 
sany (parametri) çykaryp, berlen egriler maşgalasynyň deňlemesi 
üçin F(x, y, y') = 0 differensial deňlemäni alarys.

2-nji mysal. y = Cex egriler maşgalasy üçin differensial deňleme 
düzmeli.

Berlen funksiýany x boýunça differensirläp, y' = Cex deňligi 
alarys. Bu deňlikden C sany çykaryp, önüme görä çözülen y' = y 
deňlemäni alarys.

3-nji mysal. y = sin(x + C) egriler maşgalasy üçin differensial 
deňlemäni düzmeli.

Berlen funksiýany x boýunça differensirläp, y' = cos(x + C) 
deňligi alarys. Bu ýerden y2 + y'2 = 1 differensial deňlemäni alarys. Bu 
önüme görä çözülmedik deňlemedir.

4-nji mysal. x2 + Cy2 = 2y egriler maşgalasy üçin differensial 
deňleme düzmeli.
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Berlen funksiýany x boýunça differensirläp, 2x + 2Cyy' = 2y' 
deňligi alarys. Bu ýerden C-ni tapyp we berlen egriler maşgalasynyň 
deňlemesinde goýup, önüme göra çözülmedik x2y' – xy = yy' differen-
sial deňlemäni alarys.

Indi differensial deňlemelere getirilýän geometrik we fiziki me-
selelere garalyň.

1-nji mesele. Galtaşýanyň koordinatalar oklary arasynda çäkle-
nen kesimi galtaşma nokadynda deň ikä bölünýän egrileri tapmaly.

Çözülişi. Goý, y = y(x) gözlenilýän egriniň deňlemesi, M 
(x,y) – gözlenilýän egriniň erkin galtaşma nokady, |AB| – galtaşýanyň 
oklar arasyndaky kesimi bolsun. Şerte görä |BM| = |MA|.

OBA üçburçlukdan alarys:

tg
OA

OB
a=

Bu ýerde |OB| = 2y, |OA| = 2x, tga = – tgb  = – y'. Diýmek, 
x
y

y=- l

. Bu deňlik differensial deňlemedir. Ony

dx
dy

x
y

=-

ýa-da

y
dy

x
dx=-
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görnüşde ýazalyň. Soňky deňligiň iki bölegini hem integrirläp, xy = C 
deňligi alarys. Gözlenilýän egrileriň deňlemesi tapyldy. Meseläniň 
şertini deňtaraply giperbolalaryň köplügi kanagatlandyrýan eken.

2-nji mesele. Tamdyrdan çykarylan çörek 10 minutda 100 gra-
dusdan 60 gradusa çenli sowady. Howanyň temperaturasy 20 gradus. 
Näçe wagtdan soň çöregiň temperaturasy 25 gradusa çenli sowar?

Çözülişi. Çöregiň sowama tizligi çörek bilen howanyň 
temperaturalarynýň tapawudyna proporsionaldyr. Nýutonyň kanuny-
na laýyklykda, ýagny

        ( ) .
dt
dT k T T1= -                         (8)

Bu ýerde T – çöregiň temperaturasy, k – proporsionallyk koeffi-
siýenti, T1 – howanyň temperaturasy, 

dt
dT  – sowama tizligi, t – wagt.

Ýokardaky deňlik differensial deňlemedir. Ol deňlemäni

T T
dT kdt

1-
=

görnüşde ýazalyň. Bu deňligi integrirläp, alarys:

ln|T– T1| = kt + lnC,

bu ýerden
             T = T1 + Cekt                        (9)

(8) deňlemäniň umumy çözüwi tapyldy. Meseläniň şertine görä t = 0 mi-
nutda çöregiň temperaturasy T = 100 gradus, ýagny T (0) = 100. Bu 
başlangyç şertden peýdalanyp, (9) çözüwden C-niň bahasyny tapalyň: 
C = (100 – 20)e–0.k = 80.
C-niň tapylan bahasyny (9) deňlikde goýup,

         T = 20 + 80ekt                      (10)

deňligi alarys.
Meseläniň şertine görä t = 10 minutda çöregiň temperaturasy 

T = 60 gradusa geldi, ýagny T (10) = 60. Bu bahalary (10) deňlikde 
goýup,

60 = 20 + 80e10 .k
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deňligi alarys, bu ýerden
-

2 .ek 10
1

=

ek-nyň bahasyny (10)-da goýup, 

20 80 2 ,T
t
10$= +

-

deňligi alarys. Soňky deňlikde T = 25 bolanda, t-niň bahasyny tapalyň.

5 80 2 , 40.t
t
10

$= =
-

Diýmek, tamdyrdan çykarylan çöregiň 100 gradusdan 25 gradu-
sa çenli sowamagy üçin 40 minut wagt gerek eken.

§2. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen deňlemeler

Eger önüme görä çözülen deňleme

       P(x)dx + Q(y)dy = 0            (1)

görnüşde berlen bolsa, onda oňa üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen 
deňleme diýilýär. Bu ýerden görnüşi ýaly dx-iň koeffisiýenti diňe x-e 
görä, dy-iň koeffisiýenti diňe y-e görä funksiýa. P(x) (a, b) interwalda, 
Q(y) bolsa (c,d) interwalda üznüksiz funksiýalar. (1) deňligi integ rirläp,

          ( ) ( )P x dx Q y dy C+ =# #             (2)

deňligi alarys. Bu (1) deňlemäniň umumy integraly bolar. (2) deňligi

          ( ) ( )P x dx Q y dy C

x

x

y

y

0 0

+ =# #             (3)

görnüşde ýazmak hem bolar.
(1) deňlemäniň y(x0) = y0 başlangyç şerti kanagatlandyrýan çözüwi

( ) ( )

( ( ) , ( ) )

P x dx Q y dy

P x Q y

0

0 0
x

x

y

y

0

0

! !

+ =

0

0

# #
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formula bilen kesgitlenýär. Koşi meselesini çözmek üçin (2) formu-
lany hem peýdalanmak bolar. Onuň üçin integrallary tapyp, x-iň ornu-
na x0 - y, y-iň ornuna y0 - y goýup, C = C0 bahany kesgitlemeli we ony 
tapylan umumy integralda goýmaly.

Indi

       P1(x)P2(y)dx + Q1(x)Q2(y)dy = 0                       (4)

deňlemä garalyň, bu ýerde P1, P2, Q1, Q2 üznüksiz funksiýalar.

Deňlemäniň iki bölegini hem 
( ) ( )Q x P y
1

1 2

-e köpeldip,

( )
( )

( )
( )

,

( ) ( )
Q x
P x

dx
P y
Q y

dy

Q x P y

0

0
2

1 2 !

+ =
1

1 2

(1) görnüşli deňlemäni alarys. Soňra integrirläp,

( )
( )

( )
( )

Q x
P x

dx
P y
Q y

dy C1 + =
1 2

2# #
deňligi alarys. Bu deňlik garalýan deňlemäniň umumy integraly bo-
lar. (4) deňlemäniň hususy görnüşleri bolan

  ( ),
dx
dy

y{=   ( ) ( )
dx
dy

f x y{=

deňlemeleriň üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl edip, görkezilen usul 
bilen olaryň umumy integrallaryny tapmak bolar.

Indi üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen deňlemelere getiril-
ýän deňlemelere garalyň. Goý,

( )
dx
dy

f ax by= +

deňleme berlen bolsun, bu ýerde a we b hemişelik sanlar. ax + by = u(x) 
belgilemäni girizeliň. Onda

dx
du a b

dx
dy

$= +

bolar. Berlen deňleme

b dx
du

b
a f u1 $ - = ^ h

2. Sargyt № 901
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görnüşi alar. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl etsek, onda

( )bf u a
du dx
+

=

bolar. Bu ýerden 

( )bf u a
du x C
+

= +#
Integral tapylandan soň u-nyň ornuna ax + by-i goýup, garalýan deňle-
mäniň umumy integralyny alarys. Eger deňleme

dx
dy

f ax by C= + +^ h

görnüşde berlen bolsa, onda ony ax + by + C = u belgilemäni girizip, 
üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen deňlemä getirmek bolar.

1-nji mysal. (1 + y2)dx + (1 + x2)dy = 0 deňlemäni çözmeli. 

Çözülişi. Deňlemäniň iki bölegini hem 
( )( )y x1 1

1
2 2

+ +
 aňlatma 

köpeldip, 

( )x

dx

y

dy

1 1
0

2 2
+

+
+

=
^ h

deňlemäni alarys. Bu ýerden

( )
.

x

dx

y

dy
C

1 12 2
+

+
+

=
^ h

# #

Deňlemäniň umumy integraly

arctg x + arctg y = C

görnüşde bolar. Eger C sanyň ýerine arctgC sany alsak, onda umumy 
integral ýönekeýleşýär. Hakykatdan-da,

arctg x + arctg y = arctg C.

ýada 

arctg y = arctg C – arctg x

deňligi alarys.
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Bu ýerden 
tg(arctg y) = tg(arctg C – arctg x),

1 ( )

( )

tg arctg tg arctg

tg arctg tg arctg
y

C x

C x

$
=

+

-
^

^
h

h

ýada
y

Cx
C x
1

=
+
-

Bu funksiýa berlen deňlemäniň umumy çözüwidir.

2-nji mysal. sin ln
dx
dy

x y y=

deňlemäniň y
2

1r =` j  başlangyç şerti kanagatlandyrýan çözüwini 
tapmaly.

Çözülişi. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edeliň:

ln siny y
dy

x
dx= .

Indi deňligiň iki bölegini hem integrirläliň:

,

,

ln sin

ln ln ln lntg

y y
dy

x
dx C

y x C
2

= +

= +

# #

 ln tgy C x
2

$=   ýa-da  y e tgC x
2=

$ .

Şeýlelikde, deňlemäniň umumy çözüwi alyndy. Berlen başlangyç 
şerti kanagatlandyrýan çözüwi tapmak üçin, umumy çözüwde

x
2
r= ,   y = 1 bahalary goýup, e1 tgC

4=
$ r

 deňligi alarys.

Bu ýerden C = 0. Umumy çözüwde C = 0 bahany goýup, talap edilýän 
çözüwi alýarys. Ol çözüw y = 1. Bu çözüw berlen deňlemäniň hususy 
çözüwidir.

3-nji mysal. ( )cos
dx
dy

y x= -  deňlemäni çözmeli.

Çözülişi. y – x = u belgilemäni girizeliň. Onda

, .
dx
du

dx
dy

dx
dy

dx
du1 1= - = +
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Berlen deňleme

 cos
dx
du u1+ =  ýa-da  

cosu
dy

dx
1

-
-

=

görnüşi alýar. Bu ýerden

, .
cos

ctg
u

du dx C u x C
1 2

-
-

= + = +# #

Soňky deňlikde u-ny y –x bilen çalşyryp, ctg y x
x C

2
-

= +  berlen 
deňlemäniň umumy integralyny alarys.

Mesele. Galtaşma astynyň uzynlygy hemişelik a sana deň bolan 
egrileri tapmaly.

Çözülişi. Şerte görä |AB| = a. MAB üçburçlukdan tga
AB

MA
=  deňligi

alarys. Matematiki analiz dersinden tga
dx
dy

=- . Onda 
dx
dy

a
y

=- .

Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip, ony 
y
dy

a
dx=-  görnüşde ýazalyň. 

Bu ýerden

,ln lny
a
x C=- +

ýagny y Ce a
x

=
-

. Bu funksiýa garalýan deňlemäniň umumy çözüwi.
Umumy çözüwden görnüşi ýaly, gözlenilýän egri çyzyklar gör-

kezijili funksiýalaryň grafikleridir.
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§3. Birjynsly deňlemeler

         ,
dx
dy

f x y= ^ h                        (1)

deňlemä garalyň.
Eger f (x, y) nol ölçegli (derejeli) birjynsly funksiýa, ýagny islen-

dik t ≠ 0 üçin f (tx, ty) = f (x, y) şerti kanagatlandyrýan bolsa, onda 
(1) deňlemä birjynsly deňleme diýilýär.

Goý, t
x
1= , onda , ,f x y f

x
y

1=^ `h j bolar. (1) deňleme

        ,
dx
dy

f
x
y

1= ` j                        (2)

görnüşi alýar. 
x
y

u=  belgilemäni girizeliň. Onda

    y = ux                         (3)

bolar. Bu ýerde u = u(x) gözlAenilýän funksiýa. (3) deňligi x-e görä 
differensirläp,

        
dx
dy

dx
du x u$= +                         (4)

deňligi alarys. (3) we (4) deňlikleri peýdalansak, onda (2) deňleme

,
dx
du x u f u1$ + = ^ h

görnüşe gelýär. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edeliň:

,
, , .

f u u
du

x
dx f u u

1
1 0!

-
= -

^
^

h
h

Bu deňligi integrirläp,

,
ln

f u u
du x C

1 -
= +

^ h
#

deňligi alýarys. Soňky deňlikde integral tapylandan soň, u-nyň ornu-
na 

x
y -i goýup, (1) deňlemäniň umumy integralyny alarys. Eger 

f(1,u) – u = 0 bolsa, onda bu deňlemäniň u = ui köklerini tapýarys.   
yi = uix funksiýalar (1) deňlemäniň çözüwleri bolar.
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Indi

   M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0                       (5)

umumy deňlemä garalyň, bu ýerde M(x, y) we N(x, y) ≠ 0 käbir oblast-
da üznüksiz funksiýalar.

Eger M(x, y) we N(x, y) deňderejeli birjynsly funksiýalar, ýagny

M(tx,ty) = tm . M(x, y),
N(tx,ty) = tm . N(x, y)

şertler ýerine ýetýän, bolsa, onda (5) birjynsly deňleme bolar. Sebäbi

( , )
( , )

N x y
M x y  gatnaşyk nol derejeli birjynsly funksiýa. Bu ýagdaýda (5)

deňlemäni (3) ornuna goýmanyň kömegi bilen, üýtgeýän ululyklary 
aýyl-saýyl edilen deňlemä getirmek bolar.

Mysal.

dx
dy

x y

xy2
2 2=
+

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Bu deňlemäniň sag bölegi birjynsly funksiýa, çünki

, , .f tx ty
tx ty

tx ty

x y

xy
f x y

2 2
2 2 2 2

$
=

+
=

+
=^

^ ^
^h

h h
h

Deňlemäniň umumy çözüwini tapmak üçin (3) ornuna goýmany peý-
dalansak, berlen deňleme

u x
dx
du

u

u

1

2
2+ =

+

görnüşe geler. Deňlemäniň üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl edeliň:

x
dx

u u

u du1
3

2

$=
-

+ .

Bu deňligiň iki bölegini hem integrirlesek, onda

ln lnx
u u

u du C1
3

2

=
-

+ +#
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ýa-da

ln|x| = ln|u| – ln|1 – u| – ln|1 + u| + lnC

bolar. Bu ýerden 
u

Cu x
1 2
-

=  deňligi alýarys. u-nyň ornuna 
x
y  goýup,

deňlemäniň x2 – y2 = C umumy integralyny alýarys.

§4. Birjynsly deňlemelere getirilýän deňlemeler

   
dx
dy

f
a x b y c
ax by c

1 1 1

=
+ +
+ +

c m            (1)

deňlemä garalyň, bu ýerde a,b,c, a1,b1,c1 berlen hemişelik sanlar, 
f(x) – üznüksiz funksiýa. Eger c = c1 = 0 bolsa, onda (1) birjynsly 
deňlemedir. Bu ýagdaýda (1) deňlemäni y = ux ornuna goýma bilen 
çözmek bolar.

Goý, c we c1 sanlaryň iň bolmanda biri noldan tapawutly bolsun. 
(1) deňlemäni birjynsly deňlemä getirmek üçin

    x t a

y y b

= +

= +
)              (2)

ornuna goýmany ulanalyň, bu ýerde t, u – üýtgeýän ululyklar, 
a, b  – häzirlikçe kesgitlenmedik sanlar. (2) deňlikden dx = dt, dy = du 
bolar. Seýlelikde, (1) deňleme

  
dt
du f

a t b u a b c
at bu a b c

1 1 1 1 1a b
a b

=
+ + + +
+ + + +

c m                       (3)

görnüşi alýar. Bu deňlemäniň birjynsly deňleme bolmaklygy üçin

   a b c

a b c

0

01 1 1

a b

a b

+ + =

+ + =
)              (4)

şertler ýerine ýetmelidir. Görnüşi ýaly, (4) sistema a we b  ululykla-
ra görä çyzykly deňlemeler sistemasydyr. Olaryň bahalaryny tapmak 
üçin kesgitleýji düzýäris:

.
a b

a b1 1

T =
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Iki ýagdaýa garalyň:
1) goý,

0
a b

a b1 1

!  bolsun. Onda (4) sistemanyň 1a a= , 1b b=  ýeke-täk

çözüwi bolar. Bu bahalary (3) deňlemä goýup,

dt
du f

a b u
at bu

1 1

=
+
+

c m

görnüşli birjynsly deňlemäni alarys. Bu deňlemäniň umumy inte-
gralyny tapyp, t-niň deregine x 1a- -i, u-nyň deregine y 1b- -i goýup, 
(1) deňlemäniň umumy integralyny alýarys;
2) goý,

0
a b

a b1 1

=  bolsun. Onda 
a

a

b

b1 1 m= =  bolýar.

Bu ýerden  ,a a b b1 1$ $m m= = . (1) deňlemäni

   
( )dx

dy
f

ax by c
ax by c

1m
=

+ +

+ +
c m            (5)

görnüşde ýazalyň. ax + by = z belgilemäni girizeliň. Onda

dx
dy

b
a

b dx
dz1 $=- +  bolar we (5) deňleme

dx
dz bf

z c
z c a

1m
=

+
+ +c m

görnüşe geler. Üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl edip,

bf
z c
z c a

dz dx

1m +
+ +

=
c m

deňlemäni alarys. Bu deňlemäniň umumy integralyny

bf
z c
z c a

dz x C

1m +
+ +

= +
c m

#

görnüşde alarys. Integral tapylandan soň, z-iň ornuna ax + by-i goýup, 
(5) deňlemäniň umumy integralyny almak bolar.

Indi
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   M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0                       (6)

deňlemä garalyň. Eger (6) birjynsly deňleme bolmasa, onda ony käbir 
ýagdaýlarda y z=

a ornuna goýmany ulanyp, birjynsly deňlemä getir-
mek bolar. a san alnan deňleme birjynsly bolar ýaly edilip saýlanyp 
alynýar.

1-nji mysal.

dx
dy

x y
x y

1
5

=
- -
+ -

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Bu deňlemede (2) ornuna goýmany ulanyp,

dt
du

t u
t u

1
5

a b
a b

=
- + + -
+ + + -

deňlemäni alarys. Bu deňleme üçin (4) sistema

5 0

1 0

a b

a b

+ - =

- - =
)

görnüşde bolar. Bu sistemanyň kesgitleýjisi

1 1

1 1
2 0!

-
=- .

Bu ýerden 3, 2a b= = . Berlen deňleme

dt
du

t u
t u=
-
+

görnüşli birjynsly deňlemä gelýär.
Bu deňlemede u = tz ornuna goýmany ulanalyň. Onda

,z t
dt
dz

z
z

1
1$+ =
-
+

.
z

z dz
t
dt

1

1
2
$

+

- =

Bu deňligiň iki bölegini hem integrirläliň:

,
z

z dz
t
dt C

1

1
2
$

+

- = +# #
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ln ln lnarctg z z t C
2
1 1 2$- + = +

ýa-da lnarctg z Ct z1 2
= + ,  z ululygy 

t
u  bilen çalşyrsak, onda

lnarctg
t
u C t u2 2
= +

bolar. Bu deňlikde t-niň ornuna x – 3-i, u-nyň ornuna y – 2-ni goýup,

( ) ( )lnarctg
x
y

C x y
3
2

3 22 2

-
-

= - + -

deňligi alarys. Şeýlelikde, berlen deňlemäniň umumy integralyny 
alarys.

2-nji mysal.  
dx
dy

x y
x y

3 3 1
1

=
+ -
+ +

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Bu ýerde kesgitleýji

1 1 .
3 3

0=

x + y = z ornuna goýmadan peýdalanalyň.

,
dx
dz

dx
dy

1= +

ýagny

.
dx
dy

dx
dz 1= -

Berlen deňleme 
dx
dz

z
z

3 1
4

=
-

 görnüşe gelýär. Bu deňlemäniň umumy

çözüwi lnz z x C3 4- = +  bolar. Bu ýerde z-niň ornuna x + y-i 
goýup, berlen deňlemäniň umumy integralyny

3y – x – ln|x + y| = C

görnüşde alarys.
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§5. Çyzykly deňlemeler

Eger gözlenilýän y funksiýa we onuň y' önümi deňlemede birinji 
derejeli bolsa, onda ol deňlemä çyzykly deňleme diýilýär.

Çyzykly differensial deňleme

   ( ) ( )
dx
dy

P x y Q x+ =              (1)

görnüşde berilýär, bu ýerde P(x) we Q(x) funksiýalar (a, b) interwalda 
berlen üznüksiz funksiýalar. Eger Q(x) = 0 bolsa, onda (1) deňlemeden

      ( )
dx
dy

P x y 0+ =              (2)

deňlemäni alarys.
(1) deňlemä çyzykly birjynsly däl deňleme diýilýär, (2) deňlemä 

bolsa çyzykly birjynsly deňleme diýilýär. Ilki (2) deňlemäniň umumy 
çözüwini gözläliň. Ol deňlemäniň üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl 
edip, ony

y
dy

P x dx= ^ h

görnüşde ýazarys. Bu deňligi integrirläp,

( )ln lny P x dx C=- +#
deňligi alýarys, ýagny

            , ( )y Ce c< <( )P x dx 3 3= -- #             (3)

Tapylan funksiýa (2) deňlemäniň umumy çözüwidir. Ony

( )expy C P x dx$= -` j#
görnüşde hem ýazmak bolar.

Indi (2) deňleme üçin Koşi meselesine garalyň. Başgaça aýdy-
landa, (2) deňlemäniň y(x0) = y0 başlangyç şerti kanagatlandyrýan 
çözüwini tapalyň. (3) deňlikde kesgitsiz integraly ýokarky çägi üýt-
geýän ululykly kesgitli integral bilen çalşyrmak bolar. Onda ony
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y Ce

( )P x dx
x

x

0=
- #                         (4)

görnüşde ýazarys.
Goý, x = x0 bolsun. Onda başlangyç şerti göz öňünde tutup, C = y0 bol-

ýandygyny görýäris. Ony (4) deňlikde ornuna goýup, gözlenilýän çözüwi 
alarys. Eger y (0) = 0 başlangyç şerti alsak, onda y = 0 çözüwi alarys.

Indi (1) deňlemäniň umumy çözüwini tapmaklyga geçeliň. Onuň 
üçin Lagranž usulyny (wariasiýa usulyny) ulanalyň. (3) çözüwdäki C   
hemişelik sany C(x) funksiýa bilen çalşyryp,

        ( )y C x e ( )P x dx
= - #                         (5)

funksiýany alarys. (5) funksiýa (1) deňlemäniň çözüwi bolar ýaly 
edip, C(x) funksiýany tapalyň. (5) funksiýany (1) deňlemede y-iň or-
nuna goýup,

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dx
dC x

e C x P x e P x C x e Q x( )P x dx
( )

( )
P x dx

P x dx$ - + =-
-

-
# # #

deňligi alarys, bu ýerden

( )
( ) .

dx
dC x

Q x e ( )P x dx
=

#

Soňky deňligiň iki böleginden hem integral alsak, onda

( ) ( )C x Q x e dx C( )P x dx
1= +# #

deňligi alarys. C(x)-iň bu bahasyny (5) deňlikde ornuna goýup, (1) 
deňlemäniň

  ( )y C e e Q x e dx( ) ( )P x dx P x dx
1

( )P x dx

$= +- - ## # #          (6)

umumy çözüwini alarys. Bu ýerden görnüşi ýaly, (6) çözüw (2) 
deňlemäniň umumy çözüwiniň we (1) deňlemäniň hususy çözüwiniň 
jeminden durýar. Munuň şeýledigini subut etmek üçin, (6) deňligiň 
sag böleginiň degişli goşulyjylarynyň ol deňlemelerde y-iň ornuna 
goýlanda toždestwolaryň alynýandygyna göz ýetirmek ýeterlikdir. 
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Eger y (x0) = y0 başlangyç şert berlen bolsa, onda (1) deňlemäniň bu 
şerti kanagatlandyrýan çözüwi

( )y y e e Q x e dx( )
( ) ( )

P x dx
P x dx

x

x P x dx

0 x

x

x

x

x

x

0

0

0 0$= +-
-

##
# #

görnüşde berler.
Indi (1) deňlemäniň umumy çözüwini tapmaklygyň Bernulli 

usulyny beýan edeliň. Çözüwi y = uv görnüşde gözleýäris, bu ýerde    
u(x) we v(x) täze gözlenilýän funksiýalar. Ony (1) deňlemede goýup,

( ) ( )
dx
du v

dx
dv u P x uv Q x+ + =

ýa-da

         ( ) ( )
dx
du v

dx
dv P x v u Q x+ + +` j             (7)

deňlemäni alýarys. u-nyň koeffisiýenti nola öwrüler ýaly edip, v-niň 
bahasyny tapalyň, ýagny v–ni

( )
dx
dv P x v 0+ =

deňlemeden tapalyň. Bu birjynsly deňlemäniň umumy çözüwi

         v Ce ( )P x dx
= - #                        (8)

görnüşde bolar. (8) funksiýany (7) deňlikde goýup,

( )
dx
du Ce Q x( )P x dx

=- #

deňlemäni alarys, bu ýerden

( )Cdu Q x e dx( )P x dx
=

# .

Soňky deňligiň iki bölegini hem integrirläp,

( )u
C

Q x e dx C1 ( )P x dx
1= +` j# #

funksiýany taparys. Onda
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( )y uv C e e Q x e dx( ) ( ) ( )P x dx P x dx P x dx
1 $= = +- - ## # #

bolar.
Bu bolsa (1) deňlemäniň umumy çözüwidir.
Mysal. 

sin
dx
dy

y x ecosx+ =

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Berlen deňlemäniň umumy çözüwini tapmak üçin

sin
dx
dy

y x 0+ =

birjynsly deňlemäniň çözüwini tapalyň. Bu deňlemäniň üýtgeýän 
ululyklaryny aýyl-saýyl edeliň:

.sin
y
dy

xdx=-

Soňky deňligi integrirläp,

ln|y| = cos x + lnC

deňligi alarys. Bu ýerden y = Cecosx bolar.
Berlen deňlemäniň çözüwini

         ( )y C x ecosx=                         (9)

görnüşde gözläliň. Bu funksiýany berlen deňlemede goýup,

( )
( ) ( )sin sin

dx
dC x

e C x e x C x e x ecos cos cos cosx x x x$ $ $ $ $- + =

deňligi alarys, bu ýerden ( )
dx

dC x
1= , ýagny C(x) = x + C1.

C(x)-iň bahasyny (9) formulada goýup, başdaky deňlemäniň

y = (x + C1)ecos x

görnüşli umumy çözüwini alarys.
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§6. Çyzykly deňlemelere getirilýän deňlemeler

   ( ) ( )
dx
dy

P x y Q x ym+ =             (1)

deňlemä garalyň. Bu çyzykly däl deňlemedir. Ol deňlemä Bernulli 
deňlemesi diýilýär. Eger m = 0, m = 1 bolsa, onda (1) deňlemeden 
çyzykly deňlemeler alynýar. Olar ýaly deňlemeleri çözmekligiň usul-
lary öwrenildi. Deňlemedäki P(x) we Q(x) funksiýalar (a,b) interwal-
da üznüksiz funksiýalar diýip güman edeliň. (1) deňlemäni çyzykly 
deňlemä getirip bolýandygyny görkezeliň.

Deňlemäniň iki bölegini hem ym – e bölüp,

( ) ( )y
dx
dy

P x y Q xm m1$ + =- -

deňlemäni alarys. Bu ýerde y1–m = u ornuna goýmany ulanyp,

( ) ( ) ( )
dx
du m P x u m Q x1 1+ - = -^ h

deňlemäni alarys. Bu çyzykly birjynsly däl deňlemäniň umumy çözü-
wini

( ) ( )u e C m Q x e dx1( ) ( ) ( ) ( )m P x dx m P x dx1 1$ $= + -- -8 B## #

görnüşde ýazmak bolar. Bu ýerden u funksiýany y1–m-i bilen çalşyryp, 
(1) deňlemäniň umumy çözüwini

 ( ) ( )y e C m Q x e dx1( ) (1 ) ( )P x dx m P x dx m1
1

$ $= + -- - -8 B## #     (2)

görnüşde alarys.
Çyzykly däl deňlemäniň ýene bir görnüşine garalyň:

       ( ) ( ) ( )
dx
dy

P x y Q x y R x2
+ + = .                       (3)

Bu deňlemä Rikkati deňlemesi diýilýär, bu ýerde P(x), Q(x) we R(x) 
(a,b) interwalda berlen üznüksiz funksiýalar. Eger (3) deňlemäniň bir 
hususy çözüwi belli bolsa, onda ony Bernulli deňlemesine getirip bolar. 
Hakykatdan-da, goý, y = y1(x) (3) deňlemäniň hususy çözüwi bolsun. 
Onda



32

   ( ) ( ) ( ) .
dx

dy
P x y Q x y R x1

1 1
2 /+ +            (4)

Indi (3) deňlemede

    y = y1 + u             (5)

ornuna goýmany edeliň, bu ýerde u–täze gözlenilýän funksiýa. 
(4) toždestwony nazarda tutup,

( ) ( ) ( )
dx
du P x Q x y u Q x u2 01

2
+ + + =^ h

Bernulli deňlemesini alarys. Bu deňligiň iki bölegini hem u2-a bölüp,

( ) ( )u
dx
du T x u Q x2 1$ + =-- -

deňlemäni alarys. Bu ýerde ýazgyny gysgaltmak maksady bilen 
ýaýlardaky aňlatmany T(x) bilen belgiledik. u–1 = v belgilemäni gi-
rizip,

( ) ( )
dx
dv T x v Q x- =

çyzykly birjynsly däl deňlemäni alarys. Mälim bolşy ýaly, onuň umu-
my çözüwi

( )v e C Q x e dx( ) ( )T x dx T x dx$= + -8 B## #

görnüşdedir. Bu ýerde v-niň ornuna u–1 goýulsa, soňra u-nyň ornuna 
y – y1 goýulsa, onda (3) deňlemäniň umumy integralyny almak bolar.

Rikkati deňlemesiniň umumy çözüwini tapmak üçin, onuň bir 
hususy çözüwini tapmaly. Ony tapmak üçin bolsa belli umumy usul 
ýok. Oňa görä-de, Rikkati deňlemesiniň umumy çözüwini gutarnykly 
görnüşde tapmak doly çözülmedik mesele bolup durýar.

Mysal. ln
dx
dy

x
y y x1 2$+ =  Bernulli deňlemesini çözmeli.

Çözülişi. Deňlemäniň iki bölegini hem y2-a bölüp,

lny
dx
dy

x
y x12 1$ $+ =- -
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deňlemäni alarys. y–1 = u belgilemäni ulanyp, ln
dx
du

x
u x1 $- =-  çyzyk ly

birjynsly däl deňlemä geleris. Wariasiýa usulyny ulansak, onda bu 
deňlemäniň

lnu x x Cx
2

2

=- +

görnüşdäki umumy çözüwini taparys. Bu ýerde u-nyň deregine y–1-i 
goýup, berlen deňlemäniň

ln
y

x C x
2
1
1

2
=

-` j

görnüşli umumy çözüwini alarys.

§7. Doly differensially deňlemeler

   M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0            (1)

deňlemä garalyň, bu ýerde M (x, y) we N(x, y) funksiýalar we olaryň

y
M
2
2 , 

x
N
2
2  hususy önümleri R oblastda üznüksiz funksiýalar.

Eger (1) deňlemäniň çep bölegi kabir u (x, y) funksiýanyň doly diffe-
rensialy, ýagny

   du = M(x, y)dx + N(x, y)dy            (2)

bolsa, onda ol deňlemä doly differensially deňleme diýilýär.
Bu ýagdaýda (1) deňlemäni 

du(x, y) = 0

görnüşde ýazyp bileris.
Bu deňlemäni integrirläp, onuň

    u(x, y) = C          (21)

görnüşde umumy integralyny alarys.

3. Sargyt № 901
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Mysal. ydx + xdy = 0 deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Deňlemäniň çep bölegini

d(x.y) = ydx + xdy

görnüşde ýazalyň. Onda deňlemäni d(x.y) = 0 görnüşde ýazarys. Bu 
deňlemäni integrirläp, onuň umumy integralyny xy = C görnüşinde 
alarys.

Indi (1) deňlemäniň doly differensially bolmaklyk şertini 
kesgitläliň hem-de u (x, y) funksiýanyň tapylyş usulyny görkezeliň.

Goý, (1) deňlemäniň çep bölegi u(x, y) funksiýanyň doly diffe-
rensialy bolsun, ýagny (2) deňlik ýerine ýetýär diýeliň. Matematiki 
analiz dersinden belli bolşy ýaly, iki argumentli funksiýanyň doly dif-
ferensialy

   du
x
u dx

y
u dy$ $

2
2

2
2= +             (3)

formula boýunça tapylýar. (2) we (3) deňliklerden

( , ) ( , )M x y dx N x y dy
x
u dx

y
u dy$ $

2
2

2
2+ = +

deňligi alarys. dx-iň we dy-iň koeffisiýentlerini deňeşdirip,

          ( , ) ,M x y
x
u
2
2=                         (4)

          ( , )N x y
y
u
2
2=                         (5)

deňlikleri alarys. (4) deňligi y-e görä, (5) deňligi x-e görä differensir-
läp,

,
x y
u

y
M2

2 2
2

2
2=      

y x
u

x
N2

2 2
2

2
2=

deňlikleri alarys. Garyşyk önümleriň deňliginden

    
y
M

x
N

2
2

2
2=             (6)

deňlik gelip çykýar.
(6) deňlik (1) differensial deňlemäniň doly differensially bolmak-

lygynyň zerur şertidir.
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Indi (6) deňligiň (1) deňlemäniň doly differensially bolmak-
lygynyň ýeterlik şerti hem bolýandygyny görkezeliň.

Goý, (6) deňlik ýerine ýetýän bolsun. (2) deňligiň ýerine ýet-
ýändigini görkezeliň. Beýle diýildigi (2) deňligi kanagatlandyrýan 
u(x,y) funksiýany tapmaly diýildigidir, has takygy (4) we (5) deňlikleri 
kanagatlandyrýan u(x, y) funksiýany kesgitlemeli diýildigidir. Onuň 
üçin (4) deňligi x0-dan x-e çenli integrirläp ( , )x y R0 0 e ,

             ( , ) ( , ) ( )u x y M x y dx y
x

x

0

{= +#            (7)

deňligi alarys, bu ýerde ( )y{  erkin differensirlenýän funksiýa. (7) for-
mula bilen kesgitlenen u(x, y) funksiýa (5) deňligi kanagatlandyrar 
ýaly edip ( )y{  funksiýany saýlalyň. Şeýle maksat bilen (7) funk-
siýany (5) deňlikde goýup,

( , ) ( ) ( , )
y

M x y dx y N x y
x

x

0

2
2 {+ =l#

deňligi alarys. Kesgitli integraly parametr boýunça differensirleme 
düzgüni esasynda, bu ýerden

( , )
( ) ( , )

y
M x y

dx y N x y
x

x

0

2
2

{+ =l#

deňligi ýazyp bileris. (6) şerti ulanyp,

( , )
( ) ( , )

x
N x y

dx y N x y
x

x

0

2
2

{+ =l#

ýa-da

( , ) ( , ) ( ) ( , )N x y N x y y N x y0 {- + =l

deňligi alarys. Bu ýerden ( ) ( , )y N x y0{ =l .
Soňky deňligi y0-dan y-e çenli integrirläp,

   ( ) ( , )y N x y dy C
y

y

10

0

{ = +#            (8)
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deňligi alarys. Bu funksiýany (7)-de ( )y{ -iň ornuna goýup,

         ( , ) ( , ) ( , )u x y M x y dx N x y dy C
x

x

y

y

0 1

0 0

= + +# #            (9)

funksiýany taparys. Eger (9) funksiýanyň doly differensialyny alsak, 
onda (2) deňligi alarys.

Diýmek, (1) deňlemäniň doly differensially deňleme bolmagy 
üçin, (6) deňligiň ýerine ýetmegi zerur we ýeterlik şertdir.

(9) funksiýany (21)-de goýup (1) deňlemäniň

       ( , ) ( , )M x y dx N x y dy C
x

x

y

y

0

0 0

+ =# #                      (10)

umumy integralyny alarys.
Eger u(x,y) funksiýany tapmaklygy (5) deňligi integrirlemekden 

başlap, ýokarda beýan edilen usuly gaýtalasak, onda (1) deňlemäniň 
umumy integraly

( , ) ( , )M x y dx N x y dy C
x

x

y

y

0

0 0

+ =# #

görnüşde bolar.
(1) deňleme üçin Koşi meselesini kesgitlemek bolar.
Eger y(x0) = y0 başlangyç şert berlen bolsa, onda (10) formuladan 

(1) deňlemäniň

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy
x

x

y

y

0

0 0

+ =# #

görnüşdäki hususy çözüwini alarys.
Mysal. 

y

x dx
y

y x
dy2 3

0
3 4

2 2

+
-

=

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Ilki bilen (6) şerti barlalyň:

( , ) , ( , ) ;M x y
y

x N x y
y

y x2 3
3 4

2 2

= =
-
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, .
y
M

y

x
x
N

y

x6 6
4 42

2
2
2=- =-

Diýmek, berlen deňleme doly differensially deňlemedir.
Berlen deňlemäniň umumy integralyny (10) formula esasynda

(

y

x dx
y

y x
dy C2 3

x

x

y

y

3 4

2
0
2

0 0

+
-

=# #

görnüşde ýazarys. Bu ýerden

.
y

x
y

C
y y

x1 1
3

2

0 0
3
0
2

- + - +

Bu deňligiň sag bölegindäki aňlatmany C1 bilen belgilesek, onda

y

x
y

C1
3

2

1- =  bolar.

(1) deňlemäniň umumy integralyny (10) formulany ulanman 
hem tapmak bolar. Munuň şeýledigini ýokarda garalan mysal üçin 
görkezeliň.

Beýan edilen usul boýunça u (x, y) funksiýany kesgitlemek üçin 
(4) deňligi

( , )
x

u x y

y

x2
32

2
=

görnüşde ýazarys. Bu deňligi x boýunça integrirläp,

( , ) ( )u x y
y

x y
3

2

{= +

deňligi alarys. ( )y{  funksiýany kesgitlemek üçin soňky deňligi y  
boýunça differensirläliň:

( , )
( )

y
u x y

y

x y3
4

2

2
2

{=- + l

(5) deňligi peýdalanyp,

( )
y

y x

y

x y
3 3
4

2 2

4

2

{
-

=- + l
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deňligi alarys, bu ýerden

( ) ,y
y

1
2

{ =l

( ) .y
y

C1
1{ =- +

Diýmek,

( , ) .u x y
y

x
y

C1
3

2

1= - +

(21 ) formula esasynda berlen deňlemäniň umumy integralyny 

y

x
y

C1
3

2

- =

görnüşde tapýarys.

§8. Doly differensially deňlemelere
getirilýän deňlemeler

   M (x, y)dx + N (x, y)dy = 0                       (1)

deňlemä garalyň, bu ýerde M we N geçen paragrafdaky şertleri kana-
gatlandyrýan funksiýalar. (1) deňleme doly differensially deňleme däl 
diýip güman edeliň, ýagny

.
y
M

x
N

2
2

2
2!

Bu ýagdaýda deňlemäniň iki bölegini hem n = n(x, y) funksiýa köpeldip,

  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y M x y dx x y N x y dy 0n n+ =           (2)

deňlemäni alarys. (2) deňleme üçin

         ( )
y
M

x

N

2
2

2
2n n

=
^ h             (3)

şert ýerine ýetýär diýeliň. Onda (2) deňleme doly differensial-
ly deňleme bolar. Bu ýerden görnüşi ýaly, n = n(x, y) funksiýa (1) 
deňlemäni doly differensially deňlemä öwürdi. n = n(x, y) funksiýa 
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integrirleýji köpeldiji diýilýär. Şeýlelikde, integrirleýji köpeldijini 
tapmaklyk meselesine gelindi. (3) deňligi ýaýraň görnüşde

M
y y

M N
x x

N$ $ $ $
2
2

2
2

2
2

2
2n

n
n

n+ = +

ýa-da

    N
x

M
y y

M
x
N$ $ $

2
2

2
2

2
2

2
2n n

n- = -; E                        (4)

görnüşde ýazalyň. Şeýlelikde, biz n-i kesgitlemek üçin hususy önüm-
li differensial deňlemä geldik. Bu deňlemäniň çözüwini tapmak, 
berlen (1) deňlemäniň çözüwini tapmakdan çylşyrymlydyr. Käbir 
ýagdaýlarda (4) deňlemäni ýönekeýleşdirmek hem bolar. Ol ýagdaý 
bolsa, n funksiýany tapmaklyga mümkinçilik berer.

n funksiýany n = n(x) görnüşde gözläliň. Onda (4) deňlemede

0,
y x dx

d
2
2

2
2n n n

= =

bolar. Onda (4) deňleme 

dx
d

N
y
M

x
N$ $

2
2

2
2n

n= -; E

görnüşe geler. Bu deňlemäni

   
dx
d

N y
M

x
N1 1$

2
2

2
2

n
n
= -; E           (5)

görnüşde ýazalyň. Eger bu deňlemäniň sag bölegi x-e görä funksiýa 
bolsa, onda n-i tapmak aňsat bolar.

Goý,

( )
N y

M
x
N x1

2
2

2
2 / {-; E

bolsun. Onda (5) deňleme 

( )
d

x dx
n
n
{=

görnüşe geler. Bu deňligi integrirläp,
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( )ln lnx dx Cn {= +#
deňligi alarys. Bu ýerden

Ce ( )x dxn =
{#

bolar. Integrirleýji köpeldijiniň birini almak ýeterlikdir.
Onda C = 1 diýsek,

e ( )x dxn =
{#

bolar.
Integrirleýji köpeldijini n = n(y) görnüşde hem gözlemek bolar. 

Bu ýagdaý üçin ýokardaky beýan edilen usuly ulansak,

e ( )y dyn =
{#

bolar, bu ýerde

( ) .y
M y

M
x
N1

2
2

2
2{ =

-
-; E

Indi has umumy ýagdaýa garalyň. Integrirleýji köpeldijini
( )n n ~=  görnüşde gözläliň, bu ýerde ~ = ~(x, y) berlen funksiýa.

         ,
y d

d
y x d

d
x

$ $
2
2

2
2

2
2

2
2n

~
n ~ n

~
n ~= =            (6)

önümleri (4) deňlemede goýup,

( )
x

N
y

M
d
d

y
M

x
N$ $ $

2
2

2
2

2
2

2
2~ ~

~
n

n ~- = -; ;E E

ýa-da

             
d
d

N
x

M
y

y
M

x
N

1 $
$ $
2
2

2
2

2
2

2
2

n ~
n

~ ~
=

-

-
           (7)

deňlemäni alarys.
Eger sag bölegi diňe ~-a görä funksiýa, ýagny
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           ( )
N

x
M

y

y
M

x
N

$ $
2
2

2
2

2
2

2
2

/
~ ~

v ~
-

-
                       (8)

bolsa, onda (7) deňleme

( )
d
d1 $

n ~
n

v ~=

görnüşi alar. Bu deňlemäni integrirlesek,

          e ( )dn =
{ ~ ~#                         (9)

bolar. Bu ýerde C = 1.
(8) deňlik (1) deňlemäniň integrirleýji köpeldijisiniň ~-a görä 

funksiýa bolmaklygynyň zerurlyk şertidir.
Indi (8) deňligiň ýeterlik şert hem bolýandygyny görkezeliň. 

Goý, (8) şert ýerine ýetýän bolsun. Onda (9) funksiýa (1) deňlemäniň 
integrirleýji köpeldijisi bolar. Bu ýagdaýda (4) deňlemäni 

          N
x

M
y

N
x

M
y

$ $ $ $ $
2
2

2
2

2
2

2
2n n ~ ~ v ~ n- = - ^ h; E          (10)

görnüşde ýazmak bolar. (9) funksiýany (10)-da goýalyň. Onda

( )

N
x
e M

y
e

N
x

M
y

e

( ) ( )

( )

d d

d

$ $

$ $ $

2
2

2
2

2
2

2
2~ ~ v ~

- =

= -

v ~ ~ v ~ ~

v ~ ~

6 6

;

@ @

E

# #

#

ýa-da

( )

( )

N
x

M
y

e

N
x

M
y

e

( )

( )

d

d

$ $ $

$ $ $

2
2

2
2

2
2

2
2

~ ~ v ~

~ ~ v ~

- =

= -

v ~ ~

v ~ ~

;

;

E

E

#

#

bolar. Bu toždestwo (9) funksiýanyň (4) deňlemäniň çözüwidigini 
görkezýär. Eger ~ = x ýa-da ~ = y bolsa, onda (9) deňlikden ( )xn n=  
we ( )yn n=  ýagdaýlar üçin tapylan formulalar alynýar.

Integrirleýji köpeldijileri
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, ; ( ), ;x y x y x y x y2 2 2 2! ! ! !n n ~ n n ~= = = =^ h

( ), ; ,x y x y
x
y

x
y

$ $n n ~ n n ~= = = =8 B

görnüşlerde hem gözlemek bolar.
Indi (1) deňleme üçin integrirleýji köpeldijiniň bardygyny görkezeliň.
Teorema. Eger

          u (x, y) = C           (11)
funksiýa (1) deňlemäniň umumy integraly bolsa, onda ol deňlemäniň 
integrirleýji köpeldijisi bardyr.

Subudy. Berlen (11) umumy integral boýunça differensial 
deňlemäni düzeliň. 

(11) deňligi x boýunça differensirlesek,

   
x
u

y
u

dx
dy

0$
2
2

2
2+ =            (12)

bolar. (12) deňlemäni

          
dx
dy

y
u
x
u

2
2
2
2

=-            (13)

görnüşde ýazalyň. (1) deňlemäni

          
dx
dy

N
M=-           (14)

görnüşde göçüreliň.
(13) bilen (14)-i deňeşdirip,

y
u
x
u

N
M

2
2
2
2

- =-

ýa-da

M
x
u

N
y
u

2
2

2
2

=

deňligi alarys.
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Bu gatnaşyklary n bilen belgilesek, 

,
x
u M

y
u N

2
2

2
2n n= =

bolar. (1) deňlemäniň çep bölegini n(x, y)-e köpeltsek,

( ) ( , )Mdx Ndy Mdx Ndy
x
u dx

y
u dy du x y

2
2

2
2n n n+ = + = + =

ýa-da
µ(Mdx + Ndy) = du(x, y)

bolar. Bu deňlik n(x, y) funksiýanyň (1) deňlemäniň integrirleýji kö-
peldijisidigini aňladýar.

1-nji mysal. (x2y2 – 1)dx + 2x3ydy = 0 deňlemäniň çözüwini tap-
maly.

Çözülişi. Bu ýerde

M(x, y) = x2y2 – 1,   N(x, y) = 2x3y;

, .
y
M x y

x
N x y2 62 2

2
2

2
2= =

Bu ýerden görnüşi ýaly,

y
M

x
N

2
2

2
2=

şert ýerine ýetmeýär.
Integrirleýji köpeldijini tapalyň.

.
N y

M
x
N

x
1 2$

2
2

2
2- =-; E

Oňa görä-de (5) deňlemäni berlen ýagdaý üçin 
d

x
dx2

n
n
=-

görnüşde ýazarys. Bu deňligi integrirlesek,

     
x

1
2

n =       (C = 1 diýip aldyk)

bolar.
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Berlen deňlemäniň iki bölegini hem 
x

1
2

n = -a köpeldip,

y
x

dx xydy1 2 02

2- + =; E

deňlemäni alarys. Bu deňlemede

( , ) , ( , ) .N x y y
x

N x y xy1 22

2= - =

Onda 

2 , 2 .
y
M y

x
N y

2
2

2
2= =

Diýmek, alnan deňleme doly differensially deňleme. Bu 
deňlemäni çözmekligi okyjylara hödürleýäris.

2-nji mysal. (y – xy2 lnx)dx + xdy = 0 deňlemäniň çözüwini tap-
maly.

Çözülişi. Ilki bilen deňleme üçin

y
M

x
N

2
2

2
2=

şerti barlalyň. Berlen ýagdaýda

M(x, y) = y – xy2 lnx,   N(x, y) = x

Onda

1 2 , 1ln
y
M xy x

x
N

2
2

2
2= - =

bolar.
Diýmek, berlen deňleme doly differensially deňleme däl. In-

tegrirleýji köpeldijini tapmak üçin, ilki bilen (8) formulanyň sa-
nawjysyny tapyp,

ln
y
M

x
N xy x2

2
2

2
2- =-

aňlatmany alarys. Soňra ony ol formulanyň maýdalawjysyna bölüle-
nende ýokardaky görkezilen integrirleýji köpeldijileriň birini ulanyp 
bolar ýaly tapmaly. Berlen ýagdaý üçin (8) formula
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Ny Mx y
M

x
N

xy
1 2$

2
2

2
2

-
- = -; E

görnüşde bolar.
Bu ýerden görnüşi ýaly,  xy = ~ bilen belgilesek, onda ( ) 2v ~

~
=-

bolar. Şunlukda, integrirleýji köpeldijini ( )n n ~=  görnüşde tap-
malydygyny görýäris. (9) formulany peýdalansak,

       e d2
n = ~

~- #    ýa-da   
x y

1
2 2

n =

bolar. Berlen deňlemäniň iki bölegini hem 
x y

1
2 2

n =  köpeldip,

ln

x y x
x dx

xy
dy1 1 0

2 2- + =; E

deňlemäni alarys. Bu ýerde

( , ) , ( , ) ;lnM x y
x y x

N x y
xy

1 1
2 2= - =

.
y
M

x
N

x y

1
2 22

2
2
2= =-

Şeýlelikde, berlen deňleme doly differensially deňlemä getirildi. 
Ol deňlemäniň çözüwini tapmaklygy okyjylara hödürleýäris. 

§9. Differensial deňlemäniň çözüwiniň
barlyk we ýeke-täklik teoremasy

Biz birnäçe görnüşli differensial deňlemeleri çözmegiň usullary 
bilen tanyş bolduk. Differensial deňlemeleri görkezilen usullar bi-
len çözmek bolýarmy diýen sorag ýüze çykýar. Mundan başga-da ol 
deňlemeleriň çözüwleri barmy diýen sorag hem gelip çykýar. Elbetde, 
bu soraglara gös-göni jogap bermek aňsat däl. Ýöne her bir deňlemäni 
çözmäge girişilende ilki bilen ol deňlemäniň çözüwiniň  bardygyny 
anyklamak zerurdyr. Bu mesele differensial deňlemeler nazaryýetiniň 
esasy meseleleriniň biridir. Oňa görä-de biz bu ýerde (önüme görä çözü-
len) birinji tertipli differensial deňlemäniň çözüwiniň bellibir şertlerde 
bardygyny we ol çözüwiň ýeke-täkdigini görkezeris.
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           ( , )
dx
dy

f x y=                         (1)

    y(x0) = y0             (2)

Koşi meselesine garalyň. Eger f (x,y) öz argumentleriniň toplumy 
boýunça ,R x x a y y b0 0# #= - -" , oblastda üznüksiz funksiýa 
bolsa, onda bu mesele

   ( ) ( , ( ))y x y f t y t dt
x

x

0

0

+ + #             (3)

görnüşli integral deňlemä getirilýär.
Gözlenilýän funksiýany integral belgisiniň aşagynda saklaýan 

islendik deňlemä integral deňleme diýilýär. (1)-(2) meseläniň (3) 
deňlemä deňgüýçlidigini görkezeliň.

Goý, ( )x{  funksiýa, (1) deňlemäniň x x h0 #-  kesimde 
( )x y0 0{ =  (2) şerti kanagatlandyrýan çözüwi bolsun. Onda 

   ( )
( , ( ))

dx
d x

f x x
{

{=                         (4)

toždestwony alarys. Bu toždestwony x0-dan x-e çenli integrirläp, 
soňra başlangyç şerti göz öňünde tutsak, onda

   ( ) ( , ( ))x y f t t dt
x

x

0

0

{ {= + #             (5)

toždestwony alarys. Bu toždestwony (3) deňleme bilen deňeşdirip,
( )y x{=  funksiýanyň (3) deňlemäniň çözüwidigini görýäris. Indi (3) 

deňlemäniň (1)-(2) meselä deňgüýçlidigini görkezeliň.
Goý, ( )y x{=  (3) deňlemäniň çözüwi bolsun. Onda (5) 

toždestwodan x = x0 bolanda ( )x y0 0{ =  deňligi alarys. (5) toždestwony 
x boýunça differensirläp,

( )
( , ( )) ( , ( ))

dx
d x

dx
d y f t t dt f x x

x

x

0

0

{
{ {= + =f p#

deňligi alarys. Bu ýerden görnüşi ýaly,  funksiýa (1) deňlemäniň 
çözüwidir.
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Diýmek, (1)-(2) mesele (3) integral deňlemä deňgüýçlidir.
Kesgitleme. Eger ( , )x y6 , ( , )x y Re  nokatlar üçin

          ( , ) ( , )f x y f x y L y y#- -                        (6)

deňsizlik ýerine ýetýän bolsa, onda f (x, y) funksiýa R oblastda 
y boýunça Lipşis şertini kanagatlandyrýar diýilýär. Bu ýerde 
L 0$  – Lipşis hemişeligi.

1-nji bellik. Eger R oblastda f (x,y) funksiýanyň y boýunça çäkli 
önümi bar, ýagny

( , ) ( )f x y L L 0y # $l

bolsa, onda ol oblastda Lipşis şerti ýerine ýetýär. Muny subut etmek 
kyn däl. Lagranž formulasyny ulanyp ( , )x y6 , ( , )x y Re   üçin

, , , ( ( ), 0 1f x y f x y f x y y y y yy 1 1j j- = + - -l^ ^h h 6 @

deňligi ýazalyň. Bu ýerden

( , ) ( , )f x y f x y L y y#- -

Lipşis şertini alarys.
Teorema (Pikar teoremasy). Eger f (x, y) funksiýa öz 

argumentleriniň toplumy boýunça , ,R x x a y y b0 0# #= - -" ,  
(a, b > 0) oblastda üznüksiz we y boýunça Lipşis şertini kana-
gatlandyrýan bolsa, onda (1) deňlemäniň x x h0 #-  kesimde 
( )x y0 0{ =  (2) şerti kanagatlandyrýan ( )y x{=  ýeke-täk çözüwi 

bardyr, bu ýerde

, , ( ,min maxh a
M
b M f x y

R
= =8 B

Subudy.
Teoremanyň Pikar yzygiderli ýakynlaşmalar usuly bilen subut 

edeliň. (3) integral deňlemäniň çözüwini tapmak üçin yzygider-
li ýakynlaşmalary aşakdaky düzgün boýunça guralyň. y0(x) nol 
ýakynlaşma deregine gözlenilýän  funksiýanyň başlangyç bahasy y0 -y 
alalyň.
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Bu y0(x) = y0 sany (3) deňlemäniň sag böleginde y(x)-iň ornuna 
goýalyň. Sag böleginde alnan funksiýany birinji ýakynlaşma deregine 
alalyň. Ony y1(x) bilen belgiläp,

            ( ) ( , )y x y f t y dt
x

x

1 0 0

0

= + #           (71)

deňligi alarys.

Tapylan y1(x) funksiýany (3) deňlemäniň sag böleginde y(x)-iň 
ornuna goýup, ikinji ýakynlaşmany alarys. Ony y2(x) bilen belgiläp,

          ( ) ( , ( ))y x y f t y t dt
x

x

2 0 1

0

= + #                      (72)

deňligi alarys.
Bu gurluşlary dowam etdirip, n-nji ýakynlaşmany

         ( ) ( , ( ))y x y f t y t dtn n

x

x

0 1

0

= + -#                      (7n)

görnüşde alarys.Bu gurluşlary dowam etdirmek bolar.
Şeýlelikde, ( )y xn" , ýakynlaşmalar yzygiderligini alarys. Olar 

üznüksiz funksiýalardyr. Indi x x h0 #-  kesimde kesgitlenen
( )y xn" , (n = 1,2,...) funksiýalaryň grafikleriniň R oblastyň çäginden 

çykmaýandygyny görkezeliň. ( , )f x y M#  we h
M
b#  deňsizlikleri 

göz önünde tutup, (71) deňlikden



49

( ) ( , ) ( , )y x y f t y dt f t y dt0

x

x

x

x

1 0 0

0 0

# #- = # #

,

( )

M x x Mh b

y x y b

0

1 0

# # #

#

-

-

deňsizligi alarys. Bu deňsizlikden görnüşi ýaly, y1(x) funksiýanyň 
grafigi R gönüburçlugyň çäginden çykmaýar.

(72) formuladan alarys:

( ) ( , ( )) ( , ( )y x y f t y t dt f t y t dt1

x

x

x

x

2 0 1

0 0

# #- = # #

,

( ) .

M x x Mh b

y x y b

0

2 0

# # #

#

-

-

Soňky deňsizlik y2(x) funksiýanyň grafiginiň R oblastyň çägin-
den çykmaýandygyny görkezýär. Bu ýörelgäni dowam etdirsek, onda 

|yn(x) – y0| ≤ b

bolar. Bu deňsizligiň islendik n üçin dogrudygyny matematiki in-
duksiýa usuly bilen subut etmek bolar. Indi ( )y xn" , yzygiderligiň 
x x h0 #-  kesimde deňölçegli ýygnanýandygyny görkezeliň. Onuň 

üçin yzygiderligiň agzalaryndan

  ( ( ) ( )) ( ) ( ) ...

... ( ) ( ) ...

y y x y x y x y x

y x y xn n

0 1 0 2 1

1

+ - + - +

+ - +-

^

^

h

h
           (8)

funksional hatary düzeliň. (8) hataryň deňölçegli ýygnanýanlygyndan
( )y xn" , yzygiderligiň deňölçegli ýygnanýanlygy gelip çykýar. Bu 

hataryň n-nji bölek jemi Sn (x) = yn (x).
(8) hataryň her bir agzasyny bahalandyralyň. (71) deňlikden alarys:

( ) ( , ) ( , )y x y f t y dt f t y dt M x x
x

x

x

x

1 0 0 0 0

0 0

# #- = -# #

ýa-da

   ( )y x y M x x1 0 0#- -           (91)

4. Sargyt № 901
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(72) deňlikden (71) deňligiň degişli böleklerini aýralyň hem-de 
Lipşis şertini ulanalyň:

( ) ( ) ( , ( )) ,y x y x f t y t f t y dt
x

x

2 1 1 0

0

#- = - ^ h6 @#

( , ( )) ,f t y t f t y dt
x

x

1 0

0

# #- ^ h#

( )L y t y dt LM t x dt LM
x x

2
x

x

x

x

1 0 0
0
2

0 0

# #- - =
-# #

ýa-da

           ( ) ( )
!

.y x y x LM
x x

22 1
0
2

#-
-          (92)

(73)we(72) deňliklerden alarys:

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))y x y x f t y t f t y t dt
x

x

3 2 2 1

0

# #- -6 @#

( ) ( )
!

L y t y t dt L M
t x

dt L M
x x

2 3
x

x

x

x

2 1
2 0

2
2 0

3

0 0

# # #-
- -# #

ýada

  ( ) ( )
!

.y x y x
L M x x

33 2

2
0
3

#-
-           (93)

  ( ) ( )
!

y x y x
n

L M x x
n n

n n

1

1
0#-

-
-

-

          (9n)

deňsizligiň islendik n natural san üçin dogrudygyny matematiki in-
duksiýa usuly bilen subut edeliň. Goý, (9n) deňsizlik n san üçin ýerine 
ýetýän bolsun. Onda

( ) ( ) ( , ( )) , ( )y x y x f t y t f t y t dtn n n n

x

x

1 1

0

# #- -+ -^ h6 @#
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( ) ( )
! ( )!

L y t y t dt L M
n

t x
dt L M

n

x x

1n n

x

x
n

n

x

x
n

n

1
0 0

1

0 0

$# #-
-

=
+

-
-

+

# #

bolar. Bu ýerden (9n) deňsizligiň islendik n üçin dogrudygy gelip 
çykýar.

Eger (91),(92),...,(9n),... deňsizliklerde x x0-  -y h bilen çalşyrsak, 
onda

( ) ,

( ) ( )
!
,

( ) ( )
!
,

y x y Mh

y x y x ML h

y x y x ML h

2

3

1 0

2 1

2

3
2

3

3

#

#

#

-

-

-

. . .
( ) ( )

!
y x y x ML

n
h

n n
n

n

1
1#- -

-

deňsizlikleri alarys. Bu deňsizliklerden görnüşi ýaly, (8) hataryň her 
bir agzasy absolýut ululygy boýunça

! !
...

!
...y Mh MLh ML h

n
ML h

2 3

n n

0

2 2 3 1

+ + + + + +
-

san hataryň degişli agzasyndan uly däldir. Bu hatar ýygnanýan ha-
tardyr. Munuň şeýledigini Dalamber nyşany boýunça barlalyň:

!

( )!
.lim lim lim

a
a

n
ML h

n
ML h

n
Lh1

1
0 1

n n

n

n n n

n n

n

1
1

1

1=
+

=
+

=
" " "3 3 3

+
-

+

Weýerştrass nyşanyna laýyklykda (8) funksional hatar 
x x h0 #-  kesimde deňölçegli ýygnanýar, diýmek ( )y xn" , yzygi-

derlik hem şonuň ýaly ýygnanýar.
Goý,

( ) ( )lim y x x
n

n {=
"3

bolsun, bu ýerde ( )x x x h0 #{ -  kesimde üznüksiz funksiýa.
( )y x{=  funksiýanyň (3) deňlemäniň çözüwidigini görkezeliň.   
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( )y xn" , yzygiderligiň ( )x{  funksiýa x x h0 #-  kesimde deňölçegli 
ýygnanýanlygyna görä, islendik 02f  üçin N N f= ^ h  tapylyp,

N N2 f^ h bolanda ( ) ( )y x x
L h

n
$

1{ f-  deňsizlik ýerine ýetýär.

Oňa görä-de Lipşis şertini peýdalanyp, alarys:

( , ( )) ( , ( ))f t y t dt f t t dtn

x

x

x

x

0 0

#{-# #

( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )f t y t f t t dt L y t t dtn

x

x

n

x

x

0 0

# # #{ {- -# #

.L
L h

x x
h

h0
$

$# #f f f- =

Bu ýerden

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))lim limf t y t dt f t y t dt f t t dt
n

n
n

x

x

x

x

n

x

x

00 0

{= =
" "3 3

## #

bolar. Eger

( ) ( , ( ))y x y f t y t dtn n

x

x

1 0

0

= ++ #

deňlikde n " 3 bolandaky predele geçsek, ýagny

( ) ( , ( )) ,lim limy x y f t y t dt
n

n
n

n

x

x

1 0

0

= +
" "3 3+ > H#

Onda

( ) ( , ( ))x y f t t dt
x

x

0

0

{ {= + #

deňligi alarys. Bu ýerden görnüşi ýaly, ( )x{  funksiýa x x h
0
#-  

kesimde (3) deňlemäniň çözüwi.
Indi (3) deňlemäniň x x h

0
#-  kesimde diňe bir çözüwiniň 

bardygyny görkezeliň.
Goý, y = u(x) (3) deňlemäniň erkin çözüwi bolsun. Onda 
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   ( ) ( , ( ))u x y f t u t dt
x

x

0

0

= + #           (10)

deňligi alarys.
Indi u(x) – yn(x) tapawudy bahalandyralyň.

(10) we (7n) deňliklerden alarys:

( ) ( ) ( , ( ) ( , ( ))

( ) ( )

u x y x f t u t f t y t dt

L u t y t dt

n n

x

x

n

x

x

1

1

0

0

# #

#

- -

-

-

-

#

#

ýada

( ) ( ) ( ) ( ) .u x y x L u t y t dtn n

x

x

1

0

#- - -#

Bu deňsizlikde n = 1 bolanda

( ) ( )u x y L u t y dt LMh x x
x

x

1 0 0

0

# #- - -#

bolar, çünki ( )u x y Mh0 #- . n = 2 bolanda

( ) ( )
!

u x y L u t y dt MhL
x x

2
x

x

2 1
2 0

2

0

# #- -
-#

bolýar. Matematiki induksiýa usuly bilen islendik n üçin

( )
!

( )
u x y Mh

n

L x x
n

n
0

#-
-

deňsizligi subut etmek bolar. Bu ýerde x x
0- -y h bilen çalşyryp,

   ( )
!

u x y Mh
n

Lh
n

n

#-           (11)

deňsizligi alarys.
Goý, (3) deňlemäniň ( )y x{= , ( )y xz=  çözüwleri bar diýeliň. 

Onda
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( ) ( ) ( ) ( )x x x y y xn n#{ z { z- - + -

bolar. (3) deňlemäniň islendik çözüwi üçin (11) deňsizligiň ýerine 
ýet ýänligine görä, ýokardaky deňsizligi

( ) ( )
!

( )
x x Mh

n
Lh

2
n

#{ z-

görnüşde ýazalyň. Bu ýerde n " 3 bolandaky predele geçsek,

( ) ( )x x 0#{ z-

bolar. Diýmek,

( ) ( ) .x x/{ z

Teorema subut edildi.
2-nji bellik. Islendik yzygiderli ýakynlaşmany (1)-(2) meseläniň 

ýa-da (3) integral deňlemäniň takmyny çözüwi deregine almak bolar. 
Ýygnanyş tizligi (11) formula bilen bahalandyrylýar.

Mesele.

, ( )
dx
dy

x y y 0 02
= + =

meseläniň ,R x y
4
1

4
1

2
1

2
1# # # #= - -% /  oblastda çözüwini

 0,001 takyklykda tapmaly.
Çözülişi. Ilki bilen berlen meseläniň ýeke-täk çözüwiniň bol-

maly oblastyny kesgitläliň.

( , ) ,

, , ,

max max

min min

M f x y x y

h a
M
b

2
1

4
1 1

4
1

R R

2
= = + =

= = =8 8B B

, .
y

f
y L2 1 1

2

2
#= =

Pikar teoremasynyň hemme şertleri ýerine ýetýär. Diýmek, berlen

meseläniň ,
4
1

4
1-8 B kesimde ýeke-täk çözüwi bardyr. Ol çözüw yn 

yzygiderli ýakynlaşmalaryň predelidir. Berlen meseläni
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( ) ( ( ))y x t y t dt
x

2

0

= +#

integral deňleme bilen çalşyryp, Pikar yzygiderli ýakynlaşmalaryny

0, ( ) ( ( )) , ( , ...)y y x t y t dt n 1 2n n

x

0 1
2

0

= = + =-#

deňlikler bilen kesgitläliň.
Indi talap edilýän takyklygy üpjün edýän ýakynlaşmanyň nome-

rini kesgitläliň. (11) formula esasynda

!
,y y

n2 4

1 0 001n n 1$ $
# #-

+

bolmaly. Bu ýerden
! .n2 4 1000n 1$ $ $+

Diýmek, n ≥ 3.  y3 meseläniň şertini kanagatlandyrýan çözüw bolar. 
Ol takmyny çözüwi tapalyň.

,y tdt x
2

x

1

2

0

= =#

,y t t dt x x
4 2 20

x

2

4

0

2 5

= + = +; E#

.y t t t t dt x x x x
4 20 400 2 20 160 4400

x

3

4 7 10 2

0

5 8 11

= + + + = + + +; E#

§10. Integral deňsizlikler we olaryň ulanylyşy

1-nji teorema (Gronuoll-Bellman teoremasy). Goý, 
( ), ( ) ,v x L x x T06 @, kesimde otrisatel däl üznüksiz funksiýalar, 

C ≥ 0 - hemişelik san bolsun. Eger

             ( ) ( ) ( ) ,v x C L t v t dt x x T
x

x

0

0

# # #+ #                    (1)
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deňsizlik ýerine ýetse, onda

   ( )L t dt

x

x

0( )v x Ce#
#

,   x0 ≤ x ≤ T                      (2)

deňsizlik ýerine ýeter.
Subudy. (1) deňsizligiň sag bölegini ( )x~  bilen belgiläliň:

         ( ) ( ) ( ) .C L t v t dt x
x

x

0

~+ =#             (3)

Onda

        ( ) ( )v x x# ~              (4)

bolar. Bu deňsizligi L(x)-e köpeltsek,

( ) ( ) ( ) ( )L x v x L x x# ~

bolar. (3) deňligi differensirläp, ( ) ( ) ( )x L x v x~ =l  deňligi alarys. 
Onda soňky deňsizligi

( ) ( ) ( )x L x x#~ ~l

ýa-da

( )
( )

( )
x
x

L x#
~
~l

görnüşde ýazmak bolar. Deňsizligiň iki bölegini hem 
x0-dan x-e çenli integrirläp,

( ) ( ) ( )ln lnx x L t dt
x

x

0

0

#~ ~- #
ýa-da

( )L t dt

x

x

0( )x Ce#~
#

,   ( ( ) )x C0~ =

deňsizligi alarys. Bu deňsizligiň sag bölegini (4) deňsizligiň sag böle-
ginde goýup, (2) deňsizligi alarys.
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2-nji teorema (Bihari teoremasy). Goý, ( )v x  ( )x x T0 # #  otri-
satel däl üznüksiz fuksiýa

   ( ) ( )v x C v t dt
x

x

0

# ~+ 6 @#             (5)

integral deňsizligi kanagatlandyrýan bolsun, bu ýerde C ≥ 0 – hemi-
şelik san, ( )u~  ( )u0 31#  kemelmeýän üznüksiz funksiýa, ondan 
hem başga u > 0 bahalar üçin ( )u~  > 0 we ( )0~  = 0.

Onda

( ) ( ) ( )v x G G C x x1
0# + -- 6 @

deňsizlik ýerine ýetýändir, bu ýerde G(u) funksiýa  
( )u
1

~

funksiýanyň asyl funksiýasy, G–1 bolsa G funksiýanyň ters funksiýasy.
Subudy. (5) deňsizlikden

( ) ( )v x C v t dt<
x

x

0

f ~+ + 6 @#

deňsizligi alarys, bu ýerde f – ýeterlikçe kiçi položitel san.
,x T06 ! 7 A üçin

          v(x) < u(x)             (6)

deňsizligiň dogrudygyny görkezeliň, bu ýerde u(x) funksiýa

         ( ) ( )u x C u t dt
x

x

0

f ~= + + 6 @y                       (7)

integral deňlemäniň çözüwidir. x = x0 bahada

v(x0) < u(x0),

ýagny (6) deňsizlik ýerine ýetýär. (6) deňsizlik [ x0, T ] kesimiň hemme 
nokatlarynda ýerine ýetmeýär diýeliň. Onda u(x) we v(x) funksiýalaryň 
üznüksiz bolanlygy sebäpli, x 0>  bar bolup, v(x) < u(x) deňsizlik 

( , )x x x06 !  bahalar üçin ýerine ýeter we ( ) ( )v x u x=  bolar.
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( ) ( ) ( ) .v x C t dt C u t dt u x<
x

x

x

x

0 0

#yf ~ f ~+ + + + =^ h 6 6@ @y y

Bu bolsa edilen gümana garşy gelýär.
Şeýlelikde, (6) deňsizlik subut edildi.
(7) deňlemäniň

' ( ), ( )u u u x C0~ f= = +

meselä deňgüýçlidigini görmek kyn däldir. Bu ýerden

( )t
dt x x

c

u

0~
= -

f+

y
ýa-da

( ) ( ) .G u G C x x0f- + = -

Teoremanyň şertlerini göz öňünde tutup, bu ýerden

( ) ( ) ( )u x G G C x x1
0f= + + -- 6 @

deňligi alarys. Diýmek,

( ) ( ) ( ) .v x G G C x x1
0# f+ + -- 6 @

Bu deňsizlikde 0"f  bolandaky predele geçip, subut etmeli 
deňsizligimizi alarys.

1-nji kesgitleme. Eger islendik ( , ), ( , )x y x y R!  nokatlar üçin

( , ) ( , ) ( ) ,f x y f x y L x y y#- -

(L(x) - üznüksiz funksiýa) deňsizlik ýerine ýetýän bolsa, onda 
f (x, y) funksiýa , ,R x T y b y b0 0 0#= - +6 6@ @ oblastda y boýunça 
umumylaşdyrylan Lipşis şertini kanagatlandyrýar diýilýär.

Indi Gronuoll-Bellman teoremasyny peýdalanyp,

        ( , ),
dx
dy

f x y=     y(x0) = y0            (8)

meseläniň çözüwiniň käbir häsiýetlerini derňäliň.
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3-nji teorema. Goý, f (x, y) funksiýa R oblastda y boýunça 
umumylaşdyrylan Lipşis şertini kanagatlandyrýan bolsun. Onda (8) 
meseläniň birden artyk çözüwi bolmaýar.

Subudy. Goý, ( )x{  we ( )xz  funksiýalar (8) meseläniň çözüwle-
ri bolsun. Olary (8) meselä deňgüýçli integral deňlemede goýup,

( ) , ( )x y f t t dt
x

x

0

0

{ {= + 6 @y

( ) , ( )x y f t t dt
x

x

0

0

z z= + 6 @y

toždestwolary alarys. Bu ýerden

( ) ( ) , ( ) , ( ) .x x f t t f t t dt
x

x

0

#{ z { z- -6 6@ @y

Deňsizligiň sag bölegine Lipşis şertini ulansak,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x L t t t dt
x

x

0

#{ z { z- -6 @y

bolar. ( ) ( ) ( )x x xy{ z- =  belgilemäni girizeliň. Onda soňky 
deňsizlik

( ) ( ) ( )x L t t dt
x

x

0

#y yy

görnüşi alar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak,

( )x 0#y

bolar. Diýmek, ( ) ( )x x 0{ z- = , ,x x T06 ! 6 @ üçin. Teorema subut 
edildi.

2-nji kesgitleme. Eger islendik , , ,x y x y R!^ ^h h  nokatlar üçin 

( , ,f x y f x y y y# ~- -^ ^h h

deňsizlik ýerine ýetýän bolsa, bu ýerde ( )u~  ( )u0 # # c  kemelmeýän 
üznüksiz funksiýa, u > 0 bahalar üçin ( ) , ( )u 0 0 0>~ ~ =  we
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( )u
du

0

3
~

=

c

y              (9)

onda f (x, y) funksiýa y boýunça Osgud şertini kanagatlandyrýar diýil ýär.
Eger f (x, y) funksiýa R oblastda y boýunça Lipşis şertini kanagat-

landyrýan bolsa, onda ol y boýunça Osgud şertini kanagatlandyrýar, 
sebäbi ( )u Lu~ =  we (9) şert ýerine ýetýär.

4-nji teorema. Goý, f (x, y) funksiýa R oblastda y boýunça Os-
gud şertini kanagatlandyrýan bolsun. Onda (8) meseläniň birden artyk 
çözüwi bolmaýar.

Subudy. Goý, (8) meseläniň iki çözüwi bar diýeliň. Olary ( )x{  
we ( )xz  bilen belgiläp, (8) meselä deňgüýçli integral deňlemä goýsak,

( ) , ( ) , ( ) , ( )y f t t dt x y f t t dtx
x

x

x

x

0 0{ { z z= + = +
0 0

6 6@ @y y

bolar. Bu ýerden

, ( ) , ( ) ,x f t t f t t dtx
x

x

#{ z { z- -

0

^ ^ ^h h h6 @y

( ( ) ) .x x t t dt
x

x

#{ z ~ { z- -

0

^ ^ ^h h hy

( ) ( ) ( )x x xy{ z- =         belgilemäni girizip,

( ) ( ( ))x t dt
x

x

#y y~

0

y

deňsizligi alarys. Bihari deňsizligini ulansak, onda

( ) ( ) ( ) ( )x x x G G x x01
0#y { z= - + --^ h 6 @

bolar. (9) şerti nazara alsak,

( ) ( )x x x 0#y { z= - ^ h

bolar. Bu ýerden ( ) ( )x x/{ z .
Şeýlelikde, teorema subut edildi.
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Bellik. Subut edilen teoremadan görnüşi ýaly, eger f (x, y) funksiýa 
y boýunça Lipşis şertini kanagatlandyrýan bolsa, onda (8) meseläniň 
birden artyk çözüwi bolmaýar.

§11. Çözüwiň parametre üznüksiz baglylygy 
we parametr boýunça differensirlenmegi

       ( , , ),
dx
dy

f x y m=      y(x0) = y0           (1)

meselä garalyň, bu ýerde ,0!m m K6 @ – parametr.
1-nji teorema. Goý, ( , , )f x y m  üznüksiz funksiýa ,R R 0# m K= 6 @ 

oblastda y we m boýunça umumylaşdyrylan Lipşis şertini kanagat-
landyrýan bolsun, ýagny

( , , ) , , ( ) ( ) ,f x y f x y L x y y L x1 2#m m m m- - + -^ h

, , , , , ,x y x y R!m m^ ^h h

bu ýerde Ll (x) (l = 1,2; x0 ≤ x ≤ T) – üznüksiz funksiýalar. Onda (1) 
meseläniň çözüwi m boýunça üznüksiz funksiýadyr.

Subudy. Goý, , ,1 2 0!m m m K6 @ bolsun. (1) meseläniň çözüwini 
( , )x{ m  bilen belgiläliň. m-nyň görkezilen bahalaryna degişli ( , )x 1{ m  

we ( , )x 2{ m  çözüwleri (1) meselä deňgüýçli bolan integral deňlemede 
goýup,

( , ) , ( , ), , ( , )x y f t t dt i 1 2l l l

x

x

0

0

{ m { m m= + =6 @y

toždestwolary alarys. Bu ýerden

( , ) ( , )x x1 2 #{ m { m-

, , , , , , , ,f t t f t t dt
x

x

1 1 2 2

0

# #{ m m { m m-^ ^h h6 6@ @y
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( ) , , ( ) ,

, , ( )

L t t t L t dt

x x L t dt

x

x

x

T

1 1 2 2 1 2

1 2 2 1 2

0

0

#

#

{ m { m m m

{ m { m m m

- + -

- - +

^ ^

^ ^

h h

h h

6 @y

y

( ) ( , ) ( , )L t t t dt
x

x

1 1 2

0

{ m { m+ -y

Bu ýerde

, , ( ), ( )x x x L t dt C
x

T

1 2 2 1 2

0

y{ m { m m m- = - =^ ^h h y

belgilemeleri girizsek, onda

( ) ( ) ( )x C L t t dt
x

x

1

0

#y y+ y

bolar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak,

( )L t dt

x

x

1

0( )x C e$#y
y

ýa-da

( )L t dt
( )

x

T L t dt

2

T

x
1

0( )x e$#y y
y

1 2$ m m-

bolar. Bu deňsizligi 

( , ) ( , )x x L1 2 1 2#{ m { m m m- -

görnüşde ýazalyň, bu ýerde 
( )L t dt e

( )

x

T L t dt

2
x

T

1

0

0$
L =

y
y  – hemişelik san.

Ýokardaky deňsizlikden görnüşi ýaly, 1 2m m-  ýeterlikçe kiçi bolan-
da ( , ) ( , )x x1 2{ m { m-  ýeterlikçe kiçi bolar. Bu bolsa ,x{ m^ h çözüwiň
m görä üznüksiz funksiýadygyny görkezýär.
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2-nji teorema. Goý, ( , , )f x y m  üznüksiz funksiýa R  oblastda y   
boýunça Osgud şertini we m boýunça Lipşis şertini kanagatlandyrýan 
bolsun, ýagny

, , , , ,f x y f x y y y L#m m ~ m m- - + -^ ^ ^h h h

, , , , , ,x y x y R!m m^ ^h h

Onda (1) meseläniň çözüwi m-a görä üznüksiz funksiýadyr.
Subudy. Goý, , ,1 2 0!m m m K6 @ bolsun. (1) meseläniň çözüwini 

,x{ m^ h bilen belgiläliň. Onda

( , ) ( , )x x1 2 #{ m { m-

, , , , , ,f t t f t t dt
x

x

1 1 2 2

0

# #{ m m { m m-^ ^h h6 6@ @y

, ,x t dt L T x
x

x

1 2 0 1 2

0

# ~ { m { m m m- + - -^ ^^ ^h h h hy

bolar. ( ) ( , ) ( , )x x x1 2y { m { m= -  belgilemäni girizip, bu ýerden

( ) ( )x C t dt
x

x

0

#y y~+ ^ hy

deňsizligi alarys, bu ýerde ( )C L T x0 1 2m m= - - . Bihari teorema-
syny ulanyp,

, ,t t G G L T x x x1 2
1

0 1 2 0#{ m { m m m- - - + --^ ^ ^ ^^h h h hh6 @

deňsizligi alarys.
Eger 1 2m m-  ýeterlik kiçi bolsa, onda , ,t t1 2{ m { m-^ ^h h -nyň 

ýeterlik kiçi bolýandygy bu ýerden gelip çykýar.
Teorema subut edildi.
Indi (1) meseläniň çözüwiniň m boýunça önüminiň bardygyny 

görkezeliň hem-de ony kesgitläliň.
3-nji teorema. Goý, ( , , )f x y m  üznüksiz funksiýanyň 

, , ,R x T y b y b0 0 0 0# # m K= - +6 6 6@ @ @  oblastda y ,f f m' '  üznüksiz 
önümleri bar bolsun we
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, , , .f L f L L L consty 1 2 1 2# # =m''

Onda (1) meseläniň çözüwiniň m boýunça önümi bardyr we ol

m
( , , ) ( , , )exp

y
f t y f s y ds dt

x

x

y

t

x

0

$
2
2
m

m m= ' '= Gy y

formula boýunça tapylýandyr.
Subudy. Goý, ,0!m m K6 @ we m-nyň bu bahasyna degişli (1) 

meseläniň çözüwi ( )y x  bolsun. Onda 

           , , , ( )
d
dy

f x y y x y0 0m
m= =^ h             (2)

bolar. (2) we (1) deňliklerden alarys:

, , ( , , ),
dx

d y y
f x y f x ym m

-
= -

^
^

h
h

( )y x y x 00 0- =^ h .

Deňligiň sag bölegine Lagranž formulasyny ulansak, onda

    , , ( , , ) ( ),
dx

d y y
f x y y y f x y

~ ~

y m m m m
-

= - + -m' '
^ ^ ^

h h h          (3)

( )y x y x 00 0- =^ h

bolar, bu ýerde

( ), ( ), 0 , 1.y y y y
~ ~

1 2 1 21 1j m m j m m j j= + - = + -

Goý, 
~
!m m bolsun.

, ,x
y y~

y m m
m m

=
-

-^ h

belgilemäni girizip, (3) meseläni

, , , , ,
dx
d f x y f x y

~ ~

y
y ym m= + m' '^ ^h h

, ,x 00y m m =^ h
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görnüşde ýazarys. Bu meseläniň çözüwini

m
, , ( , , ) ( , , )expx f t y f s y ds dt

~ ~

x

x

y

t

x

0

#y m m m m= ' '^ h = Gy y
ýa-da

m
( , , ) ( , , )exp

y y
f t y f s y ds dt

~ ~ ~

x

x

y

t

x

0

#
m m

m m
-

-
= ' '= Gy y

görnüşde taparys. Soňky deňlikde "m m bolandaky predele geçsek, 
onda

m
( , , ) ( , , )lim exp

y y
f t y f s y ds dt

x

x

y

t

x

0
m m

m m
-

-
=

m m-
' '= Gy y

ýa-da

m
( , , ) ( , , )exp

y
f t y f s y ds dt

x

x

y

t

x

0

2
2
m

m m= ' '= Gy y

bolar.

§12. Aýratyn çözüwler barada

Eger
y' = f (x, y)

deňlemäniň sag bölegi R oblastyň her bir nokadynda Pikar teore-
masynyň şertlerini kanagatlandyrýan bolsa, onda ol deňlemäniň 
(x0,y0) nokatdan geçýän ýeke-täk çözüwi bar. Bu ýagdaýda (x0, y0) no-
kada ady nokat diýilýär.

Eger (x0, y0) nokatda deňlemäniň çözüwiniň ýeke-täkligi bozulsa, 
onda ol nokada aýratyn nokat diýilýär.

Eger ( )y x{=  çözüwiň grafiginiň hemme nokatlarynda ýeke-
-täklik şerti bozulsa, onda ol çözüwe aýratyn çözüw diýilýär.

Pikar teoremasyndan belli bolşy ýal y, çözüwiň ýeke-täklik şertini 
üpjün edýän Lipşis şertidir. Oňa görä-de tekizlikde aýratyn çözüwleri 

5. Sargyt № 901
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Lipşis şertiniň ýerine ýetmeýän ýerlerinden (nokatlaryndan) gözle-
meli. Çözüwiň grafiginiň aýratyn nokatlardan durýandygyny ýa-da 
durmaýandygyny Lipşis şerti bilen barlamak aňsat iş däl.

Şonuň üçin durmuşda Lipşis şertiniň ýerine

y
f

L
2
2

#

şert ulanylýar. Bu deňsizligiň Lipşis şertini üpjün edýändigi görkezi-
lipdi. Bu ýagdaýda differensial deňlemäniň aýratyn çözüwi bolmaýar.

Eger f (x, y) funksiýanyň 
y
f

2
2  önümi y = ( )x{  bolanda tükeniksiz-

lige öwrülse, ýagny

y
f

( )y x2
2

3=
{=

bolsa, onda Lipşis şerti ýerine ýetmeýär. Diýmek, y = ( )x{   funksiýanyň 
aýratyn çözüw bolaýmaklygy ähtimaldyr.

Eger y = ( )x{   funksiýa berlen differensial deňlemäni kanagat-
landyrsa, onda ol aýratyn çözüw bolar.

y
f

2
2  hususy önümi tükeniksizlige öwürýän birnäçe funksiýalaryň

bolmagy mümkin. Olaryň aýratyn çözüwler bolýandygyny ýa-da bol-
maýandygyny görkezilen usul bilen anyklamak bolar.

1-nji mysal. y y x= -'  deňlemäniň aýratyn çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Berlen ýagdaýda

f (x, y) = y x- .

Bu funksiýanyň önümi

y
f

y x2

1
2
2

=
-

y = x bolanda tükeniksizlige öwrülýär, ýagny

y
f

y x2
2

3=
=

 .

Diýmek, y = x gönüniň nokatlarynda Lipşis şerti ýerine ýetmeýär. Bu  
y = x funksiýanyň berlen deňlemede goýlanda, ony kanagatlandyr-
maýandygyny görýäris.



Diýmek, y = x funksiýa ol deňlemäniň aýratyn çözüwi bolmaýar.
2-nji mysal. y y x 1= - +' ,
y – x ≥ 0

deňlemäniň aýratyn çözüwini tapmaly. 
Çözülişi. Biziň deňlemämizde

( , )f x y y x 1= - +  ,

y
f

y x2

1
2
2

=
-

.

Öňki mysaldaky ýaly y = x bolanda 
y
f

2
2  tükeniksizlige öwrülýär,

ýagny Lipşis şerti ýerine ýetmeýär. Bu y = x funksiýanyň garalýan 
deňlemäniň çözüwidigi aýdyňdyr.

Garalýan deňlemede y – x = u belgilemäni girizip,

( )
y

x C
x

4

2

=
+

+

umumy çözüwini taparys. Tapylan y = x çözüwiň her bir (x0, y0) no-
kadyndan umumy çözüwiň C = – x0 bahasyna degişli

y
x x

x
4

0
2

=
-

+
^ h

çözüwi geçýär.
Şeýlelikde, y = x çözüwiň her bir nokadyndan iki sany integral 

egri geçýär. Diýmek, y = x aýratyn çözüw.
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I I  bap
.

ÖNÜME GÖRÄ ÇÖZÜLMEDIK DEŇLEMELER

Bapda önüme görä çözülmedik birinji tertipli ady differensial 
deňlemeler öwrenilýär.

§1. Önüme görä çözülmedik differensial deňlemäniň 
çözüwiniň barlyk we ýeke-täklik teoremasy

             F (x, y, y' ) = 0                        (1)

deňlemä garalyň. (1) deňleme üçin Koşi meselesini kesgitläliň. (1) 
differensial deňlemäniň

    y(x0) = y0             (2)

şerti kanagatlandyrýan y = ( )x{  çözüwini tapmaklyga Koşi meselesi 
diýilýär.

(2) deňlige başlangyç şert diýilýär, x0, y0 sanlara başlangyç baha-
lar diýilýär.

, , ' , 'R x a x a y b y b y c y c0 0 0 0 0 0# #= - + - + - +
) 6 6 6@ @ @

belgilemäni girizeliň, bu ýerde a, b, c berlen hakyky sanlar, y'0 san

F (x0, y0, y' ) = 0

deňlemäniň hakyky kökleriniň biri.
Indi (1) deňlemäniň (2) şerti kanagatlandyrýan ýeke-täk 

çözüwiniň bardygyny subut edeliň.
Teorema. Goý, F (x, y, y' ) funksiýa aşakdaky şertleri kanagat-

landyrýan bolsun:
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a) F (x, y, y' ) funksiýa Fy' we Fy'' hususy önümleri bilen bilelikde 
R* oblastda üznüksiz,

b) Fy'' (x0, y0, y0' ) ≠ 0
Onda ,x h x h0 0- +6 @ kesimde (1)-(2) meseläniň y = y (x) ýeke-

-täk çözüwi bardyr we onuň üçin y'(x0) = y0'.
Subudy. Teoremanyň şertlerinde F (x, y, y' ) funksiýa anyk däl 

funksiýanyň barlyk we ýeke-täklik teoremasynyň talaplaryny kana-
gatlandyrýar. (Bu bize matanaliz dersinden bellidir). Oňa görä-de (1) 
deňleme R R1)) ) oblastda y'-i birbahaly funksiýa hökmünde, ýagny

            y' = f (x,y)             (3)

görnüşde kesgitleýär. f (x,y) hususy önümi 
y
f

2
2  bilen bilelikde üznüksiz

funksiýa bolup, f (x0, y0) = y0' deňlik ýerine ýetýär.
Diýmek, f (x,y) R** oblastda üznüksiz funksiýa we y boýunça 

Lipşis şertini kanagatlandyrýar, ýagny (3) deňlemaniň sag bölegi Pi-
kar teoremasynyň şertlerini üpjün edýär. Onda (3) deňlemäniň, ýagny 
(1) deňlemäniň ,x h x h0 0- +6 @ kesimde y (x0) = y0 şerti kanagat-
landyrýan y = y(x) ýeke-täk çözüwi bardyr.

Indi y' (x0) = y0' bolýandygyny görkezeliň. Belli bolşy ýaly, 
y = y(x) (3) deňlemäniň (2) şerti kanagatlandyrýan çözüwi. Onda 
hemme x ! ,x h x h0 0- +6 @ bahalar üçin

y' (x) ≡ f (x, y(x)).

Goý, x = x0 bolsun. Onda

y' (x0) ≡ f (x0, y(x0)) = f (x0, y0) = y'0
Teorema subut edildi.

§2. Aýratyn çözüwler barada

          F (x, y, y' ) = 0                       (1)

deňlemäniň aýratyn çözüwini tapmaklyga garalyň.
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Garalýan (1) deňlemäniň çözüwiniň ýeke-täklik şertiniň bozul-
ýan nokatlaryny tapalyň. Onuň üçin (1) deňlemäni y boýunça diffe-
rensirlesek,

0
y
F

y
F

y
y

$
2
2

2
2

2
2

+ =
l

l

bolar, bu ýerde

y
y

y
F
y
F

2
2

2
2
2
2

=-
l

l

deňligi alarys.

y
F

y
y

2
2

2
2

3= =
l  şertiň ýerine ýetmegi üçin 

y
F

2
2
l
 = 0 bolmaly.

Şeýlelikde, aýratyn çözüwleri tapmak üçin koordinatalary

        
, ,

, ,

F x y y

y

F x y y
0

0
2

2
=

=

l

l
l

^
^

h
h*                         (2)

deňlemeleri kanagatlandyrýan nokatlary gözlemeli. Sistemadan y'-i 
çykaryp,

( , )x y 0{ =

deňlemäni alarys. Bu deňlemä (1) deňlemäniň diskriminant egri-
si diýil ýär. Ol deňlemäniň birnäçe bolmagy mümkin. Diskriminant 
egrileriň aýratyn çözüwler bolmagy ähtimaldyr.

Şeýlelikde, (1) deňlemäniň aýratyn çözüwini tapmak üçin ilki 
bilen onuň diskriminant egrilerini tapmaly, soňra olaryň integral 
egrilerdigini (çözüwlerdigini) görkezmeli, iň soňunda bu integral 
egrileriň nokatlarynda çözüwiň ýeke-täklik şertiniň bozulýandygyny 
derňemeli.

Mysal.

y xy e 0y
- + =l l

deňlemäniň aýratyn çözüwini tapmaly.
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Çözülişi. Berlen deňleme üçin (2) sistemany

y xy e

x e

0

0

y

y

- + =

- + =

l l

l
)

görnüşde alarys. Bu sistemadan y'-i çykaryp,

y = x ln x – x
deňleme bilen kesgitlenýän diskriminant egrini taparys. Bu 
funksiýanyň berlen deňlemäniň çözüwidigi aýdyňdyr.

Berlen deňlemäniň umumy çözüwi

y Cx eC
= -

görnüşde bolar. Bu gönüler maşgalasynyň deňlemesidir.
Diýmek, y = x ln x – x integral egriniň her bir nokadyndan iki 

sany integral egri geçýär, olaryň biri bu egriniň özi, beýlekisi bolsa 
gönüler maşgalasyndan bir gönüdir.

Şunlukda, diskriminant egri deňlemäniň aýratyn çözüwi bolýar.

§3. Deňlemeleriň çözüliş usullary

1.

         , ,F x y y 0=l^ h                         (1)

deňlemä garalyň.
Goý, (1) deňleme öz argumentleriniň hiç birine görä çözülmedik 

deňleme bolsun. (1) deňlemede x, y, y' üýtgeýän ululyklary üç ölçegli 
giňişligiň koordinatlary diýip kabul etsek, onda bize belli bolşy ýaly, 
ol bu giňişlikde üstüň deňlemesi bolar. Bu ýagdaýda, ony

  ( , ), ( , ), ( , )x u v y u v y u v{ } ~= = =l            (2)

parametrik görnüşde aňlatmak bolar. Bu funksiýalar (1) deňlemäni   
( , ), ( , ), ,F u v u v u v 0{ } ~ =^ h6 @  toždestwo öwürmelidirler, bu ýerde u, 

v – parametrler, ,u v{^ h we ,u v}^ h parametrleriň üýtgeýän oblastynda 
differensirlenýän funksiýalar. (2) deňlikden dx-i we dy-i tapalyň:
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,

.

dx
u
du

dv
dv

dy
du

du
dv

dv

2
2 2

2 2

{ {

} }

= +

= +

Bize dy = y'dx toždestwo bellidir. Bu toždestwoda y', dx, dy üçin ta-
pylan aňlatmalary goýup

          ,
u
du

v
dv u v

u
du

v
dv

2
2

2
2

2
2

2
2} }

~
{ {

+ = +^ ch m           (3)

deňlemäni alarys, bu ýerde u we v deňhukukly üýtgeýän ululyklar. 
Berlen ýagdaýda, bagly däl üýtgeýän ululyga derek u-y, gözlenilýän 
funksiýa derek v-ni kabul etsek, onda (3) deňlemäni

   
,

,

du
dv

v
u v

v

u v
u u

2
2

2
2

2
2

2
2

}
~

{

~
{ }

=
-

-

^

^

h

h
            (4)

görnüşde ýazarys. Sag böleginiň maýdalawjysy noldan tapawutly 
diýeliň. (4) deňlemäniň sag bölegi u-a we v-e görä funksiýadyr. Ony 
( , )f u v  bilen belgiläp,

          ,
du
dv f u v= ^ h                        (5)

deňlemäni alarys. Şeýlelikde, (1) deňleme önüme görä çözülen diffe-
rensial deňlemä getirildi.

Goý, ( , )v u Cv=  funksiýa (5) deňlemäniň umumy çözüwi bol-
sun. Onda (2) deňliklerden (1) deňlemäniň parametrik görnüşdäki 
umumy çözüwini alarys:

, , , , ,x u u C y u u C{ v } v= =^^ ^^hh hh.

Eger bu deňliklerden u parametri çykarmak başartsa, onda (1) 
deňlemäniň umumy integraly alnar.

Eger v = h(u) funksiýa (5) deňlemäniň aýratyn çözüwi bolsa, 
onda

, , ,x u h u y u h u{ }= =^^ ^^hh hh

(1) deňlemäniň aýratyn çözüwi bolmagy mümkin.
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Eger (4) deňlemäniň çözüwini tapmak kyn bolsa, onda (3) 
deňlemede bagly däl üýtgeýän ululyga derek v-ni, gözlenilýän funk-
siýa derek u-y kabul edip, önüme görä çözülen başga görnüşli diffe-
rensial deňlemäni almak bolar. Ol deňlemäniň çözüwini tapmak (4) 
deňlemäniň çözüwini tapmakdan ýeňil bolmagy mümkin.

1-nji mysal.

  y e y
xy

=l
l

   deňlemäni çözmeli.

Çözülişi. Berlen deňlemäni parametrik görnüşde aňladalyň. Eger

   , ,x uve y v y eu u
= = =- l             (6)

funksiýalary görnüşlerde kesgitläp, olary berlen deňlemede goýsak, 
eu ≡ eu toždestwony alarys.

Indi berlen deňlemäni çözmäge geçeliň. dx-i we dy-i tapyp we 
dy = y' dx toždestwoda goýup,

dv = vdu + udv – uvdu
deňlemäni alarys. Bu ýerde u-ny bagly däl üýtgeýän ululyga derek,  
v-ni gözlenilýän funksiýa derek kabul edýäris. Onda

du
dv v u

du
dv uv= + -

ýa-da

u
du
dv v1 0- - =^ `h j

deňlemäni alarys.
Iki ýagdaýa garalyň:

1. .
du
dv v 0- =

Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip 
v
dv du=  deňlemäni, soňra

integ rirläp v = Ceu çözüwi taparys. v-niň bu bahasyny (6) deňliklerde 
goýsak

x = Cu,   y = Ceu
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bolar. Bu funksiýalar bilelikde berlen deňlemäniň parametrik 
görnüşdäki umumy çözüwi bolar. Bulardan u-ny çykaryp, ol 
deňlemäniň y = Ce x/C görnüşde umumy çözüwini alarys:
2) u – 1 = 0,  u = 1 bahany (6) deňliklerde goýup x = ve–1, y = v  
deňlikleri alarys. Bu ýerden y = ex funksiýa berlen deňlemäniň aýratyn 
çözüwi bolar.

2. (1) deňlemäniň x-e görä çözülen ýagdaýyna garalyň:

           ,x F y y1= l^ h                        (7)
y' = p belgileme girizeliň, bu ýerde p – parametr. Onda

              x = F1 (y, p)             (8)

bolar. Bu funksiýanyň differensialy

dx
y

F
dy

p

F
dp1 1

2

2

2

2
= +

bolar. Bu ýerde dx-iň ýerine 
p
dy -ni ýazyp,

p
dy

y

F
dy

p

F
dp1 1

2

2

2

2
= +

deňlemäni alarys. Bu ýerde y we p deňhukukly ululyklardyr. Eger  
y-i bagly däl üýtgeýän ululyk, p-ni gözlenilýän funksiýa diýip kabul 
etsek, onda bu ýerden önüme görä çözülen differensial deňlemäni

         
dy
dp

p

F
p y

F1

1

1

2

2
2

2

=
-

                        (9)

görnüşde alarys. Bulara meňzeş deňlemäni çözmekligiň usullary bi-
rinji bapda öwrenilipdi.

Goý,

          ( , , )y p C 0v =                       (10)

(9) deňlemäniň umumy integraly bolsun. Onda (8) we (10) 
deňlikler bilelikde (7) deňlemäniň parametrik görnüşli umumy in-
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tegraly bolar. Eger ol deňliklerden p parametri çykarylsa, onda (7) 
deňlemäniň umumy integraly alnar.

Eger ( )p yc=  funksiýa (9) differensial deňlemäniň aýratyn 
çözüwi bolsa, onda ony (8) deňlikde goýup

, ( )x F y y1 c= ^ h

funksiýany alarys. Bu funksiýanyň (7) deňlemäniň aýratyn çözüwi 
bolmagy mümkindir.

2-nji mysal.
  lnx

y
y

=
l
   deňlemäni çözmeli.

Çözülişi. y' = p diýeliň. Onda lnx
p
y

=  bolar. Bu ýerden

dx
y
dy

p
dp1 1= -

bolýar. Bu ýerde dx-iň ornuna 
p
dy -ni goýup,

p
dy

y
dy

p
dp1 1= -

deňlemäni alarys. Eger p-ni gözlenilýän funksiýa diýip hasap etsek, 
onda bu deňlemäni

dy
dp

y
p1 1= -   ýa-da  

dy
dp

y
p1 1- -

görnüşde ýazyp bileris. Birjynsly däl çyzykly deňlemäniň umumy 
çözüwini bize belli bolan Lagranž usuly bilen p = y(C – ln y) görnüşde 
taparys.

Şeýlelikde,

ln

ln

x
p
y

p y C y

=

= -^ h
*

funksiýalar berlen deňlemäniň parametrik çözüwi bolar. Bu ýerde p   
parametri çykaryp, ol deňlemäniň umumy integralyny

x = – ln(C – ln y) ýa-da e –x + ln y = C

görnüşde ýazyp bileris.
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3. Goý, (1) deňleme y-e görä çözülen bolsun. Onda 

           ,y F x y2= l^ h                      (11)

bolar. y' = p belgilemäni girizsek, onda
           ,y F x p2= ^ h                                 (12)

bolar. Bu funksiýanyň differensialyndan, ýagny

dy
x
F dx

p
F dp2 2

2
2

2
2

= +

deňlikden, dy = pdx gatnaşygy göz öňünde tutup,

pdx
x
F dx

p
F dp2 2

2
2

2
2

= +

deňligi alarys.
Eger p-ni gözlenilýän funksiýa diýip hasap etsek, onda önüme 

görä differensial deňleme, ýagny

p
x
F

p
F

dx
dp2 2 $

2
2

2
2

= +

ýa-da

dx
dp

p
F

p
x
F

2

2

2
2

2
2

=
-

deňlemäni alarys. Bu deňlemäniň umumy integralyny

             ( , , )x p C 0v =                       (13)

görnüşde taparys. (12) we (13) deňlikler bilelikde (11) deňlemäniň 
parametrik görnüşdäki umumy integraly bolar.

Eger olardan p çykarylsa, onda alnan funksiýa (11) deňlemäniň 
umumy integraly bolar.

Eger ( )p xc=  funksiýa ýokardaky deňlemäniň aýratyn çözüwi 
bolaýsa, onda

, ( )y F x x2 c= ^ h

funksiýanyň (11) deňlemäniň aýratyn çözüwi bolaýmagy ähtimaldyr.
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3-nji mysal.
 y = x + y' –ln y' deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. y' = p belgilemäni girizip,

y = x + p – ln p

funksiýany alarys. Munuň differensialy

dy dx dp
p
dp

= + -

bolar. Bu ýerde dy-iň ornuna pdx-i goýup,

p dx
p

p
dp1

1
- =

-
^ h

deňlemäni alarys.
Goý, p – 1 ≠ 0 diýeliň. Onda p – 1-e gysgaldyp, üýtgeýän ululyk-

lary aýyl-saýyl edilen deňlemä, ýagny

dx
p
dp

=

deňlemä geleris. Bu deňlemäni integrirlesek, onda x = ln p + C bolar.
Şeýlelikde,

ln

ln

y x p p

x p C

= + -

= +
)

funksiýalar bilelikde berlen deňlemäniň parametrli umumy çözüwi 
bolar. Bu ýerde p-ni çykaryp, berlen deňlemäniň umumy çözüwini

y = e x–C + C

görnüşde alarys.
Goý, p – 1 = 0 diýeliň, onda p = 1 bahany

y = x + p – ln p

funksiýada goýup, y = x + 1 funksiýany alarys. Bu funksiýanyň 
aýratyn çözüw bolýandygyny görmek kyn däldir.

 4.                ( ) ( )y x y y{ }= +l l             (14)
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deňlemä garalyň, bu ýerde {, }–differensirlenýän funksiýalar. (14) 
deňleme (11) deňlemäniň hususy halydyr. (14) deňlemä Lagranž 
deňlemesi diýilýär.

(14) deňlemede y' = p belgileme girizip,

        ( ) ( )y x p p{ }= +            (15)

funksiýany alarys. Bu funksiýanyň differensialyny tapyp we dy-iň or-
nuna pdx-i goýup,

pdx p dx x p dp p dp{ { }= + +l l^ ^ ^h h h

deňlemäni alarys.
Bu ýerde x we p deňhukukly üýtgeýän ululyklardyr. Eger bu ýer-

de gözlenilýän funksiýa x diýip hasap etsek, onda

p
dp
dx p

dp
dx x p p{ { }= + +l l^ ^ ^h h h

ýa-da

         
dp
dx

p p

p
x

p p

p

{

{

{

}
+

-
=

-

l l

^
^

^
^

h
h

h
h                     (16)

bolar. Bu bolsa birjynsly däl çyzykly deňlemedir. Onuň umumy çözü-
wini

           expx C
p p

p
dp$

{

{
= -

-
+

l

^
^

c
h
h

my          (17)

exp exp
p p

p
dp

p p

p

p p

p
dp$ $

{

{

{

}

{

{
-

- - -

l l l

^
^

c
^

^
^
^

c
h
h

m
h

h
h
h

my yy

görnüşde ýazmak bolar. Bu ýerde ( )p p 0!{ - .
(15) we (17) deňlikler bilelikde (14) deňlemäniň parametrik 

görnüşli umumy integraly bolar. Eger ol deňliklerden p parame-
tri çykarmak başartsa, onda (14) deňlemäniň umumy integralyny 
( , , )x y C 0~ =  görnüşde alarys.

Eger (16) deňlemede ( )p p 0{ - =  bolsa, onda bu deňlemäniň pi 
hakyky köklerini tapyp we olary (15) funksiýada ornuna goýup,

( ) ( ) ( , )y x p p i n1i i{ }= + =
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çözüwleri alarys. Bu çözüwler özlerinde hemişelik sanlary sakla-
maýarlar. Oňa görä-de, olaryň (14) deňlemäniň aýratyn çözüwleri 
bolmaklygy ähtimaldyr.

4-nji mysal.
      y = xy' 2 + y' 2   deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Berlen deňleme Lagranž deňlemesidir. y' = p belgileme 

girizip,

y = xp2 + p2

funksiýany alarys. Bu funksiýanyň differensialyny tapyp we dy-iň or-
nuna pdx-i goýup,

pdx = p2dx + 2pxdp + 2pdp

deňlemäni alarys. Bu ýerde x gözlenilýän funksiýa, p onuň argumenti 
diýip kabul etsek, onda

dp
dx

p p

p
x

p p

p2 2
2 2+
-

=
-

görnüşli çyzykly birinji tertipli deňleme alnar.
p2 – p ≠ 0 diýeliň. Onda deňlemäni

dp
dx

p
x

p1
2

1
2+

-
=

-

görnüşde ýazyp, umumy çözüwini

( )
x

p

C

1
1

2=
-

-

görnüşde taparys. Şeýlelikde, berlen deňlemäniň parametrli çözüwini

y = xp2 + p2

( )
x

p

C

1
1

2=
-

-

ýa-da

( )
x

p

C

1
1

2=
-

- ,   
( )

y
p

Cp

1 2

2

=
-

görnüşde alarys.
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Bu ýerde p parametri çykarmaga synanyşalyň. Birinji deňlikden

,p
x
C p

x
C1

1 1
12- =

+
=

+
+^ h

bolar. p-niň bu bahasyny ikinji deňlikde goýup, ýönekeýleşdirilenden 
soň berlen deňlemäniň umumy çözüwini

y C x 1
2

= + +^ h

görnüşde alarys.
Indi p2 – p = 0 diýeliň. Onda p = 0 , p = 1 bahalary

y = xp2 + p2

funksiýada yzygiderli goýup,

   y = 0,  y = x + 1
funksiýalary alarys. Bu ýerde y = 0 aýratyn çözüw bolar. y = x +1 hu-
susy çözüw bolar, sebäbi bu çözüw umumy çözüwden C = 0 bahada 
alynýar.

5.
         y xy y}= +l l^ h          (18)

deňlemä garalyň, bu ýerde }  differensirlenýän funksiýa. (18) deňlemä 
Klero deňlemesi diýilýär. Bu deňleme Lagranž deňlemesiniň hususy 
halydyr, sebäbi ol deňleme (14) deňlemeden ( )y y{ =l l bolanda 
alynýar. Eger y' = p diýip belgilesek, onda (18) deňlemeden

          y = xp + } (p)           (19)
funksiýany alarys. Bu funksiýanyň differensialy

dy pdx xdp p dp}= + + l^ h

görnüşde bolar. Ýokardaky belgilemäni, ýagny dy = pdx deňligi göz 
öňünde tutup, bu ýerden

dy pdx xdp p dp}= + + l^ h

ýa-da
( ( ))dp x p 0}+ =l

deňlemäni alarys.
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Iki ýagdaýa garalyň:
1. Goý, dp = 0 bolsun. Onda p = C bolar. Bu bahany (19) funksiýada 
goýup, (16) deňlemäniň

        ( )y Cx C}= +                       (20)

görnüşli umumy çözüwini alarys;

2.         ( )x p 0}+ =l

ýa-da

         ( ) .x p}=- l            (21)

Eger ( )p}l  funksiýanyň ikinji tertipli ( )p}m  üznüksiz önümi bar bo-
lup we ( )p 0!}m  bolsa, onda (19) we (21) funksiýalar bilelikde (18) 
deňlemäniň çözüwini berýändigini görkezeliň. y'-i tapalyň:

 ,y
dx
dy

d p

d p p p

p dp

p p dp
p

}

} }

}

}
= =

-

- +
=

-

-
=l

l

l

ll

ll

^
^ ^

^
^

h
h h

h
h

6
6

@
@    (22)

(19), (21) we (22) formulalary nazarda tutup, (18) deňlemeden

( ) ( ) ( ) ( )p p p p p p} } } }- + =- +l l

toždestwony alarys. Differensial geometriýa dersinden belli bolşy 
ýaly, (19) we (21) deňlikler bilelikde integral egriler maşgalasynyň 
oramasy bolýar.

Eger (19) we (21) deňliklerden p-ni çykaryp bolsa, onda

         ( , )x y 0v =   ýa-da  ( )y x1v=

funksiýany alarys. Bu funksiýa ýa-da integral egriler oramasy (18) 
deňlemäniň aýratyn çözüwi bolar. Bu çözüw umumy çözüwden 
alynmaýar.

5-nji mysal. y xy ey- =l
l deňlemäni çözmeli.

Çözülişi. Bu ýerde y' = p belgilemäni girizsek, onda 
y = xp – ep

bolar. Bu funksiýanyň differensialyny tapsak we ýokarky belgileme-
den peýdalansak,

6. Sargyt № 901
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pdx = pdx + xdp – e p dp

ýa-da
dp (x – e p) = 0

bolar. Bu ýerde iki ýagdaýa garalyň.
Goý, dp = 0 bolsun. Onda p = C bolar. Şonuň üçin Klero 

deňlemesiniň umumy çözüwi

y = Cx – eC

görnüşde bolar. Bu göni çyzyklar maşgalasydyr.
Goý, x – e p = 0 bolsun. Bu ýerden x = e p bolar. Şeýlelikde,

y xp e

x e

p

p

= -

=
'

funksiýalar Klero deňlemesiniň parametrli çözüwidir. Bu sistemadan 
p parametri çykarsak, onda

y = x (ln x – 1)

funksiýany alarys. Bu funksiýa berlen deňlemäniň aýratyn çözüwi 
bolar.

Mesele. Galtaşýanynyň koordinatalar oklary bilen çäklenen ke-
simi a deň bolan egrini tapmaly.

Çözülişi. Goý, y = y(x) gözlenilýän egriniň deňlemesi bol-
sun. M (x, y) gözlenilýän egriniň nokady, M nokatda egrä geçirilen 
galtaşýanyň deňlemesi

Y – y = y' (X – x)

bolar, bu ýerde X we Y – galtaşma nokadynyň üýtgeýän koordinata-
lary, x we y – egriniň berlen nokadynyň koordinatalary.

Şerte görä, |AB| = a. Galtaşýanyň koordinata oklaryndan kesip 
alýan kesimlerini onuň deňlemesinden

,OA y xy OB
y

xy y
= - =

-l
l

l
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görnüşde alarys. Pifagor teoremasyny ulansak,

OA OB a2 2 2
+ =

ýa-da
y xy

y
xy y

a2
2

2
- +

-
=l

l
l

^ ch m

bolar. Bu deňlemäni y-e görä çözüp,

y xy
y

ay

1 2
!=

+
l

l

l

görnüşli Klero deňlemesini alarys. Onuň umumy çözüwi

y Cx
C

aC

1 2
!=

+

görnüşde bolar. Bu gönüler maşgalasydyr. Aýratyn çözüwi tapmak 
üçin Klero deňlemesinde y' = p belgileme girizip,

y xp
p

ap

1 2
!=

+

funksiýany alarys. Bu funksiýany p boýunça differensirlesek,

x
p
a0

1 /2 3 2
!=

+^ h

bolar. Ýokardaky funksiýalary
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,x
p
a y

p

ap

1 1/ /2 3 2 2 3 2

3

" !=
+

=
+^ ^h h

görnüşlerde ýazalyň. Bu deňliklerden p parametri çykarmak üçin 
olary 

3
2  derejä göterip, degişli böleklerini goşsak, onda 

x y a/ / /2 3 2 3 2 3
+ =

deňlemäni alarys. Bu astroidanyň deňlemesidir. Ol ýokardaky gör-
kezilen gönüler (integral egriler) maşgalasynyň oramasy bolýar. Oňa 
görä-de ol berlen deňlemäniň aýratyn çözüwi bolar.

6. (1) deňlemäniň başga görnüşlerine garalyň.
Goý, (1) deňleme

     ( , ) ( ) ( , ) ( ) ...

... ( , ) ( ) ( , )

a x y y a x y y

a x y y a x y 0

n n

n n

0 1
1

1

+ +

+ + =

-

-

l l

l
                     (23)

görnüşde berlen bolsun, bu ýerde ai (x, y) (i = 0,1,..., n) käbir oblastda 
üznüksiz funksiýalar, a0 (x, y) ≠ 0.

(23) deňleme derejesi n bolan y'-e görä birinji tertipli differensial 
deňlemedir. Ol deňlemäniň n sany köki bardyr. Olary y'-e görä çözüp,

      y' = fk (x, y)     (k = 1,2,..., n)                     (24)

deňlemeleri alarys, bu ýerde fk (x, y) hakyky we kompleks bahaly 
funksiýalardyr. Biz bu ýerde hakyky bahaly deňlemelere gararys.

Goý, fk (x, y) funksiýalaryň m sanysy hakyky bahaly bolsun. Onda 
bu ýerden y' = fm (x, y) (m ≤ n) deňlemeleri alarys. Bu deňlemeleri bi-
rinji bapda beýan edilen usullary ulanmak bilen çözüp, olaryň umumy 
çözüwlerini

, , ..., ,y x C y x C
m1

{ {= =^ ^h h

ýa-da umumy integrallaryny

, , , ..., , ,x y C x y C0 0
m1

~ ~= =^ ^h h

görnüşlerde taparys. Bu umumy integrallaryň toplumyna (23) 
deňlemäniň umumy integraly diýilýär. (23) deňlemäniň umumy in-
tegralyny
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, , , , ... , ,x y C x y C x y C 0
m1 2

$ $ $~ ~ ~ =^ ^ ^h h h

görnüşde ýazmak bolýar. Bu deňligiň çep bölegi C-e görä m derejeli 
köpagzadyr.

6-njy mysal. ( )y x y x1 02 2 2
+ - - =l l  deňlemäni çözmeli.

Çözülişi. Bu deňleme y'-e görä kwadrat deňlemedir. Ony y'-e 
görä çözsek,

y' = 1,       y' = –x2

bolar. Bu deňlemeleriň umumy çözüwlerini

,y x C y x C
3

3

= + =- +

görnüşde taparys. Onda berlen deňlemäniň umumy integralyny

y x C y x C
3

0
3

- - + - =^ ch m

görnüşde ýazarys.
7. (1) deňlemä gözlenilýän y funksiýanyň anyk görnüşde gir-

meýän ýagdaýyna garalyň.

             F (x, y') = 0           (25)

deňlemäniň dürli görnüşlerde bolmaklygy mümkindir. Ol ýagdaýlara 
aýratynlykda garalyň.

Goý, (25) deňleme y'-e görä çözülen bolsun, ýagny

          y' = fk (x)        (k = 1,2,...,)          (26)

bu ýerde fk (x) hakyky üznüksiz funksiýalar. (26) deňlemeleri integrir-
läp, olaryň umumy çözüwlerini

         ( , , ...,)y f x dx C k 1 2
k= + =^ hy          (27)

görnüşde taparys.
Goý, (25) deňleme x-e görä çözülen bolsun, ýagny

          ( ),x y{= l            (28)

bu ýerde { differensirlenýän funksiýa. Bu ýagdaýda y' = p belgilemä-
ni girizip,



86

              ( )x p{=            (29)

funksiýany alarys. Bu funksiýanyň differensialy

          ( )dx p dp{= l                       (30)

bolar. y' = p ýa-da dy = pdx belgilemede (30) deňligi peýdalansak, 
onda

( )dy p p dp{= l

bolar. Bu deňlemäni integrirläp

       y p p dp C{= +l^ hy           (31)

funksiýany taparys.
(29) we (31) funksiýalar bilelikde (28) deňlemäniň parametrik 

görnüşli umumy çözüwi ýa-da umumy integraly bolar. Eger bulardan 
p parametri çykarmak başartsa, onda alnan ( , , )x y C 0~ =  funksiýa ol 
deňlemäniň umumy çözüwi ýa-da umumy integraly bolar.

Eger (25) deňlemäni onuň argumentlerine görä aňladyp bol-
maýan bolsa, onda ony
      , ( )x t y t{ }= =l^ h           (32)

parametrik görnüşde ýazmak bolar. Bu funksiýalar (25) deňlemäni 
kanagatlandyrmalydyr, ýagny

( ( ), ( ))F t t 0{ } =

bolmalydyr. (32) deňliklerden ( ) ( ) ( )dy t dx t t dt} } {= = l  deňlemäni 
alarys. Deňlemäni integrirläp,

   y t t dt C} {= +l^ ^h hy           (33)

funksiýany taparys. Şeýlelikde,

,x t

y t t dt C

{

} {

=

= +l

^

^ ^

h

h hy
funksiýalar bilelikde (25) deňlemäniň parametrik görnüşli umu-

my integraly bolar. Eger t parametr bu funksiýalardan çykarylsa, onda 
alnan funksiýa ol deňlemäniň umumy integraly bolar.
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7-nji mysal.

lnx y y1 2
= + +l l^ h

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. y' = p diýip belgilesek,

lnx p p1 2
= + +^ h

bolar. Differensirläp, soňra dx-iň ornuna 
p
dy -ni goýsak,

p
dy

p

dp

1 2
=

+
ýa-da

dy
p

pdp

1 2
=

+

bolar. Bu deňlemäni integrirlesek, y p C1 2
= + +  bolar.

Şeýlelikde,
,lnx p p

y p C

1

1

2

2

= + +

= + +

^ h
)

funksiýalar berlen deňlemäniň parametrik görnüşli umumy integ-
raly bolar. p parametri ol deňliklerden çykarmaga synanyşalyň. 
Sistemanyň birinji deňliginden

, .e p p e p p1 1x x2 2
= + + =- + +-

Bu deňlikleriň degişli böleklerini goşup, chx p1 2
= +  deňligi 

alarys. Onda sistemanyň ikinji deňligini y = chx + C görnüşde ýazmak 
bolar. Bu funksiýa berlen deňlemäniň umumy çözüwidir.

8. (1) deňlemäniň

            F (y, y') = 0           (34)

görnüşde berlen ýagdaýyna garalyň, ýagny x anyk görnüşde deňle-
mäniň düzümine girmeýär.

(34) deňlemäniň çözüwini tapmaklygyň mümkin bolan dürli 
usullaryny getireliň.
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Goý, (34) deňleme y'-e görä çözülen bolsun. Onda ol deňlemeden

y' = fn(y)
(n = 1,2,...)

görnüşdäki bir ýa-da birnäçe deňlemäni alarys. Bu deňlemeleri inte-
grirläp, deňlemäniň umumy integralyny

         , , ...
f y

dy
x C n 1 2

n

= + =
^

^
h

hy           (35)

görnüşde taparys.
Eger fn(y) = 0 bolsa, onda onuň köklerini y = an görnüşde ta-

parys. Bu kökler (35) deňlemäniň çözüwleridir. Bu çözüwleriň (34) 
deňlemäniň aýratyn çözüwleri bolmagy mümkindir.

Indi (34) deňlemäniň y-e görä çözülen ýagdaýyna garalyň.
Goý,

            ( )y y{= l                       (36)

bolsun. y'  = p belgilemäni girizip,

            ( )y p{=            (37)

funksiýany alarys, bu ýerden ( )dy p dp{= l . Belgilemeden dx
p
dy

=

bolýandygyny nazarda tutup, dy üçin aňlatmany peýdalansak, onda

dx
p

p dp{
=

l^ h

deňlemäni alarys. Bu deňlemäni integrirlesek, onda

                 x
p

p
dp C

{
= +

l^ hy           (38)

bolar. (37) we (38) funksiýalar bilelikde (34) deňlemäniň parametrik 
görnüşli umumy çözüwi bolar.

Eger p = 0 bolsa, onda F(y,0) = 0 bolar. Bu deňlemäniň y = αi 
kökleri hakyky sanlar bolsa, onda olar (34) deňlemäniň çözüwleri bo-
larlar.
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Goý, (34) deňleme y we y' argumentlere görä çözülmeýän bol-
sun. Bu ýagdaýda ony parametrik görnüşde aňlatmak bolar. Goý, (34) 
deňleme parametrik, ýagny

      ( ), ( )y t y t{ }= =l           (39)

görnüşde aňladylan bolsun. Bu funksiýalar (34) deňlemäni kanagat-
landyrmalydyr. (39) deňliklerden

, .dx
t

dy
dy t dt

}
{= = l

^
^

h
h

Bu deňliklerden

dx
t

t dt

}

{
=

l

^
^

h
h

deňlemäni alýarys. Bu deňlemäni integrirlesek,

      x
t

t
dt C

}

{
= +

l

^
^
h
hy                                  (40)

bolar. (39) deňliklerden y t{= ^ h we (40) bilelikde (34) deňlemäniň 
parametrik görnüşli umumy çözüwini berýär.

8-nji mysal y y e1 y
= -l

l^ h  deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. y' = p belgileme girizip,

y = (p – 1)e p

deňligi alarys. Bu ýerden dy-i tapyp, soňra onuň ornuna pdx-i goýsak,

dx = e p dp

bolar. Bu deňlemäni integrirläp x = e p + C funksiýany taparys.
Şeýlelikde,

x e C

y p e1

p

p

= +

= -^ h
)

funksiýalar berlen deňlemäniň parametrik görnüşli çözüwidir. Ýokar-
daky sistemadan p parametri çykaryp, berlen deňlemäniň

( ) ( )lny x C x C x C1 >= - - -^ h6 @
umumy çözüwini alarys.
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Eger p = 0 bolsa, onda y = – 1 bolar. Bu ýerde y = – 1 berlen 
deňlemäniň aýratyn çözüwidir.

9-njy mysal. y y 1/ /2 3 2 3
+ =l^ h  deňlemäni çözmeli.

Çözülişi. Bu deňlemäni y-e we y'-e görä çözmek kynrak. Oňa 
görä-de ony parametrik görnüşde aňlatmak oňaýly boljak.

Goý,  y = cos3t, y' = sin3t bolsun. Bu funksiýalary berlen 
deňlemede goýsak, onda toždestwo alarys. Diýmek, ol funksiýalar 
berlen deňlemäni kanagatlandyrýarlar.

,
sin

cos sin
sin
cosdx

y
dy

t

dy

t
t tdt

t
t dt3 3

3

2

2

2$
}

= = = - =-
l ^ h

3 3 3 .
sin
cos ctgx

t
t dt t t C

2

2

=- = + +y

Şeýlelikde,

x = 3t + 3ctgt + C,
y = cos3 t

funksiýalar berlen deňlemäniň parametrik görnüşli umumy inte-
gralyny berýärler.

9. Indi (1) deňlemäniň diňe y'-e görä deňleme bolan ýagdaýyna 
garalyň:

                F (y') = 0,           (41)

Goý, (41) deňlemäniň

       y' = ak          (k = 1,2,...)          (42)

tükenikli ýa-da tükeniksiz sany hakyky kökleri bar bolsun. Bu 
deňlemäni integrirlesek,

y = ak x + C

ýa-da

a
x

y C
k =

-

bolar. ak-nyň bahasyny (41) deňlemede goýsak,
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F
x

y C
0

-
=c m

bolar. Bu (41) deňlemäniň umumy integralydyr. Bu umumy integralyň 
kompleks differensial deňlemeleriň çözüwlerini hem özünde sakla-
magy mümkindir.

10-njy mysal. y 1 03
- =l  deňlemäni çözmeli.

Çözülişi. Deňlemede y'-iň ornuna 
x

y C- -i goýup, umumy inte-

 gralyny alarys. Bu umumy integral y' = 1 hakyky differensial 
deňlemäniň hem-de

y t
2

1 3!= -l

kompleks differensial deňlemeleriň çözüwlerini özünde saklaýar.
11-nji mysal. sin y' = 0 deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Bu deňlemäni y'-e görä çözüp

( , , , ...)y k k 0 1 2! !r= =l

deňlikleri alarys. Onda

y k x Cr= +

bolar. Bu ýerden

.k
x

y C
r =

-

Muny deňlemede y'-iň ornuna goýup, onuň umumy integralyny

sin
x

y C
0

-
=

görnüşde alarys.
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I I I  bap

ÝOKARY TERTIPLI DIFFERENSIAL DEŇLEMELER

§1. Esasy düşünjeler we kesgitlemeler

Tertibi 1-den uly bolan differensial deňlemä ýokary tertipli diffe-
rensial deňleme diýilýär.

Ýokary tertipli ady differensial deňleme umumy görnüşde

                 , , , ...,F x y y y 0n
=l^ ^ hh             (1)

deňlik bilen berilýär, bu ýerde x – bagly däl üýtgeýän ululyk, y – göz-
lenilýän funksiýa, y',...,y(n) – gözlenilýän funksiýanyň önümleri,
F – berlen funksiýa.

   , , , ...,y f x y y yn n 1
= -l^^ ^ hh h             (2)

görnüşde berlen deňlemä ýokary tertipli önüme görä çözülen deňleme 
diýilýär.  f  funksiýa D oblastda üznüksiz.

(1) we (2) deňlemelere n tertipli deňlemeler hem diýilýär.
Eger käbir (a,b) interwalda n gezek differensirlenýän ( )y x{=  

funksiýa (2) deňlemäni toźdestwa öwürýän, ýagny

, , , ...,x f x x x xn n 1{ { { {= -l^ ^ ^ ^^^ ^h h h hhh h

bolsa, onda ( )y x{=  funksiýa ol deňlemäniň çözüwi diýilýär. 
Çözüwiň grafigine integral egri diýilýär.

Goý,

        ( , , ..., )y x C Cn1{=              (3)

funksiýa D oblastda x boýunça n gezek differensirlenýän bolsun, bu 
ýerde C1,...,Cn erkin hemişelikler. Eger
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, , ...,

, , ...,

.....................................

, , ...,

y x C C

y x C C

y x C C

n

n

n n

n

1

1

1 1

1

{

{

{

=

=

=- -

l l

^

^

^^ ^

h

h

hh h

Z

[

\

]
]

]
]

            (4)

deňlemeler sistemasy C1,...,Cn hemişeliklere görä çözülýän bolsa, 
ýagny

, , , ...,

, , , ...,

...........................................

, , , ...,

C x y y y

C x y y y

C x y y

n

n

n n

n

1 1

1

2 2

1

1

}

}

}

=

=

=

-

-

-

l

l

l

^

^

^

h

h

h

we (3) funksiýa C1,...,Cn erkin hemişelikleriň islendik bahalarynda 
(2) deňlemäniň çözüwi bolsa, onda (3) funksiýa D oblastda (2) 
deňlemäniň umumy çözüwi diýilýär.

Eger (2) deňlemäniň umumy çözüwi anyk däl, ýagny 
( , , , ..., )x y C C 0n1U =  görnüşde tapylan bolsa, onda oňa (2) deňlemäniň 

umumy integraly diýilýär. Eger (3) deňlik

, , ..., ,

, , ...,

x t C C

y t C C

n

n

1

1

{

}

=

=

^

^

h

h
)

görnüşde aňladylan bolsa, onda oňa (2) deňlemäniň parametrik 
görnüşli umumy çözüwi diýilýär.

Umumy çözüwden C1,...,Cn sanlaryň her bir kesgitli bahalary 
üçin alnan çözüwe ol deňlemäniň hususy çözüwi diýilýär.

Differensial deňlemeler nazaryýetinde Koşi meselesini öwren-
meklik esasy orun tutýar. Şoňa görä-de n tertipli differensial deňleme 
üçin hem Koşi meselesini kesgitläliň.

(2) differensial deňlemäniň

   , , ...,y x y y x y

y x yn n

0 0 0 0

1

0 0

1

= =

=- -

l l^ ^

^^ ^

h h

hh h
            (5)
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şertleri kanagatlandyrýan ( )y x{=  çözüwini tapmaklyk meselesine 
Koşi meselesi diýilýär. (5)-däki deňliklere başlangyç şertler diýilýär,

0, , ...,x y y y ( )n
0 0 0

1-l  sanlara bolsa başlangyç bahalar diýilýär. 
Kesgitleme. Eger
1) ( , , ... )y x C Cn1{=  n gezek differensirlenýän funksiýa   

hemişelikleriň islendik bahasynda (2) deňlemäni kanagatlandyrýan 
bolsa,

2) (5) şertlerdäki , , ...,y i n1 2i

0 =^^ hh  islendik sanlar üçin, 
Ci hemişelikleriň degişli , , ...,C i n1 2

i

0
=^ h bahalary bar bolup, 

, , , ...,y x C C C
n1

0

2

0 0{= ^ h funksiýa Koşi meselesiniň çözüwi bolsa, onda
( , , ... )y x C Cn1{=  funksiýa (2) deňlemäniň umumy çözüwi diýilýär.

(2) deňlemäniň (5)-däki şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tap-
mak üçin (4) sistemada , , ...,x y y y n 1-l ^ h üýtgeýän ululyklaryň orunlary-
na (5)-däki başlangyç bahalaryň degişlilerini goýup, C1,C2,...,Cn erkin 
hemişelik sanlara görä

              

, , ...,

, , ...

....................................

, , ...,

x C C y

x C C y

x C C y

n

n

n

n

n

0 1 0

0 1 0

1

0 1 0

1

{

{

{

=

=

=- -

l l

^

^

^^ ^

h

h

hh h

Z

[

\

]
]

]
]

            (6)

görnüşli sistemany alarys. (6) sistemadan kesgitlenen 
, ...,C C C C

n n1 1

0 0
= =  bahalary ( , , ... )y x C Cn1{=  umumy çözüwde 

goýup, , , ...,y x C C
n1

0 0{= ^ h çözüwi alarys. Bu bolsa hususy çözüw bo-
lar.

Eger 

, , , ... , , , ...,x y y y x y y y Dn n

1 1

1

2 2 2

16 !- -l l^ ^^ ^h hh h  nokatlar üçin

, , , ..., , , , ...,f x y y y f x y y yn n
1 1 1

1
2 2 2

1 #-- -l l^ ^^ ^h hh h

...L y y y y y y( )n n
1 2 1 2 1

1
2

1# - + - + + -- -l l^ ^ hh

deňsizlik ýerine ýetýän bolsa, onda , , , ...,f x y y y n 1-l^ ^ hh  funksiýa D 
oblastda , , ...,y y y n 1-l ^ h argumentleri boýunça Lipşis şertini kanagat-
landyrýar diýilýär. Bu ýerde L ≥ 0 – Lipşis hemişeligi.
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Eger D oblast güberçek we şol oblastda , , , ...,f x y y y n 1-l^ ^ hh  
funksiýanyň , , ...,y y y n 1-l ^ h argumentleri boýunça çäkli hususy önüm-
leri bar, ýagny

, , ...,f L f L f L
y y y n1 2 n 1# # #-l l l

l ^ h

bolsa, onda ol oblastda Lipşis şerti ýerine ýetýändir.
Indi ýokary tertipli deňlemeler üçin Koşi meselesiniň çözüwiniň 

barlygynyň we ýeke-täkliginiň teoremasyny getireliň.
Teorema (Koşi-Pikar teoremasy). Eger , , , ...,f x y y y n 1-l^ ^ hh  

funksiýa ýapyk D Rn 13 +  oblastda üznüksiz we , , ...,y y y n 1-l ^ h ar-
gumentleri boýunça Lipşis şertini kanagatlandyrýan bolsa, onda (2) 
deňlemäniň , , , ...,x y y y Dn

0 0 0 0

16 !-l^ ^ hh  nokat üçin

, , ...,x y x y

x yn n

0 0 0 0

1

0 0

1

{ {

{

= =

=- -

l l^ ^

^^ ^

h h

hh h

şertleri kanagatlandyrýan we x0 nokadyň käbir etrabynda kesgitlenen 
ýeke-täk ( )y x{=  çözüwi bardyr.

Bu teoremanyň subudyny beýan etmekligiň zerurlygy ýok diýip 
hasap edýäris. Munuň şeýledigi aşakdaky ýagdaý bilen delillendiril-
ýär.

(2) deňlemäni n sany birinji tertipli deňlemeler sistemasyna ge-
tirmek bolýar. Goý, y1,...yn täze gözlenilýän funksiýalar bolsun. (2) 
deňlemede

, , , ...,y y y y y y y y( )n
n1 2 3

1
= = = =-l m

belgilemeleri girizip,

      .............

, , ...,

y y

y y

y y

y f x y y y,

n n

n n

1 2

2 3

1

1 2

=

=

=

=

-

l

l

l

l ^ h

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]

            (7)

görnüşli deňlemeler sistemasyny alarys. (7) sistema (2) deňlemä 
ekwiwalentdir (deňgüýçlüdir), ýagny eger ( )y x{=  funksiýa (2) 



96

deňlemäniň çözüwi bolsa, onda ol (7) sistemanyň hem çözüwidir we 
tersine.

Deňlemeler sistemasyna ýörite bapda garalar. (7) sistema öwre-
niljek umumy görnüşli deňlemeler sistemasynyň hususy halydyr. Şol 
ýerde differensial deňlemeleriň normal sistemasy diýip atlandyrylýan 
umumy sistema üçin çözüwiň barlyk we ýeke-täklik teoremasynyň 
subudy beýan ediler.

Egriler maşgalasynyň deňlemesi boýunça onuň differensial 
deňlemesini düzmek bolar.

Goý,
     ( , , , ..., )x y C C 0n1U =             (8)

egriler maşgalasynyň deňlemesi bolsun, bu ýerde U differensirlenýän 
funksiýa. Berlen egriler maşgalasynyň deňlemesindäki y-e x-iň   funk-
siýasy hökmünde garap hem-de ony x boýunça n gezek yzygiderli 
differensirläp,

            

0,

2 0,

....................................................................................

...

x y
y

x x y
y

y
y

y
y

x y
y 0

n

n
n

2

2 2

2

2
2

$

$ $ $

$

2
2

2
2

2
2

2 2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

U

U U U U

U U

U+ =

+ + + =

+ + =

l

l l m

^ h

görnüşli deňlemeleri alarys. Şeýlelikde, berlen hem-de ony diffe-
rensirläp alnan deňlemeler sistemasyndan C1,...,Cn erkin hemişelik 
sanlary (parametrleri) çykaryp, (1) görnüşli n tertipli differensial 
deňlemäni alarys. Оl (8) egriler maşgalasynyň differensial deňlemesi 
bolar.

Mysal.

         x C y C C1
2

2
2

3
2

- + - =^ ^h h             (9)

egriler maşgalasynyň differensial deňlemesini düzmeli.
Çözülişi. Görnüşi ýaly, (9) tekizlikdäki töwerekler maşgalasydyr. 

Оl özünde C1,C2,C3 üç erkin hemişeligi saklaýar. Оňa görä-de onuň 
üçin düzülmeli deňleme 3-nji tertipli bolmaly. Berlen deňlemede y-i  
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x-iň funksiýasy diýip hasap edip, (9) deňligi   boýunça 3 gezek yzy-
giderli differensirläp, alarys:

0,

1 0,

.

x C y C y

y C y y

y C y y y3 0

1 2

2

2

2

$

$

$

- + - =

+ - + =

- + =

l

m l

n l m

^ ^

^

^

h h

h

h

Soňky iki deňligiň ilkinjisinden y – C2-ni tapyp, soňkuda onuň ornuna 
goýsak, onda

y y y y1 3 02 2
+ - =n l l m^ h

gözlenilýän differensial deňleme alnar.
Differensial deňlemäniň çözüwini tapmak ýörelgesine diffe-

rensial deňlemäni integrirleme diýilýär. Ýokary tertipli differensial 
deňlemäni integrirleme meselesi birinji tertipli differensial deňlemäni 
integrirleme meselesine garanda ep-esli çylşyrymlydyr. Оňa görä-de 
bu bapda umumy görnüşli (1) deňlemäniň käbir hususy görnüşlerine 
we onuň tertibini kemeldip bolýan ýagdaýlaryna gararys hem-de 
olaryň umumy çözüwlerini tapmaklygyň usullary bilen tanyşdyrarys.

(2) deňleme üçin beýan edilen düşünjeler (1) deňlemä hem 
degişlidir.

§2. Umumy deňlemäniň hususy görnüşleri

Umumy deňlemäniň käbir hususy görnüşleriniň tertibini ke-
meldip bolýar. Şeýlelikde, olaryň umumy integrallaryny tapmaklyga 
mümkinçilik döreýär. Şeýle deňlemeleriň birnäçesine garalyň.

1.

          ,F x y 0n
=^ ^ hh                         (1)

deňlemä garalyň.
(1) deňlemäni çözmekligiň mümkin bolan birnäçe ýagdaýlaryna 

garalyň. Goý, (1) deňleme önüme görä çözülen bolsun. Оnda ony

             y f xn
= ^^ hh              (2)

7. Sargyt № 901
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görnüşde ýazmak bolar, bu ýerde f(x) funksiýa (a,b) interwalda üznük-
siz. (2) deňlemäni

  
dx

dy
f x

n 1

=
-

^
^

h
h

   ýa-da   dy f x dxn 1
=- ^^ hh

görnüşde göçüreliň. Soňky deňligiň iki bölegini hem integrirläp,

y f x dx Cn 1

1= +- ^^ hh y
deňligi alarys. Bu deňligi

dy f x dx C dxn 2

1= +- ^`^ h jh y
görnüşde ýazyp we iki bölegini hem integrirläp,

y f x dxdx C x C
2

n 2

1= + +- ^^ hh yy
görnüşli deňlige geleris. Integrirlemekligi n – 2 gezek yzygiderli gaý-
talap,

       
... ...

!
...

y f x dx dx

C
n
x C x C

1

n

n

n n1

1

1

= +

+
-

+ + +
-

-

^

^

h

h

S
yy

                       (3)

deňligi alarys. Bu funksiýa (2) deňlemäniň umumy çözüwidir. (3) 
çözüwde kesgitsiz integrallary ýokarky çägi üýtgeýän ululykly kes-
gitli integrallar bilen çalşyrmak bolar, ýagny ony

... ...
!

...y f x dx dx C
n
x C x C

1
x

x

x

x

n

n

n n1

1

1

00

= +
-

+ + +
-

-
^

^
h

h
S

yy

görnüşde ýazmak bolar.

      ... ...
!

f x dx dx
n

x t f t dt
1

1

x

x

x

x

n

n

x

x

1

00 0

=
-

- -^
^

^ ^h
h

h h

S

yy y           (4)

Koşi formulasyny peýdalanyp, umumy çözüwi
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!
y

n
x t f t dt

1
1

x

x
n 1

0

=
-

- +-

^
^ ^

h
h hy

!
...C

n
x C x C

1

n

n n1

1

1+
-

+ + +
-

-^ h

görnüşde ýazarys.
Goý, (2) deňlemäniň

  , , ...,y x y y x y y x yn n

0 0 0 0

1

0 0

1
= = =- -l l^ ^ ^^ ^h h hh h             (5)

başlangyç şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk talap edil-
ýän bolsun. Оnda (2) deňlemäniň çep we sag böleklerinden yzygiderli 
n gezek x0-dan x-a çenli integral alarys. Her gezek integral alnanda 
başlangyç şertlerden degişlisini peýdalanyp, (2) deňlemäniň çözüwini

...
!

...y f x dx dx
n

y
x x y x x y

1

n

x

x

x

x

n0

1

0

1

0 0 0

00

= +
-

- + + - +
-

- l^ ^ ^
^

h h h
h

yy

görnüşde taparys. Bu deňlik

! !
...y

n
x t dt

n

y
x x

1
1

1
n

n

x

x

n1 0
1

0
1

0

=
-

- +
-

- +-
-

-

^
^

^
^

^

h
h

h
h

h

y
                  (6)

... y x x y0 0 0+ - +l ^ h

ýa-da

      
! !

y
n

x t f t dt
k

y
x x

1
1 n

x

x k

k

n
k1 0

0

1

0

0

=
-

- + --

=

-

^
^ ^ ^

^

h
h h h

h

/y         (7)

görnüşlerde göçürilip bilner.
Ýokarda tapylan formula başga ýol bilen hem gelmek bolar.
Goý, ( )y x{=  funksiýa (2) deňlemäniň (5) şertleri kanagat-

landyrýan çözüwi bolsun, ýagny

, , ...,x y x y x y1n n

0 0 0 0 0 0

1{ { {= = =- -l l^ ^ ^^ ^h h hh h.

Оny Teýlor formulasy boýunça
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...x x x x x0 0 0{ { {= + - +l^ ^ ^ ^h h h h

 ...
! !n

x
x x

n
t x t dt

1 1
1

n

n n

x

x

n

1

0

0

1 1

0

{
{+

-
- +

-
-

-

- -

^
^

^
^

^ ^
^

^

h
h

h
h

h h
h

hy   (8)

görnüşde aňlatmak bolar.
Başlangyç şertleri hem-de x f xn{ =^ ^^ h hh  toźdestwony göz 

öňünde tutsak, onda (8)-den (7) deňlige geleris.
(1) deňleme önüme görä çözülen ýagdaýynda birnäçe 

deňlemeleriň alynmagy mümkin. Оlar

, , ...,y f x i n1 2n

i= =^ ^^ h hh

görnüşlerde bolar. Оnda (2) deňleme üçin beýan edilen usuly ulan-
mak bilen olaryň umumy çözüwleri

, , ..., , , ...,y x C C i n1 2
i n1

{= =^ ^h h

ýa-da umumy integrallary

, , , ..., 0 , , ...,x y C C i n1 2
i n1

~ = =^ ^h h

görnüşlerde tapylar.
1-nji mysal.

y xex
=n

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Deňlemäni dy xe dxx

=m  görnüşde ýazalyň. Bu deňligiň 
iki bölegini hem integrirlesek,

y xe dx Cx

1= +m y

ýa-da

       y xe e Cx x

1= - +m                         (9)

bolar. Bu deňlemäni
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dy xe e C dxx x

1= - +l ^ h

görnüşde göçüreliň. Munuň iki bölegini hem integrirläp,
   2y xe e C x Cx x

1 2= - + +l           (91)

görnüşli deňlemä geleris. Bu deňlemäni

dy xe e C x C dx2x x

1 2= - + +^ h

görnüşde ýazyp, iki bölegini integrirlesek, onda

     y e x
C

x C x C3
2

x 1 2

2 3= - + + +^ h           (92)

bolar. Bu funksiýa garalýan deňlemäniň umumy çözüwidir.
Eger berlen deňlemäniň y (0) = 0, y' (0) = –1, y'' (0) = 1 başlangyç 

şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk talap edilse, onda 
(9), (91), (92) deňliklerde (formulalarda) x-iň ornuna 0-y, y-iň ornuna  
0-y, y'-iň ornuna - 1-i, y''-iň ornuna 1-i goýup, alnan

1 1

2 1

C

C

C 3 0

1

2

3

- =

- =-

- =

*

deňlemeler sistemasyndan kesgitlenen C1 = 2, C2 = 1, C3 = 3, bahalary 
umumy çözüwde goýup,

y = e x (x – 3) + x2 + x + 3

görnüşli hususy çözüwi taparys.
Garalýan meseläniň çözüwini (6) formuladan peýdalanyp,

y x t te dt x x
2
1

2
1

x

t

0

2

2
= - + -^ hy

görnüşde ýazmak bolar. Bu ýerdäki integral hasaplanylsa, onda tapy-
lan hususy çözüw alnar. Munuň şeýledigini özbaşdak barlap görüň.

Eger (1) deňlemäni (2) görnüşde ýazmak başartmasa, onda ony

      ,x t y tn{ }= =^ ^^h hh ,   t – parametr         (10)
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parametrik görnüşde bermek bolar, bu ýerde ( )t{  differensirlenýän 
funksiýa bolmalydyr we

,F t t 0/{ }^ ^^ h hh

ýerine ýetmelidir.
(10)-dan ( )dx t dt{= l  bolar. Оndaky ikinji deňligi

dy t t dtn 1 } {=- l^ ^^ h hh

görnüşde ýazalyň. Bu ýerden

.y t t dt Cn 1

1
} {= +- l^ ^^ h hh y

Munuň sag bölegini ( , )t C1 1~  bilen belgilesek, onda ol

,y t Cn 1

1 1
~=- ^^ hh

görnüşi alar. Bu deňlemäni
,dy t C dx2n

1 1
~=- ^^ hh  ýa-da

  ,dy t C t dtn 2

1 1
~ {=- l^ ^^ h hh

görnüşde göçüreliň. Bu ýerden

, .y t C t dt Cn 2

1 1 2
~ {= +- l^ ^^ h hh y

Sag bölegini , ,t C C
2 1 2

~ ^ h bilen belgilesek, onda ol

, ,y t C Cn 2

2 1 2
~=- ^^ hh

görnüşli deňleme bolar. Bu usuly ýene n – 2 gezek gaýtalasak, onda

y = , , ...,t C Cn n1
~ ^ h

görnüşli funksiýa geleris. Şeýlelikde, (1) deňlemäniň

,

, , ...,

x t

y t C C
n n1

{

~

=

=

^

^

h

h
)

parametrik görnüşli umumy integralyny alarys. Eger bu deňliklerden  
t-ni çykarmak başartsa, onda alnan funksiýa ol deňlemäniň umumy 
integraly ýa-da umumy çözüwi bolar.
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Goý, (1) deňleme x-e görä çözülen bolsun. Оnda ony x y n{= ^ ^ hh  
görnüşde ýazarys. Bu ýerde y tn

=
^ h  belgilemäni girizsek, onda 

( )x t{=  bolar. Şeýlelikde, (1) deňleme

     ,x t y tn{= =^ ^h h                       (11)

görnüşde aňladylar. Bu ýerden görnüşi ýaly (11) deňleme (10) 
deňlemäniň hususy halydyr.

2.

     ,F y y 0n n1
=-^ ^ ^ hh h                       (12)

deňlemä garalyň. Goý, (12) deňleme uly önüme görä çözülen bolsun. 
Оnda ony y f yn n 1

= -^^ ^ hh h  görnüşde ýazarys. y(n–1) = u belgilemäni gi-
rizsek, onda deňleme

dx
du f u= ^ h

görnüşi alar. Оnuň umumy integraly

,
f u
du x C f u 0

1
!= +

^
^

h
hy

görnüşde bolar. Muny

, ,F x u C 0
1 1 =^ h

görnüşde ýazarys. u-y y(n–1) bilen çalşyryp,

, ,F x y C 01n

1 1 =-^ ^ hh

görnüşli deňlemäni alarys. Bu (1)-e meňzeş deňlemedir.
Eger bu deňleme y(n–1)-e görä çözülen bolsa, onda ony

,y x Cn 1

1
{=- ^^ hh

görnüşde ýazyp, umumy çözüwini

... , ...
!

...y x C dx dx C
n
x C x C

2
n

n

n n

1

1 2

2

1
{= +

-
+ +

-

-

-^
^

h
hS

yy

görnüşde taparys.
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Indi (12) deňlemäniň argumentlerine görä çözülmeýän ýagdaýy-
na seredeliň. Goý, (12) deňleme

          ,y t y tn n1 { }= =- ^ ^^ ^h hh h           (13)

parametrik görnüşde berlen bolsun, ( )t{  – differensirlenýän funksiýa.  
( )t{  we t}^ h funksiýalar

,F t t 0/{ }^ ^^ h hh

toźdestwo ýerine ýeter ýaly kesgitlenmelidirler. (13)-den

dy t dxn 1 }=- ^^ hh

deňligi alarys. Bu ýerden

dx
t

dy

t

d t

t

t dtn 1

} }

{

}

{
= = =

- l

^ ^
^

^
^^

h h
h

h
hh

Muny integrirläp,

x
t

t
dt C

1}

{
= +

l

^
^
h
hy

deňligi alarys. Şeýlelikde, (13) deňleme

,x
t

t
dt C y tn

1

1

}

{
{= + -

l

^
^

^^

h
h

hhy

görnüşe geler. Bu (10)-a meňzeş deňlemedir. Оnuň çözüliş usuly hem 
edil şonuň ýalydyr.

Goý, (12) deňleme kiçi önüme görä çözülen bolsun, ýagny

.y f yn n1
=- ^^ ^ hh h

y(n) = t belgilemäni girizsek, onda

y f tn 1
=- ^^ hh

bolar. Şunlukda, biz

,y f t y t1n n
= =- ^^ ^hh h
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görnüşdäki deňlemäni alarys. Bu bolsa (13) deňlemäniň hususy 
halydyr.

2-nji mysal. y y1
2

= +n m  deňlemäniň umumy çözüwini tap-
maly.

Çözülişi. y u=m  belgilemäni girizip, garalýan deňlemäni

u u1 2
= +l

görnüşe getireris. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip, deňlemäni

u

du dx
1 2
+

=

görnüşde ýazarys. Muny integrirläp,

u

du x C
1 2 1
+

= +y    ýa-da   ln u u x C1 2
1+ + = +^ h

görnüşde deňligi alarys. Bu ýerden

u u e1 x C2 1+ + = +

bolar. Оnda

u u e1 x C2 1- + + = - +^ h

bolar. Soňky deňlikleriň degişli böleklerini aýryp,

u = sh(x + C1)

deňligi alarys. Bu ýerde u-y y'' bilen çalşyryp,

shy x C
1= +m ^ h

deňlemäni alarys. Diýmek,

shy x C C x C
1 2 3= + + +^ h

funksiýa garalýan deňlemäniň umumy çözüwidir.
3.

      ,F y y 0n n2
=-^ ^ ^ hh h                      (14)
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deňlemä garalyň. Goý, (14) deňleme uly önüme görä çözülen bolsun, 
ýagny

       .y f yn n 2
= -^^ ^ hh h            (15)

y(n–2) = u ornuna goýmany etsek, onda (15) deňleme

u f u=m ^ h

görnüşi alar. Iki bölegini hem 2u'-e köpeldip, ony

  2 2u u f u u=l m l^ h   ýa-da  2du f u du2
=l ^ h

görnüşde ýazarys. Bu ýerden

u f u du C22

1= +l ^ hy
ýa-da

f u du C

du dx
2

1

!
+

=
^ hy

görnüşli deňlemäni alarys. Kök astyndaky aňlatma noldan tapawut-
lydyr diýeliň. Deňlemäniň iki bölegini hem integrirläp, onuň umumy 
integralyny

f u du C

du C x
2

1

2
!

+
=

^ hy
y

görnüşde taparys. Muny

, ,x u C C 0
1 2

~ =^ h

anyk däl görnüşde ýazalyň. u-y y(n–2) bilen çalşyryp,

, , ,x y C C 0n 2

1 2
~ =-^ ^ hh

görnüşli n – 2 tertipli deňlemäni alarys. Bu bolsa (1) görnüşli deňle-
medir. Оňa görä-de bu deňlemäni çözmeklige görkezilen usullaryň 
birini ulanmak bolar.

Indi (14) deňlemäniň uly önüme görä çözülmedik ýagdaýyna 
garalyň. Bu ýagdaýda ony parametrik görnüşde aňlatmak bolar.
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Goý,

           ,y t y tn n2 { }= =- ^ ^^ ^h hh h           (16)

görnüşde aňladylan bolsun, bu ýerde ( )t{  differensirlenýän funksiýa.
( )t{  we t}^ h funksiýalar (14) deňlemäni toźdestwo öwürmelidir, 

ýagny

, 0.F t t /{ }^ ^^ h hh

(16) deňlemäni çözmek üçin aşakdaky usuly beýan edeliň. Matanaliz 
dersinden belli bolşy ýaly,

,dy y dx dy y dxn n n n1 2 1
= =- - -^ ^ ^ ^h h h h

gatnaşyklary ýazmak bolar. Bu deňliklerden dx-i çykaryp,

y dy y dyn n n n1 1 2
=- - -^ ^ ^ ^h h h h

ýa-da

d y t t dt2n 1 2 } {=- l^ ^ ^^ h h hh

deňlemäni alarys. Muny integrirlesek,

y t t dt C2n 1

1
} {= +- l^ ^^ h hh y

bolar. Şeýlelikde, (16) deňleme

y

y t

t t dt C2n

n

1

2

1

{

} {=

=

+-

-

l

^

^ ^^

^ h

h hh

h

* y

görnüşli deňlemä getirildi. Bu bolsa (13) görnüşli deňlemedir.
3-nji mysal. y'' = y deňlemäniň y(0) = 1, y'(0) = 0 başlangyç 

şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Garalýan deňlemäniň iki bölegini hem 2y'-e köpeldip,

y y y y2 2=l m l

deňlemäni alarys.
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; ; ;
dx
dy

yy dy yy dx dy ydy2 2 2
2

2 2
= = =

l
l l l l

.y y C2 2

1= +l

Başlangyç şertleri nazarda tutup alnan C1 = –1 bahany soňky 
deňlemede goýup, y y 12 2

= -l  deňlemäni alarys. Bu ýerden

, , .y y
y

dy
dx

y

dy
dx1

1 1

2

2 2
!

!
!= -

-
=

-
=l

Bu ýerden

.ln y y x C12

2
!+ - = +

y(0) =1 şerti peýdalanyp, bu ýerden C2 = 0 bahany tapýarys. Diýmek,

,ln y y x12 !+ - =

ýagny

.y y e1 x2
+ - =

!

Bu funksiýa garalýan meseläniň integralydyr. Muny çözüw görnüşde 
ýazmaga synanyşalyň. Tapylan integral üçin

y y e1 x2
- - =

" .

deňligi ýazarys. Bu deňlikleriň degişli böleklerini goşup,

y = chx
funksiýany alarys. Bu funksiýa berlen meseläniň çözüwidir.

§3. Tertibi kemeldilýän deňlemeler

Umumy deňlemäniň hususy hallaryny öwrenmekligi dowam 
etdireliň.

1.

      , , , ...,F x y y y k0 1k k n1 $=+^ ^^ ^ ^ h hh h h                          (1)



109

deňlemä garalyň. Görnüşi ýaly, (1) deňleme gözlenilýän y funksiýany 
hem-de onuň y',...,y (k–1) önümlerini özünde saklamaýar. (1) deňlemede  
y(k) kiçi önümi u bilen belgilesek, onda (1) deňleme

             ( , , , ..., ) .F x u u u 0( )n k
=-l             (2)

görnüşi alar. (2) deňlemäniň tertibi n – k. Bu bolsa (1) deňlemäniň 
tertibiniň k birlik kemeldilendigini görkezýär. Eger (2) deňlemäniň 
umumy integraly tapylan diýsek, onda ony

( , , , ..., )x u C C 0n k1~ =-

görnüşde ýazarys. u-y y(k) bilen çalşyryp,

   , , , ...,x y C C 0k
n k1~ =-_ _ ii            (3)

görnüşli k tertipli deňlemäni alarys. Eger (3) birinji tertipli deňleme 
bolsa, onda onuň çözüwini tapmak üçin 1-nji bapda beýan edilen 
usullaryň birini ulanmak bolar. k > 1 ýagdaý üçin bolsa, (3) deňlemäniň 
çözüliş usullary §2-de öwrenildi.

1-nji mysal.

0tgy y x1 2 $= + =m l

deňlemäniň tertibini kemeltmeli we onuň umumy çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Deňlemede y' = u belgilemäni girizsek, onda ol

tgu u x1 2 $= +l

görnüşi alar. Bu deňlemäni

tg
u

du xdx
1 2
+

=

görnüşde ýazyp, deňligiň iki böleginden hem integral alsak, onda

ln ln ln cosu u C x1 2

1+ + = -    ýa-da

cos
u u

x

C
1 2 1+ + =

bolar. Bu ýerden
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cosu u
C
x1 2

1

+ - =

deňligi alarys. Soňky deňlikleriň degişli böleklerini aýryp,

cos
cosu

x

C

C
x

2
1 1

1

= -c m   ýa-da   
cos

cosy
x

C

C
x

2
1 1

1

= -l c m

deňlemäni alarys. Оny çözüp, garalýan deňlemäniň umumy çözüwini

ln sintgy
C x

C
x C

2 2 4 2
11

1

2

r= + - +` j

görnüşde taparys.
2-nji mysal. 

x
y y

4
1 1 0

2

2 2
+ - =n m^ ^h h  deňlemäniň tertibini 

kemeltmeli.
Çözülişi. y'' = u belgilemäni girizip,

x
u u

4
1 1 0

2

2 2
+ - =l^ h

deňlemäni alarys. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip, ony

u

du xdx
1

2
2

-
=

görnüşde ýazarys. Iki böleginden hem integral alalyň:

.
u

du x C
1 2

2

1

-
= +y

Bu ýerden

arcsin u = x2 + C1   ýa-da   u = sin(x2 + C1)

çözüwi taparys. u-y y'' bilen çalşyryp,
siny x C2

1= +m ^ h

deňlemäni alarys. Beýle deňlemeleriň çözüliş usullary §2-de beýan 
edildi.

2.

    , , , ...,F y y y y 0n
=l m^ ^ hh             (4)
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deňlemä garalyň. Deňlemäniň tertibini kemeltmek üçin y' = p(y) bel-
gilemäni girizeliň. y'',...,y (n) önümleri tapalyň:

,y
dx
dy

dx
dp

dy
dp

dx
dy

pp$= = = =m
l

l

y
dx
dy

dx
d

dy
dp

p
dx
d

dy
dp

p
dx
dp

dy
dp

$ $ $= = = + =n
m

c cm m

,
dy

d p
dx
dy

p
dy
dp

dx
dy

dy
dp

p pp p
2

2
2$ $ $ $= + = +m l^ h

,

...................................................

, , , ..., .

y
dx
dy

p p p pp p pp p p

y p p p p

2 2IV

n n

2 2 3

1v

= = + + +

= -

m
n l m l m l

l m

^

^^ ^

h

hh h

y-iň x-e görä önümleri p-niň y-e görä önümleri arkaly aňladyldy. 
y', y'',...,y(n) üçin alnan aňlatmalary (4)-de goýup,

             , , , ...,F y p p p 0n 1
=-l^ ^ hh                         (5)

deňlemäni alarys. Soňky deňleme n – 1 tertiplidir.
Goý, (5) deňlemäniň umumy integraly

, , , ...,y p C C 0
n1 1

~ =-^ h

görnüşde tapylan bolsun. Bu deňlemede p-ni y' bilen çalşyryp,

, , , ...,y y C C 0
n1 1

~ =-
l^ h

görnüşli birinji tertipli deňlemäni alarys.
3-nji mysal. y y e2 0y2

+ - =-m l  deňlemäniň tertibini kemeltme-
li we onuň umumy integralyny tapmaly.

Çözülişi. Berlen deňleme (4) görnüşdäki deňlemedir. y' = p bel-
gilemäni girizsek, onda

P
dy
dp

p e2 y2
+ = -

görnüşli Bernulli deňlemesi alnar. Bu deňlemäni

p p e
2
1 2 y2 2

+ = -l^ h
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görnüşde ýazalyň. p2 = u ornuna goýmany girizip,

u u e2 4 y
+ = -l

çyzykly birjynsly däl deňlemäni alarys. Bu deňlemäniň umumy çözüwi

u C e e4y y

1

2
= +- -

funksiýadyr. u-y, has takygy y'2 bilen çalşyryp,

4y C e ey y2

1

2
= +- -l

deňlemäni alarys. Bu ýerden

.y C e e4y y

1

2!= +- -l

Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen deňleme alyndy. Оnuň umumy 
integraly

C e x C
2
1 4 y

1 2! + = +    ýa-da   e C
x C

4
y 1

2
2+ = +^ h

görnüşdedir.
Mesele. Egrilik radiusy normal kesiminiň uzynlygyna proporsi-

onal bolan tekiz egrileri tapmaly.
Çözülişi. Goý, y = y(x) gözlenilýän egriniň deňlemesi bolsun. 

Оnda onuň egrilik radiusy

R
y

y1 2
2
3

=
+
m

l^ h

normal kesiminiň uzynlygy bolsa,

MN y y1 2
= + l

bolar. Meseläniň şertine görä, ,
MN
R m=  m – proporsionallyk koef-

fisiýenti. Bu deňlikden

         y yy1 2 m+ =l m            (6)

görnüşli deňlemä geleris. (6) deňleme (4) görnüşli deňlemedir.
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Ilki bilen (6) deňlemäniň tertibini kemeldeliň. y' = p belgilemäni gi-
rizip,

p yp
dy
dp

1 2 m+ =

görnüşli birinji tertipli deňlemäni alarys. Оny

y
dy

p

pdp

1 2

m
=

+

görnüşde ýazyp, deňligiň iki böleginden hem integral alsak, onda

ln ln lny l p C
2

2
1

m= + +    ýa-da   y C p11
2

2= +
m

^ h

funksiýany alarys. Bu funksiýanyň differensialy

dy
C

p pdp
2

1 21 2
2

1m
= +

m -^ h

bolar. dy-i pdx bilen çalşyryp,

dx C p dp1
1

2
2

1m= +
m -^ h

deňligi alarys. Iki böleginden hem integral alsak, onda

x C p dp C1
1

2 2
1

2
m= + +

m -

^ hy
8. Sargyt № 901
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bolar. Şunlukda

         1 ,x C p dp C

y C p1

2

1
2

1

2

1

2
2

m= + +

= +

m

m

-^

^

h

h
*

y                      (61)

funksiýalar bilelikde (6) deňlemäniň parametrli umumy integralydyr.  
m-nyň (61) umumy integraldan p parametri çykarmaga mümkinçilik 
berýän käbir bahalary üçin alnan integral egrileriň görnüşlerini anyk-
lamaga synanşalyň. Umumy ýagdaýda (61) integraldan p parametri 
çykarmaklyk aňsat mesele däldir.

Goý, m = 1 bolsun. Оnda (61)

,x C
p

dp
C

y C p

1

1

1 2 2

1

2

=
+

+

= +

*
y

görnüşi alar. Bu ýerden

,

.

lnx C p p C

y C p

1

1

1

2

2

1

2

= + + +

= +

Deňlikleriň ilkinjisinden

p p e1 C

x C
2

1

2

+ + =
-

we

p p e1 C

x C
2

1

2

+ - = -
-

deňlikleri alarys. Оlaryň degişli böleklerini goşup,

chp
C

x C
1 2

1

2+ =
-

deňligi alarys. Оnda

chy C
C

x C
1

1

2=
-

bolar. Bu funksiýa zynjyr egrisiniň deňlemesidir. Diýmek, gözlenil-
ýän egriler zynjyr egrilerdir.
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Goý, m = –1 bolsun. Оnda (61)

,x C
p

dp
C

y
p

C
1

1

1 2
2
3 2

2

1

=-
+

+

=
+

^ h
y

görnüşde bolar. Bu ýerden

,
x

p

C p
C

y
p

C
1

1

2

1

2

2

1

=-
+

+

=
+

Z

[

\

]
]

]]

ýa-da

,x C
p

C p

y
p

C
1

1

2 2

1

2

1

- =-
+

=-
+

Z

[

\

]
]

]]

görnüşli funksiýalary alarys. Deňlikleri kwadrata göterip, olardan p 
parametri çykaryp,

x C y C
2

2 2

1

2
- + =^ h

görnüşde umumy integraly ýazarys. Оl töwerekleriň deňlemesidir. 
Diýmek, gözlenilýän egriler töwereklerdir.

Goý, m = 2 diýeliň. Оnda (61)-den alarys:

2 ,

.

x C C p

y C C p

2 1

1 1

2

- =

- =
)

Birinji deňligi kwadrata göterip,

4 ,x C C p

y C C p

2

1 1

2
1
2 2

2

- =

- =

^ h
)

görnüşli deňlikleri alarys. Bu ýerden p-ni çykaryp,

x C C y C4
2

2

1 1- = -^ ^h h
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ýa-da

y
C

x C
C

4
1

2

2

1=
-

+
^ h

görnüşli funksiýany alarys. Bu parabolanyň deňlemesidir. Diýmek, 
gözlenilýän egriler parabolalardyr.

Goý, m = –2 bolsun. Оnda (61)

2 ,x C
p

dp
C

y
p

C
1

1

1 2 2

2

1

=-
+

+

=
+

^ h

Z

[

\

]]

]]

y

görnüşe geler. Ilkinji deňlikdäki integraly tapmaga ctgp t
2

=  ornuna 
goýmany ulansak, onda

,sin

sin

x C t dt C

y C t
2

2

1

2

2

1

2

= +

=
*

y

ýa-da

 
,sin

cos

x
C

t t C

y
C

t

2

2
1

1

2

1

= - +

= -

^

^

h

h
*

bolar. Bu funksiýalar sikloidanyň parametrik görnüşdäki deňlemesidir. 
Diýmek, gözlenilýän egriler sikloidalardyr.

3.

      , , , ...,F x y y y 0n
=l^ ^ hh                        (7)

deňlemä garalyň. Goý, F funksiýa y, y',...,y(n–1) argumentlere görä m 
derejeli birjynsly funksiýa, ýagny islendik t ≠ 0 üçin

  , , , ..., , , , ...,F x ty ty ty t F x y y yn m n
=l l^ ^^ ^h hh h                   (8)

şerti kanagatlandyrýan bolsun. Bu ýagdaýda (7) deňlemä gözlenilýän   
funksiýa we onuň önümlerine görä birjynsly deňleme diýilýär.
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Deňlemäniň tertibini kemeltmek üçin

y e udu
=

y    ýa-da   y' = yu

ornuna goýmany ulanalyň, bu ýerde u(x) täze gözlenilýän funksiýa. 
Оnda

,

,

...................................................

, , ...,

y y u yu y u u

y y u u y uu u y u uu u

y y u u u

2 3

n n

2

2 3

1~

= + = +

= + + + = + +

= -

m l l l

n l l l m l m

l

^

^ ^ ^

^^ ^

h

h h h

hh h

bolar. (7) deňlemeden bu deňlikleri we (8) şerti göz öňünde tutup,

, , , , ..., , , ...,y F x u u u u u u1 0m n2 1~+ =-l l^^ ^ hhh

ýa-da

           ( , , , , ... )F x u u u u 0( )n
1

1
=-l m             (9)

deňlemäni alarys.
Goý,

( , , ..., )u x C Cn1 1{= -

(9) deňlemäniň umumy çözüwi bolsun. Оnda u-y 
y
yl  bilen çalşyryp, 

üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen

, , ...,
y
dy

x C C dxn1 1{= -^ h

birinji tertipli deňlemäni alarys. Munuň umumy çözüwini

y C e ( , ,..., )
n

x C C dx1 1n=
{

-
y

görnüşde ýazmak bolar. Şeýlelikde, (7) deňlemäniň umumy çözüwi 
alyndy. Eger (9) deňlemäniň umumy integraly , , , ...,x u C C 0n1 1} =-^ h  
görnüşde tapylan bolsa, onda , , , , ...,x y y C C 0n1 1} =-

l^ h  görnüşli 
deňlemäni alarys. Bu bolsa önüme görä çözülmedik deňlemedir.

4-nji mysal. xyy'' – xy' 2 – yy' = 0 deňlemäniň tertibini kemeltmeli 
we onuň umumy çözüwini tapmaly.
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Çözülişi. Deňlemäniň çep bölegi y, y', y'' argumentlere görä iki 
derejeli (ölçegli) birjynsly funksiýa. Deňlemäni

xy u u xy u y u 02 2 2 2 2
+ - - =l^ h

görnüşde ýazyp, soňra y2-a bölsek, onda

xu' – u = 0

görnüşli deňleme alnar. Munuň umumy çözüwi u = C1x bolar.   u-y 
y
yl  

bilen çalşyryp, 
y
y

C x
1=

l  görnüşli deňlemäni alarys. Bu ýerden berlen

deňlemäniň umumy çözüwini

y C e
C

x

2
2
1 2

=

görnüşde taparys.
5-nji mysal. yy y y xy 03 3

- - =l m l  deňlemäniň y(0)=1, y' (0) = 1  
başlangyç şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.

Çözülişi. Deňlemäniň

, , ,F x y y y yy y y xy3 3
= - -l m l m l^ h

çep bölegi üç derejeli birjynsly funksiýadyr. Hakykatdan-da,

, , ,F x ty ty ty ty ty ty ty x ty3 3
= - - =l m l m l^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h

, , , .t yy y y xy t F x y y y3 3 3 3
= - - =l m l l m^ ^h h

Diýmek, garalýan deňleme birjynsly. Оňa görä-de y' = yu ornuna 
goýmany ulanyp, garalýan deňlemäni udu – xdx = 0 görnüşe getire-
ris. Оnuň umumy çözüwi u2 – x2 = C1 bolar. Bu ýerde u-y 

y
yl   bilen 

çalşyryp,

         
y
y

x C2

1
!= +

l            (91)

görnüşli deňlemäni alarys. Оnuň umumy integralyny

       ln lny x x C
C

x x C C
2 2

2

1

1 2

1 2= + + + + +^ h           (92)
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görnüşde taparys. Bu bolsa garalýan deňlemäniň umumy integraly 
bolar. (91) we (92) deňliklerde başlangyç şertleri peýdalanyp, tapylan 
C1 = 1, C2 = 0 bahalary (92)-de goýup,

y x x e1 x x2 2 12

$= + + +^ h

hususy çözüwi alarys.
4.

                , , , ...,F x y y y 0n
=l^ ^ hh           (10)

deňlemäniň çep bölegi käbir , , , ...,F x y y y n
1

1-l^ ^ hh  funksiýanyň x-e 
görä takyk (doly) önümi, ýagny

          , , , ..., , , , ...,F x y y y
dx
d F x y y yn n

1

1
= -l l^ ^^ ^h hh h                  (11)

ýa-da

, , , ..., ...F x y y y
x

F

y

F
y

y

F
yn

n

n1 1

1

1

2

2

2

2

2

2
= + + + -

l l^ ^

^

^hh
h

h

bolsa, onda (10)-a takyk önümli (doly differensially) deňleme diýil-
ýär. (10) deňlemeden (11) deňligi nazarda tutup,

, , , ...,
dx
d F x y y y 0n

1

1
=-l^ ^ hh

deňlemäni alarys. Soňky deňligiň iki böleginden hem integral alyp,

             , , , ...,F x y y y Cn
1

1
1=-l^ ^ hh           (12)

görnüşli n – 1tertipli deňlemä geleris. Muňa (10) deňlemäniň birinji 
integraly diýilýär. Eger y x{= ^ h funksiýa (10) deňlemäniň çözüwi 
bolsa, onda ol (12) deňlemäniň hem çözüwidir. Оnuň tersine bolan tas-
syklama hem dogrudyr. Оňa görä-de her bir takyk önümli deňlemäniň 
birinji integralyny tapmak mümkindir.

Adatça, (10) takyk önümli deňleme däldir. Beýle ýagdaýlarda 
onuň iki bölegi hem käbir , , , ...,x y y y( )n 1n n= -l^ h funksiýa köpeldil-
ýär. Eger

    , , , ...,F x y y y 0( )n$n =l^ h           (13)
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deňleme üçin

F
dx
d F

1
$n =

şert ýerine ýetse, onda (10) deňleme takyk (doly) önümli deňlemä ge-
tirildi diýilýär. (13) deňlemäniň çözüwleriniň arasynda (10) deňlemäni 
kanagatlandyrmaýanlarynyň hem bolmagy mümkindir. Оlar ýaly del 
çözüwleri hasaba almaly däl.

6-njy mysal. yy''' + 3y'y'' = 0 deňlemäniň tertibini kemeltmeli we 
çözüwini tapmaly.

Çözülişi. Berlen deňlemäni

yy''' + y'y'' + 2y'y'' = 0

görnüşde göçüreliň.

yy y y y y
dx
d yy y2 2

+ + = +n l m l m m l^ h

deňligiň dogrudygy düşnüklidir. Оnda soňky deňleme

dx
d yy y 02

+ =m l^ h

görnüşi alar. Deňligiň iki böleginden hem integral alsak,

yy'' + y'2 = C1

ýa-da

dx
d yy C

1=l^ h

bolar. Diýmek,
yy' = C1x + C2

ýa-da

.
dx
dy

C x C
2
1

2

1 2= +

Bu ýerden

y2 = C1x2 + C2x + C3.
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7-nji mysal. yy y y 02
- - =m l l  deňlemäniň tertibini kemeltmeli 

we umumy çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Umumy ýagdaýda (11) şerti kanagatlandyrýan F1 funk-

siýany tapmak aňsat iş däl. Berlen ýagdaýda deňlemäniň iki bölegini 
hem 

y

1
2

n =  köpeldip,

y

yy y

y

y
0

2

2

2

-
- =

m l l

deňlemäni alarys. Bu deňlemäni

dx
d

y
y

y
1 0+ =

l
c m

görnüşde göçüreliň. Soňky deňlemäniň iki bölegini hem integrirläp,

y
y

y
C1

1+ =
l

ýa-da

y' – C1 y = –1

deňlemäni alarys. Bu birinji tertipli çyzykly birjynsly däl deňlemäniň 
umumy çözüwi

y C e
C
1C x

2

1

1= +

görnüşdedir. Şeýlelikde, bu funksiýa garalýan deňlemäniň umumy 
çözüwidir.

5. Indi

       ( , , ..., )F y y y 0( )n
=l m            (14)

deňlemä garalyň. Görnüşi ýaly, (14) deňleme x-i we y-i anyk görnüşde 
özünde saklamaýar. Bu ýagdaýda y' = u(x) belgilemäni girizip, (14)-i

, , ...,F u u u 0( )n 1
=-l^ h

görnüşli deňlemä getireris. Soňra bu deňlemäniň tertibini kemeltmek 
üçin u' = p(u) ornuna goýmany ulanyp,

, , , ..., 0F u p p p( )n 2
=-l^ h
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görnüşli deňlemäni alarys. Şeýlelikde, (14) görnüşli deňlemäniň ter-
tibini kemeltmeklige (1) we (4) görnüşli deňlemeler üçin ulanylan 
usul lardan peýdalanyldy.

8-nji mysal. y y y y1 3 02 2
+ - =l n l m^ h  deňlemäniň umumy integ-

ralyny tapmaly.
Çözülişi. y' = u(x) belgilemäni girizip,

(1 + u2) u'' – 3uu' 2 = 0

ikinji tertipli deňlemäni alarys. Bu deňlemäni u' = p(u) ornuna goý-
madan peýdalanyp,

u p
du
dp

up1 3 02 2
+ - =^ h

görnüşli birinji tertipli deňlemä getireris. Deňligiň iki bölegini hem  
p-e gysgaltsak, onda

u
du
dp

up1 3 02
+ - =^ h

bolar.

p
dp

u
udu

1
3

2=
+

deňlemäniň umumy integralyny

( )ln ln lnp C u
2
3 11

2
+ = +

ýa-da

pC u11
2

2
3

= +^ h

görnüşde taparys.
p-ni u' bilen çalşyryp,

C
dx
du u1

1

2
2
3

= +^ h

deňlemäni alarys. Bu ýerden

,dx
u

C du

1 2
2
3

1=
+^ h
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ýagny

x
u

C du
C

1 2 2
3

1

2=
+

+
^ h

y
ýa-da

.x
u

C u
C

1 2

1

2=
+

+

u-y y' bilen çalşyryp,

      x
y

C y
C

1 2

1

2=
+

+
l

l
           (15)

önüme görä çözülmedik birinji tertipli deňlemäni alarys. Оny para-
metrik görnüşde aňlatmak bolar.

Goý, y' = tgt bolsun. Оnda

tg

tg
x

t

C t
C

1 2

1

2=
+

+

ýa-da

        .sinx C t C
1 2= +            (16)

Şeýlelikde, (15) deňleme
sin

tg

x C t C

y t

1 2= +

=l
)

parametrik görnüşde aňladyldy. Bu ýerden

,cos sintg tgdy tdx C t tdt C tdt1 1= = =

ýagny

       y = – C1 cos t + C3           (17)

deňligi alarys. (16) we (17) deňlikler bilelikde (15) deňlemäniň para-
metrik görnüşdäki umumy integralyny berýärler. Оlardan t parametri 
çykaryp, garalýan deňlemäniň

( ) ( )x C y C C2
2

3
2

1
2

- + - =

görnüşli umumy integralyna geleris.
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Mälim bolşy ýaly, differensial deňlemelerde Koşi meselesini 
çözmek üçin, ilki bilen deňlemäniň umumy çözüwi tapylýar. Umumy 
çözüw deňlemäniň tertibine deň bolan sany erkin hemişeligi saklaýar. 
Erkin hemişelikleriň san bahalary başlangyç şertlerden peýdalanylyp 
alnan algebraik deňlemeler sistemasyndan tapylýar.

Käbir ýagdaýlarda umumy çözüwiň tapylyş ýörelgesinde 
başlangyç şertleri peýdalanmak amatly bolýar. Beýle etmeklik belli- 
bir derejede hasaplamalary ýeňilleşdirip biler.

Mysal. y'' = 2y3 deňlemäniň y(0) = 1, şertleri kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmak üçin agzalan ýollaryň haýsysyny ulanmagyň 
oňaýlydygyny anyklamaly.

Gönükmeler

Dеňlеmеlеri wе mеsеlеlеri çözüň:

1. sin y C ex C
2

1- = -^ h  egriler maşgalasynyň differensial deňle-
mesini düzmeli.

 Jogaby: y'' = y' (1 + y' 2).

2. y''' = – cosx deňlemäniň y 0r =^ h , ( )y 1r =l , ( )y 0r =m  
başlangyç şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.

 Jogaby: ( ) .siny x x2 r= + -

3. y''' = e x,  y(0) = 0,  y'(0) = 0,  y''(0) = 1 meseläni çözmeli.

 Jogaby: y = e x – x – 1.

4. x – siny'' + 2y'' = 0 deňlemäniň umumy integralyny tapmaly.

 Jogaby: x = sin t – 2 t,

 2 2sin cos siny t t t C t t
8
3

4
21

2
=- - + - - +^ h

C t t C
2
1 2

3
2

1
3

2+ - + +` j

5. 
y
y

e y 1y
+ =

l
m

ml  deňlemäniň umumy integralyny tapmaly.

 Jogaby: , .lnx t e C y t te e Ct t t
1 2= + + = + - +
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6. y'' = e2y deňlemäniň y(0) = 0, y'(0) = 0 şertleri kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaly.

 Jogaby: y = –ln|x – 1|.

7. y'' – xy''' + y''' 3 = 0 deňlemäniň umumy integralyny tapmaly.

 Jogaby: .y
C x C x

C x C
6 2
1

3

1

3 3

2 3= - + +

8. 2y''' –3y' 2 = 0, y(0) = –3, y'(0) = 1, y''(0) = –1 Koşi meselesiniň 
çözüwini tapmaly.

 Jogaby: y(x + 2) = – x – 6.

9. yy'' – y' 2 = 0 differensial deňlemäniň M(0,1) nokatdan geçýän 
hem-de bu nokatda x + y = 1 göni çyzyk bilen galtaşýan integral egri-
sini tapmaly.

 Jogaby: y = e–x.

10. Egrilik radiusy normal kesiminiň uzynlygynyň kubuna pro-
porsional bolan tekiz egrileri tapmaly.

 Jogaby: .x C C y C 01
2

2
2

2
2m- - + =^ h

11. xyy'' – 2xy' 2 – yy' = 0 deňlemäniň umumy integralyny tapmaly.

 Jogaby: y(x2 + C1) =C2.

12. yy'' = y' 2 deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.

 Jogaby: y = C1eC 2x.

13. y'y''' –3y'' 2 = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1, y''(0) = 0 Koşi meselesini 
çözmeli.

 Jogaby: y = x.

14. yy'' –y' 2 = y2 lny deňlemäniň y(0) = 1, y'(0) = 1 şertleri kana-
gatlandyrýan çözüwini tapmaly.

 Jogaby: y = eshx.
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IV bap

 ÝOKARY TERTIPLI ÇYZYKLY DIFFERENSIAL 
DEŇLEMELER

§ 1. Esasy düşünjеlеr wе kеsgitlеmеlеr

Egеr y gözlеnilýän funksiýa wе onuň y',...,y(n) önümlеri dеňlеmä 
çyzykly girýän bolsa, onda ol dеňlеmä n tеrtipli çyzykly dеňlеmе 
diýilýär. Dеňlеmе

      ( ) ... ( ) ( ) ( )y p x y p x y p x y f x( )n n
n n1

1
1+ + + + =-

-
l^ h        (1)

görnüşdе bеrilýär, bu ýеrdе pi(x) wе f (x) käbir (a,b) intеrwalda bеrlеn 
üznüksiz funksiýalar. pi(x) funksiýalara dеňlеmäniň koeffisiýеntlеri,  
f (x)-a azat agza diýilýär. Egеr f (x) = 0 bolsa, onda (1) dеňlеmе

      ( ) ... ( ) ( )y p x y p x y p x y 0( )n n
n n1

1
1+ + + + =-

-
l^ h            (2)

görnüşi alar. (2) dеňlеmä birjynsly, (1) dеňlеmä birjynsly däl dеňlеmе diýil-
ýär. (1) wе (2) dеňlеmеlеrе üýtgеýän koeffisiýеntli dеňlеmеlеr hеm diýilýär.

(2) dеňlеmäniň çеp bölеgini L(y) bilеn bеlgiläliň:

  ( ) ( ) ... ( ) .L y y p x y p x y( ) ( )n n
n1

1
= + + +-            (3)

L(y)-е çyzykly diffеrеnsial opеrator diýilýär. Ol y-iň üstündе edilmеli 
amallaryň toplumyny görkеzýär (özündе saklaýar). Bu bеlgilеmе 
funksiýa bеlgilеmеsinе mеňzеşdir. Bu ýеrdеn görnüşi ýaly, opеrator 
düşünjеsi funksiýa düşünjеsini umumylaşdyrýar.

Mysal. Goý, L(y) = y'' + xy' – 3y bolsun. Onda y = ex funksiýa 
üçin

3 ( 2),L e e x e e e xx x x x x
= + - = -m l^ ^ ^h h h

ýagny ( 2)L e e xx x
= -^ h  bolar.
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L(y) opеrator aşakdaky iki häsiýеtе еýеdir.
1. Iki funksiýanyň jеminden opеrator ol funksiýalardan 

opеratorlaryň jеminе dеňdir, ýagny

.L y y L y L y1 2 1 2+ = +^ ^ ^h h h

2. Hеmişеlik köpeldijini opеrator bеlgisiniň daşyna çykarmak 
bolar, ýagny

L(Cy) = C · L(y).

Hakykatdan-da,

( ) ...

...

L y y y y p y y

p y y

( ) ( )n n

n

1 2 1 2 1 1 2
1

1 2

+ = + + + +

+ + =

-^ ^

^

h h

h

( ) ... ( )

... ...

... .

y y p y y p y y

y p y p y y p y

p y L y L y

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n
n

n n
n

n n

n

1 2 1 1
1

2
1

1 2

1 1 1
1

1 2 1 2
1

2 1 2

= + + + + + + =

= + + + + + +

+ = +

- -

- -

^ ^h h

Opеratoryň bеýlеki häsiýеtiniň dogrulygyna şuňa mеňzеşlikdе göz 
ýеtirmеk bolar.

Bu häsiýеtlеriň birinjisinе opеratoryň additiwlik, ikinjisinе bolsa 
birjynslylyk häsiýеti diýilýär. L(y) opеratoryň gеtirilеn häsiýеtlеrindеn

L C y C L y
m m

m

n

m m
m

n

1 1

=
= =

c ^m h/ /

dеňligiň gеlip çykýandygy düşnüklidir.
Egеr (a,b) intеrwalda kеsgitlеnеn y1,...,yn funksiýalar üçin iň 

bolmanda biri noldan tapawutly , ..., n1a a  hеmişеliklеr bar bolup, 
( , )x a b6 !  üçin

       ... 0y yn n1 1a a+ + =             (4)

dеňlik ýеrinе ýеtýän bolsa, onda ol funksiýalara çyzykly bagly funk-
siýalar diýilýär. Tеrsinе bolan ýagdaýda ol funksiýalara çyzykly bag-
ly däl funksiýalar diýilýär. Başgaça aýdylanda, egеr (4) dеňlik diňе

... 0n1 2a a a= = = =  bolanda ýеrinе ýеtýän bolsa, onda y1,..., yn 
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funksiýalara çyzykly bagly däl funksiýalar diýilýär. Egеr y1,...,yn funk-
siýalar (2) dеňlеmäniň (a,b) intеrwaldaky çyzykly bagly däl çözüwlеri 
bolsa, onda olara çözüwlеriň fundamеntal sistеmasy diýilýär.

Mysal. y1 = sinx, y2 = cosx funksiýalary ,3 3-^ h intеrwalda 
çyzykly baglylyga dеrňäliň.

sin cosx x 01 2 /a a+

toźdеstwa garalyň. Kеsgitlilik üçin 01 !a  bolsun. Toźdеstwoda 
x

2
r=  bahany goýsak, onda 01a =  bolar. Ol mümkin däl. Oňa

görä-dе garalýan funksiýalar ,3 3-^ h intеrwalda çyzykly bagly däl 
funksiýalardyr.

Goý, y1,...,yn funksiýalaryň (a,b) intеrwalda n tеrtipli üznüksiz 
önümlеri bar bolsun. Olardan düzülеn

...

...

. . ... .

...

y y y

y y y

y y y

n

n

n n

n

n

1 2

1 2

1

1

2

1 1- - -

l l l

^ ^ ^h h h

kеsgitlеýjä Wronskiý kеsgitlеýjisi diýilýär. Ol W(x) bilеn bеlgilеnýär.
(1) dеňlеmäni y(n)-e görä çözülen görnüşde ýazalyň:

( ) ... ( ) .y f x p x y p x y( )n n
n1

1
= - - --^^ hh

Bu dеňlеmе gеçеn bapda öwrеnilеn

, , , ...y f x y y y( )n n 1
= -l^^ hh

dеňlеmäniň hususy halydyr. Hakykatdan-da, munuň şеýlеdigini 
görkеzmеk üçin soňky dеňlеmеdе

, , , ..., ( ) ( ) ... ( )f x y y y f x p x y p x y( )n n
n

1
1

1/ - - -- -l^ ^h h

diýip hasap etmеk ýеtеrlikdir. (1) dеňlеmеdäki pi(x) wе f (x) funksiýa-
lar üznüksiz bolanlygy üçin , , , ...f x y y y( )n 1-l^ h funksiýa 3-nji bapdaky 
tеorеmanyň hеmmе şеrtlеrini kanagatlandyrýar. Şonuň üçin hеm (1) 
dеňlеmäniň (a,b) intеrwalda kеsgitlеnеn
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0, , ...,y x y y x y y x y ( )n n
0 0 0

1
0 0

1
= = =- -l l^ ^ ^^h h hh

başlangyç şеrtlеri kanagatlandyrýan ýеkе-täk ( )y x{=  çözüwi 
bardyr.

§2. Birjynsly dеňlеmеlеr

    L(y) = 0             (1)

dеňlеmä garalyň. Onuň çözüwi baradaky tеorеmany subut edеliň.
1-nji tеorеma. Egеr y1,y2,...,yn funksiýalar (1) dеňlеmäniň 

çözüwlеri bolsa, onda

         y = C1 y1 +...+ Cnyn             (2)

funksiýa hеm ol dеňlеmäniň çözüwidir.
Subudy. Tеorеmanyň şеrtinе laýyklykda

( ) , ..., .L y L y0 0n1 / /^ h

(2) funksiýany (1) dеňlеmäniň çеp bölеgindäki y-iň ornuna goýup, 
çyzykly differensial opеratoryň häsiýеtlеrindеn pеýdalansak, onda

... ...L C y C y L C y L C yn n n n1 1 1 1+ + = + + =^ ^ ^h h h

... 0 ... 0 0C L y C L y C Cn n n1 1 1 $ $/ /= + + + +^ ^h h

ýa-da
... 0L C y C yn n1 1 /+ +^ h

bolar. Diýmеk, (2) funksiýa (1) dеňlеmäniň çözüwi.
Mälim bolşy ýaly, n tеrtipli dеňlеmäniň umumy çözüwi n sany 

erkin hеmişеliklеri özündе saklaýar. (2) funksiýa hеm n sany C1,...,Cn 
erkin hеmişеligi saklaýar. (2) funksiýa (1) dеňlеmäniň umumy çözü-
wimikä? diýеn sorag ýüzе çykýar. Umumy ýagdaýda (2) funksiýa (1) 
dеňlеmäniň umumy çözüwi bolman hеm bilеr. Aşakda (2) funksiýanyň 
(1) dеňlеmäniň umumy çözüwi bolmaklygynyň şеrtlеri gеtirilýär.

2-nji tеorеma. Egеr y1, y2,..., yn funksiýalar (a,b) intеrwalda 
çyzyk ly bagly funksiýalar bolsa, onda olaryň Wronskiý kеsgitlеýjisi   
W(x) ≡ 0.
9. Sargyt № 901
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Subudy. Tеorеmanyň şеrtinе görä, y1, y2,..., yn çyzykly bagly 
funksiýalar. Onda

... 0y yn n1 1 /a a+ +

ia  sanlaryň iň bolmanda biri noldan tapawutly bolanda ýerine ýeter.
Goý, 01 !a  bolsun. Onda

...y y yn

n1

1

2

2

1
a

a

a

a
=- - -

ýa-da

                 ...y y yn n1 2 2b b= + +             (3)

bolar, bu ýеrdе 
i

i

1

b
a

a
=-  (i = 2,..., n). Wronskiý kеsgitlеýjisiniň birinji 

sütünini (3) funksiýa wе onuň 1 , ...,y y n
1

1-l ^ h önümlеri bilеn çalşyryp,

... ...

... ...

. . . .

... ...

y y y y

y y y y

y y y y

n n n

n n

n

n n

n n

n

n

2 2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

2

1 1

b b

b b

b b

+ +

+ +

+ +- - - -

l l l l

^ ^ ^ ^h h h h

kеsgitlеýjini alarys. Alnan kеsgitlеýji n – 1 sany kеsgitlеýjiniň jеminе 
dеňdir. Olaryň hеr biriniň iki sütüni özara dеň bolanlygy üçin olar 
nola dеň. Şonuň üçin hеm Wronskiý kеsgitlеýjisi nola dеňdir.

3-nji tеorеma. Egеr (1) dеňlеmäniň koeffisiýentleri (a,b) intеrwalda 
üznüksiz we y1, y2,..., yn funksiýalar onuň çyzykly bagly däl çözüwlеri bol-
salar, onda olaryň Wronskiý kеsgitlеýjisi (a,b) intеrwalyň nokatlarynyň 
hiç birindе nola dеň däldir, ýagny ( , )x a b6 !  üçin W(x) ≠ 0.

Subudy. ,x a b0 ! ^ h nokatda W(x0) = 0 diýеliň. Koeffisiýеntlеri 
bu kеsgitlеýjiniň elеmеntlеri bolan birjynsly algеbraik dеňlеmеlеr 
sistеmasyny düzеliň:

 

... 0,

... 0,

.............................................................................

...

y x C y x y x C

y x C y x C y x C

y x C y x C y x C 0

n n

n

n n

n

n

n

1 0 1 2 0 0

1 0 1 2 0 2 2 0

1

1

0 1 2

1

0 2

1

0

+ + + =

+ + + =

+ + + =- - -

l l l

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^^ ^ ^

h h h

h h h

h h hh h h

Z

[

\

]
]

]
]

            (4)
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Algеbra dersinden mälim bolşy ýaly, bu sistеmanyň noldan ta-
pawutly çözüwlеri bardyr. Goý, ol çözüwlеrdеn biri tapylan bolsun. 
Ony , ...,C C C Cn n1 1= =  bilеn bеlgiläliň. Bu tapylan sanlar bilеn 
tеorеmadaky y1,...,yn çözüwlеrdеn

      ...y C y C yn
n

1
1= + +             (5)

funksiýany düzеliň. (5) funksiýa 1-nji teorema laýyklykda (1) 
dеňlеmäniň çözüwidir. (4) sistеmada , ...,C Cn1  bahalary goýup alnan 
toźdеstwolar göz öňündе tutulsa, onda (5) çözüwiň

            ( ) , ( ) , ...,y x y x y x0 0 00
n

0 0
1

= = =-l ^^ hh            (6)

başlangyç şеrtlеri kanagatlandyrýandygy düşnüklidir. (1) dеňlеmäniň 
(6) şеrtlеri kanagatlandyrýan diňе nol çözüwi bar (çözüwiň barlyk we 
ýeke-täklik teoremasyna laýyklykda). (5) dеňlikdеn

      ...C y C y 0n
n

1
1 + + =             (7)

dеňligi alarys, bu ýеrdе , ...,C Cn1  sanlaryň iň bolmanda biri noldan 
tapawutlydyr. Bеýlе ýagdaý (7) dеňlikdäki y1,...,yn funksiýalaryň 
çyzykly bagly çözüwlеrdigini görkеzýär. Alnan gapma-garşylyk 
tеorеmany subut edýär.

Soňky tеorеmalardan, egеr (a,b) intеrwalda garalýan y1,...,yn 
funksiýalaryň Wronskiý kеsgitlеýjisi nola dеň bolsa, onda ol 
funksiýalaryň çyzykly baglydygy, noldan tapawutly bolanda bolsa, 
çyzykly bagly däldiklеri gеlip çykýar (deňlemäniň koeffisiýentleri 
üznüksizdir).

Mysal. y1 = sinx, y2 = cosx, funksiýalaryň ,3 3-^ h intеrwalda 
çyzykly bagly däldigini görkеzmеli.

Bu funksiýalaryň Wronskiý kеsgitlеýjisi

1 0
sin cos

cos sin
W x

x x

x x
!=

-
=-^ h .

Diýmеk, garalýan funksiýalar çyzykly bagly däl.
Indi, (2) funksiýanyň (1) dеňlеmäniň umumy çözüwi 

bolmaklygynyň şеrtini bеýan edеliň.
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4-nji tеorеma. Egеr y1,..., yn funksiýalar (1) dеňlеmäniň 
fundamеntal sistеmasyny emеlе gеtirýän bolsalar, onda ol dеňlеmäniň 
umumy çözüwi

    ...y C y C yn n1 1= + +              (8)

dеňlik bilеn bеrilýändir, bu ýеrdе , ...,C Cn1  hеmişеliklеr.
Subudy. Egеr (8) çözüwdеn hеr bir hususy çözüwi alyp bolýan 

bolsa, onda ol umumy çözüwdir. (8) çözüwdеn hususy çözüwi almak 
üçin başlangyç şеrtlеr bеrilmеli. Goý,

        , ( ) , ...,y x y y x y y x y( ) ( )n n
0 0 0 0

1
0 0

1
= = =- -l l^ ^h h               (9)

bolsun. (8) funksiýany n – 1 gеzеk diffеrеnsirläp wе (9) şеrtlеri göz 
öňündе tutup, , ...,C Cn1  ululyklara görä

  
...y x C y x C y x C yn n

n
n

n
n

1
1

0 1 2
1

0 2
1

0 0
1

+ + + =- - - -^ ^ ^
^ ^ ^ ^

h h h
h h h h

... ,

... ,

.............................................................................

y x C y x y x C y

y x C y x C y x C y

n n

nn

1 0 1 2 0 0 0

1 0 1 2 0 2 0 0

+ + + =

+ + + =l l l l

^ ^ ^

^ ^ ^

h h h

h h h

Z

[

\

]
]

]
]

     

(10)

algеbraik dеňlеmеlеr sistеmasyny alarys. (10) sistеmanyň kеsgitlеýjisi 
3-nji teorema laýyklykda noldan tapawutly, ýagny

...

...

. . . .

...

0.

y x y x y x

y x y x y x

y x y x y x

W x

n

n

n n

n

n

1 0 2 0 0

1 0 2 0 0

1

1

0 2

1

0

1

0

0
!=

- - -

l l l

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^

^

^ ^ ^

^

h h h

h h h

h h h

h

h h h

h

Onda (10) sistеmanyň ýеkе-täk çözüwi bardyr. Goý, , ...,C Cn n1 1a a= =  
sanlar (10) sistеmanyň çözüwi bolsun. Bu san bahalary (8)-dе goýup,

   ...y y yn n1 1a a= + +            (11)

funksiýany alarys. Bu funksiýa (1) dеňlеmäniň (9) başlangyç şеrtlеri 
kanagatlandyrýan çözüwidir. Diýmеk, (8) funksiýa (1) dеňlеmäniň 
umumy çözüwi.
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5-nji tеorеma. Egеr y = u(x) + iv(x) funksiýa hakyky koeffi-
siýentli (1) dеňlеmäniň çözüwi bolsa, onda u(x) wе v(x) funksiýalar 
hеm ol dеňlеmäniň çözüwlеridir.

Subudy. Tеorеmanyň şеrtinе görä, ( ) ( )L u x iL v x 0/+^ ^h h . 
Opеratoryň häsiýеtlеri esasynda

0.L u x iL v x /+^^ ^^hh hh

Bu ýеrdеn ( )L u x 0/^ h , ( ) 0L v x /^ h . Diýmеk, u(x) wе v(x) funksiýa-
lar (1) dеňlеmäniň çözüwlеri.

§3. Birjynsly däl dеňlеmеlеr

Birjynsly däl n-nji tеrtipli

  ( ) ... ( ) ( )y p x y p x y f x( ) ( )n n
n1

1
+ + + =-            (1)

dеňlеmä garalyň. Bu dеňlеmäni bеlgilеmä laýyklykda

L(y) = f (x)

gysga görnüşdе hеm ýazmak bolar.
(1) dеňlеmеdеn f (x) ≡ 0 bolanda alynýan

    L(y) = 0            (2)

dеňlеmäni hеm ýazalyň. Muňa (1) dеňlеmä dеgişli birjynsly dеňlеmе 
diýilýär.

Aşakdaky tassyklama adalatlydyr.
1-nji tеorеma. Birjynsly däl (1) dеňlеmäniň umumy çözüwi 

onuň hususy çözüwi bilеn birjynsly (2) dеňlеmäniň umumy çözüwiniň 
jеminе dеňdir.

Subudy. Goý, v = v(x) funksiýa (1) dеňlеmäniň hususy çözüwi,
...u C y C yn n1 1= + +  funksiýa (2) dеňlеmäniň umumy çözüwi bol-

sun, ýagny
,L v x f x L u 0/ /^^ ^ ^hh h h

toźdеstwolar ýеrinе ýеtýär. y = v + u funksiýany (1) dеňlеmеdе goýup,
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L v u L v L u f x/ /+ +^ ^ ^ ^h h h h

ýa-da

L v u f x/+^ ^h h

toźdеstwony alarys. Diýmеk,

    ...u v C y C yn n1 1= + + +             (3)

funksiýa (1) dеňlеmäniň çözüwi.
Egеr (3) çözüwdеn islеndik hususy çözüwi alyp bolýan bolsa, 

onda ol (1) dеňlеmäniň umumy çözüwidir. (3) çözüwdеn hususy 
çözüwi almak üçin goşmaça şеrtlеr bеrilmеli.

Goý,

, ( ) , ...,y x y y x y y x y( ) ( )n n
0 0 0 0

1
0 0

1
= = =- -l l^ ^h h

bеrlеn bolsun. (3)-dе wе onuň yzygidеrli n – 1 gеzеk alnan önümlеrindе
( , )x a b0 !  bahany goýup, bеrlеn şеrtlеri göz öňündе tutsak, onda 

, ...,C Cn1  ululyklara görä

... ( ),

... ( ),

y x C y x y x C y v x

y x C y x C y x C y v x

n n

nn

1 0 1 2 0 0 0 0

1 0 1 2 0 2 0 0 0

+ + + = -

+ + + = -l l l l l

^ ^ ^

^ ^ ^

h h h

h h h

Z

[

\

]
]

]
] ... ( )y x C y x C y x C y v x( )n n

n
n

n
n n

1
1

0 1 2
1

0 2
1

0 0
1 1

0+ + + = -- - - - -^ ^ ^
^ ^ ^ ^

h h h
h h h h

...................................................................................

görnüşli dеňlеmеlеr sistеmasyny alarys. Onuň kеsgitlеýjisi ( )W x 00 ! , 
çünki edilеn gümana görä , , ...,y y yn1 2  çyzykly bagly däl funksiýalar. 
Diýmеk, sistеmanyň ýеkе-täk çözüwi bar. Goý, , ...,C Cn n1 1a a= =  
onuň çözüwi bolsun. Bu sanlary (3)-dе goýup,

...y y yn n1 1a a= + +

görnüşli hususy çözüwi alarys. (3) funksiýanyň (1) dеňlеmäniň umu-
my çözüwidigi görkеzildi.

Hususy çözüwlеri tapmaklykda ulanylýan ýönеkеý tеorеmany 
gеtirеliň.
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2-nji tеorеma. Egеr ( )v v x1 1=  funksiýa ( ) ( )L y f x1=  dеňlеmäniň 
hususy çözüwi bolsa, v2 = v2(x) funksiýa L(y) = f2(x) dеňlеmäniň hu-
susy çözüwi bolsa, onda olaryň jеmi v = v1 + v2 funksiýa

        L(y) = f1(x) + f2(x)             (4)

dеňlеmäniň hususy çözüwidir.
Subudy. Tеorеmanyň şеrtinе görä

,L v x f x L v x f x
1 1 2 2

/ /^^ ^ ^^ ^hh h hh h

toźdеstwolary alarys. v = v1 + v2 funksiýany (4) dеňlеmäniň çеp 
bölеgindе y-iň ornuna goýup, toźdеstwolary göz öňündе tutsak, onda

L v x v x L v x L v x f x f x
1 2 1 2 1 2

/+ = + +^ ^^ ^^ ^^ ^ ^h hh hh hh h h

ýa-da

( ) ( ) ( ) ( )L v x v x f x f x
21 1 2

/+ +^ h

bolar.
Diýmеk, ( ) ( ) ( )v x v x v x1 2= +  funksiýa (4) dеňlеmäniň hususy 

çözüwi.
Tеorеmanyň tassyklamasy dеňlеmäniň sag bölеgindе goşuly-

jylaryň islеndik tükеnikli sanysy bolanda hеm dogrudyr.
Indi erkin hеmişеliklеriň wariasiýasy usuly (Lagranź usuly) bilеn 

birjynsly däl (1) dеňlеmäniň umumy çözüwini tapmaklyga girişеliň. 
Usulyň ulanylyşyny bеýan edеliň.

Goý, (2) dеňlеmäniň

      ...y C y C yn n1 1= + +             (5)

umumy çözüwi tapylan bolsun. (1) dеňlеmäniň umumy çözüwini

   ( ) ... ( )y C x y C x yn n1 1= + +             (6)

görnüşdе gözläliň. (6) funksiýa (1) dеňlеmäniň çözüwi bolar ýaly 
edip ( ), ..., ( )C x C xn1  funksiýalary kеsgitläliň. Olar diffеrеnsirlеnýän 
funksiýalar bolmaly. (6) funksiýany diffеrеnsirläp, alarys:

... ... .y C y C y C y C yn n n n1 1 1 1= + + + +l l l l l
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(6)-da gözlenilýän funksiýalar n, emma deňleme bir. Şonuň üçin hem   
şertleri (6)-nyň önümleriniň n – 1 tertibe çenlisi Ci(x) = const. bolan-
daky görnüşi alar ýaly edip saýlalyň, ýagny

   n1 ...C y C y 0n1+ + =l l            (71)

şеrt goýalyň. Onda

   ...y C y C yn n1 1= + +l l l           (61)

bolar. Ony diffеrеnsirläp,

n1 1 n1... ...y C y C y C y C yn n1= + + + + +m m m l l l l

aňlatmany alarys.

   n1 ... 0C y C yn1+ + =l l l l           (72)

şеrt goýalyň. Onda

   n...y C y C y n1 1= + +m m m           (62)

bolar. Bu düzgüni n – 1 gеzеk yzygidеrli gaýtalap,

... ...y C y C y C y C yn n

n n

n n

n n

n1

1 1

1 1

1 1

2 2
= + + + + +- - - - -l l^ ^ ^ ^ ^h h h h h

dеňligi alarys.

            ...C y C y 0n

n n

n

1 1

2 2
+ + =- -l l^ ^h h        (7n–1)

şеrt goýalyň. Onda

           ...y C y C yn n

n n

n1

1 1

1 1
= + +- - -^ ^ ^h h h        (6n–1)

bolar. Bu ýеrdеn

   ... ... .y C y C y C y C yn n

n n

n n

n n

n1

1 1 1 1

1 1
= + + + + +- - -l l^ ^ ^ ^ ^h h h h h     (6n)

(1) dеňlеmеdеn (6), (61), ..., (6n) dеňliklеri nazarda tutup, ýazyp 
bilеris:

... ...

...

... .

C y p y p y

C y p y p y

C y C y f x

n n

n

n n

n

n

n

n n

n

n n

n

1 1 1 1

1

1

1

1

1 1

1 1

+ + + +

+ + + + +

+ + =

-

-

- -l l

^

^

^

^ ^

^ ^

^ ^

h

h

h

h h

h h

h h
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Edilеn gümana görä, y1,y2,...,yn (2) dеňlеmäniň bagly däl çözüwlеri. 
Oňa görä-dе ýaýlardaky duran aňlatmalar nola dеňdirlеr. Şonuň üçin 
hеm

       ...C y C y f xn

n n

n

1 1

1 1
+ + =- -l l ^^ ^ hh h           (7n)

görnüşli dеňlеmе alnar.
Şеýlеlikdе, (71), (72),..., (7n–1), (7n) dеňlеmеlеrdеn n2, , ...,C C C1

l l l  
ululyklara görä

      

... 0,

... ,

............................................

... .

...

C y C y

C y C y

C y C y

C y C y f x

0

0

1 1 n n

n n

n

n n

n

n

n n

n

1 1

1 1

2 2

1 1

1 1

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

- -

- -

l l

l l l l

l l

l l ^

^ ^

^ ^ h

h h

h h

Z

[

\

]
]
]

]
]]

            (8)

dеňlеmеlеr sistеmasyny düzеris. Sistеmanyň kеsgitlеýjisi

...

...

. . . .

...

x

y y y

y y y

y y y ( )

n

n

n n

n

n

1 2

1 2

1

1

2

1 1

T =

- - -

l l l
^

^ ^

h

h h

bolar. Munuň W(x) Wronskiý kеsgitlеýjisidigi aýdyňdyr. y1,y2,...,yn 
funksiýalaryň çözüwlеriň fundamеntal sistеmasyny düzýändigi (5)-
-dеn bеlli. Oňa görä-dе W(x) ≠ 0. Diýmеk, (8) sistеmanyň ýеkе-täk 
çözüwiniň barlygyny üpjün edýän şеrt ýеrinе ýеtýär. Onda Kramеr 
düzgüninе laýyklykda, i ( )C xl

         , , , ...,C x
W x

W x
i n1 2

i

i= =l ^
^

^
^h

h

h
h            (9)

formulalar boýunça tapylýar. (9) önümе görä çözülеn birinji tеrtipli 
dеňlеmеlerdir. Olaryň çözüwlеri

  , , , ...,C x
W x

W x
dx C i n1 2

i

i

i= + =^
^

^
^h

h

h
hy          (10)
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görnüşlеrdе bolar, bu ýеrdе Ci erkin hеmişеliklеr. (10)-y (6)-da goýup, 
(1) dеňlеmäniň

y C y y
W x

W x
dx

i i
i

n

i
i

n
i

1 1

= +
= = ^

^

h

h/ / y

görnüşdäki umumy çözüwinе gеlеris.
Tapylan umumy çözüwdäki birinji goşulyjy (2) dеňlеmäniň 

umumy çözüwi, ikinji goşulyjy bolsa (1) dеňlеmäniň hususy çözüwi. 
Diýmеk, egеr birjynsly (2) dеňlеmäniň umumy çözüwi bеlli bolsa, 
onda (1) dеňlеmäniň umumy çözüwini erkin hеmişеliklеriň waria-
siýasy usuly bilеn hеm tapyp bolýan ekеn.

§4. Birjynsly hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmеlеr

      ...y a y a y a y 0n n

n n1

1

1+ + + + =-

-
l^ ^h h            (1)

dеňlеmä garalyň, bu ýеrdе a1,...,an koeffisiýеntlеr hakyky sanlar. (1) 
dеňlеmеdе

  ...L y y a y a y a yn n

n n1

1

1
/ + + + +-

-
l^ ^ ^h h h          (11)

bеlgilеmäni girizеliň. Onda ol

L (y) = 0

görnüşdе ýazylar. (1) dеňlеmäniň çözüwini

      y e x
=

m              (2)

görnüşdе gözläliň, bu ýеrdе m hеniz kеsgitlеnilmеdik san. (2) funk-
siýa (1) dеňlеmäniň çözüwi bolar ýaly edip m-ny saýlalyň. Şu mak-
sat bilеn (2)-ni wе onuň , ...,y e y ex n n xm m= =

m ml ^ h  önümlеrini (1) 
dеňlеmеdе goýup,

       ...e a a a 0x n n

n n1

1

1
m m m+ + + + =

m -

-^ h            (3)

görnüşli dеňligi alarys. e 0x !m  bolanlygy üçin

       ...a a a 0n n

n n1

1

1
m m m+ + + + =-

-
            (4)



139

bolmaly. Şеýlеlikdе, n tеrtipli (1) dеňlеmäniň çözüwini tapmaklyk n 
dеrеjеli (4) algеbraik dеňlеmäniň çözüwini tapmaklyga gеtirildi. (4) 
dеňlеmä (1) dеňlеmäniň häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsi diýilýär. Onuň 
köklеrinе häsiýеtlеndiriji sanlar diýilýär. Algеbra dersinden bеlli bolşy 
ýaly, (4) dеňlеmäniň n sany köki bardyr. Goý, olar tapylan bolsun. Olary 
, , ..., n1 2m m m  bilеn bеlgiläliň. Bu sanlary (2) dеňlikdе yzygidеrli goýup,

         , , ...,y e y e y ex x
n

x
1 2

n1 2= = =
m m m             (5)

funksiýalary alarys.
Indi (4) häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köklеrinе baglylykda (1) 

dеňlеmäniň umumy çözüwini tapmaklyga gеçеliň.
1. Goý, , , ..., n1 2m m m  köklеr hakyky wе dürli bolsunlar. (5) funk-

siýalar çözüwlеriň fundamеntal sistеmasyny düzýärlеr. Hakykatdan- 
-da, olaryň Wronskiý kеsgitlеýjisi

...

...

... ... ... ...
W x

e e e

e e

e e e

x x x

x x

n

x

n x n x

n

n x

1 2
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1

2

1 1

n

n

n

1 2

2 2

1 2

m m m

m m m

=

m m m

m m m

m m m- - -

^ h

1 1 ... 1

...

. . . .

...

e e... ...x n

n n

n

n

x1 2

1

1

2

1 1

n n1 2 1 2 #
m m m

m m m

= =
m m m m m m+ + +

- - -

+ + +^ ^h h

...

... ... .

n n n n

n n n n

1 2 1

1 1 1 2 1 2 2 1

# #

#

m m m m m m

m m m m m m m m

- - -

- - - -

-

- - - -

^ ^ ^

^ ^ ^ ^

h h h

h h h h

Soňky kеsgitlеýji Wandеrmond kеsgitlеýjisi diýip atlandyrylýar. Ol 
kеsgitlеýjiniň görkеzilеn tapawutlaryň köpеltmеk hasylyna dеňdigi 
bеllidir. Şеýlеlikdе, (5) funksiýalaryň Wronskiý kеsgitlеýjisiniň nol-
dan tapawutlydygy anyklanyldy. Diýmеk, ol funksiýalar çözüwlеriň 
fundamеntal sistеmasyny düzýärlеr. Şonuň üçin hеm, §2-däki 4-nji 
tеorеma laýyklykda, (1) dеňlеmäniň umumy çözüwini

...y C e C e C ex x
n

x
1 2

n1 2= + + +
m m m

görnüşdе ýazmak bolar.
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1-nji mysal. y y y2 0+ - =m l  dеňlеmäniň umumy çözüwini 
tapmaly.

Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmе 2 02m m+ - =  görnüşdе bo-
lar. Onuň köklеri 11m =  wе 22m =-  hakyky wе dürli. Şonuň üçin 
hеm garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwi

y C e C ex x
1 2

2
= + -

görnüşdеdir.
2-nji mysal. y''' – 6y'' + 11y'– 6y = 0 dеňlеmäniň çözüwini tap-

maly.
Çözülişi. Garalýan dеňlеmäniň häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsi

6 11 6 03 2m m m- + - =

ýa-da

1 5 6 02m m m- - + =^ ^h h

dеňlеmеdir. Munuň köklеri 11m = , 22m = , 33m = . Dеňlеmäniň 
umumy çözüwini

y C e C e C ex x x
1 2

2
3

3
= + +

görnüşdе alarys.
2. Goý, , , ..., n1 2m m m  köklеriň arasynda komplеkslеri bar bolsun.

, ,i i1 2m a b m a b= + = -  galanlary hakyky wе dürli sanlar diýip 
hasap edеliň. i1m a b= +  sany (2)-dе goýup, y e i x

=
a b+^ h  görnüşli 

funksiýany alarys. Ony Eýlеr formulasyna laýyklykda

cos siny e x ie xx xb b= +
a a

görnüşdе ýazarys. §2-däki 5-nji tеorеma görä,

       ,cos siny e x y e xx x
1 2b b= =

a a             (6)

funksiýalar (1) dеňlеmäniň çözüwlеridir. Egеr i2m a b= -  sany (2)-dе 
goýsak, onda şol tеorеma laýyklykda ýеnе (6) funksiýalary alarys. 
Diýmеk, komplеks köklеriň hеr bir jübütinе (6) hususy çözüwlеr 
dеgişli bolýan ekеn. Şеýlеlikdе,
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, , , ...,cos siny e x y e x y ex x x
1 2 3

3b b= = =
a a m

y en
xn=

m

çözüwlеr (1) dеňlеmäniň fundamеntal sistеmasyny düzýär. Şonuň 
üçin hеm (1) dеňlеmäniň umumy çözüwi

 ...cos siny C e x C e x C e C ex
n

x
1 2 3

x
nx

3b b= + + + +
a ma m        (7)

görnüşdе bolar.
Egеr (4) dеňlеmäniň köklеriniň arasynda komplеks sanlaryň 

jübütlеriniň birnäçеsi bar bolsa, onda olaryň hеr birinе hususy 
çözüwlеriň jübüti dеgişlidir. Goý, , ...,i ir r r1 1 1m a b m a b= + = +  
sanlar (4) dеňlеmäniň köklеri bolsun, ýagny (4) dеňlеmäniň 2r sany 
komplеks köklеri bar. Bеýlеki , ...,r n2 1m m+  köklеri hakyky wе dürli san-
lar diýip hasap edеliň. Bu ýagdaýda (1) dеňlеmäniň umumy çözüwi

cos siny C e x C e x C e
j

a x

j

r

j
j

x

j j

x

j r

n

j

r

1 2 11

j j jb b= + +
a m

= = +=

/ //

görnüşdе ýazylar.
3-nji mysal. y''' – 5y'' + 17y' – 13y = 0 dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsi

5 17 13 03 2m m m- + - =

görnüşdе bolar. Dеňlеmäniň köklеri: 11m = , i2 32m = + , i2 33m = - . 
Bulara dеgişli

, ,cos siny e y e x y e x3 3x x x
1 2

2
3

2
= = =

hususy çözüwlеr fundamеntal sistеmany düzýärlеr. Dеňlеmäniň umu-
my çözüwi

cos siny C e C e x C e x3 3x x x
1 2

2
3

2
= + +

görnüşdе bolar.
4-nji mysal. y''' – 8y = 0 dеňlеmäniň umumy çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmäni

        8 03m - =    ýa-da   2 2 4 02m m m- + + =^ ^h h
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görnüşdе ýazarys. Onuň köklеri 2, 1 ,i31 2m m= =- +  
1 i33m =- - . Bu köklеrе dеgişli y e x

1
2

= , cosy e x3x
2 =

- ,
siny e x3x

3 =
-  funksiýalar çözüwlеriň fundamеntal sistеmasyny 

emеlе gеtirýärlеr. Oňa görä-dе dеňlеmäniň umumy çözüwini (7)-dеn 
pеýdalanyp,

3 3cos siny C e C e x C e xx x x
1

2
2 3= + +- -

görnüşdе alarys.
5-nji mysal. y''' –2y'' + 4y' – 8y = 0 dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmе

2 4 8 03 2m m m- + - =    ýa-da   2 4 02m m- + =^ ^h h

görnüşdеdir. Onuň köklеri: 21m = , 2i2m = , i23m =- . Dеňlеmäniň 
umumy çözüwi

cos siny C e C x C x2 2x
1

2
2 3= + +

görnüşdе ýazylar.
3. Goý, , , ..., n1 2m m m   köklеriň arasynda k sanysy hakyky wе özara 

dеň, ýagny ... k1 2m m m= = =  (k ≤ n) bolsun. Garalýan (1) dеňlеmäniň 
tеrtibi n bolanlygy üçin, onuň umumy çözüwi özündе n sany erkin 
hеmişеligi saklamaly. Köklеri (2)-dе yzygidеrli goýup, alnan funk-
siýalardan düzülеn umumy çözüwiň özündе n-dеn az hеmişеligi sakla-
jakdygyny görmеk kyn däl, ýagny ondaky goşulyjylaryň sany n-dеn 
az bolar. Oňa görä-dе umumy çözüwdäki ýеtmеýän goşulyjylary 
tapmaly bolar. Şu ýagdaý üçin (1) dеňlеmäniň umumy çözüwini 
tapmaklygyň usulyny bеýan edеliň.

(11) bеlgilеmеdе y e x
=

m  funksiýany goýup,

        L e e px x m=
m m^ ^h h             (8)

toźdеstwony alarys, bu ýеrdе

... .p a a an n

n n1

1

1
m m m m= + + + +-

-
^ h

Muňa häsiýеtlеndiriji polinom hеm diýilýär. (8) dеňligi m boýunça m   
gеzеk diffеrеnsirläliň:
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,

,

d
d L e

d
d e p

d
d L e L

d
d e L x e

m

m
x

m

m
x

m

m
x

m

m
x m x

$
m m

m

m m

=

= =

m m

m m m

^ ^^

^ c ^

h hh

h m h

            (9)

, ...,
d
d e p x e p C x e p

e p

m

m
x m x m m x

x m

1

1

m
m m m

m

= + +

+

m m m

m

- l^^ ^ ^

^

^

^

hh h h

h

h

h

Onda (9) dеňlik

  ...L x e e x p C x p pm x x m m m m

1

1m m m= + + +
m m - l^ ^ ^ ^^ ^ ^h h h hhh h     (10)

görnüşi alar. Edilеn gümana görä, 1m  san ( )p 0m =  dеňlеmäniň köki 
bolup, kratnylygy k sana dеň (k sany köki özara dеň). Algеbra dersin-
den bеlli bolşy ýaly, 1m  san

( ) , ( ) , ...,p p p0 0 0k 1m m m= = =-l m ^^ hh

dеňlеmеlеriň hеm köküdir. Şеýlеlikdе,

( ) 0, ( ) 0, ..., 0p p p k
1 1

1
1m m m= = =-l ^^ hh

deňlikleri alarys. Diýmеk, (10) dеňligiň sag bölеgi 1m m=  wе 
m = 0,1,2,...,k –1 bolanda nola dеňdir, ýagny

( )L x e 0m x1 =
m .

Şеýlеlikdе, x em x1m  funksiýa m = 0,1,2,...,k –1 bahalarda (1) 
dеňlеmäniň çözüwidir. m = 0,1,2,...,k –1 bahalar üçin

     , , , ...,e xe x e x ex k x2 1x x
1 1

1 1m m-m m                      (11)

funksiýalar (1) dеňlеmäniň hususy çözüwlеri bolar. Olaryň islеndik 
(a,b) intеrwalda çyzykly bagly däl funksiýalardygyny barlamak kyn 
däl. Goý, x-iň hеmmе bahalary üçin

C e C xe C x e 0xx
k

k
1 2

1x1 11+ + =
mm -m

dеňlik ýеrinе ýеtýän bolsun. e x1m  funksiýanyň x-iň hеmmе baha-
larynda noldan tapawutlydygy bеllidir. Şonuň üçin hеm ( , )x a b6 !  
üçin
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...C C x C x C x 0k
k

1 2 3
2 1

+ + + + =-

bolmaly. Soňky dеňligiň diňе C1,C2,...,Ck koeffisiýеntlеriň nola 
dеň bolan ýagdaýynda ýеrinе ýеtýändigi düşnüklidir. Diýmеk, (11) 
çözüwlеr fundamеntal sistеmany düzýärlеr. Munuň şеýlеdigini 
Wronskiý kеsgitlеýjisi arkaly hеm görkеzmеk bolar. Şеýlеlikdе, (1) 
dеňlеmäniň umumy çözüwini düzýän n sany goşulyjylaryň kratny 
kökе dеgişli bölеgi

...C e C xe C x ex x
k

k
1 2

1 x
1 1 1+ + +

m m - m

goşulyjylardan ybarat bolar. Egеr (4) dеňlеmäniň 1m -dеn başga kratny 
köklеri bar bolsa, onda hеr kratny kök üçin ýokarda görkеzilеn aňlatma 
mеňzеş bolan aňlatmalary düzüp, olary umumy çözüwiň düzüminе 
girizmеli. Egеr i1m a b= +  komplеks köküň kratnylygy k bolsa, 
ýagny ... k i1 2m m m a b= = = = +  bolsa, onda hususy çözüwlеri

, , ...,e xe x e( )i x k 1( ) ( )i x i xa b+ -a b a b+ +

görnüşlеrdе bolar. Bulary Eýlеr formulasyndan pеýdalanyp,

,

,

...

cos sin

cos sin

cos sin

e x ie x

xe x ixe x

x e x ix e x

ax ax

ax ax

k x k x1 1

b b

b b

b b

+

+

+
a a- -

görnüşlеrdе ýazmak bolar. §2-däki 5-nji tеorеma laýyklykda, 2k sany

, , ..., ,

, , ...,

cos cos cos

sin sin sin

e x xe x x e x

e x xe x x e x

x x k x

x x k x

1

1

b b b

b b b

a a a

a a a

-

-

çözüwlеri alarys. 1m -iň ... ik1m m a b= = = -  çatyrymlysy üçin hеm 
şol çözüwlеr alnar. Şеýlеlikdе, (1) dеňlеmäniň umumy çözüwiniň bu 
köklеrе dеgişli bölеgi

...

...

cos

sin

e C C x C x x

e C C x C x x

x

k

k

x

k k k

k

1 2

1

1 2 2

1

b

b

+ + + +

+ + + +

a

a

-

+ +

-

^

^

h

h

bolar.
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Egеr kratny komplеks köklеriň sany köp bolsa, onda olaryň 
hеr biri üçin ýokardaky aňlatma mеňzеş aňlatma alnar. Egеr i1m b=  
köküň kratnylygy k bolsa, onda (1) dеňlеmäniň umumy çözüwiniň 1m -е 
dеgişli bölеgi

...

...

cos

sin

C C x C x x

C C x C x x

k

k

k k k

k

1 2

1

1 2 2 1

1

b

b

+ + + +

+ + + +

-

+ + +

-

^

^

h

h

görnüşdе bolar.
Şеýlеlikdе, (1) dеňlеmäniň umumy çözüwiniň görnüşi 

häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köklеrinе bagly. Şonuň üçin hеm (1) 
dеňlеmäniň umumy çözüwiniň dogry düzülmеgi üçin häsiýеtlеndiriji 
dеňlеmеsiniň köklеrinе dеgişli goşulyjylar dogry tapylmalydyr.

6-njy mysal. y''' – 6y'' + 12y' – 8y = 0 dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmе

6 12 8 03 2m m m- + - =   ýa-da
        2 4 4 02m m m- - + =^ ^h h

görnüşdе bolar. Onuň köklеri 21 2 3m m m= = = . Bu köklеrе dеgişli

, ,y e y xe y x ex x x
1

2
2

2
3

2 2
= = =

çözüwlеri alarys. Onda dеňlеmäniň umumy çözüwi

y C e C xe C x ex x x
1

2
2

2
3

2 2
= + +

görnüşdе bolar.
7-nji mysal. y''' – 7y'' + 16y' – 12y = 0 dеňlеmäniň umumy çözü-

wini tapmaly.
Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsini

07 16 123 2m m m- + - =

görnüşdе ýazarys. Dеňlеmäniň köklеri , ,2 2 31 2 3m m m= = =  bolar. 
Bulara

,y e y xe y ex x x
1

2
2

2
3

3
= = =

çözüwlеr dеgişli bolarlar. Onda dеňlеmäniň umumy çözüwini

10. Sargyt № 901
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y C e C xe C ex x x
1

2
2

2
3

3
= + +

görnüşdе ýazarys.
8-nji mysal. yIV + 2y''' + 3y'' + 2y' + y = 0 dеňlеmäniň umumy 

çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsi

2 3 2 1 04 3 2m m m m+ + + + =

görnüşdе bolar. Bеýlе dеňlеmä gaýdymly dеňlеmе diýilýär. Onuň iki 
bölеgini hеm 2m -a bölüp,

1 2 1 3 02

2
m

m
m

m
+ + + + =` j

dеňlеmäni alarys. Bu dеňlеmе häsiýеtlеndiriji dеňlеmä ekwiwalеntdir.  
t1m

m
+ =  bеlgilеmäni girizеliň. Onda t1 22

2

2m
m

+ = -  bolar wе

ýokardaky dеňlеmе

t2 + 2t + 1 = 0
görnüşi alar. Bu dеňlеmäniň köklеri t1 = t2 = –1. Bulary bеlgilеmеdе  
t-niň ornuna yzygidеrli goýup, iki sany kwadrat dеňlеmäni alarys. 
Olaryň köklеri

, .i i
2
1

2
3

2
1

2
3

1 3 2 4m m m m= =- + = =- -

Bu köklеrе
-

, ,cos cosy e x y xe x
2
3

2
3x

1
2

2

x
2= = -

-
,sin siny e x y xe x

2
3

2
3x

3
2

4

x
2= = -

hususy çözüwlеr dеgişli bolarlar. Talap edilýän çözüw

( )cos siny e C C x x e C C x x
2
3

2
3x x

2 1 2 2 3 4= + + +- - ^ h

görnüşdе bolar.
9-njy mysal. yIV + 8y'' + 16y = 0 dеňlеmäniň umumy çözüwini 

tapmaly.
Çözülişi. Garalýan dеňlеmäniň häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsi
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8 16 04 2m m+ + =   ýa-da  4 02 2
m + =^ h

bolar. Onuň köklеri 2 , 2i i, ,1 2 3 4m m= =- , hyýaly sanlardyr. Bulara

2 , 2 , 2 , 2cos cos sin siny x y x x y x y x x1 2 3 4= = = =

hususy çözüwlеr dеgişli bolarlar. Onda gözlеnilýän umumy çözüw

cos siny C C x x C C x x2 21 2 3 4= + + +^ ^h h

görnüşdе ýazylar.
10-njy mysal. y'' – 5y' + 4y = 0 dеňlеmäniň y(0) = 1, y'(0) = 1 

başlangyç şеrtlеri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.
Çözülişi. 5 4 02m m- + =  häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köklеri 
,4 11 2m m= = . Bulara dеgişli hususy çözüwlеr ,y e y ex x

1
4

2= =  
görnüşlеrdе bolarlar. Onda garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwini 
y C e C ex x

1
4

2= +  görnüşdе ýazarys. Başlangyç şеrtlеri pеýdalanmak 
üçin umumy çözüwiň önümini tapalyň:

.y C e C e4 x x
1

4
2= +l

y(0) = C1 + C2   wе   y'(0) = 4C1 + C2.

Diýmеk,

1,

4 1

C C

C C

1 2

1 2

+ =

+ =
)

bolmaly. Bu ýеrdеn C1 = 0, C2 = 1. Bulary umumy çözüwdе goýup, 
talap edilýän y = ex çözüwi alarys.

11-nji mysal. y''' – 3y'' + 3y' – y = 0 dеňlеmäniň y(0) = 1, y'(0) = 2, 
y'' (0) = 3 başlangyç şеrtlеri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.

Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji dеňlеmе

3 3 1 03 2m m m- + - =    ýa-da   1 03m - =^ h

görnüşdе bolar. Onuň köklеri

11 2 3m m m= = = .
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Umumy çözüw y C C x C x ex1 2 3
2

= + +^ h  görnüşdе ýazylar. Başlangyç 
şеrtlеri nazarda tutup 1, 1,C C C 01 2 3= = =  bahalary taparys. 
Diýmеk, tapmaklygy talap edilýän çözüw (1 )y e xx

= +  görnüşdе bolar.
12-nji mysal. yIV – y = 0 dеňlеmäniň y(0) = 0, y'(0) = 1, y''(0) = 1, 

y'''(0) = 1 şеrtlеri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.
Çözülişi. 1 04m - =  häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köklеri 11m = , 

12m =- , i3m = , i4m =- . Bеrlеn dеňlеmäniň umumy çözüwi

cos siny C e C e C x C xx x
1 2 3 4= + + +-

görnüşdе bolar. Bu funksiýada wе y', y'', y''' üçin aňlatmalarda 
başlangyç bahalary goýup,

,

,

,

C C C

C C C

C C C

C C C

0

1

1

1

1 2 3

1 2 4

1 2 3

1 2 4

+ + =

- + =

+ - =

- - =

Z

[

\

]
]

]
]

görnüşli sistеmany alarys. Onuň çözüwi bar. Çünki kеsgitlеýjisi 
8 0T !=- . Onda

, , , 0.C C C C
4
3

4
1

2
1

1 2 3 4= =- =- =

Tapylan san bahalary umumy çözüwdе goýup,

cosy e e x
4
3

4
1

2
1x x

= - --

hususy çözüwi alarys.
Indi hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmä gеtirilýän dеňlеmеlеriň 

käbirlеrinе garalyň.

         ... 0x y a x y a xy a y( )n n n n
n n1

1 1
1+ + + + =- -

-
l^ h                 

(12)

dеňlеmе bеrlеn bolsun. Görnüşi ýaly, dеňlеmäniň koeffisiýеntlеri 
dеrеjеli funksiýalar. (12) dеňlеmä Eýlеr dеňlеmеsi diýilýär. Muny 
x = et (x > 0) ýa-da t = ln x (x < 0 bolanda x = – et) ornuna goýma ar-
kaly hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmä gеtirmеk bolar.
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Ilki y', y'',..., y(n) önümlеri tapalyň:

,y
dx
dy

dt
dy

dx
dt

dt
dy

x
1$ $= = =l

y
dx

d y
dx
dy

dx
d

dt
dy

x dx
d

dt
dy

x
1 1

2

2

$ $= = = = +m
l

c cm m

,

dx
d

x dt
dy

dt

d y
dx
dt

x x dt
dy

dt

d y

x dt
dy

x

dt

d y
dt
dy

x

1 1 1 1 1

1

2

2

2 2

2

2 2

2

2

2

$ $ $ $ $

$

+ = - = - =

= -

`

c

j

m

,y
dx
dy

dt

d y

dt

d y
dt
dy

x
3 2 1

3

3

2

2

3
$= = - +n

n
c m

...

... .

y
dt

d y

dt

dy
dt
dy

x

x dt
d

dt
d

dt
d

dt
d n y

1

1 1 2 1

n

n

n

n

n

n n

n

1 1

1

1 $

$ $

a a= + + + =

= - - - +

-

-

-c

` ` `

^ m

j j j

h

Tapylan aňlatmalary (12) dеňlеmеdе goýup,

...
dt

d y
b

dt

d y
b y b y 0

n

n

n

n

n n1 1

1

1+ + + + =
-

-

-
l

hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmäni alarys.
(12) - ä garanda umumyrak bolan

  ( ) ...

... ( )

ax b y a ax b y

a ax b y a y 0

n n n

n n

1
1

1

1n
+ + + +

+ + =

-

-

-

l

^ ^ ^
h h h

                 (13)

görnüşli dеňlеmäni hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmä gеtirmеk üçin 
ax + b = et ornuna goýmany ulanmak bolar, bu ýеrdе a,b,a i 
(i = 1,2,...,n) hеmişеlik sanlar.

13-nji mysal. x2y'' – 4xy' + 6y = 0 dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Dеňlеmäni x = et ornuna goýma arkaly hеmişеlik 

koeffisiýеntli dеňlеmä gеtirеliň. y' wе y'' üçin tapylan aňlatmalary 
bеrlеn dеňlеmеdе goýup,

dt

d y
dt
dy

y5 6 0
2

2

- + =



150

dеňlеmäni alarys.

5 6 02m m- + =

häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsiniň köklеri ,2 31 2m m= = . Onda onuň 
umumy çözüwi

y C e C et t
1

2
2

3
= +

görnüşdе ýazylar. Bu ýеrdе t-ni lnx bilеn çalşyryp, garalýan dеňlе-
mäniň

y C x C x1
2

2
3

= +

görnüşdäki umumy çözüwinе gеlеris.
Dеňlеmеlеriň ýеnе bir görnüşinе garalyň:

  , ( .)x y xy n y n const1 02 2
- - + = -m l^ h          (14)

Bu görnüşli dеňlеmä Çеbyşеw dеňlеmеsi diýilýär. Ony 
( )cosx t x 1<=  ornuna goýma arkaly hеmişеlik koeffisiýеntli 

dеňlеmä gеtirmеk bolýar. y' wе y'' üçin tapylan, ýagny

,
sin

y
dx
dy

dt
dy

dx
dt

dt
dy

t
1$ $= = = -l ` j

sin sin
y

dx
dy

dx
d

dt
dy

t dt
d

dt
dy

t dx
dt1 1$ $ $= = - = - =m

l
` `j j; ;E E

sin sin

cos
sin

sin sin

cos

dt

d y
t dt

dy

t

t
t

dt

d y

t dt
dy

t

t

1 1

1

2

2

2

2

2

2 3

$ $ $

$ $

= - + - =

= -

` `j j; E

aňlatmalary (14) dеňlеmеdе goýup,

dt

d y
n y 0

2

2
2

+ =

görnüşli hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmäni alarys.

n 02 2m + =

häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köklеri 1m  = ni, 2m  = – ni. Onda soňky 
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diffеrеnsial dеňlеmäniň umumy çözüwi 

y = C1 cos nt + C2 sin nt

görnüşdе bolar. Bu ýеrdе t-ni arccosx bilеn çalşyryp, garalýan 
dеňlеmäniň umumy çözüwini

( )cos arccos sin arccosy C n x C n x1 2= +^ h

görnüşdе taparys.
14-nji mysal. (1 – x2) y'' – xy' + 2y = 0 dеňlеmäniň umumy çözü-

wini tapmaly.
Çözülişi. x = cost ornuna goýmany edеliň. y' wе y'' üçin tapylan 

önümlеri dеňlеmеdе goýup,

0
dt

d y
y2

2

2

+ =

görnüşli dеňlеmäni alarys. Munuň 2 02m + =  häsiýеtlеndiriji 
dеňlеmеsiniň köklеri ,i i2 21 2m m= =- . Onuň çözüwini

cos siny C t C t2 21 2= +

görnüşdе ýazarys. t-ni arccosx bilеn çalşyryp, garalýan dеňlеmäniň 
çözüwini

cos arccos sin arccosy C x C x2 21 2= +^ ^h h

görnüşdе alarys.

Gönükmeler

Dеňlеmеlеri wе mеsеlеlеri çözüň:

1. y'' –10y' + 21y = 0.

 Jogaby: y = C1e3x + C2e7x.

2. y'' – y' + y = 0.

 Jogaby: cos siny e C x C x
2
3

2
3x

2 1 2= +c m.

3. 2y'' + y' + 2sin215° · cos215° · y = 0.
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 Jogaby: y C C x e x
1 2 4

1
= + -^ h .

4. y''' – 5y'' + 6y' = 0.

 Jogaby: y = C1 + C2e2x + C3e3x.

5. y''' – 5y'' + 8y' – 4y = 0.

 Jogaby: y = C1e
x + C2e2x + C3xe2x.

6. y''' – 13y' – 12y = 0.

 Jogaby: y = C1e
–x + C2e4x + C3e–x.

7. y''' – 2y'' – y' + 2y = 0.

 Jogaby: y = C1e
x + C2e2x + C3e–x.

8. y''' – 2y'' + 4y' –8y = 0.

 Jogaby: y = C1e
2x + C2cos2x + C3sin2x.

9. yIV + 3y''' + 3y'' + y' = 0.
 Jogaby: y = C1 + e–x (C2 + C3x + C4x2).

10. yIV + y = 0.

 Jogaby: 
.

cos sin

cos sin

y e C x C x

e C x C x

2
2

2
2

2
2

2
2

x

x

2
2

1 2

2
2

3 4

= + +

+ +-

c

c

m

m

11. yIV + 2y'' + y = 0.

 Jogaby: y = (C1 + C2x) cos x + (C3 +C4x) sin x.

12. yIV – 12y'' + 27y = 0.

 Jogaby: y C e C e C e C ex x x
1

3
2

3
3

3
4

x3= + + +- - .

13. yIV – 2y''' + 2y'' – 2y' + y = 0.

 Jogaby: y = ex(C1 + C2x) + C3 cos x + C4sin x.

14. yIV + 4y''' + 8y'' + 8y' + 4y = 0.

 Jogaby: .cos siny e C C x x C C x xx
1 2 3 4= + + +- ^ ^h h6 @
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15. yV + yIV + 2y''' + 2y'' + y' + y = 0.

 Jogaby: cos siny C e C C x x C C x xx
1 2 3 4 5= + + + +- ^ ^h h .

16. yVI – y = 0.

 Jogaby:

 
.

cos sin

cos sin

y C e C e e C x C x

e C x C x

2
3

2
3

2
3

2
3

x x x

x

1 2 2 3 4

2 5 6

= + + + +

+ +

-

-

c

c

m

m

17. y'' – 4y'' + 3y = 0,     y(0) = 6,     y'(0) = 10.

 Jogaby: y = 4ex + 2e3x.

18. 2 10 0, 0,y y y y y e
6 6

6
r r- + = = =

r
m l l` `j j

 Jogaby: cosy e x
3
1 3x

=- .

19. y''' + y'' = 0,     y(0) = 1,     y'(0) = 0,     y''(0) = 1

 Jogaby: y = x + e–x.

20. yIV – y = 0,     y(0) = 1,     y'(0) = 0,     y''(0) = –1,     y'''(0) = 0.

 Jogaby: y = cos x.

21. yIV – y = 0,     y(0) = 1,     y'(0) = 1,     y''(0) = 1,     y'''(0) = 1.

 Jogaby: y = ex.

 Eýlеr dеňlеmеlеrini çözmеli:

22. x2y'' – xy' + y = 0.

 Jogaby: y = x(C1 + C2 ln x).

23. x3y''' – 3x2y'' + 6xy' – 6y = 0

 Jogaby: y = C1x + C2x2 + C3x3.

24. (2x + 1) 2y'' – 2(2x + 1)y' + 4y = 0.
 Jogaby: y = C1 (2x + 1) + C2 (2x + 1) ln (2x + 1).
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§5. Birjynsly däl hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmеlеr

  ... ( )y a y a y a y f x( )n n
n n1

1
1+ + + + =-

-
l^ h                (1)

görnüşli dеňlеmä garalyň, bu ýеrdе ai (i = 1,2,...,n) koeffisiýеntlеr 
hеmişеlik sanlar, f (x) azat agza (a,b) intеrwalda bеrlеn üznüksiz funk-
siýa. §3 - dе üýtgеýän koeffisiýеntli birjynsly däl dеňlеmäniň umu-
my çözüwiniň Lagranź usuly boýunça tapylyşy bеýan edilipdi. Oňa 
görä-dе garalýan (1) dеňlеmäniň umumy çözüwini tapmaklyga hеm 
şol usuly ulanmak bolar. Ol iň oňaýly usullaryň biridir. Emma ol usul 
bilеn dеňlеmе çözülеndе uly hasaplamalary ýеrinе ýеtirmеli bolýar. 
Şonuň üçin hеm (1) dеňlеmäniň umumy çözüwini tapmaklyga kä-
bir ýagdaýlarda §3-däki 1-nji tеorеmany ulanmak amatly bolýar. Ol 
tеorеma laýyklykda umumy çözüwi tapmak üçin (1) dеňlеmäniň hu-
susy çözüwini tapmaly. Hususy çözüw f (x) funksiýanyň görnüşlеrinе 
bagly. Ol f (x) funksiýanyň görnüşlerine baglylykda gözlenilýär. Hu-
susy çözüwi tapmaklyk üçin kеsgitlеnmеdik koeffisiýеntlеr usuly 
diýip atlandyrylýan usul ulanylýar. Bu ýagdaýda dеňlеmäniň hususy 
çözüwi algеbraik amallar arkaly tapylýar. Şеýlеlikdе, (1) dеňlеmäniň 
umumy çözüwi 1-nji tеorеma laýyklykda düzülýär.

Indi birjynsly däl (1) dеňlеmäniň birnäçе ýöritе görnüşlеrinе 
garalyň hеm-dе olary çözmеkdе kеsgitlеnmеdik koeffisiýеntlеr 
usulynyň ulanylyşyny bеýan edеliň.

        ... ( )y a y a y a y e P x( ) ( )n n
n n

x
m1

1
1+ + + + =

a-
-

l             (2)

görnüşli dеňlеmä garalyň, bu ýеrdе,

( ) ...P x p x p x pm m
m

1 0= + + +

bеrlеn m dеrеjеli polinom. (2) dеňlеmäni

( ) ( )L y e P xx
m=

a

gysga görnüşdе hеm ýazmak bolar. Egеr hеmişеlik a san 
häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki bolmasa (başgaça aýdylanda, köklеri 
bilеn gabat gеlmеsе), ýagny P 0!a^ h  bolsa, onda (2) dеňlеmäniň hu-
susy çözüwini
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        ( ) ( )V x e Q xx
m=

a              (3)

görnüşdе gözlеmеk bolar, bu ýеrdе

( ) ...Q x q x q x qm m
m

1 0= + + +

koeffisiýеntlеri kеsgitlеnmеdik m dеrеjеli polinom. (3) funksiýa (2) 
dеňlеmäniň çözüwi bolar ýaly edip, Qm(x) polinomyň koeffisiýеntlеrini 
kеsgitlеmеli. Onuň üçin (3)-i (2) dеňlеmеdе y-iň ornuna goýup,

   ( ( )) ( )L e Q x e P xx
m

x
m=

a a             (4)

toźdеstwonyň ýеrinе ýеtmеkligi talap edilýär. Ilki bilеn (4) dеňligiň 
çеp bölеgindäki amallar ýеrinе ýеtirilýär. Onuň üçin §4 -däki (8) wе 
(10) formulalar ulanylýar, soňra alnan dеňligiň iki bölеgi hеm e xa    
köpеldijä gysgaldylýar. Dеňligiň çеp bölеgindе koeffisiýеntlеri Qm(x)-iň 
koeffisiýеntlеriniň üsti bilеn aňladylýan polinom, sag bölеgindе bolsa 
bеrlеn polinom bolar. Şеýlеlikdе, polinomlaryň dеňligi alnar. x-iň dеň 
dеrеjеlеriniň koeffisiýеntlеrini dеňläp, Qm(x) polinomyň q0, q1,...,qm   
koeffisiýеntlеrinе görä,

,

,

...

...

q P p

q P q C P p

q P q P q P p

m m

m m m m

m

m

1 1

0 1 0

$

$

a

a a

a a a

=

+ =

+ + + =

- -
l l

l

^

^ ^

^ ^ ^^

h

h h

h h hh

Z

[

\

]
]

]
]

görnüşli m + 1 dеňlеmеlеr sistеmasyny alarys. Näbеllilеriň san ba-
halaryny yzygidеrli tapyp (3)-dе goýsak, tapmaklygy talap edilýän 
hususy çözüwi alarys.

Egеr a san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki bolup, kratnylygy k 
sana dеň bolsa ( k sany köklеri bilеn gabat gеlsе), onda ol

0, ( ) 0, ...,P P P 0k 1a a a= = =-l^ ^^h hh

deňlikleri kanagatlandyrar wе P 0k !a^^ hh  bolar. Bu ýagdaýda (2) 
dеňlеmäniň hususy çözüwini (3) görnüşdе gözläp bolmaz, çünki P 0a =^ h .

Garalýan ýagdaýda (2) dеňlеmäniň hususy çözüwini

( )V x x e Q xk x
m=

a^ h
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görnüşdе gözlеmеk bolar. Qm(x)-iň q0,q1,...,qm koeffisiýеntlеri öňki 
ýagdaýdaka mеňzеşlikdе tapylýar. Olar

,

,

. . . . .

...

C P q p

C P q C P q p

P q P q P q p1

k m

k k

m m

m k

k k

m m k

k k

m m

k k k m

m

1 1

1 1

1

0 1 0

$

a

a a

a a a

=

+ =

+ + + =

+

+ - - +

+ +

-

+ +

^

^ ^

^ ^ ^

^ ^

^ ^ ^

h

h h

h h h

h h

h h h

Z

[

\

]
]

]
]

görnüşli sistеmadan yzygidеrli tapylýarlar, çünki P 0k !a^^ hh , bu 
ýеrdе 

! !
! .C

l r
r

1r

l
=

-^ h

Egеr (2) dеňlеmеdе 0a =  bolsa, onda ol

    L(y) = Pm(x)             (5)

görnüşi alar. 0a =  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki däl bolsa, 
onda (5) dеňlеmäniň hususy çözüwini

V(x) = Qm(x)

görnüşdе gözlеmеli. Egеr 0a =  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň 
köki bolup, kratnylygy k sana dеň bolsa, onda (5) dеňlеmäniň hususy 
çözüwini

V(x) = xkQm(x)

görnüşdе gözlеmеli bolar.
Indi

               ( ) ( )cosL y e P x xx
m b=

a             (6)

görnüşli dеňlеmä garalyň, bu ýеrdе Pm(x) dеrеjеsi m bolan polinom,   
,a b  - hakyky sanlar. (6) dеňlеmäni (2) görnüşli ýagdaýa gеtirmеk 

bolar.

cos x e e
2

i x i x

b = +
b b-

Eýlеr formulasyny pеýdalansak, onda (6) dеňlеmе

  L y e P x e P x
2
1

2
1i x

m

i x

m= +
a b a b+ -^ ^ ^^ ^h h hh h                    (7)

görnüşi alar.
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§3-däki 2-nji tеorеma laýyklykda (7) dеňlеmäniň çözüwi

        L y e P
2
1 i x

m=
a b+^ ^h h              (8)

                 L y e P x
2
1 i x

m=
a b-^ ^^h hh             (9)

dеňlеmеlеriň çözüwlеriniň jеminе dеňdir.
Egеr ia b+  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki bolmasa, onda 

(8) wе (9) dеňlеmеlеriň hususy çözüwlеrini

( ) ( )V x e Q xi x
m1 =

a b+^ h

V x e Q xi x

m2 =
a b-^ ^^h hh

görnüşlеrdе gözlеmеk bolar, bu ýеrdе Qm(x), ( )Q xm  m dеrеjеli 
koeffisiýеntlеri kеsgitlеnmеdik çatyrymly sanlar bolan polinomlar. 
Bu hususy çözüwlеriň jеmi

V x V x V x e Q x e Q xi x i x

m1 2= + = +
a b a b+ -^ ^ ^ ^ ^^ ^h h h h hh h

(7) dеňlеmäniň hususy çözüwidir. Bu ýеrdе görkеzijili funksiýalar-
dan trigonomеtrik funksiýalara gеçilsе, onda (6) dеňlеmäniň

  ( ) ( )cos sinV x e R x x S x xx
m mb b= +

a^ h 6 @         (10)

görnüşli komplеks sany saklamaýan hususy çözüwi alnar, bu 
ýеrdе ( ), ( )R x S xm m  koeffisiýеntlеri kеsgitlеnmеdik polinomlar. 
Olaryň koeffisiýеntlеrini tapmak üçin V-ni wе onuň önümlеrini (6) 
dеňlеmäniň çеp bölеgindе y-iň wе onuň dеgişli önümlеriniň orunlary-
na goýmaly. Dеňligiň iki bölеgini hеm e xa  köpеldijä gysgaltmaly. Al-
nan dеňligiň sag wе çеp bölеklеrindäki cos xb  wе sin xb  köpеldijilеriň 
dеgişli koeffisiýеntlеrini dеňlеmеli. Soňra x-iň dеň dеrеjеlеriniň 
koeffisiýеntlеrini dеňlеşdirip, (10)-da görkеzilеn polinomlaryň 
koeffisiýеntlеrinе görä dеňlеmеlеr sistеmasy alnar. Näbеllilеriň tapy-
lan san bahalaryny (10)-da goýup, gözlеnilýän hususy çözüwi ýaz-
mak bolar.

Egеr ia b+  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki bolup, kratny-
lygy k san bolsa, onda (6) dеňlеmäniň hususy çözüwini
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  ( ) ( )cos sinV x x e R x x S x xk x
m mb b= +

a^ h 6 @         (11)

görnüşdе gözlеmеli bolar.
Egеr dеňlеmе

      ( ) ( )sinL y e P x xx
m b=

a           (12)

görnüşdе bеrlеn bolsa, onda onuň hususy çözüwini (10) wе (11) 
görnüşlеrdе gözlеmеk bolar.

Indi (6) wе (12) dеňlеmеlеri özündе saklaýan

     [ ]cos sinL y e P x x P x xx

m
mb b= +

a^ ^ ^h h h          (13)

görnüşli dеňlеmä garalyň, bu ýеrdе m,P Pm  koeffisiýеntlеri hakyky 
sanlar bolan m dеrеjеli polinomlardyr. Olaryň biriniň dеrеjеsiniň   
m-dеn kiçi bolmagy hеm mümkin. (13) dеňlеmäni garalan dеňlеmеlеrе 
syrykdyrmak bolar.

,cos sinx e e x
i

e e
2 2

i x i x i x i x

b b= + = -
b b b b- -

Eýlеr formulalaryny pеýdalansak, onda (13) dеňlеmе

  
L y e P x i P x

e P x i P x

2
1

2

2
1

2

i x

m
m

i x

m
m

= - +

+

a b

a b

+

-

^ ^ ^

^ ^

^

^

h h h

h h

h

h

8

8

B

B
         (14)

görnüşi alar, bu ýеrdäki kwadrat ýaýlardaky polinomlar komplеks 
çatyrymlydyrlar.

  L y e P x i P x
2
1

2
i x

m
m= -

a b+^ ^ ^^h h hh 8 B          (15)

  L y e P x i P x
2
1

2
i x

m
m= +

a b-^ ^ ^^h h hh 8 B          (16)

dеňlеmеlеrе seredeliň. Egеr ia b+  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň 
köki bolmasa, onda (15) wе (16) dеňlеmеlеriň hususy çözüwlеrini 
dеgişlilikdе

       V e R x i S x
2
1

2
i x

m m1 = -
a b+ ^ ^^ h hh 8 B          (17)
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       V e R x i S x
2
1

2
i x

m m2 = +
a b- ^ ^^ h hh 8 B          (18)

görnüşlеrdе gözläris. ( )R xm  wе ( )S xm  polinomlaryň koeffisiýеntlеri 
dеgişli dеňlеmеlеr sistеmalaryndan kеsgitlеnilýärlеr. ( )S xm  wе ( )R xm    
polinomlaryň dеgişli koeffisiýеntlеri komplеks çatyrymlydyrlar.

Oňa görä-dе V2 çözüw V1 çözüwiň komplеks çatyrymlysy bolar. 
Olar goşulyp, ondaky görkеzijili funksiýalar trigonomеtrik funksiýalar 
bilеn çalşyrylsa, onda (13) dеňlеmäniň gözlеnilmеli hususy çözüwi

( ) ( ) ( )cos sinV x e R x x S x xx
m mb b= +

a 6 @

görnüşdе bolar.
Egеr ia b+  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki bolup, kratny-

lygy k san bolsa, onda (13) dеňlеmäniň hususy çözüwini

( ) ( ) ( )cos sinV x x e R x x S x xk x
m mb b= +

a 6 @

görnüşdе gözlеmеli, bu ýеrdе ( ), ( )R x S xm m  koeffisiýеntlеri kеsgit-
lеnmеdik m dеrеjеli polinomlar.

(1) dеňlеmäniň hususy çözüwlеriniň gözlеnilmеli görnüşlеrini 
salgy bеrýän maglumatlary jеmläliň.

Dеňlеmäniň sag
bölеgi

Häsiýеtlеndiriji
dеňlеmäniň

Hususy çözüwiň gözlеnilmеli 
görnüşi dеrеjеli

m derejeli Pm(x)
polinom

0 san köki bolmasa V = Qm(x)
0 san köki bolup, 
kratnylygy k bolsa

V = xk Qm(x)

Pm(x)e xa a san köki bolmasa V = Qm(x)e xa

a san köki bolup, 
kratnylygy k bolsa

V = xk Qm(x)e xa

( )

( )

cos

sin

P x x

P x x

m

m

b

b

+

+

i!b  sanlar köklеri 
bolmasa

( )

( )

cos

sin

V R x x

S x x

m

m

b

b

= +

+

i!b  sanlar köklеri 
bolup, kratnylygy k 
bolsa

( )

( )

cos

sin

V x R x x

S x x

k
m

m

b

b

= +

+

6
@
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( )cose P x xx
m b +

a
6 i!a b  sanlar köklеri 

bolmasa
( )

( )

cos

sin

V e R x x

S x x

x
m

m

b

b

= +

+

a 6
@

( )sinP x xm b+ @ i!a b  sanlar köklеri 
bolup, kratnylygy k 
bolsa

( )

( )cos sin

V x e R x

x S x x

k x
m

m

#

# b b

=

+

a 6
@

Indi hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmеlеrе gеtirilýän dеňlеmеlеrе 
seredeliň.

... ( )x y a x y a xy a y f x( )n n n n
n n1

1 1
1+ + + + =- -

-
l^ h

... ( )lnx y a x y a xy a y x f xn n n n
n n1

1 1
1+ + + + =

a- -
-

l^ ^h h

görnüşli dеňlеmеlеri §4-dе bеllеnilişi ýaly, dеgişlilikdе x = et ýa-da 
t = lnx ornuna goýmalar arkaly hеmişеlik koeffisiýеntli dеňlеmеlеrе 
gеtirmеk bolar.

( ) ...

... ( ) ( )

ax b y a ax b y

a ax b y a y f x

n n n n

n n

1
1 1

1

+ + + +

+ + + =

- -

-
l

^ ^ ^h h h

dеňlеmе üçin ax + b = et ýa-da t = ln(ax + b) ornuna goýmany ulanýar-
lar.

1-nji mysal. y'' + 2y' + y = x2 + x dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Seredilýän dеňlеmä dеgişli birjynsly dеňlеmäni ýazalyň:

y'' + 2y' + y = 0

Munuň häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsi

2 1 02m m+ + = .

Köklеri .11 2m m= =-  Onuň umumy çözüwi

u C e C xex x
1 2= +- -

görnüşdе bolar.
0a =  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki bilеn gabat 

gеlmеýänligi üçin, garalýan dеňlеmäniň hususy çözüwini

v q x q x q2
2

1 0= + +
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görnüşdе gözlеmеk bolar. Ony dеňlеmеdе goýup,

q q x q q x q x q x x2 2 22 2 1 2
2

1 0
2

+ + + + + = +^ h

dеňligi alarys. x-iň dеň dеrеjеlеriniň koeffisiýеntlеrini dеňläp,

1,

4 1,

q

q q

q q q2 2 0

2

2 1

2 1 0

=

+ =

+ + =

*

görnüşli sistеmany alarys. Bu ýеrdеn q2 = 1, q1 = –3, q0 = 4. Dеňlеmäniň 
hususy çözüwini

v = x2 – 3x + 4

görnüşdе ýazarys. Şеýlеlikdе, garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwi

y u v C e C xe x x3 4x x
1 2

2
= + = + + - +- -

görnüşdе tapyldy.
2-nji mysal. y''' – y'' = 1 dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Häsiýеtlеndiriji

03 2m m- =

dеňlеmäniň köklеri ,0 11 2 3m m m= = = . Birjynsly dеňlеmäniň umu-
my çözüwi

u = C1 + C2
x + C3ex

görnüşdе bolar. Garalýan dеňlеmеdе 0a = . Bu 0 san häsiýеtlеndiriji 
dеňlеmäniň köklеriniň ikisi bilеn gabat gеlýär. Onda garalýan 
dеňlеmäniň hususy çözüwini v = q0x2 görnüşdе gözlеmеk bolar. Muny 
ol dеňlеmеdе goýup, x-iň dеň dеrеjеlеriniň koeffisiýеntlеrini dеňläp,
q

2
1

0 =-  bahany taparys. Onda v x
2
1 2

=-  görnüşli hususy çözüwi alarys.

Garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwi

y u v C C x C e x
2
1x

1 2 3
2

= + = + + -

bolar.
11. Sargyt № 901
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3-nji mysal. yIV + 3y'' – 4y = e2x dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. 3 4 04 2m m+ - =  häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köklеri 

, i1 21 2! !m m= = . Şonuň üçin hеm birjynsly dеňlеmäniň umumy 
çözüwi

cos sinu C e C e C x C x2 2x x
1 2 3 4= + + +-

görnüşdе bolar. Görnüşi ýaly, 2a =  häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki 
däl. Onda onuň hususy çözüwi v = q0e2x görnüşdе gözlеnеr. Muny ga-
ralýan dеňlеmеdе goýup, q

24
1

0 =  san bahany taparys. Ondav e
24
1 x2

=

görnüşli hususy çözüwi alarys. Şеýlеlikdе, garalýan dеňlеmäniň 
umumy çözüwi

2cos

sin

y u v C e C e C x

C x e2
24
1

x x

x

1 2 3

4
2

= + = + + +

+ +

-

görnüşdе bolar.
4-nji mysal. y'' + y = cosx dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. 1 02m + =  häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köklеri ,i1m =  

.i2m =-  Şonuň üçin hеm dеgişli birjynsly dеňlеmäniň umumy çözüwi

u = C1cos x + C2sin x

görnüşdе bolar. i i i0 1 $a b+ = + =  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň 
köki. Onda hususy çözüwi

cos sinv x q x q x
0 0= +^ h

görnüşdе gözlеmеli bolar. Muny garalýan dеňlеmеdе y-iň ornuna goýup, 
sinx wе cosx köpеldijilеriň dеgişli koeffisiýеntlеrini dеňläp, q0 = 0, 
q

2
1

0 =  san bahalary alarys. Onda onuň hususy çözüwi

sinv x x
2
1=

bolar.
Garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwi

.cos sin siny u v C x C x x x
2
1

1 2= + = + +
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5-nji mysal. y'' + y' = cos2x + xex + x2 dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Garalýan dеňlеmä dеgişli

y'' + y' = 0

birjynsly dеňlеmäniň

02m m+ =

häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsiniň köklеri ,0 11 2m m= =- . Onda onuň 
umumy çözüwi

u C C e x
1 2= + -

bolar. Indi garalýan dеňlеmäni

cosy y x xe x
2
1 2

2
1x 2

+ = + + +m l

görnüşdе ýazalyň.

2cosy y x

y y xe

y y x

2
1

2
1

x

2

+ =

+ =

+ = +

m l

m l

m l

dеňlеmеlеriň hususy çözüwlеriniň jеmi bеrlеn dеňlеmäniň hususy 
çözüwidir. Hususy çözüwlеr olaryň sag bölеklеrindäki funksiýalara 
baglylykda gözlеnilmеlidir. Üç dеňlеmäniň ilkinjisiniň hususy çözü-
wini

cos sinv q x q x2 2
1 0 0= +

görnüşdе gözlеmеli, çünki i i i0 2 2a b+ = + =  san häsiýеtlеndiriji 
dеňlеmäniň köki däl. v1-i dеňlеmеdе goýup, ,q q

10
1

20
1

0 0=- =  san-
lary tapýarys. Onda onuň

2 2cos sinv x x
10
1

20
1

1 =- +
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görnüşli hususy çözüwini alarys. Ikinji dеňlеmäniň hususy çözüwini

v q x q ex2 1 0= +^ h

görnüşdе gözlеýäris, çünki 1a =  san häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň 
köki däl. v2-ni dеňlеmеdе goýup,

,q q
2
1

4
3

1 0= =-

san bahalary alarys. Onda

.v x e
2
1

4
3 x

2 = -` j

Üçünji dеňlеmäniň hususy çözüwini

v x q x q x q3 2
2

1 0= + +^ h

görnüşdе gözlеýäris, çünki 0a =  häsiýеtlеndiriji dеňlеmäniň köki. 
Ony dеňlеmеdе goýup,

, ,q q q
3
1 1

2
5

3 1 0= =- =

sanlary alarys. Onda

v x x x
3
1

2
5

3

3 2
= - +

bolar. Garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwi

2cos

sin

y u v v v C C e x

x x e x x x

10
1

20
1 2

2
1

4
3

3
1

2
5

x

x

1 2 3 1 2

3 2

= + + + = + - +

+ + - + - +

-

` j

görnüşdе bolar.
6-njy mysal. y'' + 2y' + 5y = e–x cos2x dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Birjynsly dеňlеmäniň

2 5 02m m+ + =

häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsiniň köklеri , .i i1 2 1 21 2m m=- + =- -  
Onuň umumy çözüwi
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( )cos sinu e C x C x2 2x
1 2= +-

görnüşdе bolar. Görnüşi ýaly 2i i1a b+ =- + . Ol häsiýеtlеndiriji 
dеňlеmäniň köklеriniň biri bilеn gabat gеlýär. Onda garalýan 
dеňlеmäniň hususy çözüwini

cos sinv xe q x q x2 2x

0 0= +- ^ h

görnüşdе gözlеýäris. v-ni wе onuň v', v'' önümlеrini dеňlеmеdе goýup, 
soňra alnan dеňligiň iki bölеgini hеm e–x gysgaldyp,

sin cos cosq x q x x4 2 4 2 2
0 0- + =

dеňligi alarys. Bu ýеrdеn , .q q4 0 4 1
0 0- = =  Onda , .q q0

4
1

0 0= =

Şеýlеlikdе, hususy çözüwi sinv xe x
4
1 2x

= -  görnüşdе taparys. Onda

garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwi

cos sin siny u v e C x C x xe x2 2
4
1 2x x

1 2= + = + +- -^ h

görnüşdе bolar.
7-nji mysal. y'' – y' = ch2x dеňlеmäni çözmеli.
Çözülişi. Garalýan dеňlеmä dеgişli

y'' – y' = 0

birjynsly dеňlеmäniň 02m m- =  häsiýеtlеndiriji dеňlеmеsiniň 
köklеri

, .0 11 2m m= =

Onda

u C C ex1 2= +

birjynsly dеňlеmäniň umumy çözüwi bolar.
Indi garalýan dеňlеmäni

y y e e
2

x x2 2

- = + -

m l

görnüşdе ýazalyň.
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,y y e y y e
2
1

2
1x x2 2

- = - = -m l m l

dеňlеmеlеriň hususy çözüwlеrini dеgişlilikdе

,v q e v q ex x

1 0

2

2 0

2
= =

-

görnüşlеrdе gözlеýäris. Olaryň jеmi

v v v q e q ex x

1 2 0

2

0

2
= + = + -

garalýan dеňlеmäniň gözlеnilýän hususy çözüwi bolar.
Bu hususy çözüwi

2 2

2 2 2

2

ch sh

ch sh ch

sh

v q e q e q x x

q x x q q x

q q x

x x

0

2

0

2

0

0 0 0

0 0

= + = + +

- = + +

+ -

- ^

^ ^

^

h

h h

h

ýa-da

2 2ch shv A x A x1 2= +

görnüşdе ýazarys. Muny garalýan dеňlеmеdе goýup,

2 2 2ch sh chA A x A A x x4 2 4 21 2 2 1= + - =^ ^h h

görnüşli dеňlеmäni alarys. Bu ýеrdеn

4 2 1A A

A A2 4 0

1 2

1 2

- =

- + =
)

dеňlеmеlеr sistеmasyna gеlеris. ,A A
3
1

6
1

1 2= =  bolar. Dеňlеmäniň 
hususy çözüwini

2 2ch shv x x
3
1

6
1= +

görnüşdе ýazarys. Şеýlеlikdе, garalýan dеňlеmäniň umumy çözüwi

2 2ch shy u v C C e x x
3
1

6
1x

1 2= + = + + +

görnüşdе bolar.
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8-nji mysal. 
cos

y y
x

4
2

1+ =m  dеňlеmäni çözmеli.

Çözülişi. Bu dеňlеmäni kеsgitlеnmеdik koeffisiýеntlеr usuly 
bilеn çözüp bolmaýar. Şonuň üçin hеm onuň umumy çözüwini tap-
maklyga Lagranź usulyny pеýdalanalyň. Ilki bilеn garalýan dеňlеmä 
dеgişli

y'' + 4y = 0

birjynsly dеňlеmäniň

y = C1 cos 2x + C2 sin 2x

umumy çözüwini ýazalyň.
Garalýan dеňlеmäniň çözüwini

y = C1(x) cos 2x + C2(x) sin 2x

görnüşdе gözläliň. C1(x) wе C2(x) funksiýalary tapmaly. Olar üçin 
§3-däki (8) sistеma laýyklykda

,cos sin

sin cos
cos

C x C x

C x C x
x

2 2 0

2 2 2 2
2

1
1 2

1 2

$ $+ =

- + =

l l

l l^ ^h h
*

sistеmany alarys. Bu sistеmanyň kеsgitlеýjisi W(x) = 2 ≠ 0. Onda

,

,ln cos

tgC x

C x x C

C x x C

2
1 2

4
1 2

2
1

1

1 1

2 2

=

= +

= +

l

^

^

h

h

funksiýalary taparys. Olary gözlеnilýän çözüwdе goýup, garalýan 
dеňlеmäniň

2 2 2cos sin cos ln cos siny C x C x x x x x
4
1 2

2
1 2

1 2= + + +

görnüşli umumy çözüwinе gеlеris.
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Gönükmeler

Dеňlеmеlеri wе mеsеlеlеri çözüň:

1. y'' + y' = x – 2.

 Jogaby: y C C e x x
2
1 3x

1 2= + + -- ` j.

2. y'' + y = x2 + x.

 Jogaby: C1cos x + C2sin x + x2 + x – 2.

3. y'' – 4y' + 4y = x3e2x,     y(0) = 0,     y'(0) = 0.

 Jogaby: y x e
20
1 x5 2

= .

4. y'' + 4y' + 4y = 3e–2x,     y(0) = 0,     y'(0) = 0.

 Jogaby: y x e
2
3 x2 2

= - .

5. y'' + y = sin x · sin2 x.

 Jogaby: sin cosy C x x C x
4

31 2= + +` j .

6. y'' + 4y = e xcos2x.

 Jogaby: .cos sin cos siny C x C x e x x2 2
17

2 4 2
x

1 2= + + +^ h

7. y'' – y = 2x cos 3x.

 Jogaby: cosy C e C e x x
5

3
25
3x x

1 2= + - +- .

8. y'' + y = e x + cos x.

 Jogaby: .cos sin siny C x C x e x x
2
1 x

1 2= + + +^ h

9. y'' + 2y' = e–xcos x + xe–x.

 Jogaby: .cosy e C C x e x x e
6

x x x

1 2

3

= + - +- - -^ h



169

10. y'' + 4y = sin x + sin2 x.

 Jogaby: 2 2 2 .cos sin sin cosy C x C x x x x
3
1

4
1

1 2= + + -

11. y'' + y = chx.
 Jogaby: .sin cos chy C x C x x

2
1

1 2= + +

12. y'' – y = 2shx,     y(0) = 0,     y'(0) = 1.

 Jogaby: y = xchx.

13. y''' + y'' = 3xex.

 Jogaby: .y C C x C e x e
2
3

4
15x x

1 2 3= + + + -- ` j

14. y''' – y = cos x.

 Jogaby:

         .cos sin cos siny C e e C x C x x x
2
3

2
3

2
1x x

1
2
1

2 3= + + - +- c ^m h

15. yIV – y = 5exsin x.

 Jogaby: cos sin siny C e C e C x C x e xx x x
1 2 3 4= + + + -- .

16. yIV – y = 4 sin x – 8e–x + 1.

 Jogaby:
               2 1cos sin cosy C e C e C x C x x x xex x x

1 2 3 4= + + + + + -- - .

17. yIV – y''' = xex + sin x.

 Jogaby:

        .cos siny C C x C x C e x x e x x
2
1 3

2
1x x

1 2 3

2

4= + + + + - + +` ^j h

18. yIV – 2y''' + 2y'' – 2y' + y = x sin x.

 Jogaby:

.cos sin sin sin cosy C x C x e C C x x x x x x
8
1 2 3x

1 2 3 4= + + + + + +^ ^h h
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19. yVI – yIV = 1.

 Jogaby: .y C e C e C C x C x C x x
24

x x

1 2 3 4 5

2

6

3
4

= + + + + + --

Dеňlеmеlеriň hususy çözüwlеriniň gözlеnilmеli görnüşlеrini 
ýaz maly:

20. y'' + 2y' + 2y = e–x cos x.

21. y'' + 3y' + 2y = 2sin x.

Dеňlеmеlеri Lagranź usulyny ulanyp çözmеli:

22. .y y y
x

x x2 2 2
3

2

- + = + +m l

 Jogaby: .y e C C x
x
1x

1 2= + +^ h

23. .y y
e
e

1x

x

- =
+

m l

 Jogaby:
            .ln lny C e C e e x x e e

2
1 1 1 1x x x x x

1 2= + - - + + - +- ^^ ^hh h6 @

24. , 1, 0.
sin

y y
x

y y1
2 2
r r+ = = =m l` `j j

 Jogaby: .cos sin cos sin ln siny x x x x x x
2

$r= + - +

25. .
sin sin

y y
x x2 2

1+ =m

 Jogaby: .cos sin siny C x C x x2
1 2= + +

26. .
sin cos

y y
x x

1
5 $

+ =m

 Jogaby: .cos sin cos ctgy C x C x x x
3
4

1 2
$= + +

27. .
cos
siny y

x
x
2+ =n l

 Jogaby:
.cos sin

cos
cos ln cos sin tgxy C C x C x

x
x x x x1

1 2 3
$= + + + + + -^ h



28. 
sin

y y
x

1 1+ = -m  dеňlеmäni bеýan edilеn usullary ulanyp 
çözmеli.

 Jogaby: 
  .cos sin cos sin ln siny C x C x x x x x1

1 2
$= + + + -

Eýlеr dеňlеmеlеrini çözmеli:

29. x2y'' – xy' + y = 6x ln x.

 Jogaby: y = x(C1 + C2 ln x) + x ln3 x.

30. x2y'' – xy' + 2y = x ln x.

 Jogaby: ( ) ( )cos ln sin ln lny x C x C x x x1 2= + -6 @ .

31. x2y'' – 3xy' + y = sin(lnx).

 Jogaby: .ln cos lny
x

C C x x1
2
1

1 2= + -^ ^h h

32. x2y'' + xy' + y = 2sin(ln x).

 Jogaby: ( ) ( ) ( ) .cos ln sin ln ln cos lny C x C x x x1 2 $= + -
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V bap

IKINJI TERTIPLI ÇYZYKLY DIFFERENSIAL
DEŇLEMELER

§1. Öz-özüne çatyrymly ikinji tertipli differensial deňleme.
Deňlemeleriň ikiagzaly görnüşe getiriliş usullary

Eger ikinji tertipli deňlemede y'-iň koeffisiýenti y''-iň 
koeffisiýentiniň önümi bolsa, onda ol deňlemä öz-özüne çatyrymly 
deňleme diýilýär. Beýle deňleme

         ( ) ( ) ( )p x y p x y q x y 0+ + =m l l             (1)

görnüşde ýazylýar, bu ýerde p(x) ≠ 0 (a,b) interwalda üznüksiz diffe-
rensirlenýän funksiýa.

Islendik ikinji tertipli deňlemäni öz-özüne çatyrymly görnüşe ge-
tirmek bolar. Goý,

        ( ) ( ) ( ) 0p x y p x y p x y0 1 2+ + =m l             (2)

deňleme berlen bolsun, bu ýerde p0 ≠ 0, p1, p2 koeffisiýentler (a,b) in-
terwalda üznüksiz funksiýalar. (2) deňlemäniň iki bölegini hem käbir

( )xn n=  funksiýa köpeldip,

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x p x y x p x y x p x y 00 1 2n n n+ + =m l             (3)

deňlemäni alarys. ( )xn  funksiýany (3) öz-özüne çatyrymly deňleme 
bolar ýaly edip, saýlap almaly. Onuň üçin ( )xn  we p0 (x) funksiýalar 
differensirlenýän bolmaly we

( ( ) ( )) ( ) ( )
dx
d x p x x p x0 1n n=

deňlik ýerine ýetmeli. Soňky deňligi
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dx

d x
p x

dx

dp x
x x p x

0

0

1

n
n n+ =

^
^

^
^ ^ ^

h
h

h
h h h

görnüşde göçüreliň. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip, 

d
p x

p x p x
dx

0

1 0

n
n
=

- l

^

^ ^
e

h

h h
o

deňlemäni alarys. Onuň çözüwi

x
p x

e1
p x

p x
dx

0
0

1

n =^
^

^

^

h
h

h

hy

görnüşde bolar. Muny (3)-de goýup,

     0e y
p

p
e y

p

p
e yp

p
dx

p

p
dx

p

p
dx

0

1

0

2
0

1

0

1

0

1

+ + =m ly y y            (4)

görnüşli deňlemäni alarys.

e p xp

p
dx

0

1

= ^ hy

belgilemäni girizsek, onda

p x
p

p
e p

p
dx

0

1
0

1

=l^ h y

bolar. Diýmek, (4) öz-özüne çatyrymly deňleme.
Indi deňlemäniň ikiagzaly görnüşe getiriliş usullaryna seredeliň. 

(1) deňlemäni

   
dx
d p x y q x y 0+ =l^^ ^h h h             (5)

görnüşde ýazalyň. Ikiagzaly görnüşe getirmek üçin

  , , , 0t
p s

ds x a b p x1

x

x

0

0

!!=
^

^
h

h6 @y            (6)

ornuna goýmany ulanalyň. (6) funksiýanyň önümi bar hem-de mono-
ton. Şonuň üçin hem onuň ters funksiýasy bardyr. Ony ( )x t{=  bilen 
belgiläliň. (6) funksiýanyň girizilenligi üçin



174

,y
dx
dy

dt
dy

dx
dt

dt
dy

p x

dx
d p x y

dx
d

dt
dy

dt
d

dt
dy

dx
dt

dt

d y

p x

1

1
2

2

$ $

$ $

= = =

= = =

l

l

^

^^ c c
^

h

h h m m
h

bolar. Onda (5) deňleme

dt

d y
p x q x y 0

2

2

+ =^ ^h h

görnüşi alar. Bu deňlemäni

dt

d y
p t q t y 0

2

2

{ {+ =^^ ^^hh hh

ýa-da

dt

d y
Q t y 0

2

2

+ =^ h

görnüşde ýazarys, bu ýerde ( ) ( ( )) ( )p t q t Q t{ { =^ h  belgileme ulanyl dy.
Indi deňlemäniň ikiagzaly görnüşe getirilişiniň başga usulyna 

garalyň. Goý,

           ( ) ( )y p x y p x y 01 2+ + =m l             (7)

deňleme berlen bolsun, bu ýerde p1(x) funksiýanyň üznüksiz önümi 
bar. (7) deňlemäni y = u(x)v(x) ornuna goýma arkaly

       (2 ) ( )vu v p v u v p v p v u 01 1 2+ + + + + =m l l m l            (8)

görnüşde ýazarys. Bu ýerde u'-iň koeffisiýenti nola deň bolar ýaly 
edip v funksiýany saýlalyň. Ony kesgitlemek üçin u'-iň koeffisiýentini

2·v' + p1v = 0

bolar ýaly edip alarys. Bu ýerden

.v e p x dx
2
1

1= - ^ hy

Muny (8)-de goýup,
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0u p x p x p x u
4
1

2
1

2 1
2

1+ - - =m l^ ^ ^` h h hj

deňlemäni alarys. Ýaýlardaky aňlatmany Q(x) bilen belgiläp,

u'' + Q(x)u = 0

deňlemäni alarys.

( ) ( ) ( ) ( )p x y p x y q x y f x+ + =m l l

( ) ( ) ( )y p x y p x y f x1 2+ + =m l

birjynsly däl deňlemeler hem beýan edilen usullar bilen özünde y'-i 
saklamaýan deňlemelere getirilip bilnerler.

Mysal. x y xy n y1 02 2
- - + =m l^ h  Çebyşew deňlemesini öz-

-özüne çatyrymly görnüşe getirmeli.
Çözülişi. p(x) = 1 – x2, p'(x) = –2x. Görnüşi ýaly, garalýan 

deňleme öz-özüne çatyrymly deňleme däl. Formula boýunça

.
x1

1
2

n =
-

Deňlemäniň iki bölegini hem muňa köpeldip,

x y
x

x y
x

n y1
1 1

02

2 2

2

- -
-

+
-

=m l

görnüşli öz-özüne çatyrymly deňlemäni alarys.

Gönükmeler

1. ( )x y xy n n y1 2 1 02
- - + + =m l^ h

Leźandr deňlemesi öz-özüne çatyrymly deňlememi?

2. x2y'' + xy' + (x2 – n2)y = 0
Bessel deňlemesini öz-özüne çatyrymly görnüşe getirmeli.

3. y'' – 2xy' + x2y = 0
denlemäni ikiagzaly görnüşe getirmeli.
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§2. Çözüwleriň nollary baradaky teoremalar

         y'' + Q(x)y = 0             (1)

görnüşli deňlemä garalyň, bu ýerde Q(x) koeffisiýent (a,b) interwal-
da üznüksiz funksiýa. Mälim bolşy ýaly, (1) deňlemäniň iki sany 
çyzyk ly bagly bolmadyk hususy çözüwi bardyr. Onuň her bir hu-
susy çözüwi (a,b) interwalyň birnäçe nokadynda nola öwrülip bi-
ler. Bu ýerde garaljak mesele nol däl çözüwiň nola öwrülýän nokat-
lary barada. y = y1(x) çözüwiň nollary diýip, y1(x) = 0 deňlemäniň 
hakyky köklerine düşünilýär. Has takygy y1(x0) = 0 bolsa, onda 
x0 nokada çözüwiň noly diýilýär. Çözüwiň nola öwrülýän nokat-
lary onuň grafiginiň abssissalar okuny kesip geçýän nokatlarydyr. 
Çözüwiň nollary köp boldugyça onuň alamaty hem şonça üýtgeýär. 
Oňa çözüwiň yrgyldylygy diýilýär.

Kesgitleme. Eger (1) deňlemäniň ( )y x{=  çözüwiniň (a,b) in-
terwalda ikiden az bolmadyk nollary bar bolsa, onda ol çözüwe (1) 
deňlemäniň şol interwaldaky yrgyldyly çözüwi diýilýär. Tersine bo-
lan ýagdaýda yrgyldysyz çözüw diýilýär.

1-nji mysal. y'' – y = 0 deňlemäniň y1 = ex we y2 = e–x çözüwleriniň 
her biri ,3 3-^ h interwalda yrgyldysyz çözüwlerdir.

2-nji mysal. y'' + y = 0 deňlemäniň y1 = cosx we y2 = sinx çözüwleriniň 
her biriniň ,3 3-^ h interwalda tükeniksiz köp nollary bardyr, çünki 
olaryň grafikleri abssissalar okuny tükeniksiz köp nokatda kesip geçýär-
ler. Olaryň nollarynyň arasyndaky uzaklyk r-e deňdir. Şonuň üçin hem 
ol çözüwler garalýan deňlemäniň yrgyldyly çözüwleridir.

1-nji teorema. Eger (a,b) interwalda Q(x) ≤ 0 bolsa, onda (1) 
deňlemäniň çözüwleri yrgyldysyzdyrlar.

Subudy. (1) deňlemäniň erkin çözüwini y1(x) bilen belgiläliň. 
y1(x) funksiýa (1) deňlemäniň yrgyldyly çözüwi diýeliň. Kesgitlemä 
laýyklykda, y1(x) çözüw (a,b) interwalyň iň bolmanda x0 we x1(x0 < x1) 
iki nokadynda nola öwrülmelidir, ýagny

y1(x0) = 0,     y1(x1) = 0

Kesgitlilik üçin (x0, x1) interwalda y1(x) > 0 diýeliň. Onda 
1 ( )y x 0>0
l . y1(x) çözüwi (1) deňlemede goýup,
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1 ( ) ( ) ( )y x Q x y x 01+ =m

toźdestwony alarys. Bu ýerden 1 ( ) ( ) ( ) 0y x Q x y x1 $=-m  ýa-da 
( )y x 01 $l l^ h . Diýmek, y'1(x) kemelmeýän funksiýa. Şonuň üçin hem 

0 < y'1(x0) ≤ y'1(x).
Lagranź formulasyna laýyklykda

( ) ( ) ( )( ) . ( )y x y x y c x x x c x< <1 1 1 0 1 1 0 0 1- = -l

Deňligiň çep bölegi nol, sag bölegi poloźitel san. Alnan gapma- 
-garşylyk teoremanyň tassyklamasyny subut edýär.

2-nji teorema (Şturm). Eger x0 we x1 (1) deňlemäniň y1(x) 
çözüwiniň yzygiderli nollary bolsa, onda x0 we x1 nollaryň aralygynda 
ol deňlemäniň beýleki çyzykly bagly däl y2(x) çözüwiniň takyk bir 
noly bardyr.

Subudy. Teoremanyň şertine görä,

y1(x0) = 0,     y1(x1) = 0

y2(x) çözüwiň (x0, x1) interwalda noly ýok diýeliň. y2(x0) ≠ 0, y2(x1) ≠ 0, 
çünki y1(x) we y2(x) çyzykly bagly däl çözüwler. Olaryň Wronskiý kes-
gitleýjisi x0 we x1 nokatlarda noldan tapawutly bolmasa, teoremanyň 
şertine garşy gelýär.

Kesgitlilik üçin (x0, x1) interwalda y1(x) > 0, y2(x) > 0 diýeliň. 
Bularyň Wronskiý kesgitleýjisi

W(x) = y'1y2 – y'2y1.

W(x) > 0 diýeliň. Soňky deňligiň iki bölegini hem ( )y x2
2  -a bölüp,

y x

W x

y x

y x

2

1

2

2 =
l

^

^
^

^
e

h

h
h

h
o

deňligi alarys. Toźdestwonyň iki bölegini hem (x0, x1) interwalda in-
tegrirläp,

y x

W x
dx

y x

y x

y x

y x

x

x

2
2

2 1

1 1

2 0

1 0

0

= -
^

^

^

^

^

^

h

h

h

h

h

hy

görnüşli deňligi alarys. Bu deňligiň çep bölegi poloźitel, sag bölegi 
nol. Beýle bolmagy mümkin däl.
12. Sargyt № 901
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y'' + y = 0 deňlemäniň y1 = cosx, y2 = sinx çözüwleri bu teorema 
üçin mysal bolup biler.

Koeffisiýentleri (a,b) interwalda üznüksiz funksiýalar bolan

              ( )y Q x y 01+ =m             (2)

              ( ) 0u Q x u2+ =m             (3)

deňlemelere garalyň.
3-nji teorema (deňeşdirme teoremasy). Eger (a,b) interwalda

( ) ( )Q x Q x2 1$  bolsa, onda (2) deňlemäniň islendik y1(x) çözüwiniň 
(a,b) interwala degişli her bir yzygiderli iki nolunyň aralygynda (3) 
deňlemäniň islendik u1(x) çözüwiniň iň bolmanda bir noly bardyr.

Subudy. Goý, x0 we ( )x a x x b< < <1 0 1  nokatlarda y1(x) çözüwiň 
nollary bolsun. Onda y1(x0) = 0, y1(x1) = 0 bolar. u1(x) çözüwiň (x0, x1) 
interwalda noly ýok diýeliň.

Kesgitlilik üçin (x0, x1) interwalda y1(x) > 0, u1(x) > 0 diýip hasap 
edeliň. Onda y'1(x0) > 0, y'1(x1) < 0.

y1(x) çözüwi (2)-de, u1(x)-i (3)-de goýup,

( ) 0, ( )y Q x y u Q x u 01 1 1 1 2 1+ = + =m m

toźdestwolary alarys. Olaryň birinjisini u1(x)-e, ikinjisini y1(x)-e kö-
peldip we degişli böleklerini aýryp,
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( ) ( )y u u y Q x Q x y u1 1 1 1 2 1 1 1- = -m m ^ h

ýa-da

( ) ( )y u u y Q x Q x y u1 1 1 1 2 1 1 1- = -l l l^ ^h h

görnüşli deňligi alarys.
Bu toźdestwonyň iki bölegini hem (x0, x1) interwalda integrirläp,

( )y x u x u x y x y x u x u x y x

Q x Q x y u dx
x

x

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0

2 1 1 1

0

1

- - + =

= -

l l l l^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

^ ^^

h h h h h h h

h hhy

görnüşli deňligi alarys.

( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) ( )

y x u x y x y x

u x y x Q x Q x

0 0 0 0

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 0

1 0 1 0 2 1

1 2 2

2 $

=

= -

l l

bolýandyklaryny göz öňünde tutsak, onda ýokardaky deňligiň 
çep böleginiň otrisatel san bolýandygyny, sag böleginiň bolsa 
poloźiteldigini görmek kyn däldir. Alnan gapma-garşylyk teoremanyň 
tassyklamasynyň dogrudygyny görkezýär.

y'' + y = 0 we u'' + 4u = 0 deňlemeleriň çözüwleri y1 = cosx, 
y2 = sinx, u1 = cos2x, u2 = sin2x . Birinji deňlemäniň her bir çözüwiniň 
iki nolunyň aralygynda ikinji deňlemäniň islendik çözüwiniň bir 
nolunyň bardygyny olaryň grafikleri boýunça görkeziň.

§3. Ostrogradskiý-Liuwill formulasy we onuň ulanylyşy

Goý, y1(x) we y2(x) funksiýalar

   y'' + p(x)y' + q(x)y = 0             (1)

deňlemäniň çyzykly bagly däl çözüwleri bolsun. Olary deňlemede 
goýup

( ) ( )y p x y q x y 01 1 1+ + =m l

( ) ( ) 0y p x y q x y2 2 2+ + =m l
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toźdestwolary alarys. Olaryň birinjisini y2-ä, ikinjisini y1-e köpeldip, 
soňra alnan birinji deňligi ikinjisiniň degişli böleklerinden aýryp,

( )y y y y p x y y y y 02 1 1 2 2 1 1 2- + - =l l l l l^ ^h h

deňligi alarys. Bu deňlikde ( )W x y y y y2 1 1 2= -l l  bolýandygyny na-
zarda tutup, alarys:

W'(x) + p(x)W(x) = 0.

W(x)-a görä birinji tertipli çyzykly birjynsly deňleme alyndy. Onuň 
çözüwi:

W x Ce p x dx
= -^ ^h hy

görnüşdedir. Muňa Ostrogradskiý-Liuwill formulasy diýilýär.
Bu formula çyzykly birjynsly n tertipli deňleme üçin hem dog-

rudyr.
Indi (1) deňlemäniň umumy çözüwini tapmaklyga girişeliň.
Goý, (1) deňlemäniň hususy çözüwi tapylan bolsun. Ony y1(x) 

bilen belgiläliň. Gözlenilýän çözüwi y bilen belgiläliň. Bu çözüwler 
üçin Ostrogradskiý-Liuwill formulasyny ýazalyň:

W x Ce p x dx
= -^ ^h hy

ýa-da

y y y y Ce p x dx
1 1- = -l l ^ hy .

Deňligiň iki bölegini hem y1
2(x)-a bölsek, ol

y
y

y

C e p x dx

1 1
2= -l

c
^

m
hy

görnüşe geler. Bu deňligiň iki bölegini hem integrirläp, (1) deňle-
mäniň

       
exp

y x y
y x

C p x dx
dx C y x

1

1

2 1 1

$
=

-
+^

^

^`
^h

h

h j
h

y
y            (2)

görnüşli umumy çözüwini alarys.
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Mysal. siny
x
x

1 =  funksiýa y
x
y y2 0+ + =m l  deňlemäniň hususy 

çözüwi. Onuň umumy çözüwini (2) formula boýunça

2
sin

sin

exp
siny x

x
x

x

C
x
dx

dx C
x
x

2 1

$
=

-
+^

`
h

jy
y

ýa-da

cos siny C
x
x C

x
x

1= +

görnüşde taparys.

Gönükmeler

1. y1 = x funksiýa

( )lnx x y xy y1 02
- - + =m l

deňlemäniň hususy çözüwi. Deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.
 Jogaby: y = C1x + C2ln x.

2. y1 = ex funksiýa

(1 + x)y'' – y' – xy = 0

deňlemäniň hususy çözüwi. Deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.
 Jogaby: y = C1(3 + 2x)e–x + C2ex.

3. y1 = cosx funksiýa

y'' – 2(ctg x) · y' – y = 0

deňlemäniň hususy çözüwi. Deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.
 Jogaby: y = C1(sin x – xcos x) + C2cos x.

§4. Gyra meselesi we Grin funksiýasy barada

Differensial deňlemeler teoriýasynda gyra meseleler möhüm 
orun tutýarlar. Beýle meselelere ylmyň köp meseleleri öwrenilen-
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de duş gelinýär. Adaty amaly meseleleriň köpüsi ikinji tertipli gyra 
meselelerine getirilýär. Şoňa görä-de bu paragrafda ikinji tertipli 
deňlemeler üçin gyra meseleleri öwrenilýär.

Çyzykly ikinji tertipli deňleme

        p0(x)y'' + p1(x)y' + p2(x)y = f(x)            (1)

görnüşde berlen bolsun, bu ýerde p0, p1, p2, f funksiýalar ,a b6 @ kesim-
de üznüksiz. Eger f (x) ≡ 0 bolsa, onda (1) deňleme

       p0(x)y'' + p1(x)y' + p2(x)y = 0            (2)

görnüşi alar.
(1) deňleme üçin Koşi meselesine ozal garalypdy. Ol mesele 

(1) deňlemäniň başlangyç şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tap-
maklygy talap edýär. Başlangyç şertler gözlenilýän funksiýanyň we 
onuň önüminiň berlen nokatdaky bahalarydy.

Gyra meselelerinde gözlenilýän funksiýanyň we onuň 
önümleriniň bahalary kesimiň uçlarynda berilýär.

Meselem, (1) deňleme üçin gyra şertleri

     ( ) ,y a y ba b= =^ h             (3)

görnüşlerde bermek bolar.
(1) deňlemäniň (3) şertleri (deňlikleri) kanagatlandyrýan çözü-

wini tapmaklyk meselesine gyra meselesi diýilýär, (3) şertlere bolsa 
gyra şertler diýilýär. Başgaça aýdylanda, (1), (3) gyra meselesi ga-
ralýan (1) deňlemäniň berlen ,aa^ h we ,bb^ h nokatlardan geçýän in-
tegral egrisini tapmak meselesidir.

(1), (3) gyra meselesine ikinokatly mesele hem diýilýär.
Gyra şertleri

      ( ) ,y y0 0a b= =^ h            (4)

görnüşlerde hem berlip bilner. Bulara birjynsly gyra şertler diýilýär. 
(1) deňlemäniň (4) gyra şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tap-
maklyk meselesine birjynsly däl gyra meselesi, (2) deňlemäniň (4) 
şertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk meselesine bolsa bir-
jynsly gyra meselesi diýilýär.
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Gyra şertler (1) deňleme üçin

           ,

,

y y

y y

1 1 1

2 2 2

a a b b c

a a b b c

+ =

+ =l l

^ ^

^ ^

h h

h h
)             (5)

ýa-da

           ,y y

y y

1 1 1

2 2 2

a a b a c

a b b b c

+ =

+ =

l

l

^ ^

^ ^

h h

h h
)             (6)

umumyrak görnüşlerde hem berlip bilner, bu ýerde , , ,i i ia b c  
(i = 1,2) hemişelik sanlar, 0i i

2 2 !a b+ . (5)-e we (6)-a hem birjyns-
ly däl gyra şertler diýilýär. Eger ,0 01 2c c= =  bolsa, onda olara 
birjynsly gyra şertler diýilýär. Şeýlelikde, ýokarda getirilen şertlere 
ikinokatly şertler diýilýär.

(1), (4) ikinokatly meselä garalyň. Ol mesele üçin Grin funk-
siýasyny kesgitläliň.

Kesgitleme. Eger ,x ! a b6 @, ,s ! a b^ h üçin kesgitlenen G(x,s) 
funksiýa her bir ,s ! a b^ h üçin

1) x ≠ s bolanda (2) deňlemäni kanagatlandyrýan;
2) ,x xa b= =  bahalarda (4) gyra şertleri kanagatlandyrýan;
3) x = s bolanda x-e görä üznüksiz we x-e görä önümi x = s 

nokatda birinji jynsly üzülişe eýe bolup, towusmasy 
p s
1

0
^ h

-e deň, 
ýagny

G(s + 0, s) = G(s – o, s),

, ,G s s G s o s
p s

0 1
x x

0

+ - - =^ ^
^

h h
h

bolsa, onda G(x,s) funksiýa (1), (4) gyra meselesiniň Grin funksiýasy 
diýilýär.

Indi Grin funksiýasynyň barlygy baradaky teoremany subut 
edeliň.

1-nji teorema. Eger (2) deňlemäniň (4) birjynsly gyra şertleri 
kanagatlandyrýan diňe triwial çözüwi bar bolsa, onda (2), (4) gyra 
meselesiniň Grin funksiýasy bardyr.

Subudy. Goý, y1(x) we y2(x) funksiýalar (2) deňlemäniň ,a b6 @ 
kesimde çyzykly bagly däl çözüwleri bolsun. Kesgitlemä görä, Grin 
funksiýasy (2) deňlemäniň çözüwi bolmaly. Oňa görä-de
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,
, [ , ],

, [ , ]
G x s

C y x C y x x s

C y x C y x x s

1 1 2 2

1 1 2 2

!

!

a

b
=

+

+
^

^ ^

^ ^
h

h h

h h
)

görnüşde bolmaly, bu ýerde , , ,C C C C1 2 1 2  häzirlikçe kesgitlenmedik 
hemişelikler.

Grin funksiýasynyň 3-nji häsiýetine laýyklykda

1 2 2

,C y s C y s C y s C y s

C y s C y s C y s C y s
p s
1

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2
0

+ = +

+ - - =l l l l

^ ^ ^ ^

^ ^ ^ ^
^

h h h h

h h h h
h

görnüşli deňlikleri ýazarys. 
,C C C C1 1 1 2 2 2c c- = - =  belgilemeleri girizip, 1c  we 2c  ululykla-

ra görä
,y s y s

y s y s
p s

0

1
1 1 2 2

1 1 2 2
0

c c

c c

+ =

+ =l l

^ ^

^ ^
^

h h

h h
h

*

görnüşli deňlemeler sistemasyny alarys. Bu sistemanyň ýeke-täk 
çözüwi

,s
p s W s

y s
s

p s W s

y s
1

0

2
2

0

1c c=- =^
^ ^

^
^

^ ^

^
h

h h

h
h

h h

h

görnüşde bolar. Onda

      , .C C s C C s1
1 1 2 2

c c= + = +^ ^h h            (7)

Şeýlelikde,

,
, [ , ]

, [ , ]
G x s

C y x C y x x s

C s y x C s y x x s

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

!

!

a

c c b
=

+

+ + +
^

^ ^

^^ ^ ^^ ^
h

h h

hh h hh h
)

görnüşde alnar.
Kesgitlemäniň 2-nji häsiýeti boýunça G (x, s) funksiýa gyra şert-

lerini kanagatlandyrmaly, ýagny
( ) 0,

( ) ( ) ( )

C y C y

C y C y y s y s

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a a

b b b c b c

+ =

+ =- -

^

^ ^ ^

h

h h h

bolmaly. Bu sistemadan tapylan C1 = C1(s) we C2 = C2(s) bahalary 
(7)-de goýup, G(x,s) funksiýany
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,
( ) , [ , ],

, [ , ]
G x s

C s y x C s y x x s

C s y x C s y x x s

1 1 2 2

1 1 2 2

!

!

a

b
=

+

+
^

^ ^ ^

^ ^ ^ ^
h

h h h

h h h h
)

görnüşde alarys. Bu funksiýa (2), (4) meseläniň Grin funksiýasydyr.
2-nji teorema. Eger G(x, s) funksiýa (2), (4) meseläniň Grin 

funksiýasy we f (x) x# #a b^ h üznüksiz funksiýa bolsa, onda (1) 
deňlemäniň (4) şertleri kanagatlandyrýan çözüwi

    ,y x G x s f s ds=
a

b

^ ^ ^h h hy                  (8)

formula bilen berler.
Subudy. (8) funksiýanyň (1) deňlemäniň çözüwidigini 

görkezeliň. Onuň üçin (8)-i

, ,y x G x s f s ds G x s f s ds
x

x

= +
a

b

^ ^ ^ ^ ^h h h h hy y

görnüşde göçüreliň. Integraly parametr boýunça differensirleme düz-
güninden peýdalanyp ýazyp bileris:

 

, ,

, , , ,

, ,

y x G x x f x G x s f s ds

G x x f x G x s f s ds G x s f s ds

y x G x x f x G x s f s ds0

x

x

x

x

x

xx

x

= + -

- + =

= - + -

a

b

a

b

a

l

m

^ ^ ^ ^ ^

^ ^ ^ ^ ^ ^

^ ^ ^ ^ ^

h h h h h

h h h h h h

h h h h h

y

y y

y

 
, ,

, , ,

G x x f x G x s f s ds

G x x G x x f x G x s f s ds

0

0 0

x xx

x

x x xx

- + + =

= - - + + =

b

a

b

^ ^ ^ ^

^ ^ ^ ^ ^

h h h h

h h h h h6 @

y

y

 , , ,

, .

G x x G x x f x G x s f s ds

p x
f x G x s f s ds

0 0

1

x x xx

xx
0

= + - - + =

= +

a

b

a

b

^ ^ ^ ^ ^

^
^ ^ ^

h h h h h

h
h h h

6 @ y

y
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y, y',y''  üçin alnan aňlatmalary (1) deňlemede goýsak, onda

, , ,p x G x s p x G x s p x G x s f s ds

f x f x

xx x0 1 2

/

+ + +

+
a

b

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

^ ^

h h h h h h h

h h

6 @y

bolar. Şerte görä, G(x,s) funksiýa (2) deňlemäniň çözüwi. Onda 
f (x) ≡ f (x) bolar. Toźdestwo (8) funksiýanyň (1) deňlemäniň çözüwi-
digini görkezýär.

Indi (8) funksiýanyň ,y y0 0a b= =^ ^h h  gyra şertleri ka-
nagatlandyrýandygyna göz ýetirmek galýar. Hakykatdan-da, Grin 
funksiýasynyň 2-nji häsiýeti boýunça

, ,G s G s 0a b= =^ ^h h .
Onda

, 0,

,

y G s f s ds

y G s f s ds 0

a a

b b

= =

= =

a

b

a

b

^ ^ ^

^ ^ ^

h h h

h h h

y

y

bolar. Şunlukda, teorema subut edildi.
Mysal. , ,y y f x y y0 0

2
0r+ = = =m ^ ^ `h h j  gyra meseläniň 

Grin funksiýasyny tapmaly.
Çözülişi. y'' + y = 0 deňlemäniň umumy çözüwi

y = C1cos x + C2sin x

görnüşde bolar. cosx we sinx çyzykly bagly däl funksiýalardyr.
G(x,s) funksiýany

,
,

,

cos sin

cos sin
G x s

C x C x x s

C x C x s x

0

2

1 2

1 2

# #

# # r=
+

+
^ h *

görnüşde gözläliň. Kesgitlemä laýyklykda

,cos sin cos sin

sin cos sin cos

C s C s C s C s

C s C s C s C s 1

1 2 1 2

1 2 1 2

+ = +

- + + - =

deňlikleri ýazarys.
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,C C C C1 1 1 2 2 2c c- = - =  belgilemeleri girizip,

( )

( )

cos sin

sin cos

s s

s s

0

1

1 2

1 2

c c

c c

+ =

- + =

^

^

h

h
)

görnüşli deňlemeler sistemasyny alarys. Onuň kesgitleýjisi W(s) = 1. 
Sistemanyň çözüwi

,sin coss s1 2c c=- =

bolar. Onda

,sin cosC C s C C s1 1 2 2= - = +

G(x,s) funksiýany

,
( )

cos sin

sin cos cos sin
G x s

C x C x

C s x C s x

1 2

1 2

=
+

- + +
^

^
h

h
)

görnüşde ýazarys.
Bu funksiýa kesgitlemäniň 2-nji häsiýeti boýunça

, , ,G s G s0 0
2

0r= =^ `h j

gyra şertleri kanagatlandyrmaly. Onda C1 we C2 ululyklara görä siste-
many çözüp, C1 = 0, C2 = –coss bahalary alarys.

Şeýlelikde, Grin funksiýasy

,
,

,

cos sin

sin cos
G x s

s x x s

s x s x

0

2

# #

# # r=
-

-
^ h *

görnüşde bolar.

Gönükmeler

Gyra meseleleri üçin Grin funksiýalaryny tapmaly:
1. y'' = f (x),     y(0) = 0,     y(1) = 0.

 Jogaby: ,
( ) , ,

( ), .
G x s

s x x s

s x s x

1 0

1 1

# #

# #
=

- -

- -
^ h )



2. y'' = f (x),     y(–1) = 0,     y(1) = 0      (–1 ≤ x ≤ 1).

 Jogaby: ,
( ) ( ), ,

( ) ( ), .

G x s
s x x s

s x s x

2
1 1 1 1

2
1 1 1 1

# #

# #
=

- - + -

- + -

^ h *

3. y'' – y = f (x),   y(x) funksiýa ,3 3-^ h interwalda çäkli.

 Jogaby: ,
, ,

, .

G x s
e x s

e s x

2
1

2
1

x s

s x

3

3

# #

# #
=

- -

- +

-

-

^ h *

4. y'' + y = f (x),     y(0) = 0,     y(1) = 0.

 Jogaby: ,

( )
, ,

( )
, .

sin
sin sin

sin
sin sin

G x s

x s
x s

s x
s x

1
1

0

1
1

1

$

$

# #

# #

=
-

-

-
-

^ h *

5. y''  = f (x),     y(0) + y(1) = 0,     y'(0) + y'(1) = 0.

 Jogaby: ,
( ) , ,

( ) , .

G x s
x s x s

s x s x

2
1

4
1 0

2
1

4
1 1

# #

# #
=

- - -

- - -

^ h *
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VI bap

BIRINJI TERTIPLI DIFFERENSIAL DEŇLEMELER 
SISTEMASY

§1. Esasy düşünjeler we kesgitlemeler

           

( , , , ..., ),

( , , , ..., ),

...

( , , , ..., )

dx

dy
f x y y y

dx

dy
f x y y y

dx

dy
f x y y y

n

n

n
n n

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

=

=

=

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]

                                 (1)

görnüşdäki deňlemeler sistemasyna garalyň. 
(1) sistemany 

, , , ..., , , , ...,
dx

dy
f x y y y i n1 2i
i n1 2= =^ ^h h

görnüşde hem ýazmak bolýar, bu ýerde x – bagly däl üýt-
geýän ululyk, ( ), ( ), ..., ( )y x y x y xn1 2  gözlenilýän funksiýalar, 
( , , , ..., ), ( , , ..., )f x y y y i n1 2i n1 2 =  n + 1 ölçegli giňişligiň D oblastynda 

berlen üznüksiz funksiýalar. (1) sistema n deňlemeler sistemasynyň 
normal görnüşi diýilýär.

Kesgitleme.
Eger (a,b) interwalda berlen ( ), ( ), ...,y x y x1 1 2 2{ {= = ( )y xn n{=  

differensirlenýän funksiýalar:
1) , ( ), ( ), ..., ( ) , , ;x x x x D x a bn1 2 ! !{ { {^ ^h h

2) ( )
( , ( ), ( ), ..., ( )), ( , ), ( , , ... )

dx

d x
f x x x x x a b i n1 2i
i n1 2 !

{
{ { {= =
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şertleri kanagatlandyrýan bolsalar, onda ( ), ( ), ...,y x y x1 1 2 2{ {= =
( )y xn n{=  funksiýalara (a,b) interwalda (1) sistemanyň çözüwi 

diýil ýär. Çözüwiň grafigine integral egri diýilýär. 
Kesgitleme. (1) deňlemeler sistemasynyň 

  ( ) , ( ) , ..., ( )y x y y x y y x yn n1 0 1
0

2 0 2
0

0
0

= = =            (2)

şertleri kanagatlandyrýan ( ), ( ), ...,y x y x1 1 2 2{ {= = ( ),y xn n{=  
çözüwini tapmaklyk meselesine Koşi meselesi diýilýär. 
, , , ...,x y y yn0 1

0
2
0 0  sanlara başlangyç bahalar diýilýär. Başgaça aýdylan-

da, Koşi meselesi garalýan sistemanyň berlen ( , , , ..., )M x y y y Dn0 0 1
0

2
0 0 !   

nokatdan geçýän integral egrisini tapmaly diýildigidir.
Kesgitleme. Eger 

  ( , , , ..., ) ( , , ..., )y x c c c i n1 2i i n1 2{= =                     (3)

funksiýalar toplumy:
1) D oblastyň her bir (x, y1, y2,..., yn) nokady üçin (3) sistema c1, c2,..., cn  
hemişeliklere görä çözülen, ýagny

  ( , , , ..., ) ( 1,2, ..., )c x y y y i ni n1 2i }= =                     (4)

bolsa;
2) c1,c2,...,cn hemişelikleriň (4) deňlikler sistemasyndan kesgitlenen 
her bir bahasy üçin (3) funksiýalar toplumy (1) sistemanyň çözüwi 
bolsa, onda (3) funksiýalar toplumyna D oblastda (1) sistemanyň 
umumy çözüwi diýilýär.

Koşi meselesiniň çözüwini tapmak üçin (3)-däki x,y1,y2,...,yn 
argumentleriň (üýtgeýän ululyklaryň) orunlaryna, degişlilikde,    
, , , ...,x y y yn0 1

0
2
0 0  başlangyç bahalary goýup, alnan sistemadan 
, ( , , ..., )c c i n1 2i i

0
= =  san bahalary kesgitläp (3)-de goýsak, onda (3) 

( , , , ..., ) ( 1,2, ..., )y x c c c i ni n1
0

2
0 0

i {= =  

görnüşi alar. Bu funksiýalar toplumy (1) sistemanyň (2) başlangyç 
şertleri kanagatlandyrýan çözüwi bolar. Beýle çözüwe (1) sistemanyň 
hususy çözüwi diýilýär. 

Kesgitleme. Eger

, , , ..., , , , , ...,x y y y x y y y Dn n1 2 1 26 !^ ^h h  nokatlar üçin 
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( , , , ..., ) ( , , , ...,f x y y y f x y y y L y yi n i n j j
j

n

1 2 1 2
1

$#- -
=

/
deňsizlikler ýerine ýetýän bolsa, onda
( , , , ..., ), ( , , ..., )f x y y y i n1 2i n1 2 =  funksiýalara D oblastda , , ...,y y yn1 2  ar-

gumentler boýunça Lipşis şertini kanagatlandyrýar diýilýär, bu ýerde 
L > 0 – Lipşis hemişeligi.
Bu ýerde Lipşis şertine degişli käbir belligi ýatlalyň.
Eger D oblastda ( , , , ..., ), ( , , ..., )f x y y y i n1 2i n1 2 =  funksiýalaryň
, , ...,y y yn1 2  argumentler boýunça

, ( , , , ..., )
y

f
i j n1 2

j

i

2

2
=

çäkli hususy önümleri bar, ýagny 
y

f
L

j

i

2

2
#

bolsa we oblast   argumentlere görä güberçek bolsa, onda şol oblastda 
Lipşis şerti ýerine ýetýär.

Agzalan tassyklamanyň dogrulygyny anyklamaga islendik 

, , , ..., , , , , ...,x y y y x y y y Dn n1 2 1 2 !^ ^h h

iki nokat üçin 

( , , , ..., ) ( , , , ...,f x y y y f x y y yi n i n1 2 1 2-

tapawuda orta baha baradaky Lagranž formulasyny yzygiderli ulan-
maly hem-de ýokarda görkezilen deňsizligi göz öňünde tutmaly. On-
daky L hemişelige derek hususy önümleriň absolýut bahalarynyň iň 
ulusyny almak ýeterlik. Şunlukda, Lipşis şertiniň ýerine ýetýändigini 
görmek kyn däldir (Munuň barlanyşyny gönükme hökmünde okyjy-
lara hödürleýäris).

Çözüwiň barlyk we ýeke-täklik teoremasy

Differensial deňlemeler sistemasyny çözmäge girişilende ilki bi-
len ol sistemanyň çözüwiniň bardygyny anyklamak zerurdyr. Bu me-
sele differensial deňlemeler nazaryýetiniň esasy meseleleriniň biridir. 
Şoňa görä-de biz bu ýerde birinji tertipli deňlemeler sistemasynyň 
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çözüwiniň barlygyny we ol çözüwiň ýeke-täkligini üpjün edýän 
şertleri özünde saklaýan teoremany beýan ederis.

Teorema (Pikar teoremasy). Eger ( , , , ..., ), ( , , ..., )f x y y y i n1 2i n1 2 =  
funksiýalar merkezi ( , , , ..., )M x y y yn0 0 1

0
2
0 0  nokatda bolan n + 1 ölçegli  

, , , , ...,D x x a y y b i n1 2i i0
0# #= - - =" , ýapyk oblastda (pa-

rallelepipedde) üznüksiz we , , ...,y y yn1 2  argumentler boýunça Lipşis 
şertini kanagatlandyrýan bolsa, onda (1) sistemanyň (2) şertleri kanagat-
landyrýan x x h

0
#-  kesimde ( ), ( ), ..., ( )y x y x y xn n1 1 2 2{ { {= = = ,  

ýeke-täk çözüwi bardyr, bu ýerde ,minh a
M
b= ` j,

( , , , ..., ) , ( , , , ..., )maxM f x y y y x y y y D
i n

i n n
1

1 2 1 2 !=
# #

Subudy. Mälim bolşy ýaly, birinji tertipli bir deňleme üçin Koşi 
meselesiniň integral deňlemä getiriliş usulyny ulanyp, (1)-(2) mesele 

           ( , , , ..., ) , , , ...,y y f t y y y dt i n1 2i i i n

x

x
0

1 2

0

= + =y                (5)

integral deňlemeler sistemasyna getirilýär. (1)-(2) meseläniň (5) 
sistema deňgüýçlüdigini görkezmek kyn däldir. Diýmek, bize (5) 
sistemanyň çözüwini tapmaklyk galýar. Onuň üçin Pikar yzygi-
derli ýakynlaşmalar usulyny ulanalyň. Yzygiderli ýakynlaşmalary 
aşakdaky düzgün boýunça guralyň:

Nolunjy ýakynlaşmanyň deregine
( ) , , , ...,y x y i n1 2i i

0
= =^ h başlangyç bahalary kabul ederis. Soňky 

yzygiderli ýakynlaşmalary 

( ) ( , ( ), ..., ( )) ,y x y f t y t y t dt( ) ( ) ( )
i
m

i i
m

n
m

x

x
0

1
1 1

0

= + - -y

   (i = 1,2,...,n; m = 1,2,...)                               (6)

formulalar boýunça hasaplap, 

     ( ) , ..., ( )y x y x( ) ( )m
n
m

1" ", ,                                 (7)

n sany yzygiderli ýakynlaşmalary alarys. Olar üznüksiz funksiýa-
lardyr.
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Teoremanyň subudy birnäçe böleklerden durýar:
1) kesgitlenen (7) yzygiderlikleriň grafikleriniň D oblastyň çäginden 
çykmaýandyklaryny görkezeliň.

, , ..., wef x y y M h
M
b

i n1
# #^ h  deňsizlikleri göz öňünde tutup, (6)

formuladan m = 1 üçin 

, , ...,

, , ..., ,

, , , ...,

y x y f t y y dt

f t y y dt M x x Mh b

y x y b i n1 2

i i i n

x

x

i n

x

x

i i

1 0
1
0 0

1
0 0

0

1 0

0

0

# #

# # # #

#

-

-

- =

^ ^

^

^ ^

^

^

h h

h

h h

h

h

y

y

deňsizlikleri alarys. Bu deňsizliklerden görnüşi ýaly, ( )y x( )
i
1  (i = 1,2,...,n) 

funksiýalaryň grafikleri D oblastyň çäginden çykmaýarlar. Şonuň 
ýaly, (6) formuladan 

, , , ...,y x y b i n1 2
i

m

i

0 #- =^ ^^ h hh

deňsizlikleri alarys. Bu deňsizlikleriň islendik m üçin dogrulygyny 
matematiki induksiýa usuly bilen görkezmek kyn däldir.
2) (7) yzygiderlikleriň x x h0 #-  kesimde deňölçegli ýygnanýandyk-
laryny görkezeliň. Onuň üçin olaryň agzalaryndan 

       ...

... ...

y y x y x y x y x

y x y x

i i i i i

i

m

i

m

0 1 0 2 1

1

+ - + - +

+ - +-

^ ^^ ^ ^^

^ ^^

^ ^ ^

^ ^

h hh h hh

h hh

h h h

h h
            (8)

funksional hatarlary görnüşlerde düzeliň. (8) hatarlaryň her biriniň 
deňölçegli ýygnanýanlygyndan (7) yzygiderlikleriň her biriniň 
deňölçegli ýygnanýanlygy gelip çykýar. 

(8) hatarlaryň her bir agzasyny bahalandyralyň. (6)-dan m = 1 üçin 

, , ...,

, , ..., ,

y x y f t y y dt

f t y y dt M x x

y x y M x x

i i i n

x

x

i n

x

x

i i

1 0

1

0 0

1

0 0

0

1 0

0

0

0

#

# #

#

- =

-

- -

^ ^

^

^

^

^

h h

h

h

h

h

y

y

deňsizlikleri alarys. 
13. Sargyt № 901



194

(6)-dan y y( ) ( )
i i
2 1
-  tapawudy düzüp, ony bahalandyralyň. Lipşis 

şertini we ýokardaky bahalandyrmalary nazarda tutup,

, , ..., , , ...,y x y f t y y f t y y dti i i n i n

x

x
2 1

1
1 1

1
0 0

0

# #- -^ ^ ^^ ^ ^ ^h h hh h h hy

, , , ...,L y t y dt MnL
x x

i n
2

1 2j j
j

n

x

x
1 0

1

0

0

2

# #-
-

=
=

^ ^^ h hh/y

deňsizlikleri alarys. Bahalandyrmalary dowam etdirip, 

!
y x y x M nL

m

x x
i
m

i
m m1 1 0

m

#-
-- -^ ^ ^^ ^h h hh h

(i = 1,2,...,n)

deňsizliklere geleris.
Bu deňsizlikleriň islendik m natural san üçin adalatlydygyny ma-

tematiki induksiýa usuly bilen subut etmek bolar. Bahalandyryl ýan 
agzalarda x x0-  ululygy h bilen çalşyrsak, (8) funksional hatarlaryň 
ikinji agzalaryndan başlap her bir agzasy absolýut ululygy boýunça 

        
!

M nL
m
h

m

m m

1

13

=

-

^ h/                         (9)

san hatarynyň degişli agzasyndan uly däldigini görýäris. Dalamber 
nyşany boýunça (9) ýygnanýan hatar. Onda Weýerştrass nyşanyna 
laýyklykda (8) funksional hatarlar x x h0 #-  kesimde deňölçegli 
ýygnanýarlar, diýmek, (7) yzygiderlikler hem şonuň ýaly ýygnanýar-
lar.
Şeýlelikde, olaryň predelleriniň barlygy anyklanyldy. Goý, 
lim y x x
m

i
m

i{=
"3

^ ^^ h hh  bolsun, bu ýerde ( )xi{  (i = 1,2,...,n) x x h0 #-

kesimde üznüksiz funksiýalar.
3) ( ) ( , , ... )y x i n1 2i i{= =  funksiýalar toplumynyň (5) sistemanyň 
çözüwidigini görkezeliň. (7) yzygiderlikleriň, degişlilikde, 
x x h0 #-  kesimde ( ), ..., ( )x xi n{ {  üznüksiz funksiýalara deňölçegli 

ýygnanýan dyklaryna görä we ( , , ..., ) ( , , ..., )f x y y i n1 2i n1 =  D 
oblastda üznüksiz funksiýalar bolandyklary üçin ( , , ..., )f x y y( ) ( )

i
m

n
m

1  
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1,2, ..., ; 1,2, ...)i n m= =  yzygiderlikler D oblastda ( , ( ),f x xi 1{  
..., ( ))xn{  funksiýalara deňölçegli ýygnanýarlar. Mälim bolşy ýaly, 
yzygiderligiň ýygnanma kadasyna laýyklykda integral belgisiniň 
aşagynda limit belgisini ýazmak (predele geçmek) bolýar.
Onda

, , ..., , , ...,

, , ...,

lim limf t y y dt f t y y dt

f t t t dt

m
i

x

x
m

n
m

m
x

x

i
m

n
m

i

x

x

n

1 1

1

0 0

0

{ {

= =

=

" "3 3
^ ^

^ ^^

^ ^ ^ ^h h

h hh

h h h hy y

y

bolar. (6)-nyň iki böleginden predel alsak, ýagny

, , ...,lim limy y f t y y dt
m

i
m

m
i i

x

x
m

n
m0

1
1 1

0

= +
" "3 3

- -^f
^ ^ ^ h p

h h hy ,

onda 

  , , ...,x y f t t t dti i i

x

x

n
0

1

0

{ { {= +^ ^ ^^h h hhy                  (10)

deňliklere geleris.
(10) we (5) deňlikleri deňeşdirip, ( ), ..., ( )x xn1{ {  funksiýa-

lar toplumynyň x x h0 #-  kesimde (5) sistemanyň çözüwidigini 
görýäris.
4) (5) sistemanyň x x h0 #-  (başgaça ýazylyşy ,x h x h0 0- +6 @) 
kesimde diňe bir çözüwiniň bardygyny görkezeliň. 

Goý, x x h0 #-  kesimde (5) sistemanyň ( )y xi i{=  
( 1,2, ..., )i n=  çözüwinden başga ( ) ( 1,2, ..., )y x i ni i}= =  çözüwi 
hem bar diýeliň. Onda x x h0 #-  kesimde 

 , , ..., , , , ...,x y f t t t dt i n1 2i i i

x

x

n
0

1

0

} } }= + =^ ^ ^^ ^h h hh hy   (11)

toždestwolary alarys. (10) we (11) deňliklerden Lipşis şertini nazarda 
tutup,
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,x x L t t dti i j j
j

n

x

x

1
0

$#{ } { }- -
=

^ ^ ^ ^h h h h/y

(i = 1,2,...,n)

deňsizliklere geleris.
Bu deňsizlikleriň degişli böleklerini goşup

x x nL t t dt
i i

i

n

i i
i

n

x

x

1 1
0

$#{ } { }- -
= =

^ ^ ^ ^h h h h/ /y

deňsizligi alarys.

x x v xi i
i

n

1

{ }- =
=

^ ^ ^h h h/

belgilemäni girizsek, ýokardaky deňsizlik 

v x nL v t dt
x

x

0

$#^ ^h hy
görnüşi alar. 

Kesgitlilik üçin ,x x x h0 0! +6 @ bolsun. Onda soňky deňsizlik

( ) ( )v x nL v t dt
x

x

0

$# y

görnüşde bolar. Gronuoll-Bellman deňsizligini ulansak, onda ( )v x 0#  

ýa-da 0x xi i
i

n

1

#{ }-
=

^ ^h h/  bolar. Diýmek, ,x x h0 0 +6 @

kesimde ( ) ( ), ( , , ..., )x x i n1 2i i{ }= = . Görkezilen düzgüni gaý-
talap, ,x x h x0 0! -6 @ üçin hem ( ) ( )x xi i{ }=  deňlikleri görkezmek 
bolar. 

Şeýlelikde, teorema doly subut edildi.
Mysal. 

     

,

dx
dy

x yz

dx
dz x y

y z0 1 0 0

2 2

= +

= -

= =^ ^h h

_

`

a

b
b

b
b

                                 (13)
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meseläniň , ,R x y z1 1 0 2 1 1# # # # # #= - -" , oblastda çözü-
winiň we ikinji ýakynlaşmasynyň tapawudyny 0,01 takyklykda baha-
landyrmaly.

Çözülişi. Ilki garalýan meseläniň ýeke-täk çözüwiniň bolmaly 
oblastyny anyklalyň:

Biziň ýagdaýymyzda

( , , ) , ( , , ) .f x y z x yz f x y z x y1 2
2 2

= + = -

Onda

, ,

, , .

f x y z x yz x y z

f x y z x y x y

1 2 1 3

1 4 5

1

2

2 2 2 2

$ $# #

# #

= + + + =

= - + + =

^

^

h

h

R oblastyň islendik nokadynda
, , , , ,f x y z f x y z5 5

1 2
# #^ ^h h  deňsizlikler ýerine ýetýär. Şonuň üçin 

M = 5 edip alarys. f1 we f2 funksiýalaryň önümlerini tapalyň:

, , , ,

, , , .

y

f
z

z

f
y

y

f
y

z

f

y

f

z

f

y

f

z

f

2 0

1 2 4 0

1 1 2 2

1 1 2 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
# # #

= = =- =

=

Bu ýerden görnüşi ýaly, L = 4 sany Lipşis hemişeligi edip alarys. 
Çözüwiň bolmaly kesimini 

, ,min minh a
M
b 1

5
1

5
1= = =` `j j

formula boýunça kesgitläris.
Şeýlelikde, Pikar teoremasynyň hemme şertleri ýerine ýetýär. 

Diýmek, garalýan meseläniň ,
5
1

5
1-8 B kesimde ýeke-täk çözüwi bar.

Garalýan mesele

   
1 ,y t yz dt

z t y dt

x

x

0

2 2

0

= + +

= -

^

^

h

h

Z

[

\

]
]

]
]

y

y
          (14)
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integral deňlemeler sistemasyna deňgüýçlüdir. (14) sistemany 
çözmäge yzygiderli ýakynlaşmalary

   

1 ,

, , ...

y t y z dt

z t y dt

n 1 2

n n n

x

n n

x

1 1

0

2

1

2

0

= + +

= -

=

- -

-

^

^

h

h

_

`

a

b
bb

b
bb

y

y           (15)

formula boýunça hasaplarys. Nolunjy ýakynlaşma derek y0(x) = 1, z0(x) = 0 
başlangyç bahalary alarys. Beýlekileri (15) boýunça taparys:

,

,

, .

y tdt x y

t t t t dt x x

z t dt x x z t t dt x x

1 1
2

1

1
2 3

1
24 36

1
3

1
2 20

x

x

x x

1

0

2

2

2 3

0

4 6

1

2

0

3

2

2
2 2

0

5

$

= + = + = +

+ + + - = - +

= - = - = - + =- -

c c

^ c

m m

h m

;

;

E

E

y

y

y y

Indi (14) sistemanyň çözüwi bilen ikinji ýakynlaşmanyň ta-
pawudyny bahalandyrmak üçin 

, ,

y x y y x y x x x y c

x x f c y c z c M x x

z x z x M x x

0 0 0

0 1 0

0 0

$

$ $

$

#

#

- = - = - =

= - -

- -

l^ ^ ^ ^

^ ^^

^ ^

h h h h

h hh

h h

deňsizlikleri peýdalanyp,

!
,

!

y x y x M L
n
h

z x z x M L
n
h

2
1

2
1

n

n
n

n

n
n

1

1

#

#

-
+

-
+

+

+

^ ^ ^
^

^ ^ ^
^

h h h
h

h h h
h

deňsizlikleri alarys we ulanarys. Garalýan sistema üçin, 

5
!

0,42

, .

y x y x

z x z x

2 4
3
5
1

750
320

0 42

2

2

3

2

$ $ $# .

#

- =

-

^ ^ ^
`

^ ^

h h h
j

h h

,

Şeýlelikde, garalýan meseläniň talabyna jogap alyndy.
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§2. Çözüwiň parametre üznüksiz baglylygy 
we parametr boýunça differensirlenmegi

   , , ..., ,

, , , ...,

y f x y y

y y i n0 1 2

1i i n

i i0

m=

= =

l ^

^ ^

h

h h
3                           (1)

meselä garalyň, bu ýerde m  – parametr.
Goý, ( , , ..., , )f x y yi n1 m  funksiýalar 

, , ... ,

,

R T y r y r y r y r0
, , , ,n n1 0 1 0 0 0

0 0

$ $ $ $

$ /m m

= - + - +

+

6
6

@
@
6 6@ @

oblastda kesgitlenen, üznüksiz we , ..., ,y yn1 m  argumentleriň toplu-
my boýunça üznüksiz hususy önümleri bar bolsun. Agzalan şertler 
m-nyň her bir berkidilen (fiksirlenen) bahasynda çözüwiň barlyk we 
ýeke-täklik teoremasynyň talaplaryny kanagatlandyrýarlar. Diýmek, 
(1) meseläniň ýeke-täk çözüwi bar. Ol çözüwi ( , )y y xi i m=  ýa-da 

( ) ( , , ..., )y y x i n1 2i i= =m  görnüşde ýazalyň. Bu çözüwiň paramet-
re üznüksiz baglylygyny we parametr boýunça önüminiň barlygyny 
görkezeliň. Ýazgylary tygşytlamak maksady bilen ( )y y xi i= m  belgi-
lemäni ulanarys. !m m  bahalara degişli çözüwleri ( )y x,i m  we ( )y xim  
bilen belgiläliň. Onda 

, , ..., , , ,

, , ..., , , ,

, , ...

y x f x y x y x y y

y x f x y x y x y y

i n

0

0

1 2

i i n i i

i i n i i

1 0

1 0

m

m

= =

=

=

m m m m

m m m m

l

l

^ ^ ^^ ^

^ ^ ^^ ^

^

h h h h h

h h h h h

h

toždestwolary alarys. Bu ýerden Lagranž formulasyna laýyklykda 

, , ..., ,

, , ..., ,

y x y x
y

f
x y y y x y x

f x y y

i i

j

i

j

n

n j j

i n

1
1

1

2

2
m

m m m

- = - +

+ -

m m m m

m

=

l u u u

u u u

^ ^ ^ ^ ^^

^ ^

h h h h hh

h h

6 @ /

( ) ( ) , ( , , ..., )y x y x i n0 1 2i i x 0- = =m m =6 @

ýa-da
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( ) ( )
( , , ..., , )

( ) ( )

( , , ..., , ) , ( , , ..., )

y x y x

y

f
s y y

y s y s
ds

f s y y ds i n1 2

i i

j

i

j

nx

n
j j

i

x

n

10

1

0

1

$
2

2

m m
m

m m

m

-

-
=

-

-
+

+ =

m m m m

m

=

u u u

u u u

/y

y
    (2)

görnüşli deňliklere geleris.
Ýokarda agzalan şertlere laýyklykda 

, , ( , , , ..., ) .
y

f
M f N i j n1 2

j

i
i2

2
# # =m

Onda

( ) ( ) ( ) ( )y x y x
nM

y s y s
ds TNi i i i

x

i

n

01

$#
m m m m-

-

-

-
+m m m m

=

/ y

deňsizlikleri alarys. 

( )
( ) ( )

maxV x
y x y x

l i n

i i

m m
=

-

-
# #

mm
m m

belgilemäni girizsek, soňky deňsizlikler 

( ) ( )V x nM V s ds TN
x

0

$# +mm mmy

görnüşi alar.
Gronuoll-Bellman teoremasyny ulanyp, 

( ) ( )expV x TN nMT$#mm

deňsizligi alarys.
Bu deňsizligi

( ) ( ) ( , , ..., )y x y x C i n1 2i i $# m m- - =m m

görnüşde ýazarys, bu ýerde C = TN · exp(nMT) – hemişelik san. 
Soňky deňsizlikleriň 

( , ) ( , ) ( 1,2, ..., )y x y x C i ni i $#m m m m- - =m m

görnüşlerde ýazylyşy düşnüklidir.
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Bu ýerden görnüşi ýaly, m m-  ýeterlikçe kiçi bo-
landa ( , ) ( ,y x y xi im m-m m  ýeterlikçe kiçi bolar. Bu bolsa 
( , ) ( , , ..., )y x i n1 2i m =  çözüwleriň m  boýunça deňölçegli üznüksiz 

funksiýalardygyny görkezýär.
Indi (1) meseläniň ( , )y xi mm  çözüwiniň m  boýunça önüminiň 

bardygyny we ( )
( )

y x
u xi
i2

2

m
=m

m  funksiýalar toplumynyň

( ) ( , , ..., , ) ( , , ..., , )

( )

u x
y

f
x y y u f x y y

u 0 0

i
i

i

j

n

n j i n

i

1
1 1$

2

2
m m= +

=

m m m m m m m

m

=

l / ,

meseläniň ýa-da

       
( ) ( , , ..., , ) ( )

, , ..., , , , , ...,

u x
y

f
s y y u s ds

f s y y ds i n1 2

i
j

i

j

nx

n j

i n

x

10

1

1

0

$
2

2
m

m

= +

+ =

m m m m

m m m

=

^ ^h h

/y

y
              (3)

çyzykly integral deňlemeler sistemasynyň çözüwidigini görkezeliň.
(2) we (3) deňliklerden

( ) ( )
( )

( , , ..., , )
( ) ( )

( )

y x y x
u x

y

f
s y y

y s y s
u s ds

i i
i

j

i

x

j

n

n
j j

j

01
1 $

2

2

m m

m
m m

-

-
- =

=
-

-
- +

m m
m

m m
m

=

u u ; E/ y

{
( , , ..., , ) ( , , ..., , )

( )

( , , ..., , ) ( , , ..., , ) }

y

f s y y

y

f s y y
u s

f s y y f s y y ds

,
j

i n

j

i n

j

nx

j

i n i n

1 1

10

1 1

$
2

2

2

2m m

m m

+ - +

+ -

m m
m

m m m m

=

u u

u u u

=

6

G

@

/y              (4)

deňliklere geleris.

( )y xim  funksiýalar m  boýunça üznüksiz, 
y

f

j

i

2

2  we 

( , ; , )
f

i n j n1 1i

2

2

m
= =  funksiýalar argumentleriniň toplumy boýunça

üznüksiz. Onda 06 2f  üçin şeýle 02d  san tapylyp, 1m m d-  
bolanda,
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( , , ..., , ) ( , , ..., , )
( )

( , , ..., , ) ( , , ..., , )
( )exp

y

f s y y

y

f s y y
u s

f s y y f s y y
nMT

j

i n

j

i n
j

j

n

i n i n

1 1

1

1 1

$
2

2

2

2

1

m m

m m f

- +

+ -

m m
m

m m m m

=

u u

u u u

==

6

G

@

/

deňsizlik ýerine ýetýär.
(4) deňlikden 1m m d-  üçin 

( ) ( ) ( )expV x nM V s ds nMT
x

0

$# f+ -mm mmy

deňsizligi alarys, bu ýerde

( )
( ) ( )

( ) .maxV x
y x y x

u x
l i n

i i
i

m m
=

-

-
-

# #
mm

m m
m

Soňky deňsizlige Gronuoll-Bellman teoremasynyň netijesini 

ulanyp, ( )V x 1 fmm  ýa-da ( ) ( )
( )

y x y x
u xi i
i 1

m m
f

-

-
-m m

m  deňsizliklere

geleris. Şoňa görä-de bulary

( ) ( )
( , )

( , )
lim

y x y x
u x

d

dy xi i
i

i

0 m m
m

m

m

-

-
= =

"m m

m m

-

görnüşlerde ýazyp bileris.

§3. Üýtgeýän koeffisiýentli çyzykly deňlemeler sistemasy.
Erkin hemişelikleriň wariasiýa (Lagranž) usuly

Kesgitleme. Eger y1,...,yn gözlenilýän funksiýalar we olaryň bi-
rinji önümleri sistemanyň düzümine çyzykly girýän bolsalar, onda 
oňa çyzykly sistema diýilýär.

Sistema; 

        ( ) ( ), ( , , ..., )
dx

dy
P x y f x i n1 2i
ij j i

j

n

1

= + =
=

/            (1)

görnüşde berilýär. (1)-e birjynsly däl çyzykly deňlemeler sistemasy 
diýilýär. Pij (x) funksiýalara sistemanyň koeffisiýentleri, fi(x) funk-
siýalara azat agzalar diýilýär. Goý, Pij(x) we fi(x) (i = 1,2,...,n) ,a b6 @ 
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kesimde üznüksiz funksiýalar bolsun. Onda çözüwiň barlyk we ýeke-
täklik teoremasynyň şertleri ýerine ýetýär. 

Diýmek, (1) sistemanyň 
           ( ) , ..., ( )y x y y x yn n1 0 1

0
0

0
= =             (2)

başlangyç şertleri kanagatlandyrýan ,a b6 @ kesimde ( ), ...,y xi1 {=   
( )y xn n{=  ýeke-täk çözüwi bardyr, bu ýerde ,x a b0 ! 6 @.

Eger (1) sistemada f (x) ≡ 0 bolsa, onda ol 

            ( ) , ( , , ..., )
dx

dy
P x y i n1 2i
ij j

j

n

1

= =
=

/                        (3)

görnüşi alar. Muňa birjynsly deňlemeler sistemasy diýilýär. 
(3) sistemanyň ( ) , ..., ( )y x y x0 0n1 = =  görnüşde nol çözüwiniň 

barlygy görnüp dur. ( ) , ( ) , ..., ( )y x y x y x0 0 0n1 0 2 0 0= = =  şertleri ka-
nagatlandyrýan (3) sistemanyň çözüwi hem noldur.

Kesgitleme. (a,b) interwalda kesgitlenen

         

, , ...,

, , ...,

...

, , ...,

y y y

y y y

y y y

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

_

`

a

b
b

bb

                                         (4)

funksiýalar toplumy üçin y 0i ik
i

n

1

/a
=

/
( 1, ..., ; ,k n a x b i1 1 a=  – hemişelik) toždestwolar diňe ...1 2a a= =  

0na= =  ýagdaýda ýerine ýetse, (4) funksiýalar toplumyna çyzykly bagly däl 
diýilýär. Eger , , ... n1 2a a a  sanlaryň iň bolmanda biri noldan tapawutly bolup, 
görkezilen toždestwolar ýerine ýetse, onda (4) top luma çyzykly bagly diýilýär.

Kesgitleme. (4) toplumda setirleýin ýerleşdirilen n sany funk-
siýalar (3) sistemanyň çyzykly bagly däl çözüwleri bolsa, olaryň top-
lumyna çözüwleriň fundamental sistemasy diýilýär.

(4) toplumdaky funksiýalardan düzülen
, , ...,

, , ...,

...

, , ...,

y y y

y y y

y y y

1n

n

n n nn

11 12

21 22 2

1 2
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kesgitleýji Wronskiý kesgitleýjisi diýlip atlandyrylýar we W(x) bilen 
belgilenýär.

Teorema. Eger (3) sistemanyň koeffisiýentleri (a,b) interwal-
da üznüksiz we (4) toplumdaky funksiýalar (3) sistemanyň çyzyk-
ly bag ly däl çözüwleri bolsalar, onda olaryň Wronskiý kesgitleýji-
si (a,b) interwalyň nokatlarynyň hiç birinde nola deň däldir, ýagny 

( , )x a b6 !  üçin W(x) ≠ 0.
Bu teoremanyň subudy kitabyň 130-njy sahypasynda getirilen 

teoremanyň subudyna meňzeş. Şonuň üçin hem teoremany subutsyz 
kabul etmegi makul bildik.

Teorema. Eger (a,b) interwalda (4) funksiýalar toplumy (3) 
deňlemeler sistemasynyň fundamental sistemasyny emele getirýän 
bolsa, onda (3) sistemanyň umumy çözüwi 

         

...

...

...

...

y C y C y C y

y C y C y C y

y C y C y C y

1 1 11 2 21 1n n

n n

n n n n nn

2 1 12 2 22 2

1 1 2 2

= + + +

= + + +

= + + +

_

`

a

b
b

b
b

                        (5)

görnüşde berler, bu ýerde C1,C2,...,Cn – erkin hemişelikler.
Subudy. (5) belgidäki funksiýalar toplumynyň (3) sistemanyň 

umumy çözüwidigini görkezmek üçin (5)-däki y1,y2,...,yn funksiýalaryň 

         ( ) ( , , ..., )y x y i n1 2i i0
0

= =             (6)

başlangyç şertleri kanagatlandyrar ýaly edip C1,C2,...,Cn hemişelikleri 
saýlalyň. Onuň üçin (5)-de x = x0 bahany goýup, (6) şertleri göz 
öňünde tutup, C1,C2,...,Cn ululyklara görä

  

...

...

...

...

C y x C y x C y x y

C y x C y x C y x y

C y x C y x C y x y

1 11 0 2 21 0 1 0 1

0

n n

n n

n n n nn n

1 12 0 2 22 0 2 0 2

0

1 1 0 2 2 0 0

0

+ + =

+ + =

+ + =

^ ^ ^

^ ^ ^

^ ^ ^

h h h

h h h

h h h

_

`

a

b
b

b
b

               (7)

görnüşli deňlemeler sistemasyny alarys. (7) sistemanyň kesgitleýjisi  
W(x0) ≠ 0.

(7) sistemanyň ýeke-täk çözüwi bar. Goý,
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, ...,C C C Cn n1 1
0 0

= =  onuň çözüwi bolsun. Bu san bahalary (5)-de 
goýup, (3) sistemanyň 

      ... , ( , , ..., )y C y C y C y i n1 2i i i n ni1
0

1 2
0

2
0

= + + + =           (8)

görnüşli hususy çözüwini alarys. Diýmek, (5) çözüw (3) sistemanyň 
umumy çözüwi.

Indi (1) sistemanyň umumy çözüwini tapmaklyga girişeliň. Oňa 
erkin hemişelikleriň wariasiýa usulyny ulanalyň.

Goý, (3) sistemanyň umumy çözüwi tapylan bolsun. Mälim 
bolşy ýaly, onuň umumy çözüwi 

... , ( 1,2, ..., )y C y C y C y i ni i i n ni1 1 2 2= + + + =

görnüşde berilýär. (1) sistemanyň çözüwini 

        ( ) ( ) ... ( ) , ( 1,2, ..., )y C x y C x y C x y i ni i i n ni1 1 2 2= + + + =      (9)

görnüşde gözläliň. (9)-daky funksiýalar (1) sistemanyň çözüwi bolar 
ýaly edip, ( ) ( ), ..., ( )C x C x C xn1 2=  funksiýalary saýlalyň. Onuň üçin 
(9)-y (1) sistemada goýup,

... ...

... ...

... , , , ...,

C y C y C y C y C y C y

P C y C y C y

P C y C y C y f x i n1 2

i i n ni i i n ni

i n n

in n n n nn i

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 11 2 21 1

1 1 2 2

+ + + + + + + =

= + + + + +

+ + + + + =

l l l l l l

^

^ ^ ^

h

h h h

ýa-da

... ...

...

... , ( , , ..., )

C y P y P y

C y P y P y

C y C y f x i n1 2

i i in n

n ni i n in nn

i n ni i

1 1 1 11 1

1 1

1 1

- - - + +

+ - - - +

+ + + = =

l

l

l l

^

^

^

h

h

h

deňlikleri alarys.
Edilen gümana görä ýaýlardaky aňlatmalar nola deňdirler. Onda 

bu ýerden , , ...,C C C
n1 2

l l l  ululyklara görä

        ... , ( , , ..., )C y C y f x i n1 2
i n ni i1 1 + + = =l l ^ h                (10)

deňlemeler sistemasyny alarys.
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(10) sistemanyň kesgitleýjisi W(x) ≠ 0. Onda (10) sistemanyň ýeke-
-täk çözüwi bardyr. Ony 

, , , ...,C x
W x

W x
i n1 2

i

i= =l ^
^

^
^h

h

h
h

görnüşde taparys. 
Deňligiň iki bölegini integrirläp,

         , , , ...,C x
W x

W x
dx C i n1 2

i

i

i= + =^
^

^
^h

h

h
hy                (11)

deňligi alarys. Bu ýerde C1  erkin hemişelikler. (11)-i (9)-da goýup,  
(1) sistemanyň umumy çözüwini 

...

( , , ..., )

y
W x

W x
dx C y

W x

W x
dx C y

i n1 2

i i

n

n ni

1

1 1= + + + +

=

^

^
e

^

^
e

h

h
o

h

h
oy y

görnüşde ýazarys.

§4.  Hemişelik koeffisiýentli birjynsly deňlemeler
sistemasy

       

... ,

... ,

...

...

dx

dy
a y a y a y

dx

dy
a y a y a y

dx

dy
a y a y a y

n n

n n

n

n n nn n

1

11 1 12 2 1

2

21 1 22 2 2

1 1 2 2

= + + +

= + + +

= + + +

_

`

a

b
b
bb

b
b
b

                       (1)

deňlemeler sistemasy görnüşde berilýär. Bu ýerde y1,...,yn gözlenilýän 
funksiýalar, aij (i,j = 1,...,n) koeffisiýentler hemişelik sanlar. (1) siste-
many 

( , , ..., )
dx

dy
a y i n1 2i
ij j

j

n

1

= =
=

/

görnüşde hem ýazmak bolar. (1) sistemanyň çözüwini tapmaga Eýleriň 
teklip eden usulyny beýan ederis. (1) sistemanyň hususy çözüwini 
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      , , ...,y e y e y ex x
n n

x
1 1 2 2c c c= = =

m m m                      (2)

görnüşde gözläris, bu ýerde , , ..., n1 2c c c  we m  häzirlikçe kesgitlen-
medik hemişelikler. (2)-däki funksiýalar (1) sistemanyň çözüwi bo-
lar ýaly edip, olary kesgitlemeli. Şol maksat bilen (2)-däki y1,y2,...,yn 
funksiýalary we olaryň önümlerini (1) sistemada goýup, soňra onuň 
iki bölegini e xm  köpeldijä gysgaldyp, , , ..., n1 2c c c  ululyklara görä

    

( ) ...

( ) ... 0

...

... ( ) 0

a a a

a a a

a a a

0n n

n n

n n nn n

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

m c c c

c m c c

c c m c

- + + + =

+ - + + =

+ + + - =

_

`

a

b
b

b
b

                  (3)

görnüşli birjynsly deňlemeler sistemasyna geleris. Eger  (3) 
sistemanyň kesgitleýjisi noldan tapawutly bolsa, onda onuň nol 
çözüwiniň bardygy belli. Bizi ol sistemanyň nol däl çözüwi gyzyk-
landyrýar. Şeýle çözüw diňe  (3) sistemanyň kesgitleýjisiniň nola deň 
bolan ýagdaýynda bardyr. Şoňa görä-de, (3) sistemanyň nol däl çözü-
wini tapmak üçin, onuň kesgitleýjisini nola deňläp, ýagny

          

...

...

...

a a a

a a a

a a a

0

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

m

m

m

-

-

-

=                        (4)

deňligi alarys.
Bu λ – a görä n derejeli algebraik deňleme. (4) deňlemä (1)  

sistemanyň häsiýetlendiriji deňlemesi diýilýär, onuň köklerine hä-
siýetlendiriji sanlar diýilýär.

Goý, (4) deňlemäniň kökleri tapylan bolsun. Olary , , ..., n1 2m m m  
bilen belgiläliň.

Indi (1) sistemanyň umumy çözüwini tapmaga girişeliň.
1) goý, , , ..., n1 2m m m  kökler hakyky we dürli sanlar bolsun. Olary 

(3) sistemada λ-nyň ornuna nobatlaýyn goýup, olara degişli sistema-
lary alarys.

Şolaryň biri
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( ) ...

( ) ...

...

... ( )

a a a

a a a

a a a

0

0

0

n n

n n

n n nn n

11 1 1 12 2 1

21 1 22 1 2 2

1 1 2 2 1

m c c c

c m c c

c c m c

- + + + =

+ - + + =

+ + + - =

_

`

a

b
b

b
b

         (31)

görnüşde bolar. Bu sistemanyň kesgitleýjisi nola deň. Diýmek, (31)  
sistemanyň nol däl çözüwi bar. 

Goý, , , ..., n n1 11 2 12 1c c c c c c= = =  sanlar (31) sistemanyň çözüwi 
bolsun. Bu bahalary we  λ1 – i (2)-de goýup,

       , , ...,y e y e y eln ln
x x x

11 11 12 12
1 1 1c c c= = =
m m m          (41)

(1) sistemanyň birinji hususy çözüwini alarys. Şonuň ýaly λ2-ni (3)-de  
λ-nyň ornuna goýup, alnan sistemadan , , ..., n n1 21 2 22 2c c c c c c= = =  
bahalary taparys. Bulary we λ2-ni  (2)-de goýup,

        , , ...,y e y e y e ex x
n

x
n

x
21 21 22 22 2 2

2 2 2 2c c c= = =
m m m m            (42)

(1) sistemanyň ikinji hususy çözüwini alarys. Bu hasaplamany do-
wam etdirip, λn üçin 

  , , ...,y e y e y en n
x

n n
x

nn nn
x

1 1 2 2
n n nc c c= = =
m m m             (4n)

n-nji hususy çözüwi taparys.
(41), (42),...,(4n) funksiýalar (1) sistemanyň çyzykly bagly däl hususy 
çözüwleridir, ýagny olar çözüwleriň fundamental sistemasyny eme-
le getirýär. Onda üýtgeýän koeffisiýentli birjynsly deňlemeler siste-
masyndaky teorema laýyklykda (1) sistemanyň umumy çözüwi

...

...

...

...

y C e C e C e

y C e C e C e

y C e C e C e

x x
n n

x

x x
n n

x

n n
x

n
x

n nn
x

1 1 11 2 21 1

2 1 12 2 22 2

1 1 2 2

n

n

n

1 2

1 2

1 2

c c c

c c c

c c c

= + + +

= + + +

= + + +

m m m

m m m

m m m

_

`

a

b
b

b
b

görnüşde ýazylar.
2) goý, λ1,λ2,...,λn kökleriň arasynda ,i i1 2m a b m a b= + = -  

kompleks sanlar bar diýeliň. Galanlary hakyky we dürli sanlar.
i1m a b= +  sany (3) sistemada λ-nyň ornuna goýup,
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, , ...,i i in n n1 11 21 2 12 22 1 2c c c c c c c c c= + = + = +

bahalary taparys. Onda (2) deňlikler

, ...,y i e y i e( ) ( )i x
n n n

i x
1 11 21 1 2c c c c= + = +

a b a b+ +^ ^h h

görnüşde bolar.
Eýler formulasyny peýdalanyp, bu deňlikleri:

( )

...

( )

cos sin sin cos

cos sin sin cos

y e x x ie x x

y e x x ie x x

x x

n
x

n n
x

n n

1 11 21 11 21

1 2 1 2

c b c b c b c b

c b c b c b c b

= - + +

= - + +

a a

a a

^

^

h

h

görnüşlerde ýazarys.
Bu ýerden kompleks çözüwiň hakyky we hyýaly böleklerini 

( ), ..., (

( ), ..., (

cos sin cos sin

sin cos sin cos

y e x x y e x x

y e x x y e x x

x
n

x
n n

x
n

x
n n

11 11 21 1 1 2

21 11 21 2 1 2

c b c b c b c b

c b c b c b c b

= - = -

= + = +

a a

a a
3  (5)

görnüşlerde göçürip, iki sany funksiýalar toplumyny alarys. Olaryň  
(1) sistemanyň çözüwleridigini görkezmek kyn däldir.

Eger i2m a b= -  sany (3) deňlemede λ-nyň ornuna goýsak, 
onda ýene (5) deňlikdäki funksiýalary alarys.

Diýmek, kompleks kökleriň her bir jübütine (5) görnüşli jübüt 
hususy çözüwler degişli bolýan eken. Bu ýagdaýda (1) sistemanyň 
umumy çözüwini 

( )

( ) ...

...

cos sin

sin cos

y C e x x

C e x x C e C e

x

x x
n n

x

1 1 11 21

2 11 21 3 31 1
n3

c b c b

c b c b c c

= - +

+ + + + +

a

a m m

( )

( ) ...

cos sin

sin cos

y C e x x

C e x x C e C e

n
x

n n

x
n n n

x
n nn

x

1 1 2

2 1 2 3 3
n3

c b c b

c b c b c c

= - +

+ + + + +

a

a m m

görnüşde ýazarys.
3) Goý, λ1 = λ2 =...= λm  (m ≤ n) bolsun. Onda (1) sistemanyň m  

sany hususy çözüwlerini tapmaly. Olary 

        ( ) , ( ) , ..., ( )y P x e y P x e y P x ex x
n n

x
1 1 2 2

1 1 1= = =
m m m             (6)

14. Sargyt № 901
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görnüşlerde gözlemeli, bu ýerde P1(x), P2(x),..., Pn(x) koeffisiýentleri kes-
gitlenmedik m – 1-den uly bolmadyk derejeli köpagzalardyr. Olaryň ko-
effisiýentlerini tapmak üçin (6)-daky funksiýalary (1) sistemada goýup, 
onuň iki bölegini eλx köpeldijä gysgaldarys. Soňra deňlikleriň çep we 
sag böleklerindäki x-iň deň derejeleriniň koeffisiýentlerini we azat agza-
laryny deňläp, köpagzalaryň näbel li koeffisiýentlerine görä deňlemeler 
sistemasyna geleris. Ondaky deňlemeleriň sany näbelli koeffisiýentleriň 
sanyndan az bolar. Şoňa görä-de, bu koeffisiýentleriň m sanysy erkin 
bolmaly, beýlekileri olar arkaly tapylmalydyrlar. Näbellileriň san baha-
laryny tapyp, (6)-daky aňlatmalarda goýsak, tapmaklygy talap edilýän 
(1) sistemanyň hususy çözüwlerini kesgitläris. Şeýlelikde, (1) sistemanyň 
umumy çözüwini düzmäge mümkinçilik döreýär.

1-nji mysal.

         dt
dx x y

dt
dy

x y

2

3 4

= +

= +
*                          (7)

sistemany çözmeli.
Çözülişi.

Sistemadan görnüşi ýaly, x(t) we y(t) gözlenilýän funksiýalardyr. 
Sistemanyň çözüwini 
   ,x e y et t

1 2c c= =
m m             (8)

görnüşde gözläliň. Bu funksiýalary sistemada goýup, iki bölegini eλt -e  
gysgaldyp, 1c  we 2c  ululyklara görä

,2 3 41 1 2 2 1 2c m c c c m c c= + = +

ýa-da

   2 0

3 4 0

1 2

1 2

m c c

c m c

- + =

+ - =

^

^

h

h
)                         (9)

görnüşli sistema geleris. Bize mälim bolşy ýaly,  (9)  sistemanyň nol 
däl çözüwini tapmak üçin, onuň kesgitleýjisini nola deňläris, ýagny

0=

2 1

3 4

m

m

-

-
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Bu (7) sistemanyň häsiýetlendiriji deňlemesi bolar. Ony 
6 5 02m m- + =  görnüşde ýazarys. Onuň kökleri λ1= 1, λ2= 5.
λ1 = 1 sany (9) sistemada λ-nyň ornuna goýup,

0

3 3 0

1 2

1 2

c c

c c

+ =

+ =
)

sistemany alarys. Bu ýerde 11c =  edip alsak, 12c =-  bolar. Tapylan 
san bahalary (8)-de goýup, (7) sistemanyň birinji hususy çözüwini 

,x e y et t
1 1= =-  görnüşde ýazarys. Soňra λ2 = 5 sany (9)-da goýup,

3 0

3 0

1 2

1 2

c c

c c

- + =

- =
)

sistema geleris. Bu ýerde 11c =  edip alarys. Onda 32c =  bo-
lar. Bulary (8)-de goýup, (7) sistemanyň ikinji hususy çözüwini 

,x e y e3t t
1

5
2

5
= =  görnüşde taparys. Şeýlelikde,

,

,

x e y e

x e y e3

t t

t t

1 1

2
5

2
5

= =-

= =

funksiýalar çözüwleriň fundamental sistemasyny emele getirýär. 
Onuň şeýledigi 

( )W x
e e

e e3

t t

t t5 5

=
-

0!

bolýanlygyndan gelip çykýar. Onda (7) sistemanyň umumy çözüwi

               x C e C e

y C e C e3

t t

t t

1 2
5

1 2
5

= +

=- +
)                       (10)

görnüşde bolar. 
Eger garalýan (7) sistemanyň x (0) = 3, y (0) = 1 başlangyç şertleri 

kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk talap edilse, onda (10)-da x 
we y ululyklaryň orunlaryna degişlilikde 3 we 1 sanlary, t-niň ornuna 
noly goýmaly.

C C

C C

3

1 3

1 2

1 2

= +

=- +
)
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sistemadan C1 = 2, C2 = 1 bahalary kesgitläris. Bu sanlary (10)-da 
goýup, (7) sistemanyň 

x e e

y e e

2

2 3

t t

t t

5

5

= +

=- +
)

görnüşde hususy çözüwini taparys. 
2-nji mysal.

        dt
dx x y

dt
dy

x y2 3

= +

=- +
*            (11)

sistemany çözmeli.
Çözülişi. (11) sistemanyň çözüwini

       ,x e y et t
1 2c c= =
m m           (12)

görnüşde gözläris.
(12)-ni (11) sistemada goýup, iki bölegini eλt köpeldijä gysgaldyp,

                 
3

1 0

2 0

1 2

1 2

m c c

c m c

- + =

- + - =

^

^

h

h
)           (13)

görnüşli sistema geleris. (11) sistemanyň häsiýetlendiriji deňlemesi

 
0=

1 1

2 3

m

m

-

- -   
ýa-da       4 5 02m m- + =

görnüşde bolar. Onuň kökleri , .i i i2 2 21 2 1m m m= + = - = +  
sany (13)-de λ-nyň ornuna goýup,

i

i

1 0

2 1 0

1 2

1 2

c c

c c

- - + =

- + - =

^

^

h

h
)

sistemany alarys. 1c  - i erkin san diýip kabul edýäris. 1c  = 1edip alsak, 
onda i12c = +  bolar. , ,i i2 1 11 1 2m c c= + = = +  sanlary (12)-de 
goýup,



213

cos sinx e e t ie t( )i t t t2 2 2
= = ++

( ) ( )cos sin cos siny i e e t t ie t t1 ( )i t t t2 2 2
= + = - + ++^ h

funksiýalary alarys. 
Bularyň hakyky we hyýaly böleklerini aýyl-saýyl edip, (11)  
sistemanyň hususy çözüwlerini

, ,

( ), ( )

cos sin

cos sin cos sin

x e t x e t

y e t t y e t t

t t

t t

1
2

2
2

1
2

2
2

= =

= - = +

görnüşlerde taparys.
Eger λ2 = 2-i sany (13)-de goýsak, onda ýene ýokardaky tapylan 

funksiýalara geleris. Şoňa görä-de, i22m = -  san üçin (13) sistema-
dan 1c  we 2c  ululyklary gaýtadan tapmaklygyň zerurlygy ýok. Ta-
pylan hususy çözüwler fundamental sistemany emele getirýär. Onda  
(11) sistemanyň umumy çözüwi

.

cos sin

cos sin

x e C t C t

y e C C t C C t

t

t

2
1 2

2
1 2 2 1

= +

= + + -

^

^ ^

h

h h6 @

3-nji mysal.

          dt
dx x y

dt
dy

x y

2

4

= +

=- +
*            (15)

sistemanyň çözüwini tapmaly.
Çözülişi. (15) sistemanyň çözüwini 

      ,x e y et t
1 2c c= =
m m           (16) 

görnüşde gözläris.
Bu funksiýalary we olaryň önümlerini (15) sistemada goýup, eλt funk-
siýa gysgaldyp,

     2 0

4 0

1 2

1 2

m c c

c m c

- + =

- + - =

^

^

h

h
)           (17)

sistema geleris. Bu ýerden
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0=

2 1

1 4

m

m

-

- -

edip, (15) deňlemäniň häsiýetlendiriji deňlemesini

6 9 02m m- + =

görnüşde alarys. Deňlemäniň kökleri λ1 = 3, λ2 = 3. Onda (15) 
sistemanyň çözüwini (16) görnüşde däl-de

        ,x at b e y a t b et t3
1 1

3
= + = +^ ^h h                      

(18)

görnüşde gözlemeli bolýar, sebäbi häsiýetlendiriji deňlemäniň iki 
köki özara deň (kratny). Bu ýerde a, b, a1, b1 näbelli sanlar. Olary 
tapmak üçin (18) funksiýalary we olaryň önümlerini (15) sistemada 
goýup, deňlikleriň iki bölegini e3t funksiýa gysgaldyp,

a a t a b b

a a t a b b

0

0

1 1

1 1 1

- + + - =

- + + - =

^

^

h

h
)

görnüşli sistema geleris.
Bu ýerden a, b, a1, b1 näbellileriň san bahalaryny kesgitlemek üçin 

, , ,a a a b b a a a b b0 0 0 01 1 1 1 1- = + - = - = + - =

dört deňlemeler sistemasyny alarys. Olaryň a we b ikisini erkin sanlar 
hasaplarys, beýlekilerini olar arkaly aňladarys. 

Onda a1 = 1, b1 = a1 + b edip alarys. Goý, a = 0, b = 1 bolsun. 
Onda a1 = 0, b1 = 1 bolar. Bulary (18)-de goýup,

x1 = e3t,     y1 = e3t

funksiýalary alarys. Goý, a = 1, b = 0 bolsun. Onda a1 = 1, b1 = 1 bo-
lar. Bulary hem (18)-de goýup,

x2 = te3t,     y2 = (t + 1)e3t

funksiýalary alarys.
Tapylan funksiýalar çözüwleriň fundamental sistemasyny emele ge-
tirýär. Munuň şeýledigine göz ýetirmek kyn däl. Şeýlelikde, garalýan  
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(15) sistemanyň umumy çözüwi

( ) , ( )x C C t e y C C C t e3t t
1 2

3
1 2 2= + = + +

görnüşde bolar.
4-nji mysal.

        

dt
dx x y z

dt
dy

x y z

dt
dz x y2

= - +

= + -

= -

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]

                             (19)

sistemanyň çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Sistemanyň çözüwini

        , ,x e y e z et t t
1 2 3c c c= = =
m m m                      (20)

görnüşde gözläris.
(20)-däki funksiýalary (19) sistemada goýup, alnan her bir 

deňligiň iki bölegini eλt-e  gysgaldyp, , ,1 2 3c c c  näbellilere görä

             
( )

( )

1 0

1 0

2 0

1 2 3

1 2 3

1 2 3

m c c c

c m c c

c c mc

- - + =

+ - - =

- - =

*           (21)

deňlemeler sistemasyny alarys. Onuň kesgitleýjisini nola deňläp, ýagny
1 1 1

1 1 1

2 1

0

m

m

m

- -

- -

- -

=

ýa-da

2 2 0

( )( )1 2 0

3 2

2

m m m

m m m

- - + =

- - - =

görnüşli häsiýetlendiriji deňlemäni alarys. Deňlemäniň λ1 = 1, 
λ2 = 2, λ3 = –1 kökleriniň her biri üçin (21) sistemany çözüp,  (20)-
däki formulalardan (19) sistemanyň üç hususy çözüwini kesgitläris:  
λ1 = 1 sany (21)-de goýup,
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0

0

2 0

2 3

1 3

1 2 3

c c

c c

c c c

- + =

- =

- - =

*

sistemany alarys. Sistemanyň matrisasynyň rangy r = 2.
Bu ýerde γ3-i erkin näbelli hasaplarys. Şonuň üçin γ3 = 1 edip 

alsak, onda γ1 = 1, γ2 = 1 bahalary taparys.
(19) sistemanyň birinji hususy çözüwi

, ,x e y e z et t t
1 1 1= = =

görnüşde bolar. λ2 = 2 sany (21)-de goýup,
0

0

2 2 0

1 2 3

1 2 3

1 2 3

c c c

c c c

c c c

- - + =

- - =

- - =

*

sistemany alarys. Onuň rangy r = 2. γ3-i erkin näbelli hasaplarys. γ3 = 1 
edip alsak, onda bu sistemadan γ1 = 1, γ2 = 0 bahalary taparys. (19) 
sistemanyň ikinji hususy çözüwi

, ,x e y z e0t t
2

2
2 2

2
= = =

görnüşde bolar. λ3 = –1 sany  (21)-de goýup,
2 0

2 0

2 0

1 2 3

1 2 3

1 2 3

c c c

c c c

c c c

- + =

+ - =

- + =

*

sistemany alarys. Bu sistemanyň hem rangy r = 2. Erkin näbellä derek   
γ3-i alarys. γ3 = 1 edip, soňky sistemadan

,
5
1

5
3

1 2c c=- =

bahalary alarys. Eger γ1 we γ2 näbellileriň bitin sanlar bolmagyny isle-
nilse, onda soňky sistemadan

,
5 5

3
1

3
2

3c
c

c
c

=- = , bahalarda γ3 = –5

edilip alynsa, γ1 = 1, γ2 = –3 bolar. 
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Bu sanlary (20)-de goýup, (19) sistemanyň üçünji hususy çözüwini 

, ,x e y e z e3 5t t t
3 3 3= =- =-- - -

görnüşde taparys. Şeýlelikde, tapylan hususy çözüwler

, , ;

, 0, ;

, ,

x e y e z e

x e y z e

x e y e z e3 5

t t t

t t

t t t

1 1 1

2
2

2 2
2

3 3 3
2

= = =

= = =

= =- =-- -

garalýan sistemanyň fundamental sistemasyny emele getirýär.
Garalýan (19) sistemanyň umumy çözüwi

x C e C e C e

y C e C e

z C e C e C e

3

5

t t t

t t

t t t

1 2
2

3

1 3

1 2
2

3

= + +

= -

= + -

-

-

-

*

görnüşde bolar.
5-nji mysal.

        

dt
dx x y z

dt
dy

x y

dt
dz x z3

= - -

= +

= +

Z

[

\

]
]]

]
]]

           (22)

sistemanyň çözüwini tapmaly.
Çözülişi. (22) sistemanyň çözüwini

       , ,x e y e z et t t
1 2 3c c c= = =
m m m                      (23)

görnüşde gözläris. Bu funksiýalary (22)-de goýup, , ,1 2 3c c c  ululyklara 
görä

   
( )

( )

3 (1 ) 0

1 0

1 0

1 2 3

1 2

1 3

m c c c

c m c

c m c

- - - =

+ - =

+ - =

*                      (24)

sistemany alarys. Munuň nol däl çözüwini tapmak üçin onuň kesgit-
leýjisini nola deňläp,
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1 2 5 02m m m- - + =^ ^h h

häsiýetlendiriji deňlemäni alarys. Onuň kökleri 
, ,i i1 1 2 1 21 2 3m m m= = + = -  sanlardyr. λ1 = 1 köki  (24)-de λ-nyň 

ornuna goýup,

0, 0, 3 02 3 1 1c c c c- - = = =

sistemadan ,01 2 3c c c= =-  bahalary taparys. Bu ýerde 3c  erkin 
näbelli san. 13c =-  edip alarys. Onda 0, 11 2c c= =  bolar. λ1 = 1, 

0, 11 2c c= =  13c =-  sanlary (23)-de goýup, (22) sistemanyň

   , ,x y e z e0 t t
1 1 1= = =-           (25)

birinji hususy çözüwini alarys.
Ýokarda görkezilişi ýaly, (24)-de λ2= 1 + 2i sany λ-nyň ornuna 

goýup,

, ,i i i2 0 2 0 3 2 01 2 3 1 2 1 3c c c c c c c- - - = - = - =

sistemany alarys. Sistemanyň ikinji deňlemesinden i21 2c c=  bahany 
soňky deňlemede goýup, 33 2c c=  deňligi alarys. Bu ýerde 2c -ni er-
kin san hasap ederis. 12c =  edip alarys. Onda ,i2 31 3c c= =  bolar.  

1 2 , 2 , 1, 3i i2 1 2 3m c c c= + = = =  sanlary (23)-de goýup,

, ,x ie y e z e2 3( ) ( ) ( )i t i t i t1 2 1 2 1 2
= = =+ + +

funksiýalary alarys.
Eýler formulasyny peýdalanyp, bulary

2 ( 2 2 )

( 2 2 )

( )

cos sin

cos sin

cos sin

x ie t i t

y e t i t

z e t i t3 2 2

t

t

t

= +

= +

= +

ýa-da

cos sin

cos sin

cos sin

x ie t e t

x e t ie t

z e t ie t

2 2 2 2

2 2

3 2 3 2

t t

t t

t t

= -

= +

= +

görnüşlerde ýazarys.
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Bu ýerden olaryň hakyky we hyýaly böleklerini aýyl-saýyl edip,

         2

2

sin

cos

cos

x e t

y e t

z e t

2 2

3

t

t

t

1

1

1

=-

=

=

*                        (26)

         
cos

sin

sin

x e t

y e t

z e t

2 2

2

3 2

t

t

t

2

2

2

=

=

=

*                        (27)

funksiýalary alarys. Bular (22) sistemanyň iki hususy çözüwleri bo-
lar. Şeýlelikde, (25), (26) we  (27)-däki funksiýalar çözüwleriň fun-
damental sistemasyny emele getirýändigine göz ýetirmek kyn däldir.

λ3= 1 – 2i üçin (24) sistemadan , ,1 2 3c c c  ululyklary kesgitlemegiň 
zerurlygy ýok, sebäbi eýýäm fundamental sistema alyndy. 

Şeýlelikde, (22) sistemanyň umumy çözüwi

2

2 2

sin cos

cos sin

cos sin

x C e t C e t

y C e C e t C e t

z C e C e t C e t

2 2 2 2

2

3

t t

t t t

t t t

2 3

1 2 3

1 2 3

=- +

= + +

=- + +

görnüşde tapylar.
6-njy mysal.

        

dt
dx y z

dt
dy

x y z

dt
dz y z

= +

= + -

= +

Z

[

\

]
]]

]
]]

          (28)

sistemany çözmeli.
Çözülişi. (28) sistemanyň çözüwini

         , ,x e y e z et t t
1 2 3c c c= = =
m m m                    (29)

görnüşde gözläris.
(29)-y (28) sistemada goýup, iki bölegini e tm  köpeldijä gysgaldyp,
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( ) 0

(1 ) 0

0

1

1 2 3

1 2 3

2 3

mc c c

c m c c

c m c

- + + =

+ - - =

+ - =

*           (30)

sistemany alarys. Onuň

    
1 1

1 1 1

0 1 1

0

m

m

m

-

- -

-

=      ýa-da    2 03 2m m m- + =

häsiýetlendiriji deňlemesiniň kökleri λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1 bolar. λ1 = 0 
bahany (30)-da goýup,

0

0

0

2 3

1 2 3

2 3

c c

c c c

c c

+ =

+ - =

+ =

*

sistemany alarys. Sistemanyň rangy r = 2.
3c -i erkin näbelli hasaplarys. Bu ýerde 13c =  edip alsak, onda    
2, 11 2c c= =-  bolar. λ1 = 0 we oňa degişli bahalary (29)-da goýup, 

(28) sistemanyň birinji hususy çözüwini x1 = 2,  y1 = – 1,  z1 = 1 görnüşde 
taparys.

λ2 = λ3 = 1 özara deň kökleriň bolanlygy üçin (28) sistemanyň 
beýleki hususy çözüwlerini

     ( ), ( ),

( )

x e a t a y e b t b

z e c t c

t t

t

1 2 1 2

1 2

= + = +

= +
                   (31)

görnüşde gözläris. Bu ýerde a1, a2, b1, b2, c1, c2 näbelli ululyklar. Olaryň 
san bahalaryny kesgitlemek üçin  (31) deňlemedäki aňlatmalary we 
olaryň önümlerini (28) sistemada goýup hem-de alnan deňlikleriň her 
biriniň iki bölegini et köpeldijä gysgaldyp, 

( )

( )

( )

a t a a b c t b c

b t b b a b c t a b c

c t c c b c t b c

1 2 1 1 1 2 2

1 2 1 1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2

+ + = + + +

+ + = + - + + -

+ + = + + +

*

görnüşli deňlikleri alarys.
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Bu ýerden t-niň koeffisiýentlerini we azat agzalaryny deňläp,
a b c

b a b c

c b c

a a b c

b b a b c

c c b c

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

2 1 2 2

2 1 2 2 2

2 1 2 2

= +

= + -

= +

+ = +

+ = + -

+ = +

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]]

ýokarda agzalan näbellilere görä, deňlemeler sistemasyna gele-
ris. Onda b1 = 0, a1 = c1, b2 = c1, a2 = c2 bolar.  Bu ýerde c1 we c2 
hemişelikleri erkin sanlar hasaplalyň. Şonuň üçin c1 = 1, c2 = 0 edip 
alsak, a1 = 1, a2 = 0 bolar. Onda a1 = 1, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 1, c1 =1, c2 = 0 
bahalary (31)-de goýup, (28)  sistemanyň ikinji hususy çözüwini

, ,x te y e z tet t t
2 2 2= = =

görnüşde taparys.
c1= 0, c2 = 1 edip alsak, a1 = 0, a2 = 1 bolar. Onda a1 = 0, a2 = 1, b1 = 0,
b2 = 0, c1 = 0, c2 = 1 bahalary (31)-de goýup (28) sistemanyň üçünji 
hususy çözüwini

, ,x e y z e0t t
3 3 3= = =

görnüşde taparys.
Tapylan hususy çözüwleriň Wronskiý kesgitleýjisi, ýagny

( )W x te e te

e e

e

2 1 1

0

3 0t t t

t t

t2 !=

-

= .

Diýmek, hususy çözüwleriň toplumy çözüwleriň fundamental 
sistemasyny emele getirýär. Şoňa görä-de (28) sistemanyň çözüwini

2 ( )

( )

x C C t C e

y C C e

z C C t C e

t

t

t

1 2 3

1 2

1 2 3

= + +

=- +

= + +

görnüşde ýazmak bolar.
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Üýtgeýän koeffisiýentli birjynsly däl çyzykly deňlemeler 
sistemasynyň çözüwini tapmaklyga Lagranž usuly ulanylypdy. Şoňa 
laýyklykda hemişelik koeffisiýentli sistemalarynyň çözülişlerini şol 
usul bilen görkezeris.

7-nji mysal.

      dt
dx y tg t

dt
dy

x tgt

12
= + -

=- +
*            (32)

sistemany çözmeli.
Çözülişi. Berlen sistema degişli

              dt
dx y

dt
dy

x

=

=-
*            (33)

birjynsly deňlemeler sistemasynyň umumy çözüwini tapmaly. (33) 
görnüşli deňlemäni ikinji tertipli deňlemä getirmek amatly bolýar. 
Sistemanyň birinji deňlemesini differensirläp, x'' = y' deňligi ikinji-
sinde goýsak, onda x'' + x = 0 deňlemä geleris. Onuň çözüwi 
x = C1 cost + C2 sint bolar. Muny differensirläp  (33) sistemanyň bi-
rinji deňlemesinde goýsak, y = –C1 sint + C2 cost funksiýany alarys. 
Şeýlelikde, (33) sistemanyň umumy çözüwini

cos sin

sin cos

x C t C t

y C t C t

1 2

1 2

= +

=- +

görnüşde taparys. Garalýan sistemanyň çözüwini

            ( ) ( )

( ) ( )

cos sin

sin cos

x C t t C t t

y C t t C t t

1 2

1 2

= +

=- +
)                      (34)

görnüşde gözläris.
C1(t) we C2(t) funksiýalary kesgitlemek üçin  (34)-däki funksiýa-

lary (32)-de goýup,
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( ) ( ) 1

( ) ( )

cos sin

sin cos

tg

tg

C t t C t t t

C t t C t t t

1 2
2

1 2

+ = -

- + =

l l

l l
)

görnüşli sistemany alarys. Bu ýerden alarys:

( ) , ( )cos
cos

sinC t t C t
t

t
1 2 2

3

=- =l l .

Bulary integrirläp,

( )

( )

sin

cos
cos

C t C t

C t C
t

t1
1 1

2 2

= -

= + +

deňlikleri alarys. C1 we C2 funksiýalaryň bahalaryny (34)-de goýup, 
(32) sistemanyň umumy çözüwini

cos sin

sin cos

x C t C t tgt

y C t C t 2

1 2

1 2

= + +

=- + +
)

görnüşde taparys, bu ýerde C1 we C2 hemişelik sanlar.

Gönükmeler

Deňlemeler sistemalaryny çözüň:

1. dt
dx x y

dt
dy

y x4

= -

= -
*                          

:

,

.

Jogaby

x C e C e

y C e C e2 2

t t

t t

1 2
3

1 2
3

= +

= -

-

-

2. dt
dx x y

dt
dy

x y

2

4 3

= +

= +
*                          

:

,

.

Jogaby

x C e C e

y C e C e2

t t

t t

1
5

2

1
5

2

= +

= +

-

-

3. dt
dx x y

dt
dy

x y

8 0

0

+ - =

- - =
*                      

:

,

.

Jogaby

x C e C e

y C e C e

2 4t t

t t

1
3

2
3

1
3

2
3

= -

= +

-

-
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4. dt
dx x y

dt
dy

x y

3

3

= -

= +
*                      

:

( ),

( ) .

cos sin

sin cos

Jogaby

x e C t C t

y e C t C t

3 3

3 3

t

t

1 2

1 2

= +

= -

5. dt
dx x y

dt
dy

x y

5

2

= -

= -
*                      

:

,

( 3 3 3 )

( ) .

cos sin

cos sin

sin cos

Jogaby

x C t C t

y C t t

C t t

5 3 5 3

3 3 3

1 2

1

2

= +

= + +

+ -

6. dt
dx x y

dt
dy

x y

2 5

4

= +

=- +
*                   

:

(2 ) 2

( ) ,

( ) .

sin

cos

cos sin

Jogaby

x e C C t

C C t

y e C t C t

2 2

2 2

t

t

3
1 2

1 2

3
1 2

= + +

+ -

= +

6
@

7. dt
dx x y

dt
dy

x y

5 3

3

= +

=- -
*                   

:

( ) ,

( ) .

Jogaby

x C C t e

y C C C t e

3

3

t

t

1 2
2

2 1 2
2

= +

= - -

8. dt
dx x y

dt
dy

y x

4

3

=- +

= -
*                   

:

( ) ,

( ) .

Jogaby

x C C C t e

y C C t e

2 2 t

t

1 2 2

1 2

= - +

= +

9. dt
dx x y

dt
dy

x y3

= -

= +
*                      

:

( ) ,

( ( )) .

Jogaby

x C C t e

y C C t e1

t

t

1 2

1 2
2

= +

=- + +

10. dt
dx x y

dt
dy

x y

3

4

= -

= -
*                      

:

( ) ,

( ) .

Jogaby

x C C t e

y C C C t e2 2

t

t

1 2

1 2 2

= +

= - +
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11. 

dt
dx x y z

dt
dy

y x z

dt
dz x z

2= - -

= - +

= -

Z

[

\

]
]]

]
]]

                 

:

3 ,

2 ,

.

Jogaby

x C C e

y C e C e

z C C e C e2

t

t t

t t

1 2
2

2
2

3
2

1 2
2

3

= +

=- +

= + -

-

-

12. 

dt
dx x y z

dt
dy

x y z

dt
dz x y z

2

2

2

= - +

= + -

= - +

Z

[

\

]
]]

]
]]

                 

:

,

,

.

Jogaby

x C e C e

y C e C e

z C e C e C e

t t

t t

t t t

2
2

3
3

1 2
2

1 2
2

3
3

= +

= +

= + +

13. 

dt
dx x y

dt
dy

x y z

dt
dz y z x

2

3

2 3

= +

= + -

= + -

Z

[

\

]
]]

]
]]

           

:

,

(

( ) ,

(2 )

( )

cos sin

cos

sin

cos

sin

Jogaby

x C e e C t C t

y e C C t

C C t

z C e e C C t

C C t2

3 2

t t

t

t t

1
2 3

2 3

3
2 3

1
2 3

2 3

3 2

= + +

= + +

+ -

= + - +

+ +

^

h6

6

@

@

@

14. 

dt
dx x y z

dt
dy

x y z

dt
dz z x y

2

3 2 3

2

= - -

= - -

= - +

Z

[

\

]
]]

]
]]

                 

:

,

,

( ) .

Jogaby

x C C e

y C C e

z C C C e

3

t

t

t

1 2

1 3

1 2 3

= +

= +

=- + -

Erkin hemişelikler wariasiýasy usuly boýunça çözüň:

15. 
cos

dt
dx y t

dt
dy

x 1

= +

=- +
*                      

:

,

.

cos sin

cos

sin cos

sin cos

Jogaby

x C t C t

t t

y C t C t

t t t t

2
1

2 2

1 2

1 2

= + +

+ +

=- + -

- -

15. Sargyt № 901



16. 
cos

sin

dt
dx y t

dt
dy

x t

=- +

=- +
*                      

:

,

.

sin

Jogaby

x C e C e t

y C e C e

t t

t t

1 2

1 2

= + +

=- +

-

-

17. dt
dx x y e

dt
dy

x y e

2

3 2 6

t

t

2

2

=- + -

=- + +
*            

:

,

.

Jogaby

x C e C e e

y C e C e e

2

3 5

t t t

t t t

1 2
2

1 2
2

= + +

= + +

-

-

18. 

( ) , ( )

cos

sin cos

dt
dx x y t

dt
dy

x y t t

x y

2

0 1 0 2

= + -

=- - + +

= =-

Z

[

\

]
]

]
]

        

:

( ) ,

( ) .

cos sin

cos sin

Jogaby

x t t t

y t t t t

1

2

= - -

= - +

19. 
6 3

dt
dx x y

e

dt
dy

x y
e

4 2
1

2

1

3

t

t

=- - +
-

= + -
-

Z

[

\

]]

]]
              

:

2

,

2 3

.

ln

ln

Jogaby

x C C e

e e

y C C e

e e

2 1

3 1

t

t t

t

t t

1 2

1 2

= + +

+ -

=- - -

- -

-

-

-

-
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VII  bap

DURNUKLYLYK NAZARYÝETI BARADA

Differensial deňlemeleriň çözüwleriniň durnuklylyk 
nazaryýetiniň esasyny goýanlar rus matematigi  A.M. Lýapu-
now we fransuz matematigi A.Puankare. Olar durnuklylyk me-
selesi boýunça  bir döwürde işlän alymlar. Çözüwiň durnukly-
lyk düşünjesi Lýapunow tarapyndan girizilipdir. Şonuň üçin hem 
çözüwiň durnuklylygy Lýapunow manysynda ulanylýar.

XIX asyryň ahyrynda Lýapunow differensial deňlemeler 
sistemasynyň çözüwiniň durnuklylygyny derňemekligiň umumy 
usulyny işläp taýýarlapdyr. Onuň bu ugurda alan ylmy netijeleri 
differensial deňlemeler nazaryýetiniň ösmegine hem-de dürli fizi-
ki we mehaniki sistemalaryň yrgyldylaryny öwrenmeklige itergi 
bolupdyr.

Lýapunowyň ylmy işlerine çenli çözüwiň durnuklylygy mese-
lesi diňe birinji ýakynlaşma atlandyrylýan sistema boýunça çözü-
lipdir (kesgitlenipdir), ýagny deňlemeleriň çyzykly däl agzalarynyň 
hemmesi taşlanylypdyr, üstesine-de onuň şeýle edilmeginiň ka-
nunylygy aýdyňlaşdyrylmandyr. Şeýlelikde, nädog ry netijelere 
gelnipdir. Durnuklylyk baradaky meseläniň birinji ýakynlaşma 
boýunça çözüp bolýanlygynyň şertini Lýapunow takyk anyk-
lapdyr. Lýapunowyň ylmy taglymatlary öz ähmiýetini şu wagta 
çenli saklady we häzirki döwürdäki durnuklylyk meseleleriniň 
derňewlerinde giňden ulanyl ýar.
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§1. Durnuklylyk düşünjesi. Birinji ýakynlaşma boýunça 
çözüwiň durnuklylygynyň derňelişi. 

Lýapunowyň funksiýasy

   , ( ), ..., ( ) ,

( , ..., )
dt

dx
f t x t x t

i n1

i
i n1=

=

^ h                               (1)

sistema garalyň, bu ýerde t – bagly däl üýtgeýän ululyk, x1,...,xn – 
gözlenil ýän funksiýalar, fi – koordinatalar başlangyjynyň etrabynda 
differensirlenýän funksiýalar, fi(t,0,...,0) ≡ 0. t argumente wagt ýaly 
garalýar, (1) sistemanyň her bir hususy çözüwine hereket diýilýär.

Goý, fi(t,x1,...,xn) funksiýalar üznüksiz we olaryň ( , , ..., )
x

f
i j n1

j

i

2

2
=

üznüksiz hususy önümleri bar bolsun, bu ýerde ,t t0 31#  D bolsa 
x1,...,xn üýtgeýänler giňişliginiň çäkli oblasty. Onda (1) sistemanyň    
( ) ( , ..., )t x i n1i i0

0{ = =  başlangyç, şertleri kanagatlandyrýan 
( )x ti{=  ýeke-täk çözüwi bardyr.

Kesgitleme. Eger 06 2f  üçin ( ) 02d d f=  bar bolup, (1) 
sistemanyň her bir ( ) ( , ..., )x t i n1i i}= =  çözüwiniň başlangyç ba-
halary üçin x xi i

0 0 1 d-  deňsizlikler ýerine ýetende, t-niň ,t0 3h6  
ýarym kesimdäki hemme bahalarynda

( ) ( )t ti i 1} { f-

deňsizlikler ýerine ýetse, ( )( , ..., )x t i ni i{= =  çözüwe (1) sistemanyň 
Lýapunowyň manysynda durnukly çözüwi diýilýär, bu ýerde 

( )x ti i}=  (1) sistemanyň ( )t xi i0
0} =  başlangyç şertleri kanagat-

landyrýan çözüwi.
Eger ( )x ti i{=  çözüw (1) sistemanyň durnukly çözüwi bolmasa, 

onda oňa durnuksyz çözüwi diýilýär.
Eger ( )x ti i{=  funksiýa  (1) sistemanyň durnukly çözüwi bol-

magyndan başga

     ( ) ( )lim t t 0
t

i i{ }- =
"3

                                 (2)

şerti kanagatlandyrsa, oňa (1) sistemanyň asimptotik durnukly çözü-
wi diýilýär.
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(1) sistemanyň nol däl çözüwiniň durnuklylygynyň derňe-
lişini öwürme arkaly alnan nol çözüwli sistemanyň çözüwiniň 
durnuklylygynyň derňelişine getirmek bolýar.

Goý, ( ) ( , ..., )x t i n1ii {= =  (1) sistemanyň durnuklylyga 
derňelýän çözüwi, ( )x ti i}=  ol sistemanyň erkin çözüwi bolsun. Geti-
rilmeli nol çözüwli sistemanyň bolmaklygy üçin ( ) ( ) ( )t t u ti i i} {- =  
çalşyrmany edeliň. Onda u1(t)  (i = 1,...,n) täze gözlenilýän funksiýa-
lar bolar.

Ýokardaky deňlikleri differensirläp,

dt

d

dt

d

dt

dui i i} {
- =

ýa-da

( , , ..., ) ( , , ..., )

( , , ..., , ..., ) ( , , ..., )
dt

du
f t f t

f t u u f t

i
i n i n

i n n i n

1 1

1 1 1

} } { {

{ { { {

= - =

= + -

görnüşli deňlikleri alarys.
Soňky tapawudy Fi(t,u1,...,un) bilen belgilesek, onda başdaky (1) 

sistema

      ( , , ..., ),

( , ..., )
dt

du
F t u u

i n1

i
i i n=

=

                                  (3)

görnüşi alar. Bu sistemadaky gözlenilýän funksiýalaryň orunlaryna 
nol goýsak, onda (3) sistema 0 ≡ 0 toždestwo öwrüler.

Diýmek, u(t) = 0  (i = 1,...,n) (3) sistemanyň çözüwi. Şeýlelikde, 
(1) sistemanyň ( )x ti i{=  çözüwiniň durnuklylygynyň derňelişi (3) 
sistemanyň ui(t) = 0 çözüwiniň durnuklylygynyň derňelişine getiril-
di. Şoňa görä-de (1) sistema (3) görnüşe getirilen diýip hasap edeliň 
(düşüneliň) hem-de onuň ui(t) ≡ 0 çözüwiniň durnuklylyk ýagdaýy-
na garalyň. Ýokarda getirilen kesgitlemäni (3) sistema üçin aşakdaky 
görnüşde ýazalyň.

Kesgitleme. Eger 06 2f  üçin ( ) 02d d f=  bar bolup  
( ) ( ) ( , , ..., )u t i n1 2i 0 1 d f =  deňsizlikler ýerine ýetende, t-niň ,t0 3h6  

ýarym kesimdäki hemme bahalary üçin ( ) ( , , ..., )u t i n1 2i 1 f =  
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deňsizlikler ýerine ýetse, onda ui(t) ≡ 0 çözüwe (3) sistemanyň Lýa-
punow manysynda durnukly çözüwi diýilýär.
Mundan başga-da

( ) , ( , , ..., )lim u t i n0 1 2
t

i = =
"3

bolsa, ui(t) ≡ 0 çözüwe (3) sistemanyň asimptotik durnukly cözüwi 
diýilýär.

(1) sistemany

          ( , , ..., )
dt

dx
a x t x xi
i j j i

j

n

n
1

1o= +
=

/                          (4)

görnüşe getirmek bolýar, bu ýerde

( , , ..., )
, ( , , ..., )a

x

f t
i j n

0 0
1ij

i

i

2

2
= =

koeffisiýentler hemişelik sanlar, vi funksiýalar x1 = x2 =...= xn = 0 
nokadyň etrabynda ...r x xn1

2 2
= + +  bilen deňeşdirilende tertibi 

birden ýokary tükeniksiz kiçi ululyklar.
(1) sistemanyň (4) görnüşli sistema getirmek üçin, ol sistemanyň 

sag bölegini koordinatalar başlangyjynyň etrabynda Teýlor hataryna 
dagytmaly. Soňra alnan sistemada emele gelen çyzykly däl agzalary 
taşlap,

         , ( , ..., )
dt

dx
a x i n1i
ij j

j

n

1

= =
=

/                               (5)

görnüşli çyzykly sistemany alarys. (5) sistema (1) sistemanyň birinji 
ýakynlaşmasy diýilýär. Mälim bolşy ýaly, (5) birjynsly deňlemeler 
sistemasy. Onuň häsiýetlendiriji deňlemesi

   ....

...
0

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

m

m

m

-

-

-

=                            (6)

m görä n derejeli algebraik deňlemedir.
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Goý, , , ..., n1 2m m m  sanlar onuň kökleri bolsun. (4) sistemanyň nol 
çözüwiniň durnuklylygyny görkezýän ýeterlik şertleri özünde sak-
laýan birnäçe teoremalaryň subutlarynyň üstünde durmazdan, olaryň 
şertlerini mysallarda barlap görmegi makul bildik.

1-nji teorema.
Eger (6) häsiýetlendiriji deňlemäniň kökleriniň hemmesi otrisa-

tel sanlar bolsa, 

( , , ..., ), ( , , ..., )t x x i n1 2i n1o =

funksiýalaryň hemmesi

   ( , , ..., ) ,

( , , ..., )

v t x x Mr

i n1 2

i n1
1#

=

a+

                               (7)

şerti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyň nol çözüwi durnukly, bu 
ýerde .... , ,r x x 0n1

2 2 2a= + +  M – hemişelikler.

2-nji teorema.
Eger (6) häsiýetlendiriji deňlemäniň kökleriniň hemmesiniň 

hakyky bölekleri otrisatel sanlar bolsa we ( , , ..., ), ( , , ..., )v t x x i n1 2i n1 =  
funksiýalaryň hemmesi (7) şerti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyň 
nol çözüwi durnukly.

3-nji teorema.
Eger (6) häsiýetlendiriji deňlemäniň kökleriniň iň bolmanda biri-

niň hakyky bölegi položitel san bolsa we ( , , ..., ), ( , , ..., )v t x x i n1 2i n1 =  
funksiýalaryň hemmesi (7) şerti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyň 
nol çözüwi durnuksyz.

1-nji mysal.

dt
dx xy x y

dt
dy

x y x y

2

5 2 34 3

= - +

= + + -
*

sistemanyň nol çözüwiniň durnuklylygyny derňemeli.
Çözülişi. x = 0, y = 0 garalýan sistemanyň çözüwidigini görýäris.
Sistemany
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( , , )

( , , )

dt
dx x y v t x y

dt
dy

x y v t x y2 3

1

2

=- + +

= - +

                            (8)

görnüşde ýazarys:

,v xy v x y2 51 2
4 3

= = +

(8) sistemanyň çyzykly däl bölekleridir.
Onda garalýan sistema üçin birinji ýakynlaşma

dt
dx x y

dt
dy

x y2 3

=- +

= -
*

görnüşde bolar. Munuň
1 1

2 3
0

m

m

- -

- -
=        ýa-da      4 1 02m m+ + =

häsiýetlendiriji deňlemesiniň kökleri 

,2 3 2 31 2m m=- + =- -

otrisatel sanlar. Şeýlelikde, 1-nji teoremanyň ilkinji şerti ýerine ýet-
ýär.

Teoremanyň soňky şertini derňemek üçin v1 we v2 funksiýa-
lary bahalandyralyň. x we y-i polýar koordinatalar sistemasy arkaly 
aňladarys: , ,cos sinx r y{ {= =  bu ýerde r x y2 2

= + . Onda

r , ,cos sin sinv xy r r v r2 2 2 1 11
2 2 2

1
1 1$ $# #{ { {= = = +

bu ýerde , .M1 1a = =

, ,cos sin

v x y x y x y

r r v r

5 5

1 1

2
4 3 4 3 2 2

2 2 2 2
2

1 1$ $

#

#{ {

= + = + + =

= + = +

bu ýerde hem , .M1 1a = =
Şeýlelikde, 1-nji teoremanyň şertleri ýerine ýetýär.

Diýmek, garalýan sistemanyň nol çözüwi durnukly.
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2-nji mysal.

sin

cos

dt
dx x y

dt
dy

e y y

2 8

2 3e

= +

= - - -
*

sistemanyň x = 0, y = 0 nol çözüwiniň durnuklylygyny derňemeli.
Çözülişi.

Sistemadaky siny, ex, cosy çyzykly däl funksiýalary Makloren formu-
lasy boýunça dagydyp, ýagny

! !
...,

!
...,

!
...,

sin

cos

y y
y y

e x x

y
y y

3 5

1
2

1
2 4

x

3 5

2

2 4

= - + -

= + + +

= - + -

aňlatmalary garalýan sistemada orunlaryna goýup,

! !
..

!
...

! !
...

dt
dx x y

y y

dt
dy

x x y
y y

2 8
3 5

2 1
2

3 1
2 4

3 5

2 2 4

= + - + -

= - + + + - - - + -

c

c c

m

m m

Z

[

\

]]

]]

görnüşli sistemany alarys.
Soňky sistemanyň çyzykly däl agzalaryny v1 we v2 bilen belgiläp, ony

dt
dx x y v

dt
dy

x y v

2 8

3

1

2

= + +

=- - +
*

görnüşde ýazarys.
Bu ýerden garalýan sistema üçin 

,
dt
dx x y

dt
dy

x y

2 8

3

= +

=- -

birinji ýakynlaşma sistemany alarys.
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Munuň

0
2 8

1 3

m

m

-

- - -
=        ýa-da   3 02m m+ + =

häsiýetlendiriji deňlemesiniň

i
2
1

2
3

,1 2m =- +

kökleriniň hakyky bölekleri otrisatel sanlar. Diýmek, 2-nji teoremanyň 
birinji şerti ýerine ýetýär.
v1 we v2 çyzykly däl bölekler koordinatalar başlangyjynyň etrabynda.

r x y2 2
= +  görä tertibi birden ýokary tükeniksiz kiçi ululyklar.

v1 we v2 ululyklar bahalandyrylanda

, ,

, ( )

( )
, ,

v r M r

M x y

e
r M e

15
1

15
1 4 1

2
1

2
1 1

1
5 1 4

1
2 2

2
2

2

#

#

#

a

o a

=

= = +

+
= + =

+

deňsizlikler alyndy.
Garalýan sistemanyň x = 0, y = 0 çözüwi durnukly.

Çözüwiň durnuklylygyny derňemegiň ýene bir usulyna 
Lýapunowyň funksiýalar usuly (ýa-da Lýapunowyň ikinji usuly) 
diýilýär. Bu usulyň öňki usula garalanda käbir artykmaçlygy bar. Ol 
hem garalýan sistemanyň çözüwini tapmazdan, onuň durnuklylygyny 
derňemek bolýar. Ýöne bu usuly ulanmak aňsat däl, sebäbi Lýapunowyň 
v(x1,...,xn) funksiýasyny x1,...,xn ululyklaryň dürli ýa-da deň derejeli 
köpagzalaryň jemi görnüşinde gözlemeli bolýar. v(x1,...,xn) funksiýany 
gurmagyň umumy usulynyň ýoklugy belli. Ýöne onuň aşakdaky

( , ) ,

( , ) ,

( , ) , ( , )

v x x ax bx

v x x ax bx

v x x ax bx a b0 0> >

1 2 1
2

2
2

1 2 1
4

2
4

1 2 1
4

2
2

= +

= +

= +

görnüşlerde gözlenilýänligi mälim.
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Kähalatlarda v funksiýanyň

,v a x x a a
,

ij i j ij ji
i j

n

= =/

kwadratik forma görnüşinde gözlenilýändigini hem-de onuň çözgüdi-
ne bolan şertleri käbir ýazarlar öz gollanmalarynda belleýärler.

Goý, v(x1,...,xn) funksiýanyň koordinatalar başlangyjyny özünde 
saklaýan D oblastda üznüksiz we üznüksiz hususy önümleri bar bolsun.

Kesgitleme. Eger D oblastda v(x1,...,xn) ≥ 0 we x1 =...= xn = 0 baha-
da v(x1,...,xn) = 0 bolsa, onda v(x1,...,xn) funksiýa şol oblastda položitel 
kesgitlenen funksiýa diýilýär. Bu kesgitleme üçin ...v x xn1

2 2
= + +  

funksiýa mysal bolup biler, sebäbi ol x1 =...= xn = 0 nokadyň islendik 
etrabynda položitel kesgitlenen. n = 2 bolan ýagdaýda v x x1

2
2
2

= +  
funksiýa (x1, x2) tekizligiň koordinatalar başlangyjynda galtaşýan 
paraboloid aýlanmasyny emele getirýär (1-nji surat). Onuň beýleki 
nokatlary ol tekizlikden ýokarda ýatýarlar. Bize mälim bolşy ýaly, v 
funksiýanyň dereje çyzyklary ( 0)x x C C1

2
2
2 $+ =  töwereklerdir. 

Bu ýerden görnüşi ýaly, x x C1
2

2
2

+ =  ýapyk egriler. Bular 0C "+  
bolanda (0,0) nokada dartylýarlar.

1-nji surat
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Çözüwiň durnuklylygyny derňemek üçin ulanyljak v(x1,...,xn) funk-
siýa Lýapunowyň funksiýasy diýilýär.

Indi (1) sistemanyň nol çözüwiniň durnuklylygyny derňemäge 
degişli teoremany getireliň.

4-nji teorema.
Eger v(x1,...,xn) differensirlenýän funksiýa D oblastda

1) v(x1,...,xn) ≥ 0 we v(0,...,0) = 0
2) v(x1,...,xn) funksiýanyň doly önümi bolup,

3) . ( , , ..., ) ,
dt
dv

x
v

dt

dx
x
v f t x x t t0

i

i

i

n

i
i n

i

n

1
1 0

12
2

2
2 # #= =

= =

/ /

şertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda (1) sistemanyň xi(t) = 0 çözüwi 
Lýapunowyň manysynda durnukly.

Eger v(x1,...,xn) funksiýa teoremadaky görkezilen şertlerden başga

( , ..., ) 0,
dt
dv x x t tn1 01# #~-

deňsizligi kanagatlandyrsa, onda (1) sistemanyň xi(t) = 0 çözüwi 
asimptotik durnukly, bu ýerde ( , ..., )x xn1~  D oblastda ( , ..., )x xn1~  ≥ 0 
üznüksiz, x1= 0,...,xn = 0 nokatda nola öwrülýän funksiýa. Bu ýerde 
bir zady bellemek gerek. Ol hem teoremadaky 

dt
dv  önüm düzülende

( , ..., )
dt

dx
i n1i =  önümleri garalýan (1) sistemanyň sag bölegindäki

fi (x1,...,xn) (i = 1,2,...,n) funksiýalar bilen çalşyrylmalydygy ünsden 
düşürilmeli däldir.

Ýokarda agzalan teoremanyň v =v (t, x1,...,xn) görnüşli funksiýa 
üçin hem dogrulygyny Lýapunow öz işinde subut edenligi mälim-
dir. Onuň üçin ol teoremanyň birinji şertiniň ýerine koordinatalar 
başlangyjynyň etrabynda (t ≤ t0)

( , , ..., ) ( , ..., )v t x x x x 0n n1 1 2$ ~

şert bilen çalşyrylmalydygy aýdylýar, bu ýerde ~ – üznüksiz funk-
siýa, koordinatalar başlangyjynda

( ,0, ...,0) (0, ...,0) 0v t ~= =
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Ikinji şert öňküligine galýar, ýagny 0,
dt
dv #  ýöne 

( , , ..., )
dt
dv

dt
v

x
v f t x x
i
i n

i

n

1
1

2
2
2= +

=

/

görnüşde bolýar.
3-nji mysal.

dt
dx xy

dt
dy

yx

2

2

=-

=
*

sistemanyň çözüwiniň durnuklylygyny anyklamaly.
Çözülişi.

Garalýan sistema üçin v = 2x2 + y2 funksiýany alalyň. Bu položitel 
kesgitlenen funksiýadyr, ýagny

( , ) , (0,0) 0v x y v0$ = .

Onuň önümi

. ( ) ( )

( ) ( ) .

,
( , )

,
( , )

bolanda

dt
dv

x
v

dt
dx

y
v

dt
dy

x
dv xy

y
v yx

x xy y yx x y y x x y

x y

dt
dv

dt
dv x

dt
dv y

4 2 4 2 2

0 0

0
0

0
0

0

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

$
2
2

2
2

2 2
2

1

! !

= + = - +

= - + =- + =-

= =

Diýmek, garalýan sistemanyň x = 0, y = 0 çözüwi durnukly.
4-nji mysal.

dt
dx y x

dt
dy

x y

5 2

5 3

3

3

=- -

= -
*

sistemanyň çözüwiniň durnuklylygyny derňemeli.
Çözülişi.

Goý, v = x2 + y2 görnüşde berlen bolsun.
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Onda

( , ) , ( , ) .

. ( ) ( )

( ) .

v x y v

dt
dv

x
v

dt
dx

y
v
dt
dy

x y x y x y

x y x y

0 0 0 0

2 5 2 2 5 3

4 6 4 6 0

3 3

4 4 4 4

2
2

2
2

$

G

=

= + = - - + - =

=- - =- +

Diýmek, x = 0, y = 0 çözüw asimptotik durnukly.

Gönükmeler

Lýapunowyň birinji ýakynlaşma usuly boýunça sistemalaryň nol 
çözüwleriniň durnuklylygyny derňäň:

1. dt
dx x y

dt
dy

x y

2 5

2 2

=- -

= +
*   jogaby:  durnukly.

2. dt
dx x y

dt
dy

x y

5

7

=- +

= -
*   jogaby: asimptotik durnukly.

3. dt
dx x y

dt
dy

x y

3 4

4

= -

= -
*   jogaby: durnuksyz.

4. 
sin

dt
dx x y x

dt
dy

x y y

3

4
1 2

6
1

5

3

=- + +

= - -
*  jogaby:  durnukly.

5. 
cos

dt
dx e y x

dt
dy

x y y

2 5 2

6 6

x 4

2

= + - +

= + - -
*  jogaby: durnuksyz.



239

6. 
( )sin ln

dt
dx x y

dt
dy

x y x y

4 1

2

= + +

= + +
*   jogaby: durnuksyz.

7. 
cos

dt
dx e x

dt
dy

y e

3

4 8 2

x y

y

2
= -

= + -

+

*   jogaby: durnuksyz.

Lýapunowyň funksiýasy usuly boýunça sistemalaryň nol 
çözüwleriniň durnuklylygyny anyklamaly:

8. dt
dx xy

dt
dy

yx

v x y

4

4

4 4
=-

=

= +*           Lýapunowyň funksiýasy.

9. dt
dx y x

dt
dy

x y

v x y
3

7

3

3

2 2
= -

=- -

= +*        Lýapunowyň funksiýasy.

10. dt
dx y x

dt
dy

x y

v x y

3

3

2 2
=- -

= -

= +*           Lýapunowyň funksiýasy.

11. 
( )( )

( )( )

2dt
dx x y x y

dt
dy

y x x y

v x y
2 1 3

1 3

2 2

2 2

2 2
=- - - -

=- + - -

= +*

                 Lýapunowyň funksiýasy.
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§2. Wagta garaşly bolmadyk iki deňlemeli sistema

Sistemany

           
( , )

( , )

dt
dx f x y

dt
dy

f x y

1

2

=

=
*                                       (1)

görnüşde ýazarys.
(1) sistemanyň sag bölegi t argumenti anyk görnüşde saklamaýan-
lygyny görýäris. (1) görnüşli sistema awtonom sistema diýilýär. 
f1(x,y) we f2(x,y) xOy tekizligiň kesgitli D oblastynda differensir-
lenýän üznüksiz funksiýalar. Eger (1) sistemanyň sag bölegi x = x0, 
y = y0 bahalarda nola öwrülse, ýagny ( , ) ( , )f x y f x y 01 0 0 2 0 0= =  bolsa, 
onda M (x0, y0) nokada (1) sistemanyň asuda (rahat) nokady diýilýär. 

Eger (1) sistemanyň sag bölegi x we y-e görä çyzykly funksiýalar 
bolsa, onda (1) sistema

        dt
dx a x a y

dt
dy

a x a y

11 12

21 22

= +

= +
*                                   (2)

görnüşi alar, bu ýerde

0, ( , 1,2)
a a

a a
a i jij

11 12

21 22

! =

koeffisiýentler hemişelik sanlar.
Bu ýerden görnüşi ýaly, x = 0, y = 0 (2) sistema üçin asuda nokatdyr. 
Ony M (0,0) bilen belgiläliň. Bu nokadyň etrabynda (2) sistemanyň 
çözüwiniň grafiginiň (traýektoriýasynyň) ýerleşişine gararys. 
Mälim bolşy ýaly, (2) sistemanyň çözüwiniň görnüşleri häsiýetlen-
diriji deňlemäniň kökleriniň görnüşlerine baglydyr. Şonuň üçin (2) 
sistemanyň häsiýetlendiriji deňlemesini

0
a a

a a

11 12

21 22

m

m

-

-
=

görnüşde ýazarys. Munuň köklerini 1m  we 2m  bilen belgiläris.
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(2) sistemanyň umumy çözüwini bu kökleriň görnüşlerine baglylykda 
taparys.

1. Goý, 1m  we 2m  hakyky we dürli sanlar bolsun. Onda (2) 
sistemanyň umumy çözüwi

            x C e C e

y C e C e

t t

t t

1 11 2 21

1 12 2 22

1 2

1 2

c c

c c

= +

= +

m m

m m
)                               (3)

görnüşde bolar, bu ýerde ( , , )i j 1 2ijc =  – hemişelik sanlar, C1, C2 – er-
kin hemişelikler. Eger ,0 01 21 1m m  bolsa, onda x = 0, y = 0 asuda 
nokat asimptotik durnukly, sebäbi t " 3 bolanda ,x y0 0" " . Bu 
ýagdaýda M(0,0) nokada durnukly düwün nokady diýilýär (2-nji surat).

2-nji surat

Goý, 0, 01 22 2m m . Eger t " 3- , bolsa, onda sistemanyň 
traýektoriýasy öňki ýaly, ýöne nokatlar traýektoriýa boýunça öňküniň 
tersine hereket edýärler. Bu ýagdaýda M(0,0) nokada durnuksyz 
düwün nokady diýilýär (3-nji surat). Suratda peýkamlar t-niň artma-
gy bilen nokadyň traýektoriýa boýunça hereketiniň ugruny görkezýär.

16. Sargyt № 901
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3-nji surat

2. Eger 0, 01 21 2m m  (ýa-da 0, 01 22 1m m ) bolsa, onda asuda 
nokat durnuksyz, sebäbi bu ýerde t " 3 bolanda, e t2 " 3m  bolýar. 
(3)-den C1 = 0 bolanda

,x C e y C et t
2 21 2 22

2 2c c= =
m m

traýektoriýa boýunça koordinatalar başlangyjynyň etrabyndaky nokat-
lar tükeniksizlige tarap gidýärler. C2 = 0 bolan ýagdaýda t " 3 bolanda

,x C e y C et t
1 11 1 12

1 1c c= =
m m

traýektoriýa boýunça nokatlaryň hereketi koordinatalar başlangyjyna (asuda 
nokada) tarap bolýar. Bu ýagdaýda M(0,0) nokada eýer diýil ýär (4-nji surat).

4-nji surat
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3. Goý, ,i i1 2m a b m a b= + = -  bolsun. Bu köklere degişli (2) 
sistemanyň umumy çözüwi

( )

)

cos sin

cos sin

x e C t C t

y e C t C t

t

t

1 2

1 2

b b

b b

= +

= +

a

a ^
)

görnüşde tapylýar, bu ýerde ,C C1 2  sanlar C1 we C2 sanlaryň 
jemi ýa-da tapawudy. Eger , t0 " 31a  bolsa, onda e 0t

"
a , 

ýaýlardaky aňlatmalar çäkli. Şeýlelikde, ,x y0 0" " . Bu ýag-
daýda M(0,0) nokada durnukly fokus diýilýär (5-nji surat). 
Sistemanyň traýektoriýasy spirala öwrülýär. Eger 0, t " 32a -  
bolsa, onda ,x y0 0" " . Ýene öňki traýektoriýa, ýöne t-niň 
artmagy bilen hereket onuň tersine bol ýar, ýagny koordinata-
lar başlangyjyndan daşlaşýar. M(0,0) nokada durnuksyz fokus 
diýil ýär.

5-nji surat

4. Eger 0a =  bolsa, onda ,i i1 2m b m b=+ =-  bolar. Bu ýag-
daýda M(0,0) nokady gurşap alan ýapyk traýektoriýalar (egriler) eme-
le gelýär. M(0,0) nokada merkez diýilýär (6-njy surat).
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6-njy surat

Bu nokat asimptotik durnuksyz, sebäbi t " 3 ýagdaýy üçin

cos sin

cos sin

x C t C t

y C t C t

1 2

1 2

b b

b b

= +

= +
)

çözüw nola ymtylmaýar.
5. 1 2m m=  bolanda (2) sistemanyň umumy çözüwi

( )

( )

x C C t e

y C C t e

t

t

1 11 2 12

1 21 2 22

1

2

c c

c c

= +

+ +

m

m

görnüşde tapylýar.
Eger 01 2 1m m=  we t " 3 bolanda 0, 0x y" " , sebäbi

( )

( )

lim

lim

C C t e

C C t e

0

0

t

t

t

t

1 11 2 12

1 21 2 22

1

2

c c

c c

+ =

+ =

"

"

3

3

m

m

M (0,0) nokat asimptotik durnukly. Bu nokada durnukly düwün no-
kady diýilýär. Eger 012 22c c= =  bolsa, onda oňa durnukly düwün 
diýilýär (7-nji surat).
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7-nji surat

Eger 01 2 2m m=  bolanda t-ni – t çalşyryp, öňki ýagdaýa gelner. 
Ýöne nokadyň hereketiniň ugry traýektoriýa boýunça tersine bolar. 
Bu ýagdaýda asuda nokada durnuksyz düwün nokady diýilýär.

Mysal.

dt
dx x y

dt
dy

x y

3

6 5

= +

=- -
*

sistemanyň asuda nokadynyň adyny anyklamaly.
Çözülişi.

Garalýan sistema üçin M(0,0) asuda nokat. Onuň adyny anyklamak 
üçin sistemanyň häsiýetlendiriji deňlemesini

0
1 3

6 5

m

m

-

- - -
=     ýa-da   4 13 02m m+ + =

görnüşde ýazalyň. Onuň kökleri 2 3 , 2 3i i1
2m m=- + =- -  bolar. 

Diýmek, sistema durnukly fokusa eýe.
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Gönükmeler

Sistemalaryň asuda nokatlarynyň atlaryny anyklamaly.

1. dt
dx x

dt
dy

x y

3

2

=

= +
*    2. dt

dx x

dt
dy

x y2

=

= -
*

. dt
dx x y

dt
dy

x y

3
2 5

2 2

=- -

= +
*   4. dt

dx x y

dt
dy

x y

3

2

= +

=- +
*

5. dt
dx x y

dt
dy

x y

2=- +

= +
*    6. dt

dx x y

dt
dy

x y

3=- +

=- +
*

7. dt
dx x y

dt
dy

x y

2

3

=- -

= -
*    8. dt

dx x y

dt
dy

x y

2
7
5

7 3

=- +

= -
*

9. dt
dx x

dt
dy

x y

2=

= +
*    10. dt

dx x y

dt
dy

x y

3 2

4

=- +

= -
*

11. dt
dx x y

dt
dy

x y

3 4

2

= -

= -
*    12. dt

dx x y

dt
dy

x y

2 5

2 2

=- -

= +
*

13. dt
dx x y

dt
dy

x y

2

3 4

= -

= +
*    14. dt

dx x y

dt
dy

x y

2

2 3

= -

= -
*
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VII I  bap

BIRINJI TERTIPLI HUSUSY ÖNÜMLI 
DIFFERENSIAL DEŇLEMELER

Bu bapda ady differensial deňlemelere getirilýän deňlemelere, 
ýagny çyzykly we kwaziçyzykly hususy önümli deňlemelere degişli 
düşünjeleri bereris hem-de deňlemeleriň çözüliş usullaryny beýan 
ederis.

§1. Birjynsly çyzykly deňlemeler

  ( , ... ) ..... ( , ...., ) 0P x x
x
u P x xn n n1 1
1

12
2 + + =                    (1)

görnüşli deňlemä birjynsly çyzykly hususy önümli deňleme diýil-
ýär, bu ýerde x1,........xn bagly däl üýtgeýän ululyklar, u = u(x1,....xn) 
gözlenilýän funksiýa, ( , ..., ), ( , .... )P x x i n1i n1 =  koeffisiýentler kä-
bir ( , ..... )x x D Rn

n
1
0 0 ! !  nokatlaryň etrabynda hemme argumentleri 

boýunça üznüksiz we üznüksiz hususy önümleri bar bolan, hem-de 
şol bir wagtda bu nokatda nola öwrülmeýän funksiýalardyr, ýagny

( , ...., )P x x 0
1

i n
i

n

1 2
-

/

(1) deňlemäniň çözüwini tapmaklyk meselesi

          
( , ... )

...
( , ... )P x x

dx

P x x
dx

n n n1 1

1

1

= =                          (2)

ady differensial deňlemeler sistemasynyň çözüwiniň tapmaklygyna 
getirilýär.
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Eger ( , ...., )x xn1{  differensirlenýän funksiýa (2) sistemanyň çözü-
wi bolsa, onda ( , .... )u x xn1{=  funksiýa (1) deňlemäniň çözüwidir we 
tersine. (2)-ä simmetrik görnüşli sistema diýilýär. (2) deňlemeler sis-
temasyna (1) hususy önümli deňlemäniň häsiýetlendiriji sistemasy 
diýilýär. (2) sistemanyň her bir çözüwine (1) deňlemäniň häsiýetlen-
dirijileri ýa-da häsiýetlendiriji egrileri diýilýär. 

Eger D oblastda (2) sistemanyň bagly däl çözüwleri

         ( , ...., ) , ...., ( , ...., )x x C x x Cn n n n1 1 1 1 1 1{ {= =- -                 (3)

görnüşde tapylan bolsa, onda (1) sistemanyň umumy çözüwi
( , ...., )u n1 1{ {U= -  görnüşde bolar (tapylar), bu ýerde Ф – erkin dif-

ferensirlenýän funksiýa. Bu çözüw özünde islendik hususy çözüwi 
saklaýar.

(3)-däki çözüwleriň her birine (2) sistemanyň birinji integ-
raly diýilýär. Olaryň çep bölegindäki , ...., n1 1{ { -  funksiýalar (1) 
deňlemäniň çözüwleridir.

Indi (1) deňleme üçin Koşi meselesini kesgitläliň.
Kesgitleme. (1) deňlemäniň

( , ...., , ) ( , ....., )u x x x x xn n n1 1
0

1 1{=- -

şerti kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk meselesine Koşi meselesi 
diýilýär. Bu ýerde xn

0 – berlen san, ( , ...., )x xn1 1{ -  berlen differensir-
lenýän funksiýa.

Eger deňleme

( , ....., ) ... ( , ...., ) ( , ...., )P x x
x
u P x x

x
f x xn n n

n
n1 1

1
1 12

2
2
2{

+ + =

görnüşde berlen bolsa, onda onuň häsiýetlendiriji deňlemesi

...
P

dx

P

dx

f
du

n

n

1

1 = = =

görnüşde ýazylar. Bu görnüşli hususy önümli deňlemä birjynsly däl 
çyzykly deňleme diýilýär.

Ýokarda getirilen düşünjeleriň we käbir umumy tassyklamalaryň 
çözgütleriniň beýanynyň düşünilmesi ýönekeý (aňsat) bolar ýaly, hem- 
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-de birnäçe aňlatmalaryň gelip çykyşyny ýönekeýleşdirilen görnüşde 
öwrenmek maksady bilen (1) deňlemäni iki we üç argumentli gözlenil-
ýän funksiýalar üçin garamaklygy makul bildik. Sebäbi olara degişli 
mysallary we meseleleri özbaşdak çözmäge okyjylaryň (talyplaryň) 
endiklerini artdyrar diýen niýet göz öňünde tutuldy.

(1) deňlemäni iki argumentli gözlenilýän funksiýa üçin

            ( , ) ( , ) 0P x y
x
u P x y

y
u

1 22
2

2
2+ =                           (4)

görnüşde ýazarys. Bu ýerde ( , ), ( , )P x y P x y1 2  koeffisiýentler D oblast-
da üznüksiz hususy önümleri bar bolan we şol bir wagtda nola öwrül-
meýän funksiýalar, ýagny 

( , ) ( , ) 0.P x y P x y1
2

2
2 ]+

Differensirlenýän ( , )u x y{=  funksiýa (4) deňlemäni toždestwo 
öwürýän, ýagny

( , ) ( , ) 0P x y
x

P x y
y1 22

2
2
2

/
{ {
+

bolsa, onda oňa (4) deňlemäniň çözüwi diýilýär. Bu çözüw üç ölçegli 
giňişlikde üsti kesgitleýär. Oňa integral üst diýilýär. 

(4) deňleme üçin Koşi meselesini kesgitläliň.
(4) deňlemäniň

       ( ) ( )u x y y0 {=                                            (5)

deňligi kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk meselesine Koşi mese-
lesi diýilýär. (5) deňlige başlangyç şert diýilýär. Ony , ( )x x u y0 {= =  
görnüşde hem ýazmak bolar. Ol deňlik tekizlikde egri çyzygy kesgit-
leýär. Başgaça aýdylanda, Koşi meselesi (4) deňlemäniň berlen (5) 
egri çyzykdan geçýän ( , )u x y{=  integral üsti kesgitlemeli diýildigi-
dir. (5) deňligiň ýerine ( , ) ( )u x y x0 {=  şerti hem almak bolýar. Onda 
ol (4) deňleme üçin başga görnüşli Koşi meselesini emele getirýär.

Indi (4) deňlemäniň

       
( , ) ( , )P x y
dx

P x y
dy

1 2

=                                    (6)
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simmetrik görnüşli ady differensial deňlemä deňgüýçlüdigini 
görkezeliň.

Goý,

           ( , )x y C{ =                                           (7)

(6) deňlemäniň umumy çözüwi bolsun. Onuň doly differensialy

0
x
dx

y
dy

2
2

2
2{ {

+ =

görnüşde bolar. Bu deňlikde dx we dy ululyklary, degişlilikde, P1(x,y)
we P2(x,y) proporsional funksiýalar bilen çalşyryp,

          ( , ) ( , ) 0
x
P x y

y
P x y1 22

2
2
2{ {

+ =                           (8)

deňlige geleris.
(4) we (8)-i deňeşdirip, ( , )u x y{=  funksiýanyň (4) deňlemäniň çözü-
widigini görýäris. Bu ýerden görnüşi ýaly, ( ,x y{  funksiýa (7) deňligiň 
çep bölegi eken. ( ( , ))u x y{U=  funksiýanyň (4) deňlemäniň çözüwi-
digini görkezeliň. Bu ýerde Ф – erkin differensirlenýän funksiýa. 

( )u {U=  funksiýanyň (4) deňlemäniň çep böleginde u-nyň ornuna 
goýsak, onda 

. .

.

P
x

P
y

P
x

P
y

P
x

P
y

0 0

1 2 1
1

2
1

1
1 2

1

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

/

{ {

{ {

U U U U

U U

+ = + =

= + =

{ {

{ {c m

bolar. Diýmek, ( ){U  funksiýa (4) deňlemäniň çözüwi. Munuň umu-
my çözüw bolýanlygyny subut edeliň. Goý, ( , )x y}  funksiýa (4) 
deňlemäniň çözüwi bolsun. Onda

P
x

P
y

P
x

P
y

0

0

1 2

1 2

2
2

2
2

2
2

2
2

} }

{ {

+ =

+ =

Z

[

\

]]

]]

toždestwolar sistemasyny alarys. 
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Bu sistema D oblastyň her bir nokadynda P1 we P2 ululyklara görä, 
birjynsly çyzykly deňlemeler sistemasy hökmünde gararys. Edilen gümana 
laýyklykda P1 we P2 şol bir wagtda nola deň däl. Diýmek, sistema nol däl 
çözüwe eýedir, sebäbi bu birjynsly sistemanyň kesgitleýjisi (ýakobiýan)

           0x y

x y

2
2

2
2

2
2

2
2

/

} }

{ {
     bolýanlygy düşnükli.

Bu ýagdaý }  we { funksiýalaryň arasynda funksional baglylygy 
görkez ýär. Diýmek, ( ( , ))u x y{U=  funksiýa (4) deňlemäniň umumy 
çözüwi.

Indi ýokarda belleýşimiz ýaly, (1) deňlemäni üç argumentli 
u(x,y,z) gözlenilýän funksiýa üçin garalyň.

Onda (1) deňleme

       ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0z z z
z

P x y
x
u P x y

y
u P x y u

1 2 32
2

2
2

2
2+ + =           (9)

görnüşde bolar. u = u(x,y,z) – gözlenilýän funksiýa. P1,P2,P3 koef-
fisiýentler D R3!  oblastda üznüksiz hususy önümli funksiýalar we

0P P P1
2

2
2

3
2 ]+ +  (9) deňlemä degişli simmetrik görnüşli ady diffe-

rensial deňlemeler sistemasy

      
( , , ) ( , , ) ( , , )z z z

z
P x y

dx
P x y

dy
P x y

d

1 2 3

= =                   (10)

görnüşde bolar. Bu iki deňlemeli sistema.
Goý, (10) sistemanyň umumy çözüwi

      ( , , )

( , , )

z

z

x y c

x y c

1 1

2 2

{

{

=

=
)                                        (11)

görnüşde tapylan bolsun.
(11)-däki deňlikleriň doly differensialy

z

z

x
dx

y
dy

z
d

x
dx

y
dy

z
d

0

0

1 1 1

2 2 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

{ { {

{ { {

+ + =

+ + =

Z

[

\

]]

]]

görnüşde bolar.
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Bu deňliklerde dx, dy, dz ululyklary, degişlilikde, olara proporsi-
onal P1,P2,P3 funksiýalar bilen çalşyryp,

       z

z

x
P

y
P P

x
P

y
P P

0

0

1
1

1
2

1
3

2
1

2
2

2
3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

{ { {

{ { {

+ + =

+ + =

Z

[

\

]]

]]
                         (12)

deňlikleri alarys.
(9) bilen (12)-ni deňeşdirip,

( , , ), ( , , )u x y z u x y z1 2{ {= =

funksiýalaryň (9) deňlemäniň çözüwleridigini görýäris.
( ( , , ), ( , , )u x y z x y z1 2{ {U= 6 @ funksiýa (9) deňlemäniň çözüwi bolar.

Bu ýerde Ф – erkin differensirlenýän funksiýa.
( , )u 1 2{ {U=  funksiýanyň (9) deňlemäniň umumy çözüwidigini gör-

kezmek kyn däldir. Onuň üçin iki argumentli gözlenilýän funksiýanyň 
subudyny gaýtalamak ýeterlikdir. Umuman, n argumentli u(x1,....., xn) 
gözlenilýän funksiýa üçin hem subut ediliş usuly şoňa meňzeşdir.

Indi (9) deňleme üçin Koşi meselesine garalyň.
(9) deňleme ( , , ) ( , )zu x y y z0 {=  başlangyç şert bilen Koşi me-

selesini emele getirýär. Berlen başlangyç şerti ( , ),u y z x x0{= =  
görnüşde hem ýazmak bolýar. Beýle diýildigi (9) deňlemäniň berlen 
egriden geçýän integral üstüni tapmaly diýildigidir.

Bu meseläni çözmekligiň düzgünini beýan edeliň.
Ilki (9) deňleme üçin (10) sistemany düzüp, onuň umumy çözü-

wini (11) görnüşde tapmaly. Soňra x = x0 bahany (11)- de goýmaly. 
Onda

( , , )

( , , )

x y z c

x y z c

1 0 1

2 0 2

{

{

=

=
)

görnüşli sistema geleris.
Bu ýerden, ( , ), ( , )y c c z c c1 1 2 2 1 2} }= =  bahalary ( , )u y z{=  funk-
siýada goýup, ( , )u c c1 2d=  deňligi alarys.

Bu ýerde c1 we c2 ululyklary (11) sistemanyň çep bölegindäki 
aňlatmalar bilen çalşyryp, ( , )u 1 2d { {=  gözlenilýän çözüwi taparys.
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§2.Kwaziçyzykly deňlemeler

    ( , .., , ) .... ( , .., , ) ( , ..., , )P x x u
x
u P x x u

x
u P x x un n n
n

n1 1
1

1 12
2

2
2+ +     (1)

görnüşli deňlemä kwaziçyzykly deňleme diýilýär. Bu ýerde x1,....., xn 

– bagly däl üýtgeýän ululyklar. u = u(x1,..., xn) – gözlenilýän funksiýa, 
P1,...., Pn – koeffisiýentler, P – azat agza. Bu funksiýalar x1,..., xn bagly 
däl ululyklardan başga u gözlenilýän funksiýany özlerinde saklaýar. 
Şonuň üçin olara çyzykly däl funksiýalar hem diýilýär. Pi(i = 1,..., n), 
P funksiýalaryň D Rn 1! +  oblastda hemme argumentleri boýunça 

üznüksiz hususy önümleri bardyr we ( , ..., , )P x x u 0i n
i

n
2

1
1

!
=

/
diýip güman edeliň. (1) deňlemäniň çözüwi ( , ..., , ) 0v x x un1 =  anyk 
däl funksiýa görnüşinde gözlenýär. 0

u
v

2
2 !  şert hem talap edilýär. Şu 

ýagdaýda (1) deňleme 

  
( , .., , ) .... ( , .., , )

( , ..., , )

P x x u
x
v P x x u

x
v

P x x u
u
v 0

n n n
n

n

1 1
1

1

1

2
2

2
2

2
2

+ + +

+ =

            (2)

görnüşli deňlemä getirilýär.
(2) deňlemä degişli simmetrik sistema

           ...
P

dx

P

dx

P

dx

P
du

n

n

1

1

2

2= = = =                          (3)

görnüşde bolar.
Eger (3) sistemanyň bagly däl çözüwi 

   ( , ... , ) , ( , )x x u C i n1i n i1{ = =                          (4)

görnüşde tapylan bolsa, onda (2) deňlemäniň umumy çözüwi

( , ...., )v n1{ {U=

deňlik bilen kesgitlener.
( , ...., , )v x x u 0n1= =  deňligi göz öňünde tutsak, onda

          ( , ..., ) 0n1{ {U =                                      (5)
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bolar, bu ýerde Ф – erkin differensirlenýän funksiýa. (5) deňlik 
(1) deňlemäniň anyk däl umumy çözüwi bolar. Eger (5)-i u arkaly 
aňlatmak başartsa, onda ol çözüw anyk görnüşde bolar.

Indi (1) deňlemäni iki argumentli gözlenilýän funksiýa üçin se-
rederis.

Deňlemäni

  ( , , ) ( , , ) ( , , )P x y u
x
u P x y u

y
u P x y u1 2 32

2
2
2+ =                 (6)

görnüşde ýazarys. Bu ýerde x,y – bagly däl üýtgeýän ululyk-
lar, u = u (x,y) – gözlenilýän funksiýa.

Goý, P1,P2,P3 funksiýalaryň hemme argumentleri boýunça D 
oblastda üznüksiz hususy önümleri bar bolsun we ( , , )P x y u1

2
+ 

( , , ) 0.P x y u2
2 !+  (6) deňlemäniň çözüwini

         ( , , ) 0v x y u =                         (7)

anyk däl görnüşde gözläris, bu ýerde v funksiýa ähli argumentle-
ri boýunça üznüksiz hususy önümlere eýedir we 0.

u
v

2
2 !  Onda (7) 

deňligi x we y boýunça differensirläp,

0, 0
x
v

u
v

x
u

y
v

u
v

y
u$ $

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2+ = + =

deňlikleri alarys.
Bu ýerden

,
x
u

u
v
x
v

y
u

u
v
y
v

2
2

2
2
2
2

2
2

2
2
2
2

=- =-

önümleri görnüşde taparys. Bulary (6)-da ýerine goýup, degişli amal-
lary edip, 

   ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0.P x y u
x
u P x y u

y
v P x y u

u
v

1 2 32
2

2
2

2
2+ + =              (8)

görnüşli deňlemä geleris.
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Görnüşi ýaly, (8) birjynsly çyzykly deňlemedir. Bu ýerde v(x,y,u) 
gözlenilýän funksiýa bolar. Şeýlelikde, (6) deňleme birjynsly çyzykly 
(8) görnüşli deňlemä getirildi. Onuň simmetrik görnüşli deňlemesiniň 
sistemasy

         
P
dx

P
dy

P
du

1 2 3

= =                                       (9)

görnüşde bolýanlygy belli.
Mälim bolşy ýaly, (9) sistemanyň bagly däl çözüwi

( , , )

( , , )

x y u C

x y u C

1 1

2 2

{

{

=

=
)

görnüşde tapylan bolsun. Onda

( , , ), ( , , )v x y u v x y u1 2{ {= =

(8)deňlemäniň çözüwleridir.
(8) deňlemäniň umumy çözüwi

( , , ), ( , , )v x y u x y u1 2{ {U= 6 @

görnüşde tapylar. Onda (7) deňlik

          ( , , ), ( , , ) 0x y u x y u1 2{ {U =6 @                            (10)

görnüşi alar.
Soňky deňlik (6) deňlemäniň umumy çözüwidir. Eger (10) 

deňligi u arkaly aňlatmak başartsa, onda ol funksiýa (6) deňlemäniň 
anyk görnüşli çözüwi bolar.

(6) deňleme üçin Koşi meselesi birjynsly deňleme üçin garalan 
Koşi meselesi ýaly kesgitlenilýär.

1-nji mysal.

0y
x
u x

y
u

2
2

2
2- =

deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.
Çözülişi.
Garalýan deňlemä degişli simmetrik görnüşli ady differensial 

deňlemäni
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y
dx

x
dy

=
-

görnüşde düzeliň. Munuň üýtgeýänlerini aýyl-saýyl edip, 
xdx + ydy = 0 görnüşde ýazarys. Onuň iki bölegini integrir-
läp, x2 + y2 = C görnüşli umumy çözüwini taparys. Onda u 
= x2 + y2 funksiýa garalýan deňlemäniň çözüwi bolar. Onuň 
umumy çözüwi ( )u x y2 2U= +  görnüşde ýazylar. Bu Ou 
okunyň daşynda aýlanma üstleriň köplügini emele getir ýär. 
Bu ýerde Ф – erkin üznüksiz differensirlenýän funksiýa.

( )u x y2 2U= +  funksiýa garalýan deňlemäniň umumy çözü-
widir.

Hakykatdan-da,

2 ( ), 2 ( )
x
u x x y

y
u y x y2 2 1 2 2

2
2

2
2U U= + =+ +

1

bolýanlygyndan

(2 2 ) ( ) 0y
x
u x

y
u xy xy x y1 2 2

2
2

2
2 /U- = - +

toždestwony alarys. Diýmek, u = Ф funksiýa deňlemäniň çözüwi 
eken. Eger garalýan deňlemäniň u (0,y) = y şerti kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaklyk talap edilse, onda x = 0, u = y, x2 + y2 = C 
deňliklerden x we y ululyklary çykarmaly. Onuň üçin x = 0 ba-
hany üçünji deňlikde goýup, y2 = C deňligi alarys. Bu ýerden alnan

.y C=  Onda ikinji deňlik u C=  görnüşde bolar. C-niň ornuna 
x2 + y2 aňlatmany ýazyp, u x y2 2

= +  gözlenilýän çözüwi alarys. 
Muny u x y2 2 2

= +  görnüşde hem ýazmak bolar. Bu u = y göniniň 
Ou okunyň daşyndan aýlanmasy arkaly alnan şekili, ýagny konusy 
emele getirýär (8-nji surat).
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8-nji surat
Eger garalýan deňleme üçin başlangyç şerti u (0,y) = y2 görnüşde 

alynsa, onda gözlenilýän çözüw u = x2 + y2 görnüşde bolar. Bu u = y2 
egri çyzygyň, ýagny parabolanyň aýlanmasy arkaly alnan şekili– 
–paraboloidi emele getirýär (9-njy surat)

9-njy surat

2-nji mysal.

0
z

x
x
u y

y
u z u

2
2

2
2

2
2+ + =

deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.
17. Sargyt № 901
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Çözülişi. Garalýan deňlemäniň häsiýetlendiriji deňlemelerini 
simmetrik görnüşde ýazalyň:

x
dx

y
dy

z
dz

= =

Bu ýerden 
y
dy

x
dx=  deňlemäni alarys we onuň umumy çözüwini

lny = lnx + lnc1 ýa-da 
x
y

c1=  görnüşde taparys. Indi 
z
dz

x
dx=

deňlemäni alarys. Onuň çözüwi 
x
z c2=  görnüşde bolar. Garalýan 

deňlemäniň çözüwleri ,u
x
y

u
x
z

= =  görnüşlerde ýazylar.

Onuň umumy çözüwi ,u
x
y

x
zU= ` j görnüşde tapylar. Bu ýerde,

Ф – erkin differensirlenýän funksiýa.
3-nji mysal.

0x
x
u y

y
u

2
2

2
2- =

deňlemäniň u(x,1) = 2x şerti kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Garalýan deňlemäniň häsiýetlendiriji deňlemesi

x
dx

y
dy

=
-

 görnüşde bolar. Bu birinji tertipli üýtgeýän ululyklary

aýyl-saýyl edilen ady differensial deňlemedir. Onuň umumy çözüwi 
xy = c. Garalýan deňlemäniň çözüwi u = 2xy bolar. Umumy çözüwini  
u = Ф(2xy) görnüşde ýazarys. y = 1 bahany xy = C deňlikde goýup, 
x = C deňligi alarys. Bu bahany u = 2xy deňlikde goýup, u = 2xC 
deňlige geleris. Bu ýerde C-ni xy bilen çalşyryp, gözlenilýän çözüwi 
u = 2xy görnüşde taparys.

4-nji mysal.

(2 ) 0
x
u e y

y
ux

2
2

2
2+ - =

deňlemäniň x = 0, u = y şerti kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Garalýan deňleme üçin häsiýetlendiriji deňlemäni

dx

e y

dy
1 2 x=

-

görnüşde ýazarys.



259

Muny 2
dx
dy

y ex+ =  görnüşde ýazyp bileris. Bu birinji tertipli

çyzykly deňleme. Onuň çözüwi y Ce ex x
= +-  görnüşde tapylar. Bu 

ýerden

e

y e
C

x

x
-

=
-

   ýa-da   C e y ex x2
= -

birinji integraly alarys. u e y ex x2
= -  funksiýa garalýan deňlemäniň 

çözüwi. Onuň umumy çözüwi u e y ex x2U= -^ h görnüşde bolar.
Indi berlen şerti kanagatlandyrýan çözüwi tapmaga girişeliň.

   0, ,x u y e y e Cx x2
= = - =                       (1)

deňliklerden x we y çykarmaly. Onuň üçin x=0 bahany soňky deňlikde 
goýup, y – 1 = C deňligi alarys. Bu ýerden, y = C + 1 bolar. Muny 
(1)-iň ikinjisinde goýup, u = C + 1 deňligi alarys. Bu deňlikde C-niň 
ornuna exy – e2x aňlatmany goýup, talap edilýän çözüwi u = exy – e2x + 1 
görnüşde taparys.

5-nji mysal.

y
x
u xy

y
u x2

2
2

2
2+ =

deňlemäniň x = 0, u = y2 egriden geçýän integral üstüni tapmaly.
Çözülişi. Garalýan deňleme üçin simmetrik deňlemeler siste-

masy

y

dx
xy
dy

x
du

2 = =

görnüşde bolar. Bu ýerden

y

dx
xy
dy

2 =    ýa-da   xydx = y2dy

deňlemäni y-e gysgaltsak, ol ydy = xdx görnüşe geler. Munuň çözüwi   
y x C2 2

1- =  bolar. Bu birinji integral. xy
dy

x
du=  deňlemäni 

y
dy

du=   
görnüşde ýazarys.
Iki bölegini integrirläp, ln y u C2= +  ýa-da ln y u C2- =  deňligi 
alarys. Bu bolsa birinji integralyň ikinjisi. Garalýan meseläniň çözü-
wini tapmak üçin 
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       , , 0,lny x C y u C x u y2 2
1 2

2
- = - = = =                   (1)

deňliklerden x,y,u ululyklary çykarmaly. Onuň üçin x = 0 bahany bi-
rinji integralda goýup, y C2

1=  deňligi alarys. Bu ýerden y C1=  
bolar. Ikinji integral ln C C C1 1 2- =  görnüşde ýazylar. Bu deňlikde 
C1 we C2 üçin tapylan aňlatmalaryň çep böleklerini goýup,

  1ln y x y x ny u2 2 2 2
- - + = -  ýa-da

  ln lnu y y x y x2 2 2 2
= - - + -

garalýan deňlemäniň anyk görnüşdäki çözüwini alarys.
6-njy mysal.

0
z

xy
x
u x z

y
u yz u2 2

2
2

2
2

2
2+ + =

deňlemäni çözmeli.
Çözülişi. Garalýan deňleme üçin simmetrik sistema

xy
dx

x z

dy
yz
dz

2 2= =

görnüşde ýazylýar.
Bu ýerden gatnaşyklaryň jübütini alarys:

xy
dx

yz
dz

=  deňlemäni 
xy
dx

yz
dz

=  görnüşde ýazarys. Munuň umumy 

çözüwini x = c1z görnüşde taparys. 
z
x c1=  simmetrik sistemanyň birinji

integraly bolar. Simmetrik sistemanyň birinji integralynyň ikinjisini 
tapmak üçin

...
...

...

b

a

b

a

b

a

k b k b k b

k a k a k a

n

n

n n

n n

1

1

2

2

1 1 2 2

1 1 2 2= = = =
+ + +

+ + +

formulany ulanarys. Bu ýerde k1,...,kn – erkin koeffisiýentler.
Simmetrik sistemanyň birinji drobunyň sanawjysyny we maý-

dalawjysyny z-e, üçünjisini x-e köpeldip, olaryň sanawjylaryny we 
maýdalawjylaryny goşup, alnan jemi ikinji droba deňläp, 

zxy xyz
zdx xdz

x z

dy
2 2+

+ =

görnüşde deňlemäni alarys. Soňra xz-e gysgaldarys.
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Deňlemäni

( )
y

d xz
xz
dy

2
=    ýa-da   ( ) ( ) 2xz d xz ydy=

görnüşde ýazarys hem-de ony integrirläp,

( )xz
y C

2

2
2

2= +    ýa-da   ( )xz
y C

2

2
2

2- =

deňlige geleris. Bu birinji integralyň ikinjisi.
Tapylan birinji integrallaryň bagly däldiklerini anyklamany Ýako-
bian kesgitleỳjisi arkaly derňäris. Garalỳan deňlemäniň çözüwleri

,
( )

u
z
x u

xz
y

21

2
2{ {= = = = -  görnüşlerde bolar. Bular birinji

integrallaryň çep bölekleri:

0.x y

x y

z
xz y

z
y1 0

2

2
1 1

2 2
2

2

2

2

2

2

2

2

2
!

{ {

{ {
=

-

=-

Diỳmek, tapylan birinji integrallar bagly däl eken. Onda deňlemäniň 
umumy çözüwi

,u
z
x x z y

2

2 2
2U= -c m

görnüşde tapylar, bu ỳerde Ф – erkin differensirlenỳän funksiỳa.
7-nji mysal.

xu
x
u yu

y
u xy

2
2

2
2+ =

deňlemäniň çözüwini tapmaly.
Çözülişi. Garalỳan kwaziçyzykly deňlemedir. Onuň simmetrik 

sistemasyny

xu
dx

yu
dy

xy
du= =

görnüşde ỳazarys.
Sistemanyň deňlemelerini
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,
xu
dx

yu
dy

yu
dy

xy
du= =

görnüşlerde alarys.
Birinji deňlemäniň iki bölegini u-a köpeldip, 

x
dx

y
dy

=  deňlemäni

alarys. Munuň çözüwi 
y
x C1=  görnüşde tapylar. Ikinji deňlemede

x-iň ornuna C1y-i ỳazyp, 
yu
dy

C y

du

1
2=  görnüşli deňlemäni alarys. 

y
1 -e

gysgaldarys. Onda udu = C1ydy bolar. Muny integrirläp, u C y C2
1

2
2= +  

görnüşdäki funksiỳany alarys. Bu ỳerde C1-iň bahasyny goỳup, 
u xy C2

2= +  ỳa-da u xy C2
2- =  görnüşli çözüwi alarys. Onda 

garalỳan deňlemäniň umumy çözüwi 

, 0
y
x u xy2U - =` j

görnüşde bolar.
8-nji mysal.

2u
x
u xy

y
u xu

2
2

2
2- =

kwaziçyzykly deňlemäniň x + y = 2, yu = 1 egriden geçỳän integral 
üstüni tapmaly.

Çözülişi. Garalỳan deňlemä degişli simmetrik sistemany 

u
dx

xy
dy

xu
du
2

=
-

=

görnüşde ỳazarys.
Bu ỳerden 

u
dx

xu
du
2

=  deňlemäniň iki bölegini 
u
1  köpeldijä

gysgaldyp, 2xdx = du deňlemä geleris. Munuň çözüwi x u C2
1= +  

ỳa-da x u C2
1- = . Bu birinji integralyň biri. 

u
dx

xy
dy

=
-

 deňlemäni

birinji integraly peỳdalanyp, 
x C

dx
xy
dy

2
1-
=

-
 görnüşde ỳazarys.

Üỳtgeỳän ululyklaryny aỳyl-saỳyl edip, onuň çözüwini
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( )ln ln lnx C y C
2
1 2

1 2- + =

görnüşde taparys. Muny potensirläp, y x C C2
1 2- =  ỳa-da 

y u C2=  görnüşde ỳazarys. Bu ikinji integral. Onda garalỳan 
deňlemäniň umumy çözüwi ( , ) 0x u y u2U - =  görnüşde bolar. Indi 
deňlemäniň berlen şerti kanagatlandyrỳan çözüwini tapmaly. Onuň 
üçin 

          2, 1,x y yu x u C y u C,
2

1 2+ = = - = =           (11)

deňliklerden x,y,u ululyklary çykaralyň. Bu ỳerden 2 ,y x u
y
1= - =  

bahalary (11) belgilemäniň soňky aňlatmalarynda goỳup, 

          , (2 )x
x

C x
x

C
2
1

2
12

1 2-
-

= -
-

=                     (21)

deňlikleri alarys.
Soňky deňligiň iki bölegini kwadrata göterip, 2 x C2

2
- =  deňlige ge-

leris. Bu ỳerden 2x C2
2

= -  bahany (21)-däki aňlatmalaryň birinji-
sinde goỳsak, onda (2 )C

C
C1

2
2 2

2
2 1- - =  deňlik alnar. (11)

belgilemedäki C1 we C2 ululyklara degişli aňlatmalary soňky deňlige 
goỳup,

(2 )y u
y u

x u12 2

2

2
- - -    ỳa-da

        ( ) 1y u y u x u22 2 2 2
- - + =6 @

görnüşde gözlenilỳän çözüwi alarys.

Gönükmeler

1. ( 2 ) 0x y
x
u y

x
u

2
2

2
2+ - =

deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.
Jogaby: ( ) .u xy y2U= +
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2. ( 2 ) 0, ( ,0)x e
dx
u

y
u u x xy 2
2
2- - = =

meseläni çözmeli.

Jogaby: 1.u xe ey y2
= - +

3. 0, (0, ) 2y
x
u x

y
u u y y

2
2

2
2+ = =

meseläni çözmeli.

Jogaby: .u x y2 2
= -

4. cos cos cos cosy
x
u x

y
u x y$

2
2

2
2+ =

deňlemäni çözmeli.

Jogaby: u = siny + F (sinx – siny).

5. y
x
u x

y
u x y

2
2

2
2+ = -

deňlemäniň umumy çözüwini tapmaly.

Jogaby: ( , ) 0x y x y u2 2U - - + =

6. 2 0, , 1.x
x
u y

y
u u y x2

2
2

2
2- = = =

meseläniň çözüwini tapmaly.

Jogaby: .u y e x2 2 2
= -

7. 0x
x
u y

y
u

2
2

2
2- =

deňlemäniň u = y2, x = 1 egriden geçỳän integral üstüni tapmaly.

Jogaby: u = x2 y2.

8. 0yu
x
u y

y
u

2
2

2
2- =

deňlemäniň u = x2, y = 1 başlangyç şerti kanagatlandyrỳan çözüwini 
tapmaly.
Jogaby: .u

y

x
2

2

=
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9. 0x
x
u u

y
u

2
2

2
2+ =

deňlemäniň u = –y, x = 1 şerti kanagatlandyrỳan çözüwini tapmaly.

Jogaby: .
ln

u
x
y

1
=

-

10. 2x
x
u y

y
u u

2
2

2
2+ =

deňlemäniň u = y, x = 1 başlangyç şerti kanagatlandyrỳan çözüwini 
tapmaly.

Jogaby: u = xy.

11. ( ) ( ) 0u x u
x
u y y u

y
u

2
2

2
2+ - + =

deňlemäniň , 1u y x= =  şerti kanagatlandyrỳan çözüwini tapmaly.

Jogaby: u2 = xy.

12. x
x
u y

y
u u

2
2

2
2- =

deňlemäniň y = x, u = x3 egriden geçỳän çözüwini tapmaly.

Jogaby: u = x2y.

13. 2 , 1,x
x
u y

x
u x y y u x2 2 2

2
2

2
2- = + = =

meseläniň çözüwini tapmaly.

Jogaby: 2 ( 1) 4 1x y y u2 2
+ = + -

14. 0, , 1x
x
u yz

z
u u x zy

2
2

2
2+ = = =

meseläniň çözüwini tapmaly.

Jogaby: .u
z
xy=



15. 0x
x
u y

y
u z

z
u

2
2

2
2

2
2+ + =

deňlemäniň , 2u
x

y z2
2

2 2
= + =  başlangyç şerti kanagatlandyrỳan

çözüwini tapmaly.

Jogaby: ( , , ) .u x y z
x

y z
2

2 2

=
+

16. ( ) 0, , 2u
x
u u x

y
u x y x u x2 2 2

2
2

2
2+ - + = = =

meseläniň çözüwini tapmaly.

Jogaby: 5( ) .x u xu y2 2
+ = -
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