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Giris

Tiirkmenistanynn Prezidenti hormatly Gurbanguly Berdimuhamedow Tiirk-
menistanda ylym-bilim ulgamyny XXI asyryn Osen talaplaryna layyklykda gu-
ramak, yaglara berilyén bilimi diinya iilniilerine layyk kdmillesdirmek maksady
bilen mugallymlaryn, pedagoglaryn, alymlaryn 6niinde uly wezipeler goydy. Sol
wezipelerinn biri hem has kdmil okuw maksatnamalaryny isldp diizmek, ylmyn
soiiky gazananlaryna dayanyan okuw kitaplaryny yazmakdan ybaratdyr.

Hormatly Prezidentimiziil bizin 6iitimizde goyan wezipelerine jogap edip, eli-
nizdaki okuw kitaby Seyitnazar Seydi adyndaky tiirkmen déwlet mugallymgylyk
institutynynn matematika hiindrinin talyplary iicin «Algebra we sanlar teoriyasy»
dersiniil 456 sagatlyk (onun 210 sagady umumy okuw) okuw maksatnamasy esa-
synda yazyldy.

Birinji kitapda esasy algebraik sistemalaryii kesgitlemesine we olara degisli
yonekey hisiyetlere seredilipdi. Ikinji okuw kitabynyii birinji boliiminde toparlara
we halkalara degisli maglumatlara ginisleyin seredilyér. Yewklid halkasy, bas ide-
allar halkasy ayratynlykda 6wrenilydr. Bu boliimde seredilen maglumatlaryn kopiisi
kitabyn indiki béliimlerini 6zlesdirmége yenillik bolar. Meselem, bir tiytgeyanli kop-
agzalar we kop tiytgeyanli kopagzalar biitewiilik yaylasynda kesgitlenilyér, bolii-
nijilik gatnasygynyn abstrakt kesgitlenilisi kdpagzalaryni boliinijiliginde ulanylyar.

Kitabyn ikinji boliiminde bir tiytgeyénli kopagzalara seredilyir. Bir liytgeyanli
kopagzalara algebraik we funksional kesgitlemeler berlip, olaryn denigiiy¢liligi gor-
kezilydr. Bu dengiiy¢lilik bolsa algebra dersini matematiki analiz we beyleki mate-
matika degisli okuw dersleri bilen 6zara baglanysdyrmaga miimkingilik beryar. Bu
baglanysygyi mysaly «Rasional droblaryii meydany» bdliiminde berilyér.

Kitabyn ti¢iinji boliimi kop liytgeyénli kopagzalary d6wrenmige degislidir. Bu
boliimde kop iiytgeyédnli kopagzalar algebraik kesgitlenyir. Olary bellibir tertipde
yazmak ti¢in leksikografiki yazgy diisiinjesi girizilydr. Bu boliimde simmetrik kop-
agzalara ayratyn {lins berlip, onunt mekdep matematikasy bilen baglanysykly yerleri
acylyp gorkezilyar. Bu boliimin ahyrynda bolsa mekdep matematikasy bilen berk
baglanysykly bolan iki liytgeyénli algebraik detilemeler sistemasyna seredilyér we
olary ¢6zmekligin kébir usullary gorkezilyar.

Okuw kitabynyn dordiinji boliiminde hem kopagzalara, degisli maglumatlar
berilyir. Yone, bu boliimde kopagzalara san meydanlarynda seredilyér. Bolim-



de, esasan, bir liytgeyénli algebraik denlemeleri ¢ozmeklige we olaryn koklerine
(koklerinl sanyna, kratnylylygyna, yerlesisine we s.m.) degisli soraglar mekdep ma-
tematikasy bilen baglanysdyrylyp berilyar.

Okuw kitabynyn sonky boliiminde san meydanlarynyi algebraik gineltmeleri
berilyir. San meydanlarynyn algebraik gineltmeleriniii her birine ayratynlykda se-
redilip, olaryn arasyndaky baglanysyklar gorkezilydr. Okuw kitaby algebraik dei-
lemelerinn kwadrat radikallarda ¢oziilmek meselesi bilen jemlenyér. Bu boliimde
gurmaga degisli nusgawy meseleler (kuby ikeltmek, burgy den {i¢ bolege bolmek,
tegelegin kwadraturasy) ¢oziilip gorkezilyér.
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Birinji kitapda esasy algebraik sistemalar bolan toparlar, halkalar, meydanlar
we olaryn yonekey hésiyetleri bilen tanysdyk. Toparlar we halkalar wajyp algebraik
sistemalar bolup duryar. Olar &hli ylymlarda ginden ulanylyar. Hizirki wagtda to-
parlar we halkalar nazaryyetine ayratyn ylmy ugurlar hokmiinde seredilyaér.

Kitabyil I boliimine toparlar we halkalar nazaryyetine giris hokmiinde seret-
mek bolar. Onda mekdep mugallymlary tigin zerur bolan toparlar we halkalar ba-
radaky yonekey maglumatlar getirilyar. Bu boliimde berilyan diistinjeler II kitabyn
indiki boliimlerinde, seyle hem, matematikanyn beyleki boliimlerinde maglumat
hékmiinde peydalanyp bolar.

§1. Toparlar we bolek toparlar

1.1. Toparlar

Belli bolgy yaly, toparlarda kesgitlenen esasy binar algebraik amalyna gogsmak
ya-da kopeltmek amaly diyilyér. Topary kesgitleydn amal kdpeltmek bolsa, onda bu
tinde kesgitlenilisi yaly, bu boliimde hem, esasan, multiplikatiw toparlara serederis.
Multiplikatiw toparyn kesgitlemesini we ona degisli yonekey hésiyetleri yatlalyn.

1-nji kesgitleme. Eger bos bolmadyk G kopliikde kopeltmek amaly kesgitlenip:

1) kopeltmek amaly assosiatiw;

2) G kopliikde kopeltmek amalyna ters bolan bolmek amaly kesgitlenen
(G kopliigin islendik a we b elementleri, iicin ax = b we ya = b dernlemeleriin her
biri G kopliikde yeke-tik ¢oziiwe eye) bolsa, onda G képliik multiplikatiw topar
emele getirydr diyilydr.

Eger G kopliikde kesgitlenen kopeltmek amaly kommutatiw bolsa, onda G to-
para kommutatiw ya-da abel topar diyilyér. Eger G kopliigiii elementleri tiikenikli
bolsa, bu kopliigin emele getiryén toparyna tiikenikli, tersine bolan yagdayynda
bi diyilyar. G toparyn tertibi |G| arkaly belgilenilyar.

Toparyn kesgitlemesinden asakdaky hasiyetler gelip ¢ykyar:

1) her bir G multiplikatiw toparda, ¢ep we sag gysgaltmagy yerine yetirip bol-
Yar, yagny ab, = ab, ya-da b,a = b,a bolsa, onda b = b,.



2) her bir G multiplikatiw toparda ‘v’ [ae = ea = a] serti kanagatlandyryan

veke-tik e element bar. e elemente G toparyn birlik elementi diyilydr we kd halat-
larda ol 1 belgi bilen hem belgilenydr;

3) her bir G multiplikatiw toparda onun islendik a elementine ters bolan
a'a = aa' = e serti kanagatlandyryan yeke-tik a ' element bardyr;

4) islendik m we n bitin sanlar tigin

ara"=a"", (@a")"=a"

denlikler yerine yetydr.

G toparda ters elementinl barlygyna gord, ax = b we ya = b denlemelerin ¢o-
ziiwlerini x = a™'b, y = ba™' gorniisde yazyp bolar.

Aydylanlary nazara alyp, toparyn 1-nji kesgitlemesine dengiiy¢li bolan agak-
daky kesgitleméni hem berip bolar.

2-nji kesgitleme. Eger bos bolmadyk G kopliikde:

1) képeltmek amaly assosiatiw;

2) G kopliikde képeltmek amalyna gord birlik element bar;

3) kopeltmek amalyna gord G kopliigin her bir a elementine ters bolan a™'

element bar bolsa, onda bu képliige kopeltmek amalyna gord topar emele getirydr
diyilydr.

2-nji kesgitlemeden peydalanyp, berlen kopliigin kopeltmek amalyna goré to-
par emele getirydndigini barlamak kéhalatlarda yeiiil bolyar.

Ahli polozitel rasional sanlaryni kopliigi, noldan tapawutly rasional sanlaryn
kopliigi, dhli polozitel hakyky sanlaryn kopliigi, noldan tapawutly hakyky sanlaryn
kopliigi, noldan tapawutly @hli kompleks sanlarynn kopliigi multiplikatiw topara
mysal bolup biler. Bu kopliiklerin dhlisi hem abel toparlardyr. Tiikeniksiz kommu-
tatiw ddl multiplikatiw topara mysal edip, C kompleks sanlar meydanynda berlen
n-nji tertipli ayratyn dil kwadrat matrisalaryn emele getiryédn toparyny almak bolar.
Ony M (C) bilen belgiléris. Birlikden alnan n-nji derejeli kompleks koklerin emele
getiryén multiplikatiw abel topary n sany elementden duryar, yagny onun tertibi n-e
dendir.

1.2. Ornunagoymalar

Ornunagoymalaryn emele getirydn multiplikatiw topary kommutatiw dal tiike-
nikli toparlaryin wajyp mysalydyr. Bu topary kesgitlemek ti¢in ilki bilen ¢calgsyrmalara
we ornunagoymalara degisli maglumatlary yada salalyn. Goy, » sany elementden
duryan M kopliik berlen bolsun. Bu kopliigini elementlerini 1,2,3,..., n-ilkinji na-
tural sanlar bilen belgilemek bolar. Sebébi, bizi M kopliigin her bir elementinini
tebigaty gyzyklandyrmayar.
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1,2,3,...,n sanlaryn bellibir tertipde alnan islendik yerlesdirmesine n element-
li ¢alsyrma diyilydr.

Ahli n elementli ¢alsyrmalaryni sany n!=1 - 2 -3 ....n ululyga deni (1,§24).
Egeri,i,...i,...i...i calsyrmada i > i bolsa, yone i, element i elementden ¢epde
yerlesyén bolsa, onda i, we i elementlere fertipsizlik (inwersiya) emele getiryar
diyilyar.

Jubiit sanly tertipsizlik emele getiryén calsyrmalara jiibiit calsyrma, tik sanly

Berlen calsyrmadan iki elementin yerini ¢alsyp, galan elementleri 61iki yerinde
galdyryp c¢alsyrma alynsa, onda ol calsyrmada transpozisiya amaly gecirildi ha-
sap edilyar we alnan netijé ol ¢alsyrmanyn transpozisiyasy diyilyér. Transpozisiya

......

1-nji teorema. 2 < n elementli ¢alsyrmalaryn kopliiginde jiibiit we tdk ¢al-

syrmalaryn sany ozara dendir we ol %n! formula arkaly hasaplanylyar.

Subudy. Goy, 4, we A4, diirli n elementli galsyrmalar bolsun. Eger bu ¢al-
syrmalaryn islendik sol bir iki belginint kdmegi bilen berlen elementlerinin iistiin-
de transpozisiya amaly gegirilse, onda 6zara diirli A’ we A calsyrmalar alynyar.
Hakykatdan hem, eger Al' we Az’ calsyrmalar diirli dél bolsady, onda 4, we 4,
calsyrmalar hem mefizes bolardy. Sebibi olary A’ we A calsyrmalarda ters trans-
pozisiya amalyny gecirip almak bolar.

Eger dhli n elementli ¢alsyrmalaryn sol bir belgili iki elementinii transpo-
zisiyalaryny gecirsek, netijede n! sany Ozara diirli dhli n elementli calsyrmalary
alarys. Yone bu 6zgertmelerde tik calsyrmalar jiibiit calsyrmalara we tersine dzge-
rer. Netijede, tik calsyrmalaryn sany jiibiit calsyrmalaryii sanyna, yagny %n! baha
deni bolar. >

Belli bolgy yaly, (1,§2) transpozisiya amalyny birndge gezek gegirip n ele-
mentli her bir ¢alsyrmadan basga bir n elementli calsyrma gecip bolyar.

1-nji kesgitleme. 1,2,3,...,n elementlerden duryan kopliigin oz tistiine islendik
ozara birbelgili sekillenmesine n elementli ya-da n-nji derejeli ornunagoyma diyil-
yar.

Ornunagoymalary latyn elipbisinini 4,B,C,... harplary bilen belgileyéris.
Eger 4 ornuna goymada i(i = 1,2,3,...,n) san a, sana sekillenyén bolsa, onda

ony
12 3 ..
a a, a, ... a,
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gorniisinde yazyarys. (1) yazgy A ornunagoymanyf 1-i a -e, 2-ni a,-4, 3-1i
a;-e, ..., n-i a -¢ sekillendiryandigini afiladyar. Ornunagoymalar 6zara birbelgi-
li sekillenmeler bolany ti¢in (1) yazgynyn 2-nji setirindédki a €{1,2,3,...,n} sanlar
Ozara durlidirler. Seyle-de, (1) yazgyda islendik iki siitiiniii yerlerini ¢alsyp bol-
yandygyny belldlin. Meselem,

31 2 456 ...n 345 ...n1 2
a, a a, a, a, a, ... a,’ a, a, a, ... a, a, a,]’

n n—1..3 21
(an a_, ... a a, al)
yazgylar (1) yazgynyn basga bir gorniisde berlisidir, sebdbi bu yazgylaryn dhlisinde
hem i san a, (i=1,2,3,...,n) sana ge¢yar.

Netijede, n-nji derejeli her bir ornunagoymany iki sany » elementli ¢algyrma-
laryn kdmegi bilen yazmak bolar:

0z1 hem bu yazgyda birinji setirddki a,,a,, ...,a, ¢alsyrmalary erkin saylap bolyar.
Tersine, eger kibir 1,2,3,...,n sanlaryfi emele getiren c,c,,...,c, ¢alsyrmasy-

nyn asagyndan bu sanlaryil emele getiryédn basga bir d,d,, ...,d, calsyrmasyny yaz-

19 %2
sak, onda n-nji derejeli c-ni d -e gegiryan (i=1,2,...,n)

c, C, ... C,
(d1 d, ... dﬂ)
ornunagoymany alarys.
Her bir ornunagoymany (1) gorniisde yazmak miimkin. Bu yazgyda diirli iki
ornunagoymalar biri-birinden difie asaky setiri bilen tapawutlanyar. Bu yerden asak-
daky tassyklama gelip ¢ykyar.

2-nji teorema. n-nji derejeli ornunagoymalaryn sany n!-a den.
Subudy. Hakykatdan hem, eger 1,2,3,...,n sanlaryn asagyndan gezekli-geze-
gine n elementli calsyrmalary yazyp c¢yksak, onda dhli miimkin bolan 6zara diirli

ornunagoymalary alarys. n elementli ¢alsyrmalaryn sany »!-a defi bolany ii¢in, n-nji
derejeli ornunagoymalaryn sany hem n!-a den bolar. »

Kabir n derejeli
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i1 i2 e 1,
A= a a ... a )’ (2)

ornunagoymany alalyn. (2) ornunagoymanyn asaky we yokarky c¢alsyrmalary bir-
menzes ya-da diirli jiibiit-tdklige eye bolup biler. Goy, olar birmenzes jiibiit-taklige
eye bolsun. Bu ornunagoymany basga bir erkin alnan gorniisde yazalyii:

JooJ, e,
A= (aljl az ajn)‘ 3)
(3) gornlisde yazylan ornunagoymanyn hem (2) ornunagoyma bilen birmenzes
juibiit-tédklige eye bolyandygyny gorkezelifi. Hakykatdan hem, j , j,,..., j, ¢alsyrmany
i,i,...,1, ¢alsyrmadan birnd¢e gezek transponirlip almak bolar. Eger i,i,...,i
calgyrmany j, j,,..., j, calsyrma gegiryén transponirlemeklerifi yzygiderligi bilen
bilelikde (2) ornunagoymanyn asaky setirinde hem degisli transponirlemegi gegir-
sek, yagny i_elementi i, element bilen galsyranymyzda Aik elementi a, element
bilen calsyrsak, onda (2) ornunagoymadan (3) ornunagoyma geceris. Basga soz-
ler bilen aydanynda, (2) ornunagoymanyn siitiinlerinifi listiinde transponirlemegi
yzygider gecirip, (3) ornunagoyma gegeris. Bu yagdayda her bir transpozisiyada
asaky setir bilen yokarky setirddki ¢alsyrmalaryn jiibiit-tékligi den tiytgar. Netijede,
(2) ornunagoymanyn jiibiit-tdkligi bilen (3) ornunagoymanyi jiibiit-takligi gabat
gelyir. A ornunagoymanyi (3) yazgysynyn erkin saylanyp alnandygyny hasaba al-
sak, onda yokardaky aydylanlara gord, 4 ornunagoymanyn islendik basga bir gor-
niisdiki yazgysynyn hem jiibiit-tékligi 6ziinin jiibiit-tékligi bilen gabat gelyar.

2-nji kesgitleme. Eger A ornunagoymanyn yokarky we asaky setirlerinin eme-
le getirydn ¢algyrmalarynyn jiibiit-tdkligi gabat gelse, onda ona jiibiit, gabat gel-
mese tik ornunagoyma diyilydr.

Bu kesgitlemi dengiiy¢li bolan kesgitleméni asakdaky yaly yazyp bolar.

3-nji kesgitleme. Eger A ornunagoymanyn asaky we yokarky setirlerinin eme-
le getirydn ¢algsyrmalarynyn tertipsizliklerinin umumy jemi jiibiit bolsa jiibiit, tik
bolsa ona tik ornunagoyma diyilydr.

Iki sany tdk ya-da iki sany jlibiit bitin sanlaryn jemi jiibiit bolany ii¢in, bu kes-
gitleméni asakdaky yaly hem beyan etmek bolar: 4 ornunagoyma setirlerinin tertip-
sizliklerinin jiibiit-tikligi gabat gelende, sonda we dine sonda jiibiit diyilyir.

Eger 4 ornunagoyma (1) gorniisde yazylyp, yagny

<1 2 3 ... n)
A=
a a, a, ... a,
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gorniisde bolsa, onda onun yokardaky setiri jiibiit calsyrma bolyanlygy ii¢in, onun
jubtt-tékligi asaky a,,a,,a., ...,a, ¢calsyrmanyn jiibiit-tikligine baglydyr. Bu yerden
asakdaky tassyklama gelip ¢ykyar.

3-nji teorema. 2< n -nji derejeli jiibiit we tdk ornunagoymalarynl sany 6zara

den bolup, Lt formula arkaly hasaplanylyar.

2

Subudy. Hakykatdan hem, 1,2,3,...,n calsyrmanyn asagyndan %n! sany ji-

biit calsyrmalary gezekli-gezegine yazsak, %n! sany jlbiit ornunagoymany, galan

%n! sany tik calsyrmalary gezekli-gezegine yazyp %n! sany tdk ornunagoymany

alarys.p

1-nji mysal. 6-njy derejeli

ornunagoymanyi jiibiit-tdkligini barlan.

Coziilisi. 4 ornunagoymanyn yokarky setiriniii emele getiryédn ¢algyrmasy
5 sany tertipsizlik, agaky setirininn emele getiryédn calsyrmasy bolsa 11 sany tertip-
sizlik emele getirydr. Bu calsyrmalaryn tertipsizlikleriniii umumy jemi 16-a den bo-
lany ti¢in, ol jiibiit ornunagoymadyr.

A= (1 2345 6>
\265134
gorniisde yazsak, onda onun yokarky setiriniii emele getirydn calsyrmasy 0 ter-

tipsizligi, asaky setirininn emele getirydn calsyrmasy bolsa, 8 sany tertipsizligi
emele getirydr.

Berlen ornunagoymany

Jogaby: jiibiit ornunagoyma.

Bu mysal, sol bir ornunagoymanyi diirli yazgylarynda onufi umumy tertipsizli-
ginin jlbiitliginin, tdkliginin iytgemeyédndigini, yone tertipsizliginiii sanynyn iiyt-
gemeginin miimkindigini gorkezyér.
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1.3. Ornunagoymalaryn topary

Erkin alnan n-nji derejeli

12 ..n [ A
A=1{. . .| we B = !
Loh oo, a a, ... a,
ornunagoymalary alalyn.
A B
Bu 4 we B ornunagoymalary yzygider yerine yetirip, yagny 1 — i — a;
A B

A B
2 —i,—a;.;n— i — a, 6zgertmeleri gecirip, netijede,

(1 2 ... n)
C =
a a, ... a,

ornunagoymany alarys.

1-nji kesgitleme. A we B ornunagoymalary yzygider yerine yetirmek esasynda
alnan C ornunagoyma A ornunagoymanyin B ornunagoyma Kkopeltmek hasyly
diyilydr we C=AB yaly yazylyar.

Meselem, eger

1234 1234 1234
A= <2 31 4) B"(z 41 3>b°ba’°nda‘%8"<4 12 3)

Hakykatdan hem, 4 ornunagoyma 1-i 2-4 sekillendiryar, B ornunagoyma bolsa
2-ni 4-¢ sekillendiry'dr Netijede AB ornunagoyma 1-i 4-¢ sekillendiryar. Bu aSIdylan-

lary gysgac;a 1 - 2 - 4= 1 -4 gornusde yazarys Suna menzeslikde 2 - 3 - 1 =
=>2—»1 3—»1—»2=>3—»2 4 — 4—»3=>4—>3b01ar

3 < n-nji derejeli ornunagoymalaryn kopeltmek hasyly kommutatiw ddldir.
Hakykatdan hem,

Lo(l234s5.n) o (12345 n
BACIEI I AT AU Dt 2 B A A

ornunagoymalar {i¢in, 4B # BA gatnagyk yerine yetyér, sebibi 1 . 2 - 2=1 —fBZ,
yonel -3 11— 1.

Ornunagoymalaryn kopeltmek hasyly assosiatiwdir.

Hakykatdan hem, goy, n-nji derejeli 4,8 we C ornunagoymalar berlen bolup,
A ornunagoyma erkin alnan k (1 < k <n) elementi a,_elemente gegiryén, B ornuna-
goyma a, elementi b, elemente geciryédn, C ornunagoyma bolsa, b, elementi ¢, ele-
mente ge¢irydn bolsun. Onda

A B AB C AB C (AB)C
k—a —-b=k—-bweb —c,=>k—-b —-c =k —c,.
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Seyle-de,
B c A(BC) A BC ABO)
a—-b,—c=a —cwek—a—c=k—c.
Bu yerden £ elementin erkin saylanyp alnandygyny g6z oiiine tutsak, onda
(4B) - C=4"(BC),
deiiligi alarys.

4-nji teorema. n-nji derejeli ahli ornunagoymalaryn kopliigi ornunagoymalary
kopeltmek amalyna gord topar emele getiryar.

Subudy. Hakykatdan hem, ornunagoymalary kopeltmek amaly assosiatiw we
n-nji tertipli ornunagoymalarynl arasynda her bir elementi 6ziine sekillendirydn

E = (1 ; g n) ornunagoyma bar. Bu element islendik #-nji derejeli A

ornunagoyma bilen AE=EA=A gatnasykda bolany ii¢in, ol n-nji derejeli ornuna-
goymalaryn kopliiginde kopeltmek amalyna gora birlik element bolyar. n-nji de-

12 .n
rejeli ornunagoymalaryn kopliiginde her bir A = < . ; ) ornunagoyma i¢in,

oL,

AA'=A" A=E serti kanagatlandyryan A~ = <

......

lll l22 ;3 Z) ornunagoyma bar. 4~
Netijede, birinji boliimg¢énin 2-nji kesgitlemesine gord, n-nji derejeli ornuna-
goymalaryn kopliigi multiplikatiw topar emele getiryar. »
Ahli n-nji derejeli ornunagoymalaryii emele getiryin multiplikatiw toparyna

......

n!-a dendir.

Indi

1 2 i—1 i i+1 .. j—17 j+1 .. n
(1 2 i—1 i+1 .. j—11 j+1 .. nl

gdrniisli ornunagoyma seredelin. Bu ornunagoymada hereketsiz galyan elementle-
rin ornuna nokatlary goyalyn we ony gysgaca

o i)
123 .. n

123 .. n
nagoymanyn asaky setirindéki ¢calsyrmasynyil i we j elementlerinl yerlerini ¢alsyp,
yagny i we j elementlerinin transpozisiyasyny ge¢irip almak bolar. Suna layyklykda

------

gornlisde yazalyn. (4) Ornunagoymany E = < > tozdestwolayyn ornu-

len belgilenyir.
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5-nji teorema. Her bir n-nji derejeli ornunagoymany birndge transpozisiya-
laryn kopeltmek hasyly gorniisinde yazmak bolar.

(1 2 3 .. n)
A=|. . . .
iod e

ornunagoyma berlen bolsun. Belli bolgy yaly, n elementli her bir ¢algyrmadan, bir-
nége transpozisiyany geg¢irip, bagga bir n elementli calsyrma gegip bolyar.

Hususy }'Iagda)?da 1,2,3,...,n calsyrmadan birndge transpozisi;'Iany yzygider
yerine Yetirip, i, i, iy,....0, g:alsyrma geemek bolyar. 1,2,3,...,n ¢alsyrmadan i
Iy...,i, ¢algyrma gegmek tigin

Subudy. Goy, kabir

1° 2’

J,WeS,j,WeSs, ...,] WES ., (5)

elementlerin transpozisiyalaryny yzygider yerine yetirmeli diyip giiman edeliil. On-

123 ..n
daE_(l 23 .. n

yzygider yerine yetirip, 4 ornunagoyma gegmekligiti miimkinligi aydy. Yone, is-

lendik
1 2 ..n
- j] j2 j,,

ornunagoymanyh asaky calsyrmasynda j, we j elementleril transpozisiyasyny ye-

> ornunagoymadan, (5) transpozisiyalary onuil agaky setirinde

rine yetirmeklik B ornunagoymany sagyndan ].k jL ornunagoyma, yag-

ny (j,,/,) transpozisiya kopeltmeklige denigiiyclidir. Netijede,
A = E(]19 1 027 2 'Om’sm)

deiligi alarys. Bu denligiil sag tarapyndaky £ kopeldijini taslap,
A= (jl,sl)(jz,sz)...(jm,sm)

subut etmeli deiiligimizi alarys.»

6-njy teorema. Transpozisiyalaryn kopeltmek hasylyna dagadylan ornuna-
goymalaryn jiibiit-tdkligi, bu dagatmadaky transpozisiyalaryn sanynyn jiibiit-tikli-
gi bilen gabat gelyir.

Subudy. Teoremany subut etmek ii¢in, & sany transpozisiyaly ornunagoymanyn
jubtit-takliginin A-nyn jiibiit-tékligi bilen gabat gelydndigini gorkezmek yeterlik.
Eger k=1 bolsa, onda bu sert yerine yetyir, sebébi erkin alnan (i,j) transpozisiya tdk
calsyrma bolyar. Yokardaky tassyklama k — 1 (k > 2) bolanda, dogry diyip giiman

2. sargyt Ne 749
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edelin we bu giiman etmidmizden peydalanyp, onuf £ licin hem dogrulygyny subut
edelin. k£ we k — 1 sanlar diirli jlbiit-tdklige eye, yagny olaryn birisi tdk beyleki-
si jiibiit san. (kK — 1) sanly transpozisiya dagadylan ornunagoymany transpozisiya
kopeltsen, onda onun jiibiit-tikligi tiytgeyir, sebébi islendik ornunagoymany trans-
pozisiya kopeltseni, onda ol onun asaky setirininn emele getiryan calsyrmasyndaky
transpozisiyalarynyn sanyny tiytgedyar. »

Indi n-nji derejeli dhli jiibiit ornunagoymalaryn kopliigine seredelin. Belli bol-
sy yaly, ol kopliigiii elementlerinin sany %n!-a den.

7-nji teorema. n-nji derejeli dhli jiibiit ornunagoymalaryn kopliigi multiplika-
tiw topar emele getirydr.

Subudy. Goy, 4 we B erkin alnan n-nji tertipli jlibiit ornunagoymalar bol-
sun. 4 we B ornunagoymalary transpozisiyalaryi kdpeltmek hasylyna dagadyp, AB
ornunagoymanyn transpozisiyalarynyn kopeltmek hasylyna dagatmasyny alarys,
onda AB ornunagoyma, 6-njy teorema gord, jiibiit ornunagoyma bolar. Netijede,
jubiit ornunagoymalaryn kopliiginde kopeltmek amalynyn yerine yetyandigini gor-
kezdik. n-nji derejeli ornunagoymalaryn kopeltmek hasyly assosiatiw, sona gora-de
jiibiit ornunagoymalaryn kopeltmek hasyly hem assosiatiwdir, sebébi jiibiit ornuna-
goymalaryn kopliigi dhli ornunagoymalarynn bdlegi bolyar. n-nji derejeli ornuna-
12 ..n
12 ..n
madyr, netijede, ol jiibiit ornunagoymalaryn kopliigine degislidir.

B A_12...n
A= i

goymalaryn kopliigindiki E = ( > birlik ornunagoyma jiibiit ornunagoy-

) ornunagoyma jiibiit bolsa, onda ona ters bolan

Al = (’11 l22 l") ornunagoyma hem jiibiitdir, netijede, ol hem jiibiit ornu-

nagoymalaryn kopliigine degisli bolyar. Bu aydylanlara goré, jiibiit ornunagoyma-
laryn kopliigi multiplikatiw topar emele getiryar. >

Juibiit ornunagoymalaryf toparyna alamaty iiytgediji topar diyilyar we ony A
bilen belgileyirler. Bu toparyn tertibi %n!-a dendir.

1.4. Bolek toparlar

Goy, G topar we onun kibir A bolek kopliigi berlen bolsun. Eger H bolek kop-
lik G topary kesgitleyén amala gord topar emele getirse, onda ola G toparyii bolek
topary diyilyér. Bolek toparlara degisli asakdaky teorema dogrudyr: G © H bolek
kopliigin G toparyn bélek topary bolmagy ticin, onun a,b elementler bilen bilelikde
ab we a! elementleri hem oziinde saklamagy zerur we yeterlikdir (1,§11).
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Her bir multiplikatiw G toparyn it bolmanda iki sany bolek topary bardyr. Olar G
toparyn 6ziinint emele getirydan multiplikatiw topary we dinie birlik elementin emele
getirydn multiplikatiw toparlarydyr. Elbetde, toparyn basga-da bolek toparlarynyn
bolmagy miimkin. Meselem, 1 we —1 elementlerden duryan multiplikatiw topar,
noldan bagga &hli rasional sanlaryn emele getirydn multiplikatiw toparynyn bolek
toparydyr. n-nji tertipli dhli jiibiit ornunagoymalaryn emele getirydn multiplikatiw
topary, n-nji derejeli simmetrik toparyn bolek toparydyr.

Her birinin kesgitleyjisi 1-e deni bolan, P san meydanynda berlen n-nji tertipli,
matrisalar kopliiginini matrisalary kopeltmek amalyna goré topar emele getiryandi-
gini barlamak kyn dél. Bu topar P meydanda berlen n-nji tertipli dhli ayratyn dél
matrisalarynl emele getirydn multiplikatiw toparynyn bolek topary bolyar.

Bolek toparyn wajyp mysallarynyi biri-de aylawly (siklli) diyip atlandyrylyan
bolek toparlardyr. Bu bélek topar berlen G toparyn haysy hem bolsa bir a elementi-
nin derejelerinden duryar. Ony <a> bilen belgilélin.

<a>={a"la € G,n €Z} kopligin G multiplikatiw toparyn bolek topary bol-
yvandygyny gorkezelin. Hakykatdan hem,

1) V (a"a"=a""€E<a>);

a".ad"e<a>

)l =d’e<a>;
Ja"e<a>=sa"e<a>.

Kesgitleme. G toparyn a elementinin dhli derejelerinin kopliiginden duryan
< a > topara G toparyn a elementinin doredyéan aylawly topary diyilydr.

Iki yagdayyil bolmagynyn miimkindigini belldlin: 1) a elementin &hli dere-
jelerinin G toparyn diirli elementleri bolmagy miimkin; bu yagdayda <a> topara
rinifi bolmagy miimkin, meselem a' = a’, bu yerde s # [. Bu yagdayda < a > to-
para tiikenikli tertibe eye diyilyar. Eger G topar tiikenikli bolsa, onda a elementii
derejelerinin arasynda 6zara denileri hemise bardyr. Kdhalatlarda, G topar tiikeniksiz
bolanda hem a elementifi kdbir derejelerinift defi bolmagy miimkin. Goy, as = d,
s > [ denlik yerine yetyér diyelin. Onda a’~' = 1 bolar, yagny a elementini 1-¢ deni
bolan polozitel derejesi bar eken.

Goy, 1)a"=1,n>0;

2)eger a' = 1,/ > Obolsa,onda [ <n

sertleri kanagatlandyryan » bar bolsun, yagny n san a" = 1 serti kanagatlandyryan
natural gorkezijilerin il kicisi bolsun. Bu yagdayda a elementin tertibi n-e den diyil-
yar.

Eger a elementin tertibi n-e den bolsa, onun déredydin < a > bélek aylawly to-
pary
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n—2 n—1

l,a,a*,a’,...,a" *,a (6)
elementlerden duryar.

Hakykatdan hem, bu elementlerin &hlisi 6zara diirliidir, sebabi a' = a’,0 < [ <
< s < n — 1 bolan bolsady, onda a'~' = 1 bolardy we netijede, a elementifi tertibi
n-den ki¢i bolan s — / sana den bolardy. Bu bolsa, natural n-it @" = 1 serti kanagat-
landyryan iil kici dereje gorkezijisidigine garsy gelyar.

Ikinji tarapdan, a elementin n-den ki¢i bolmadyk islendik basga bir derejesi (6)
yzygiderligin haysy hem bolsa bir elementine dendir. Hakykatdan hem, eger & san
n < k serti kanagatlandyryan kébir bitin san bolsa, onda

k=ng+r, 0=r<n (7)
gatnagyk yerine yeter we sonun ii¢in hem,

k ng+r

a=a" =@ a =a.

Bu yerde eger a' = 1 bolsa, onda (7) denlikde » = 0 bolyandygy, yagny k
sanyn n sana boliinyanligi gelip ¢ykyar, sebdbi garsylykly yagdayda a-nyn terti-
bi r-e den bolardy, bu bolsa r < n bolyanlygy {igin miimkin dil. Seylelikde, (6)
kopliik n sany elementden duryar. Netijede, a elementinn doredyén < a > aylawly
toparynyn tertibi @ elementin tertibine den.

Her bir G toparda tertibi 1- e deni bolan difie bir sany elementin bardygyny we
onun birlik elementidigini belldlin. Birlik elementin doredyan aylawly topary dine
birlik elementden duryan bolek topar bilen gabat gelyar.

8-nji teorema. Eger H we I bolek kopliikler G toparyn bélek toparlary bolsa,
onda olaryn kesismesi bolan HNF hem onun bélek toparydyr.

Hakykatdan hem, eger a we b elementler HNF kopliige degisli bolsa, onda
olar H we F toparlaryn her birine hem degislidir. Netijede, ab we a' elementler
H we F toparyn her birine degislidir. Sonun {i¢in hem ab we a ! elementler HNF
kopliige-de degislidirler. Netijede, H N F koplik G toparyn bolek topary bolyar. »

Subut edilen teoremany bdlek toparlaryn sany tiikenikli ya-da tiikeniksiz bo-
landa hem aytmak bolar.

1.5. Aylawly toparlar

Kesgitleme. Eger G topar oziinin haysy-da bir a elementinin derejelerinden
duryan bolsa (6zliniii haysy hem bolsa bir < a > aylawly bolek topary bilen gabat
gelse), onda ona aylawly topar diyilydr.

------

abel topardyr, sebébi,
aﬂl .a/l — ail 'am — alﬂ+/l’ m’n e Z
denlik yerine yetyar.
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1-nji mysal. Z bitin sanlaryn additiw topary tiikeniksiz aylawly topar emele
getirydr. Onun emele getirijisi 1 ya-da —1 bolyar.

2-nji mysal. Birlikden alnan n-nji derejeli koklerin emele getirydn multi-
plikatiw topary n-nji tertipli aylawly topar bolyar. Hakykatdan hem, birlikden al-
nan n-nji derejeli koklerin kopliigi kopeltmek hasylyna gord topar emele getiryar
(1, §6). Belli bolsy yaly, birlikden alnan n-nji derejeli kok

& = cos2ni’< n isin2ni’<, k=012,..1—1

formulanyn komegi bilen hasaplanyar.
Muawryn formulasy boyunca

k
<Cos,2—7f + isin2—7Z> = cos% + isin%,
n n n n

yagny (g,)" = ¢, detilik yerine yetyar.

Seylelik bilen, 1-den alnan n-nji derejeli koklerin topary, emele getirijisi
g = cos277f +1 sin%f, bolan aylawly topardyr.

9-njy teorema. Her bir tiikeniksiz aylawly topar Z bitin sanlaryn additiw to-
paryna izomorfdyr.

Subudy. Goy, G =< a > tiikeniksiz aylawly topar bolsun. G toparyn her
bir a* elementine Z toparyn k elementini degisli edyan sekillenmé garalyn. Bu
sekillenménin G toparynl Z toparyn iistiine 6zara birbelgili sekillenmesi bolyandygy
aydyn. Bu sekillenme izomorf sekillenme hem bolyar, sebdbi a* +— k we a* +— s
bolyanlygyndan a'a’ = a"*’ — k + s gelip ¢ykyar. »

10-njy teorema. Her bir n tertipli aylawly topar 1-den alnan n-nji derejeli
koklerin emele getirydn multiplikatiw toparyna izomorfdyr.

Subudy. Goy, G =< a > topar n tertipli aylawly topar bolsun. Onda ol

n—1

a’ = l,a,a’,a,...,a

elementlerden duryar. Birlikden alnan n-nji derejeli kokleriii emele getiryan multi-
plikatiw topary bolsa

=g, g,=¢€,.,_ =&

P— 0_
60 - 81 - 1’ 51’82 1

elementlerden duryar.
G toparyn her bir a“ elementine < &, > toparyn &, elementini degisli edyin
sekillenmd garalyil. Bu sekillenme G toparynl 1-den alnan n-nji derejeli koklerinin
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multiplikatiw toparyna izomorf sekillenmesi bolyar. Sebabi, a* +— & we a* — &
bolyanlygyndan a‘a’ = a'*’ — d""'=¢&/"’ = &i&l gelip ¢ykyar.»

9-njy we 10-njy teoremalardan gorniisi yaly, bitin sanlaryni additiw topary we
I-den alnan n-nji derejeli koklerin multiplikatiw topary &hli aylawly toparlary yap-
yar.

Indi aylawly toparyn bolek topary baradaky teoremasyny subut edeli.

11-nji teorema Aylawly toparyn her bir bélek topary aylawly topardyr.

Subudy. Goy, G =< a > aylawly topar, H bolsa onun kibir bolek topary bolsun.
H bolek topary E birlik bolek topardan tapawutly diyip hasap edyéris. Garsylykly
yagdayda, ol aylawly bolek topar bolyar. H bolek toparda saklanyan a elementin
polozitel derejelerinin arasynda in kici dereje gorkezijilisi bardyr. Goy, bu in kigi
polozitel dereje gorkezijili element a* diyelin. Eger a’ € H bolsa, onda /-in k sana
boliinyéndigini gorkezelin. Hakykatdan hem, galyndyly bolmek teoremasyna gor,
[ = kq + r,0 < r < kgatnasyk yerine yetyér. Eger » > 0 bolsa, onda H bdlek topar-
da d'(a")" = d"“"""a " = a” element bar. Bu &* elementin ifi ki¢i dereje gorkezijili
element edilip saylanyp alnysyna garsy gelydr. Netijede, » = 0 we / san k sana
boliinyar. Diymek, H bolek topar a* sanyn derejelerinden duryar. Onda H bolek
topar a* emele getirijili aylawly topar bolyar. »

1.6. Toparyn bolek topar boyunca dagadylysy

Goy, G topar we onuit M we N bolek kopliikleri berlen bolsun.

MN ={abla € M,b € N}koplige M we N bolek kopliiklerin kopeltmek
hasyly diyilyar.

M we N kopliiklerin birinin difie bir elementden durmagy hem miimkin. Me-
selem, M = {a}, onda

MN = aN = {ab|be N}

bolyar. Yagny a elementi N kopliige kopeltmek iigin, ony N kopliigiii her bir ele-
mentine kopeltmek gerek.

G toparda kopeltmek amalynyn assosiatiwliginden, bu toparyn bolek kopliik-
leriniii kopeltmek hasyllarynyn hem assosiatiwligi gelip ¢cykyar:

(MN)-P = M- (NP).

Eger H koplik G toparyn bolek topary bolsa, onda HH = H bolyandygyny
belldlin. Hakykatdan hem, H bdlek toparyn a we b elementlerininn ab kopeltmek
hasyly H kopliikde saklanyar, yagny H - H € H gatnasyk dogry. Ikinji bir tarapdan,
H € H - H gatnasyk yerine yetydr, sebdbi H = He. Netijede, HH = H deiilik dogry.

Goy, H bolek topar, G toparyil erkin saylanyp alnan bolek topary bolsun. H
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bolek topary peydalanyp G toparyn a,b,c, ... elementlerinin iistiine apb < a 'b € H
va-da apb & b = ah, h € H diizgiin bilen kesgitlenen p binar gatnasygyny girizelifi.

p gatnagygynyn ekwiwalentlik gatnasygy bolyandygyny goérkezmek kyn dal
(1, §6).

Hakykatdan hem:

1) ‘v’G [apa], ¢cliinki a = a-e,e € H;

2) ‘bv’G [apb = bpal, ¢linki apb<b = ah, h € H bolyandygyndan a = bh™ ' &

& bpa gelip ¢ykyar;
3) V lapbbpc = apc], ¢iinki apb < b = ah ,we bpc < c = bh,gatna-

a,b,ceG

syklaryn yerine yetyénliginden ¢ = bh, = (ah,)h, = a(h,h,),h h, € H gatnasyk ge-

lip ¢cykyar.

Bilsimiz yaly, berlen M kopliikde ekwiwalentlik gatnasygyny gurup bolsa, onda
bu ekwiwalentlik gatnasygyna gord ol kopliigi ekwiwalentlik klaslaryna dagadyp
bolyar. Netijede, p ekwiwalentlik gatnasygy G topary ekwiwalentlik klaslaryna da-
gadyar. Ol dagatmanyn néhili bolup biljekdigini anyklasdyralyii. Eger H= G bolsa,
dagatma dinie bir klasdan durar, sebibi X(; [b = a(a 'b)l,a'b € Hwe netijede,

apb gatnasygy alarys. Eger H = E = {e} bolsa, onda p ekwiwalentlik gatnasygy
adaty denlik gatnasygyna éwriilydr we G toparyin her bir elementi bir sany ekwiwa-
lentlik klasyny emele getiryar. G toparyn H bdlek topary £ we G bolek toparlardan
tapawutly diyip giiman edelifi. B, -ni bu H bolek topar boyunga alnan ekwiwalentlik
klaslarynyf biri we g. € B, diyelifi. Onda her bir b = g.h,h € H gorniisli element B,
klasa degisli bolar, sebébi g, pb gatnagyk yerine yetyar. Tersine, eger b € B, bolsa,
onda g, pb gatnasyk dogry, sonufi ligin hem b = g h, h € H bolar. Netijede, B,.= g, H
deniligi alarys. Seylelik bilen £ € H c G bolanda, p ekwiwalentlik gatnagygy
bilen kesgitlenen G toparyn H bolek topary boyunca alnan her bir ekwiwalentlik
klasynyf, bu klasyfi erkin alnan g elementi bilen H bolek toparyn g H kopeltmek
hasylyna dendigi subut edildi. Bu ekwiwalentlik klaslaryna G toparyn H bdlek
topar boyunca alnan ¢ep yanasyk klaslary diyilyér. Dagatmanyn 6ziine bolsa, G

......

------

B, yanasyk klasda g elementin erkin saylananlygyna goré B, yanasyk klas 6zii-
nin islendik elementi bilen doredilip bilner. Sonun ii¢in onun islendik elementini bu
klasyn wekili hokmiinde almak bolar. Yanasyk klaslarynyii biriniti H bolek topa-
rynl 6zlinin bolyandygyny hem bellemek gerek. Bu klas e birlik, seyle-de, islendik
h € H element bilen doredilip bilner, sebdbi hH = H denlik dogry. Bu klasy eH, hH
va-da yone H bilen belgileyarler.

Eger G topar tiikenikli topar bolsa, onda G toparyi H bolek topar boyunca ¢ep
vanagyk klaslara dagatmasy asakdaky yaly yazylyar:
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s—1
G=H+gH+gH+..+g H=) gH+H.
i=1
Bu yerde + we Y belgiler ¢ep yanasyk klaslaryti birlesmesini aiiladyar.
G toparyn elementinin tistiinde ap'b < ba ' € H, yagny ap' b © b=ha,h€ H
diizgiin bilen kesgitlenen p’ gatnasygyny hem girizmek bolar.
Bu yagdayda biz, G toparyn H bolek topar boyunca alnan Hg sag yanasyk
klasy diislinjesini alarys. G tiikenikli toparyit  bolek topar boyunga sag yanasyk
klaslara dagatmasy asakdaky yaly bolar:

S—1
G=H+ Hg, + Hg,+... + Hg, = ZHg;i—H.
i=1

G toparynn H bolek topar boyunga ¢ep we sag yanasyk klaslara dagatmasy sol
bir dagatmamy? — diyen sorag tebigy yagdayda yiize ¢ykyar. Basgaca aydylanda p
we p' ekwiwalentlik gatnasyklary diirliimi? — diylen sorag doreyar.

Eger G topar abel topar bolsa, onda G toparyn H bdlek topar boyunca ¢ep we
sag yanasyk klaslara dagatmalary gabat gelyér, sebdbi gH = Hg, g € G gatnasyk
yerine yetyér. G abel topar bolmasa, onda H bolek topara layyklykda kdhalatlarda
cep we sag yanasyk klaslara dagatmalarynyn gabat gelmegi ya-da gelmezligi hem
miimkin.

1-nji mysal. Bitin sanlaryn additiw toparynyf k£ natural sana kratny bolan
elementlerden diiziilen bolek topary boyunga ¢ep we sag yanasyk klaslaryna dagat-
malaryny yazyn.

Coziilisi. Goy, G bitin sanlaryn additiw topary H bolsa k natural sana kratny
bolan dhli bitin sanlaryil emele getirydn bolek topary bolsun. G topar abel topar.
Sona goré-de, bu toparyn ¢ep we sag yanasyk klaslara dagatmalary gabat gelyar.
Her bir dagatma k& sany yanasyk klasdan duryar. Ol yanasyk klaslar degislilikde,
0,1,2,.., k — 1 elementlerit kdmegi bilen doredilyar. Seylelikde /, (0 </ <k - 1)
sanyn komegi bilen doredilyin ¢ep yanasyk klas / + H gorniisde, sag yanasyk klasy
bolsa H + [ gorniisde anlatmak bolyar.

2-nji mysal. R hakyky sanlar meydanynda berlen n-nji tertipli ayratyn dél
kwadrat matrisalaryn emele getiryédn toparynyn kesgitleyjisiniii bahasy 1-e deni bo-
lan matrisalarynl emele getiryin bolek topary boyunca alnan ¢ep we sag yanasyk
klaslaryna dagatmalarynyn gabat gelyandigini gorkezin.

Coziilisi. Goy, G, (R) topar R hakyky sanlar meydanynda berlen n-nji tertipli
ayratyn ddl matrisalaryfi emele getiryén topary, O (R) bolsa kesgitleyjisi 1-e deni
bolan matrisalaryn emele getiryén bolek topary bolsun. Kesgitleyjileri deii bolan
matrisalaryn kopliigi ¢ep (seyle hem sag) yanasyk klaslary emele getiryér.
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Hakykatdan hem, eger B € AQ (R), yagny B=AU, U € O (R) bolsa, onda
|B| =|AU| = |4] - |U| = |A4| - 1 = |A4| ya-da |B| = |4| . Tersine, eger |B| = |4] bolsa,
onda B=A(A"' B) € AQ, (R), sebibi [A"' B| = |4 - [B| = |A["' - |A] = 1, sonuf iigin
hem, 4 'B€Q (R).

Netijede, G, (R) toparyii kesgitleyjilerinifi bahalary defi bolan matrisalaryny
toparlap, onuni Q (R) bolek topary boyunga alnan ¢ep ya-da sag yanasyk klaslarynyfi
birini alarys.

Bu alnan mysal kommutatiw dil toparyn hem ¢ep we sag yanasyk klaslaryna
dagatmalarynyn gabat gelmeginiit miimkindigini gérkezyar.

3-nji mysal. S, simmetrik toparyii dhli bélek toparlary boyunga gep we sag
yanasyk klaslara dagatmalaryny tapyn. Olaryn haysylarynyil gabat gelyéndigini
gorkezin.

Coziilisi. Uciinji derejeli S, simmetrik topar e = G ; ;), a= G i ;),

a_(123> a_<123> a_(123> a_<123>
27 \213) B3 \231) 4 \312) sT\3 21

ornunagoymalardan duryar.
o i%v simmetrik toparyn dhli bolek toparlaryny tapmak ticin, Kelli tablisasyny
izelin:

e a, a, 613 a, as
e e al a2 613 a4 as
a, a e a, a, a a,
a, a, a, e a, a a,
613 a, as al 614 (5] 612
a, a, a, a e a, a,
a a, a, a, a a, e

Bu tablisadan H| = !}'e},"H2 :w{e,al }, Hf {eja2 . H,= {ea },’H5 = {e,a3,a4"},
H, = {ea, a,a,a,a.} kopliklerii S3't0pary‘n bol'ek toparlary bolyandygyny gor-
mek kyn déil. Meselem, H, koplik ti¢in Kelli tablisasyny diiziip, onufi bolek topar
emele getirydndigine goz yetirelii:

e a, a,
e e (,l3 (,14
a, a, a, e
a, a, e a,

Bu tablisadan gorniisi yaly, H, kopliikde ornunagoymalary kopeltmek amaly
kesgitlenen; ornunagoymalary kopeltmek amalyna gord birlik element e element;
bu kopliigin her bir elementiniii ornunagoymalary kopeltmek amalyna goré tersi bar:
e'=ea' =a,a; =a,
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Bu bolek toparlar boyunga S, toparyf ¢ep we sag yanasyk klaslara dagatma-
laryny diizelin:

S,=H +aH +aH +aH +aH +aH =H +Ha +Ha,+ Ha, +
+Ha,+ Ha,={e} + {a} + {a} + {a,} + {a,} + {a};

S;=H,+a,H,+a,H={ea}+ {a,a}+ {a,a};
S,=H,+ Ha, + Ha,={ea} + {a,a} + {a,a};
S;=H,+aH +aH={ea}+ {a,a}+ {a,a};
S;=H+Ha +Ha,={ea,}+ {a,a}+ {a,a};
S;=H,+aH, +aH="{ea}+{a,a}+{a,a};
S;=H,+Ha, +Ha,={ea} +{a,a} +{a,a,};
S,=H +aH ={ea,a} +{a,a,a};
S,=H,+Ha,={ea,a} +{a,a,aq,

S,=H,={ea,a,a,a,a;.

Gorniisi yaly, H,, H,, H bolek toparlar boyunca S, toparyil ¢ep we sag yanasyk
klaslara dagatmalary gabat gelyar, H,, H,, H, bolek toparlar boyunga S, toparyi ¢ep
we sag yanasyk klaslara dagatmalary bolsa gabat gelmeyiér.

Bu mysal, kommutatiw dil toparyii ¢cep we sag yanasyk klaslara dagatmasynyn
diirli ya-da meinizes bolup biljekdigini gorkezyér.

Tiikenikli toparlar ticin asakdaky tassyklama dogrudyr.

Lagranzyn teoremasy. Her bir tiikenikli toparda onui islendik bélek topary-
nyn tertibi bu toparyn tertibinin boliijisi bolyar.

Subudy. Goy, G tertibi n-e den bolan tiikenikli topar, H bolsa onun tertibi &
den bolan bolek topary bolsun. G toparyn H bolek topar boyunca ¢ep yanasyk klas-
laryna dagatmasyna seredelin. Ol dagatma s sany yanasyk klaslardan duryar diyip
gliman edelin (yanasyk klaslaryn s sanyna G topardaky H bolek toparyn indeksi

G=H+gH+gH+...+g H (8)
H bolek toparynl k sany elementiniil barlygy tgin, her bir gH (i=1,2,...s — 1)
yanasyk klasyfh hem k sany elementi bardyr, sebébi eger gh,=gh,, h ,h, € H bol-
sady, onda i = h, bolar. Netijede, (8) dagatmadan n= ks deflik gelip ¢ykyar. »
Lagranzyin teoremasyndan gelip ¢ykyan netijelere seredelini.
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1-nji netije. G tiikenikli toparyn her bir elementinin tertibi bu toparyn terti-
binin boliijisi bolyar.

Hakykatdan hem, a elementini tertibi 6ziinini doredyén aylawly toparynyn terti-
bine dent we LagranZyn teoremasyna layyklykda G toparyn tertibiniii bolijisi bolyar.

2-nji netije. Tertibi p yonekey sana dern bolan her bir G tiikenikli topar aylaw-
ly topardyr.

Hakykatdan hem, G toparyn birlikden tapawutly her bir elementinii tertibinin
p yonekey sana denligine gord, ol elementlerinl her biriniii doredyén aylawly topar-
lary G topar bilen gabat gelyar.

§2. Normal boliiji. Faktor-topar. Gomomorfizm

2.1. Normal boliijiler

Yokarda beyan edilenlerden gorniisi yaly, toparyii ¢ep we sag yanasyk klaslara
dagatmalaryny gabat getiryén ya-da diirli edyédn bolek toparlary bardyr. Toparyn
cep we sag yanagyk klaslara dagatmalaryny gabat getiryin bolek toparlary, toparlar
nazaryyetinde wajyp orny eyeleyér. Seyle bolek toparlara ayratynlykda serederis.

1-nji kesgitleme. Eger G toparyn H bélek topar boyunga ¢cep we sag yanasyk
klaslara dagatmalary gabat gelse, onda H bélek topara G toparyn normal boliijisi
diyilydr.

G toparyn H bolek topar boyunca ¢ep we sag yanasyk klaslarynyni gabat gel-
megi ligin g elementin yasayan gH ¢ep yanasyk klasynyn Hg sag yanasyk klas bilen
gabat gelmeginin zerur we yeterlikdigi aydyn. Sonia gérd normal boliijini asakdaky
yaly kesgitlemek bolar.

2-nji kesgitleme. Eger
V lgH = Hg]
bolsa, onda G toparyn H bolek toparyna bu toparyn normal béliijisi diyilydr.
Bu kesgitlemediki ‘Z’( [¢gH = Hg] sert

VYV VY [gh=hgNhg=gh'] (1)

heH geG h.,hW"eH

serti anladyar.

1-nji mysal. G toparyn 6ziinden duryan we dine birlik elementden duryan
bolek toparlarynyn onun normal béliyjisi bolyandygyny gorkeziii.
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Cozilisi. G toparyn dine birlik elementden duryan bolek toparyny E bilen
belgilalin.

G topary G bolek topar boyunca ¢cep we sag yanasyk klaslara dagatmalary, G
kopliikden ybarat bolan, diie bir sany yanasyk klasdan duryar. G toparyin £ bolek
topar boyunca ¢ep we sag yanasyk klaslara dagatmalaryndaky yanasyk klaslar bol-
sa, G toparyn dhli elementlerinden diiziilen bir elementli kopliiklerden duryar.

2-nji mysal. Abel toparyn islendik bdlek toparynyi onun normal boliijisi bol-
yandygyny gorkezin we mysallar getiriil.

Coziilisi. G abel toparyn islendik elementi tigin, gH = Hg denligin yerine yet-
yanligine gord G abel toparyn her bir A bolek topary onuil normal boliijisi bolyar.
Hususy yagdayda, polozitel hakyky sanlaryn emele getirydn multiplikatiw topary,
noldan tapawutly &hli hakyky sanlaryn emele getiryan multiplikatiw toparynyi nor-
mal bolijisi bolyar. Noldan tapawutly &hli rasional sanlaryn emele getirydn multi-
plikatiw topary, noldan tapawutly &hli hakyky sanlaryn emele getiryan multiplika-
tiw toparynyn normal boliijisi bolyar.

3-nji mysal. O (R) toparyni G (R) toparyii normal boliijisi bolyandygyny gor-
kezin.

Cozilisi. Hakykatdan hem, elementleri hakyky sanlar bolan n-nji tertipli
ayratyn dal kwadrat matrisalarynn G (R) multiplikatiw toparynyn, kesgitleyjileri
1-e defi bolan Q (R) bolek topary, onuil normal bolijisi bolyar. Sebibi, yokarda
gorkezisimize gord, G (R) toparyfi Q (R) bolek topar boyunca gep we sag yanasyk
klaslara dagatmalary gabat gelyar.

4-nji mysal. Ornunagoymalarynyfi 4, alamaty liytgediji toparynyi S simmet-
rik toparynyn normal béliijisi bolyandygyny subut ediii.

Subudy. 7-nji derejeli alamaty liytgedyédn 4 topar n-nji derejeli S simmetrik
toparyn bolek topary bolyar (§1. 7-nji teorema). Onunl normal béliiji bolyandygyny
gorkezelifi. Hakykatdan hem, 4 topar %n! sany elementden duryar, sonun iicin

hem her bir (¢ep we sag) yanasyk klas hem %n! sany elementden durar. Sona gora-de,

S toparyn A bolek topar boyunga ¢ep we sag yanasyk klaslara dagatmalarynyn her
biri iki sany yanagyk klasdan duryar. Ol yanasyk klaslaryn biri 4, topar, beylekisi
bolsa, n-nji derejeli ték ornunagoymalaryn kopliigidir. Netijede, S toparyn 4 bolek
topar boyunca ¢ep we sag yanasyk klaslara dagatmalary gabat gelyar.
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1-nji teorema. G toparyn H bolek toparynyn onun normal boliijisi bolmagy
ticin
VIheH=g'hge H] (2)

g€C

gatnasygyn yerine yetmegi zerur we yeterlik.

Subudy. Ilki bilen zerurlyk sertini subut edelinn. Goy, G toparyin H bolek topary
onufi normal boliijisi bolsun. Onda (1) sert boyunga V.V V [hg = gh'] gatnagyk

g€G heH h'eH

dogry bolar. Netijede, V'V 'V [g'hg = h'], yagny V. |[he H= g'hg € H]| gat-

heH h'eH

nasyk dogry. Sunuii bilen zerurlyk sert subut edildi.

Yeterlik sertini subut edelifi. Onuii {i¢in V [h € H= g'hg € H| gatnasyk ye-
rine yetyédr diyip giiman edelin.

Onda V V V [g'hg=h A(g"") 'hg' =h" gatnasyk, yagny

g€G heH h'.h"'e€H

V V V [hg=gh'Ngh=hg)]

g€G heH h.h'"eH

gatnasyk yerine yetyir. Netijede, 2-nji kesgitlema layyklykda A normal béliiji bol-
yar. Seylelikde, teoremanyn yeterlik serti subut edildi. >

Eger G toparda b = g~ 'ag deiilik yerine yeter yaly ifi bolmanda bir sany g ele-
ment bar bolsa, onda G toparyii @ we b elementlerine 6zara catrymly diyilyar. Sey-
lelik bilen, (2) sert H normal boliijinin 6ziinin /4 elementi bilen bilelikde G toparyn
h element bilen catrymly bolan &hli elementlerini saklayandygyny anladyar.

(2) serte normal boliijininl kesgitlemesi hokmiinde hem seredilyar.

3-nji kesgitleme. Eger G toparyin H bélek topary 6ziinin h elementi bilen bile-
likde G toparyn h bilen ¢atrymly bolan dhli elementlerini oziinde saklayan bolsa,
onda ona G toparyn normal boliijisi diyilydr.

Bu kesgitleméni peydalanyp, asakdaky teoremany yenil subut edip bolyar.

2-nji teorema. G toparyn erkin alnan normal boliijilerinin kesigmesi yene-de
G toparyn normal boliijisi bolyar.

Subudy. Goy, D kopliikk G toparyn kébir normal bdliijileriniii kesismesi bol-
sun. Onda D kopliik G toparyn bolek topary bolyar.

Eger a € D bolsa, onda a element kesismeleri D kopliik bolan dhli normal bo-
liijilere degisli bolyar. Sonui {icin hem, G toparyn a element bilen ¢atrymly bolan
elementleri bu normal boliijilerin dhlisinde saklanyar. Netijede bolsa, ol elementler
normal bolijilerin kesismesi bolan D kdpliikde hem saklanyar. »
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2.2. Faktor-topar

Goy, G toparynn H bdlek topary onun erkin alnan normal boélijisi bolsun.
G toparyn H normal bolijjisi boyunga alnan her bir gH ¢ep yanasyk klas, sol bir
wagtynl 6ziinde onun sag yanasyk klasy hem bolyar we tersine. Sonun {i¢in hem,
geljekde biz olara G toparyit H normal boliijisi boyunca alnan yanasyk klaslary
diyeris. g elementin doredydn gH yanasyk klasyny g bilen belgileyéris. Toparyn
bolek kopliiklerini kopeltmek diizgiininden peydalanyp, G toparynn H normal boliiji-
si boyunca alnan yanagyk klaslarynyn kdpeltmek hasylyny kesgitlélin.

Goy, G toparyn H normal boliijisi boyunga erkin saylanyp alnan, g_1 =gH
we g_2 = g,H yanagyk klaslary berlen bolsun. Yanasyk klaslara G toparyii bolek
kopliikleri hokmiinde seredip, §1 : g_2 = ng ~ ng kopeltmek hasylyna seredelin.
G toparyn bolek kopliikleriniii kopeltmek amalynyn assosiatiwligini we H - H = H
bolyandygyny goz 6niinde tutup alarys:

g g =gH gH=(gHg) H=Ig(gHIH=(gg)H H) = (gg)H.

yagny
88 =88 3)
deilik dogry.

Netijede, G toparyn H normal béliijisi boyunga alnan iki yanasyk klasyn ko-
peltmek hasyly yene-de G toparyn H normal boliijisi boyunga alnan yanasyk klasy
bolyar.

Seylelikde, G toparyn A normal boliijisi boyunca alnan yanasyk klaslaryn kop-
liginde kopeltmek amalyny kesgitledik.

3-nji teorema. G toparyn H normal boliijisi boyun¢a alnan yanasyk klaslaryn
kopliigi ol kopliikde kesgitlenen kopeltmek amalyna goérd topar emele getirydr.
Bu teorema arkaly kesgitlenydn topara G toparyfl H normal boliijisi boyunga

------

Subudy. Hakykatdan hem, G toparyi bolek kopliiklerini kopeltmek amaly as-
sosiatiw bolany ii¢in, yanasyk klaslary kopeltmek amaly hem assosiatiwdir. ¢ = H
yanagyk klas G toparyfi H normal boliijisi boyunga alnan yanasyk klaslarynyi kop-
liiginde kopeltmek amalyna g6éré birlik element bolyar, sebébi, erkin alnan g = gH
yanagyk klas ti¢in, g-e =(gH)H =g(HH)=gH =g we g-e¢ =H - (gH)=(Hg)H =

=(gH)H=g(HH)=gH = g, yagny g-e = e g = g deilik dogrudyr.

Her bir g =gH yanagyk klasyfi yanasyk klaslary kopeltmek amalyna gora tersi
bardyr. Ol yanasyk klas (g) = g = g 'Hgomiisinde kesgitlenyar. Hakykatdan

hem, (3) detilige gord g(g)~' =gg'=
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Edil suia mefizes edip, (g)'g = € deiligit hem yerine yetyandigini gorkez-
mek bolar. »

1-nji mysal. Bitin sanlaryn additiw toparynyn & sana kratny bolan bolek to-
pary boyunca alnan faktor-toparyny tapyn.

Coziilisi. Goy, G bitin sanlaryni emele getiryén additiw topary, H,=< k >
bolsa & sana kratny bolan bitin sanlaryn bolek topary bolsun. Onda faktor- topar
G/H,0=H,1=1+H,2=2+H,..,k— 1= (k— 1)+ H, yanasyk klaslardan
duryar.

2-nji mysal. S /4 faktor-kopliigini elementlerini gorkezin.

Coziilisi. Jiibiit ornunagoymalaryil 4 topary n-nji derejeli S -simmetrik topa-
ryfi normal boliijisi bolyar (§2.4-nji mysal) we S =A + g4 ,bu yerde g €S , yone
g & A . Sonky gatnagyga goréd g tik ornunagoyma, g4 bolsa n-nji derejeli dhli ték

ornunagoymalaryn kopliigi. Seylelikde, S /A4 faktor-kopliik iki sany elementden,
A -jiibiit we g4 tik ornunagoymalaryn kopliiklerinden duryar.

3-nji mysal. G (R)/Q (R) faktor-topary tapym.

Coziilisi. G (R) hakyky sanlar meydanynda berlen ayratyn dil matrisalaryi
topary we Q (R) bolsa, kesgitleyjilerinifi bahasy 1-¢ defi bolan matrisalaryfi emele
getiryén normal bolijisi bolyar. Onda G (R)/ Q (R) faktor-topary diiziip bolyar.
Ol her bir kesgitleyjisiniii bahasy kesgitli bir @ sana denl bolan yanasyk klaslardan
duryar.

Faktor-toparyn kébir hésiyetlerine degisli teoremalary subut edelin.
4-nji teorema. G abel toparyn her bir G/H faktor-topary hem abel topardyr.

Subudy. Hakykatdan hem, ‘hVE'G [ab = ba] bolany tigin

V [a-b=a-b=b-a=b-al.»

a,beGIH
5-nji teorema. Aylawly toparyn her bir G/H faktor-topary hem aylawlydyr.

Subudy. Goy, G = <g> topar g elementin déredyén aylawly topary bolsun,
H bolsa onunl kébir bolek topary bolsun we aH bolsa G/H faktor-toparyn erkin
saylanyp alnan elementi bolsun. Onda a = g” bolar yaly m bitin san tapylyar we
sona gord-de, aH = g"H = (gH)" bolar. Netijede, G/H = < gH > bolyar.»
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6-njy teorema. G tiikenikli toparyn G/H faktor-toparynyn tertibi G toparyn
tertibinin boliijisi bolyar.

Subudy. Hakykatdan hem, G/H faktor-toparyii s tertibi G toparyit H normal
boliijisinin indeksine den. 1.5 bdliimgedéki (9) denlige goré bolsa, s san G toparyn
tertibinin boldjisi bolyar. »

2.3. Toparlaryn gomomorfizmi

Toparlaryn izomorfizmi diisiinjesiniil tebigy umumylasdyrmasy toparlaryi go-
momorfizmi bolyar. Toparlarynt gomomorfizmi toparyit normal boliijisi, faktor-to-
par diisiinjeleri bilen berk baglanysyklydyr.

G toparyn G’ toparyi iistiine ¢ izomorfizmi MVEG [p(ab) = p(a)p(b)] kopeltme-
gin diizglinini bozmayan, G-niii G'-iil iistiine 6zara birbelgili sekillenmesidir.

Eger bu kesgitlemede ¢ sekillenménin 6zara birbelgili bolmagyny talap etmesek,
onda G toparynn G’ toparyn igine (ya-da listiine) gomomorfizm diisiinjesine gelyaris.

1-nji kesgitleme. Eger G toparyn G' toparyn igine ¢ sekillenmesi

Y Lolab) = p(a)p()] (4)

serti kanagatlandyryan bolsa, onda ¢ sekillenmd G toparyn G'toparyn i¢ine gomo-
morf sekillenmesi ya-da gomomorfizmi diyilydr.
Eger G we G’ toparlar additiw toparlar bolsa, onda (4) gomomorflyk sertini

v [ola +b)=g(a) + o(b)]

a,beG
gorniisde yazyp bolyar.
Toparlaryn gomomorfizminde G-multiplikatiw, G’ bolsa additiw topar ya-da
tersine bolmagy hem miimkin. Bu yagdaylarda, degislilikde, gomomorflyk serti

¥ [p(a-b)=p(@)+p(b)] Ya-da ¥ [p(a+b)=p(a)- (b))

abeG
gorniisde kesgitlenyar.
Eger ¢ : G — G' gomomorf sekillenmesi G toparyin G’ toparyn iistiine sekil-
lenmesi bolsa, onda ona G toparyii G’ toparyn iistiine gomomorfizmi ya-da G

zy diyilyar we G~G' gorniisde yazylyar.

1-nji mysal. S -simmetrik toparyh G = {1, — 1} multiplikatiw toparyi iistiine
gomomorfizmi bolyandygyny gorkezin.

Coziilisi. Goy, A -jiibiit ornunagoyma bolanda ¢(4) = 1, 4 tik ornunagoyma
bolanda bolsa, ¢p(4) = — 1 diizgiin bilen S toparyfi G toparyn Ustiine sekillenmesi
kesgitlenen bolsun. Onda bu sekillenme
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@(AB) = ¢(4) - p(B)

serti kanagatlandyryar, sebdbi jiibilit ornunagoymalaryin kopeltmek hasyly jiibiit,
tdk ornunagoymalarynyn kopeltmek hasyly ték, seyle-de, jiibiit we tdik ornunagoy-
malaryfi kdpeltmek hasyly ték ornunagoymadyr. Netijede, ¢ sekillenme S, toparyn
G toparyn listiine gomomorfizmi bolyar.

2-nji mysal. R hakyky sanlar kopliiginde berlen ayratyn dél n-nji tertipli kwad-
rat matrisalaryn multiplikatiw toparynyn, noldan tapawutly hakyky sanlaryn emele
getirydn multiplikatiw toparynyn iistiine gomomorfizmi bolyandygyny gorkezin.

Coziilisi. Goy, G (R) topar R hakyky sanlar meydanynda berlen n-nji tertipli
ayratyn dil matrisalaryn topary, R* bolsa noldan tapawutly hakyky sanlaryin emele
getirydn multiplikatiw topary bolsun. Her bir 4 matrisany 6ziiniii |4| kesgitleyjisine
sekillendiryén G (R) toparyf R" igine y sekillenmesine seredelifi. Erkin alnan d € R
ticin, |D| = d bolyan, meselem,

d 0 .. 0
D:OI.O
00 ..1

matrisa bardyr.

Netijede, y —sekillenme G (R) toparyfi R” toparyf iistiine birbelgili sekillenme-
si bolyar.

|AB| = |A| - |B| denligin yerine yetyénligi iigin, y sekillenme G (R) toparyn R”
toparyn listline gomomorfizmi bolyar.

3-nji mysal. Erkin alnan G toparyn &ziinitt 4 normal boliijisi boyunga alnan
faktor-toparynyn listiine gomomorfizmi bolyandygyny subut edii.

Subudy. Goy, G kibir topar we H onun islendik normal béliijisi bolsun. Goy,
x sekillenme G toparyn her bir g elementine G toparynt 4 normal boliijisi boyunga
alnan gH yanasyk klasyny degisli edyédn bolsun. y sekillenménin G toparyn G/H
faktor-toparynyn lstiine sekillenmesi bolyandygy aydyn. G/H faktor-toparda kes-
gitlenen kopeltmek amalynyn kesgitlemesinden

Yc [%(8,8,) =88 H=gHg,H=2x(8)x(8,]

gelip ¢ykyar. _

Netijede, y sekillenme G toparyn G/H faktor-toparynyn {istline gomomorf
sekillenmesi bolyar.

3-nji mysaldaky y gomomorf sekillenma G toparyn G/H toparyn iistiine tebigy

......

3. sargyt Ne 749
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Indi toparlaryit gomomorf sekillenmesinin hasiyetlerine degisli kibir teorema-
lary subut edelin.

7-nji teorema. G toparyn G' toparyn igine gomomorf sekillenmesinde G to-
paryn e birlik elementi G' toparyn e' birlik elementine sekillenyir.

Subudy. Hakykatdan hem, ee = e deiilikden ¢(e)p(e) = p(e) denlik gelip ¢yk-
vyar. Ikinji tarapdan e’ - p(e) = ¢(e) deiilik yerine yetyir. Netijede, p(e)p(e) = e’ ¢p(e)
deiilikden ¢(e) = e’ alynyar. »

8-nji teorema. Eger ¢ sekillenme G toparyn G' toparyn icine gomomorfizmi
bolsa, onda

v lele) =le@1]
gatnasyk yerine yetydr.

Subudy. Hakykatdan hem, ¢' = ¢p(e) = p(gg ") = p(2)p(g") we
bu yerden

p(g~)=1[p@]"
denligi alarys. P

9-njy teorema. Eger ¢ sekillenme G toparyn G' toparyn igine gomomorfizmi
bolsa, onda ¢(G) kopliik G' toparyn bolek topary bolyar.

Subudy. Goy, a' we b' elementler ¢(G) kopliigin islendik elementi bolsun.
Ondaa’ = ¢(a), b’ = ¢p(b),buyerde a,b € Gwe a' - b’ = p(a)p(b) = p(ab) € p(G), (a') ' =
=[p(a)] '=p(a ') € p(G). Netijede, p(G) kopliik G toparyn bolek topary bolyar. >

2-nji kesgitleme. Goy, ¢ sekillenme G toparyin G' toparyn igine gomomorf
sekillenmesi bolsun. G toparyn ¢ gomomorf sekillenmesinde G' toparyn e’ birlik
elementine sekillenydn elementlerinin K toplumyna ¢ gomomorfizmin yadrosy di-
vilydr we K = Kerg yaly yazylyar.

10-njy teorema. G foparyn islendik ¢ gomomorfizminin yadrosy G toparyn
normal boliijisi bolyar.

Subudy. Hakykatdan hem, eger G toparynl a we b elementleri Ker ¢ yadroda
saklansa, onda a - b € Kerg bolyar, sebibi p(ab) = p(a)p(b) =¢€'-e'=¢€'. Egera €
€ Ker ¢, yagny ¢(a) = €' bolsa, onda a' € Kerg, bolyar, sebédbi p(a ') = [p(a)] ' =
= (e')' =¢'. Netijede, Kergp kopliik G toparyn bolek topary. Goy, a element Kerp kop-
likden erkin saylanyp alnan element, g bolsa G toparyn islendik elementi bolsun.
Onda:
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9(g 'ag) = p(g Np(a)p(g) = p(g") €' p(g) = p(g No(g) = €.

Seylelik bilen, Kerp bolek topar 6ziinin @ elementi bilen bilelikde G toparyn
bu elemente catyrymly bolan dhli elementlerini 6ziinde saklayar we sonia goré-de,
Kerg bolek topar G toparyin normal boliijisi bolyar. »

G toparynl G/H faktor-toparynyn lstiine gomomorf sekillenmesinifi yadrosyny
H normal boliiji diizyar.

Gomomorfizm hakynda teorema. Goy, ¢ sekillenme G toparyn G' toparyn
tistiine gomomorf sekillenmesi we Ker ¢ = H bolsun. Onda G' topar G/H faktor-
-topara izomorf bolar, 6zi hem, y : G ~ G/H - tebigy gomomorfizm bilen G/H faktor-
-toparyn G' topara y izomorfizminin yy kopeltmek hasyly ¢ gomomorfizmi kesgit-
leyadr.

Subudy. Goy, g’ element G’ toparyn erkin elementi, g bolsa G toparyn g’ = ¢(g)
serti kanagatlandyryan elementi bolsun. Ker ¢ = H bolyanlygy {i¢in, ‘v’ [p(h) =¢']
gatnasyk dogry bolar, sona gori-de

v V [o(gh)=9p(@eh) =g ¢ =¢'],

yagny yanasyk klaslaryn her bir g = gH elementi ¢ gomomorfizmde g’ elemente
sekillenyér. Ikinji tarapdan, eger g € G element ¢ gomomorf sekillenmede g’ € G ele-
mente sekillenyén, yagny ¢(q) =g’ bolsa, onda [p(g 'q) = (g Ne(q)=(g") '- g'=¢€]
bolar, sona gorid-de, g''q € H, yagny g~ ' ¢ = h, h € H gatnasyk yerine yeter.
Bu yerden g = gh € gH = g deiiligi alarys. Seylelik bilen ¢ gomomorfizmde g’ € G’
elemente sekillenydn G toparyil dhli elementlerinin kopliigi, G toparyin H normal
boliijisi boyunga alnan g = gH yanasyk klasyny diizyér. Her bir ¢ = gH yanasyk
klasy g’ € G’ elemente sekillendirydn sekillenméni y bilen belgilélini. Onda y(g) =
= p(g) bolar. y sekillenménin G/H faktor-toparyn iistiine sekillenmesi boljakdygy
aydyn. Bu sekillenménifi izomorf sekillenmedigini gorkezelin. Hakykatdan hem,
goy, g = ng we g, = g, H elementler G/H faktor-toparyn erkin alnan elementleri

bolsun. g g, = g Hg,H = (g,g,) H bolyandygy iicin,
w(g,8,) = 0(g, &) = 0(g)0(g,) = w(g)w(g,)
bolar.

Netijede, -
Y [h(s,8,) = ¥() ¥ (s)]

gatnasyk dogry. Ondan basga-da, y sekillenme 6zara birbelgili sekillenme, yagny
Vo g #8 =) # V()]

glgze(:

218266/

gatnasyk dogry, sebibi garsylykly yagdayda y(g,) = w(g,) = 0(g) =¢(g,) = g,'=
=g, = gH=gH= g =g, deiilik alnardy.
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Seylelik bilen, y sekillenminin G/H faktor-toparynyn G’ toparyn iistiine izo-
mort sekillenmesidigini subut etdik.

Indi yy sekillenmi seredelini. y sekillenménin G toparyn G/H toparyn iistii-
ne tebigy gomomorfizmi, y sekillenménin bolsa, G/H toparyn G’ toparyn iistiine
sekillenmesi bolyanlygy aydyn. yy = ¢ denligin yerine yetydndigini subut edelin.
Goy, g element G toparyi erkin alnan elementi bolsun. Tebigy gomomorfizmin kes-
gitlemesine gord, y(g) = ¢ = gH we y izomorfizmin kesgitlemesine gord, y(g) = o(2).
Netijede, yy(g) = wlx(@)] = w(g) = ¢(g), yagny xy(g) = ¢(g) deiiligi alarys.

Seylelik bilen

V [x[¥(g)] = ¢(9)]

geG

gatnasygy alarys. Bu bolsa yy = ¢ bolyandygyny anladyar.»

§3. Halka. Biitewiilik yaylasy

3.1. Halka barada kibir maglumatlar

Birinji okuw kitabynda halka barada beyan edilen kdbir maglumatlary yatlalyi.
Bos bolmadyk K kopliikde gosmak we kdpeltmek binar amallary kesgitlenip,
K kopliik gogsmak amalyna goré abel topar emele getirse, kopeltmek amaly bu kop-
liikde assosiatiw we kopeltmek amaly gosmak amaly bilen distributiwlik kanuny
boyunga bagly bolsa, onda K kopliikk gogsmak we kopeltmek amalyna gord halka

......

ona kommutatiw halka diyilyar.

Mysallar. Z bitin sanlaryn kopliigi, 1-den tapawutly kdbir m sana kratny
bitin sanlaryn kopliigi, @ rasional sanlaryn kopliigi, R hakyky sanlaryn kopliigi,
C kompleks sanlaryn kopliigi, a + bv2 (bu yerde a we b rasional sanlar), gérniisli
sanlaryn kopliigi gogsmak we kopeltmek amallaryna gord kommutatiw halka emele
getiryar.

Kommutatiw dél halkalara mysal edip, Q rasional sanlar meydanynda berlen
n-nji tertipli kwadrat matrisalaryfi M (Q) halkasyny, R hakyky sanlar meydanynda
berlen n-nji tertipli kwadrat matrisalaryfi M (R) halkasyny, C kompleks sanlar mey-
danynda berlen n-nji tertipli kwadrat matrisalarynn M (C) halkasyny almak bolar.

P meydanda berlen skalyar matrisa diyip, esasy diagonaly sol bir a element-
den duryan, galan elementleri bolsa nollar bolan matrisa aydylyar. R hakyky sanlar
meydanynda berlen n-nji tertipli skalyar matrisalaryn M, (R) kopliigi matrisalary
gosmak we kopeltmek amallaryna gord kommutatiw halka emele getiryar.

Hakykatdan hem, goy,
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a0 .0 b 0 .. 0
Qu:O“'““wesz()b”'b
00 . a 00 . b
matrisalar, M, (R) kopligifi erkin alnan matrisalary bolsun. Onda,
a+b 0 .. O
Qa N Qb _ 0 a+b .. a
0 0 .a+h
a—b 0 0
0 - Qb _ 0 a-—»b a
0 O a—>b
ab 0 .. 0
0.0 7 =00
0 0 .. ab

matrisalar hem skalyar matrisalar bolyarlar we netijede, M, (R) kopliige degisli
bolyar.

M (R) koplikde matrisalary gosmak we kopeltmek amallarynyn assosiatiw-
digini, kommutatiwdigini, seyle-de, gosmak we kopeltmek amallarynyn distribu-
tiwlik kanuny bilen baglydygyny barlamak kyn dél. Netijede, M, (R) kopliik mat-
risalary gosmak we kopeltmek amallaryna gord kommutatiw halka emele getiryar.

Kesgitleme. Eger a = bc (a = cb) deiilik yerine yeter yaly ¢ € K element bar
bolsa, onda b € K elemente a € K elementin ¢ep boliijisi (sag boliijisi) diyilydir.
Seyle-de, a elemente b elementin ¢ep (sag) kratnysy hem diyilydr.

Bu yerde K kabir halka.
Eger K halka kommutatiw bolsa, onda ¢ep boliiji (kratny) we sag boliiji (kratny)
diisiinjeleri gabat gelyar. Sonun {igin hem, bu yagdayda yone «boliijin we «kratny»

......

Eger K halkada birlik element, yagny Y/ [ae = ea = a] serti kanagatlandyryan

a€k

e element yok bolsa, onda a element 6z-6ziiniii boliijisi bolup bilmez. Seyle-de,
eger K halkada e birlik element yok bolsa, onda na element (bu yerde a € K, n kédbir
bitin san) a elementin kratnysy bolup bilmez. Meselem, 3-¢ kratny sanlaryn emele
getirydn halkasynda 5 - 3 = 15 element 3-e kratny bolup bilmeyir, sebdbi 5 san ber-
len halkanyn elementi dél.
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Eger K halkada e birlik element bar bolsa, onda islendik a € K {i¢in

na=n(ea)=ea+ea+..+ea = (e+e+..+e)a=nea

« J

n sany gosulyjy n sany gosulyjy

deilikler yerine yetyér. Diymek, na element a elemente kratny bolyar.

Eger K halkanyi K’ bolek kopliigi K halkada kesgitlenen gosmak we kdpeltmek
amallaryna gord halka emele getirse, onda onia K halkanyn bolek halkasy diyilyar.

Meselem, jiibiit sanlaryil kopliigi Z bitin sanlaryil halkasynyn bdlek halkasy
bolyar. Soiiky halka bolsa, 6z gezeginde Q rasional sanlaryn halkasynyn bolek hal-
kasy bolyar. Rasional sanlaryii halkasy we a + bv2,ab€Q gdrniisli sanlaryn hal-
kasy R hakyky sanlar halkasynyn bdlek halkasy bolyar.

Q rasional sanlar meydanynda berlen n-nji tertipli kwadrat matrisalaryi M (Q)
halkasy R hakyky sanlar meydanynda berlen n-nji tertipli kwadrat matrisalaryn
M (R) halkasynyn bolek halkasy bolyar. Sonky halka bolsa, 6z gezeginde, C kom-
pleks sanlar meydanynda berlen n-nji tertipli kwadrat matrisalaryfi M (C) halka-
synyn bélek halkasy bolyar. Skalyar matrisalaryin M, (R) halkasy M (R) halkanyn
bolek halkasy bolyar.

Her bir K halkanyn i bolmanda iki sany bolek halkasy bardyr, olaryn biri K
halkanyn 6zi, beylekisi bolsa difie nol elementden duryan halkadyr.

K halkanynn K’ bolek kopliiginin bolek halka emele getirydndigini asakdaky
teoremanyn komegi bilen barlamak bolar (1, §12).

1-nji teorema. K halkanyn bos bolmadyk K' bolek kopliiginin onun bélek hal-
kasy bolmagy iicin, K' kopliik oziinin islendik a we b elementleri bilen bilelikde
a + b jemi, a — b tapawudy we ab kopeltmek hasylyny oziinde saklamagy zerur we
veterlikdir.

Goy, K we K' iki halka bolsun. Eger K halkany K" halkanyn tistiine sekillendir-
yén 0zara birbelgili ¢ sekillenme bar bolup, ol sekillenme

VK [p(a+b) = @(a) + ob) ANp(ab) = p(a)p(b)]

a,be

sertleri kanagatlandyrsa, onda K we K’ halkalara 6zara izomorf halkalar diyilyér.

......

Meselem, M (R) skalyar matrisalaryi halkasy, R hakyky sanlaryi halkasyna
izomorf, sebdbi

a 0 ... 0
0 a .. 0
®: —a
00 .. a
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diizgiin bilen kesgitlenen sekillenménin izomorf sekillenmedigini barlamak kyn dal.
Asakdaky tassyklama hem dogry (1, §14).

2-nji teorema. Eger gosmak we kopeltmek binar amallary kesgitlenen F kop-
liik kabir K halka izomorf sekillenydn bolsa, onda F kopliik hem bu kesgitlenen
amallara gérd halka emele getiryir.

3.2. Birlik elementli halka

Halkanyn kesgitlemesinde kopeltmek amalyna goré e birlik elementin bar bol-
magy talap edilmeyir. Yone, halkada birlik element bar bolsa, onda ol yeke-tik-
dir (1, §10). Nol halkada, yagny nol elementden duryan halkada, 0 element hem
gosmaga hem kopeltmége gord birlik element bolyar, sebdbi 0 +0=0we 0-0=10
denlikler yerine yetyar.

1-nji kesgitleme. No! dil K halkada e birlik element bar bolsa, onda ona bir-
lik elementli halka diyilydr.

K halkanyii e birlik elementini hem 1 bilen belgileyiris, yone ony 1 san bilen
tozdestwolayyn denl diyip hasap edip bolmaz. Birden uly m natural sana kratny
sanlarynl emele getirydn halkasynda birlik element yok. Hususy yagdayda, jiibiit
bitin sanlarynl halkasynda birlik element yokdur. Z bitin, Q rasional, R hakyky
sanlarynl halkalary birlik elementli halkalardyr. @ rasional, R hakyky, C kompleks
sanlar meydanlarynda berlen n-nji tertipli matrisalarynn emele getiryén halkalary
hem birlik elementli halkalardyr. Bu halkalaryn birlik elementi

1 0.0
E:01"'0
00 .. 1

birlik matrisa bolyar.

Goy, K erkin alnan e birlik elementli halka bolsun. Noldan tapawutly islendik
a € K elementiicin,a-0=0-a=0wea -e=e-a=a deillikler dogry. Bu yerden
0 we e elementler K halkanyn diirli elementleri bolyar, yagny e # 0 . Eger K halkada
a € K elemente ters bolan a' element bar bolsa, ol yeke-takdir (1, §10). e birlik
element 6z-6ziine ters bolan elementdir. (— e)(— e) = e deiilikden — e elementiii hem
0z-0zline ters elementdigi gelip ¢ykyar. 0 elementini tersi yokdur, sebdbia-0=0-a=
= 0 # e denlik, islendik a € K {i¢in, yerine yetyir. Eger a € K elementinl (K halkada)
tersi @' bolsa, onda a we a' elementler e birlik elementin boéliijileri bolyar. Sona
gori-de, asakdaky kesgitleme kabul edilen.
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2-nji kesgitleme. K halkada a' tersi bar bolan a elemente K halkanyn owriili-
sikli elementi ya-da birligin béliijisi diyilyar.

Dine 1 we — | elementlerinin tersi bar bolan Z bitin sanlaryn halkasy kommu-
tatiw halkanyi inl bir yonekey mysalydyr.

3-nji teorema. K halkanyn birlik elementinin béliijilerinden duryan K™ kopliik
kopeltmek amalyna gord topar emele getirydr.

Subudy. Hakykatdan hem, eger a we b elementler K™ kopliige degisli bolsa,
ondaaa '=a'a=ewe(a'b ") ba)=(ab)(b'a")=ebolar. Bu denlikler a ' we
ab elementleriii hem e birlik elementin boliijileri bolyandygyny anladyar we neti-
jede, olar K* kopliige degisli bolyar. e birlik element hem K* kopliikde saklanyar.
Sonun {igin hem, K* kopliik kopeltmek amalyna gord topar emele getiryar. »

K" topara K halkanyn owrilisikli elementlerininn ya-da birlik elementin bolii-

rrrrrr

3.3. Nolun boliijileri. Biitewiilik yaylasy

Goy, K halka bolsun. Islendik a € K element {i¢in, @ - 0 =0 - a = 0 deiilik yeri-
ne yetyar. Halkanyn elementinin boliijisinin kesgitlemesine gord, halkanyn her bir
elementi nolufi béliijisi bolyar. Yone, halkalar nazaryyetinde nolui boliijisi {i¢in
asakdaky kesgitleme kabul edilendir.

1-nji kesgitleme. Eger a # 0, b # 0, yéne ab = 0 bolsa, onda K halkanyn a we
sag boliijisi diyilydr

Kommutatiw halkada nolun ¢ep we sag boliijisi diistinjeleri gabat gelyar. Eger
m diizme natural san, meselem m = pg bolsa, onda m bilen denesdirerli bolan bi-
tin sanlaryfi klaslarynyn emele getirydn Z halkasynyn noldan tapawutly C, we C,
klaslarynyn kopeltmek hasyly C-nol klasa den bolyar, yagny C -C=C =C
denlik yerine yetyar. Netijede, C, weC klaslar Z halkada nolun bélijileri bolyar.

Eger n > 2 bolsa, onda n-nji tertipli

1 00..00 000 00
A:OOO'"OoweB:OOO 00
000..00 000.. 01

matrisalar M (R) halkada nolufi bolijileri bolyar.
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2-nji kesgitleme. Nolun béliijilerini oziinde saklamayan kommutatiw halka
biitewiilik yaylasy diyilydr.
Her bir san halkasy biitewtilik yaylasy bolyar. Her bir P meydan hem biitewii-
lik yaylasy bolyar, sebébi
V[ [a#0,ab=0=a"'(ab)=0=b=0]

abep

gatnasyk dogry.

3.4. Paylar meydany

Biitewiilik yaylasynyn arasynda has kop gabat gelyédni Z bitin sanlaryn hal-
kasydyr. Z bitin sanlaryni halkasy @ rasional sanlar meydanynyi bolek halkasy bol-
yar. Bu yerden her bir biitewlilik yaylasy kébir meydanyn bolek halkasy bolyarmy-
ka diyen sorag yiize ¢ykyar. Bu soraga asakdaky teorema jogap beryar.

4-nji teorema. Her bir R biitewiilik yaylasy ti¢in, ony oziinde bolek halka edip
saklayan kdbir Q meydan bardyr we bu meydanyn her bir elementi R biitewiilik yay-
lasynyn kdbir iki elementinin payyna dendir.

Kesgitleme. Her bir R biitewiilik yaylasy ti¢in ony éziinde saklayan, her bir
elementi R biitewiilik yaylasynyn kdbir iki elementinin payy hokmiinde kesgitlenydin
P meydana paylar meydany diyilydr.

1-nji mysal. Q rasional sanlar meydanynyn Z biitewiilik yaylasyny oziinde
saklayan paylar meydanyny emele getirydndigini subut edin.

Subudy. Q rasional sanlaryn kopliiginin her bir elementini kébir iki sany bitin
sanyn payy hokmiinde yazyp bolyar. Z bitin sanlaryii kopliigi onuii bolegi bolyar.
Seyle-de, Z halkanyi biitewiilik yaylasyny, @ kopliigin bolsa gosmak we kopelt-
mek amallaryna gérd meydan emele getiryandigini hasaba alsak, onda Q paylar
meydany bolyar.

§4. Halkanyn idealy. Faktor-halka. Halkalaryi gomomorfizmi

4.1. Halkanyn idealy. Ideallar iistiinde amallar

Halkalar nazaryyetinde ideallar diyip at alan bolek halkalar wajyp orny eyeleyr.

1-nji kesgitleme. Eger K halkanyn bos bolmadyk I bolek kopliigi K halkanyn
additiw toparynyn bolek topary bolsa, islendik a € I we x € K elementler iigin xa
(degislilikde ax) kopeltmek hasyly I kopliikde saklansa, onda I kopliige K halkanyn
cep (degislilikde, sag) idealy diyilydr.
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K halkanyn 7 bolek kopliigi ¢ep hem-de sag ideal bolsa, onda ona K halkanyn

Kommutatiw halkada her bir idealyn ikitaraplayyn ideal boljakdygy aydyn.

1-nji kesgitlemeden her bir ¢ep idealyn, sag idealyn we ikitaraplayyn ideallaryn
K halkanyn bolek halkasy bolyandygy gelip ¢ykyar. K halkanyn her bir idealy
bolek kopliik, sona gord-de, K halkanyil ideallarynyn kopliiginde «bdlegi» diyen
gatnagygy girizmek bolar.

1-nji mysal. Haysy ideallar erkin alnan K halkanyn triwial ideallary bolyar?

Coziilisi. Her bir K halka 6zitinin ikitaraplayyn idealy bolyar. Bu ideala birlik
ideal diyip at berilydr. Her bir K halkada nol bdlek halka hem K halkanyn idealy
bolyar. Ona K halkanyn nol idealy diyilydr we ol O bilen belgilenyir. Birlik ideal
we nol ideal K halkanyn triwial ideallary bolyar.

K halkanyn K birlik idealynyii bu halkanyn islendik / idealyny 6ziinde sak-
layandygyny we O idealyn bolsa bu halkanyn islendik idealynda saklanyandygyny
belldlin. Netijede, bolegi gatnasygy manysynda, birlik ideal if uly ideal, nol ideal
bolsa in kigi ideal bolyar.

2-nji mysal. K erkin alnan halka, a onui islendik elementi bolsa, onda

Ka = {xa |x € K}, aK = {ax | x € K} we m(a) = {x ay, +x,ay, +--+x ay |x,
v, €K, i=1.2,..n} kopliklerifi, degislilikde K halkanyti ¢ep, sag we ikitaraplayyn
ideallary bolyandygyny gorkezii.

Coziilisi. Ka = {xa |x € K} kopliigin K halkanyn ¢ep idealy bolyandygyny
gorkezelin:

1) Vx,a,x,a € Ka = x,a +x,a=(x, +x,)a € Ka ), sebibi x, +x, € K;

2) xa € Ka elemente garsylykly bolan — xa element hem Ka kopliige degisli,
sebdbi —xa = (—x)a we —x € K.

Bu sertler Ka kopliigin K halkanyn additiw toparynyn bolek topary bol-
yandygyny gorkezyir. Islendik xa € Ka we x" € K elementler ii¢in, x'(xa) = (x'x)a €
€ Ka gatnasyk yerine yetyir. Netijede, Ka kopliik K halkanyn ¢ep idealy bolyar.

Edil seyle-de, aK kopliigin K halkanyn sag idealy bolyandygyny, m(a) kop-
liigin bolsa K halkanyn ikitaraplayyn idealy bolyandygyny gérkezmek bolar. Eger
K halka kommutatiw bolsa, onda aK = Ka = m(a) boljakdygy aydyn. Eger K hal-
kada birlik element Yok bolsa, onda aK, Ka, m(a) ideallaryni her biriniii a elementi
oziinde saklamajakdygyny belldlin.
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3-nji mysal. Goy, K kédbir kommutatiw halka we a bolsa, onun islendik ele-
menti bolsun. Onda {xa + na |x € K, n € Z} kopliik, K halkanyn idealy bolyar.

Bu tassyklamanyn dogrulygyna hem edil 2-nji mysaldaky yaly goz yetirmek
bolar.

Bu ideala K halkanyin a elementifi komegi bilen emele getirilen bas ide-
ideallaryn arasynda (a) bas ideal (kopliikleriil bolegi diisiinjesi manysynda) ii kigisi
bolyar.

Hakykatdan hem, a elementi saklayan her bir ideal, a elemente kratny bolan xa
elementlerin dhlisini 6zlinde saklayar we &hli + Y a = na jemi hem 6ziinde saklayar,
netijede bolsa, xa + na jemlerin dhlisini, yagny (a) idealy 6ziinde saklayar.

Eger K halkada e birlik element bar bolsa, onda (a) = Ka bolar. Hakykatdan
hem, (@) idealyil kesgitlemesine gord, Ka € (a) gatnasyk yerine yetyar. Ikinji ta-
rapdan xa + na = (x + n)a = x" a € Ka bolar, sona gord-de, (a) S Ka gatnagyk
dogry. Netijede, (a) = Ka deiiligi alarys. Meselem, Z bitin sanlaryin halkasynyn
m elementinin emele getirydn (m) bas idealy m sana kratny bolan dhli bitin sanlar-
dan duryar. Sonui {i¢in hem,

(m)=mZ.

K halkanyn O idealynyn K halkanyn (0) = {0} gorniisinde kesgitlenen bas
idealy bolyandygyny belldlin. Eger K halkada e birlik element bar bolsa, onda (e)
element hem K halkanyn bas idealy, has takygy (e) = K bolyar.

Indi bolsa K halkanyn ideallarynyi iistiinde gegirilydn kadbir amallara seredelin.
Onun {igin K halkanyn ideallaryny goyy yazma latyn setir harplary bilen belgilélin,
meselem a,b,. .. .

Ideallaryn kopliiginde ilki bilen ideallaryn kesismesine seredelin. Goy a we b
ideallar K halkanyn islendik ideallary bolsun.

1-nji teorema. K halkanyn a we b ideallarynyn a N b kesismesi hem K hal-
kanyn idealy bolyar.

Subudy. §1-in 8-nji teoremasyna gord a N b kesisme K halkanyn additiw bdlek
topary bolyar. Ondan basga-da, islendik a € a N b element ii¢in, x € K element xa
we ax kopeltmek hasyllarynyni @ hem-de b ideallarda saklanyandygyna gord bu ko-
peltmek hasyllar olaryn kesismesi bolan a N b kopliikkde hem saklanyar. Netijede, K
halkanyn a we b ideallarynyn kesismesi hem K halkanyn idealy bolyar. »

Ideallaryn kesigsmesi amalynyin assosiatiwlik we kommutatiwlik hisiyetlerine
eyedigini barlamak kyn dél.

Goy, A4 we B kopliikler K halkanyn kébir bos bolmadyk bolek kopliikleri
bolsun.
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2-nji kesgitleme. {a + b| a € A, b € B} kopliige A we B képliiklerin jemi diyil-
vdr we A + B gorniisinde belgilenyiir.

Eger A4 bolek kopliik difie bir sany a elementden duryan bolsa, onda 4 + B jemi
a + B gorniiginde yazyp bolar.

K halkanyn elementleri gosmak amalyna goré assosiatiw we kommutatiw bo-
lany ticin, K halkanynl bolek kopliiklerinini jeminint hem bu hasiyetlere boyun eg-
yéandiklerini barlamak kyn dal.

3-nji kesgitleme.

{Zn:aib,«|a,- c A,b,‘ & B,I’L (S N}
=1
kopliige A we B bélek kopliiklerin kopeltmek hasyly diyilydr we AB bilen belgi-
lenyar.

Eger A = {a} bolsa, onda 4B kopeltmek hasyl aB yaly yazylyar we

aB = {ab | b € B} gornlisde kesgitlenyar.

Goy, a we b ideallar K halkanyn erkin alnan ideallary bolsun.

2-nji teorema. K halkanyn a we b ideallarynyn a + b jemi hem K halkanyn
idealy bolyar.

Subudy. Hakykatdan hem, V(a, + b, ),(a, + b))€a +b, (a, + b)) + (a,t b, ) =
=(a,*a)+(b,+b)=a"+Db'€a+bgatnasyk dogry, sebibi (a, +a,)€a, (b, +b,) €b.

—(a + b)=(—a) + (- b) element (a + b)E a + b elemente garsylykly element
bolyar, sebdbi — a € @ we — b € b. Netijede, a + b koplik K halkanyn additiw
toparynyn bdlek topary bolyar. Ondan basga-da, islendik a + b € a + b element we
x € K element {i¢in, x(a + b) =xa + xb€ a + b hem-de (a + b)x =ax+bx €Ea + b
gatnagyklar yerine yetyar »

3-nji teorema. K halkanyn a we b ideallarynyn ab kopeltmek hasyly hem
K halkanyn idealy bolyar.

Subudy. Hakykatdan hem, ab kopliige degisli bolan islendik Zn:ai b. we
D a/b; elementleriti Y a b, + > a/b/ jemi ab kopeltmek hasylyna élzelgisli bol-
j=1 i=1 Jj=1
jakdygy aydyi. Seyle hem, — > a. b.= > (- a )b, element Y a. b. € ab clemente

i=1 i=1 i=1

garsylykly element bolyar we ab kopliikde saklanyar. Ondan basga-da, islendik
D ab, € ab we x € K elementler tigin, >_a, b. = > (xa)b, € ab we (Z a,-b,-)x =
i=1 i=1 i=1 i=1
= Zai(bi X) € ab denlikler yerine yetyar. »

HSeylelik bilen, K halkanyn ideallarynyn kopliiginde gogsmak we kopeltmek
amallary yerine yetyar. Ideallary gogsmak amaly assosiatiw we kommutatiw, ideal-
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lary kopeltmek amaly bolsa assosiatiwdir. Eger K halka kommutatiw halka bolsa,
onda K halkanyn ideallarynyn kopeltmek hasyly hem kommutatiwdir.

4-nji teorema. K halkanyn ideallaryny kopeltmek we gosmak amallary distri-
butiwlik kanuny bilen baglydyr, yagny
V [(@+b)c=ac+bc we c(a+b)=ca+ cb]
a,bceK

gatnasyklar yerine yetyir.

4.2. Ideal boyunca denesdirmeler we kemeltmeler klaslary.
Faktor-halka

Goy, K kabir halka, m bolsa onun erkin alnan idealy bolsun. K additiw abel to-
par emele getiryér, m ideal bolsa onun bolek topary bolyar. Abel toparyn dhli bolek
toparlary onun normal bolijisi bolyanlygy {i¢in, m ideal hem K toparyn normal
bolijjisi bolar. Netijede, K toparyn m normal boliijisi boyunca alnan K/m faktor-to-
paryny gurup bolyar. Ol m normal boliiji boyunga K toparyi yanasyk klaslaryndan
duryar:

Otm,a+mb+m,c+m,...

X,y € K elementleriit m normal boliiji boyunca K toparyn sol bir yanasyk klasy-
na degisli bolmagy ti¢in, x — y € m bolmagynyn zerur we yeterlikdigini yatlalyn.
K topar abel topar bolany ii¢in, K/m faktor-topar hem additiw abel topar bolyar. Biz
K/m toparda kopeltmek amalyny hem kesgitlip bolyandygyny we K/m kopliigin,
onda kesgitlenen gogsmak we kopeltmek amallaryna goréd halka emele getiryéndigi-
ni gorkezeris.

Onun ii¢in, ilki bilen wajyp diisiinjeleriii biri bolan denesdirme diisiinjesini
kesgitldlin we onuil kébir hésiyetlerini dwrenelin.

Kesgitleme. Eger x we y elementler K additiw toparyn m bolek topary boyun-
¢a alnan sol bir yanasyk klasyna degisli, yagny x —y € m bolsa, onda x € K element,
vy € K element bilen m ideal boyunc¢a ya-da m modul boyunga denesdirerli diyilydr
we

x = y(modm)

gorniisde yazylyar. Ol x element y element bilen m modul boyun¢a denesdirerli di-
Yip okalyar.

Netijede, x = y(modm) < x—y € m.

Eger I ideal bas ideal, yagny / = (m) bolsa, onda x = y(modl) yazgynyi ornuna

x = y(mod(m)) yazmaly, yone biz bu yagdayda hem x = y(modm) diyip yaza-
rys. x # y(modm) yazgy x we y elementlerin m modul boyuncga denesdirerli daldigi-
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ni anladyar. Denesdirmé berlen yokardaky kesgitleme K kopliikde binar gatnasygy
kesgitlemesine gord, K additiw toparyin m bolek topar boyunca alnan yanasyk
klaslara dagatmasyny beryiar we netijede, K kopliikde kesgitlenen ekwiwalentlik
gatnasygy bolyar, yagny ol gatnasyk refleksiw, simmetrik we tranzatiwdir:
Y [x =x(modm)], V [x =y(modm) = y = x(modm)];

x,yEK

xeK

YV [x=y(modm)Ay =z(modm) = x = z(modm)].
x,y,2€K
Seylelik bilen, K halkada kesgitlenen deniesdirme gatnasygy boyunca alnan
ekwiwalentlik klaslary, K toparyin m modul boyunga alnan yanasyk klaslary bolyar.
Olara K halkanyn m idealy boyunca alnan ya-da m moduly boyunga alnan kemelt-

------

Denesdirme gatnagygynyn kébir hésiyetlerine seredelin.

1-nji hésiyet. Deriesdirmdnin iki tarapyny hem islendik n bitin sana képeldip
bolyar, yagny
VY [x =y(modm) = nx = ny(modm) |

xy,2€K

gatnagyk dogry.

Hakykatdan hem, x = y(modm) < x —y € m. nx — ny =n(x — y) € m, netijede,
nx = ny(modm) . Hususy yagdayda, n =— 1 bolanda, x = y(modm) = —x =—y(modm)
bolyar.

2-nji hisiyet. Denegdirmdnin iki tarapyna-da islendik z € K elementi gosup
bolyar, yagny
Y [x=y(modm) = x +z =y + z(modm)]

x,y,2€K
gatnasyk dogry.
Hakykatdan hem, x = y(modm) & x—y€m.(x +z)—(y +z)=x—y Em we
netijede, x + z = y + z(modm) bolyar.

3-nji hisiyet. Denesdirmdnin iki tarapyny hem islendik z € K elemente ko-
peldip bolyar, yagny

VY [x =y(modm) = xz = yz(modm) Azx = zy(modm) |

x,y,2€K

gatnagsyk dogry.
Hakykatdan hem, x = y(modm) & x —y € m. xz —yz=(x — y)z € m we zx —
—zy =z(x — y) € m, netijede, xz = yz(modm) we zx = zy(modm).
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4-nji hasiyet. Dernesdirmeleri agzama-agza gosup we ayryp bolyar:
YV [x =y(modm)Ax' = y'(modm)= x = x' =y + x'(modm) ].
xy.x',y €K

Hakykatdan hem,

x =y(modm)Ax'=y'(modm) = x+x'=y +x'(modm)Ay +x'=y +y'(modm) =
= x + x' =y + y'(modm), yagny x = y(modm), x' = y'(modm) = x +x' =y +
+ y'(modm).

Soiira, x = y(modm) Ax' = y'(modm) = x = y(modm)A—x'=—y'(modm) =
= x —x'=y—y'(modm), yagny

x =y(modm)Ax' = y'(modm) = x—x'=y—y'(modm).

5-nji hasiyet. Deriesdirmeleri agzama-agza kopeltmek bolyar, yagny

Y [x =y(modm)A x'=y'(modm)= x x' = yy'(modm) |

xyx',y €K

gatnasyk dogry.
Hakykatdan hem,

x = y(modm) Ax" = y'(modm) =>x x' = yx'(modm) Ayx' =
=yy’ (modm) = x x' = yy'(modm), yagny x = y(modm)Ax' = y'(modm) =

= xx' =yy' (modm).

Gorniisi yaly, deniliklerin tistiinde gegirilyén, denligin iki tarapyny hem olaryii ini
uly umumy boéliijisine gysgaltmak amalyndan basga &hli amallaryn deniesdirmelerin
iistiinde yerine yetyandigini gérmek bolyar. Umumy yagdayda denesdirméni gys-
galtmak bolmayar. Meselem, Z bitin sanlaryn halkasynda 16 =4(mod 6) denesdirme
dogry, yone 4 # 1(mod 6) sebdbi 4 — 1€ (6).

Netijede, 16 = 4(mod 6) deniesdirminin iki tarapyny olaryn il uly umumy
boliijisi bolan 4-e gysgaltmak bolmayar.

Yene-de K/m faktor-topara dolanyp gelelift. K/m toparyt @,b,é, ... kemelt-
meler klaslaryndan duryandygyny bellélin. Belli bolsy yaly, her bir a klas 6ziinin
islendik elementi bilen doredilip bilner: eger a € a bolsa, onda @ = a + m bolar,
sona gord-de, a klasyn islendik elementini bu klasyn wekili hasap etmek bolar.

Kemeltmeler klaslaryny gosmak (yanasyk klaslary gosmak) asakdaky yaly
kesgitlenyir, yagny eger a € a we b € b bolsa, onda

a+b={a+blacabeb}
bolyar. Basgaca aydylanda:
a+b=(a+m)+((b+m)=(a+b)+m

denlikler yerine yetyar.
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Indi bolsa K/m kopliikde kopeltmek amalyny kesgitlalin.

Goy, a element a klasyi, b element bolsa b klasyi islendik elementi bolsun.
a b klasyn elementleri ab gorniisde, yagny

a-b=(a+tm)b+m)=ab +m
bolsun diyelin.

Bu kesgitlenen kopeltmek hasylynyn, klaslaryn wekilleriniii saylanyp alnysyna
bagly dildigini gorkezelil. Hakykatdan hem, eger a, a’ elementler a klasyn,
b,b' elementler b klasyn elementleri bolsa, onda, @ = @' (modm), b = b'(modm)
we 5-nji hisiyete gord, ab = a'b’ (modm), yagny ab hem-de a'b’ elementler sol bir
klaslara degisli bolyarlar. Sonuii {icin hem, ab + m =a' b’ + m we netijede, a b ko-
peltmek hasyly @ we b klaslaryi wekilleriniii saylanyp alnysyna bagly dil bolyar.

5-nji teorema. K halkanyn m idealy boyun¢a alnan K/m kemeltmeler klas-
larynyn kopliigi bu kopliikde kesgitlenen gosmak we kopeltmek amallaryna gord
halka emele getirydr.

......

Subudy. K/m kopliik additiw abel toparyny emele getiryar. Bu toparda kesgit-
lenen kopeltmek amaly assosiatiw we gosmak amaly bilen distributiwlik kanuny
esasynda bagly. Hakykatdan hem,

v {(@-b)yc=[a+m)(b+m)l(c+m)=(ab+m)(c+m)=(ab)c+m =
abeckim _ abe)+m=(a+m)(bc+m)=@+m)(b+m)(c+m)]=a (b-¢)},

yagny
[(@ b)é =ab-¢)].

v {G+b)c=[a+m)+B+m)l(c+m)=[a+b)+mlic+m) =
“heckim — (@ 4+ b)c + m = (ac + bc) + m = (ac + m) + (bc + m) = ac + béy,

yagny
Y [(@+b)¢ = ac + bél,

a,b,ceK/m
edil suna menzeslikde,
Y [é(a+b)=ca+cb]

deilik subut edilyér. Netijede, K/m kopliik onda kesgitlenen gosmak we kopeltmek
amallaryna gord halka emele getiryar.
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1-nji mysal. K halkanyn birlik we nol ideallary boyunca alnan faktor-halka-
laryny kesgitlan.

Coziilisi. Her bir K halkada K birlik ideal bar. K/K faktor-halka diiie nol ele-
mentden duryan {0} halka bolyar, K/{0} faktor halka bolsa, K halka izomorf bolyar.

2-nji mysal. Z bitin sanlar halkasynyn m = (m) bas idealy boyunga alnan fak-
tor-halkasyny kesgitlén.

Coziilisi. Z bitin sanlar halkasynda m = (m) bag idealy saylalyn, bu yerde
m kabir birden tapawutly san. Bu ideal m sana kratny &hli bitin sanlardan duryar.
(m) 1deal kemeltmeler klasynyn o klasyny anladyar: 0 = 0 + (m) = (m).

m modul boyunca 1 bilen defiesdirerli bolan dhli bitin sanlaryn kopliigi ke-
meltmeleriii 1 = 1 + (m) klasyny, m modul boyunga 2 bilen detiesdirerli bolan 4h-
li bitin sanlaryii kopliigi kemeltmelerit 2 = 2 + (m) klasyny we s.m. m modul
boyunga m — 1 bilen denesdirerli bolan &hli bitin sanlaryn kopliigi kemeltmelerin
m— 1= (m— 1)+ (m) klasyny diizyér. Basga kemeltmelerit klasy bolup bilmez,
sebibi her bir bitin san bu klaslaryn haysy hem bolsa birine degisli bolyar. Netijede,
Zim)={0,1,2,...m—1}.

Z/(m) halkada gosmak we kopeltmek amallary asakdaky diizglin boyunca ye-
rine Vetirilyir. k =k + (m) we [ = + (m) klaslary gosmak ii¢in, kK + / jemi tapmaly,
eger bu jem m-den kigi bolsa, onda k + [ = (k + I) + (m) bolar, k + [ > m bolsa,
onda k + [ sany m-e béliip, » galyndyny k we [ klaslaryn jeminin wekili edip al-
maly, yagny k 4+ [ =r+ (m) = 7 diyip almaly. Edil seyle gorniisde k we [ klaslaryn
kopeltmek hasyly kesgitlenilyir: eger kI < m bolsa, k-1 = kl + (m) = k[; eger
kl >m bosa, onda k[ = § = s + (m), bu yerde s san kI sany m-e bolmekden ‘galyan
galyndy. Meselem, m = 8 bolanda, k = 4 we [ = 6 klaslaryfijemi 4 + 6 = 10 = 2
gorniisde, kopeltmek hasyly bolsa, 4 -6 = 24 = 0 gorniisde kesgitlenyar.

4.3. Halkalaryn gomomorfizmi. Gomomorfizm
barada teorema

2.3 boliimdéki beyan etmelere gord, G topar bilen onun faktor-toparynyn
arasynda berk baglanysyk bar, edil seyle-de, halka bilen onun faktor-halkasynyn
arasynda hem berk baglanysyk bardyr. Bu baglanysyklary dwreneli.

Goy, K we K' kdbir halkalar bolsun.

1-nji kesgitleme. Eger K halkanyn K' halkanyn igine ¢ : K — K' sekillenmesi:
DV [pla+b)=p(@) + p(b)};
2) ¥ [p(@b)= (@) p(b)]

4. sargyt Ne 749
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sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda ona K halkanyn K’ halkanyn i¢cine gomomorf

Eger ¢ gomomorf sekillenme K halkanyil K’ halkanyn iistiine sekillenmesi bol-
sa, onda ona K halkanyn K’ halkanyn iistiine gomomorfizmi ya-da K halkanyn epi-
we K ~ K' diyip yazylyar. ¢ : K ~ K" yazgy K halkanyn K’ halkanyn iistiine bolan
gomomorfizmini anladyar.

1-nji mysal. Goy, C 4hli kompleks sanlaryni emele getirydn halkasy we M, (C)
bolsa, kompleks sanlar meydanynda berlen 2-nji tertipli kwadrat matrisalaryn hal-
kasy bolsun.

Y fetarn=(7, 1)

diizgiin bilen kesgitlenen ¢ : C — M, (C) sekillenmi seredelifi. Bu sekillenme go-
momorfizmin kesgitlemesiniii (1), (2) sertlerini kanagatlandyryar. Hakykatdan hem:

Ve Wwlla+bi)+(c +d]=gl(a+c)+(b+di]=

a+bi,c+dieC

at+c b+d
—(b+d) a+c

_ <_ab 2) N (—Cd ccl) = p(a + bi) + p(c + di)},

yagny
V .o 0lla+ b))+ (c +di)] =[p(a + bi) + p(c + di)].

a+bi,c+dieC

V oo 9lla + bi)c + di)] = p[(ac — bd) + (ad + be)i] =

a+bi,c+dieC

ac+bd ad+bc)
—(ad + bc) ac+bd|

b d
- (_ab a) - (_C J C) = pla + biYp(c + di)},
agny

Y {ol(a + bi)c + di)] = p(a + bi)p(c + di)}.

a+bi,c+dieC

Netijede, ¢ sekillenme C halkanyn M, (C) halkanyi igine gomomorfizmi bolyar.

b

2enji mysa. Gog, K = ¢
nji mysal. Goy b g

)Ia,b S R} bolsun.

Bu kopliigin martisalary gosmak we kopeltmek amalyna gord halka emele ge-
tiryandigini hi¢ bir kyngylyksyz barlap bolar.
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beR gD(gb b) =a+bv/2 ] diizgiin bilen ¢ sekillenmini kesgitlélin. ¢ sekil-
abe a

lenminin K halkanyii R hakyky sanlaryn emele getirydn halkasynyn i¢ine sekil-
lenmesi bolyandygy aydyn. ¢ sekillenménin gomomorfizmin sertlerini kanagat-
landyryandygyny gorkezelin. Hakykatdan hem:

a b al bl
¢ <2b a>+ 2% a

Hb+b)VZ = @+bV2)+(a+h2) = o] b>+¢(“l bu)

2b a 2b, a,

a b a b\l _ [(a b a b,

<2b a>+ 2% a|” ¢<2b a>+¢ 2% a
(a b>. a b,
“Nob o) \26, q

_ [aa +2bb, ab +ab \
= A\ 2(ab +ab) aa +206b |~
a b\ fa b,
= (aa, + 2bb) + (ab, + a,b)V2 = (a+bx/§)(al+blx/§)=¢>< )-qo :
2b a 2b, a,
5,265, )
Wb o) "\2bs a

ofs, el
=P\ o) T\

Seylelikde, ¢ sekillenme K halkanyn R halkanyi i¢ine gomomorfizmi bolyar.

aA,b,al,blER

_ ata b+b)\
=2b+b) ava)T@TDT

K

yagny
®

ab.a.b R ’

S

a,b,al.b]ER

yagny

a,b,al,bleR

3-nji mysal. K halkanyn K/m halkanyn {istiine gomomorfizmi bolyandygyny
gorkezin.

Coziilisi. Goy, K kabir halka, m bolsa onun erkin alnan idealy bolsun. K halka-
nyil K/m faktor-halkanyn i¢ine y sekillenmesine seredelini. Ol sekillenméni x : a = a,
a € K/m, a € K diizgiin bilen kesgitléliil. x sekillenménin K halkanyn K/m halkanyn
iistiine sekillenmesi bolyandygy aydyn. Bu sekillenménin gomomorfizmin sertlerini
kanagatlandyryandygyny gorkezelin. Hakykatdan hem,

V [xl@at+tb)y=(a+b)+tm=(a+m)+(b+m)=x(a)+xb)],

a,beER

jagny
v [x(ab) = 1(@)+ (b))

Y [x(ab)y=ab+m=(a+m)b+m)=xa)xD),
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yagny
MVER [x(ab) = x(a)x(b)].

Netijede, x sekillenme K halkanyn K/m halkanyn iistiine gomomort sekillen-
mesi bolyar.

......

6-njy teorema. Eger ¢ sekillenme K halkanyn K' halkanyn igine gomomorf
sekillenmesi bolsa, onda:

1) 9(0) =07
2) ¥ [p(=a)=-pa)];
3) o(K) kopliik K' halkanyn bolek halkasy bolyar,

4) eger K halkada e birlik element bar bolsa, onda ¢(e) element p(K) halkanyn
birlik elementi bolyar; eger a € K elemente K halkada a ' ters element bar bolsa,
onda ¢(K) halkada p(a ") element ¢p(a) elemente ters element bolyar.

Subudy. Teoremanyn 1-nji we 2-nji tassyklamalarynyn dogrulygyna K hal-
kanyn additiw toparyna 2.3-nji bollim¢éniil 7-nji we 8-nji teoremalaryny ulanmak
arkaly goz yetirmek bolyar. 3-nji tassyklamanyn dogrulygyny subut edelin. Onunl
ticin, 2.3-nji boliimgediki 9-njy teoremany K’ halkanyn additiw toparyna ulanyp,
¢(K) kopliigin K" halkanyn additiw bolek topary bolyandygyna goz yetiryéris. p(K)
koplikde K" kopliikkde kesgitlenen kopeltmek amaly yerine yetydr. Hakykatdan
hem, a',b" € p(K) bolsa, onda a' = ¢(a), b’ = p(b) we a’ - b' = p(a)p(b) = p(ab) €
€ ¢(K), bu yerde a,b € K. Netijede, 3.1-nji boliimgediki 1-nji teorema gord ¢(K)
kopliik K" halkanyn bolek halkasy bolyar. 4-nji tassyklamanyn dogrulygyny 2.3-nji
boliimgedéki 7-nji we 8-nji teoremalar arkaly subut etmek bolar. »

2-nji kesgitleme. Goy, ¢ sekillenme K halkanyn K' halkanyn i¢ine gomomor-
fizmi bolsun. ¢ gomomorf sekillenmede K' halkanyn 0' elemente sekillenydn K
halkanyn elementlerinin U kopliigine ¢ gomomorfizmin yadrosy diyilydir we
U = Kerg yaly yazylyar.

7-nji teorema. K halkanyn K' halkanyn icine ¢ gomomorfizminin U = Kergp
vadrosy K halkanyn idealy bolyar.

Subudy. Hakykatdan hem, K halkanyn additiw toparyna 2.3-nji boliim¢énin
10-njy teoremasyny ulanyp, U = Kerg kopliigint K halkanyn additiw toparynyn bolek
topary bolyandygyna gbz yetirmek bolyar. Seyle hem, islendik x € K element {i¢in,
Ux c Uwe xU c Ubolyar, sebébi her bir a € Uticin, gp(ax) = p(a)p(x)=0"- p(x) =0’
we p(xa) = p(x)p(a) = p(x) - 0" = 0" denlikler yerine yetyir. Netijede, U = Kergp bo-
lek topar K halkanyn idealy bolyar.»
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Halkanyn gomomorfizmi baradaky teorema. Eger ¢ sekillenme K halkanyn
K' halkanyn iistiine gomomorfizmi we U = Kerg bolsa, onda K' halka K/U fak-
tor-halka izomorf, ozi hem K/U halkanyn K' halkanyn iistiine y izomorfizminin
x tebigy gomomorfizmi bilen yy kopeltmek hasyly ¢ gomomorfizmi kesgitleyqir.

Subudy. Goy, 7’ element K’ halkanyn erkin saylanyp alnan elementi, » bolsa K
halkanyn ¢(r) = 7' serti kanagatlandyryan elementi bolsun. Onda
V [b=r(modU) = ¢(b) = p(r) + p(b—r) = p(r) + 0" = (r) =],

bekK

sebdbi b — r € U, netijede, ¢(b — r) = 0'. Ikinji tarapdan, eger ¢ € K element
¢ gomomorfizmde 7' elemente sekillenyén, yagny ¢(c) = 7' bolsa, onda ¢(c — r) =
=g¢(c) — (r) =0’ we sonuil ligin hem ¢ —r € U, yagny ¢ = r(mod U ). Netijede, ¢ go-
momorfizmde K halkanyn 7' € K’ elemente sekillenyédn dhli elementleri 7 elementi
saklayan K halkanynn U modul boyunga alnan kemeltmeler klasyna degisli bolyar,
yagny 7 = r + U klasy diizyar.

Her bir 7 = r + U kemeltmelerini klasyny ' € K’ elemente sekillendiryan se-
killenméni  bilen belgililiit we ¢(r) = 7 bolyandygyny hem yatlalyni. Onda y(7) =
= ¢(r), bu yerde r element 7 klasyn islendik elementi bolar. ¥ sekillenmanin K/U
faktor-halkanyn K" halkanyn {istiine sekillenmesi boljakdygy aydyn. y sekillenme
gomomorf sekillenmedir. Hakykatdan hem, goy ;1 =rn+U, 772 =r,+ U element-
ler K/U halkanyn erkin saylanyp alnan elementleri bolsun.

Ondar +r,=(r+r)+U rr,=rr+U we sona gori-de:

U(r+1n) =90 +1)=o(r)+e(r) =)+ (),
’ U(r, 1) =o@, 1) = e(r) o(r) = ¥(r) ¥(r),
yagny

P +n)=9r) +U(n) 1) = 9(n) ¥(n).

yandygyny subut edeliil. Eger l//(;l) = w(r,) bolsa, onda y sekillenminiii kesgit-
lenisine gord, o(r) = ¢(r, ), yagny ¢(r)) — ¢(r,) = 0". Sonufi ligin hem, ¢(r, —r,) =
=o(r)—o(r)=0"wer —r, € U. Buyerdenr =r, (modU) we r =r,. Netijede, v
sekillenme K/U halkanynl K’ halkanyi iistiine izomorf sekillenmesi bolyar.

Indi bolsa yw sekillenma seredelini. y sekillenme K halkanyn K/U halkanyn iis-
tiine gomomorf sekillenmesi, y sekillenme bolsa K/U halkanyn K’ halkanyn iistiine
izomorf sekillenmesi bolany ii¢in, yy sekillenminin K halkanyn K’ iistiine izomorf
sekillenmesi boljagy aydyi. Indi yy = ¢ bolyandygyny subut edeliit. Goy, » element
K halkanyii erkin alnan elementi bolsun. y tebigy gomomorfizmin kesgitlenisine go-
ra, y(r) = r = r + Uwe y izomorfizmin kesgitlenisine gora bolsa, y/(7) = ¢(r). Netijede,
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xp(r) = wlx(r)] = w(F) = o(r),

yagny
xyp(r) = o(r).
Seylelikde,
v Ley(r) = o(r)]

gatnasyk yerine yetyér. Bu bolsa yy = ¢ deiligin yerine yetydndigini anladyar.»

§5. Bas ideallar halkasy we Yewklid halkasy

5.1. Biitewiilik yaylasynda béliinijilik

Halkalar teoriyasynda hisiyetleri boyunga bitin sanlar halkasyna yeterlik ya-
kyn bolan halkalara seretmek maksadalayyk hasaplanyar. Bu halkalara bas ideallar
lik yaylasynda kesgitlenen boliinijilige degisli umumy maglumatlara seredelin.

Goy, R birlik elementli biitewiilik yaylasy bolsun. Biitewiilik yaylasy kommu-
tatiw halka bolany ii¢in, onda sag we ¢ep boliinijilik diislinjeleri gabat gelyér we
sona gord-de, boliinijiligin kesgitlemesini asakdaky yaly bermek bolar.

1-nji kesgitleme. Eger R biitewiilik yaylasynyn a we b elementleri ti¢in, a = bc
denlik yerine yeter yaly R-de c element bar bolsa, onda a element b elemente bo-
liinyir ya-da b element a elementi bolyar diyilydr we degislilikde, a i b, b/a ya-da
a = 0(modb) yaly yazylyar.

Bu kesgitlemeden biitewiilik yaylasyndaky boliinijiligin asakdaky hésiyetleri
gelip ¢ykyar:

1) V [aibANbic=aic];

a,b,ceR

2) YV [aicAbic=>(a+b)ic];

a,b,ceR

3) V [aib=ac:ib];

a,b,ceR

4) V [a ichayich..Na ic=>(a b +a,b ++a

a,b,ceR

b)icl.

Gorniisi yaly, biitewiilik yaylasynda kesgitlenen boliinijiligin bu hésiyetleri bi-
tin sanlar halkasynda kesgitlenen boliinijiligin hisiyetleri bilen gabat gelyér;

5) R biitewiilik yaylasynyn her bir a elementi e birlik elementin islendik & bolii-
jisine bollinyar.

Hakykatdan hem, a = &(¢” 'a) we netijede, a : €.
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6) eger R 3 a element R 3 b elemente boliinse, onda a element be (¢ bu yerde
birligin boliijisi) elemente hem boliinyér.

Hakykatdan hem, a = bc denilikden a = be(e ~'c) deiiligi almak bolar, ol bolsa
a elementin be elemente boliinydndigini anladyar;

7) a we ae elementlerini (bu yerde ¢ birligin boliijisi) birinifi boliijisi beylekisi-
nin hem bdaliijisi bolyar.

Hakykatdan hem, a = cg deiilikden ae = c(eg) denlik, tersine ae = cg deillikden
bolsa, a = c¢(¢ ' g) denlik alynyar. Netijede, eger c¢/a bolsa, onda c/ae we tersine
c/ae bolsa, onda c/a bolyar.

Mundan beyldk R biitewiilik yaylasyny1n elementlerine seredenimizde umumy-
lygy bozmazdan olary noldan tapawutly diyip hasap ederis.

2-nji kesgitleme. Eger R biitewiilik yaylasynyn a we b elementleri biri-birinin
boliijisi bolsa, onda olara assosirlenen diyilyir.
Kesgitleme boyunca
a=bcweb=ad (1)

bolyar. (1) deilliklerden a = a(cd) denlik gelip ¢ykyar. Bu yerden deiligin iki ta-
rapyny hem a # 0 elemente gysgaldyp, cd = 1 deiiligi alarys. Netijede, ¢ we d ele-
mentler birligiii boliijisi bolyar. Seylelikde, eger a we b elementler assosirlenen bol-
salar, onda a = be (bu yerde ¢ birligin boliijisi) denlik yerine yetyar. Ikinji tarapdan
¢ birligin boliijisi ndhili bolsa-da, @ we ae elementler assosirlenen bolyar, sebibi
a = (ag)e ! denlik dogry.

2-nji kesgitleme. Eger R biitewiilik yaylasynyn a we b elementleri iicin, a = be
(bu yerde ¢ birligin kdbir boliijisi) denlik yerine yetse, onda olara assosirlenen di-
yilyar.

Meselem, bitin sanlar halkasynda m we — m sanlar assosirlenendir.

Eger a we b assosirlenen elementler (Yagny a = bc we b = ad) bolsa, onda (a) < (b)
we (b) € (a), netijede, (a) = (b) bolar. Seylelikde, iki assosirlenen a we b elementler
sol bir bas idealy doredyar.

Goy, a we b elementler R biitewiilik yaylasynyn erkin alnan elementleri bolsun.

3-nji kesgitleme. Eger a we b elementlerin her biri ¢ elemente béliinse, on-
da R 3 c elemente R biitewiilik yaylasynyn a we b elementlerininn umumy bdoliijisi
diyilyér.

5-nji hasiyete gord, R biitewiilik yaylasynyn e birlik elementinin &hli boliijileri
a we b elementlerii umumy béliijileri bolyar. Yéne a we b elementleriii bulardan
basga-da umumy bolijileriniii bolmagy miimkin.
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Erkin alnan R biitewiilik yaylasynda hemise tertip gatnagygyny girizip bol-
mayanlygy ticin, iki sanyn it uly umumy bdliijisi hokmiinde ol sanlaryn umumy
bolijilerinin i ulusyny almak diizgiinini R biitewiilik yaylasynda ulanyp bolmayar.
Yone, iki sanyi ift uly umumy béliijisiniii beyleki kesgitlemesini, yagny «iki sanyfi
1 uly umumy bdéliijisi diyip, ol sanlaryni &hli umumy béliijilerine boliinydn umumy
boliijisine aydylyar» — diyen kesgitlemesini R biitewiilik yaylasynda hem ulanyp
bolar.

4-nji kesgitleme. R biitewiilik yaylasynyn a we b elementlerinin islendik umu-
my boliijisine boliinydn umumy béliijisine ol elementlerin in uly umumy béliijisi
diyilydr.

d = (a,b) yazgy a we b elementlerin in uly umumy béliijisinin d elemente den-
digini anladyar.

5-nji kesgitleme. Eger a we b elementlerin birligin boliijisinden basga umumy
boliijisi yok bolsa, yagny (a,b) = 1 bolsa, onda a we b elementlere 6zara yonekey
diyilyar.

Goy, ¢ birligin islendik boliijisi we a bolsa R biitewiilik yaylasynyn erkin al-
nan elementi bolsun. Onda a = ace ~'. Bu deiilikden a element bilen assosirlenen
we birliginl dhli bolijileri a elementinl boliijisi bolyandygy alynyar. a elementin bu

rrrrrr

+ 1, £ 10 sanlar 10 sanyn hususy dél, + 2, + 5 sanlar bolsa hususy béliijileri bolyar.

6-njy kesgitleme. Eger a € R element birligin boliijisi ddl bolsa we hususy
boliijilere eye bolmasa, onda ona dagamayar ya-da yonekey diyilydr, eger a € R
elementin hususy boliijileri bar bolsa, onda ona dagayar ya-da diizme diyilydr.

Basgaca aydanynda, eger a elementi a = bc gorniisde b we ¢ hususy bolijilerin
kopeltmek hasyly gorniisinde yazyp bolsa, ona dagayar, bolmasa dagamayar diyil-
yar. Meselem, Z bitin sanlar halkasynda + 2, + 3, + 5, + 7...(yagny yonekey sanlar
we yonekey sanlara garsylykly sanlar) dagamayarlar; + 1-den we bu sanlardan ga-
lan &hli bitin sanlar bolsa dagayar, yagny olar diizme sanlar bolyarlar.

Dagamayan elementlerin asakdaky iki hasiyetini bellélin.

1. Eger p € R element dagamayan bolsa, onda onuii bilen assosirlenen islendik
pe element hem dagamayar.

Bu hisiyet biitewtilik yaylasynyn 7-nji hdsiyetinden gelip ¢ykyar.

2. Eger a-islendik, p bolsa dagamayan element R biitewiilik yaylasynyn ele-
mentleri bolsa, onda a element p elemente boliinyér ya-da a we p elementler 6zara
yonekey.
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Hakykatdan hem, eger (a,p) = d bolsa, onda d birligin boliijisi bolmaly ya-da
pe, (buyerde ¢ birligin boliijisi) gérniisli san bolmaly. Birinji yagdayda a we p 6zara
yonekey elementler bolyar, ikinji yagdayda a element p elemente boliinyar.

5.2. Bas ideallar halkasy
Indi bas ideallar halkasyny 6wrenmeklige gecelin.

Kesgitleme. Her bir idealy bas ideal bolyan birlik elementli biitewiilik yayla-
syna bas ideallar halkasy diyilydr.

1-nji teorema. Z bitin sanlaryn halkasynyn her bir idealy bas idealdyr.

Subudy. Goy, U bitin sanlar halkasynyn kébir idealy bolsun. Eger U nol ideal
bolsa, onda U = (0) bolar. Eger U ideal ¢ # 0 elementi 6ziinde saklayan bolsa, onda
ol — ¢ elementi hem 6ziinde saklayar. ¢ we — ¢ elementleriii haysy hem bolsa biri
polozitel, onda U kopliik kébir natural sany 6ziinde saklayar. Goy, a san U kopliige
degisli in ki¢i natural san bolsun. Onda Y [ra € U] gatnasyk dogry we netijede,
(a) = aZ C U gatnagygy alarys. e

Tersine, U € (a) bolyandygyny hem gorkezelii.

Goy, b element U idealyi erkin alnan elementi bolsun. b sany a sana galyndy-
ly bolip, b = ag + r, 0 <r < a gatnagygy alarys. a € U, b € U bolany {igin, r = b —
—aq € U bolar. Bu yerden 0 <r < g sertden r = 0 alnar, sebdbi bagga yagdayda
a san U kopliikde saklanyan 11 kici natural san bolmayar. Seylelikde, b = aq denligi
aldyk, bu bolsa b € (a) bolyandygyny ailladyar. Netijede, U € (a) bolar. (a) € U
we U C (a) bolany ticin, U = (a) bolyar.»>

Bu teoremadan gorniisi yaly, Z bitin sanlaryn halkasy bas ideallar halkasy bolyar.

Her bir P meydan bas ideallar halkasy bolyar. Sebdbi P meydan birlik element-
li biitewtilik yaylasydyr, hacanda, U ideal P meydanyii nol dil idealy bolsa, onda
ol 6ziinin a # 0 elementi bilen bilelikde aa ' = e elementi hem 6ziinde saklayar.
Netijede, U = (e) bolyar.

Koeffisiyentleri P meydanyn elementleri bolan bir tiytgeyanli kopagzalaryn
halkasy bas ideallar halkasy bolyar.

Birlik elementli her bir biitewiilik yaylasynyii bas ideallar halkasyny emele
getirmeyindigini hem bellalin.

2-nji teorema. Ahli ideallary bas ideallar bolan R halkanyii islendik iki a we b
elementlerinin d elemente den bolan in uly umumy béliijisi bardyr we ony d = ra + sb
gorniisinde yazyp bolyar (bu yerde r we s elementler R halka degislidir).
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Subudy. Eger a we b elementlerint haysy hem bolsa biri nola den bolsa, onda
teoremanyn dogrulygy aydyndyr. Goy, a we b elementler R bas ideallar halkasynyn
noldan tapawutly elementleri bolsun. Olar xa + yb, x,y € R elementlerden duryan
(a,b) idealy doredyirler. R bas ideallar halkasy bolany ii¢in, (a,b) ideal hem bas
ideal bolmaly, yagny kébir d elementint komegi bilen déredilmeli.

Sonui {i¢in hem,
d=ra+ sb, s €ER; (2)
a=gd, b=hd, gh€R 3)

gatnagyklar dogry. (3) denliklerden d elementiii @ we b elementleriii umumy boliji-
sidigi goriinyér. (2) deiilikden bolsa d elementiii a we b elementlerin islendik umu-
my bolijisine boliinydndigi gelip ¢cykyar. Netijede, d element a we b elementlerini
in uly umumy bélijisi bolyar. »>

2-nji teoremany peydalanyp, bas ideallar halkasynda iki elementin 6zara yone-
key bolmak sertini beryén tassyklamany subut edelin.

3-nji teorema. R bas ideallar halkasynyn a we b elementlerinin 6zara yonekey
bolmagy ii¢in, ra + sb = 1 denlik yerine yeter yaly R halkada r we s elementlerin
bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Zerurlyk serti. Eger a we b elementler 6zara yonekey, yagny (a,b) = 1
bolsa, onda 2-nji teorema gord ra + sb = 1 deillik yerine yeter yaly R-de » we s ele-
mentler bar.

Yeterlik serti. R halkada ra + sb = 1 deilik yerine yeter yaly, » we s elementler
bar diyip giiman edelin. Bu denlikden a we b elementleriii umumy bolijisiniil difie
birligiii boliijisinin bolup biljekdigi gelip ¢ykyar, netijede, a we b elementler 6zara
yonekey bolyar. »

Ozara yonekey sanlara degisli bolan indiki teoremalary subutsyz beryiris, se-
babi olaryn subudy yokardaky teoremalaryn subutlaryna menzes we yonekey.

4-nji teorema. Eger bas ideallar halkasynyn a elementi bu halkanyn b we c
elementlerin her biri bilen 6zara yonekey bolsa, onda ol bc képeltmek hasyly bilen
hem ézara yonekeydir.

5-nji teorema. Eger a € R, b € R elementlerin kopeltmek hasyly ¢ € R elemente
boliinydn, yone a we c elementler 6zara yonekey bolsa, onda b element c elemente
boliinydr, bu yerde R basg ideallar halkasy.

6-njy teorema. Eger a € R element ozara yonekey bolan b € R we ¢ € R ele-
mentlerin her birine boliinydn bolsa, onda ol olaryn képeltmek hasylyna hem bo-
liinydr, bu yerde R bas ideallar halkasy.
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7-nji teorema. Eger R-bas ideallar halkasy, p bolsa bu halkanyn yonekey ele-
menti bolsa, onda R/(p) faktor-halka meydan emele getiryadr.

Subudy. R/(p) faktor-halkanyfi 1 = 1 + (p) birlik elementi noldan tapawut-
lydyr, yagny 0 = (p) elemente defi dildir. Hakykatdan hem, 1 = O bolan bolsady,
onda 1 € (p) bolardy we netijede, 1 : p gatnasygy alardyk. Bu bolsa miimkin dél,
sebibi birlik dagamayan element. Netijede, R/(p) halkada int bolmanda bir sany nol-
dan tapawutly elementin bardygyny gorkezdik.

Indi bolsa R/(p) halkada noldan tapawutly elemente bélmek amalynyn yerine
yetyandigini gorkezelin. Yagny R/(p) halka degisli islendik @ = a + (p) # 0
we b = b+ (p) elementler iicin, @ x = b defilleminin R/(p) halkada ¢dziiwinifi bar-
dygyny gorkezelin. Hakykatdan hem, @ # 0 bolany ii¢in a  0(modp), yagny a
element p elemente boliinmeyar. Netijede, dagamayan elementlerin 2-nji hdsiyetine
gord a we p elementler 6zara yonekey, yagny (a,p) = 1 bolyar. Sonun {i¢in hem, 3-nji
teorema gord, ar + ps = 1 deiilik yerine yeter yaly R halkada » we s elementler bar.
Bu yerden arb + psb = b detiligi, sofira arb = b(mod p) deniesdirméni we netijede,
a b = b detligi alarys. Seylelik bilen, ax = b defileminif ¢oziiwinifi X = 7b bol-
yandygyna goz yetirdik. >

Netije. Eger R bays ideallaryn halkasynyn birndge elementlerinin kopeltmek

hasyly p € R yonekey elemente boliinse, onda ol kopeldijilerin in bolmanda biri p
sana boliinyir.

Subudy. Goy, a,a,...a, kipeltmek hasyly dagamayan p € R elemente boliin-
yan, yagny a,q,...a; € (p) bolsun (bu yerde @, € R. a, = a, + (p), i = 1,2,...,5),

aa,...a; = aa,...a + (p) elementlere seredelif. R/p halkada kesgitlenen kopeltmek
hasylynyn kesgltlernesme gord a,a,...a = a,-a,...a, denlik yerine yetyar Yone sert
boyun¢a a,a,...a; € (p) bolany ugln a,a,...a, = 0 we netijede, q,-a, a,=0
denligi alarys. Bu yerden 7-nji teorema gora, R/(p) -nin meydan emele getir}'/éindi-
gini goz ditiine tutsak, kdbir m(1 < m <) iigin, a, = 0 bolyandygy gelip gykyar.
Yone, a, = 0 defilik a, € (p) bolyandygyny, yagny a _:p gatnagygyn dogrulygyny
anladyar. >

Bizin esasy maksadymyz, bas ideallar halkasynyn her bir elementini yonekey
(dagamayan) kopeldijilerin kopeltmek hasylyna dagadyp bolyandygyny gorkez-
mek. Ol asakdaky lemma esaslanyar.

Lemma. R bas ideallar halkasynda
UcUcUc--cUc:-- 4)
serti kanagatlandyryan ideallaryn tiikeniksiz yzygiderligi yokdur.
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Subudy. Tersinden giiman edelin, yagny ideallaryn artyan (4) tiikeniksiz yzy-
giderligi bar diyelin. (4) yzygiderlikdéki dhli ideallaryn birlesmesini U bilen bel-
gildlin. U koplik R halkanyn idealy bolar. Hakykatdan hem, eger a € U, b € U
bolsa, onda a kébir U idealyn we b kibir U, idealyn elementi bolar. Sofa gori-de, a

we b elementler U idealyn elementleri bolyar, bu yerde m indeks s we / indekslerif
ulusyna denidir. Netijede, (a + b) € U c U, (a —b) € U < U we islendik r € R
Ugin, ar € U < U. R halkanyn bas ideallar halkasy bolyandygyna gord bolsa, U
hem bag ideal bolyar. Goy, U = (1) bolsun. Onda u element kébir U, idealyn ele-
menti bolup, ol (4) yzygiderlikdéki ideallaryn birlesmesine degisli elementdir. u €
€ U, bolany ii¢in, u element U, (bu yerde i > k) ideallaryn her birine hem degislidir.
Sona gora-de, (u)=U,=U_, =U,, , =" bolar. Bubolsa giiman etmdmize garsy
gelyir.p>

8-nji teorema. R bas ideallar halkasyndaky, birligin béliijisi bolmayan, her
bir noldan tapawutly element yonekey kopeldijilerin kopeltmek hasylyna dagayar.

Subudy. R halkanyn her bir yonekey elementi ii¢in teorema dogry: yonekey
element iicin teoremada giirrtini edilyén kopeltmek hasyly dinie bir sany kopeldiji-
den duryar. R halkada, noldan tapawutly bolan, yonekey kopeldijilerin kopeltmek
hasylyna dagadyp bolmayan a element bar diyip giiman edelin. Onda a element
yonekey dil bolar we netijede, ony a = a, a, gérniisinde yazmak bolar, bu yerde
a,a, kopeldijiler a elementifi triwial ddl boltjileridir. a, we a, elementlerin ifi bol-
manda birini yonekey kopeldijileriii kopeltmek hasylyna dagadyp bolmaz, sebibi,
garsylykly yagdayda a element hem yonekey kopeldijilerin kopeltmek hasylyna
dagardy. Takyklyk ti¢in, a, elementi yonekey kopeldijilerifi kopeltmek hasylyna
dagadyp bolmayar diyeliii. Bu yerde a, elementifi hem diizmedigini hasaba alsak,
ondaa =a,, -a,bolar, bu yerde hem a,, we a, elementler triwial dél bolijilerdir.
Bu yerde hem a ,, a,, elementlerin ifi bolmanda birini yonekey kopeldijilerin ko-
peltmek hasyly goriisinde afiladyp bolmayar. Takyklyk tigin a, elementi alalyfi
we onuil iicin hem yokardaky aydylanlary gaytalalyn hem-de suiia menzeslikde
dowam etdirip her biri 611 yanyndaky elementiii hususy boliijisi bolyan:

a,a,a ,d,,... (%)

A S I &

tilkeniksiz yzygiderligi alarys.

Eger a,, | element a, elementii hususy bolijisi bolsa, onda (a)) < (q,, )gat-
nagyk dogrudyr, sebabia,=a,, r, r € R. Sonuil Uigin hem (5) yzygiderligin element-
lerinin doredyédn bas ideallary berk artyan ideallaryii:

(a) c (al) c (a”) (- (am) cC---

tikkeniksiz yzygiderligini emele getiryér. Bu bolsa yokardaky subut edilen lemma
garsy gelyar. Netijede, giiman etme nadogry. »
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Indi bolsa 8-nji teoremadaky dagatmanyn kopeldijilerinn yerlesis tertibine we
birligin boliijilerine ¢enli takyklykda yeke-tékdigini subut edelin.

9-njy teorema. Eger
a=pp,...p=44,. .9

anlatma R bas ideallar halkasynyn a elementinin yonekey kopeldijilerin kopelt-
mek hasylyna iki diirli edilip alnan dagatmasy bolsa, onda r = s we (degisli bel-
gilemede) kopeldijiler iigin, q = ep (i = 1,2,...,r) denlikler dogry (e, element
R halkanyn birlik elementinin kéibir bé’lzkjisidir).

Subudy. Teoremany » boyunc¢a matematiki induksiyany ulanyp, subut edelin.

r =1 bolanda tassyklamanyn dogrulygy aydyn. Hakykatdan hem, a = p, element

yonekey bolany ii¢in, g g,...q, kopeltmek hasyly difie bir sany ¢, = p, kopeldijiden

duryar. Teoremany » > 2 bolanda, » — 1 ii¢in dogry diyip giiman edeliii we bu giiman
etmimizden peydalanyp, onuii » {igin hem dogrudygyny gorkezelin. Goy,

a=pp..p We a=q(q,..q

s

bolsun. Onda
pp,---P, =44, .4, (6)

bolar. Bu dernlikden gorniisi yaly, 94,9 kopeltmek hasyly p, elemente boliinyar.
Sona gori-de, 7-nji teoremanyn netijesi boyunga q.4q,---4, kopeldijilerin in bol-
manda biri p -e boliinydr. Umumylygy bozmazdan g, element p -e boliinyér diyip
hasap edelini. Ciinki ony ¢,,q,....q, kopeldijilerini belgilerini ¢alsyp hemise gazan-
mak bolar. g, elementin yonekeydigini we onufi p -¢ boliinyandigini goz ofiline tut-
sak, onda g, = ¢, p, bolar, bu yerde ¢, element R halkanyn birliginiii bolijisidir. (6)
denllikde g -ift ornuna ¢, p, goyup we bu defiligin iki tarapyny hem p -¢ gysgaldyp,

pp...p =(€4)q...q
deiligi alarys. Yone, yokardaky giiman etmi gord, » — 1 =s — 1 we q, 45.-.9, ko-
peldijilerin degisli belgilemesinde
q'=¢e4q9 =¢&p, 4 =€p,....q = &P
denlikler dogry, bu yerde ¢,, ¢,,... ¢, elementler R halkanyn birlik elementinifi kébir

bolijileridir. Sona gord-de, r =5 we q.9;--4, kopeldijilerini degisli belgilemesinde

J— J— ~1 ,, J— J—
ql - 81p17 q2 - <S] 82 pz’ q2 - 83p3""’qr - erpr

denlikler dogry.»
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5.3. Yewklid halkasy

Yewklid (takmynan b.e.6i 365 — 300 yyllar toweregi dowiirlerde Yasan)-
gadymy grek matematigi. Plotonynn okuwcgysy Onuil esasy isi «Baslangyclar»-
diyen kitaby bolyar. Onda elementar matematikanyn aksiomatik esasy goylan. Hazirki
mekdep geometriyasynyfi mazmunynyii esasy bolegi Yewklidii bu isinden alnypdyr.

Yewklid halkasy 6ziinifi hisiyetleri boyunca bitin sanlaryn halkasyna has ya-
kyn hasaplanyar. Ol asakdaky yaly kesgitlenyir.

Kesgitleme. Eger birlik elementli R biitewiilik yaylasynyn noldan tapawutly
elementlerinin kopliigini otrisatel ddl bitin sanlaryn N 0 kopliigine sekillendirydn
¢ R/{0} — NO sekillenme bar bolup, ol islendik a,b € R, b # 0 elementler iigin,

a=bg +r,r=0 ya-da o¢(r)<ep(b)
héisiyete eye bolsa, onda birlik elementli R biitewiilik yaylasyna Yewklid halkasy
diyilydr.
Z bitin sanlar halkasy Yewklid halkasy bolyar. ¢ sekillenme Y [¢(a)=|d|]
£0

ae’Z.a
diizgiin bilen kesgitlenyér. Koeffisiyentleri P meydanyi elementleri bolan x bir iiyt-
geyanli kopagzalaryi halkasy hem Yewklid halkasy bolyar.

10-njy teorema. Her bir R Yewklid halkasy bas ideallar halkasy bolyar:

Subudy. Goy, Uideal R Yewklid halkasyny# erkin saylanyp alnan idealy bolsun.
Eger U nol ideal bolsa, onda ol U = (0) gorniisde kesgitlenyir, yagny 0 elementin
yasayan bas idealy bolyar. U ideal nol idealdan tapawutly diyip hasap edelin.
U idealyn noldan tapawutly elementlerinifi arasynda ¢(a,) < ¢(a) serti kanagatlan-
dyryan a t?lementiniﬁ barlygy aydyn, bu yerde a element U idealyn islendik ele-
mentidir. Yewklid halkasynyn kesgitlemesine gori, islendik @ € U element {i¢in
R halkada a = a q + r defilik yerine yeter yaly, qwer elementlerin jiibiiti bardyr,
0zi hem r # 0 bolsa, onda ¢(r) < ¢(a ) bolar. Yone, a, elementiin sertine gord
r=a—a,q € Ubolany ii¢in, r # 0 bolmak yagdayy aradan ayrylyar we soia gora-de
r = 0 bolyar. Seylelikde, a = a; ¢ we netijede, U ideal a, elementifi doredyén basg
idealy bolyar. »

Her bir Yewklid halkasynyf bas ideallar halkasy bolyanlygy sebipli, bas ideallar
halkasy subut edilen yokardaky 8-nji we 9-njy teoremalar, Yewklid halkasynyii
islendik elementleri ligin hem dogrudyr. 10-njy tassyklama ters bolan tassyklama-
ny# dogry dildigini hem bellilii, sebibi Yewklid halkasy bolmayan bas ideallar
halkasy hem bardyr.

5.2-nji boliimgede R bag ideallar R halkasynyn islendik @ we b elementlerinifi inl
uly umumy béliijisiniii bardygy subut edilipdi. Yone ol yerde ifi uly umumy boliiji-
ni tapmaklyga seredilmedi. Sebibi, erkin alnan R bas ideallar halkasynyn islendik
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iki elementinif ift uly umumy béliijisini tapmaklygyii umumy usuly yok. Yewklid
halkasynda bolsa, islendik iki elementin iii uly umumy boélijisini (okyja belli bolan)
Yewklidin algroritminiﬁ komegi bilen tapmak bolar. Hakykatdan hem, goy, a, we q,
elementler R Yewkliq halkasynyf noldan tapawutly islendik elementleri we (a,) >
> ¢(a,) bolsun. Onda Yewklid halkasynym kesgitlenisine goré, R halkadaa,=a,, ¢, +a,
detilik yerine yeter yaly, g, we a, elementlerifi jiibiiti bardyr, bu yagdayda a, = 0
ya-da ¢(a,) > ¢(a,) bolar. Eger a, # 0 bolsa, onda R halkada a, = a,, g, + a, detilik
yerine yeter yaly, g, we a, elementlerii jiibiiti bardyr, bu yagdayda a, = 0 ya-da
@(a) > ¢(as) bolar. Eger a, # 0 bolsa, onda R halkada a, = a, ¢, + a, defilik yerine
yeter yaly, g, we a, elementlerifi jiibiiti bardyr, bu yagdayda a, = 0 ya-da ¢(a,) >
> ¢(a,) bolar we s.m.

, Seylelikde, p(a,) > p(a,) > p(a,) > - > p(a,_ ) > p(a) > --- yzygiderligi alarys.
Yone, bu yzygider galyndyly bolmeklik tiikeniksiz dowam etmez, sebdbi garsylykly
yagdayda otrisatel dél bitin sanlary ¢(a,), ¢(a,) ,...,¢(a ), ... kopliigi ifi kigi otrisa-
tel dal sany 0zlinde saklamazdy. Netijede, galyndyly bolmegin kébir 4diminden son
galyndysy nola den bolan payy alarys:

a ,=agqg,.
Seylelikde, biz asakdaky deilikleri aldyk:

a,=a,qg,ta;

al = a2q2 + a3;

a,=a\q,*a;

a ,=a .4 ,ta.;
a =agq.

Sofiky detilik a  elementifi @, elementin bolijisi bolyandygyny anladyar.
In sonky denligin 6n yanyndaky denligin sag tarapyndaky gosulyjylaryn her biri
a -e bolinydr, sofia goré-de, ol detiligin gep tarapy, yagny a _, hem a -e bolinyér.
Basgac¢a aydanymyzda, a element a _, elementifi bolijisi bolyar. Edil seyle edip
a elementita ., a ., ... , a,, a,, a, clementlerii hem boliijisi bolyandygyny
gorkezmek bolar. Netijede, a element a, we a, elementleriii umumy boliijisi bolyar.
Indi bolsa, a  elementiil a, we a, elementlerifi islendik umumy béliijisine boliinyén-
digini subut edelifi. Goy, b element a, we a, elementlerifi erkin saylanyp alnan umu-
my boliijisi bolsun. Onda a, = a, g, + a, deillikden a,-nifi b elemente boliinyéndigi
gelip gykyar, a, = a, g, + a, deillikden bolsa, a,-lifi b elemente boliinyandigi we
s.m.Sofiundaa,  ,=a g , +a defilikdena -ifi b elemente bolinydndigi gelip
¢ykyar. Netijede, a element a, we a, elementlerifi i7i uly umumy boliijisi bolyar.
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Il BOLUM ) BIR UYTGEYANLI KOPAGZALAR

§6. Biitewiilik yaylasynda kesgitlenen kopagzalaryn halkasy

6.1. Kopagza diisiinjesi

Bu diisiinje okyjy ii¢in ndtanys bolman, ol mekdep matematikasynda, yokary
okuw mekdepleriniii 1-nji we 2-nji okuw yyllarynda matematika derslerinde dwre-
nilyér.

Matematiki analiz dersinde bir tiytgeyénli kopagza R hakyky sanlar meyda-
nynda berlen

f)=a x"+a, x"'+..+ax+a, (a#0) (1)

gorniigli bitin rasional funksiya hokmiinde seredilydr, bu yerde a , a,_, ..., a,, q,
koeffisiyentler hakyky sanlardyr. Matematiki analiz dersinde hakyky tiytgeyanli
kopagzalaryn tizniiksizligine, grafigine, diirli tertipddki dniimlerine seredilyér. Bir
iytgeyénli kopagzalaryn yonekey gorniisleri (hususy yagdayda f(x) = ax + b ¢y-
zykly funksiya we f(x) = ax* + bx + ¢ (a # 0) kwadrat funksiya) orta mekdepde
diiypli dwrenilyér.

Algebra dersinde bir tiytgeyénli kdpagzalara algebraik denlemeleri ¢ozmek
meselesi bilen baglylykda dus gelinyér.

Kesgitleme. Cep tarapy bir iiytgeydnli kopagza bolan

ax"+a x'+..+tax+ta,=0, (a #0) 2)

gorniisli denlemd n-nji derejeli algebraik denleme diyilydr.

Matematiki analizden tapawutlylykda algebra dersinde bir tiytgeyanli kopagza
C kompleks sanlar meydanynda berlen kompleks tiytgeyanli bitin rasional funk-
siya hokmiinde seredilyar. Algebrada bir iiytgeyénli kopagza kompleks iiytgeyénli
funksiya hokmiinde seretmekligin maksadalayyklygy, yonekey diyip hasap edilyan
hakyky koeffisiyentli kwadrat denleméniii hem kompleks koklerininn bar bolma-
gyndadyr. Eger derejeleri islendik bolan kdpagza kompleks sanlar meydanynda
berlen bolsa, onda onuil dhli kokleri kompleks sanlar bolyar, yagny kompleks ko-
effisiyentli islendik derejeli algebraik defileméni ¢6zmek ticin, C kompleks sanlar
meydanyndan ¢ykmaklygyn zerurlygy bolmayar.

Kopagzany kompleks iiytgeyanli funksiya hokmiinde kesgitlemeklik san ko-
effisiyentli algebraik deiilemeleri ¢cozmeklige we dernemeklige doly miimkingilik
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beryan hem bolsa, kdpagza has doly seretmek li¢in yeterlik déldir. Sebdbi, biz diiie
bir san elementli ddl-de, abstrakt algebraik sistemalar (halkalar, meydanlar, ¢yzykly
giniglikler) bilen hem tanys. Sona gori-de, koeffisiyentleri we x iiytgeyédn ululygyn
alyan bahasy hem abstrakt sistemalaryf elementleri bolan (2) gérniisli defilemelerin
coziiwlerini gozlemegin we olary dernemekligin meselelerininl ylize ¢cykmaklygy
tebigydyr.

Abstrakt sistemalarda berlen defillemelere biz eyydm dus geldik, meselem,
kwadrat matrisalaryn halkasynda berlen AX — B = 0 gorniisli defilemé, m modul bo-
yunga alnan kemeltmeler halkasynda berlen defilemelere, meselem, 5x° = 3(mod 11)
detiesdirmi 5x° — 3 = 0 gorniisli defileme hékmiinde seretmek bolar, bu yerde
0, 3,5 € Z/(11). Bu defileménif ¢dziiwi x = 3 kemeltmeler klasy bolyar.

Koeffisiyentleri erkin halka degisli bolan kdpagzalar san koeffisiyentli kopag-
zalardan hésiyetleri boyunca diiypgdter tapawutlanyar. Meselem, koeffisiyentleri Z/(2)
halka degisli bolan 1x? + 1x kdpagza x {iytgeyiniii ornuna bu halka degisli islendik
bahany goyanymyzda hem 0 bahany alyar. It bolmanda bir koeffisiyenti noldan
tapawutly bolan we san halkasynda berlen kdpagza beyle hésiyete eye dildir, yagny
x Uytgeyanin islendik bahasynda, it bolmanda bir koeffisiyenti noldan tapawutly
bolan kopagza nola dwriilmeyér.

Eger erkin alnan abstrakt halkada kopagza funksiya hokmiinde seretsek, onda
diiypli kyngylyga ducar bolarys. Meselem, Z/(2) halkada berlen 1x* we 1x* +1x2+ 1x

kdpagzalar biri-birinden tapawutlanmayarlar. Sebibi, EZ’(Z) [1x* + 1x = 0].

Bu boliimgede kopagzalara, kdpagzalaryil funksional kesgitlemesinden tapa-
wutlanyan, algebraik kesgitleme bereris. Bu kesgitleme difie bir san koeffisiyentli
kdpagzalar igin yerlikli bolman, eysem, kdbir abstrakt sistemalarda berlen kopag-
zalar ticin hem yerlikli bolar.

6.2. Esasy kesgitlemeler

Iki bilen kdpagzany kesgitlemek ii¢in gerek boljak kébir diisiinjeleri girizelin.

Goy, K erkin alnan birlik elementli biitewtilik yaylasy, R bolsa onun birlik ele-
mentli bolek halkasy bolsun, basgaga aydanymyzda, K halka R halkanyn gineltmesi
bolsun.

K halkada R halka degisli bolmadyk kibir x elementi alalyn: x € K/R. Bu
elementin komegi bilen R halkanyn gineltmesi bolan we x elementi saklayan R[x]
minimal halkany gurmak bolar. Bu yerde minimallyk «R[x] halka yokardaky hé-
siyetli islendik halkanyn bolegi bolyar» - diyen ¢aklamamyz dogrudyr. R[x] halka
R halka x elementi birlesdirip (catyp) alnan halka ya-da R halkanyn yonekey gi-

......
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1-nji kesgitleme. Eger R halkada
ax"+a x"'+--4+ax+a =0 3)

denlik yerine yeter yaly, it bolmanda biri noldan tapawutly bolan, a, a,, a,,..., a,
elementler bar bolsa onda x € K elemente R halka gord algebraik dlyllyar R halka

......

x € K/R elementifi transendentligi (3) defiligin difie a, a,, a,,.. an elementle-
rinl dhlisi birwagtda nola denl bolan yagdayynda yerine }'Ietyandlglm anladyar.
Islendik @ € R elementin R halka gord algebraik element bolyandygyny hem
bellélin, sebabi
l-at(=a)=0

denlik dogry, bu yerde 1,(—a) € R.

2-nji kesgitleme. Eger x element R halka gord algebraik bolsa, onda x ele-
menti R halka birlesdirip alnan R[x]| halka R halkanyn yonekey algebraik gi-
neltmesi, x element R halka gord transendent bolsa, onda R[x| halka R halkanyn
yonekey transendent giﬁeltmesi diyilydr.

1-nji mysal € Q sanyi Z halka goré algebraik bolyandygyny gorkezin.
Z [ 10 ] halkanyn elementlerlm kesgitlan.

Coziilisi. Z bitin sanlar halkasyna we onun gineltmesi bolan Q rasional sanlar

halkasyna seredelin. 0 € Q element Z halka goré algebraik bolyar, sebibi

1
10~_+(_1):0

denilik dogry bolar yaly, — 1; 10 € Z elementler bar. Z[ 110] halka Z bitin sanlar

halkasynynl yonekey algebraik gineltmesi bolyar. Bu halkanyn &hli elementlerinin
tiikenikli onluk droblardan duryanlygyny gorkezmek kyn dél (sol sanda bitin sanlar
hem bu halkanyn elementleri bolyar).

2-nji mysal. /2, e (natural logarifmanyfi esasy) sanlaryii haysysy Q halka
goréd algebraik bolyar?

Coziilisi. Q halka R hakyky sanlaryn emele getiryan biitewiilik yaylasynyn
bolek halkasy bolyar. V2 € R san @ halkada algebraik bolyar, sebabi
1-(V2) +(=2)=0, 1-2€0.

e € R san Q halkada transendent bolyar, sebdbia e" +a e '+ .. .+ae+
+a,= 0 deflik yerine yeter yaly a, a ,...,a,_, a i bolmanda biri noldan tapawutly

bolan rasional sanlar yok.
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Jogaby. V2 -al gebraik, e -transendent.

0[*/2], Q[e] halkalar, degislilikde, @ halkany# algebraik, transendent gifielt-
mesi bolyar.

Yokarda getirilen maglumatlar esasynda bir iiytgeyénli kopagza algebraik kes-
gitleme berip bolar.

3-nji kesgitleme. Goy, R-birlik elementli biitewiilik yaylasy, x bolsa R-de
transendent bolan kdbir element bolsun. R halkada berlen bir iiytgeyinli kopagza-
laryn halkasy diyip, R[x] yonekey transendent gineltmd aydylyar, bu halkanyn ele-
mentlerine R-de berlen x uytgeyanli kopagzalar diyilydr. Bir iiytgeydnli kopagza
f(x), g(x) yaly bellenilydr.

Kesgitlemd gord kopagzalar, iistiinde goniiden-goni gosmak we kopeltmek
amallaryny gecirip bolyan matematiki obyekt hokmiinde yiize ¢ykyar. Kopagzalar
halkasynda kesgitlenen amallar kommutatiw halkanyi amallarynyn hésiyetlerine (as-
sosiatiwlik, kommutatiwlik, distributiwlik, nol elementin bolmagy we s.m.) eyedir.

Bu kesgitleménin, kopagzanyi (1) gorniisi bilen umumylygy yok yaly goriin-
yan hem bolsa, olaryn arasyndaky baglanysyk gds-goni yiize ¢ykyar.

1-nji teorema. R halkada berlen islendik f(x) képagzany

f&)=a x"+a  x"'+--+ax+a, (4)

gorniisde aiilatmak bolar, bu yerde a, a , a,,...,a, € R.

Subudy. Ilkibasda, (4) gorniisli elementlerini iistiinde ge¢irilydn gosmak we
kopeltmek amallaryna R[x] halkada kesgitlenen amallar hokmiinde seredip bol-
jakdygyny belldlini. Teoremany subut etmek {icin R[x] halkany islendik elementinin
(4) gorniisdedigini gérkezmeli. R[x] halka, R halkany bolek halka edip saklayanlygy
licin hem-de x elementi hem 6ziinde saklayanlygy ticin, (4) gorniisli dhli elementle-
ri-de 6zlinde saklayar. Sona gord-de, R[x]-iit minimallyk hésiyetinden peydalanyp,
bu halkada basga hi¢ hili elementinn yokdugyny subut etmek yeterlik. Sonun ii¢in
hem, 6z gezeginde (4) gorniisli elementleriii toplumynyn, R bolek halkany we x
elementi 6ziinde saklayan halkany emele getiryidndigine gz yetirmeli.

(4) gorniisli elementleriil jeminin we kdpeltmek hasylynyi yene-de (4) gorniisli
elementlerdigi gds-goni barlanyar.
Goy,
f&)=a x"+a  x'+..+ax+a, a€R(=0,1,..n)

gx)=b x"+b  x"'+..+bx+h, bjE R (j=0,1,...,m)

1

67



bolsun. Onda halkada kesgitlenen amallaryn hésiyetlerinden peydalanyp (takyklyk
ucin n > m diyelin),

fO)+gx)=dx"+d_x"+..+dx+d, (5)
buyerde d =a,+b, k=0,1,...m,...,n;k>m=5b =0
we

f@eg) =c, x""+c,, X"+ . +ex+c, (6)
bu yerde

k
Cr = Zak—jbj = aby + @by + - + arbioy + avby;

j=0
k:O,l,...,n+m;k—j>n:>ak7j:0;j>m=>bj:0

deilikleri alarys. Gorslimiz yaly f(x) + g(x), f(x)g(x) afilatmalar hem (4) gorniislidir,
sebibi

Atae Rin/N\ b, e R1=/\[d e RIAN[c, e R).
i=0 j= k=0 k=0

Seylelikde, R[x] kopliikde gogsmak we kopeltmek amallary kesgitlenilyér.

Bu amallaryn hisiyetleri barada aydanymyzda, bu amallaryn assosiatiwdigini,
kommutatiwdigini, distributiwdigini barlap oturmagyn zerurlygy yok, sebibi R[x]
halkada olar yerine yetyar. R[x] halkanyn (4) gorniisli elementleriniii arasynda nol
elementin, birlik elementiit we (4) gorniisli elemente garsylykly elementini bolup
biljekdigi aydyn.

Seylelik bilen, (4) gorniisli elementin toplumy R[x] halkanyn bolek halkasyny
emele getiryar. Seyle-de, bu bdlek halka R[x] minimal halka bilen gabat gelyér, se-
bibi ol R halkanyn @hli elementlerini we x elementi 6zilinde saklayar (x elementin
R[x] halka degisliligi R halkanyn birlik elementli halkadygyndan gelip ¢ykyar:
x=1-x+0).

Bu bolsa, her bir kdpagzany, yagny R[x] halkanyn her bir elementini (4) gor-
niisde yazyp bolyandygyny anladyar. »

Kopagzanyn (4) gorniisde anladylysy yeke-tdkmi?- diyen sorag yiize ¢ykyar.
Eger kébir sertlesikleri girizmesek, onda bu anlladys yeke-tdk bolup bilmez. Mese-
lem, f(x) =x*— 1 € Q[x] kdpagzany f(x) =—1 +x* f(x)=0-x"+0-x*+x>—1;

f(x)=x*+0-x—1; f(x) =3x2— 2x*— | we s.m. gorniisde anladyp bolar.

Seyle onaysyzlyklardan gaca durmak ii¢in, kdpagzanyn (4) gorniisde anillatma-
synynl asakdaky talaplara boyun egmegini sertleselin: 1) gosulyjylaryn arasynda
«menzesi», yagny x Uytgeydnin menzes derejeli gosulyjylary bolmaly dil; 2) go-
sulyjylar x iiytgeyanin derejeleri boyunga bir birlik kemelyén tertipde bolmaly;
3) ilkinji gosulyjy noldan tapawutly, yagny a # 0 bolmaly; i < n bolanda a, koeffi-
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siyentleriil nola defi bolmagy hem miimkin.

Bu talaplara boyun egyin kdpagzanyn (4) gorniisde anladylysyna onun kano-
nik afilatmasy diyilyir. Ahli gosulyjylary nol bolan kdpagza nol kopagza, onuii
kanonik anlatmasy 0 yazgy hasap edilyar.

Indi (4) anladylysynyn yeke-tikdigini subut etse bolar.

2-nji teorema. R halkada berlen her bir kopagzanyn kanonik anlatmasy ye-
ke-tdkdir.

Subudy. Eger berlen kdpagza nol kdpagza bolsa, onda onuii kanonik anlat-
masynyn yeke-tikligi aydyn. Goy, f(x) # 0 bolsun we onun

f@) =ax'+a x"+ +ax+a, (7)
fX)=bx"+b, x""'+ .. +bx+b, (8)

iki sany kanonik afilatmasy bar diyip gliman edelin. Takyklyk {icin n» > m diyelin.
Onda (7) aiilladylysdan (8) anladylysy agzama-agza ayryp alarys:
anx” + anilx”_l + ces + am+]xm+l + (am - bm)xm + e + (al - bl)x +

+(a,—b) =0.

)

Bu denilikde x elementin R halkada transendent elementdigini hasaba alsak,
onda (9) denlikdéki ahli gosulyjylar nola defi bolmaly; ikinji tarapdan a, # 0 bolma-
ly. Seylelik bilen, n=m we a,—b, =0, k=0,1,...,n bolar. Bu bolsa, f(x) kop-
agzanyn (7) we (8) kanonik anlatmalarynyn gabat gelyandigini anladyar. »

4-nji kesgitleme. Kanonik formada berlen nol dél
fW=ax"+a_x"'"+..+ax+a,(a #0)

képagzanyn a, x* (k= 0,1,...,n)gosulyjylaryna onui k-njy agzasy (k-derejeli agzasy),
a, bolsa k-njy agzanyn koeffisiyenti, a -elemente f(x) kopagzanyn azat agzasy diyil-
ydr. n-nji derejeli agza (i uly derejeli agza) bas agza, onun a, koeffisiyentine bas

f(x) kopagzanyn derejesi degf yaly belgilenyér, degf = n.

Nolunjy derejeli islendik kopagza f(x) = a, (a, € R, a, # 0) gomiisli kanonik
lendik noldan tapawutly elementlerine nolunjy derejeli kopagza hokmiinde seredip
boljakdygy aydyi. 0 € R elementi hem konstant hasaplap bolar, ofia R halkada berlen
nol kdépagza hokmiinde seredilyér. Kdpagzanyn bas agzasyna we kdpagzanyn dere-
jesine berlen kesgitleméni nol kopagza ulanmak bolmayar, yagny nol kdpagzanyn
derejesi yok hasaplanyar.

Kopagzanyn yeke-ték bir usul bilen kanonik formada berlisi, R[x] halkanyn
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elementleri bolyan iki kdpagzanyn den bolmagy ti¢in olaryn derejeleriniit we degisli
agzalarynyn koeffisiyentlerinini deni bolmagynyn zerur we yeterlikdigini anladyar.
Basgaca aydanymyzda, eger

_ n n—1 .
f&)=ax"+a_x""+..+ax+a, (a #0),

gx)=bx"+b, _x""'+..+bx+b, (b #0)

bolsa, onda

) = g0 = [n=m] A\ [a,=b,]
Hususy yagdayda

f(x)=0]=[a,=a, =...=a,=a,=0].

(5) gatnasykdan goniiden-goni gorniisi yaly, iki kdpagzanyn jeminiii derejesi
(ol kopagzalaryn it bolmanda biri noldan tapawutly bolanda) olaryii uly derejelisi-
nin derejesinden gegmeydr, yagny deg(f + g) < max{degf, degg} gatnasyk yerine
yetydr. Hakykatdan hem, eger degf = n > m = degg bolsa, onda deg(f + g) =n =
= max {degf,degg} bolyar.

Derejeleri n-e dent bolan iki sany den derejeli kopagzalaryn bas agzalarynyn
koeffisiyentleri 6zara garsylykly elementler bolsa, onda deg (f + g) < n, yagny

a +b =0>= deg(f + g) < max{degf, degg}

gatnasyk dogry bolyar.

Iki kopagzanyn kopeltmek hasylynyn derejesini kesgitlemek ii¢in, dniinden
kébir bellikleri edelin.

Eger R birlik elementli halka bolmasa, onda 1-nji teorema dogry bolmaz.
Meselem, goy, R bitin jiibiit sanlaryil emele getirydn biitewliilik yaylasy x bolsa,
onda transendent element bolsun. Onda R[x] halkada kanonik formada yazyp bol-
mayan kopagzalar bar, meselem, f(x) = x kopagzany x € R[x] bolsa-da, R halkanyn
elementlerininl (koeffisiyentlerinii) {isti bilen (4) gorniisde, yagny ony koeffisiyent-
leri jiibiit san bolan kdpagza gdrniisinde yazyp bolmayar.

Oz gezeginde x element R-de transendent bolman algebraik bolsa, onda 2-nji
teorema dogry bolmayar. Meselem, Q halkada algebraik bolan x = %2 element
ticin,

X +3 42 —4=x'C=24+5+2(x=2)=5" =5x(x’ = 2) +
+10x = 10x

deilikleri almak bolar. Bu denilikler bolsa, f(x) = 10x € Q[x] kopagzanyn Q[x] hal-
kadan basga-da 5x*; x” + 3x* + 2x’ — 4 we s.m. kanonik afiladylysynyi bardygyny
gorkezyar.

70



Bu edilen bellikler R[x] kdpagzalaryn halkasyny gurmak {i¢in, R-il birlik ele-
mentli halka we x elementinn R-de transendent bolmagynyn zerurdygyny ailadyar.
Seyle-de, R-in biitewiilik yaylasy bolmalydygynyil zerurlygyny asakdaky teorema
gorkezyar.

3-nji teorema. R[x]- kopagzalaryn halkasy biitewiilik yaylasyny emele getir-
ydr.

Subudy. R[x]-in kommutatiw halkadygy mélim, sonun ti¢in onuni nolun bolii-
jilerini 6ziinde saklamayandygyny gorkezmek yeterlik.

Goy, f(x), g(x) kopagzalar noldan tapawutly kdpagzalar bolup, olar degislilik-
de, a we b bas koeffisiyentlere eye bolsun. Onda (6) gatnasyga gord f(x) g (x) kop-
agzac, , =a b bas koeffisiyente eye bolyar. @ ,b € R we R-ifi nolufi boliijisini
oziinde saklamayanlygyny, seyle-de, a, # 0, b, # 0 bolmalydygyny hasaba alsak,
ondac, , # 0 bolar we f(x) g(x) nol kopagza déldir, yagny

S(x) #0 Agx) # 0= f(x) g(x) # 0

+

gatnasyk dogrudyr. P>

Netije. Noldan tapawutly iki képagzanyn kopeltmek hasylynyn derejesi ol
képagzalaryn derejelerinin jemine dendir:

deg(fg) = degf + degg. (10)

R[x] halka a € R elementleri hem 6ziinde saklayanlygy ii¢in, R[x] halkada dine
bir kopagzalary gosmak we kopeltmek amallary kesgitlenmén, eysem, kopagzalary
R halkanyn elementlerine kopeltmek amaly hem kesgitlenendir. Ony hasaba alyp
R[x] halkanyn ¢yzykly ginislik we ¢yzykly algebra emele getiryédndigini barlamak
kyn dil. Sonun iigin hem, R-de kesgitlenen kdpagzalaryn algebrasy barada aytmak
bolar.

6.3. Kopagzalaryn funksional gorniisde kesgitlenisi

Goy, f(x) =ax"+a, x""'+--+ax+ a kdpagza birlik elementli R biite-
wiilik yaylasynda berlen, C bolsa R halkanyn ginieltmesi bolan kébir kommutatiw
halka bolsun. C halkada @, a, a, a,,..., a, |, a, elementlerif lUstiinde gosmak we
kopeltmek amallarynyn kesgitlenenligine gord, C halkanyn erkin @ elementi {i¢in

a a"ta a"'+--ta ata (11)
n n—1 n 0

anlatma mana eyedir.
(11) anlatma f(@) bilen belgilenydr we ona f(x) kdpagzanyn x = @ bolandaky
(ya-da «a@ nokatdaky») bahasy diyilyar. f(«) elementiii C halkanyni elementi bol-
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jakdygy aydyn: f(«@) € C. Bu diizgiin boyunga her bir « € C elemente yeke-tdk
bir f() € C element degisli edilyir. Funksiyanyil umumy kesgitlemesini ulanyp
asakdaky tassyklamalary aydyp bileris.

4-nji teorema. Eger f(x) kdpagza R biitewiilik yaylasynda berlen erkin alnan
kopagza, C bolsa R-in gineltmesi bolyan kdbir kommutatiw halka bolsa, onda her
bir a € C elemente kesgitli bir f(e) € C elementi degisli edip, ¢, (@) = f(a) diizgiin
bilen kesgitlenen ¢ 1 C—C funksiyany almak bolar.

......

1-nji mysal. Polinomial funksiyalara mysal getirif.

Cogziilisi. 1. Eger R=Z, C= R bolsa, onda ¢  funksiya hakyky tiytgeyénli bitin
koeffisiyentli kdpagza hokmiinde seretmek bolar.

2. R=C, C = C bolsa, onda ¢ x funksiya bilen kesgitlenen f(x) kdpagza kom-
pleks tliytgeyinli we kompleks koeffisiyentli kopagza bolar.

Kopagzanyn funksional kesgitlemesiniii doly we gutarnykly bolmagy {i¢gin,
funksiya hokmiinde seredilydn kopagzalaryn kdpeltmek hasylynyn we jeminin ye-
ne-de kdpagzalary kesgitleyédn funksiya bolyandygyna goz yetirmeli.

Belli bolsy yaly, ¢ : X — Y we y : X — Y funksiyalaryn jemi (kopeltmek hasyly)

Y Ix@l=e@+y®] (Y, [x®) =@y ®])

diizgiin bilen kesgitlenyén y : X — Y funksiya bolmaly.

Goy, f(x), g(x) kopagzalar R halkada berlen we s(x) = f(x) + g(x), p(x) = f(x)
g(x), degislilikde, bu kdpagzalaryn jemi we kdpeltmek hasyly bolsun.

Eger C halka R halkanyn islendik kommutatiw gifieltmesi bolsa, onda ¢,: C — C,
9, C—>Co:CoCop :CoC funksiyalara seretmek bolar.

(Ds:q)f—i_ b Pp= 9, (12)

bolyandygyny gorkezelin. Sonui ii¢in asakdaky tassyklamanyn dogrulygyny subut
edelin.

5-nji teorema. Goy,
fx) =D ax", glx)=> bx"
k=0 k=0

R biitewiilik yaylasynda berlen kopagzalar, s(x) = f(x) + g(x), p(x) = f(x)g(x) we
C halka R-in erkin alnan kommutatiw gineltmesi bolsun, onda

v [s(@)=fla)*g@)] Y [p(@)=fla)g(@)] (13)
gatnagyklar dogrudyr.
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Subudy. (5) we (6) gatnasyklara gora

s(x) = Zl:(ak +b)x, =max{nm};

n+m

p(x) =D cx', buyerde ¢, = ) ab,

k=0 i+j=k

kopagzalary alarys. Erkin alnan @ € C {igin,

n+m

]
S(a/) = z(ak + bk) ak’ p(CF) = cha/k'
k=0 k=0
Ikinji tarapdan

fla)= Zj:akak, g(a)= ibka"

bolyandygyny we C halkanyii kommutatiwligini hasaba alyp,

f@) +g(@)= Yaa+ 3bat =Y (a +b)a = s(a)

fla) gla) = Za a - Zb al= z< Zab)ak ZC a* = p(a)

k=0 \i+j=k

deilikleri alarys. Bu deiilikler bolsa, (13) gatnasyklaryn dogrulygyny ailadyar. »
Indi bolsa, kopagzalaryn denligi baradaky soraga gecelin. R[x] halkanyn

fx)= Za X we g(x)= Zbkx"
kopagzalary tigin, -
) =g 1=[m=n A /\ [a,= ]

gatnasyk yerine yetyér. Eger
v lp(x) = yx)],

xeX

yagny x E X ﬁ.(;in ¢ : X — Ywe y: X — Y funksiyalaryn bahalary den bolsa, onda

------

Netijede, C koplik R halkanyfl erkin alnan kommutatiw gineltmesi bolan yag-
dayynda, algebraik we funksional gérniisde kesgitlenen kopagzalaryn denligi asak-
daky gatnasykda bolyar:

v @) =g@] = m=mA/\ [g,= 5] (14)

aeC
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ekwiwalensiya dogrudyr.
Eger C = R bolanda (14) deiilik dogry bolsa, onda ol C islendik bolanda hem
dogry bolyar. Sonun ii¢in hem (14) dengiiy¢liligi

n

v @) =g@] e m=n A\ [a,=b] (15)

gorniisde yazmak bolar.
(15) tassyklamanyn R erkin alnan birlik elementli biitewtilik yaylasy ti¢cin dog-
ry dildigini bellilifi. Meselem, R halka m = 2 modul boyunga alnan Z/(2) = {0,1}
kemeltmelerifi halkasy bolsun. Onda f(x) = x2 + x (Yagny f(x) = 1x2 + 1x + 0) we
g(x) = 0 kdpagzalar iicin, Z/(2) halkada f(0) = 0 = g(0); f(1) = 1+1 = 0 = g(1),
yagny ‘v/’( [f(@) = g(@)] bolar. Yone, f(x) we g(x) kopagzalar den dl, yagny (14)
a€Zl(2)

ekwiwalensiyanyn sag tarapy yalan.

Seyle bolsa-da, (15) ekwiwalensiya yerine yeter yaly, yagny kopagzalaryn al-
gebraik we funksional denligi yerine yeter yaly, R biitewlilik yaylasynyn boyun eg-
meli sertini gorkezmek bolar:

Elbetde,

m=m A\ [a,=b]= ¥ [f(@)=g@)

implikasiyanyn ¢ynlygy aydyn. Sonun licin hem, meseléni bu tassyklama ters bolan

v (@ =g@) = m=rn1 A\ [g,= 5]
implikasiyany ¢yn edyén serti gozlemeklige syrykdyrmak bolar:
fx) = iakxk we g(x) = ibkxk
k=0 par)
kopagzalaryn deiligi, olaryn tapawudy bolan
f) =)= Y. dir' = (1

kopagzanyn nol-kdpagza bolmagyna dengiiyclidir. Netijede,

[/(x) = g(x)] = [q(x) = 0] = [degq < O] A [d, = O] (16)
gatnasyklary alarys. Ikinji bir tarapdan,
Y 4@ =012V [f(@) = ga)] (17)
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(16) we (17) gatnagyklardan peydalanyp, (15) ekwiwalensiyanyii ornuna
. [9(@) = 0] & [degq < 0] A [d, = 0] (18)

ekwiwalensiyany subut etmek bolar.
Seylelik bilen, (18) sertin dogrulygy (15) sertiit dogrulygyny anladyar.

§7. Kopagzalaryn boéliinijilik teoriyasy

7.1. Meydanda berlen kopagzalar

Biz su wagta c¢enli R biitewiilik yaylasynda berlen kopagzalaryn halkasyna se-
retdik. Indi biitewiilik yaylasynynt meydan bolmagyny, yagny R-de islendik R 3 a # 0
elementin a ! tersiniit hem bolmagyny talap ederis. Basgaca aydanymyzda,

o la7 02 3ac = b))
pikiraytmanyil ¢yn bolmagy talap edilyar.

Seyle-de, indiki beyan etmelerimizde kdpagzalara P meydanda serederis. Is-
lendik meydan birlik elementli biitewiilik yaylasyny emele getiryénligi iigin, §6-da
alnan dhli netijeler meydanda berlen kdpagzalar iicin hem giiyjiinde galyar. Hususy
yagdayda, P meydanda berlen &hli kopagzalaryn toplumy kdpagzalary gosmak we
kopeltmek amallaryna goré birlik elementi P[x] biitewiilik yaylasyny emele getiryar.

Elementar algebrada, matematiki analizde, funksiyalar teoriyasynda we mate-
matikanyn ulanylyan yerlerinde san meydanynda berlen kdpagzalar ayratyn orun
eyeleyér. San meydanynda berlen kdpagzalaryn algebraik we funksional kesgit-
lenilisi dengiiy¢lidir, sona gord-de, kdpagzalary we olaryn hisiyetlerini san meyda-
nynda éwrenmeklik yenil diigyér.

P meydanda berlen kdpagzalaryn P[x] halkasy hem meydan emele getiryar
diyip pikir etmek niddogrudyr. Sebidbi, P[x] halkanyn nolunjy derejeli kopagza-
laryndan basga hi¢ bir kpagzasynyn tersi yokdur. Hakykatdan hem, degf™> 1 serti
kanagatlandyryan islendik f(x) € P[x] kdpagza {li¢in, f(x) - g(x) = 1 denlik yerine ye-
ter yaly, g(x) kopagza P[x] halkada yokdur, sebibi deg(fg) = degf + degg deiilik dog-
ry we g(x) kdpagza nolunjy derejeli kopagza bolup bilmez. Bu yerden f(x)g(x) # 1
alynyar. Bu bolsa derejesi noldan uly kdpagzanyn P[x] halkada tersininn yokdu-
gyny anladyar. P[x] halkanyn nolunjy derejeli kopagzalaryn (P meydanyn element-
leri bolany {i¢in), nol kdpagzadan basgasynyn tersi bardyr, 6zi hem olar nolunjy
derejeli kopagzalardyr. Basgagca aydanymyzda, P[x] biitewiilik yaylasynyn birlik
elementinin boliijileri difie nolunjy derejeli kopagzalardyr.

Seylelikde, P[x] halkanyn 6zi tutuslygyna meydan emele getirmeyir, seyle-de,
onunl nolunjy derejeli ddl il bolmanda bir kdpagzany 6ziinde saklayan islendik
bolek halkasy hem meydan emele getiryéin déldir.
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Bu aydylanlardan P[x] halkada noldan tapawutly kopagza bolmek amalynyn
yerine yetmeyindigi gelip ¢ykyar. Yone, bitin sanlar halkasynda kesgitlenen ga-
lyndyly bélmek amalyna menzes edip, P[x] halkada hem galyndyly bélmek gatna-
sygyny girizmek bolar.

7.2. Kopagzalaryn halkasynyn Yewklid
halkasyny emele getirisi

P[x] kopagzalar halkasynyii (P-meydan) Yewklid halkasyny emele getiryéin-
digini subut etmek ti¢in, Yewklid halkasynyii kesgitlemesine gord, asakdaky sertle-
rinl yerine yetyandigini gorkezmeli:

1) P[x]-birlik elementli biitewiilik yaylasy;

3 f(x) = g0gx) + r)l, (D

f@).g@eplx] - q0o,rx)eplx]

(r(x) = 0 ya-da p(r(x)) < p(g(x))) sert bilen galyndyly bolmegi kesgitleyin

¢:Plx1/{0} ~N? (V0= NU{0})
sekillenme bar.
P[x] halkanyn birlik elementli biitewtiilik yaylasyny emele getiryéndigini §6-da

subut etdik. ¢:P[x]/{0} =N 0 sekillenméni bolsa, her bir noldan tapawutly f(x) €
€ P[x] kdpagza onun derejesini degisli edip, yagny

P(f() = degf e N
diizgiin bilen kesgitleyéris.
P[x] halkada yokardaky kesgitlenen ¢ sekillenmé layyklykda galyndyly bol-
megin yerine yetyandigini gorkezmek galyar. Basgaga aydanymyzda, P[x] halka-
nyn islendik f(x) we g(x) # 0 kopagzalary ii¢gin

J(x) = g(x)q(x) + r(x) )
deiilik yerine yeter yaly, g(x) we r(x) kopagzalaryii P[x] halkada bardygyny gorkez-
meli. Ozi hem, (x) = 0 ya-da degr < degg bolmaly.

(2) denilikde f(x) kdpagza boliiniji, g(x) kopagza béliiji, g(x) kopagza doly dil

......

1-nji mysal. 1) f(x) = x* — 3x + 1 kopagzany g(x) = x* + 1 kopagza;
2) g(x) = x* + 1 kdpagzany f(x) = x’ — 3x + 1 kdpagza galyndyly boliif.

Coziilisi. 1) x’ — 3x + 1 = (x* + 1)x + (— 4x + 1) denlik f(x) kdpagzany g(x)
kopagza galyndyly bolmegi anladyar, bu yerde g(x) =x, r(x) =—4x + 1, degr <degg
bolyar;
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2) g(x) kopagza hem f(x) kdpagza galyndyly boliinyir, bu yagdayda g (x) = 0,
r (x) = x>+ 1 bolar, yagny

X¥+1l=@-3x+1)-0+x*+ 1.
1-nji teorema. P[x] halkanyn erkin alnan f(x) kopagzasy, bu halkanyn nol-

dan tapawutly islendik g(x) kopagzasyna galyndyly béliinydr, doly ddl pay bilen
galyndy P|x] halka degisli we birbelgili kesgitlenyir.

Subudy. I1ki bilen galyndyly bolmegin miimkindigini, yagny P[x] halkada (2)
deilik yerine yeter yaly, g(x) payyn we r(x) galyndynyn bardygyny gorkezelin. Goy,

_ n n—1
fx)=ax"+a, x"" +-+ax+a,

_ m m—1
gx)=bx"+b x""'+-+bx+b,

bolsun. Eger f(x) = 0 bolsa, onda g(x) = 0 we r(x) = 0 boljakdygy aydyn. Goy, indi
n = degf < degg = m bolsun, onda g(x) = 0, f(x) = r(x) diyip kabul etmek bolar.
Netijede, n > m > 0 bolan yagdaya seretmeklik galyar. Bu yagdayda teoremanyn
subudyny n-e gord matematiki induksiya usulyny ulanyp, subut edelifl. n =0 bolan-
b , (x) = 0 bolar.
b—eP bolany ti¢in, g(x) € P[x] boljagy aydyn. Indi teoremany derejes1 n-den kigi
0

kdpagzalar li¢in dogry diyip giiman edelit we bu giiman etmdmizden peydalanyp,
onuil z#-nji derejeli kdpagza ticin hem dogrulygyny subut edeliil. Sonun {igin

dam=0, f(x) = a, gx) = b, # 0-y alarys. Sona gord-de, g(x) =

n—m

px) = f(x) —

. Z" g(x)x""" kopagzanyn bas agzasy a x"-e
deni. Sona gori-de, degp < n we induktiw giiman etmi layyklykda p(x) kopagzany
g(x) kopagza galyndyly bolmek bolyar:

p(x) = g(x)q (x) + r,(x); g (x),7,(x)€ Plx]; degr, < degg.
Netijede,
flx) —

= g(x)q (x) + 1, (x)
denligi alarys. Bu yerden
fx) = g(0g(0) +r(0.r(x) = 1), ¢@) = q () + Gy yn-m

m
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detilik alynyar. g(x), r(x) kopagzalaryn P[x] halka degislidigi we degr = degr, <
< degg bolyandygy diisniikli. Bu yerden f(x) kopagzany g(x) kdpagza galyndyly
bolmegin miimkindigi goriinyar.

Teoremany doly subut etmek {i¢in, g(x) payyn we r(x) galyndynyn yeke-tikdi-
gini gorkezmek yeterlik. Onun ii¢in tersinden giiman edelin, yagny

J(x) = g(x)q(x) + r(x), degr < degg;
fx) = g()q (x) +1,(x), degr, < degg
bolyar diyelin. Birinji defilikden ikinji deiiligi ayryp alarys:
g@)[gx) — g ()] = r,(x) = rx). 3)

Sert boyunga g(x) # 0. Eger r(x) # r (x) bolyar di}'/ip gliman etsek, onda
q(x) # ¢ ,(x) bolar, sebébi P[x] halkada nolun bolijileri yok. Yo6ne bu yagdayda gar-
sylyga geleris, sebdbi (3) deiligin sag tarapyndaky kopagzalaryn her birinini dere-
jesi g(x) kopagzanyn derejesinden kici we netijede, olaryn tapawutlarynyn derejesi
(3) denligin ¢ep tarapyndaky kopagzalaryn derejesinden kigi bolar. Seylelikde, (3)
denlik difie 7(x) = r (x) we g(x) = g (x) bolanda miimkin. Bu bolsa f(x) kdpagzany
2(x) kopagza bolmekden yetyédn payyn we galyndynyn P[x] halkada yeke-tdkdigini
anladyar. »

Bu teoremanyn netijesi hokmiinde asakdaky wajyp tassyklamany almak bolar.

2-nji teorema. P meydanda berlen P[x] kopagzalaryi halkasy Yewklid hal-
kasyny emele getirydr.

Eger R birlik elementli biitewiilik yaylasyny emele getirip, meydan emele ge-
tirmeyan bolsa, onda umumy yagdayda P[x] halkada galyndyly bélmegi yerine
yetirip bolmayar. Meselem, Z[x] halkada f(x) = x> + 1 kopagzany g(x) = 3x — 1
kopagza galyndyly béliip bolmayar, sebibi x° + 1 = (3x — 1)g(x) + r(x) denlik ye-
rine yeter yaly, Z[x] halkada g(x) we r(x) (degr < 1) kopagzalar yok. Indiki beyan
etmelerimizde kopagzalar halkasyna erkin alnan biitewiilik yaylasynda seretmén, ey-
sem, dine kopagzalar meydanlarda berlen hasap ederis.

7.3. Galyndyly bolmegin yerine yetirilisi.
Gornerin shemasy

Iki kopagzany biri-birine galyndyly bolmek diizgiini 1-nji teoremany subut etmek
an
b,
kopagzany ayryp alarys, bu yerde g(x) kdpagza boliji, a, we b, degislilikde, f(x)
we g(x) kopagzalaryn bas koeffisiyentleridir. Sofira alnan tapawut kopagzada hem

n—m

usulyna esaslanyar. Yagny ilki bilen béliiniji bolan f(x) képagzadan

g(x)x
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edil f(x) kopagzadaky yaly 6zgertméni gecireris: eger ¢, x' kdpagzanyt bas agzasy
we [ > m bolsa, onda ondan %x”’” g(x) kopagzany ayrarys we s.m. dowam etdi-
reris. Bu is tapawutda derejesi m-den kici bolan kdpagza alynyanga dowam etdiril-
yar. Tapawutda derejesi m-den kigi bolan kopagzany bolsa hokman alarys, sebdbi
boliinijinin derejesi her gezekde it bolmanda bir birlik kicelyér. Bu yol bilen ta-

n n m C[ l m

pylan kopagza r(x) kopagzadyr, g(x) kopagza bolsa b e . gosu-
lyjylaryfi jeminden durar. m i

1-nji mysal. f(x) = x* — 2x° + x — 1 kdpagzany g(x) = x* — 2 kopagza 1-nji
teoremanyn subudyna esaslanyp, galyndyly, boliii.

Coziilisi. f(x) =x*'—2x’+x—1, g(x) = x> — 2 bolanda,

g (x) = f(x) — G - "g(x) tapawudy tapalyn:

gl(x) = (x 2+ x—1)—x"(x* — 2) =— 2 +2x +x—1.

Sonra sona menzeslikde, 8, (x) = 8, (%) — xl "g(x) = (— 2%+ 23+ x —
—1)— (- 2x)(x>—2) =2x* - 3x — | tapawudy alarys. Ondan sorira, edil yokardakylara
metizeslikde, g (x) = (2x> = 3x — 1) — 2(x* — 2) = — 3x + 3 tapawudy alarys.

Gorniisi yaly, (x) kopagzanyn derejesi g(x) kopagzanyn derejesmden kigidir.

Netijede, r(x) =g, (x) —3x+3, gx) =x"+(—2x) +2 = x*— 2x + 2 we s0-
na gord-de,

X =24+ x—1=0=2)(x*—2x+2)+ (- 3x + 3).
Bu galyndyly bolmegi adaty gorniisde asakdaky yaly yazmak bolar:

=2+ x—1 )
Xt = 2% X =2x+2=¢g(kx)
2+ 2 +x—1
T —2x + 4Ax
2% —3x— 1
2’ —4
—3x+3 =r()

1-nji teorema layyklykda r(x) galyndy we ¢g(x) doly dil pay yeke-tdk usulda
kesgitlenyar. Sona gord-de, olary tapmaklyga niibelli koeffisiyentler usulyny hem
ulanmak bolar.

Bu usuly yokardaky mysalda gorkezelin. Bize belli bolsy yaly,
=2+ x—1=("—2)gx) + r(x) 4)
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denlik yerine yeter yaly, g(x) we r(x) kopagzalar bardyr, 6zi hem g(x) kdpagzanyn
derejesi (n —m)-e, bizin mysalymyzda 2-4 den, r(x) galyndynyn derejesi bolsa m-den
gecmeydr, bizin yagdayymyzda 1-den ge¢meyir. Seylelikde, g(x) we r(x) kop-
agzalary asakdaky yaly kanonik gorniisde yazyp bolyar:

g(x) =Ax*+Ax+A, rx)=Bx+B,

buyerde A, A, A, B,, B, hizirlik¢e nébelli koeffisiyentlerdir. Bu anlatmalaryii ba-
halaryny (4) denlikde goyup alarys:

=2 +x— 1= —-2)Ax’+Ax+A)+Bx+B,.

Kopagzanyn kanonik formasynyn yeke-tidkdigini hasaba alyp, denligin iki ta-
rapyndaky kopagzalaryn x iiytgeyine gord degisli derejeleriniii koeffisiyentlerini
deniesdirip,

A=1A=-2, -2A+A =0, —2A+B =1, —2A +B,=-1
deiileme sistemasyny almak bolar. Bu defileme sistemasyny ¢oziip alarys:

A=1 A=-2, A =2 B=-3, B =3,
yagny garagylyan g(x) = x* — 2x + 2 payy we r(x) = — 3x + 3 galyndyny aldyk.
Umumy yagdayda, nédbelli koeffisiyentli g(x) kopagzanyii derejesini (n — m)-e,
r(x) galyndynyn derejesini bolsa (m — 1)-e den edip almaly.
Galyndyly bolmegi iki setirli matrisalaryn listiinde yonekey 6zgertmeleri gegi-
rip hem yerine yetirip bolar [13]. Sonun {i¢in f(x) we g(x) kopagzanyn koeffisiyent-
lerini matrisany iki setirinde asakdaky yaly edip yerlesdireris:

an an—l an—Z am—l am am—l al aO
00 0 ..0 b bbb

Alnan matrisanyi ikinji setirinddki b.(i = m,m —1,...,1,0) koeffisiyentleri
a}l _

% ¢ kopeldip, sofira kopeltmek hasyllaryny, degislilikde, a , a, ,a ... ,a,
koeffisiyentlere gosup,
a,n—l a’n—Z e a’n—m—l T am am—l o al aO
O O ’ ’ bm bm—l ’ bl b()
matrisany alarys. Alnan bu matrisanyn ikinji setirini — % - e kopeldip, kdpeltmek
hasylyny degislilikde, @’ _,da’ ,,....,a’ _.a' koefﬁsmiyentlere gosup,
a”n—2 a”n—3 e a”n—m—l a”n—m—l o am am—l o al aO
0 0 0 b, b _, - b b
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matrisany alarys we s.m. bu 6zgertmelerii yzygiderligini td matrisanyn birinji seti-
rinddki koeffisiyentler ikinji setirddki b _ koeffisiyentifi gabat yokarsyndaky koef-
fisiyentine ¢enli nola dwriilydncd dowam etdireris.

Netijede,
O rm—] r;n—2 e rl r()
bm bm— b e bl b()

1 m-2

matrisa alynyar. Bu matrisanyil birinji setiri f(x) kopagzany g(x) kopagza bolmek-
den galyan r(x) =7 x"'+7r x"’+ ..+ rx+r galyndynyn koeffisiyentle-
rini beryér. f(x) kopagzany g(x) kopagza galyndyly bolmekden yetydn payyn
koeffisiyentleri

an a’n—l a”n—Z
bm , bm ’ bm
Bu usuly yokardaky mysalda ulanyp gorkezelin. Sonun tigin f(x) =x*—2x* +x — 1,
g(x) = x* — 2 kopagzalaryn koeffisiyentlerini, degislilikde, asakdaky yaly edip
matrisanyn birinji, ikinji setirlerinde yerlesdirelin we degisli 6zgertmeleri gecirip
alarys:

(1 —201—1) <o—221—1> <02—3—1> <0—3 3)
= = = .

o0 10-2/, 1\0010=-2/ \010 -2/ \1 0 -2
Netijede, garasylyan r(x) = — 3x + 3 galyndy we g(x) = x*> — 2x + 2 pay alynyar.

Galyndyly bolmegin nébelli koeffisiyentler usulyny g(x) = x — @ ¢yzykly ikag-
za licin ulanmak onayly bolyar.

, ... kopeldijiler bolar.

ax"+a_ x"'+..+ax+a =

=(x-a)d, x"'+A x"CP+.+Ax+A)+r (5)

1 2

Bu yagdayda galyndynyil nolunjy derejeli kopagza, yagny P meydanyn ele-
menti bolyandygyna {ins berelin.
(5) denligin iki tarapyndaky kopagzalaryn koeffisiyentlerini defiesdirip alarys:

an = An—l’
an—l = An—Z - aAn—l’
an—Z = AH—S - a,An—Z’
a =A,—aA,

a,=r—aA,.

6. sargyt Ne 749
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Bu yerden
A =a,

n—1 n

An—Z = aAn—l +an—1’

A ,=ad ,+a

n 2

(6)

A,=ad, +a,
r=ad;+a,
deilikler alynyar.
(6) denlikler f(x) = ax"+a,_x""'+ ...+ ax+ a, kdpagzany x — @ ikagza
galyndyly bolmegi Gornerini shemasy arkaly yerine yetirmekligit miimkindigini
gorkezyar. Ol usuly tablisa gorniisinde asakdaky yaly gorkezip bolyar:

a, a, a, a, a,

al|d, =a |4, ,=ad  ta |4 =ad ta | |Ad=ad ta |r=ad; +a,

Tablisadan gorniisi yaly, payyn bas koeffisiyenti f(x) kopagzanyn bas koeffi-
siyentine defilenydr, galan 4, ,, 4, ., 4, ,....4,, A, r nébelli koeffisiyentler bolsa
tablisadaky

22

A=ad, *a.,

formulanyn komegi bilen tapylyar.

2-nji mysal. f(x) = x* — 3x* + 2x — 1 kdpagzany g(x) = x — 2 ikagza Gor-
nerin shemasyndan peydalanyp, galyndyly boliin.

Coziilisi. Serte gord, a, =1, a,=0, a,=-3, a,=2, g, =—1, a = 2.

Tablisany diizelin:

1 0 -3 2 —1
21 1-2+v0=2]22+-3)=1|1-2+2=4]4-2+(-1)=7

Gorniisi yaly, galyndyly bolmekden yetyan doly dil pay g(x) = x> + 2x* + x + 4
kopagza, galyndy bolsa » = 7-nolunjy derejeli kopagzadyr.

f)=ax"+a x"'+. +ax+a kdpagzany g(x) = x — @ ikagza galyndyly
bolmegin matrisa usulyny Gornerii shemasy bilen denesdirmek arkaly olaryn diir-
li gérniisde yazylan, yone sol bir hasaplamalardygyny goérmek bolar. Hakykatdan
hem,
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an a —1 an—Z aZ al aO D=
00 0 01 —-af |
e (QA 1 +a 1 = An 2 an—2 aZ al aO ) ——9
0 0 -0 1 —al .
p—t <a/An2 + an—Z = An—3 an—Z e aZ al a() ) ... =
0 0 0 1 —al.
=><CZA,€+ak:Ak1 oa, a, a, > —
0 e 0 1 —ala

:><aA1+a1:A0 a0>AO:><O a'A0+a0:r>
1 —a 1 —a

Ozgertmeleri gecirip, netijede, 6zgertmelerddki denliklerden garasylyan tablisany
alarys:

a, a, a, a, a,

a A,H:an Anfz:aAnfl+anfl AkflzaAk+ak A():ClAlJra1 r=aA0+a0

Seylelikde, galyndyly bolmekligin matrisa usulyna kdbir manyda Gornerin
shemasynyn umumylasdyrmasy hokmiinde seretmek bolar. Mysal hokmiinde,

fx)=ax"+a  x"'+..4ax+a, kopagzany g(x) = x’ — bx — b, kdpagza

galyndyly bolmeklige seredelin. Ony
f)=gx)A4, _,x"*+A X"+ . FAx+A)+rx+r,
gorniisde goz oiiine getirip we matrisalar iistiinde kébir 6zgertmeleri gegirip,

A A4 ., ...,A,A.n,r, ndbelli koeffisiyentleri tapalyfi:

n-2>""n-
a, a_, a, , .. a, a a a, _
0 0 0 - 0 l_bl_boa:A,z
- blAn—Z + an—l = An—3 b()An—2 + an—Z an—S o a3 a2 al ao -
0 0 0 .. 0 1-b-b)
— bl An—3 + bOAn—Z + an—Z = A)1—4 boAn—3 + an—3 an—4 a3 aZ al aO =
0 0 0 .0 1-b —b)



—Y blAn—4 + bOAn—3 + an—3 = An—SbOAn—Al + an—4 an—S a3 a2 al aO -
0 0 0 .. 0 1—b —b,),

N bA, +bA +a, =A _,bA +a , a, .. a, a a a, —
0 0 0 .. 0 1-b —b/,

k=2

0

1 —b  —b,

bA +bA +a,=A bA+a a ) -
.AO

— (0 bA+DA +a =T, b0A0+aU:r.
1 — b, —b,

Netijede, Gornerin shemasynyn kdbir umumylasdyrmasy bolan asakdaky tab-
lisany alarys:

| a | a | a |
n n—1 n—2
bl An—2:an ‘AnS:blAn 2+a—1 An—4:b1An—3+bOAn—2+an—2
b,
. | e |
Ak—zzblAk—l+b0Ak+ak |\r=bA,tbA ta |r,=bA ta,

3-nji mysal. f(x) = x° —x* + 3x? — 2x + 3 kdpagzany g(x) = x> — 2x + 3 kop-
agza galyndyly boltin.

Coziilisi.

|1 0o -1 0 3 -2 3
21 2 0 -6 -9 -2 30

-3

Netijede, g(x) = x* + 2x* — 6x — 9, r(x) = — 2x + 30 bolar.

Yokardaky tablisadan peydalanyp, g(x) boliijiniii koeffisiyenti birlige defi bol-
madyk yagdayynda hem, f(x) kdpagzany g(x) kdpagza galyndyly bélmek bolar.
Onun tigin g(x) kdpagzanyn bas agzasynyn koeffisiyentini birlige getirip, bolmek-
ligi yerine yetireris we g(x) payy g(x) kopagzanyn bas koeffisiyentinin tersine ko-
peldip, alarys, galyndyny bolsa, ikinji setirden goniiden-gonii alarys.
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4-nji mysal. Képagzany f(x) = x* — 3x* — 2x* + 3x — 1 kdpagzany g(x) = 2x>—
—x — 1 kdpagza galyndyly boliin.

Céoziilisi.
|1 -3 -2 3 -1
1 _5 11 3 19
2 4 8 T8

Netijede, g(x) = %xz — =X — o

Gornerint shemasyny galyndyly bolmekde tapylan payy, yene-de haysy hem
bolsa bir ¢yzykly ikagza bélmekde ulanmaklyk maksadalayykdyr. Sonui {i¢in pa-
yyn koeffisiyentlerini her gezek gaytadan yazyp oturmagyn geregi bolmayar, yagny
bir galyndyly bolmegin ahyry indiki galyndyly bolmekligin baglangyjy bolyar.

5-nji mysal. x* — 3x* + 2x — 1 kopagzany x — 2 kdpagza galyndyly bolmek-
den yeten payy x — 2 kdpagza galyndyly boliin.

Coziilisi. Gornerin shemasy boyunga hasaplamalaryn tablisasyny asakdaky
gornilisde yazmak bolar:

1 10 (-312|-1
20112147
211141922

Bu tablisanyn ikinji setiri x* — 3x* + 2x — 1 kdpagzany x — 2 kopagza galyn-
dyly bolmekden yetydn payyn x° + 2x° + x + 4 kopagza, galyndynyn 7-4 deli-
gini afiladyar. Onun {igiinji setiri bolsa x* + 2x* + x + 4 kdpagzany x — 2 kdpagza
galyndyly bolmekden yetyédn payyii x° + 4x + 9-a, galyndynyn bolsa 22-4 deii-
digini gorkezyér.

Yokardaky mysalda f(x) kopagza x — « ikagza galyndyly bélmek netijesinde
alynyan galyndynyn f(x) kopagzanyn x = @ bolandaky bahasyna, yagny f(«) dendi-
gini barlamak kyn dél. Bu tassyklama umumy yagdayda hem dogrudyr.

3-nji teorema. (Bezunyr teoremasy). P meydanyi islendik a elementi ti¢in f(x) €
€ P[x] kopagzany x — a ikagza galyndyly bolmekden galyan galyndy f(«) dendir.

Subudy. f(x) képagzany x — @ ikagza galyndyly boliip alarys:
J) = —a)gx) +r, (7)
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bu yerde » = const bolyar, sebébi onun derejesi x — @ kdpagzanyn derejesinden kici
bolmaly. Kopagzalaryn denligine gori islendik x € P {igin (7) denlik dogry denlik
bolyar. Sona gord-de, x = @ diyip alsak, onda f(«@) = r denligi alarys.»

On yokarda belleysimiz yaly, Gornerifi shemasyndan peydalanyp, kdpagzany
cyzykly ikagza galyndyly bolmegi birndce gezek gecirmeklik onayly bolyar. Bu
hili bélmeklikden peydalanyp, f(x) kdpagzany x — @ ikagzanyn derejeleri boyunga
dagatmaklygy yeniil alyp bolyar.

Goy, f(x) kdpagza P meydanda berlen n-nji derejeli kopagza, @ bolsa bu mey-
danyn elementi bolsun. f(x) kopagzany x — @ galyndyly boliip,

flx) = (x—a)f (x) +¢, (®)
detiligi alarys, bu yerde f(x) € P[x] derejesi (n — 1)-¢ deti bolan kdpagzadyr, ¢, € P.
Eger n > 1 bolsa, onda edil yokardaka menzeslikde
J(x) =& -a)f(x) +c,
L) =@ —-a)f(x)+c,,

©)
[ @) =&-a)fte,

detilikleri alarys. f (x) kdpagzanyh nolunjy derejeli kopagza boljakdygy diisntikli;

f,(x) = ¢, diyelini. (9) we (8) deiliklerden f (x), £,(x),....f, ,(x),f, , (x) kopagzalary
yzygider yok etmek esasynda,

f=cx—-—a)+c, (x—a)'+..+cx—a)+c, (10)

dagatma alynyar.

Seylelikde, biz P meydanda berlen n-nji derejeli f(x) kopagzany P meydanda
sol onki derejeli, yone indi y = (x — @) liytgeyanli kopagza gorniisinde anlatdyk. Onun
CpoC sCps- - ,C, KOeTTisiyentleri @-nyfi we f(x) kdpagzanyn a, a,, a,,...,a, koeffisiyent-
lerini Gisti bilen birbelgili afiladylyar. Has takygy c, galyndy f(x) kdpagzany x — «
bolmekden, ¢, galyndy f,(x) kopagzany x — @ bolmekden we s.m. ¢ | galyndy bol-
sa,f | (x) kopagzany x — @ bolmekden alyar. ¢ koeffisiyent bolsa, (8), (9) yzygider
galyndyly bolmekdéki in sonky paydyr.

6-njy mysal. Berlen f(x) = x° — 3x" + x> — 2x + 1 kdpagzany x — 1 ikagza-
nyn derejeleri boyunga dagadyn.

Coziilisi. f(x) = x° — 3x" + x> — 2x + 1 kopagzany x — 1 kdpagzanyn dere-
jeleri boyunca dagatmak iicin, Gornerin shemasyndan peydalanyp, asakdaky tabli-
sany diizyéris:
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Bu tablisanyn ikinji, ligiinji, dordiinji, basinji, altynjy we i sonky setirinden,
degislilikde, ¢, =— 2, c,=—4, ¢, = 2, c, =17, ¢, = 5 we ¢, = 1 bahalary ala-
rys. Onda (10) formula gora

O =x=-1)"+5x-D"+7x—-1)°+2x—-1)"—4(x-1)-2

dagatma alynyar.

7.4. Kopagzalaryn boliinijiligi.
P|x] halkanyn ideallary

Biz P[x] halkanyi erkin alnan f(x) kopagzasynyn, bu halkanyn noldan tapawut-
ly islendik g(x) kopagzasyna galyndyly boliinyandigine goz yetirdik. Bolmekligin
galyndysyz bolyan yagdayy gyzyklydyr. Bu yagdayda f(x) kopagza g(x) kopagza

Seylelikde, eger f(x) kopagzany g(x) kopagza boleninde r(x) galyndy nola den
bolsa, yagny P[x] halkada

) = gx)q(x) (11)
denilik yerine yeter yaly g(x) kopagza bar bolsa, onda f(x) € P[x] kopagza g(x) € P|x]

------

------

......

1-nji teorema gord, g(x) pay birbelgili kesgitlenyar. Nol kdpagzanyn islendik
noldan tapawutly kdpagza boliinyandigini belldlin, 6zi hem bu yagdayda pay yene-
de nol kopagza denidir. Eger boliiniji nola den bolmasa, onda pay hem nol dildir.
Bu aydylanlardan ugur alyp, geljekde serediljek dhli kopagzalary noldan tapawutly
diyip hasap ederis.
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On belleysimiz yaly, P[x] halka meydan emele getirmeyir we ona degisli kop-
agzalar umumy yagdayda biri-birine boliinmeyir. Yone kébir yagdayda bolmek-
ligin yerine yetmegi miimkin (edil bitin sanlar halkasyndaky yaly). K&pagzanyn
kdpagza boliinydn yagdayyna seretmekligin zerurlygynyn yilize ¢ykmagy yone yer-
den dil. Kopeltmek hasylyna dagadylan kdpagzalary dernemek we onun bilen
bagly meseleleri ¢6zmek, kdpagzanyn kopeldijilere dagadylmadyk yagdayy bilen
deiiesdireniiide, has yeiil bolyar. Hususy yagdayda, ony algebraik deiilemelerin
koklerini tapmaklykda ulanmak onayly.

P[x] halkada kopagzalaryn boliinijilik hésiyetlerini gontiden-goni erkin alnan
biitewiilik yaylasynyf béliinijilik hésiyetlerinden almak bolar. Ozi hem, P[x] hal-
kada birligin boliijilerinint diie noldan tapawutly hemiselikleriii bolup biljekdigini
vatdan ¢ykarmaly dildir:

D v ) igl) Agx) i h(x) = fx) F ()]

Sx),g(x),h(x)E Plx]

2) V) Eh() A g) h(x) = (fx) +g(x) FA(x) A (f(x) - g(x)) F h(x)];

fx)h(x)EP[x]
) ﬂxmxep[x] V@) h01 = g(x:ZP[xJ /(0)gx) : h(x)];

4) Y [f,(x) : h(x) Af)(x) E h(xX) Ao A S () h(X)] =

h(x), S (2), (x)sef (¥)EPLx]

= \4 LU0 8,0) T/400) g,(0) + -+ £1,(0)g,, () FAD)L;

8(2).8,(x)..008,,(X)EPLx

5 V V¥V [fxick

fix)ePlx] CePKO}

6) V V) igkx) = f(x)icgx)].
Ax)g(x)eP[x]  CePH{O}

Belli bolsy yaly, biitewiilik yaylasynyn iki elementinin assosirlenen bolmagy
ticin, olar biri-birine bdliinmelidir, basgaca aydylanda, olar birligiii boliijileri bol-
yan kopeldijiler bilen tapawutlanmalydyr. Hususy yagdayda, eger P[x] halkanyn
f(x) we g(x) kdpagzalary noldan tapawutly hemigelik bilen tapawutlanyan, yagny

/) = cgx) Ya-da gx) = L f(x) = ¢f @)

------

hemiselik kopeldiji bilen tapawutlanyar ya-da olara hemiselik kopeldiji cenli ta-
kyklyk bilen gabat gelyér diyilyar.

Kopagzalar kopliiginde girizilen bu assosirlenme gatnasygynyin refleksiwlik,
simmetriklik we tranzatiwlik hisiyetlerine eyedigine, yagny ekwiwalentlik gat-
nasygyny emele getirydndigine goz yetirmek kyn dil. Eger assosirlenen kdpagza-
lary biri-birinden tapawutlandyrmasan, yagny olary assosirlenen kopagzalaryn bir
klasyna degisli etseni, onda f(x) i g(x)-boliinijilik gatnagygyna P[x] halkada berlen
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berk dil tertip gatnagygy hokmiinde seretsen bolar. Sebibi, bu gatnasyk refleksiw
(f(x) i ¢f(x)), tranzatiw (1-nji hasiyete seret) we antisimmetrik, hakykatdanam,

J(x) ic, glx) Agx) ic, f(x) = fx) = cg(x),
yagny eger f(x) we g(x) kopagzalar ya-da olar bilen assosirlenen kopagzalar biri-bi-
rine boliinse, onda f(x) we g(x) kopagzalar assosirlenen takyklykda biri-biri bilen
gabat gelyandir.

Indi P[x] halkada ideallary gurmak meselesine seredeliit. Kommutatiw hal-
kada kesgitlenen idealyn umumy kesgitlemesine layyklykda, eger P[x] halkanyn
elementlerinden duryan bos bolmadyk J kopliik gosmak amalyna gord topar emele
getirse we

vV [f(x)gx) € 7] (12)
f)ET  g(x)ePlx]

......

Her biri halkanyn kébir elementiniii komegi bilen doredilyén bas ideallary
ideallaryn arasynda ayratyn orun eyeleyér. P[x] halkanyn f(x) elementininn komegi
bilen doredilen birlik elementli bas ideal f(x) kopagza kratny bolan kdpagzalaryn
kopliiginden duryar we (f) bilen belgilenyir. Eger birlik elementli biitewiilik yayla-
boliimg¢d seret). Seyle halkalar boliinijilik nazaryyetinin esasyny diizydn birnédge
hésiyetlere eyedir.

P[x] halkanyn bas ideallar halkasyny emele getiryandigini gorkezelini.

4-nji teorema. Erkin alnan P meydanda berlen P|x) képagzalaryn halkasynyn
dhli ideallary basg ideallardyr.

Subudy. Kopagzalaryni P[x] halkasynyn birlik elementli biitewiilik yaylasyny
emele getirydndigi li¢in, onun islendik bas idealy (') = U{f(x) g(x)} gorniisde bolar,
bu yerde f(x) kopagza P[x] halkanyn saylanyp alnan, g(x) bolsa, onun erkin alnan
kopagzasydyr. Bagga sozler bilen aydanyida, f(x) kopagza bilen déredilen (f') ide-
al P[x] halkanyn f(x) kopagza boliinyan dhli kdpagzalaryndan duryar. Teoremany
subut etmek tigin, P[x] halkanyn islendik J idealy {i¢in, J = (f') deiilik yerine yeter
valy, f(x) € P[x] kdpagzanyn tapylyandygyny subut etmeli.

J = {0} bolan yagdayynda teorema dogry, sebdbi 7 = (0) (7 ideal nol kdpagza-
nyil kdmegi bilen doredilen bas ideal bolyar). Goy, indi J # {0} bolsun. f(x) bilen
J kopligin i1 kici derejd eye bolan kébir kdpagzasyny belgildlin. Seyle kopagza
J kopliikde bar, sebidbi kopagzanyn derejesi otrisatel dél bitin san, netijede, noldan
tapawutly kopagzalaryn islendik toplumynda derejesi inn ki¢i bolan it bolmanda
bir sany kopagza bardyr. f(x) € J we J ideal bolany {i¢in, islendik g(x) € P[x] ii¢in,
f()g(x) € 3, yagny (f) < I gatnasygy alarys.
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Teoremany dolulygyna subut etmek ti¢in, (f) = 7, yagny islendik s(x) € J kop-
agzany s(x) = f(x)q(x) gorniisde yazyp bolyandygyny gorkezmek galyar, bu yerde
q(x) € P[x]. Sonun ii¢in s(x) kopagzany f(x) kopagza galyndyly boliip, s(x) =f(x) -
- q(x) + r(x) denligi alarys, bu yerde

degr < degf va-da r(x)=0 (13)

s(x) € J we f(x)g(x) € T bolany iicin, r(x) = s(x) — f(x)g(x) € J bolmaly. Onda
r(x) = 0 bolyandygy diisniikli, sebdbi 7 kopliikddki noldan tapawutly kdpagzalaryn
arasynda derejesi f(x) kopagzanyn derejesinden ki¢i kopagza bolmaly dél. Netije-
de, (13) gatnagyga layyklykda, s(x) = f(x)g(x) deiiligi alarys.»

7.5. It uly umumy béliiji. Yewklidit algoritmi

5.2-nji boliimgede biz biitewiilik yaylasynyn elementleri tigcin umumy boliiji
we i uly umumy boliiji diisiinjelerine umumy kesgitleme beripdik. Sol kesgitleme-
lerden peydalanyp, P[x] halkanyn (P — meydan) elementleri ticin umumy boliiji we
in uly umumy boliiji diisiinjelerine kesgitleme berelin.

1-nji kesgitleme. Eger d(x) kopagza f(x) kopagzanyn we g(x) kopagzanyn
boliijisi bolsa, onda ona ol kopagzalaryin umumy béliijisi diyilydr.

2-nji kesgitleme. /(x) we g(x) kopagzalaryn islendik umumy boliijisine béliin-
vdn umumy boliijisine, ol kopagzalaryn it uly umumy béliijisi ({UUB) diyilydr we
(,g) arkaly belgilenyar.

Bu kesgitlemeleri kopagzalaryn sany m(m > 2) bolanda hem, umumylasdyryp
boljagy tebigydyr.

P[x] halkanyn (P — meydan) islendik elementi P meydanyi noldan tapawut-
ly elementine boliinydr, sona gord-de P meydanyi noldan tapawutly elementle-
ri P meydanyn noldan tapawutly islendik iki kopagzasynyin umumy boéliijisi bol-
yar. Seyle-de, iki kopagzanyn IUUB-si birbelgili kesgitlenmeyir. Eger d(x) berlen
kopagzanyin IUUB-si bolsa, onda cd(x), ¢ € P/{0} kdpagza hem ol kopagzalaryn
TUUB-sidir.

Yone, hemiselik kopeldija genli takyklykda, berlen kopagzalaryh ift uly umu-
my bolijisi birbelgili kesgitlenydr. Hakykatdan hem, eger d(x) we d (x) kopagzalar
berlen iki kopagzanyi ifi uly umumy bolijisi bolsa, onda d(x) kopagza d,(x) kopag-
za galyndysyz boliinmeli, sebébi d(x) kdpagza berlen kdpagzalaryn in uly umumy
bolijisi, seyle-de, d (x) kopagza d(x) kopagza boliinmeli, sebébi d (x) kopagza hem
berlen kdpagzalaryfi ifi uly umumy bolijisi. Bu bolsa d(x) we d (x) kopagzalaryn
assosirlenendigini afiladyar, yagny d,(x) = cd(x), ¢ € P/{0} defligifi dogrudygyny
anladyar.
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3-nji kesgitleme. Eger f(x), g(x) € P[x] képagzalaryn her bir umumy boliijisi
noldan tapawutly hemiselik, yagny nolunjy derejeli képagza bolsa, onda f(x) we
g(x) kopagzalara 6zara yonekey kopagzalar diyilydr.

f(x) we g(x) kdpagzalaryn 6zara yonekey bolmagy iicin, (f,¢) = 1 bolmagynyn
zerur we yeterlikdigi diisniikli. Bu sert kopagzalaryn her bir umumy béliijisinii bir-
ligin bolijileri bolmalydygyny anladyar.

Kopagzalaryn it uly umumy boliijisi baradaky esasy tassyklama asakdaky ya-
ly beyan edilyir.

5-nji teorema. Islendik iki f(x), g(x) € P|x] kopagzalar ti¢in, P[x] halkada d(x)
in uly umumy béliiji bardyr, ozi hem d(x) kopagzany

dx) = f()ulx) + g(x)v(x) (14)

gorniigde anladyp bolyar, bu yerde u(x) we v(x) kopagzalar P[x]| halkanyn kdbir
képagzalarydyr.

Bu teoremanyn subudy, P[x]-ifi bas ideallarynyn halkasy bolyandygyny hasa-
ba alsak, gds-goni §5.2-de subut edilen 2-nji teoremadan gelip ¢cykyar.

Netije. f(x), g(x) € P[x] kopagzalaryn 6zara yonekey bolmagy iigin.
J@ux) +gvix) =1 (15)

denlik yerine yeter yaly, P[x] halkada u(x) we v(x) kopagzalaryn bar bolmagy zerur
we yeterlikdir.

Bu alnan netijeden 6zara yonekey kopagzalara degisli birnice yonekey, emma
wajyp hasiyetler gelip ¢ykyar . Olaryn kébirlerini beyan edeli:

D v  [(he=1An=1=(fgh)=1];

x).g(x),h(x) € Plx]

2) VvV [f)g) ih(x) A(LR) =1 gx)ih(x)];

Ax).g(x).h(x)EP[x]

) Y MW@ AR AR = 1= () 2],

Bu hisiyetler Yewklid halkasy iigin subut edilen §5- diki 3-nji, 4-nji , 5-nji
umumy teoremalardan gelip ¢ykyar.

Indi iki képagzanyn it uly umumy boéliinijisini tapmaklygyin iki usulyna se-
redelin.

P[x] halka Yewklid halkasy bolany iigin, ol halkada iki kopagzanyii ifi uly
umumy béliinijisini galyndyly bolmegi yzygider yerine yetirip, yagny Yewklidii
algoritminiit komegi bilen tapmak bolar. Bu algoritm umumy yagdayda 5.3-nji
boliimgede beyan edilipdi. Indi ony biz kdpagzalaryi in uly umumy boéliijisini tap-
maklyga ulanarys.
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Goy, f(x) we g(x) kdpagzalar berlen, 6zi hem degf > degg bolsun. Asakdaky
denlikler bilen berilyén galyndyly bélmegin yzygiderligini yerine yetirelin:
f) = g)g (x) + 1),
g(0) = rn(x)q (x) +r,x),
() =r,xq () +r,),

(16)
o, @) =r, () q,00)+r,(x),
r,o,@=rxgq,. ).

Bu yerde biz kébir tiikenikli d&dimden soni r, , (x) galyndynyil nola defi bol-
yandygyny gdz oniine tutduk. Hakykatdan hem, (16) galyndyly bélmegin yzygider-
liginde kébir 4dimden sofi galyndy nola defi bolar, sebiébi 7 (x) kopagzanyn derejesi
g(x) kdpagzanyn derejesinden, r (x) kopagzanyn derejesi 7, (x) kopagzanyn dereje-
sinden we umuman aydanymyzda r (x) kopagzanyi derejesi r, | (x) kopagzanyfi de-
rejesinden kigidir. Bu haysy hem bolsa, bir 7,(x) galyndynyfi nola defi boljakdygyny
ya-da onuii derejesinifi nola defi boljakdygyny anladyar. Eger degr, = 0 bolsa, onda
7, . ,(x) = 0 bolar, sebibi islendik kopagza nolunjy derejeli kopagza galyndysyz
boliinydr. Ahli yagdaylarda hem kopagzalar tigin, Yewklidinl algoritminde galyndy-
ly bolmek tiikkenikli &dimden soii tamamlanyar. Sebdbi, g(x) kopagzanyn derejesi
m-¢ defl bolsa, onda r (x) galyndynyfi derejesi (m — 1)-den uly bolup bilmez, sona
gori-de, (16) yzygiderlikde ddimlerin sany m-den ge¢meyar.

1-nji mysal. f(x) = x"—3x*+3x— 1, g(x) = x’ — 1 kopagzalaryn in uly
umumy boliijisini tapyn.

Coziilisi. Bu kopagzalara Yewklidif algoritmini ulanyp, asakdaky deilikleri
alarys:

X =3x"+3x—-1=&—-1)1+(—=3x*+ 3x) ql(x) = 1,r(x) =— 3x” + 3x;

3 — (— 32 1,1 _ 1.1 1
x—1=(-3x +3x)< 3x 3>+(x 1) qz(x)— 3x 3,1”2(x)—x 1;

—3x"+3x=(x—1)(— 3x) q}(x):—3x, r(x)=0.

14.3-nji boliimgede beyan edilen Yewklidin algoritmine goré, (16) defiliklerde
noldan tapawutly il soniky galyndy f(x) we g(x) kopagzalaryn in uly umumy boliji-
si bolyar. Biziit mysalymyzda x — 1 berlen kdpagzalaryn il uly umumy boliijisidir.
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Yokardaky denlikleri gysgaca asakdaky yaly yazmak bolar:

X =3x"+3x -1 x'—1
x—1 l=gx)

e ‘—3x2+3x=rl(x)
3 2 _L _L—

X —x 3 3—q2(x)
_x2—1

X —x

_—3X2+3X X—1=7’2(X) —>(fg)=x-1
—3x’+3x |=3x=q ()
0=ry(x)

Bu yerden gorniisi yaly, (f,g) =x— 1.

Iki kdpagzanyi in uly umumy boélijisinin hemiselik kopeldijé ¢enli takyklyk-
da birbelgili kesgitlenyédndigi ticin, Yewklidin algoritminden peydalanyp, olaryn
i uly umumy bdliinijisini tapmaklygyn yzygiderliginde dine bitin koeffisiyentli
kdpagzalar bilen iglemeklige gelip bolyar. Sonun {igin yzygiderligii kébir 4dimle-
rinde (gerek yerinde) bdliinijini ya-da boliijini, olarynl bas koeffisiyentleri den bolar
valy sana kopeltmeli. Biz boliinijini ya-da boliijini sana képeldenimizde, tapawut-
landyrmak {i¢in, onuil asagyny iki ¢yzyk bilen ¢yzyarys. Bu aydylanlary mysalda
gorkezelin.

2-nji mysal. f(x) = x"+x° +x°+x+ 1 we g(x) = 4x” + 3x* + 2x + 1 kop-
agzalaryn ifl uly umumy bdliijisini tapyn.

Coziilisi.

X+ +x+ 1 ‘4x3+3x2+2x+1

CAxt A+ A+ dx+ 4

Ax* + 3x° + 2x° + x
X+ 2x*+3x+4
_4x’+8x° + 12x + 16
Ax’ + 3x° + 2x + 1
5x° + 10x + 15
A3+ 20+ 1 [+ 20+ 3 =1(0)
4x° + 8x* + 12x ‘4x—5:q(x)
2
=50 = 10x + 1
—5x*— 10x — 15
16

‘x+ 1 =ql(x)
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X+ 2x+ 3 11 =n(x) > (fg)=1.
X+ 2x+3 [ +2x+ 3 = q:(x)
0
Gorniisi yaly, f(x) we g(x) kopagzalaryn in uly umumy boliijisi 1-e den, yagny
olar 6zara yonekey kopagzalar.
Iki k6épagzanyn in uly umumy bdliijisini tapmaklyga galyndyly bolmegin mat-
risa usulyny ulanmak bilen netiji calt gelmek bolar. Ony yokardaky mysalda gor-

kezelin:
<1 111 1><-4>$<—1 -2 -3 —4>4:><0 -5 =10 —15>:<-5>:>
04321 4 3 2 1 4 3 2 1
<0 12 3>'<-4> 1 2 3V (1 2 3) <1 2 3)
= = = = =
4321 -5 101 0016/, \0 01/,

(01).~G),= (1)
= = = .
01/, \1/, \l

Bu yerden (f,g) = 1 bolyandygyny alarys. Yokardaky yzygiderligi matrisanyii
haysy hem bolsa bir setirinde tutuslygyna nollar alynyanca dowam etmeli, sonda
beyleki setirde nolun 611 yanyndaky galyndy emele gelyir.

Kahalatlarda iki sany dil-de birnége kopagzalarynt meselem, f,(x), f,(x),...,/ (x)
kopagzalaryn in uly umumy bdliijisini tapmaly bolyar. Bu yagdayda ilki bilen

d (x) = (f,, f,)-ni tapyarys; sofira d,(x) = (dl,f3); ds(x) =(d,, f,)s-;

d, ()=(d,_,,[);dx)=(d,_.f,.);3d _(x)=(d,_,f)kopagzalary tap-
yarys.

Netijede, d, (x) kdpagza berlen, f,(x), £,(x),...f (x) kopagzalaryf ifi uly umumy
bolijisi bolyar. Hakykatdan hem, f,(x) kopagzalaryf dhlisi hem d _ (x) kopagza bo-
lunyar (buyerde k=1,2,3,...,n), sebébi f,(x) i d, (x);d, (x): dk(x) d(x)id,, (x);..

d _,(x)id (x).Seylelikde,d (x)kopagza f (x) S (X, of (%) kopagzalaryn umu-
my bolijisi bolyar. Eger kabir d(x) kopagza bu kopagzalaryn umumy béliijisi bolsa,
onda ol d,(x), d,(x),....d 1(x) kopagzalaryn hem boliijisi bolyar. Bu tassyklama
d=(.1).d,=.,f),...d_,=(d .f)defliklerden we ifi uly umumy boliijinifi
kesgitlemesinden gelip gyk}'/ar. Seylelik bilen, d  (x) kopagza f,(x), f(x),..../,(X)
kopagzalaryn islendik umumy béliijisine boliinydan umumy boliijisi bolyar.

Eger f,(x), £,(x),..., f,(x) kdpagzalaryii haysy hem bolsa ikisi 6zara yonekey
bolsa, onda f(x) (i = 1,2,...,n) kopagzalaryn ifi uly umumy boliijisinifi hem bire defi
boljakdygy diisniiklidir.

Yewklidin algoritminin kdmegi bilen berlen £(x), g(x) € P[x] kopagzalar iigin,
(14) denligi kanagatlandyryan P[x] halka degisli u(x) we v(x) kdpagzalary hem ta-
pyp bolyar.
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d(x) = r (x) bolany tigin, (16) defiliklerden (yazgylary gysgaltmak ti¢in kopag-
zalaryn belgilerindéki x harpy taslap yazyarys)
d:rn—z_ n—lqn (17)

deiiligi alarys. Sunia mefizeslikde,

r = rn—3 - n—2qn71’

rn—2:rn74_rn73 qn72 (18)

denlikleri alarys. Umumy yagdayda
rn—k:rn—k—2_rn—k—l qn—k (19)

deiligi alyarys, bu yerde £k = 1,2,3,....n — 1, 6zi hem r_
hokmiinde seretmeli.
(17) denilikde », - it bahasyny goyup,

- ¢ f, r,- a bolsa g kopagza

1

d=(r, ,=1, =1 549, )4,==7,54,%7r, ,(0+q,9,)
anlatmany alarys. Seylelikde,
d=-r ,q +r ,(1+qq ) (20)
detilik alynyar. Edil seyle edip, 7, , - ni yok etmek bolar:
d==r.q+0_—1.q )l+qq )=r_(0+qq )-

21)
_r"*3[qn + qn—Z(l + qnqn—l)]‘

Sofirar, ,-1,r, ,-1,... yok edip, her bir ddimde d kopagzanyn r, , r, galyndy-
laryft we g, paylaryn Usti bilen afilatmasyny alarys. r, galyndylary yok etmek yzygi-
derligi d kdpagzanyn ailatmasynda r | = f'we r, = g kdpagzalar peyda bolanda bes
edilyir. Netijede,

1

d=fu+gv (22)

afilatma alynyar, bu yerde u we v kdpagzalar g , g ,...,q, kopagzalary isti bilen
anladylan kébir kopagzalardyr. (22) deniligin alnysyndan u(x) we v(x) kdpagzalaryn
P[x] halka degisli boljaklygy aydyndyr.

P[x] halkada elementlerin il ki¢i umumy kratnysyny hem kesgitlemek bolar.

4-nji kesgitleme. Eger s(x) : f(x) A s(x) : g(x) bolsa, onda s(x) € P[x] kdpagza
f(x), g(x) € P[x] kopagzalaryin umumy Kratnysy diyilydr; f(x) we g(x) kdpagzalaryn
islendik umumy kratnysyny bolydn umumy kratnysyna, bu képagzalaryn in Kigi
umumy kratnysy (IKUK) diyilydr; f(x) we g(x) kopagzalaryn in ki¢i umumy krat-
nysy [f,.g] bilen belgilenydr.
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6-njy teorema. Noldan tapawutly f(x) we g(x) € P|x] kopagzalar ti¢in P|x]
halkada in kici umumy kratny bardyr we ol hemiselik kopeldijia ¢enli takyklykda
birbelgili kesgitlenyiir.

Subudy. g(x) = % kopagza seredelin. Bu yerde, (f,g) kopagza f(x)
'8

we g(x) kopagzalaryn in uly umumy boélijisidir, sonia gord-de ol olaryn her biri-

J(x) g(x)
(f.8)

ni bolyar. Onda g (x) = ) <2 o(x) we g(x) = f(x) deinliklerden gorniisi yaly,

q(x) € P[x] kdpagza f(x) we g(x) kopagzalarynn umumy kratnysy bolyar.
Eger s(x) kopagza f(x) we g(x) kopagzalaryn g(x) kopagzadan tapawutly islen-
dik umumy kratnysy bolsa, onda s(x) : f(x) we s(x) : g(x) gatnagyklar dogry bolar.
Sofa gora-de, s(x) = s,(x) f(x) defilik yerine yeter, 6zi hem

51 (x)f(x)

200 = p(x) € P[x].

J(x) we g(x) kopagzalary f(x) = (£g)f,(x), g(x) = (£.g)g,(x) gorniisinde aila-
dalyn, bu yerde f,(x), g,(x) € P[x], 6zi hem (f,, g ) = 1; hakykatdan hem, 5-nji teo-
rema we onuf netijesine gora alarys:

S ux) + gx)ox) = (f,g) = f(x)ulx) + g x)ovlx) =1,
Indi p(x) kopagzany

s, (0)fx)(fg) s, (x0)f (%)
s(te) g

gorniisde afiladalyn. Bu yerde f(x) we g,(x) kdpagzalar 6zara yonekey bolany tigin,

px) =

5,(¥) i g,(x) gatnasyk dogrudyr. ;1 (’; )) = 1(x) € P[x] bellenisigi girizip, s (x) = g,(x) (x)
deiligi alarys. Bu yerden bolsa '

fx) g (x)t(x)
(f.8)

yagny s(x) i g(x) gatnasygy alarys. Seylelikde, ¢g(x) kopagza f(x) we g(x) kdpagza-
larynl ifi ki¢i umumy kratnysy bolyar, yagny g(x) = [f,g]. Eger g (x) kopagza bu
kopagzalaryi bagga bir ifi kigi umumy kratnysy bolsa, onda g(x) : g,(x) we g,(x) : g(x)
bolar, yagny g, (x) we g(x) kdpagzalar P[x] halkanyf assosirlenen kdpagzalary bol-
yar we sona gora-de, olar biri-birinden dinie hemiselik kopeldiji bilen tapawutlanyar.

Birnice kopagzalarynn IKUK-ny tapmaklyk isi hem, ol képagzalaryit /UUB-nin
tapylysy yaly yerine yetirilyér.

s(x) =5, (0)f(x) = f(x) g (0)1(x) = = qx)1(x),
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7.6. Getirilmeyin kopagzalar

P[x] biitewiilik yaylasynyi haysy elementlerininn dagamayandygyna, yagny yone-
keydigine seredelin. Umumy kesgitlema goré, eger biitewiilik yaylasynyn elementi
birligiii boliijisi bolmasa we triwial dil boliijilere eye bolmasa, onda ona biitewiilik
vaylasynda dagamayar ya-da yonekey diyilyir. Bu kesgitleméni P meydanda ber-
len kopagzalaryn halkasy tlicin formirldlini. P[x] halkada dagamayan kdpagzalara
P meydanda getirilmeyér diyilyar.

1-nji kesgitleme. Eger hemiselik ddl f(x) € P[x] képagzanyn hemiselikden ta-
pawutly we P|x] halkada cf(x) (c = const) gorniisli kopagzalardan basga boliijisi
bolmasa, onda ona P[x] halkada (P meydanda) getirilmeyér diyilydr.

Basgaca aydylanda, eger degf> 1 we f(x) = g(x)s(x) (bu yerde g(x), s(x) € P[x])
denlikden degg = 0 V degf= 0 gelip ¢ykyan bolsa, onda f(x) € P[x] kopagza P mey-

P[x] biitewtilik yaylasynyn diizme elementlerine getirilyéin képagzalar diyip
aydyarys. Getirilydn kopagza asakdaky yaly kesgitleme bermek bolar.

2-nji kesgitleme. Eger degf> 1 we P[x] halkada f(x) = g(x)s(x) denlik yerine
veter yaly, derejeleri birden kici bolmadyk g(x) we s(x) kopagzalar bar bolsa, onda
f(x) € P[x] képagza P[x] halkada (P meydanda) getirilyar diyilydr.

f(x) = g(x)s(x) denlikden degf = degg + degs denligin gelip ¢ykyandygy ii¢in,

degg>1 Ndegs > 1 =degg < degf N degs < degf (23)
gatnasyk dogrudyr.

1-nji we 2-nji kesgitlemelere gord P[x] halkanyn derejesi noldan uly islendik
kopagza bu halkada getirilydn ya-da getirilmeydn bolup biler.

Berlen kdpagzanyn getirilyinligininl ya-da getirilmeyéanliginiii otnositel diistin-
jedigini we ol kopagzanyn haysy P meydanda berilydndigine baglydygyny bellemek
gerek. Islendik f(x) € P[x] kopagzany A meydanda berlen diyip, hasap etmek bolar,
bu yerde A meydan P meydanyn erkin alnan islendik ginieltmesidir. Eger f(x) € P[x]
kopagza P meydanda getirilyin bolsa, onda ol A meydanda hem getirilyéndir. Yone
f(x) € P[x] kopagza P meydanda getirilmeyan bolsa, onda ol kdpagzanynn P mey-
danyn kibir A giiieltmesinde getirilyén bolmagy hem miimkin.

1-nji mysal. x*> + 1 kopagzanyn C kompleks sanlar meydanynda getirilmeyén
kopagzalara dagatmasyny tapyn. Onuil Q rasional, R hakyky sanlar meydanlarynda
getirilmeyandigini gorkezin.

Coziilisi. x* + 1 kopagza C kompleks sanlar meydanynda getirilydn kopag-
zalara

X+1l=x—-0)k+10)
gorniisde dagayar.

7. sargyt Ne 749
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Eger x* + 1 kdpagza R hakyky sanlar meydanlarynda getirilmeyan bolsa, onda
ol Q rasional sanlar meydanynda hem getirilmeyér. Sona gorid-de, onunt R hakyky
sanlar meydanynda getirilmeyéndigini gérkezelifl. Sonun tigin tersinden gliméan ede-
lin, yagny x* + 1 = (ax + b)(cx + d) dagatma miimkin diyelifi, bu yerde a,b,c,d-ha-

b Q>2+1:0 yagny a>+b*=0
a a ’

denligi alarys. Bu denlik a # 0 bolany ii¢in, dogry déldir. Alnan garsylyk R hakyky
sanlar meydanynda x*> + 1 = (ax + b)(cx + d) dagatmanyn miimkin déldigini afladyar.

kyky sanlar we a # 0, ¢ # 0. x =— = diyelii, onda <—

2-nji mysal. x* — 2 kopagza san meydanlarynyi haysysynda getirilyér?

Coziilisi. x* — 2 kopagza rasional sanlar meydanynda getirilmeyar. Hakykatdan
hem, tersinden giiman etsek, onda x> — 2 = (ax + b)(cx + d),(a,b,c,d € Q a # 0,
¢ # 0) deiilik yerine yetyér. Bu denlikde x = V2 diyip alarys:

0=(av2 +b) (cV/2 +d).
2ac + bd = 0,

ad+bc =0
denlemeler sistemasyny alarys. Bu sistemada b-ni yok etsek, onda a(2¢*> — d*) = 0

deiiligi alarys. Bu yerde a # 0 hasaba alsak, onda (%)2 =2 denligi alarys, (%) € 0.
Rasional sanyn kwadraty 2-4 den diyen garsylyga geldik. Bu garsylyk giimén etma-
mizif nidogrudygyny «x* — 2 kopagza rasional sanlar meydanynda getirilmeyér»
diyen tassyklamanyn bolsa, dogrulygyny ailadyar.

Nolunjy derejeli kdpagzalar tigin getirilydn we getirilmeyin diisiinjeleri ulanar-
lyk déldir; olar kopagzalaryn boliinijilik nazaryyetinde, bitin sanlar halkasyndaky
boliinijiligin + 1 elementleriniii oynayan roluny oynayar.

Birinji derejeli kopagzalar barada aydanymyzda olar ii¢in asakdaky teorema
dogrudyr.

Bu yerden 2ac + bd + (bc + ad) V2 =0 deniligi we ondan {

7-nji teorema. Islendik P meydanda berlen birinji derejeli kopagza P[x] hal-
kada getirilydn ddldir.

Eger kopagzalaryn kopeltmek hasylynyn derejelerinin kopeldijilerininn dere-
jelerinin jemine dendigini hasaba alsak, bu tassyklama aydyn bolar.

Erkin alnan birlik elementli bilitewliilik yaylasynda yonekey elementlerinii
umumy hésiyetlerinin kabirini P[x] halkanyil getirilmeydn elementleri {igin beyan
edelin.

1) eger p(x) képagza P meydanda getirilmeydn bolsa, onda cp(x) kopagza hem
P meydanda getirilydn ddldir, bu yerde c € P/{0}.

2) eger p(x) kopagza P meydanda getirilmeydn képagza we f(x) bolsa P[x] hal-
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ka degisli islendik képagza bolsa, onda f(x) képagza ya-ha p(x) kopagza boliinydn-
dir ya-da ol onun bilen 6zara yonekeydir.

3) eger getirilmeydn p(x) € P|x] kopagza getirilmeyin q(x) € P[x]| képagza
boliinydin bolsa, onda bu kopagzalar hemiselik kopeldiji cenli takyklykda gabat
gelydrler.

Bu hisiyetlerin ilkinji ikisini subut etmekligin zerurlygy yok, sebébi olar
5.1-nji boliimgede subut edilen yonekey elementlere degisli 1-2-nji hasiyetlerin
P[x] halkanyni elementleri ii¢in, ulanysy bolyar. 3-nji hisiyeti esaslandyrmak ti¢in
bolsa, asakdakylary bellélin.

Sert boyunca p(x) we g(x) kopagzalar derejesi noldan tapawutly bolan umumy
boliija eye we sona gord-de olar 6zara yonekey déldirler. p(x) kdpagza getirilmeyin
kopagza bolany {i¢in, g(x) kopagza 2-nji hdsiyete gord, onla hokman boliinmeli. Ne-
tijede, p(x) we g(x) kopagzalar biri-birine boliiner we sona gord-de olar assosirle-
nen (yagny biri-birinden nolunjy derejeli kopagza bilen tapawutlanyar) kdpagzalar
bolyar.

Yokardaky aydylanlardan belli bolsy yaly, kopagzalaryi getirilyéanligi ya-da
getirilmeyénligi onun haysy san meydanynda seredilydndigine bagly eken. Mun-
dan tapawutlylykda, kopagzalaryn iit uly umumy bdliijisi kopagzalaryn haysy san
meydanynda seredilydndigine bagly bolmazdan kesgitlenyar. Meselem, f(x) = x> + 1
we g(x) = x> — 2 kopagzalar Q[x], R[x] we C[x] halkalarda hem 6zara yonekeydirler.

f(x) kopagzanyn g(x) kdpagza boliinmegi ya-da boliinmezligi hem ol kopag-
zalaryn seredilydn meydanlaryna bagly déldir.

7.7. Kopagzalaryn kanonik dagatmasy

Bitin sanlarynl boliinijilik nazaryyetinde islendik bitin sanyn (0-dan, 1-den we
— 1-den tapawutly) yonekey sanlaryn kopeltmek hasylyna yeke-ték usulda dagamak-
lygy baradaky teorema esasy orun eyeleyér. Bu tassyklama arifmetikanyn esasy
teoremasy diyip yorite at berildi. Sufa menzes tassyklama kopagzalar iicin hem
yerine yetyar.
8-nji teorema. P meydanda berlen, derejesi noldan tapawutly islendik f(x)
kopagzany
) =p ()p,(x)... p(x) 24)

gorniigde P meydanda getirilmeydn pk(x) képagzalaryn kopeltmek hasylyna da-
gadyp bolyar. (24) dagatma hemiselik kopeldijd we p, (x) kopagzalaryn belgile-
nisine ¢enli takyklykda yeke-tdkdir.
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Subudy. Goy, f(x) kopagzanyn derejesi n natural sana den bolsun. Eger f(x)
kopagzanyn 6zi getirilmeyin kdpagza bolsa, onda (24) dagatma dinie bir sany ko-
peldijiden durar, onun f(x) kOpagzanyn 6zi boljakdygy diisniikli. Eger f(x) kopagza
getirilydn bolsa, onda ol derejesi 0-dan uly we n-den kigi kdpagzalaryii kopeltmek
hasylyna dagar. Ol kdpeldijilerin iginde getirilyéni bar bolsa, onda ol hem dereje-
si bu kopagzanyn derejesinden kigi bolan hemiselik dél kdpagzalaryn kopeltmek
hasylyna dagar. Eger bu kopeldijilerin arasynda hem getirilydni bar bolsa, onda
ol hem hemiselik dil kopeldijilere dagar we s.m. dowam eder. Yone bu yzygider-
lik tiikkeniksiz dowam edip bilmez, sebébi dagatmadaky kopagzalaryn derejelerinin
jemi n-e dent bolmaly, sonia gord-de x-a bagly bolan kopeldijilerini sany n-den gegip
bilmez.

Eger bitin sanlaryn yonekey kopeldijilere dagatmasyna difie polozitel bitin
sanlar kopliiginde seretsek, onda ol dagatma birbelgili kesgitlenyir. Yone 4hli bitin
sanlaryn kopliiginde birbelgili kopeldijileriii alamatlaryna ¢enli takyklykda kesgit-
lenyar, meselem, -6 =2-(-3)=(-2)-3,10=2-5=(-2)(- 5) we s.m. Edil suna
menzes yagday kopagzalar halkasyna hem mahsusdyr.

Eger

f&) =p ()p (0)...p ()

f(x) kdpagzanyti getirilmeyén kopeldijilere dagatmasy we ¢, ¢,,... ¢, € P ele-
mentlerin kopeltmek hasyly 1-e deni bolsa, onda

f) = [e,p (lle,p (0]...[c p (x)]

hem f(x) kopagzanyn dagatmasy bolyar.

Indi (24) dagatmanyn yeke-tékligini subut edelin. Onun ii¢in, f(x) € P[x] kop-
agzany

J&)=p )p (0)...p () = g (Vg (x)...q (x) )

iki diirli gorniigde yazalyn. (*) denligin dine D (x) = q x) (k=12,...,0;1=12,...,0)
we i = t bolanda dogrulygyny, f(x) kopagzanyn derejesi boyunga matematiki in-
duksiya usulyny ulanyp, gorkezelin. f(x) kpagzanyn derejesi 1-e deit bolanda (*)
denlik P (x) = q (x) gorniisde bolup dogry deiilik bolyar. f(x) kdpagzanyn derejesi
n-den kici bolanda (*) deiilige degisli tassyklama dogry diyip gliman edelint we bu
gliman etmeden peydalanyp, tassyklamanyn f(x) kdpagzanyn derejesi n-e den bo-
landa hem dogrulygyny gorkezelin.

f(x) kdpagza, (*) detilikden gorniisi yaly, p (x) kdpagza boliinyir, seyle-de, p,(x)
kopagza q (x) q, (x)... g (x) kopeltmek hasylyny hem bolyér. Eger g (x) ¢,(x)...

g (x) kopeltmek hasyly p (x) getirilmeyén kopagza boliinyén bolsa, onda bu kopelt-
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mek hasylyny diizyéan kopeldijilerifi ifi bolmanda biri p (x) kdpagza boliiner, anyk-
lyk ti¢in g (x) kopeldiji p (x) kopagza bolinyér diyelifi. Onda, 3-nji hésiyete gord

q (x) = ¢,p (x)

denilik yerine yeter. Bu bahany (*) defilikde goyup we onuf iki tarapyny hem p (x)-a
gysgaldyp alarys:
pz(x)ps(x)...pi(x) = [clqz(x)]q3(x)...qt(x).

Bu kopeltmek hasyllarynyi emele getirydn kdpagzalarynyi derejesi f(x) kopag-
zanyin derejesinden kici, onda induksiyanyn gliman etmesine gord i — 1 =¢—1 we

¢,q (x) = c2’p2(X),q3(X) = c3p3(X), g (%) = ¢,p (%),

yagny i =t we qz(x) = (Cl‘lcz')pz(x),qa(x) = C3p3(x), ...,q[(x) = c,pl(x)
denlikler dogry bolar. Indi ¢, 1cz'= c, diyip, q (x) = ¢ p (x) denligi goz oniine tu-
tup, (*) denligin dite i = ¢ we qk(x) = ckpk(x) (k =1,2,...,1) bolanda dogrulygyna
g0z yetiryaris.

(24)-nji dagatma f(x) kopagzanyn P meydanda (ya-da P[x] halkada) getiril-

......

Netije. P meydanda berlen derejesi noldan tapawutly islendik kopagzany

f@) =1p 1[p (01%...Ip @)™, (25)
gorniisde anladyp bolyar, bu yerde P (x), p, (x), p, (x),...,p (x) jiibiit-jiibiitden 6zara
yonekey bolan we P meydanda getirilmeydn képagzalardyr. Bu anlatma hemiselik
kopeldijd we kopeldijilerin belgilenisine ¢enli takyklykda yeke-tdkdir.

(25) anlatma f(x) kopagzanyn P meydanda (P[x] halkada) kanonik dargat-

(25) anllatmany goniiden-goni (24) anlatmanyn sag tarapyndaky getirilmeyén
p, (x)(k = 1,2,...,1) kopeldijilerinin kabirinini gaytalanmagynyi (assosirlenen bol-
magynyn) miimkinligini goz 6niine tutup almak bolar.

Kesgitleme. Eger f(x) kdpagzanyn f(x) = [p ()]“[p (0]%... [p (0)]' dagat-
masyna getirilmeydn pj(x) kopagza kj dereje gorkeziji bilen girydn bolsa, onda ona
f(x) képagzanyn kj kratnylyga eye bolan kopeldijisi diyilydr. Kratnylygy birden
uly kopeldijilere képagzanyn kratny kopeldijileri diyilydr.

Bu kesgitlemédni, ulanmasy onayly bolar yaly edip, basgaga hem beyan etmek
bolar: eger f(x) kopagza [p (x)]" kdpagza boliinyédn, yone [p (x)]“*' kdpagza bo-
liinmeyén bolsa, onda getirjilme}'féin pj(x) kopagza f(x) képagjzanyfl kj kratnylyga

......
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1-nji mysal. f(x) = x’ + x* — 5x + 3 kOpagzany Q[x] halkada getirilmeyin
kopeldijilere dagadyn.

Cozilisi. f[(x)=x*+x>-5x+3=x-Dx-Dx+3)=x-1)*(x+3)
boljakdygy aydyn. Netijede, f(x) kopagzanyn dagatmasy diirli iki sany getiril-
meyén kopeldijilerden duryar, olaryn birinjisi kratnylygy ikd defi bolan p (x) = x
— 1 kdpagza, ikinjisi bolsa kratnylygy bire defi bolan p (x) = x + 3 kdpagzadyr. Bu
dagatma @ meydany islendik A gifieltmesinde hem tliytgemeyar, sebdbi p (x) we p,
(x) kopagzalar birinji derejeli kopagzalardyr, sona gori-de, olar islendik meydanda
getirilyan daldirler.

2-nji mysal. f(x) = x' — 4x’ + 4 kOpagzanyn Q rasional sanlar meydanynda
we onun gineltmelerinde getirilmeyian kdpagzalara dagatmasyny tapyin we getiril-
meyin kopagzalaryn kratnylygyny kesgitlan.

Coziilisi. f(x) = (x* — 2)° boljakdygy aydyn. Bu afilatma f(x) kdpagzanyii
Q rasional sanlar meydanyndaky kanonik dagatmasydyr. Gorniisi yaly, @ meydan-
da getirilmeyin x* — 2 kopagza f(x) kopagzanyh kanonik dagatmasyna 2 kratny-
lyk bilen giryar. Bu kdpagzanyn R hakyky sanlar meydanynda we onun islendik
gineltmesinde kanonik dagatmasy

fo) =(x=vV2) (x +v2)

gorniisde bolyar, bu yerde getirilmeyan kopagzalaryn ikisiniii hem kratnylygy ik dei.

Indi kdpagzalaryn it uly umumy boliijisini, arifmetikada edilisi yaly, getirilmeyéan
kopeldijilere dagadyp tapyp bolyandygyny subut edelin. Onuii ii¢in, P meydanda
berlen f(x) we g (x) kopagzalaryn her bir umumy boélijisinint hem f(x) kopagzanyn,
hem g (x) kopagzanyn kanonik dagatmasyna giryédn getirilmeyan kopagzalaryn bol-
yandygyndan peydalanyarys.

9-njy teorema. Eger f(x) we g(x) kopagzalar P meydanda getirilmeydn kopag-
zalara dagadylan bolsa, onda olaryn in uly umumy béliijisi hem f(x) képagzanyn,
hem g(x) dagatmasyna girydin getirilmeydn kopagzalaryn kopeltmek hasylyndan
duryar.

Bu tassyklama gord, umumy boliiji f(x) we g(x) kopagzalaryn kanonik dagat-
malaryna kabir kratnylyk bilen giryén bolsa, onda ol kopeldiji (f,g) kdpagzanyn
dagatmasyna f(x) we g(x) kdpagzalaryn dagatmalaryndaky ki¢i kratnylyk bilen gir-
yar diyip diisiinilyar.

Subudy. f(x) we g(x) kopagzalar d (x),d,(x),...,d (x) umumy getirilmeyén
kopeldijilere eye diyip, giiman edeliii. Onda f(x) we g(x) kopagzalaryn getirilmeyédn
kopeldijilere dagatmalaryny
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fx) =d, (x)dz(x)...dr(x)pm(x)...pl(x),
gx) = a’l(x)dz(x)...d,(x)qrﬂ(x)..-qm(x),

gorniisde yazmak bolar. d(x) = d (x)d,(x)...d (x) kopagzanyn f(x) we g(x) kop-
agzalaryil umumy boliijisi boljakdygy aydyn. Bu kopeldiji f(x) we g(x) kdpagza-
laryn in uly umumy boéliijisi hem bolyar. Hakykatdan hem, d'(x) kopagza f(x) we
g(x) kopagzalaryn erkin alnan umumy boélijisi bolsa, onda onui P meydanda ge-
tirilmeyén kopeldijilere dagatmasynyi

d (x) = di1 (x) d,-2 (x).. -d,-), (x)

gorniisde boljakdygy diigniikli, bu yerde a’[l (x), dl.2 (x),.. .,dl.s (x) kopagzalar d,(x), d, (x),
..., d (x) kopagzalaryn kibiridir. Netijede, d(x) kdpagza d'(x) kopagza boliinyédr we
sona gord-de, it uly umumy bdliiji bolyar.

Eger f(x) we g(x) kdpagzalaryn dagatmalarynda umumy getirilmeyén kopagza
yok bolsa, onda olar 6zara yonekey bolyar. Hakykatdan hem, bu kdpagzalar dereje-
si noldan tapawutly bolan d(x) iii uly umumy bdliijd eye bolan bolsady, onda 8-nji
teorema goréd olar i bolmanda bir sany umumy getirilmeyan kopeldija eye bolardy.
Bu bolsa serte garsy gelyar.

9-njy teoremany kopagzalaryn sanynyn kop bolan yagdayy {i¢in hem umu-
mylasdyrmak bolar.

3-nji mysal. f(x) = x’+ x> — 5x + 3, g(x) = x’ — 3x’ + 3x — 1 kdpagzala-
ry Q rasional sanlar meydanynda getirilmeyén kopeldijilere kanonik dagadyp, ola-
ryit /[UUB-ni tapyi.

Coziilisi.

f) = (=17 (x+3),80x) = x—1"
9-njy teorema gori (f,g) = (x — 1)°, yagny (f,g) = x> — 2x + 1 bolar.

§8. Kopagzalaryn kokleri

8.1. Kok diisiinjesi. Kratny kokler

n—1

Goy, f(x) =ax"+a,_x""'+ -+ ax+a, kopagza P meydanda berlen,
A bolsa, P meydanyn erkin alnan kébir ginieltmesi bolsun (hususy yagdayda, A = P
bolmagy hem miimkin). Bizini bilsimiz yaly, islendik @ € A {i¢in, x = @ bolanda f(x)
kopagzanyn bahasyny hasaplamak bolar, yagny
flay=a a"+a,  a '+--+a a+a €A
Bizi, esasan hem, f(@)-nyn bahasynyni P meydanyn noluna deii bolan yagdayy
gyzyklandyryar.
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1-nji kesgitleme. f(x) € P[x] kopagzanyn koki diyip, P meydanyn kdibir A
gineltmesinin f(«) = 0 denligi kanagatlandyryan a elementine aydylyar.

f(x) kdpagzanyn koki diyip, ony nol baha eye edyin x {itgeydnin bahalaryna
hem aydylyar.

1-nji teorema. @ € P elementin f(x) € P[x] kopagzanyn koki bolmagy iicin
X — a tkagzanyn f(x) kopagzanyn béliijisi bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Bezunyi teoremasyna gor, (7.3-nji boliimgd seret) f(x) kdpagza x — a
ikagza bolmekden galyan galyndy f(«@) dendir. Netijede, f(x) kpagzanyii x—a bo-
linmegi {i¢in, f(@) = 0 bolmagy, yagny a-nyi f(x) kdpagzanyn koki bolmagy zerur
we yeterlikdir.

Bu teoremadan peydalanyp, birinji kesgitlemé dengiiy¢li bolan, asakdaky yaly
kesgitleméni bermek bolar.

2-nji kesgitleme. Eger P[x] 3 f(x) kdpagza x- « ikagza boliinse, onda & € A D P
elemente f(x) kopagzanyn koki diyilydr.
Bu kesgitleméni kopagzanyn kratny kokleri ticin umumylagsdyrmak bolar.

3-nji kesgitleme. Eger f(x) € P[x] kopagza (x — a)* boliinip, (x — @) kopagza
boliinmese, onda @ € A D P elemente f(x) kopagzanyn k kratnylyga eye bolan kéki
diyilyar.

Kratnylygy bire deni bolan koklere yonekey kokler, kratnylygy 2 we ondan uly

Eger f(x) kdpagza nol kopagza bolsa, onda islendik e P element onun koki
bolyar, 6zi hem onun kratnylygyny kesgitlemek miimkin dil, sebébi nol kdpagza
(x — @)™ kopagza m islendik natural san bolanda hem béliinyér. Eger f(x) # 0 bolsa,
onda islendik @ € A D P kok kesgitli bir (k < degf) kratnylyga eye bolyar, sebdbi
f(x) kdpagza x — @ boliinyir, yone (x — @)" -e, m > degf bolanda boliinmeyir.

aeA D Pkokin f(x) € P[x] kopagzanyn k kratnylyga eye bolan koki bolmagy
ticin,

) = (x —a)'g) (1)

bolmagy zerur we yeterlik, bu yerde g(x) kokleri @ sandan tapawutly bolan P mey-
danda berlen kdpagzadyr, 6zi hem degg = degf — k.

1-nji mysal. 1) f(x) = x"; 2)f(x) = x* — 8x" + 25x" — 38x” + 28x — 8 kip-
agzanyi rasional koklerinin kratnylygyny kesgitlan.

Coziilisi. 1) f(x) = x" kopagza Q meydanda kratnylygy 7 - e det bolan @ =0
koke eyedir, sebdbi f(x) kdpagza (x — 0)" - e boliinyar we (x — 0)"* '-e boliinmeyar;

2) f(x) = x> — 8x* + 25x* — 38x% + 28x — 8 kOpagzany f(x) = (x — 1)* (x — 2)°
gorniisde anlatmak bolar. Bu anlatmadan gorniisi yaly, x = 1 kokiin kratnylygy 2-4,
x = 2 kokiin kratnylygy bolsa, 3-e denidir.

104



8.2. Kopagzanyn koklerinin sany.
Interpolyasion kopagza

Goy, f(x) kopagza P meydanda berlen n-nji derejeli kopagza, A bolsa P mey-
danyn erkin alnan gifieltmesi bolsun. @, € A element f(x) kdpagzanyn &, kratnylyga,
@, € A element f(x) kopagzanyi k, kratnylyga we s.m. @ € A bolsa, f(x) kopagzanyn
k, kratnylyga eye bolan koki, 6zi hem i # bolanda, ¢, # ¢, bolsun. Onda (1) denlige
gOri '

fx) = (x—a)tg ) (2)

deriligi yazmak bolar, bu yerde g (x) kdpagza x — @, ikagza bolinmeyir. Sert bo-
yunga f(x) kopagza (x — ,)" bolinmeli (yone ol (x — @,)""" - e bolinmeyir),
seyle-de, (x — @ )" we (x — @,)" kopagzalar 6zara yonekey, onda (2) deiilikden
g,(x) kdpagzanyn (x — ,)” kdpagza boliinyanligi (yone (x — @,)"" - e boliinme-
yar) gelip ¢cykyar, yagny

f@) = (x—a)"(x—a)"g (x)

denlik dogry, bu yerde g,(x) kopagza @, we @, koklere eye dildir. Yokardaka mef-
zes pikiryoretmeleri dowam etdirip,

J) = (x—a)"(x — @) (x —a) g (x) (3)

denligi alarys, bu yerde @, @,, ... ,@, elementlerifi hi¢ biri-de g (x) kopagzanyfi
koki daldir.

(3) denilikden gorniisi yaly,

degf=k +k,+--+k +degg  yagnyk +k +--+k <n gatnasyk dogry.

Seylelik bilen, A meydanda f(x) kdpagzanyn kokleriniii sanynyn, hatda kok-
lerinin kratnylygyny hasaba alsakda, onun derejesinden gegmeyéndigine goz yetir-
dik, yagny asakdaky tassyklamany subut etdik.

2-nji teorema. P meydanda berlen f(x) kopagzanyn dhli kéklerinin sany onun
derejesinden ge¢cmeyir.

2-nji teoremanyn hi¢ bir koke eye bolmadyk nolunjy derejeli kdpagza iigin
hem dogrulygyny bellélin.

Netije. Eger derejesi n-den ge¢meydn f(x) € P[x] kopagza n + 1 sany koke eye
bolsa, onda f(x) nol képagzadyr.

Basgaca, derejesi n-den gegmeyén f(x), g(x) € P[x] kdpagzalar P meydanyn
diirli » + 1 sany nokadynda birmenzes bahalary alsalar, onda olar dendirler.

Seylelik bilen, n-nji derejeli kopagza n + 1 sany nokatdaky bahasy bilen doly
kesgitlenyar.
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3-nji teorema. n + 1 sany diirli @ €EP nokatda, degislilikde, ﬁ] EP(j=12,
,-..y 1+ 1) bahalara eye bolyan, derejesi n-den gegmeydn bir we dine bir sany f(x) € P|x]
képagza bardyr.

Subudy. Teoremanyn sertinddki hidsiyete eye bolan i bolmanda bir sany
kopagzanyn bardygyna goz yetirmek yeterlik. Ona gozlenilyin kdpagzany takyk
gurmak esasynda goz yetireris. Sonui iigin
x-a)x—-a)..x—-a,)

(@, —a)a —a,).. ( _Zf )61 +

n+1

flx) =

x—a)x—-a)...(x—a )

(%—al)(az—%)._,(%_;l Bt

x—a)..c—a )x—-a, ). x—-a,)

J+1

(@-a)..(a-a Va—-a, ). (@-a,)'

J+1 n+l

n+1

x—a)x—-a)..(x—a)
—-a)a,  —a)..(a  —a)

2 8., 4)

n+1 n+l n+1

kopagza seredelin. (4) jemin dhli agzalary P meydanda berlen n-nji derejeli kopag-
za bolyar. Bu jemin j-nji agzasy x = a, bolanda ,Bj - €, x = a, (i #j) bolanda bolsa,
nola dwriilydr. Netijede, f(x) derejesi n-den gegcmeyén we f{ (a/j) = ,Bj G=12,...n+1)
serti kanagatlandyryan, yagny bizin gozleyén kdpagzamyz bolar.

sany bahasy berlende, interpolyasion kopagza diyip atlandyrylyan, képagzany gur-
maklyk meselesini ¢ozyar.

Mysal. x =—1,x=0, x = 1, x = 2 bolanda, degislilikde, 0,1,0, — 1 bahalara
eye bolyan, derejesi 3-den gegmeyin, Q meydanda kesgitlenyén kdpagzany gurui.

Couziilisi. (4) formula esasynda alarys:

-G -D®x=2) . G+ DE=—Dx-2)
=T ncionci-y YTorno-no_2 't

xXx+Dx-0)(x—-2) 0+ x+Dx—-0)(x—-1)
1+ D(1=0)(1-2) 2+D2-02-1)

=Ly _,e_1
(-1 = 3 X —x 3 x4+ 1.
Su yerde yokardaky subut edilen 2-nji teoremanyn we onuil netijesinin P-nin
birlik elementli biitewiilik yaylasy (meydan bolmagy hokman dél) bolan yagda-
yynda dogry bolyandygyny bellélin. Ol nolun béliijilerini 6ziinde saklayan kopag-

zalar halkasy iicin dogry dildir. Meselem, Z/(16) halkada berlen f(x) = 1x* kdp-
agzanyn diirli 4 sany kokiinii barlygyny barlamak kyn dal: 0,4,8,12.

_|_
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8.3. Kopagzanyn koklerinin barlygy.
Dagatma meydany

Onki béliimgede kdpagzanyit koklerinifi sanynyii onuii derejesinden gegme-
yandigini anyklasdyrdyk. Yone erkin alnan, derejesi noldan tapawutly kopagzanyii
i bolmanda bir sany koki néhili yagdayda bolup biler diyen sorag yiize ¢ykyar.

Oziiniii berlen meydanynda yekeje-de koki bolmadyk kdpagzalara isledigifice
mysallary getirmek bolar, meselem, Q rasional sanlar meydanynda berlen f(x) = 3x*— 1
kopagzanyinl yekeje-de rasional koki yokdur; R hakyky sanlar meydanynda berlen
g(x) = x> + 1 kdpagza hakyky koke eye dildir we s.m. Yone bu kopagzalaryi her
biri, seredilydn meydanlaryn kabir gineltmesinde, koke eyedir: f(x) = 3x*— 1 kopag-
za+ L eR koklere, g(x) = x* + 1 kopagza bolsa + i € C koklere eyedir.

V3

4-nji teorema (Kroneker). Eger f(x) derejesi noldan tapawutly bolan P mey-
danda berlen islendik kopagza bolsa, onda f(x) képagzanyn kdbir kokiini 6ziinde
saklayan P meydanyn K gineltmesi bardyr.

Subudy. Goy, p(x) kdpagza f(x) kdpagzanyn P meydanda getirilmeyin kopel-
dijilerin biri bolsun, (eger f(x) kopagzanyn 6zi P[x] halkada getirilmeyén bolsa,
onda p(x) = f(x) bolar). Onda f(x) = p(x)s(x) bolar. Teoremanyn tassyklamasynyn
p(x) ligin yerine yetydndigini gorkezmek yeterlik. p(x) elementinn doredydn P[x]
halkadaky (p) bas idealyna seredelin we K = P[x]/(p) faktor-halkany diizeliii. P[x]
bas ideallar halkasy, (p) bolsa p(x) yonekey elementin déredydn bas idealy bolany
icin, K meydan emele getiryér (5.2-nji boliimgedéki 6-njy teorema seret). Bu mey-
dan (p) modul boyunca alnan kemeltmeler klaslaryndan duryar. Bizin yagdayymyz-
da kemeltmeler klasynyn wekilleri 4(x) € P[x] kopagzany p(x) kdpagza bolmekden
galyan dhli galyndylaryndan duryar, yagny P[x] halkanyn derejesi degp — 1 san-
dan ge¢meyin kdpagzalaryndan duryar. Bu meydan dhli ¢ hemiselikleri 6ziinde
saklayar, bu yerde ¢ € P we sona gorid-de ol P meydanyn gineltmesi bolyar. Haky-
katdan hem, su gineltmede p(x) kopagzanyn koki bardyr, ol kok x € K element
bolyar. Hakykatdan hem, eger g(x) kdpagza K[x] halkanyn erkin alnan k&pagzasy
bolsa, onda g(x) kdpagzany almak iigin, g(x) kdpagzany p(x) kopagza galyndyly
bolmekden galyan galyndyny almak yeterlik. Bu diizgiini p(x) kdpagza ii¢in ula-
nyp, p(x) = 0 deiiligi alarys. Seylelikde, K gitieltmede p(x) kopagzany, netijede,
f(x) kopagzanyn kokiiniil bardygyna goz yetirdik.

5-nji teorema. Derejesi degf > 1 serti kanagatlandyryan islendik f(x) € P[x]
képagza iigin, f(x) képagzany L[x] halkada ¢yzykly kopeldijilere dagadyp bolyan,
P meydanyn L gineltmesi bardyr.

Basgaca aydylanda, f(x) kopagzanyn dagatmasyndaky dhli getirilmeyédn képag-
zalaryn derejesi 1-e deil bolar yaly, P meydanyn L gifieltmesi bardyr.
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Subudy. Goy, degf =n bolsun. Kronekerifi teoremasyna gord, f(x) kopagza @,
koke eye bolar yaly, P meydanyii K| gifieltmesi bar. Sofia gora-de,

) = (x = a)f (), f(x) €K [x] (5

baglanysygy almak bolar, bu yerde degf,=n — 1. Indi Kronekerifi teoremasyny K,
meydan we f|(x) (eger degf, > 2 bolsa) kdpagza ulanyp, K, meydanyti K, gifieltmesini
alarys. Bu gineltmede «, element f(x) kopagzanyi koki bolar we onufi dagatmasy

f) = —e)x—a)f (), f& EK,Ix], degf,=n-2

gorniisde bolar.

Bu yzygiderligi P meydanyn K, K,...,K gifieltmelerinifi, degislilikde, bu gi-
fieltmelere degisli bolan @, @,, ..., koklerini we f(x) képagzanyh £,(x), £,(X),....f (x)
bolijilerini almak netijesinde dowam etmek bolar. Bu yzygiderligifi kébir K (i < n)
gineltmesinde f(x) kopagzanyn birden kop kokiiniii bolmagy miimkin; bu yagdayda
f(x) kdpagzanyn dagatmasyna ¢yzykly kopeldijiler koklerin sanyna goré girer.

Seylelikde, n-den kop bolmadyk ddimde degf, = 0, yagny f = ¢ € K deiligi
alarys. Netijede, K meydan P meydanyfi gozlenilydn L gifieltmesi bolar, sébibi
K [x] halkada

S =cx-a)x-a,)..x-a), (6)
dagatma dogry bolar.

1-nji kesgitleme. Eger f(x) kopagza L[x] halkada ¢yzykly képeldijilere daga-
yan bolsa, onda L meydana f(x) kopagzanyn dagatma meydany diyilydr.

1-nji mysal. f(x) = x* — 2 € Q[x] kopagzanyn dagatma meydanyny tapyn.

Coziilisi. /(x) =x*—2 € Q[x] kdpagza rasional sanlar meydanynda kopeldiji-

lere dagamayar. Onuit K, = {a + b2 |a,b € Q} meydandaky dagatmasy
x=2=(x=V2)x*+V2)
gorniisde bolyar. Ony bu K, meydanda basga hili dagadyp bolmayar. Yone, R[x]
halkada (K, = R) onufi dagatmasy
=2 =(x=V2)x+V2)x* +V2)

gornlise eye.

Bu halkalara goréd has gifirdk bolan K, = C kompleks sanlar meydanynda kes-
gitlenen C[x] kdpagzalaryn halkasyna gegip,

=2 =(x=¥2)x+¥2)x—iV2)x+iV2)

dagatmany alarys. Bu dagatmada dhli kopeldijiler ¢yzykly bolany ii¢in, C meydan
x* — 2 kdpagzalaryn dagatma meydany bolar.
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f(x) kopagzanyn ¢yzykly kopeldijilere (6) gorniisde dagatmasyndan birndce
netijeler gelip ¢cykyar.

1-nji netije. Derejesi n-e den bolan f(x) € P|x] képagza oziinin dagatma mey-
danynda n sany koke eyedir.

Derejesi n-e deii bolan f(x) kopagza P meydanyn hig bir gineltmesinde # - den
kop koke eye bolup bilmez, sona gori-de, kopagzanyi dagatma meydany onun dhli
koklerini 6ziinde saklayar, diyip aydyp bolar.

2-nji netije. Dagatma meydanynda f(x) = a x" + a,
képagzanyn kanonik dagatmasy
f)=a,x—-a)ix—-a):. . x—a)"k+k+--+k =n) (7)

gorniise eyedir, bu yerde «, @.,...,a  sanlar f(x) kopagzanyi jiibiit-jiibiitden diirli
kokleridir.

n-1 4 ...
Xt eetaxtag

Subudy. (6) dagatma 6ziinde menzes kopeldijileri saklamagy miimkin, sona
gbri-de ony

) =cx—a)'x—a)-...x—a)" (k+k,+ - +k, =n) (8)

gorniigde yazmak bolyar, bu yerde @ ,@,...@  sanlar f(x) kdpagzanyn jiibiit-jiibiitden
diirli kokleridir. Sona gord-de, x — @, x - @,,...,x — @, kopeldijiler hem jiibiit-jliblitden
diirli getirilmeyin kdpagzalar, yagny (8) aillatma f(x) kdpagzanynl kanonik dagat-
masy bolar. Bu yerdiki ¢ hemigeligi kesgitlemek {i¢in, (8) denligin iki tarapyndaky
x" - 1l koeffisiyentlerini defiesdirmek yeterlik. Netijede, ¢ = a, denligi alarys.

(6) anlatmanyn iki tarapyndaky kopagzalaryn koeffisiyentlerini jiibiit-jlibiitden
denesdirip, f(x) kopagzanyn koeffisiyentleri bilen onuii dagatma meydanyndaky kok-
lerinin arasyndaky baglanysygy kesgitleyin formulany alarys.

6-njy teorema (Wiyetili teoremasy). Eger @ ,,...a sanlar f(x) = a x" +
+a  x"'+--+ax+a € P[x] kopagzanyn kékleri bolsa, onda

a
1 2 n a 2
+ + et + ot e = s
a a,Ta aTee T, T, T A, d e T, = a
a a,..a, +-+a a a—(fl)k—a”*k
172 """k n-k+1 "n—k+2 """ n_ a
" ©)
a
—_ 0
all a2 Oln—l an - (_ 1)” a_
denlikler dogrudyr.
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(9) formulalary subut etmek {i¢in

ax'ta x'"'+t-taxta=a(x-a)x-a). x-a)

denligin sag tarapyndaky kopeltmek amalyny yerine yetirip, alnan kdpagzanyn ko-
effisiyentlerini, onuil ¢ep tarapyndaky kopagzanyn, degisli koeffisiyentleri bilen
denesdirmek yeterlik.

2-nji mysal. f(x) = x" — 1 kopagzanyn dagatma meydanyny kesgitldp, onufi
koklerine gord Wiyetin formulalaryny yazyn.

Coziilisi. f(x) = x" — 1 kopagzanyn dagatma meydany C kompleks sanlar
meydany bolyar. Bu kdpagzanyn kokleri birlikden alnan z-nji derejeli koklerin ba-

hasyna dendir: ¢ .¢ ,¢.,...,6 ., buyerde ¢ kokler ¢, = cos 2k i sin 2km. formula
0271772 n—1 k k n n

bilen kesgitlenyar. Wiyetini formulalary bu kdpagza iicin asakdaky goérniisde bolar:

8O+81+---+8n71=0,
8081+8082+'"+8n—28n—1:0’

. . — (_ n+1
€& .8, 6 =(=1)

Ko6pagzanyn berlen P meydany seredilyidn kopagzanyn dagatma meydany bol-
magy miimkin. Yone, kopagzalaryfi berlen P meydanynyii bu meydanda kesgitle-
nen ahli kdpagzalaryil dagatma meydany bolan yagdayy has kop gyzyklanma dored-
yar. Ol meydana algebraik yapyk meydan diyip aydylyar.

2-nji kesgitleme. Eger P meydan islendik f(x) € P[x] kdpagzanyn dagatma

C kompleks sanlar meydany algebraik yapyk meydanyn mysalydyr. Bu tassyk-
lamany §13-de subut edip gorkezeris.

8.4. Kopagzanyn oniimi
Matematiki analiz dersinde hakyky koeffisiyentli islendik

f&X)=ax"+a  x"'+-+ax+a, (10)

kopagza hakyky sanlar meydanynda kesgitlenen funksiya hokmiinde garap, ondan
Oniim alyarlar. Alnan 6niim hem kdpagza bolup, indi onuni derejesi (n — 1)- e deni bolar:

fx)=na x"'+(n-1a  x"*+-+2ax+a, (11)

1
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f(x) kopagza erkin alnan P meydanda berlende oftia P meydanda ya-da onun
gitieltmesinde kesgitlenen funksiya hokmiinde seretmek bolar. Yéne, matematiki
analiz dersinde seredilisi yaly, predel diisiinjesinden peydalanyp, her bir meydanda
berlen kdpagzanyn oniimini kesgitlap bolmayar. Sona gora-de, erkin alnan meydan-
da berlen kopagzalar licin 6niim diisiinjesini formal gorniisde, yagny f(x) kopag-
za haysy meydanda berilse-de (11) kdpagzany (10) kdpagzanyil 6niimi hokmiinde
kesgitléris.

Kesgitleme. P[x] 3 f(x)=a x" +a _, x"'+ - +ax + a, kopagzanyi oniimi
diyip,

f@)y=na x"'+(n-1)a  x" >+ +2ax+a

-1
képagza aydylyar. Nolunjy derejeli kopagzalarynyn éniimi hem képagza bolup, ol
nol kopagza hékmiinde kabul edilydr.

Bu kesgitlemeden P meydanda berlen kdpagzanyn oniiminiin hem kopagza
bolyandygy gelip ¢ykyar. Hakykatdan hem, (11) formuladan gorniisi yaly, f'(x)
kopagzanyn koeffisiyentlerini f(x) kopagzanyn koeffisiyentlerini kdbir natural sana
kopeltmek ya-da songa gezek gosmak esasynda almak bolar, yagny f'(x) kopag-
zanyn koeffisiyentleri f/(x) kopagzanyn degisli koeffisiyentlerine kratny element bol-
yar, sonuil {icin hem olar P meydana degislidirler.

Belli bolsy yaly, hakyky sanlar meydanynda berlen k&pagzalar {i¢in differen-
sirlemegin asakdaky diizgiinleri yerine yetyér:

[A(x) + g(x)] = f"(x) + &'(x), (12)
[A(x) - g(x)] = f'(x)g(x) + &'(x)f(xx). (13)

Hususy yagdayda,
[cf(x)] = cf (x) (c-hemiselik san) (14)
{L/OI} =kf0)] ' f'(x), kEN (15)

gatnasyklar dogrudyr.

Yokardaky (12),(13),(14) denlikler erkin alnan meydanda berlen kopagzalar
ticin hem dogrudyr. Hakykatdan hem, (12) we (13) denlikler P meydanda gurlan
P[x] halkanyn kabir kopagzalarynyii arasyndaky baglanysygy anladyar. Bu den-
likler P meydana bagly dildirler. Mysal hokmiinde (12) denlige seredelin. Eger
P[x] kopagzalar halkasynyn

f@)=ax"+a x'"'+t--+ax+a,
gx)=bx"+b x"'+--+bx+b,

kopagzalary berlen we n > m bolsa, onda
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f+gx)=ax"+a x"'+--+(a,+b)x"+(a +b)x+ (a,+b)

deilik yerine yetyar. (11) formula bilen kesgitlenen diizgiin esasynda bu jemden
alnan 6niim

nax" '+ (n—1la _ x"2+--+mla,+b,)x""'+-+(a +b)=

=[nax" '+ (n-1a, x"*+--+max""'+-+al+[mbx""+ - +b]

-1

gornilisde kesgitlenydr we munda (12) deilik alynyar. n = m we n < m yagdaylary
hem seyle subut edilyar.

Algebrada f(x) kopagzanyn ikinji, Ui¢iinji, ... , k-njy tertipli oniimlerine hem
seredilyar we olar, degislilikde, /" (x), "' (x),..., f® (x) belgilerifi kdmegi bilen
yazylyar. Eger f(x) kdpagzanyn derejesi n-e defi bolsa, onda ' (x) = n! a ; egerk > n
bolsa, onda f® (x) = 0 boljakdygy aydyn.

8.5. Kratny kopeldijileri boliip almak

Oriki béliimgelerde P meydanda berlen islendik getirilyén kdpagzany, bu mey-
danda getirilmeyén kopagzalaryn kopeltmek hasylyna dagatmasynyn

f@) =[p )] p,(0]%...[p (0], (16)

gorniisde yeke-tdk usul bilen kesgitlenyéndigine goz yetiripdik.

Eger berlen f(x) kdpagzanyn (16) gorniisli afilatmasy berlen bolsa, onda onun
hisiyetlerini 6wrenmek, koklerini gozlemek isi birndge esse yenilleser. Sebibi, bu
vagdayda derejeleri berlen kdpagzanyn derejesinden has ki¢i bolan getirilmeyén
kopagzalara seretmeklik Veterlik bolyar. Yone, hizirlikge kopagzalary getirilmeyin
kopagzalaryn kopeltmek hasylyna dagatmagyn umumy diizgiini yok. Mundan bas-
ga-da, umumy yagdayda bu mesele, berlen kdpagzanyn koklerini tapmak meselesi
bilen dengiiy¢li bolup duryar. Seyle bolsa-da, kibir yagdaylarda kopagzalary kopel-
dijilere dagatmagyn umumy diizgiinini kesgitldp bolyar. Yone, bu yagdayda kop-
agzalaryn kopeldijilere dagatmasy (16) dagatma yaly doly bolmazlygy miimkin.

(16) dagatmadaky getirilmeyén kopagzalaryn arasyndan ilki bilen kratnylygy
bire den bolan pi(x) kopagzalary saylap, olaryn kopeltmek hasylyny ¢ (x) bilen
belgilalin:

@ (x) = P, (x)p,.z (x)...p (x).

Indi bolsa kratnylygy 2-4 den bolan, yagny (16) dagatma 2-nji dereje bilen
girydn p(x) képagzalaryn kopeltmek hasylyny emele getireliii:

¢,0) =p ()p *x)...p (x).
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¢,(x) kopagzanyt (16) dagatma giryan kratnylygy 2-d defi bolan kopagzalaryni
kwadratlarynyn dél-de, 6zlerinin kopeltmek hasylyndan duryandygyny bellemek
gerek. Sebibi (16) dagatma [¢,(x)]*-a girer. Edil sufia meiizeslikde (16) dagatma
girydn kratnylygy 3-e den bolan getirilmeyin kopagzalaryn kopeltmek hasylyny
¢,(x) bilen belgileydris we suiia mefizeslikde (16) dagatmany

f@) = ¢ (Wl 0l @[, (x)]"
gorniisde ya-da gysgaca

f=9¢@e.. .4 (17)
gorniisde yazyarys.
Eger (16) dagatmada kratnylygy & sana del bolan (k < m) kopeldiji yok bolsa,
onda ony ¢ (x) =1 diyip almaly.
(17) dagatmanyn dine f(x) kopagzanyn kratny kopeldijilerinin bar bolan yag-
dayynda miimkindigini hem bellemek gerek. Garsylykly yagdayda f(x) = ¢,(x) bo-
lar we hi¢ bir dagatma alynmaz.

1-nji mysal. f(x) = x* — 5x'2 + 6x"" + 4x' — 9x” +5x% — 6x7 — 4x° +8x° kOp-
agza hakyky sanlar meydanynda getirilmeyén kopagzalaryn kopeltmek hasylyna
dagadylan bolsun:

fX)=x(x—=2 "+ Dx+1)°(x—1). *)
Onun kratny kopeldijilere dagatmasyny yazyn.
Coziilisi. f(x) =x" — 5x"2 + 6x" + 4x'° — 9x° +5x* — 6x7 — 4x° +8x° kOpagzanyn
(*) dagatmasyna gora alarys:
@)= +Hx-1)=x-x+x-1;
@) =x+1;
@ ) =x-2;
P,0=1
Q. (x)=x.
Onda, f(x) = ¢,(x) [, [0, T [¢,0)] [¢, )] = (& — x> +x 1) (x + 1
(x — 2)° x° dagatma alynyar.

Bu mysaldan gorniisi yaly, f(x) kopagza 13-nji derejeli kopagza, yone ¢,(x)
kopagzalaryn derejesi 3-den gegmeyir. Netijede, f(x) kopagzanyti ¢,(x) kopagzala-
ryn kopeltmek hasylyna bu dagatmasyndan peydalanyp, onun &hli koklerini tapmak-
lyga miimkingilik alarys.

8. sargyt Ne 749
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Kopagzany (17) gorniisde anlatmaklyga bu kopagzanyn kratny kopeldijilerini

......

7-nji teorema. Eger P meydanda getirilmeydn q(x) kopagza f(x) képagzanyn
dagatmasyna 2 < k kratnylygy bilen girse, onda ol képagza f'(x) éniimin dagat-
masyna k — 1 kratnylyk bilen girydr. Eger q(x) kopagza f(x) kopagzanyn kratnylygy
bire den bolan kopeldijisi bolsa, onda ol f'(x) oniimin getirilmeydn kopagzalara
dagatmasyna girmeyar.

Subudy. Eger ¢g(x) kdpagza f(x) kopagzanyn dagatmasyna 2 < k kratnylyk bi-
len giryén bolsa, onda f(x) = [¢(x)]* ¢(x) bolar, bu yerde ¢(x) kdpagza getirilmeyan
q(x) kopagza boliinmeyin kopagzadyr, sona gord-de, ol g(x) bilen 6zara yonekeydir.

(12) we (13) diizgiinler esasynda alarys:

@) =k[g]™ ¢ e +[g]e ) =
=[] [kg' W) @) + () @ (x)].

Bu yerden gorniisi yaly, f'(x) 6ntim [¢(x)]* ! - e galyndysyz boliinyar. g(x) kop-
agzanyi f’(x) kdpagzanyn dagatmasyna k—1 kratnylyk bilen giryéndigini subut et-
mek {i¢in,

p(x) = kq'(x) p(x) + q(x) ¢'(x)
kopagzanyn g(x) kopagza boliinmeyindigini gorkezmeli. Eger y(x) kdpagza g(x)
kopagza boliinyan bolsady, onda

¢') () = 5 ) —4(x) ¢')]

kopagza g(x)-a bolinerdi. Yone, ¢(x) kopagza bilen ¢(x) kopagza 6zara yonekey
bolany ti¢in, ¢'(x) kdpagza g(x) kopagza boliinmeli bolar. Bu bolsa miimkin dél,
sebibi ¢'(x) kdpagzanyn derejesi g(x) kopagzanyn derejesinden kigi.

Eger g(x) kopagzanyin kratnylygy bire den bolsa, onda

J'(x) = 4'(x) p(x) + g(x) ¢'(x)
bolar. Yokardaky pikiryoretmelere gord, 1'(x) kopagzanyii g(x) kopagza boliinme-
yandigi goriinyédr. Bu bolsa g(x) kdpagzanyn f'(x) kopagzanyn berlen P meyda-
nyndaky dagatmasyna girmeyéndigini afiladyar. »

Netije. Berlen f(x) kopagzanyn kratny kopeldijilerinin bolmazlygy ti¢in onun
f'(x) oniim bilen 6zara yonekey bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Eger f(x) kdpagzanyn dagatmasyna giryédn dhli getirilmeyin kdpag-
zalaryn kratnylygy bire den bolsa, onda f(x) oniiminn getirilmeydn kdpagzalara
dagatmasynda bu kopeldijilerini biri-de girmez, yagny bu dagatmada f(x) we f"(x)
kopagzalaryn umumy boliijisi yok. Sona gord-de 7-nji boliimeénin 9-njy teoremasy
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boyunga (f,f") = 1. Eger f(x) kopagza in bolmanda bir sany ¢g(x) kratny kopeldiji eye
bolsady, onda (f,f") kopagza g(x) kopagza boliinerdi we sona gord-de ol hemiselige
den bolup bilmez.

2-nji mysal. f(x) = x* + x* + x* + x + 1 kdpagzany kratny kopeldijilere da-
gadyp bolmayandygyny gorkezin.

Couziilisi. f'(x) = 4x* + 3x* + 2x + 1. Yewklidin algoritmine gori alarys:

XX+ +x+1
_4x4+4x3+4x2+4x+
4x* 4+ 3x° + 2x* + x

‘4x3+3x2+2x+1
4
‘x+ 1 =q1(x)

X +2x+3x+4
_4x3+8x2+12x+16
4% + 3x> + 2x + 1

5x* 4+ 10x + 15

_4x3+3x2+2x+1 ‘x2+2x+3=rl(x)
4x° + 8x* + 12x ‘4,(_ 5 = qz(x)
-5~ 10x + 1
—5x* — 10x — 15
16
X' +2x+3 |1 =rk) > (fg)=1.

x2+2x+(?; ‘x2+2x+3=q3(x)

Netijede, (,f") = 1. Bu bolsa yokardaky teoremanyi netijesine gord, f(x) kop-
agzanyn kratny kopeldijilere eye dildigini anladyar.
Kratny kopeldijileri bar bolan her bir kdpagzany berlen meydanda

f0) = 0 @[e,@F[¢,0] [0, @]

goriisde aniladyp bolyandygy belli. Ofide goylan mesele, f(x) kopagzany kanonik
yazgysyndan peydalanyp, ¢,,0,,...,¢  kOpagzalary tapmakdyr.

¢, (x) kopagzanyn f(x) kopagzanyn dagatmasyna kratnylygy bire defi bolan ko-
peldiji bolup giryanligi tigin, 7-nji teorema gord bu kdpagzany diizydn kopeldijilerin
hi¢ biri hem f”(x) oniimifi dagatmasyna girmez. ¢ (x) kdpagza f(x) kopagzanyfi
dagatmasyna kratnylygy 2-a den bolan kopeldiji hokmiinde giryanligi {i¢in, ol f'(x)
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onlimin dagatmasyna kratnylygy 1-e deni bolan kopeldiji bolup girer. Edil suna men-
zeslikde, eger f(x) kopagza [¢,(x)]* kopeldiji eye bolsa, onda f"(x) 6niim [¢,(x)]*
kopeldijé eye bolar.

Netijede, asakdaky yaly yazgy alynyar:

=09,
bu yerde y (x) kopagza, ¢,, ¢.,...,¢ kopagzalara bolinmeyér. Onda 7-nji bolim-

cediki 9-njy teorema gord, (f,f”) - il uly umumy béliiji f(x) we /7 (x) kopagzalaryn
ikisine-de girydn umumy kopeldijilerin kopeltmek hasylyndan duryar:

d=~Ff)=¢¢. "

Indi d" dniimi tapalyfi: d'= ¢, ¢ ...¢" ) , bu yerde y, kdpagza ¢, - e (i=3,
,...,m) boliinmeyir. Onda \

d=d.d)=9¢¢..¢"

m

deilik alynyar. Edil sofia menzeslikde:

— N 2 m—3
=(d,d))=9¢¢..9",

m

dm—Z = (dm m— 3) = gD ¢ ’
=W, ,d, )=9¢,
= (dm 1’ , - ) = 1’ (18)

hasaplamalary geciryéris. Bu yerde d] d,,..., d, kopagzalar gerek bolmajak v ko-
peldijileri 6zlerinde saklamayarlar. Yone, her bir @, kopeldijini ayratynlykda tap-
mak gerek. Sonufi ti¢in f'kdpagzany d, -e bolyiiris, netljede

f

q =jl=§01§02~--§0m (19)
deillik alynyar. Sunia menizeslikde:
dl
q2 = Z = (02 (03 (0,,15
d2
Q3:j:(p3 §04' §0mo
i (20)
qm 1= _¢m_l¢m,
m—1
dm—l
D=7 = Pn
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detilikleri alarys. (19) we (20) defiliklerden bolsa, gozlenyén ¢, kopeldijiler alynyar:

q
¢1=q—2,¢2=q—S,--.,Q)m,l:C’f:,(pm:qm- 21)

Sunlukda agakdaky netija gelindi.

P meydanda berlen islendik kopagzanyn kratny képeldijilerini tiikenikli sany
rasional ozgertmeleri gecirmek esasynda boliip almak bolar.

Bilsimiz yaly kdpagzanyn oniimi, kdpagzalaryin i uly umumy boliijisi bu
kopagzalaryn haysy meydanynda berilydndigine bagly bolman, olar dinie seredil-
yan kopagzalaryn koeffisiyentlerine bagly bolyar. Sonia gord-de, (18), (19), (20),
(21) formulalaryn netijeleri hem seredilydn kdpagzalaryn dine koeffisiyentlerine
baglydyr. Seylelik bilen, kdpagzanyn berlen meydandaky (17) dagatmasy (16) da-
gatmadan tapawutlylykda, bu kdpagzanyn haysy P meydanynda seredilyéndigine
bagly déldir.

3-nji mysal. f(x) = x® — 6x* — 4x> + 9x*> + 12x + 4 kOpagzanyn kratny kopel-
dijilerini boliip alyn.

Coziilisi. 11ki bilen d(x) kdpagzalary tapyarys; d (x) kopagza f(x) we f7(x) =
= 6x° — 24x3 — 12x* + 18x + 12 kopagzalaryn in uly umumy bolijisidir. Yewklidin
algoritminden peydalanyp, d (x) = x* + x* — 3x* — 5x — 2 kOpagzany alarys. Soiira
d'(x)=4°+3x—-6x—5,d, (x) = (d,,d) bolan d (x) = x>+ 2x + 1; d,(x) = 2x + 2
bolyandygy li¢in, d,(x) = (d,,d,’) =x + 1; d = 1 we sonia gori-de d,(x) = 1 denligi
alarys.

qj(x) kopagzalary tapalyn:
d, (x) )

ql(x) = c]l?((fc)) =x"—x—2; qz(x) = .00 =X —x—2;
q3(x) = j,i;c; =x+1; q4(x) =d,(x) =x+1.
¢ (x),@ (x),9 (x),¢ (x) kdpeldijiler asakdaky gdrniisde tapylyar:
qx) _q,(x) ‘
@ (x) = - 1 ¢ (x) = 400 " x—2;
q,(x)

@ (x) = 4.0 =190 =g =x+1.

Gutarnykly yagdayda f(x) = ¢ (x),¢;(x), @;(x),¢;(x), yagny f(x) = (x - 2)* (x + 1)*
dagatmany alarys.

Kopagzanyn koklerinin kratnylygyny kesgitlemegin yene-de bir usulyna sere-
delin.
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f(x) kdpagzanyn « kokiinin kratnylygy kesgitlenende (8.1-nji boiimgedaki 3-nji
kesgitlema seret) ony x — a ikagza yzygider boliip, f(x) kopagzanyn (x — a)* kdpagza
boliinydn, emma (x — @)** ! kopagza bolinmeyin yagdayynda bu kokiin kratnylygy
k sana den diyip alyndy.

4-nji mysal. f(x) = x° — 6x" — 4x’ + 9x* + 12x + 4 kdpagzanyn @ = 2 ko-
kiinin kratnylygyny kesgitlan.

Coziilisi. Gornerini shemasyndan peydalanyp, f(x) kopagzany x — 2 ikagza
galyndyly bolyaris:

1 0 -6 | -4 9 12 4
2 1 2 -2 | -8 | -7 -2 0
2 1 4 6 4 1 0
2 1 6 18 40 81

Gorniisi yaly, f(x) kdpagza (x — 2)* kOpagza boliinyar, yone (x — 2)* kopagza
boliinmeyar. Netijede, @ = 2 kokiin kratnylygy ikd den bolyar.

Ko6p yagdaylarda kokiin kratnylygyny kesgitlemegin asakdaky nysanyny ulan-
mak amatly bolyar.

8-nji teorema. f(x) kopagzanyn « kokiinin k kratnylyga eye bolmagy iicin

fl=f(@=...=f""(@)=0,/"(@)#0 (22)
bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Zerurlyk serti. Goy, a kok f(x) kopagzanyn k kratnyly koki bolsun.
Bu bolsa, x — @ ikagzanyn f(x) kdpagzanyn k kratnylyga eye bolan getirilmeyén
kopeldijisi bolyandygyny anladyar. Onda 7-nji teorema goréd, x — « ikagza f"(x) ko-
pagzanyn kratnylygy (k — 1)-e deil bolan getirilmeyén kopeldijisi bolyar, yagny «
kok f'(x) kopagzanyn (k — 1) kratnyly koki. Edil suiia metizeslikde, @ kokiin f"(x)
kopagzanyn (k — 2) kratnyly, /"'(x) kdpagzanyn (k — 3) kratnyly we s.m., /%! (x)
kopagzanyn 1 kratnyly kokiidigini gorkezmek bolar. f®(x) kopagza bolsa, bu kopel-
dijini 6ziinde saklamaz, sona gord-de Bezunyn teoremasyna layyklykda, f® (a) £ 0
bolar. Seylelik bilen, (22) sertini yerine yetydndigi alynyar.

Yeterlik serti. Goy (22) sert yerine yetydn bolsun. Onda @ san f(x) kopagzanyi
koki bolyar. Bu kokiin kratnylygyny / bilen belgilédlin we / = & bolyandygyny gor-
kezelin. Eger @ kokiin kratnylygy /-e deii bolsa, onda

f@=(@=..=f""(@)=0,/"(@)#0 (23)
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bolar. Eger [ < k bolan bolsa-dy, onda (22) serte goréd f© (@) = 0 bolardy. Bu bolsa (23)
sertdaki ¥ (@) # 0 serte garsy gelyar. Edil suna menzeslikde / > k£ bolmayandygyny
hem gorkezmek bolar. Netijede, / = k. Teorema doly subut edildi .

5-nji mysal. Oniimi ulanyp, f(x) = x* — 6x* — 4x’ + 9x* + 12x + 4 kopag-
zanyn « = 2 kokiinin kratnylygyny kesgitlan.

Coziilisi. Serte gord f(2) = 0, f'(x) = 6(x° — 4x’ — 2x* + 3x + 2). Gornerii
shemasyndan peydalanyp, f'(2)-ni tapalyn:
[10-4-2 32
212 0 -2-10

Bezunyi teoremasyna gord f'(2) = 0.

f"(x)=6 (5x" — 12x* — 4x + 3) bolany tigin, f"(2) =162 #0.

Onda yokardaky nysana gord « = 2 kokiin kratnylygy 2-4 den.

Gorsiimiz yaly, berlen kdpagzanyn koki belli bolsa, onda onun kratnylygyny
kesgitlemek kyn dil. Sona gord-de, amaly mysallarda kratny kokleri bar bolan kop-
agzalary deriiemek isini, berlen kdpagzany 6ziine gord derejesi kici bolan kdpag-
zalara getirip derfiemeklik onlayly bolyar. Ony hemise berlen kdpagzanyn kratny
kopeldijilerini boliip almak netijesinde yerine yetirmek bolar.

6-njy mysal. Yene-de f(x) = x° — 6x* — 4x* + 9x* + 12x + 4 kopagza sere-
delin. (/") = x* + x* — 3x” — 5x — 2 bolyandygy belli (3-nji mysala seret). Bu f(x)
kopagzanyi kratny kdpeldijilerinin bardygyny anladyar. Olardan dynmak tigin, f(x)
kopagzasyny (f,f") kopagza boliip, g(x) = x*> — x — 2 kdpagzany alarys. Bu kopagza-
nyn kokleri f(x) kopagzanyn kokleri bolyar. Bu yerde g(x) kdpagza kwadrat ticagza
bolany ii¢in, onun kdklerini ansatlyk bilen t’apmak bolar: ¢, = 2, @, = — 1. Indi
bolsa bu koklerin kratnylygyny kesgitléris. Yokarda @, = 2 kokiin kratnylygynyti
ikd denligi gorkezilipdi. Yonekey hasaplamalar @, = — 1 kokiin f(x) kopagzanyn
kratnylygy dorde den bolan koki bolyandygyny gorkezyr.

§9. Rasional droblaryn meydany

9.1. Rasional droblar

Islendik biitewiilik yaylasyny kdbir meydana «yerlesdirip» bolyandygy gorke-
zilipdi. Has takygy, R biitewiilik yaylasynyin elementlerini 6ziinde saklar yaly edip
0O meydany gurmak bolyar, ol meydanyn elementlerine R biitewiilik yaylasyndan
alnan iki elementiil payy hokmiinde seredilyar. Bu yagdayda O meydana R biitewti-

......
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P[x] kopagzalar halkasy biitewiilik yaylasyny emele getirydndigi iigin onia de-
gisli paylar meydanyny gurmak bolar.

1-nji teorema. Islendik P meydan ii¢in her bir elementini

ﬁ ; (bu Yerde £(x), g(x) € P[x], g(x) £ 0) (1)

gorniisli pay hokmiinde anladyp bolyan we P meydanda gurlan P[x] halkany 6ziin-
de saklayan yeke-tik (izomorfizme ¢enli takyklykda) P(x) meydan bardyr. P(x)
meydana P meydanda gurlan rasional droblaryi meydany diyilyar, onun her bir
elementine bolsa, P meydanda gurlan rasional drob diyilyar.

P(x) meydanyn elementi hokmiinde kesgitlenen (1) gorniisli paya ayratyn al-
nan f(x) we g(x) elementlerin jiibiitinin payy hokmiinde seretmén, tutus bir paylaryn
klasy hokmiinde seretmeklik g6z 6niinde tutulandyr. Bu yagdayda, iki payyi denligi

RONINAC
g () g x)

= f(x)g,(x) =f(x)g (x) 2

dengiliycliligin komegi bilen kesgitlenyir. Sona gord-de (1) gorniisli rasional droby
Jx)

(2) gatnasygy goz oniinde tutup, birndce usul bilen anlatmak bolar. Biz rasio-

g(x)
nal droby alanymyzda, ony saklayan klasyil wekilleriniii arasyndan (f, g) =1 serti

kanagatlandyryanyny saylap alarys. Beyle gorniisli pay gysgalmayandyr.
Jx)

g (x)
agza bu payyn sanawjysy, g(x) kdpagza bolsa, onunt maydalawjysy diyilyér. P(x)

meydanyn bolek halkasy bolan P[x] halkanyn f(x) elementini maydalawjysy 1-e
den bolan rasional drob hokmiinde alarys:

f)=

P(x) meydanyn elementlerinin iistiinde amallar asakdaky diizgiinler esasynda
yerine yetirilyar:

J) f) f(0)g )+ (x)g (x)

Eger rasional drob payyi komegi bilen aiiladylan bolsa, onda f(x) kop-

f(x)

8, (x) - gz(x) B 4 (x)gz(x) x4 (x) #0, gz(x) #0; 3)
]T(X) fz(x) B ]f(x)gz(x) —]Z(x)gl(x) .

gl (X) B gz(.X) N gl (x)gz(x) ’ gl(x) 7 O’ gz(x) 7 0; (4)
[0 £ FEF |

g0 g® " gWsW’ §®70,8,0#0; (5)
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Jo f) fx)g )
g @) g () g )fx)
Rasional droblaryi iistiinde gegcirilydn amallaryn hasiyetlerine seretmegii ze-

rurlygy yok, sebdbi ol hisiyetler islendik meydanda kesgitlenen amallaryn hésiyet-
lerine metfizes. Yone su yerde rasional droblary

(x).8(x).5(x) € Plx] f(X)S(x) — f(x)
fj;(;;osxx(x);eox g(x)s(x) g(x)

L8 ()20, g (1) £0,/,(0) £0. (©6)

(7

deiiligi ulanyp, gysgaldyp bolyandygyny belldp ge¢mek gerek.

9.2. Rasional droblaryn funksiya hokmiinde kesgitlenilisi

6.4-nji boliimgede P meydanda gurlan kopagza P meydanda kesgitlenen funk-
siya hokmiinde seredilipdi. Kébir sertlesikleri girizip, rasional droblara hem P mey-
danda berlen funksiya hokmiinde seretmek bolar.

Goy, f(x), g(x) kdpagzalar P meydanda gurlan P[x] halkanyn elementleri bol-
sun. Erkin alnan @ € P elemente bu kopagzalaryn f(@), g(@) € P bahalary degisli ede-

lin. Eger g(a) # 0 bolsa, onda /(@) we g(«) bilen kesgitlenen i: EZ;

kesgitli bir elementi bolar, g(x) kdpagzanyn P meydana degisli koklerinin toplu-
myny K_ bilen belgillin (K, = @ bolmagy hem miimkin). Onda

s [(P(oz) _ % ]

sert bilen kesgitlenyan ¢ : P/Kg — P funksiyany gurmak bolar.
Bu funksiya matematiki analiz dersinddki drob-rasional funksiyanyn kesgit-
lenisi yaly kesgitlenyaér.

pay P meydanyn

9.3. Rasional droblaryn yonekey droblara dagadylysy

Bu boliim¢ede matematiki analiz dersinde wajyp hasaplanyan (hususy yag-
dayda integral hasaplamalary gecirmekde ulanylyan), yone algebranyn diisiinjeleri
esasynda kesgitlenilydn soraga serederis. Bu soragyn jogaby kopagzalaryn getiril-
meyin kopeldijilere dagadylysy bilen goniiden-goni baglanysyklydyr.

1-nji kesgitleme. Eger f(x) kopagzanyn derejesi g(x) kopagzanyrn derejesinden
f(x)

g(x)
vagdayda onna nidogry rasional drob diyilydr.

kici bolsa, onda rasional droba dogry rasional drob diyilydr. Garsylykly
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x—1 1 x—1 x
Meselem, 5T %15 8% 23 1 ¥ - 2x 4 2
rasional droblardyr.

Dogry rasional drobun kesgitlemesi arifmetikada seredilydn dogry drobuii kes-
gitlemesine ¢alymdasdyr. K&pagzanyn derejesi sanyn absolyut ululygynyn wezi-
pesini yerine yetiryér. Arifmetikada dogry droblaryni jeminin nddogry drob bolyan
vagdaylaryna hem dus gelinyér. (meselem, % + % = %) yone rasional droblarda

bu yagdayyn bolmayandygyny asakdaky lemma tassyklayar.

droblar bolsa, nddogry

1-nji lemma. Dogry rasional droblaryn jemi yene-de dogry rasional drobdyr.

Subudy. Lemmany iki sany gosulyjy ii¢in subut etmek yeterlik bolar.
Goy,
fw _ S0 £
= +
glx) g ) g )
bolsun, 6zi hem degf, < degg, we degf, < degg, bolsun. Onda

fx)  fx)g (x) +[(x)g (x)
glx) g (x)g, (x)

denligi alarys. Bu yagdayda, f(x) kopagzanyn derejesiniil g(x) kopagzanyn dereje-
deg (8, +1,8,) < deg (8,8,)
bolyandygyna goz yetirmek yeterlik. Bu defisizlik hakykatdan hem yerine yetyir,
sebébi:
[degf, < degg, = deg(f, g,) < deg(g, &,)] A
[degf, < degg, = deg(f, g,) < deg(g, g))]- >

2-nji kesgitleme. Eger g(x) képagza P meydanda getirilmeydn kopagza bolsa,

S(x)
[g(0)]*
halka degisli we onun derejesi g(x) kopagzanyn derejesinden kigi, k bolsa natural
san.

onda gorniigli droba yonekey drob diyilydr, bu yerde f(x) kopagza P|x]

Bu kesgitlemeden goniiden-goni yonekey droblaryii dogry drob bolyandygy
gelip ¢ykyar.

1-nji L x—1
nji mysal. -5

rasional drob esasy san meydanlarynyi haysynda yone-

key, haysysynda bolsa yonekey dil rasional drob bolyar?
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Sziilisi. x—1
Coziilisi PR

rasional drob @ rasional, R hakyky sanlar meydanlarynda

yonekey rasional drob bolyar, sebibi ol dogry drob, seyle-de, x* + 1 kopagza Q-da
we R-de getirilmeyédr. Bu rasional drob C kompleks sanlar meydanynda yonekey
drob bolmayar, sebdbi x> + 1 kopagza C-de getirilyar:

X+ 1=@—0i)(x +iQ).

2-nji mysal. Ahli san meydanlarynda yonekey rasional drob bolyan rasional
droba mysal getirifi.

1
+5

yar, sebdbi x + 5 kdpagza islendik san meydanynda getirilmeyér we
rasional drob. X

Coziilisi. . rasional drob islendik san meydanynda yonekey drob bol-
1

+5

dogry

1 x*—1

X’ +
3-nji mysal S TR

rasional droblaryn yonekey droblar bolmayan-

dygyny dusundlrm.

2
Couziilisi. fci—i_llg drob yonekey drob dil, sebidbi x — 1 kdpagzanyn derejesi

2
x?+ 1 kdpagzanyn derejesinden kigi; ;2 I %

rasional drobda sanawjydaky we may-
dalawjydaky kopagzalarynyn derejeleri den, yagny ol nddogry drob.

Indi bolsa, berlen meydanda islendik dogry rasional droby yonekey droblaryn
jemi gorniisinde aillatmak meselesine seredelin.

Ilki bilen nddogry droblary yonekey droblaryn jemi gorniisinde anladyp bol-
mayandygyny bellélin, sebébi 1-nji lemma gdrd dogry droblaryi jemi nddogry drob
bolmayar. Dogry droblar barada aydanymyzda bolsa, olary hemise yonekey drob-
laryn jemi gorniisinde aiilatmak miimkin.

2-nji lemma. Eger g (x) we g (x) kopagzalar P meydanda berlen ozara yone-

J(x)
g (x)g, (x)

P(x) meydanda

key kopagzalar we bu meydanda berlen dogry rasional drob bolsa, onda

JC IR AC Y ACY
g g (x) g g

f&) f@
c0 g

denlik yerine yeter yaly we
1,(x) kopagzalar bardyr.

droblar dogry drob bolar yaly f,(x) we
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Subudy. 7.5-nji boliimgedéki 5-nji teorema gora, 6zara yonekey g,(x) we g,(x)
kopagzalar {i¢in P[x] halkada

g ux) + g, o) =1
denlik yerine yeter yaly, u(x) we v(x) kopagzalary tapmak miimkin. Sona gora-de,

J)g ()ux) + f(x) g, (x)v(x) = f(x) (8)
deilik dogry bolar.
S(x) u(x) kdpagzany g (x) kopagza galyndyly bolelin:
f@ulx) = g, () u, (x) + ]2 (x), 6zi hem degf, < degg,. Bu anllatmanyfi bahasy-
ny (8) denlikde goyup alarys:

L) g (%) + g, 0)[u, ()¢ (x) + f(x)0(x)] = f(x)

we f,(x) = u,(x) g,(x) + f(x) v(x) belgilenisigi girizip, f,(x) g,(x) + f,(x) g,(x) = f(x)
denligi alarys. Alnan deiligi g (x) g,(x) kopeltmek hasylyna boliip, gutarnykly yag-
dayda,

LA A N 1€))
g g g g,

X) (x)
( ) drob dogry drob, sebibi degf, < degg,. Seyle-de, ) 2 )
1

hem dogry drob “sebibi ony iki dogry drobui jemine dagadyp bolyar:
LA (GO N A
g g g () g

denligi alarys. drob

>

Netije. Eger g, (x),g2 (x),...,8 (x) kopagzalar P meydanda berlen jiibiit-jii-
S(x)

biitden ozara yonekey képagzalar we n (08, () g @) bu meydanda berlen dogry
rasional drob bolsa, onda P(x) meydanda
fx)  fx)
f(x) — + 2 4ot ‘fn(x) (9)
g (x)g,(x)..g, (x) g ) g ) g, )

denlik yerine yeter yaly ]f (%), f2 ), ..., an (x) képagzalar bardyr, 6zi hem (9) denligin
sag tarapyndaky dhli droblar dogry rasional droblardyr.

Subudy. Tassyklamanyn subudyny m boyun¢a matematiki induksiya usulyn-
dan peydalanyp, gecirelin. Seyle-de, (9) dagatma (m — 1) sany, 6zara jiibiit-jiibiit-
den yonekey bolan 4 (x), 8, (x),.. (x) g (x) kopagzalar ti¢in dogry diyip gii-
man edelin we bu guman etmamlzden peydalanyp, (9) dagatmanyii m sany Ozara
jiibiit-jiibiitden yonekey bolan kopagzalary iicin dogrudygyny subut edelin. Eger
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g, (x) kopagza g (x),g,(x),...,g  (x) kdpagzalaryi her biri bilen 6zara yonekey bol-
sa, onda ol olaryn kopeltmek hasyly bilen hem, 6zara yonekeydir (7.5-nji boliimgd
seret), sona gora-de 2-nji lemma layyklykda

S(x) 5 (x) A

m

g(x)g, (x)..g (x)g (x) - g g (x)..g (x) * g, (x)

deiiligi alarys. Induksiyanyn giiman etmesine goré, sonky denliginl sag tarapyndaky
birinji gosulyjysy (9) gorniisddki dagadylysa eyedir. Sonun ii¢in hem, gutarnykly
vagdayda,

f(x) A FAC) f@  f W

g @e M. W™ gw e®@ e 0 e

deniligi alyarys. »

3-nji lemma. P meydanda berlen islendik [ (gf((;c))]k gorniisli dogry droby, bu

meydanda birinji gosulyjysy yonekey drob bolan iki sany dogry rasional drobun
fx) — fl‘ (x) + Sy (x)
[g@]  [g@]  [gW]

jemi gorniisinde anladyp bolyar, bu yerde g(x) kopagza P meydanda getirilmeydn
kopagza, k bolsa erkin alnan natural san.

(10)

Subudy. f(x) kdpagzany g(x) kdpagza galyndyly boliip,
J(x) = g(x)s,(x) + f(x), degf, <degg
gatnagygy alarys. Sofira
f) 8 +f)  fx) A
[s@] —  [s@] [g@] " [gW]
deniligi alyarys. Birinji gosulyjyny emele getiryén rasional drob yonekey drob bol-
yar, sebibi g(x) kdpagza P meydanda getirilmeyar we onun derejesi f (x) kopagza-
nyn derejesinden uly. Indiki gosulyjy hem 1-nji lemma gord dogry rasional drobdyr:
s _ fw W
[¢@]"  [g@]  [gW]

Netije. P meydanda berlen islendik f&) - dogry droby, bu meydanda berlen
yonekey droblaryn [g(x0)]

fo _ F L@ L&) )
[t ~ 2@ [g@F  @F T T g@f

(11
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denlik bilen kesgitlenen jemi gorniiginde anlatmak bolyar, bu yerde g(x) kopagza P
meydanda getirilmeydn kopagza, k bolsa erkin alnan natural san.

Bu tassyklamanyn subudyny geg¢irmek ti¢in induksiya usulyny £ ticin ulanmak
yeterlik.

1-nji teorema. P meydanda berlen islendik dogry droby bu meydanda berlen
vonekey droblaryn jemi gorniisinde anlatmak bolyar.

Subudy. Goy, VAES E ; dogry rasional drob berlen bolsun. Eger g(x) kdpagza

P meydanda getirllmeyan bolsa, onda bu drobuil 6zi yonekey drobdyr. Eger g(x)
kopagza P meydanda getirilyén bolsa, onda onunl getirilmeyin kdpagzalara kano-
nik dagatmasy

g(x) =[g @] [e@]>...[g.(x)] (12)

gorniisde bolyar. Bu denlikdaki [g (x)]:(i = 1,2,...,m) kdpagzalar 6zara yonekey-
dirler, sebdbi olar umumy getirilmeyén kopeldijé eye déldir. Sonui ti¢in hem, 2-nji
lemmanyi netijesini ulanyp,

f&) _ f) _ W W L
g)  [g ] [g,™]..[g, )] [¢X]  [g,()] [g ()]~

(13)

dagatmany alyarys, 6zi hem bu dagatmanyn sag tarapyndaky &hli droblar dogry
droblardyr.

3-nji lemmanyn netijesine gord, islendik dogry droby (11) formula

J(x)
[8, (0]
layyklykda yonekey droblaryii jemi gorniisinde yazmak bolyar:

IR AC A,
[¢ (O] g W) [g (x)] [g ()]

Edil sona menzeslikde

L) f (X) L@ . £, )
[8,0)]"  5,&) [g (X)] g, (%)%’ (14)
f (x) [ f (x) f, (@)
m = + m i M
[8, )] g,  [g,(0)] [ (O]
dagatmalar alynyar.
(14) formuladaky bahalary (13) formulada ornuna goyup, g E ; drobuni P mey-

danda yonekey droblaryn jemi gorniisinde aniladylan
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f) f) £ (x)
(@ " RO EOF 8,0 2,2 s ()] (1

dagatmasy alynyar we ol gézlenyén anlatmadyr. »

2-nji teorema. Berlen meydanda dogry rasional drobun yonekey droblara
dagatmasy yeke-tdkdir.
f(x)

g(x)
droblara iki usul bilen dagatmak miimkin diyelin. Bu bolsa berlen iki dagatmalardaky
gosulyjylaryn dhlisinin jlibiit-jliblitden birmenzes dildigini ailladyar. Bir dagatmadan
beylekisini agzama-agza ayryp, denligiil bir tarapynda nol, beyleki tarapynda bolsa,
yonekey droblaryn algebraik jemini alyarys. Eger olaryn arasynda 6zara garsylyklary
bar bolsa, olary ayryp taslayarys. Yéne berlen dagatmalary diirli diyip giiman edeni-
miz ti¢in, olaryn &hlisi 6zara yok bolup gitmez. Metizes maydalaw;jyly iki yonekey
drobuil jeminiii yene-de yonekey drob emele getiryéndigini hem yatlalyn. Galan yo-
nekey droblary toparlanymyzdan sofira olaryii maydalawjylary

8 (0,[8, (O, ...[8,0)]"8,(x)[8, ()T ...[8, ()], 8 (), [g (O], [g (0)]"

gorniisde bolar, bu yerde g (x) kopagzalar berlen meydanda getirilmeyéan diirli kop-
agzalardyr.
Alnan denligi

Subudy. Tersinden giiman edip, berlen meydanda

dogry droby yonekey

[g, (0] g, (0)]"...[g, (x)]"

kopagza kopeldyéris. Onda jemin [g (x)]" maydalawja eye bolan agzalaryndan
basga édhli agzalary kdpagza owriiler. Netijede,
p)[g ()] [g, (0] [g, (x)]™
[8 (O]
denlik alynyar, bu yerde g(x) kdbir kopagza, p(x) kopagza bolsa (&, (x)]" mayda-

+q(x) =0 (16)

lawjyly yonekey drobuini sanawjysy (p, g,) = 1 bolyanlygy goriinyir. (8, (O] -e
gysgaltmadan sofira

p)[g,(0)]>...[g, ()] =— g(x) g, (x) (17)

denligi alyarys. Yéne, (17) denlik alynyan garsylygy gorkezyir. Hakykatdan hem,
bu defiligifi sag tarapy g,(x) getirilmeyin kdpagza boliinyér, yone onuil gep tara-
py ofa boliinmeyir, sebébi g (x) kopagza p(x), g,(x),....g,(x) kdpagzalar bilen 6za-
ra yonekey, soila gord-de olaryn kopeltmek hasyly bilen hem 6zara yonekeydir.

Seylelikde, (J; gc; dogry droby iki usul bilen yonekey droblaryn jemi gorniisinde
anladyp bolyar diyen gliman etmédmiz garsylyga getirdi. Alnan garsylyk teoremany

subut edyéar. P
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1-nji we 2-nji teoremalar drob-rasional funksiyalary yonekey droblaryn jemi
gornlisinde dagatmanyi ndbelli koeffisiyentler usulynyn teoretiki esasy bolup dur-
yarlar. Bu usul g(x) maydalawjynyn (12) goérniisde getirilmeyan kopeldijilere kano-
nik dagatmasyny bilip, onuii (15) gorniisli yonekey droblara dagatmasyny yazmak-
dan ybaratdyr. Bu droblaryn maydalawjylary belli, onun /,(x) sanawjylary barada
aydanymyzda bolsa, olary degisli g (x) kopagzalaryfi derejelerinden bir dereje kigi
nébelli koeffisiyentlerin komegi bilen yazylan kdpagzalar hokmiinde g6z ontinde
getirmeli (garsylykly yagdayda olar yonekey drob bolmazdy). Sorira denligin iki
tarapyny hem sol bir maydalawja getirip, sanawjylarda emele gelen kdpagzalary
x-yn derejeleri boyunca denesdirip, nébelli koeffisiyentleri taparys. 2-nji teorema
layyklykda bu ndbelli koeffisiyentler hemise birbelgili kesgitlenyarler.

5-nji mysal. droby hakyky sanlar meydanynda yonekey

X
x+ D&+ 1
droblaryii jemine dagadyn.

Coziilisi. Bu yerde g (x) = x + 1,k, = 2,g,(x) = x> + 1,k, = 1. (15) formula
goré,

X A B Cx+D

x+D**+1)  x+1 (x+D> x+1

denligi yazmak bolar. Bu yerden

x=(A+0OxX+A+B+2C+D)x>+(A+C+2D)x+(A+B+0O)
deiligi alyarys. Alnan denlikdéki x-yn derejelerinini koeffisiyentlerini deniesdirip,
A+C=0;A+B+2C+D=0;4+C+2D=1;4+ B+ D=0 ¢yzykly deiilemeler
sistemasyny aldyk. Bu sistemany ¢6ziip, 4 = 0, B = —%, C=0,D= % bahalar
netijesinde,

X 1 1

Gt D@+ D) 26+ 20+ D

deiiligi alarys.

(15) formulany difte maydalawjydaky kopagzanyn getirilmeyén kdpagzala-
ra (12) formuladaky kanonik dagatmasy gérniisinde ulanyp bilyiris. Yéne, beyle
dagatmanyn umumy usuly hézirlikce yok. Netijede, biz dogry droblary yonekey
droblaryn jemi gornlisinde dagatmak meselesini kdpagzany dagatmak meselesine
getirdik.

Yokarda belleysimiz yaly, dific dogry rasional droblary yonekey droblaryii
jemine dagatmak miimkin. Nddogry rasional droblar barada aydanymyzda bolsa,
asakdaky tassyklama dogry.
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J&)
g(x)

bun jemi gorniiginde anlatmak miimkin.

3-nji teorema. Islendik nddogry droby kdbir képagza bilen dogry dro-

Subudy. f(x) kopagzany g(x) kopagza galyndyly bdliip,

fx) = g(x)s(x) + f(x), degf, < degg gatnasygy alarys. Bu denligi g(x) kopag-
za boliip,

fx) £(x)
o) = s(x) + - ) (18)

deiiligi aldyk, bu yerde s(x) kébir kopagza,
f(x)
g(x )

(x
( ) bolsa, dogry rasional drob. »
rasional drobunl bltln bolegi, nddogry drobun (18) gorniis-

s(x) kopagza

------

-nj X
6-njy mysal. o i2

gornilisinde yazyn.

- rasional droby kopagza bilen dogry drobun jemi

3

2x+2

x’ 2x — 4 S 9
1 —————=x+t2+ == 1 k lar. -
rasiona droby 2 ) =X x40 gorniisde anlatmak bolar. Gor

niisi yaly, berlen rasional drobun bitin bolegi x + 2 kdpagza, drob bdlegi bolsa,
2x—4
X' —2x+2
Yokarda gorkezilenleri jemldp aytsak, P meydanda berlen islendik rasional
droby bu meydanda berlen kébir kopagza bilen (ol kopagzanyn nol kpagza bolma-
gy miimkin) yonekey droblaryn jemi gorniisinde aiilatmak bolar.

Coziilisi. x° kopagzany x* — 2x + 2 kdpagza galyndyly bolup,

dogry drob bolyar.

9. sargyt Ne 749
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111 BOLUM ) KOP UYTGEYANLI KOPAGZALAR

§10. Kop iiytgeyinli kopagzalaryn halkasy

10.1. Kop iiytgeyanli kopagzalaryn halkasynyn gurlusy

Kitabyn II boliiminde kdpagza diisiinjesine we bir liytgeyanli kopagzalaryn
hésiyetlerine seredildi. Bu diisiinjadnii tebigy we wajyp umumylasdyrmasy kop tiyt-
geydnli kopagza diislinjesidir. Bu diisiinjéni bir tiytgeyanli kopagzalaryn nazaryye-
tine dayanyp owreneris.

n lytgeyéanli kopagzalar halkasynyn umumy yagdaydaky kesgitlemesine iki
tytgeyénli kopagzalaryn halkasynyn gurlusynda serederis.

Goy, R-birlik elementli biitewiilik yaylasy, R[x] bolsa R biitewiilik yaylasynda
gurlan bir x tiytgeyanli dhli képagzalaryn toplumy bolsun. Belli bolsy yaly (6.2-nji
béoliimgd seret), R[x] halkanyn 6zi hem birlik elementli biitewiilik yaylasyny emele
getiryér. Netijede, R[x] biitewiilik yaylasynda bir iiytgeyanli (liytgeyan ululygy y
bilen belgileyiris) kdpagzalaryii halkasyny gurup bolar. Elementleri

a,x)y" +a,_(X)y""'+ - +ax)y+a(x) (1)

gorniigde bolan R[x][y] halkany guryarys. (1) afllatmada a (x), a, (x), - ,a,(x),
a,(x) € R[x] kdpagzalar y iytgeyane gord berlen kopagzanyn koeffisiyentleridir.

§6-nyn 3-nji teoremasyna goré, R[x][y] biitewiilik yaylasyny emele getirydr. Onuil
elementlerinin gurlugyny anyklasdyralyi. Su maksat bilen, aj(x) € R[x] (j =0,1,...,n)
koeffisiyentleri kanonik gdrniisde yazalyn:

00°

— m my—1
a,(x) =a,x"+a, X" —1+--+ax+a

_ m m;—1 .
a (x) = a, x"+ a, X T4 ta xta,

—11

2)

— m,_ my_y=1 coe
an—l (x) - am,, X 1 + amnflfl’nflx l + + alynflx + aO.n—l’

_pn=1

—_— mnil .o
a,x) =a, x, +a, X" +--+ax+a,.

mn,n —1,n

(1) anillatmada (2) deiilikler bilen kesgitlenen bahalary goyup we R[x][y] halka-
da kesgitlenen amallaryn hisiyetlerinden peydalanyp, (R[x] halkanyn R[x][y] hal-
kanyn bolek halkasy bolyandygyny) hasaba alarys:

n_ mj

> >axy, a€R

j=0i=0
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ailatmany, yagny agzalary a, x"y’,a, € R, u we y kébir otrisatel dil bitin san

gorniisde anladylyan tiikkenikli jemi alyarys. Tersine,

D aux"y, a€R, wy€Z 3)
ny

gorniisli erkin alnan tiikenikli jeme R[x][y] halkanyn elementi hokmiinde seretmek
bolar. Sebdbi, her bir a, x*y" gorniisli gosulyjy y lUytgeyédne gord a,, x* € R[x]
koeffisiyentli biragzadyr, yagny R[x][v] halka degislidir. Onda, (3) jem hem R[x][y]
halkanyn elementi bolyar. Seylelik bilen, R[x][y] kopliik (3) gorniisli ahli miimkin
bolan jemleriil toplumyndan duryar.

a, x"y we a,x"y yazgylaryi sol bir ailatmany beryéndigini belldlifi. Bu
bolsa R[x][y] = R[y][x] bolyar diyip netije ¢ykarmaklyga miimkingilik beryir. Ol
0z gezeginde R[x][y] yazgynyn ornuna R[x,y] ya-da R[y,x] belgini ulanmaklygyn
miimkindigini anladyar.

R[x,y] biitewiilik yaylasyna R biitewiilik yaylasynda berlen iki x,y tiytgeyénli

rrrrrr

......

Mysal ti¢in, f(x,y) = 3x’y — 5xy’ +x' — 1 + x’y’ + 2y — 7xy* kopagzany Q
halkada y liytgeyane gord kopagza edip yazalyn:

Fle,y) ==Txy* + (0 = 5x)y’ + Bx* + 2)y + (x" = 1).

Yokarda getirilen kesgitlemani umumylasdyralyii.

1-nji kesgitleme. R[x,,x,,...,x, | biitewiilik yaylasynda x iiyigeydne gord,
R[x,%,,....x,_,x,] = R[x,,%,,....x,_ ][x,] (4)

diizgiin esasynda kesgitlenydn kopagzalaryn halkasyna, R biitewiilik yaylasynda
berlen x,x,,...,x,_,x, tiyigeydnlere gord kopagzalaryii emele getiryin R[x x,,...,
X ),cn] halkasy diyilyar.

Yazgylary gysgaltmak li¢in, R[x,,x,,...,x,| yazgynyil ornuna R|x,:x, | yazgyny
ulanarys.

1-nji teorema. R biitewiilik yaylasynda berlen R|[x,:x,| kopagzalaryn halkasy
biitewiilik yaylasyny emele getiryqir.

Subudy. 7 = 1 bolanda teorema dogry (§6. 3-nji teorema seret). n = m bolanda
bu tassyklama dogry diyip giiman edelifi we R[x, : x . ] halka seredelin.

1-nji kesgitlemd gord, R[x :x . ]koplik R = R[x, :x ]biitewiilik yaylasynda
x ., Uytgeydne gord kopagzalaryn halkasyny emele getiryér. Induksiya gord R
biitewiilik yaylasyny emele getirydr. Sonun {i¢in hem 3-nji teoremany (§12) yene
bir gezek ulanyp, R [x, . ]=R[x, :x, . ]bitewilik yaylasyny emele getiryér diyen
netijd gelmek bolyar.
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Induksiyanyn diizgiinine layyklykda, » islendik natural san bolanda R[x, : x ]
blitewtilik yaylasydyr. »

2-nji teorema. R[x:x,] halkanyn her bir f elementini
f= Zl Axfixexy A €Rk ENU {0} 5

titkenikli jem gorniisinde anladyp bolyar. Tersine, erkin alnan(5) gorniisli her bir
Jjem R[x, : x | halkanyit elementi bolyar.

Subudy. » boyun¢a matematiki induksiya usulyndan peydalanyarys. n = 1 bo-
landa, teoremanyi tassyklamasy dogry (§6,1-nji teorema). n = m {i¢in, teoremany
dogry diyip giiman edelifi. 1-nji kesgitlemd gord, her bir /' € R[x :x ] element
R[x,:x ] biitewiilik yaylasynda berlen x | tlytgeydne gord kopagzadyr we sonha
gord, ony

+

1
f= Zoaj(x],xz, X)X
=

a(x,x,...,x,) € [x:x ](j=0,1,..0) (6)
gorniisde ailadyp bolyar.
Induksiyanyn giiman etmesine gord, her bir a;(x,x,,...,x,) kopagzany tiike-
nikli jem gorniisinde asakdaky gdérniisde yazyp bolar:
a,(x,x,,....x,) = > AVl (7)
i=1
AYeRk?e NU{0}(i=1,2,....N;s = 1,2,...,m; j = 0,1,...,1).(6) deilik-
de (7) aillatmany ornuna goyup we degisli amallary yerine yetirip,
N
=D Bl xlm xlor (8)
r=1
gorniisdéki tikenikli jemi alyarys, bu jemde B, € R (r = 1,2,..., N), sebibi her bir
B_kibirAd V-e den.
Tersine, (8) gorniisli her bir jem R[x, : x ] halkanyn elementidir, sebdbi onufi

kor L kor

1 ko kyr kmr km+ r 1 kmr . 1V
herbir B, x"'x"... x,»x o gosulyjysyna B xV'x"... x,”" €R[x, : x ] koeffisiyent-

m+1

lix . lytgeydne gord kopagza hokmiinde seretmek bolar, yagny her bir gosulyjysy
we tutus (8)-nji jem R[x, : x__ ] halka degisli bolar.

Seylelikde, teoremanyii tassyklamasynyn n = m + 1 bolanda dogrudygyny su-

but etdik. Onda induksiyanyn diizgiinine goré, teorema islendik » natural san {i¢in

hem dogrudyr. »
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Bu teorema R[x,:x,] halkanyn elementlerinifi gurlusyny kesgitleyar.

2-nji kesgitleme. R[x:x,| halkanyii her bir elementine R biitewiilik yayla-
synda berlen, n sany x,x,,...,x, liytgeyinli kopagza diyilydir. Ol kopagzalar
JCp x,0.000X ), 8(X,,X,, ..., X, ) We s.m. gorniislerde belgilenilyqir.

2-nji teorema layyklykda, R[x:x,] halkanyn elementi bolan islendik kopag-
zany
N
J(x%,500%,) = D Axfx .. X, A €R, k, € NU{0} 9)
i=1
gorniisde aiilladyp bolyar.

Her bir Ax/x}... x,", gosulyja f(x,x,,...,x,) kopagzanyn agzasy, A bolsa
lara meiizes agzalar diyilydr, meselem, A x"x>... x;" we B x!'x*... x," mefizes agza-
lardyr. A x'x... x;" gosulyjynyn bahasy x7 Gytgeyanlerii yerlesis tertibine bagly
daldir, yagny A x"'x>...xy, A xPxlx), A xDoxyx we s.m. yazgylar sol bir zady
ailadyarlar. Sofa gord-de, R[x,x,,....x,], R[x,X,....,x, |, R[x,,x,,...,x,] we s.m.
yazgylar hem, durli gorniisde yazylan R biitewiilik yaylasynda berlen x ,x.,...,x,
lytgeyanli kopagzalaryn R|x:x,]| halkasyny afiladyar.

R[x,:x,] halkanyf elementleri bolan kopagzalaryn tstiinde gosmak, kopeltmek
amallary halkada hereket edyin distributiwlik kanuny esasynda yerine yetirilyar.
Iki (we ondan kop) menzes agzalar gosulanda,

Axixl.x+Bx'xl.x =(A+ B)x'x}..x;
diizgiinden peydalanyarlar, bu yerde A ER, BER = (4 + B) ER.

Kopagzalaryn agzalaryny kopeltmek

(AxPxl . x)- (Bxixz.xy)=A Bx oyt xith

n

diizgiin boyunca Verine yetirilyir. Ozi hem, 4 € RAB € R = AB € R.

10.2. Kop iiytgeyinli kopagzalaryn diirli gorniisde berlisi

f(x,x,,...,x,) kopagzanyn (9) gorniisdéki yazgysynda mefizes agzalar yok di-
yip hasap edilyér. Kopagzanyn bu berlisine onuni kanonik gorniisi diyilyér.

Kopagzanyn kanonik gorniisinin wajyp ayratynlygy onun yeke-tékligidir
(agzalarynyn yerlesis tertibine c¢enli takyklykda). Bu yeke-téklige eger kano-
nik gorniisde berlen f(x,x,,...,x,) we g(x,x,,...,x,) kdpagzalar defi bolsalar,
ondaf(x,, x,,...,x,) kopagzanyfi her bir agzasy g(x ,x,,...,x, ) kopagzanyi agzasy we
tersine g(x,,x,,...,x ) kopagzanyn her bir agzasy f(x,,x,,..., x ) kopagzanyn agzasy
bolyar diyip diisiinmeli.
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3-nji teorema. Islendik f(x x,,..., x ) € R[x;:x,] kopagzany difnie bir usul bilen
kanonik gorniisde anladyp bolyar (agzalaryn yerlesis tertibine ¢enli takyklykda).

Subudy. Ilki bilen kdpagzanyti hususy haly bolan 6 (x ,x,,..., x ) nol kdpagza-
nyn kanonik yazgysynyn yeke-tdkdigini gorkezelin. Induksiya boyunca n = 1 bo-
landa, bu hésiyet yerine yetyir (6.2-nji boliimg¢d seret). n = m bolanda, tassyklama
dogry diyip giiman edelifi. O(x,, x,,....x , x . ) € R[x:x ] kopagzany kanonik

m> m+ 1 m+ 1
gorniisde aflatmak ti¢in, ony R[x, :x, | blitewiilik yaylasynda x .  liytgeyine gord,

m+1

N .
H(xl,xz, X X, ) = Zai(xl,xz, X, )X

i=0
gorniisde yazyarys.
Bir liytgeyinli kdpagzalaryin hdsiyetlerine gord, nol kdpagzanyn dhli koeffi-
siyentleri onun berlen halkasynyn nollaryna deii bolmaly, yagny

Vg (x,x,....x,) = H(xl,xz, X))

Induksiyanyfi giiman etmesine gord, a,(x , x,,...,x ) (i=0,1,...,n) kopagzanyfi dhli
koeffisiyentleri R biitewiilik yaylasynyi noluna den bolmaly. Onda O(x x,,...,x ,x . )
kopagzanyn dhli koeffisiyentlerinin nola denl bolj akdygy diigniikli.

Indi umumy yagdaya gegelini. Eger f(x,, x,,..., x ) we g(x, x,,..., x ) kOpagzalar
kanonik gorniisde afiladylan, seyle-de f(x, x,,..., x ) = g(x , x,,..., x ) bolsa, onda
S, X, x ) = glx), X, X)) = O(x, X0, X ) bolar. Bu bolsa f(xl, Jperes X ) —
- g(x,, xz, , X)) kopagzanyﬁ ahli koefﬁ51yentler1n1n nola denligini anladyar. Bu
képagzalaryﬁ her biriniii kanonik yazgysynda menzes agzalar yok, nollar bolsa dine
den koeffisiyentli mefizes agzalary biri-birinden ayyrmak esasynda alynyanlygy
tgin, f(x, x,,..., X ) kopagzanyn her bir agzasy g(x,, x,,..., x ) kOpagzanyn agzasy
we tersine, g(xl, . .., X ) kopagzasynyn
agzasy bolyar. »

Yokarda aydylanlar esasynda, halkanyi nol kopagzasyny yone 0 bilen belgi-
laris.

1° 2’

, x ) kdpagzanyn her bir agzasy fi (x

1° 2’

Kesgitleme. Kopagzanyin A x"'x':... x," agzasynyih derejesi diyip, k, + k, + -+ +
+k, jemeaydylyar. k(i=1,2,..., n) sana bu agzanyii x, liygeyaninin derejesi diyil-
vdr. Képagzanyn in uly derejeli agzasynyn derejesine bu kopagzanyn derejesi, ir
uly derejeli agzalara bolsa, onun bas agzalary diyilyir.

Kesgitlemeden gorniisi yaly, kopagzanyn birndce bas agzasynyi bolmagy miim-
kin. Meselem,

S, x,,x,) = 2x,x x + x'x x

1772773

+ 20x0x0x, — xx) — 2x) + Sx,x) + 6 +x’x,x; (10)

1772773

kopagzanyn diirli iki sany bas agzasy bar. Olar 2x x;x; we x/x,x, agzalar, bu ag-
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zalaryn her birinin derejesi 6-a den. Netijede, berlen kopagzanyn derejesi hem 6-a
dendir.

R[x:x,] halkanyfi yeke-tik elementine, yagny nol kopagza dereje diistinjesini
ulanyp bolmayanlygy aydyn. R[x,:x,] halkanyfi hem nolunjy derejeli kdpagzasy
hokmiinde R biitewiilik yaylasynyii noldan tapawutly bolan elementlerini alarys,
olara 0 bilen bilelikde hemiselik (konstanta) diyilyar.

Edil bir tytgeyénli kopagzalaryn derejesini belgileysimiz yaly, f(x, x,,..., x )
kopagzanyn derejesini hem degf bilen belgildris. degf = 0 yazgy 6nki manysyny
saklayar: f# 0 we f= const .

Eger berlen képagzanyﬁ ahli agzalarynyn derejesi sol bir [ sana defl bolsa on-
birjynsly kopagzalaryn jemi gornuyna’e yazyp bolyar.

R[x:x,] halkada, edil R[x] halkadaky yaly, iki kopagzanyf jeminifi derejesi
olaryn her birinini derejesinden gegmeyér. Kopagzalaryn kopeltmek hasylynyn de-
rejesine degisli asakdaky tassyklama dogrudyr.

4-nji teorema. Eger f(x,X,,..., X ) we g(X,X,,...,x ) kopagzalar R[x,:x,] hal-
kanyn noldan tapawutly képagzalary bolsa, onda

deg(fg) = degf + degg (11)
denlik dogry. Bu yerde R biitewiilik yaylasydyr.
Subudy. a) ilki bilen berlen képagza birjynsly bolan yagdayyna seredelin.
Goy,
S, x,,. x)—Z:Ach2 ki (12)
[ derejeli birjynsly kopagza, yagny
Y[k1i+kz,-+ etk =1

ni

we
. Ky ank'; Ky
g(xpxza---axn) = szxl lszzj"'xn”/’ (13)
j=1

bolsa m derejeli birjynsly kopagza, yagny v [k/+ k,/+ === + k= m] bolsun. Ozi

hem (12) we (13) anlatmalar kanonik gt')rnﬁlsde berlen, yagny olarda menzes agza-
lar yok diyip hasap edelin. f(x,, x,,..., x ) g(x, X,,..., x ) kopagzanyi her bir agzasy

AR T gornusde bolar we onufl derejem [ + m jeme dendir, sebdbi

Y(kn + k) + k) k, k) =1+ m

6zi hem f(x, x,,..., x ) g(x,, X,..., x ) kopagza noldan tapawutly. Seylelik bilen,
S, X, x)) (X, X,,..., x ) kOpeltmek hasyly derejesi [ + m = degf + degg bolan
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birjynsly képagzadyr. Onda (11) gatnasyk dogry bolyar.

b) eger f(x, x,,..., x ) we g(x, x,,..., X ) kopagzalar 0-dan tapawutly erkin alnan
kopagzalar bolsa, onda olary diirli derejeli birjynsly kopagzalaryn jemi gorniisinde
yazmak bolyar:

f(’x b 9 x) @ (x 9 5 ‘x ) + ¢ (x 9 9 ) + @ (x b 9 ’x ) b
1 2 n 1 2 1 2 1 2 n
glx, X, x )= 1ﬁml (X X5 X)) F zﬁmz (X Xppeuy X ) Hoee ¢mr (X Xy X))

Bu yerde ¢ we ¢ derejeleri degislilikde /, we m; sanlara deii bolan birjynsly

kopagzalardyr. Sunlukda max{/,L,....[ } =degf, max{m m,,...,m } = degg boljak-
dygy aydyn.

Goy, takyklyk ti¢in /, = degf we m = degg diyelii; netijede [, </ (i=2,3,...,5),
m, < m (j=2,3,...,r) bolar.

Berlen kopagzalaryn kopeltmek hasylyny

1272

S X x) 8(X, X0, X)) = ?, (X5 Xppenns X)) 1ﬁm1 (X Xppes X )
+ > @ (X x) Y O Xy x,) (14)

iji# 1, j#1) h
gorniisde yazmak bolar, bu yerde [j(i;#) vazgy i,j(i=2,3,...,s;j = 2,3,...,r) jubiit-
lerint bahalaryndaky jemi anladyar.

(14) jemin birinji agzasy derejesi [, + m = degf + degg bolan birjynsly kdpag-
zany anladyanlygy diigniikli. Bu jemin galan agzalary bolsa, derejeleri /, + m, <
< degf + degg serti kanagatlandyryan birjynsly kopagzalardyr (sebdbi, i, indeksle-
rifi it bolmanda biri 1-den tapawutly /. < degf'v m, < degg).

Netijede, deg(fg) = [, + m = degf + degg. »

Netije. R[x::x,] halkada birligin béliijileri dine noldan tapawutly hemiselik-
ler bolup biler.

Subudy. R[x::x,] halkanyn birlik elementinin bire deni boljakdygy diigniikli
S, xyennh ) g(X), X,,..., x ) = 1 defilikden f(x, x,,..., x ) # 0, g(x,, X,,..., x ) # 0,
deg(fg) = 0 gatnagyklar gelip ¢cykyar. deg(fg) = degf + degg bolany ticin, deg(fg) = 0 =
= degf = 0 A degg = 0 gatnasyk dogry, yagny birligiii bolijileri difie noldan tapa-
wutly hemiselikler bolup biler.

Yokardaky aydylanlardan belli bolsy yaly, kopiiytgeyanli kopagzalaryti derejesi
diislinjesi, onun agzalaryny bellibir tertipde yazmak {icin yeterlik bolmayar. Sona
gord-de, kopagzalaryn agzalaryny bellibir tertipde yazmak iigin, olaryn basga bir
hisiyetlerinden peydalanmaly bolyar. Seyle hasiyetleriin has kop ulanylyanlarynyn
biri-de leksikografiki (sozliik diizgiini) diyip atlandyrylyan diizgiindir. Leksiko-
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grafiki s0z grek s6zi bolan «leksikon» we «grafos») diyen sdzden gelip ¢ykyp, soz-
liikk yazmak diyen manyny beryér. Belli bolsy yaly, sézliikde sozler harplaryn elip-
bide gelis tertibi boyunga tertiplesdirilydr, yagny sozlikkde iki soziifi haysysynyi
on gelmelidigini kesgitlemek ticin, ilki olaryn birinji harplarynyn elipbide yerlesis
tertibi denesdirilyar, haysy soziin birinji harpy elipbide 611 gelse, onda sol s6z hem
sozliikde 6n yazylyar, eger seredilyin sozlerin birinji harplary metizes bolsa, onda
olaryn ikinji harplaryny denesdirmeklige gecyérler we s.m. degisli orundaky harplar
diirli bolyanca dowam etdirilyar we detiesdirilydn harplaryn haysysy elipbide 61
gelse, onda sol harpy saklayan sozi sozliikde beyleki s6zden 61 yazyarlar. Sozlerin
ornuna kopagzalaryn agzalaryny defiesdiren mahalymyzda elipbidédki birinji har-
pyfl ornuny x, iytgeyan, ikinji harpyfi ornuny x, liytgeydn we s.m. i-nji harpyf
ornuny x, Uytgeyan tutyar. Bu yagdayda x, iytgeyénlerinifi derejelerini defiesdirip,
kopagzanyn agzalaryny tertiplesdireris, yagny kdpagzanyin agzalarynyi yazylys
tertibini kesgitlaris.
Berlen kdpagzanyn erkin alnan

T = Ax‘x}... x, (15)
T,= Bx'x>...x", (16)

iki agzasyna seredelin. Bu ikagza 6zara mefnizes bolmasa, onda degisli liytgeyanle-
rifi &hlisinifl k, we /, derejeleri 6zara defi bolmaz, yagny i = 1,2,..., p — 1 bolanda, k, = [,
bolyan, yone, k, i [, bolyan it bolmanda bir sany p (1 <p < n) natural san bar. Eger
k > l bolsa, onda (15) agza (16) agzadan yokary agza, (16) agza bolsa (15) agza-

Gorstimiz yaly, kopagzanyﬁ Ozara menizes bolmadyk islendik iki agzasynyn
biri beylekisinden yokary bolyar. Bu agzalaryn arasynda kesgitlenen «yokary» gat-
nagygy tranzitiwlik hésiyetine eye: eger T, agza T, agzadan yokary we T, agza
T, agzadan yokary bolsa, onda T, agza T, agzadan yokary bolyar. Bu gatnasygyn
antirefleksiw we antisimmetrikdigine diisiinmek kyn dél. Netijede, bu gatnasyk
kopagzalaryn agzalarynyn kopliiginde ¢yzykly berk tertip gatnasygyny kesgitleyr.
Seylelikde, kanonik gdrniisde berlen islendik kdpagzanyn agzalaryny yokary ag-
zasy pes agzasyndan onde geler yaly edip, yazyp bolyar. Kopagzanyn agzalarynyn
seyle gorniisde tertiplesdirilisine onun leksikografiki yazylysy (tertiplesdirilisi)
diyilyér.

Meselem, (10) kopagzany leksikografiki tertipde asakdaky yaly yazyp bolar:

Flx,x,,x) = xin,x, — 20 — 2x7x) + 2x7 000, 4+ X x,%7 + 2%, %,%; + S5x,x] + 6.

Kopagzanyn leksikografiki yazgysyndaky in ilkinji duran agzasyna onui in
yokary agzasy diyip aydarys. Kopagzanyil i yokary agzasyna degisli lemmany
subut edelin.

Lemma. 7ki képagzanyn in yokary agzalarynyn képeltmek hasyly bu kopag-
zalaryn kopeltmek hasylynyn in yokary agzasyna dendir.
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Subudy. Erkin saylanyp alnan, f(x , x
agzalaryny leksikografiki yerlesdireliii:

. X ) we g(x,, X,,..., x ) kopagzalaryn

1 2’

l

F,x,,0x,) = Axfix . xl + BX)Xxp.. X0 4 - + Dx/x!™... x",

JOX, X)) = Lxx X+ M x4 e+ KX )

n

Ilki bilen, f(x,, x,,..., x,) kopagzany islendik S = cx"x... x"" gornisli agza
kopeldenimizde alnan kdpagzanyn agzalarynyn leksikografiki yerlesisinin bozul-
mayandygyny bellélin, sdbibi, bu yagdayda f(x, x,,..., x ) kdpagzanyn dhli agza-
larynda her bir x, liytgeyénin derejesi birwagtyn 6ziinde sol bir w(i = 1,2,...,n) san
artyar.

S(xp, x,,..., x ) kOpagzanyn her bir agzasyny ilki bilen g(x,, x,,..., x ) kopagza-
nyf birinji agzasyna kopeldip, sofira f(x, x,,..., x ) kdpagzanyn her bir agzasyny
g(x,, x,,..., x ) kopagzanyn ikinji agzasyna kt')peldip we s.m. edip, f(x, x,,..., X )
we g(x, X,,..., x, ) kdpagzalaryil kopeltmek hasylyny emele getireris. Yokarda bel-
leysimiz yaly, bu yagdayda hem, kopeltmekligin her bir 4diminde kopeltmek ha-
sylynda agzalaryn leksikografiki yerlesdirilisi bozulmayar. Netijede, kopeltmek
hasylynyn in yokary agzasyny f(x,, x,,..., x ) kopagzanyn ifi yokary agzasyny
g(x,, x,,..., x ) kopagzanyn agzalaryna kopeltmek hasyllarynyf arasyndan gozle-
meli bolyar, yagny

LAx™hxet o™ MAX b ol KAxT et X
1 n n n

agzalaryh arasyndan gozlemeli.Yone, bu agzalar g(x,, x,,..., x,) kopagzanyn lek-
sikografiki yazylysynyi tertibinde yerlesdirilen, sonun {i¢cin hem, olaryn arasynda
i yokary agza f(x,, x,,..., x,) kdpagzany ifi yokary agzasyny g(x, x,,..., x,) kop-
agzanyi in yokary agzasyna kopeldilip alnan agza, yagny

LAxal+k1xaz+k2 x a,+

agza bolyar. Bu agza f(x, x,,..., x ) kdpagza bilen g(x , x
mek hasylynyn il yokary agzasy bolyar. »

Kéhalatlarda kdpagzanyn agzalaryny tertiplesdirmegin leksikografiki diizgii-
ninden peydalanman, ony haysy hem bolsa bir liytgeyénin derejeleri boyunca ter-
tiplesdireris, yagny (6) gorniisde anladarys. Umumy yagdayda R halkada berlen
S(x,, x,,..., x ) kGpagzanyn x(l<p<n) tiytgeyénin derejeleri boyunga agzalarynyn
tertiplesdirmesini asakdaky yaly yazmak bolar:

.., x ) kdpagzanyn kopelt-

1° 2’

S(x,%,..0x,) = A (XX, ...,x17_1,xp+1,...,xn)x; +

+A (XX, 0K, X

s—1
e X, 2 X, )X A (XX, X xpﬂ,...,xn)

p+1> "t Cp-1
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bu yerde A (x,x,...,X, ,Xx

A IS LIPS LI

len (n — 1) sany X5 Xy e s X, X

.x,) (i =0,1,...,s) koeffisiyentler R halkada ber-
Lo -, Uytgeyanli kdpagzalardyr.
10.3. Kop iiytgeyinli kopagzalaryn funksional
gorniisde berlisi
Edil bir tytgeyanli kopagzalarda we bir iiytgeyénli rasional droblarda edilisi

yaly, n sany tytgeyénli f(x, x,,..., x ) kopagzany hem funksional gorniisde bermek
bolar, seyle-de, onun algebralk we funksional berlisiniii arasyndaky baglanysygy

kesgitlemek bolar.
Her bir f(x,, x,,..., X)) € R [x,:x,] kopagza bahasy
a d\?.la R [gof(al,az’“.’a’n) :f(a]’a/Z’”"an)] (17)

diizgiin bilen kesgitlenen
9, R" >R (18)

funksiyany degisli edelifi, bu yerde f(« ,,,...,@,) element R halkanyfi elementi bo-
lup, ol kanonik gérniisde berlen f(x , x,,..., x ) kdpagzada x -ifi ornuna «, € R ele-
menti, x,-nifi ornuna &, € R elementi we $.m. x -ifi ornuna &, € R elementi goyup we
degisli kopeltmek we gosmak amallaryny yerine yetirip alynyar.

5-nji teorema. Eger R hdsiyetlendirijisi 0-a den bolan biitewiilik yaylasy bolsa,
onda R[x, : x | halka (17) we (18) gatnasyklar bilen kesgitlenen dhli funksiyalaryn
toplumyna izomorfdyr.

Subudy. Her bir f(x , x,,..., x,) € R[x::x.] kopagza (17)-(18) sertler bilen kes-
gitlenen kabir @, funksiyany degisli edeli. Bu /' — ¢, degisliligin amallary 6nki-
ligine iiytgetmén saklayandygyny, yagny ‘

fVH [f—=o.g—0>ftg—0 o Ng—00]
gatnagyklaryn yerine yetydndigini barlamak kyn dal.
Hakykatdan hem, eger s(x , x,,..., x ) = f(x, X,,..., x ) + g(x, X,,..., X, ) bolsa,
onda
vV o [se,a,....a)=fa,aq,...a)+g,a,...,a,)]

QI,QZ,...,CZ“ER

boljakdygy diigniikli. Onda (17) gatnasyga gord, ¢ = ¢, + ¢ ya-daf+g— ¢ + ¢,
bolar. Kopagzalaryn kdpeltmek hasyly bolan yagdaya hem edil sunun yaly seredil-
yar. Seylelik bilen, f— @, sekillenménin gomomorf sekillenmedigi gorkezildi.

Bu sekillenménin izomorf sekillenmedigini gorkezmek ii¢in, onun 6zara bir-
belgili sekillenmedigini anyklamak galyar. /' — ¢, sekillenménin birbelgili kesgit-
lenyandigi (17) gatnasykdan goniiden-goni alynyar. Sonun ii¢in hem,
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0, =0, = [f,x,....x) = g(x,%,....x,)] (19)

bolyandygyny gorkezmek yeterlik. (19) implikasiyanyn ¢ep tarapyndaky deilige
funksional denlik manyda diisiinmeli, yagny
\vd [gof(al,az,. )= 9, (a,a,,...,a )]gatnasyk gorniisinde goz ofiline ge-
a1,@,...,an€R
tirmeli, onufl sag tarapyndaky defilige bolsa R[x,:x,] halkanyfi elementlerinii defi-
ligi hokmiinde diistinmeli.

lo,=0]=1¢,—0,=01=[p, ,=0][f=g]=[/-g=0]

bolany {igin, (19) implikasiya ¢ =0 = ¢ =0, yagny

) az‘v’a . [g9(a,.ay,....a )=0=q(x,x,...,x)=0] (20)
implikasiya dengiiyclidir, bu yerde f — g =g.

(20) gatnasyk bilen kesgitlenen implikasiyany induksiya usuly bilen subut
ederis. n = 1 bolanda bu implikasiyanyii dogrudygy 6.4-nji boéliimgede subut edildi.
Bu implikasiyany (n — 1) sany lytgeyénli kdpagza ii¢in, dogry diyip gliman edelin
we ondan peydalanyp, onuil n sany iiytgeydnli kdpagza iicin hem dogrulygyny
gorkezelin. Sonun Ugin g(x,,x,,...,x ) kopagzany onuil haysy hem bolsa bir mese-
lem, x lytgeyédne gord tertiplesdirelin. Onda, ony asakdaky yaly yazmak mimkin:

q(x]J 2% ‘x) A (‘x]’ 290 n,]) x:; +Ai,1 (x]’ 2%° 7 )‘x ]
TA (XX, )Xt A (xl,xz,...,xnfl), (21)

bu yerde 4, (xl, . ) koeffisiyentler (n — 1) sany iytgeyanli kopagzalar bolup,
0zi hem bu kopagzalaryn koeffisiyentleri g(x,, x,,. ) képagzanyfl agzalaryny x_
iytgeydnin derejelerine gora tertiplesdirmezden onkl q(x X ) kopagzalaryn
koeffisiyentlerinden duryar.

Eger x, x,,..., x,_, uytgeydnlere, degislilikde @ ,@,,...,a | bahalary daksak,
onda (21) anlatma R halkada berlen x lytgeyéine gord bir liytgeyanli kopagza hok-
miinde seretmek bolar. Sertlesisimiz boyunca ol tozdestwolayyn nola den, onda
§6-nyn 8-nji teoremasyna gord, onun dhli koeffisiyentleri nola dendir, yagny

A(@py..x, )=0 (i=0,1,2,....]).

@,a,,...,.a, | clementlerii R halkanyfi erkin elementlerdigini we (20) implika-
siyanyn (n — 1) sany iiytgeyanli képagzalar ticin dogry diyip gliman etmdmizi hem
hasaba alsak, onda A, (x ) kopagzalaryn koeffisiyentleri nola defi diyip
netije ¢cykarsak bolar, Yone bu koefﬁ51yentler bir wagtyn 6zlinde R halkada ber-
len g(x,,x,,...,x ) kopagzanyn hem koeffisiyentleri bolyar. Netijede, g(x,, x,,..., X,)
képagzanyn ihli koeffisiyentleri nola dendir.

1° 2’
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Biz (20) implikasiyanyn (n — 1) sany iiytgeyénli kdpagza ti¢in dogrulygyndan,
onun »n sany Uytgeyénli kdpagza licin hem dogrulygyny gorkezdik. Netijede, ol is-
lendik » natural san ti¢in hem dogrudyr.

10.4. Kop iiytgeyénli kopagzalaryn
halkasynda boliinijilik

Biz yokarda kop iiytgeyanli kopagzalaryn bir iiytgeyénli kopagzalaryn hasiyet-
lerine menzes bolan hésiyetlerine seretdik. Indi, kop tiytgeyénli kopagzalaryn 6zleri-
ne mahsus bolan hisiyetlerine seretmeklige gecyéris. Kop iiytgeyinli kopagzalaryn
boliinijilik nazaryyetinin bir liytgeyédnli kopagzalaryn boliinijilik nazaryyetinden
yeterlik derejede tapawutlanyandygyny aytmak gerek.

Elbetde, boltinijiligin kesgitlemesi, boliinijilik gatnagygynyn umumy hésiyetle-
r1, getirilmeyin kopagza diisiinjesi we onuil hisiyetleri bir tiytgeyénli kopagzalaryn
halkasyndan, hi¢ hili iytgedilmin, kop tiytgeyénli kopagzalaryn halkasyna geciril-
yar, sebdbi olar islendik biitewiilik yaylasyna mahsus.

Sona gord-de, yokardaky agzalan kesgitlemeleri we diisiinjeleri kop tiytgeyénli
kopagzalar halkasyna tutuslygyna gegiryéris. Sonun {i¢in bir iiytgeyanli kdpagza-
daky yaly, esasy R biitewiilik yaylasyny meydan diyip hasap edyiris (ony P bilen
belgildris). Bu bolsa 4-nji teoremanyn netijesini asakdaky tassyklama bilen do-
lup bolyandygyny atiladyar. P[x:x,] halkada birligin boliijileri noldan tapawutly
hemigeliklerdir, yagny dine P meydanyn elementleridir.

Yazgylary yonekeylesdirmek maksady bilen asakdaky kesgitlemelerde P [x:x,]
halkany P bilen belgildris.

1-nji kesgitleme. Eger f,g € P , g # 0 kopagzalar iigin, = gs denlik yerine
yeter yaly s € P, kdpagza bar bolsa, onda f kdpagza g kopagza boliinyar diyilydr
we i g gorniisde yazylyar. g kopagza bolsa f kopagzanyn béliijisi diyilydr.

Kdopagzalaryf P halkasynda boliinijilik gatnasygy asakdaky hésiyetlere eyedir:

LV [fighgih=>fih];

fahep,
2. f,gye,,” fihngih=>(f+tg  hANf-g):hl;

3. ﬁ;z’pn [fih= g\z; [feihll:;

b T YN e My TR oV s gt ot 8,) A
> hA v ek

6. v V [fig=>ficgl

fihep cePl{0}
n
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2-nji kesgitleme. Eger degp > 1 we Y [p = uv = degu =0V degv = 0] bol-

w,0ePy
sa, onda p € P, kopagza P meydanda getirilmeyir diyilydr. Eger degq > 1 we
3, [q =uv Adegu>1 Adegv > 1] bolsa, onda q € P, kopagza P meydanda getiril-

Getirilmeyan kopagzalaryn yonekey hasiyetlerine seredeliii:

1. Eger p kopagza P meydanda getirilmeydn bolsa, onda onun bilen assosirle-
nen islendik cp kopagza hem P meydanda getirilmeyar.

2. Eger p we q kopagzalar P meydanda getirilmeydn képagzalar we p i q bolsa,
onda p we q kdépagzalar ozara assosirlenendirler.

3. Islendik birinji derejeli p ¢ P _kopagza P meydanda getirilmeydr.

Sunuil bilen, R[x] we R[x, : x ] (n > 2) halkalarda kesgitlenen mefizesliklere
seredip gutardyk. R[x, : x ] halkanyfi hésiyetleriniﬁ, Oziine mahsuslygy, halka 2 <n
bolanda R[x, : x | bas ideallar halkasy, seyle-de Yewklid halkasy bolmayar. Sona
goré-de, 5.2-5.3 ya-da 7.5.-7.7-nji boliimgelerdiki alnan netijeleri goniiden-goéni bu
halka ge¢irmek miimkin dal.

R[x, : x ] halkanyn hli ideallarynyn bas ideallar déldigine goz yetirmek tigin,
mysala seredelin. Goy, n = 2 bolsun, R[x,y] bolsa R hakyky sanlar meydanynda
berlen, dhli f(x,y) kdpagzalaryii emele getiryédn halkasy diyelin. Azat agzalary nola
deni bolan f(x,y) € R[x,y] kopagzalaryn toplumyny / bilen belgilélii. / kopliigin ideal
emele getiryéndigi diigniikli, sebdbi, islendik f(x,y) € R[x,y], g(x,y) € I kdpagzalar
cin, f(x,v) g(x,y) € I gatnagyk yerine yetyir. / ideal bas ideal dédldir. Hakykatdan
hem, islendik birlik elementli halkada bolsy yaly, R[x,y] halkanynt hem her bir bas
idealy kébir s(x,y) € R[x,y] element bilen doredilyér, yagny

I= Y sCop) feep)

gorniise eye. Bu yerde s(x,y) saylanyp alnan, f(x,y) bolsa, R[x,y] halkanyi erkin alnan
elementleri. Emma, 7/ ideal R[x,y] halkanyn takyk alnan s(x,y) kdpagzasynyn kdme-
gi bilen doredilmeyair, sebibi, eger degs = 0 bolsa, onda / = R[x,y] bolar, yagny /
bas ideal dél, eger degs > 1 bolsa, onda / idealyn &hli elementleri, hemiseliklerden
tapawutly bolup, s(x,y) kdpagza kratny bolmaly, bu sert yerine yetmeyar (mese-
lem, u = x +y, v = x — y kOpagzalar ideala degisli, yone (1,0) = 1. Alnan gargylyk
I idealyn bas ideal bolmayandygyny gorkezyar.

Bu pikir yoretméni hi¢ bir iiytgewsiz n > 2 bolan yagdayyndaky islendik
P[x,:x,] halka ligin hem aytmak bolar.

Seylelik bilen, kop tliytgeyanli kdpagzalaryn halkasy bas ideallar halkasyny
emele getirmeyir. Sona gori-de, ol Yewklid halkasy hem bolup bilmez, sebibi her
bir Yewklid halkasy bas ideallar halkasydyr (35.3-nji béliimed seret). Bu bolsa, §7-de
seredilen P[x] halkada yerine yetyan Yewklidiii algoritmini we ondan gelip ¢ykyan
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netijelerini kop lytgeyanli kopagzalaryn halkasy tli¢in yayradyp bolmayandygyny
anladyar.

P[x] halkanyn esasy netijelerinifl biri bolan islendik kopagzany yeke-tik usul
bilen getirilmeydn kdpagzalaryn kopeltmek hasylyna dagatmaklygyi miimkinligi
n > 2 bolan P[x, : x ] halkada hem 6z giiyjiini saklayar.

Erkin alnan f(x,,x,,...,x ) € P[x, : x ] kopagzany bu halkada getirilmeyén kop-
agzalaryn kopeltmek hasylyna dagatmagyn miimkinligi yonekey subut edilyar.
Yone, bu dagatmanyn yeke-tikliginiii subudyna Veterlik giiy¢ sarp etmeli bolyar.
Sonui iigin hem olara ayratynlykda serederis.

6-njy teorema. P meydanda berlen derejesi noldan tapawutly islendik
S(x,x,,....x ) kopagzany bu meydanda getirilmeydn kopagzalaryn kopeltmek hasy-
lyna dagatmak miimkin.

Subudy. f(x,,x,,...,x ) kdpagzanyn derejesine matematiki induksiya usulyny
ulanarys. Eger degf'= 1 bolsa ,onda f(x ,x,,...,x ) kopagza P[x, : x | halkada getiril-
meyan kdpagza bolyar, sona gora-de, ony bir sany kopeldijili «kdpeltmek hasyly» gor-
niisinde goz oniine getirmek bolar. Teoremanyn tassyklamasyny derejesi 1 < degf <m
serti kanagatlandyryan f(x ,x,,..., x ) € P[x, : x | kopagza lg¢in dogry diyip giiman
edelin we bu giiman etmdmizden peydalanyp, teoremanyn tassyklamasynyn m-nji
derejeli kdpagza tlicin hem dogrulygyny gorkezelin.

Goy, f(x,.x,,...,x,) kopagza P meydanyh erkin alnan m-nji derejeli kopagzasy
bolsun. Eger ol P meydanda getirilmeydn bolsa, onda onun ii¢in teorema dogry
(edil degf'= 1 bolandaky yaly). Eger f(x ,x,,..., x ) kdpagza P meydanda getirilyén
bolsa, onda

S X, x ) = g(x, XX ). S(X,X,,....X ), degg < degf=m, degs < degf=m

sertleri kanagatlandyryan g(x,,x,,...,x ), s(x,,X,,...,x ) € P[x, : x ] kopagzalar bardyr.
Induksiyanyi giiman etmesine gord, g(x x,,...,x ), s(x x,,...,x, ) kdpagzalaryn her
birini P meydanda getirilmeyan kdpagzalaryii kopeltmek hasylyna dagadyp bolyar.
Netijede, olaryn kopeltmek hasyly bolan f(x ,x,,...,x ) kopagzany hem P meydanda
getirilmeyin kdpagzalarynl kopeltmek hasylyna dagatmak bolyar. »

Indi P[x, : x ] halkada kopagzalaryni getirilmeyén kopagzalara dagatmasynyn
yeke-takligi baradaky soraga gegeliil. Onui tigin ilki bilen, dagatmanyn yeke-tékli-
gine birligin bolijisi bolyan kopeldijé ¢cenli we kdpeldijilerin yerlesis tertibine ¢enli
takyklykda diistiinmekligi sertleselin. Indiki beyan etmelerimizde getirilmeyin kdpag-
zalar diyen adalganyf ornuna yonekey element adalgany hem ulanarys. P[x, : x ]
halkany induktiw kesgitldnimiz ti¢in (70.I-nji boliim¢d seret), indiki tassyklamanyn
dogrulygyny bir tiytgeyanli kopagzalar halkasy ti¢in subut etmek bilen ¢ékleneris.
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7-nji teorema. Eger S noldan we birligin boliijilerinden basga islendik ele-
mentini yonekey kopeldijilere birbelgili dagadyp bolyan, birlik elementli biitewiilik
yaylasyny emele getirydn bolsa, onda S biitewiilik yaylasynda berlen bir tiytgeydnli
kopagzalaryn S[x] halkasy hem su hdsiyete eyedir.

Kopagzalaryn yeke-tdk bir usul bilen getirilmeyin kopagzalaryn kdpeltmek
hasylyna dagatmasy baradaky tassyklama 7-nji teoremadan gelip ¢ykyar.

Netije. Derejesi noldan tapawutly bolan islendik f(x x,,...,x ) € P[x, : x ] kdp-
agza yeke-tdk usul bilen getirilmeyédn kopagzalaryn kopeltmek hasylyna dagayar
(hemiselik kopeldija we kopeldijilerin yerlesis tertibine ¢enli takyklykda).

subut etmek ii¢in bolsa, n-e gord induksiyany ulanarys. n = 1 bolanda bu tassyklama
dogry (7.7-nji boliimgd seret). Eger ol n = k> 1 li¢in dogry, yagny birlik elementli
P[x, : x,] biitewlilik yaylasynda dogry bolsa, onda 7-nji teorema gord, ol P[x, : x,] bii-
tewiilik yaylasynda berlenx, Uytgeyénli kopagzalaryn Px :x ][x, , |=P[x :x ]

lendik » natural san bolanda dogry bolyar. »

Seylelik bilen, kopagzalaryn yeke-tak bir usul bilen getirilmeyédn kdpagzalaryn
kopeltmek hasylyna dagatmak meselesi 7-nji teoremany subut etmeklige getirildi.
Ony subut etmek iigin bolsa, ilki bilen birndge gosmaca tassyklamalary subut ederis.

Bu boliimgede S bilen, noldan we birligin boliijilerinden basga, islendik ele-
mentini yonekey kopeldijilere birbelgili dagadyp bolyan, birlik elementli biitewiilik
vaylasyny belgileyiris. Onda 6nden belli maglumatlara goré, asakdaky tassyklama
dogry bolyar.

1-nji lemma. Noldan tapawutly a,,a,, ...,a € S elementlerii islendik tiikenik-
li sistemasynyn, birligin béliijisine ¢enli takyklykda, in uly umumy boliijisi ye-
ke-tdkdir.

3-nji kesgitleme. Eger noldan tapawutly f(x) € S[x] kopagzanyn koeffisiyent-
lerinin in uly umumy boliijisi bire den bolsa, onda ona S-e gord primitiw diyilydr.

2-nji lemma. S[x] halkadan alnan islendik iki primitiw kopagzanyn kopelt-
mek hasyly yene-de primitiw képagzadyr.

Subudy. Goy, f(x), g(x) € S[x] kopagzalar primitiw kdpagzalar bolsun:

f)=ax"+a_x"'+--+ax+a,
gw)=bx"+b _x""'+--+bx+b,

Tersinden gliman edelin, yagny g(x) = f(x)g(x) kopagza S-e gord primitiw bol-
masyn. Bu bolsa g(x) kdpagzanyn koeffisiyentleriniit [UUB-sinin birligin boliijisi
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bolmayan we sona gord-de, yonekey kopeldijilere dagayan d elemente dendigini
anladyar. Goy, p seyle kopeldijilerint biri bolsun. f(x) primitiw kopagzanyn koef-
fisiyentleriniil hi¢ biri hem p elemente boliinmeyér. Goy, p elemente boliinmeyéan
koeffisiyentlerinin arasynda in kigi indekslisi @, bolsun. Edil seyle edip, p elemente
boliinmeyin bj koeffisiyentleriii arasynda ifi kigi indekslisini b, diyip kesgitlalin.
q(x) kdpagzanyn x* ' iytgeyine degisli C, ,  koeffisiyentine seredelii:
Yab,.
i+j=k+1

Bu jemde difie bir sany a, b, gosulyjy p elemente bolinmeyar we galan gosu-
lyjylar p elemente boliinyar, sebédbi olarda ya-ha i indeks & sandan kigi ya-da j in-
deks /-den kigidir (hemise bolgy yaly, i > n bolanda a, = 0, j > m bolanda bolsa b 0).
Yone, bu yagdayda C, . koeffisiyent p sana bolunmez bu bolsa bizin giiman etma-
mize garsy gelyér.

Goy, T kopliik S biitewiilik yaylasynda berlen paylar meydany bolsun. 7 mey-
danda berlen 7Tx] kdpagzalaryn halkasyna, yagny her bir ¢(x) kdpagzasyny

R BT, VL. _
qo(x)—bx+b X"+ +bx+b,ai,bi€S(l 1,2,....,n) (22)

n n—1 1 0

gorniisde anladyp bolyan kopagzalaryn halkasyna seredelin.

T'[x] halkada (§7-nin 8-nji teoremasyna gord) derejesi noldan uly her bir kop-
agzany getirilmeydn kopagzalaryn kopeltmek hasylyna birbelgili dagadyp bolyar.
T'[x] halkadan S[x] halka ge¢mek iicin, her bir ¢(x) € T'[x] kdpagza asakdaky diiz-
giin bilen kabir f(o (x) € S[x] primitiw kdpagzany degisli edeli.

Goy, ¢(x) noldan tapawutly kopagza T [x] halkanyn (22) gornilisde anladyp
bolyan kopagzasy bolsun. ¢(x) kopagzany b=>b - b -b,-...-b - b € S elemente
kopeldip, S[x] halka degisli bolyan ¢(x) kopagzanyn koefﬁ51yentler1n in uly umu-
my bolijisini a bilen belgilédlin. Onda

=22 (pa(x) 23)

képagza S[x] halkada primitiw kdpagza bolyar. Ona ¢(x) € T'[x] kopagza degisli

......

3-nji lemma. ¢(x) — /(%) degislilik birligin bolijisine ¢enli takyklykda oza-
ra birbelgili kesgitlenendir. Basgaca aydylanda, her bir noldan tapawutly p(x) € T'[x]
kopagza degisli edilen fw (x) € S[x] kopagza S halkanyn birliginin béliijisine ¢enli
takyklykda kesgitlenendir, sol bir Jf,, (x)= fy (x) € S[x] primitiw kdpagza degisli edil-
ydn ¢(x), w(x) € T[x] iki kopagza, T x| halkanyn birliginin boliijisine ¢enli takyk-
lykda gabat gelyir.

10. sargyt Ne 749
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Subudy. @) (23) formuladan gorniisi yaly, f (x) képagzanyn birbelgili kes-
gitlenmeyénligi bp(x) kdpagzanyn koeffisiyentlerinini it uly umumy boliijisi bo-
lan a-nyn birbelgili kesgitlenmeyanligi bilen baglydyr. Sebébi, S halkanyn ele-
mentlerinin it uly umumy boliijisi S halkanyn birliginin bolijjisine ¢enli takyklykda
kesgitlenyér, onda bu f, (x) kopagzanyn koeffisiyentleri tigin hem dogrudyr.

b) goy, ¢(x), w(x)-kopagzalar T'[x] halkanyn noldan tapawutly kdpagzalary,
f (x) = %go(x), ]; (x) = %w(x) kopagzalar bolsa, olara degisli edilen S[x] halka-

nyn primitiw kdpagzalary bolsun. Eger f(ﬂ (x)= fv (x) bolsa, onda

Lo =49 = e(x) = 4 pe

ad
bc
sona gord-de a,b,c,d elementler S halkanyii noldan tapawutly elementleri bolyar. »

bolar. element 77x] halkanyn birliginiii boliijisi bolany ii¢in, noldan tapawutly,

4-nji lemma. w(x) € T'[x] kopagzanyn T|x] halkada getirilyin bolmagy iigin
[ (x) € S[x] kopagzanyn S halkada getirilydn bolmagy zerur we yeterlik, ozi hem
w(x) getirilydn bolanda, o(x) = p(x) - y(x) & f (x) = ]; (x) fv (x) (degisli birliklerin
boliijilerine ¢enli takyklykda) gatnasyk yerine yetydr.

Subudy. Goy, w(x) € T[x] we w(x) = ¢(x). w(x) bolsun. (23) diizgiin boyunca
f(x)= %qo(x), f¢ (x) = %¢(X) denlikler dogry. Bu yerden w(x) = ¢(x) * w(x) =

@

_a C _ ac ) _ ac e - ...
=% ]; (x) J fw (x) = bd ]fp (x) f,/ (x), yagny m(x) = bd fw (%) fw(x) deiiligi alarys. Ikinji
tarapdan, (23) diizgiin boyunga

_q _ gac
1,00 = b w(x) obd f, @) f, ). (24)
2-nji lemma goré, S[x] halkada f () - f (x) kopagza primitiw kopagzadyr. f (x) kop-
agza hem S[x] halkada primitiw. Onda (24) detilikden 4<. b d
elementi bolyandygy gelip ¢ykyar, 6zi hem ol bu halkanyn birliginin boliijisi bol-

= ¢ elementin S halkanyn

yar. Hakykatdan hem, ¢ gysgalmayan drob bolup bilmez, sebébi j = %, (Im)y=1,
m # 1 bolan yagdayynda /,(x) 1 (x) képagzanyn ahli koeffisiyentleri m elemente
boliinerdi, bu bolsa, 1,(x) f,(x) kopagzanyi primitiwligine garsy gelyir, netijede, £ € S.
Primitiw kopagzanyn dhli koeffisiyentleri &-ge boliinydn bolsa, onda &- birligin
bolijisi bolyar. Seylelik bilen, f (x) kdpagza ]; (x) fw (x) kdpagza bilen gabat gelyir
(S halkanyn birliginin bolijisine ¢enli takyklykda).

Goy, tersine f (x) f (%) f (x) bolsun, onda 4 (x) == p(x)yp(x) ya-da w(x) =
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_ pbd

= yac

cenli takyklykda yerine yetyar.
Sunlukda,

o(xX)y(x), yagny w(x) = p(x)y(x) denlik 7[x] halkanyn birliginiii boliijisine

w(x) = p(x) - y(x) < f,(x) =1,(0) /,(x) (25)
gatnagygyn dogrulygy gorkezildi. Indi, w(x) kopagzanyn T halkada getirilyin bol-
magy Ugin, f (x) kopagzanyn § halkada getirilyén bolmagynyn zerur we yeterlikdigi
diisniikli boldy, sebibi (23) diizgiine gora degfq) = degp, degfw = degy deiilik yerine
yetydr we sona gord-de, Tx]| halkada w(x) kdpagzanyn derejesi noldan tapawutly
kopeldijilere dagatmak mimkingiligi, f (x) kopagzanyn S[x] halkada derejesi nol-
dan tapawutly kopeldijilere dagamak miimkingiligine denigiiy¢li bolyar.

Eger degw > 1 degf, > 1 gatnasygy hasaba alsak, onda (25) gatnasykdan,
o(x) kopagzanyn T [x] halkada getirilmeyén kopagza bolmagy ticin, f (x) kopag-
zanyn S[x] halkada getirilmeyéan bolmagy zerur we yeterlikdir. »

Y okardaky aydylanlardan peydalanyp, 7-nji teoremany subut edip bolyar.

Subudy. 1. Ilki bilen, noldan tapawutly we birligii boliijisi bolmayan islendik
f(x) primitiw kdpagzanyn S[x] halkada getirilmeyén (yonekey) kopeldijilere birbel-
gili dagayandygyny gorkezelin. Eger deg f= 0 bolsa, onda f(x) = a € S. Teoremanyn
sertine gord, a € S islendik hemiselik (a # 0 we birligin bolijisi dél) yonekey ko-
peldijilere birbelgili dagayar. Onda bu yagdayda teorema dogry. Eger deg /> 1 bol-
sa, onda T'[x] halkadan f(x) = f (x) serti kanagatlandyryan ¢(x) kopagzany alalyn.
Seyle kopagza 3-nji lemma gord bar we yeke-takdir (birligin boliijisine ¢enli we
kopeldijilerin yerlesis tertibine ¢enli takyklykda). 4-nji lemma goré bolsa, bu dagat-
ma f(x) kopagzanyn S[x] halkadaky yeke-tik usul bilen dagatmasyna gabat gelyr.
Sonun bilen, primitiw kopagza bolan yagdayynda, teoremanyn tassyklamasy subut
edildi.

2. Eger f(x) # 0 bolan f(x) € S[x] kdpagza primitiw bolmasa, onda ony f(x) = dg(x)
gornilisinde anlatmak bolar, bu yerde d element f(x) kopagzanyn koeffisiyentlerinin
i1 uly umumy bdéliijisi, g(x) kopagza bolsa S-e gord primitiw. d € S elementiil yo-
nekey kopeldijilere dagatmasynyn birbelgili kesgitlenyénligi teoremanyn sertinden
gelip ¢cykyar. g(x) kdpagzanyin getirilmeyén kopeldijilere dagatmasynyn birbelgili-
ligi bolsa, teoremanyn subudynyn 1 boliiminde gorkezildi. »

n > 2 bolanda, P[x:x,] halkada kesgitlenen boliinijilik gatnasygy bir iiyt-
geyanli kopagzalar halkasynda kesgitlenen bdliinijilik gatnasygyndan diiypgoter ta-
pawutlanyar. Meselem, 8.3-nji boliimg¢eden belli bolsy yaly, islendik P meydan iigin
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we bu meydanda getirilmeyén, derejesi ikiden uly bolan islendik f(x) kdpagzanyn
(P meydanyn kabir gineltmesi bolyan) dagatma meydany bardyr. Kop iiytgeyanli
kopagzalar halkasynda bolsa beyle zat bolup bilmeyir. Meselem, f(x,y) = x™ + y
kopagza islendik meydanda getirilmeyar.
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§11. Simmetrik kopagzalar

11.1. Simmetrik kopagzalaryn kesgitlenisi we
yonekey hisiyetleri

Kop tytgeyinli kdpagzalaryin wajyp gorniisininl biri-de simmetrik kdpagzalar
diyip atlandyrylyan kop tliytgeyénli kopagzalaryn toplumydyr.

Kesgitleme. Eger XX s X, tiytgeydnlerin (bu yerde ij( j=12,....k <nin-
deksler {1,2,...,n} kopliikden alnan jiibiit-jiibiitden diirli elementlerdir) islendik orun-
calysmasyndaf(x x,,....x ) kdpagzaderi bolan kopagza alynsa, ondaf(x x,,....x ) kop-
agza X,,X, ,...,x, liytgeydnlere gord simmetrik kopagza diyilydr. Eger f(x x,,...,X))
kopagza x x,,...x tiytgeydnlerin dhlisine gord simmetrik bolsa, onda oiia simmet-
rik kdpagza diyilydr.

Islendik hemiselige, yagny P meydanyn elementine P[x,:x,] halkada simmet-
rik kopagza hokmiinde seretmek bolyar.

1-nji mysal. Simmetrik we simmetrik dil kdpagzalara mysallar getiri.

Coziilisi. f(x.x,) = x] +x], f(x.%,) = x,6] + 3x,x, — 2%, — 26, + x/x, + 5
kdpagzalar simmetrik kdpagzalardyr, sebdbi f (x,.x,) = + X = X + x] = f (x,.X,);
fz(xz,xl) = x,x, + 3x,x, — 2x, — 2x, + x.X, + 5 = x,x; + 3x,x, — 2x, — 2x, +

+x/x,+ 5 :];(xl,xz).

J(xx,x) = 2x; + x,x, + x,x, kopagza x, we x, liytgeyénlere gord simmetrik,
yone x,, x, lytgeyénlere gord simmetrik dil. Sonuf tigin hem, bu kdpagza simmet-
rik kopagza daldir.

Biz Wiyetin teoremasyny éwrenmek bilen simmetrik kdpagzalaryn wajyp my-
sallaryna gabat gelipdik (74.3-nji boliim¢d seret). Eger f(x) =x"+a,_ x""' + - +
+a,x + a, kdpagzanyn koklerini x,x,,...,x, bilen belgilesek, onda Wiyetifi teore-
masyny asakdaky yaly yazmak bolar:

X X, tx,=—a,

XX, + XX+ 0+ X, X, =a

n-27

xx,..x,=(=1)"a,.
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Bu formulalaryfi ¢ep tarapyny, degislilikde, 6 ,0,,...,0 bilen belgildp asakdaky
denlikleri alarys:

0, =X +x,+ - +x,,

0, =X%,+ XX+ +X_X

n—1""n?

(D)

Eger x,,x,,...,x, koklere tiytgeydnler hokmiinde seretsek, onda 6 ,9,,...,0, bu
iytgeydnlere gord simmetrik kdpagza bolyar. (1) kopagzalara yonekey simmetrik
kopagzalar diyilyar.

Indi bolsa, simmetrik kopagzalaryn kdbir hasiyetlerine seredelii:

1. P meydanda berlen n iiytgeydnli simmetrik kopagzalaryn jemi, tapawudy we
kopeltmek hasyly yene-de bu meydanda kesgitlenen simmetrik képagzadyr.

2. P meydanda berlen n iiytgeydnli dhli simmetrik kopagzalaryn kopliigi P[x,:x, |
biitewiilik yaylasynyn bolek halkasy bolyar.

Bu hisiyet goniiden-goni birinji hisiyetden gelip ¢ykyar. Simmetrik kdpag-
zalaryn emele getiryén bolek halkasynyn hem birlik elementli biitewiilik yaylasyny
emele getiryandigi diisniikli.

3. Eger f(x,,x,,...,x,) simmetrik kopagza

Mx!x2...x!.. xj/ X @)

agzany oziinde saklayan bolsa, onda ol 1,1, ...,l dereje gorkezijilerin ¢calsyrmala-
rynyn komegi bilen emele getirilen dhli (2) gorniisli agzalary hem éziinde saklayar.

Subudy. Belli bolsy yaly (1.2-nji boliimgd seret), derejelerin emele getiryén is-
lendik ¢alsyrmasyny /,L,...,I calsyrmanyn iistiinde tiikenikli gezek transpozisiya
amalyny gecirip almak bolar. Onda (2) agzanyn derejelerinin islendik ikisinin iis-
tiinde transpozisiya amalyny gecirip, alnan agzanyf f(x,,x,,...,x,) simmetrik kop-
agzanyn agzasy bolyandygyny gorkezmek yeterlik. (2) agzanyn, meselem [ we lj
derejelerinin yerini ¢alsyp,

Mo x...x0.. xj X 3)

agzany alarys. Simmetrik kdpagzanyn kegitlemesine gora,

f(xl,xz,...xi,...,xj,...,xn) = f(xl,xz,...,xj...,xl.,...,xn) denlik dogry. Yéne, bu
kopagzalaryn ikinjisi (3) agzany Oziinde saklayar, sebébi ony f(x,x,,...,x,) kop-
agzanyn (2) agzasyndan x, we X, ndbellileriit ornuny calsyp almak bolyar. Sonun
ticin hem, kdpagzalaryn kanonik gorniisde yazylysynyn yeke-tékligini hasaba al-
sak, onda berlen simmetrik kopagza (3) agzany hem 6ziinde saklayar. »
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4. Eger
i aely b aeliv Iy
AxTX2 . XXX 4)
1 2 i+l n

agza berlen simmetrik kopagzanyn in yokary agzasy bolsa, onda l, > 1, > -+ > 1
densizlik yerine yetyr.

Subudy. Tersinden giiman edelin, yagny kabir 7 ligin /. </, defisizlik yerine
yetyér diyeliil. 3-nji hdsiyet esasynda, berlen simmetrik kopagza (4) agza bilen bi-
lelikde

Axlix L xlbext L xh (5)
12 i i+1

agzany hem 0ziinde saklayar.

Yone, L, > I defisizlik (5) agzanyii (4) agzadan yokary agza bolyandygyny
gorkezyar, yagny (4) agza berlen simmetrik kdpagzanyn in yokary agzasy bolma-
yar. Bu bolsa tassyklamanyi sertine garsy gelyér, alnan garsylyk bolsa biziii giiman
etmédmizin nddogrudygyny anladyar. »

11.2. Simmetrik kopagzalar baradaky esasy teorema

Indiki subut etjek teoremamyz hem algebranyn esasy teoremalaryn biri hasap-
lanyar.

1-nji teorema. P meydanda berlen n iiyigeyinli islendik f(x,x,,...,x,) sim-
metrik kopagzany x,,x,,...,x, tiyigeyanli 6 ,0,,...,0, yonekey simmetrik kopagzala-
ryn tisti bilen anladyp bolyar.

Subudy. Teoremany1n subudyna baglamazdan 6ntirti kébir bellikleri edelini:

1) berlen n liytgeyanli simmetrik kopagzada derejesi kesgitli bir / sana den
bolan diirli agzalaryn sany tiikkeniklidir. Ol san, / sany n elementli tertiplesen otrisa-
tel dél gosulyjylaryn jemi gorniisinde yazyp boljak usullaryii sanyndan uly daldir.
Meselem, /=5,n=2bolanda, 5=0+5;5=1+4;5=2+3;5=3+2;5=4+1;
5 =5 + 0 mimkingilikleri alarys;

2) teoremany birjynsly simmetrik kdpagzalar iicin subut etmek yeterlik, se-
bébi islendik simmetrik kopagzany birjynsly simmetrik kdpagzalaryn jemi gor-
nilisinde yazyp bolyar. Hakykatdan hem, 61 belleysimiz yaly, erkin alnan képagza
diirli derejeli birjynsly kopagzalaryn jeminden duryar. Eger berlen kdpagza sim-
metrik kopagza bolsa, onda ony diizydn birjynsly kopagzalar hem simmetrikdir.
Sebiébi x ,x,,..., x Uytgeydnlerin islendik orungalysmasynda birjynsly simmetrik
kdpagzanyn hig bir agzasynyn derejesi liytgemeyar. Bu bolsa, simmetrik kdpagza-
da tiytgeyénlerin islendik orungalysmasynda onun birjynsly boleklerinin iiytgewsiz
galyandygyny anladyar;
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3) islendik simmetrik kopagzanyii ifi yokary x'x?:...x" agzasyny 0,,0,,...,0,
yonekey simmetrik kopagzalarynl in yokary agzalarynyn kébir kopeltmek hasyly
gorniisinde ailladyp bolyar. Ony almak {i¢in,

B0 7b ..o 0 (6)

kopeltmek hasylyna seredelin. Simmetrik kopagzalaryn 4-nji hésiyetine goréd ahli
[, —1L,l,—1,..., dereje gorkezijiler otrisatel dil, sona goré-de, (6) kopeltmek ha-
syly x,x,,...,x, liytgeydnlere gord kopagza bolyar. 10.2-nji boliimg¢ede seredilen
lemma goré, bu kopagzanyii ifi yokary agzasy 02,027, ...,0" ", 0" kdpagzalaryii
i yokarky agzalarynyn kopeltmek hasylyna deni. Ciinki 6 ,0,,...,0, kopagzalaryn,
degislilikde, il yokary agzalary x;;x x,,...; X, x,...x, ;X X,...x _ x_ bolup, (6) ko-
peltmek hasylyn in yokary agzasy

2%°° n—12

h=h
1

Y € C PO G SO S ] 6 o S A )

172 n—1""n

bolyar, yagny x'x>...x" agza bilen gabat gelyir.
Agzalan belliklerden sof teoremany subut etmek kyn bolmaz.
2-nji bellikden soni seredilyén f{(x,,x,,...,x,) kdpagzany birjynsly diyip hasap
etmek bolar, onuni derejesi m-e den diyelini. Goy, f(x,,x,,...,x,) kdpagzanyi ifi yo-
kary agzasy
Axx2...x" @)

gdrniisde bolsun.

L=l Sl Lo—1, S,
g(x,x,,...,x,)=0/""0,"...0"1""0,

simmetrik kdpagzany guralyn. 3-nji bellige goré, bu kopagzanyn in yokary agzasy
(7) anlatma defi. Ondan basga-da, g(x,,x,,...,x,) birjynsly kdpagza, sebdbi onufi
0,,0,,...,0 dhli kdpeldijileri birjynsly kdpagza. g(x,,x,,....x ) we f(x ,x,,....x ) kop-
agzalar sol bir in yokary agza eye bolany ii¢in, olaryn derejeleri den.

S (XX, 00x,) = f(X,%,,..0X,) — (XX, ..., X,)

1

kopagza seredelin. ]f (,xl,xz, ...,X,) kopagzanynn hem m derejeli birjynsly kopagza
boljakdygy diisniikli. Yone, bu kopagza indi dhli miimkin bolan m derejeli agzalary
Oziinde saklamayar. Hakykatdan hem, ]f (x,,%,,...,x,) kopagza (7) gornisli agzany
oziinde saklamayar, sebébi olar f(x,x,,...,x,) — g(x,,x,,...,x,) tapawutda biri-biri
bilen gysgalyp gidyir. Seyle hem, bu tapawutda (7) gorniisde yazylan in yokary
agzanyn [,[,...,] derejeleriniii orun¢alsyrylmasynyn komegi bilen yasalyan ahli
agzalary hem biri-biri bilen gysgalyp gidyar. Sebébi, 11.1-nj1 boliimgedaki 3-nji hé-
siyete gord, bu agzalaryn dhlisi hem f(x,x,,...,x,) we g(x,,x,,...,x,) kopagzalaryn
diiziimine giryér.
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Indi, J (%%, 00X, kopagzanyn (7) gorniisli agzalardan bagga agzalary 6ziin-
de saklayandygy diisniikli boldy. Goy, f(x,,x,, ...,x,) képagzanyn ifi yokary agzasy

Bx™ x> X (8)
gorniisde bolsun.
g, (X%, .0 X,) = BOI OO TG

kopagzany gurup, ]Z(xl,xz, cX) =]T(xl,x2, X)) — gl(xl,xQ, ...,X,) denlik bilen,

(7) we (8) agzalaryn hig birini 6ziinde saklamayan, yone olardan pes agzalary
oziinde saklamagy miimkin bolanm derejeli f (x,,x,, ..., x,) birjynsly simmetrik kop-
agzany alarys. 1-nji bellige gord, m derejeli agzalaryn kopliigi tiikenikli bolany
ticin, bu yzygiderligi dowam edip, kibir 4dimden son m derejeli agzalaryn hig birini
hem saklamayan, nola deni bolan

f;“ (X,%,5...,X,) :]fc(xl,xz, ceX,) = gk(xl,xz, cX,)

tapawudy alarys. Onda alnan

fl‘:f_ga

L=1-8:
fk :]2_1 8

0=1-s,

tapawutlardan

f=g+g+ - +g  +g
denilik gelip ¢ykyar. g,g,,....g, |, g, kOpagzalaryn her biri bolsa, 6,,0,,...,0, yonekey
simmetrik kopagzalaryni kopeltmek hasylyndan emele gelyandigi ti¢in, f(x,,x,,...,x,)
kopagza d,,0,,...,0, liytgeyénlere gord kopagza bolyar, yagny

fxp%x,..%,) = 9(0,,0,,...,0,) 9

denlik yerine yetyar.

¢(0,,0,,...,0,) kopagzanyn koeffisiyentleri f(x,,x,,...,x,) kopagzanyn koef-
fisiyentlerinin iistiinde gogsmak, kopeltmek amallaryny yerine yetirip alynyandygy
ticin, olar hem P meydanyn elementleri bolyar. P

Teoremanyn subudyna goréd, ¢(9,,0,,...,0,) kopagzanyn koeffisiyentleri difie
bir P meydanyn elementleri bolman, eysem, olar f(x,,x,,...,x,) kopagzany dored-
yan P meydanynyn bolek halkasy bolyandygyny hem belldlifi. Bu yerden bolsa,
meselem, eger f(x,,x,,...,x,) kopagzanyn koeffisiyentleri bitin san bolsa, onda
©(0,,0,,...,0,) kopagzanyn koeffisiyentlerinii hem bitin san bolmalydygy gelip
cykyar.
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f(x,x,,...,x,) simmetrik kopagzanyn (9) gorniigde anladylysynyn yeke-tikligi
baradaky teorema hem dogrudyr.

2-nji teorema. Simmetrik képagzanyn yonekey simmetrik kopagzalaryn iisti
bilen anladylysy yeke-tdikdir.

Subudy. Teoremany tersinden giiman edip subut edelifi. Yagny S, x,.0x) €
€ P[xi:x,] simmetrik kdpagzany iki usulda yonekey simmetrik kdpagzalaryn {isti
bilen anladyp bolyar diyelin:

(%% 00%,) =@ (0,,0,,...,0,),
fx,%,...x,) = @2(51,52, .0,).
©(0,,0,,...,0,) = 2 (6,,0,,...,0,) — @2(5|,52, ...,0,) tapawudy iki hili goz 6tiiine

1 9 2 9
getirsek bolar:
1) bu tapawudy P meydanda berlen 6,,0,, ...,0, liytgeyénlere bagly ¢(d,.0,.....9,)
kopagza gorniisinde, yagny

Adud. . O, AeP (10)
i1 2 n i

gornlisdéki diirli agzalaryn jemi gorniisinde goz oniine getirmek bolar. Gliman et-
mamiz boyunga ¢, we ¢, kopagzalar diirli bolmaly. Sonun ti¢in hem ¢ kdpagza
noldan tapawutly, yagny 4, koeffisiyentlerifi arasynda noldan tapawutlysy bar;

2) bu tapawuda ¢(6,,0,,...,0,) kopagzanyn &hli 0,,0,,...,0, lytgeyanlerini
X,, X,,...,x, Uytgeyanler arkaly afiladyp, alnan P meydanda berlen g(x,,x,,...,x,)
kopagza hokmiinde seretmek, yagny ony

8(X5 Xy X,) = @(X, + 2, + o F XXX, F XX+ X X LX)

gorniisde goz oniine getirmek bolar. Bu kdpagzalar P[x:x,]| halkanyn nol elemen-
tine def, sebibi ¢, we ¢, kdpagzalaryi 6,(j = 1,2,...,n) iytgeyénlerini x x,,....x
arkaly afilladanymyzda olaryn ikisi hem f(x,x,,...,x,) kdpagza dwriilyérler.

Eger ¢(0,,0,,...,0,) tapawudy yokardaky yaly iki hili goz oniine getirménin
her birinde garsylyga gelsek, onda teoremany subut etdigimiz bolyar. Sonun {i¢in,
®(0,,0,,...,0,) kdpagzanyin A. noldan tapawutly koeffisiyentleriniii barlygyndan
g(x,,x,,...,x,) kopagzanyi hem noldan tapawutly koeffisiyentleriniii barlygynyn
gelip ¢ykyandygyny gorkezmek yeterlik.

Goy, AG"0"...0"" agza ¢(6,,0,,...,0,) kopagzanyii noldan tapawutly agza-
laryny biri bolsun. Bu agzada &hli 6,(j = 1,2, ...,n) Uytgeyéanleriii ornuna olaryi
X ,X,,...,X, Uytgeyénlerifi lsti bilen afilatmasyny goysak, onda kabir u(x,,x,,...,x,)
kopagzany alarys. Bu kdpagzanyn in yokary agzasy kopeldijilerini in yokary agza-
larynyn kopeltmek hasylyna
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Ax (XX, o (2,2, X, Yoot (XX, L) = AxMaz L x!, bu yerde
m =k +k+--+k_ +k,
m,=k +k+--+k +k, (11)

mn—l = kn—l + kn’
mn = k}l

deti bolar. (11) denliklerden gorniisi yaly, difie bir & ,k,,....,k dereje gorkezijiler
m,m.,...,m_dereje gorkezijileri birbelgili kesgitlemén, eysem, m ,m.,...,m dereje
gorkezijiler hem k .k ...,k dereje gorkezijileri birbelgili kesgitleyir, sebibi

kj =m, — mjﬂ(j =1,2,...n—1)wek =m,.

Indi ¢(6,,0,,...,0,) kdpagzanyn noldan tapawutly (10) gorniisli diirli agzalary-
nyn, noldan tapawutly diirli yokary agzaly x,,x,, ...,x, iiytgeyéinli kopagza dwriilyan-
digi diigniikli. Bu yokary agzalaryn arasynda inl yokarkysy g(x,,x,,...,x,) kopagzanyn
noldan tapawutly ifi yokary agzasy bolyar. Ol g(x,,x,,...,x,) kopagzanyn kanonik
ailatmasyna hem il yokary agza bolup giryér. Sona gord-de, g(x,,x,,...,x,) # 0
bolar.

Esasy teoremanyn subudy konstruktiw hésiyete eye, sonui tigin hem ony sim-
metrik kopagzalary yonekey simmetrik kdpagzalaryn isti bilen anlatmak meselesi-
ni ¢ozmekde ulanyp bolar.

Simmetrik kopagzalaryn yonekey simmetrik kopagzalaryn iisti bilen afllatma-
synyn yeke-tikligini g6z oniine tutsak (2-nji teorema), onda ol aillatmany tapmak
ticin, ndbelli koeffisiyentler usulyndan hem peydalanmak bolar.

Mysal. 0 meydanda

F(x%,,%,) = x7%, + X%, + 2%+ X,05 + 20,0, + x50, — 4(x] + x5+ x7)+ 5
simmetrik kopagzany yonekey simmetrik kopagzalaryn {isti bilen anladyn.
Coziilisi. Bu kopagzany diirli derejeli birjynsly simmetrik kopagzalaryn jemi
gorniisinde yazalyn:
f(xl’x2’x3) = ]T(xl’xz’x.s) - 4f2 (xl’xz’xa) +5,

w2 2 2 2 2 2
]f(xl,XZ,XS) =X X, + X X, + XX+ XX+ XX+ X

27%3

X
f(x,x,,x,) = x4 X5+ Xl
I1ki bilen, ]f (x,,x,,x,) simmetrik kdpagzany yonekey simmetrik kopagzalaryi
tisti bilen afiladalyn. Onut ift yokary agzasy x’x, bolar. 1-nji teoremanyi subudyna
layyklykda ]f (x,,x,,x,) kopagzadan
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g(x,x,x) =A0""0,°0,=A00

17172
kopagzany ayyrmaly, sebibi yokary agzanyi derejesini diizyén sanlar 2,1,0. Yone
bu ayyrmagy yerine yetirmekliginn zerurlygy yok, bu dereje gorkezijilerin komegi
bilen emele getirilydn ¢(0,,0,, ...,0,) kdpagzanyn agzalaryny nébelli koeffisiyent-
ler bilen yazyp olary tapmak yeterlik. Yokarda A, koeffisiyentin bahasynyn 1-e denl
bolyandygy diisniikli, sebébi ]j (x,,x,,x,) kopagzanyn ifi yokary agzasynyn koeffi-
siyenti 1-e den.

J(%,%,,%,) — g(X,,X,,X,) tapawutda 2,1,0 dereje gorkezijilerin islendik calgyr-
masy bilren emele getirilyin ]j (x,,x,,x,) kopagzanyn dhli bas agzalary yok bolup
gidyar. Yone, bas agzadan pes bolan 3-nji derejeli basga agzalarynyn emele gel-
megi miimkin. Diizgilin boyunga biziil yagdayymyzda dereje gorkezijilerin ulgamy
1,1,1 gorniisde bolar. Netijede, ikinji 4dimde, alnan tapawutdan

g1 (x1>x2’x3) = Azaiilalzilai = A253
simmetrik kdpagzany ayyrmaly bolar. Uciinji derejeli agzalaryii arasynda dereje
gorkezijilerinin ulgamy 1,1,1 bolan agzadan pes agza yok bolany iicin, seredilyin
S, x0,x:) kOpagzany
g, (X,%x,,x,) = 0,0, + Ad,

gorniisde yazmak bolar, bu yerde 4, ndbelli koeffisiyent. Soriky defiligi yazgyn gor-
nilisinde yazalyi:

2 2 2 2 2 2.
Xl X2 + Xl .X3 + XI.XZ + X1X3 + X2X3 + X2X3 =

= (x, +x, +x,)(x,x, + x,x, + x,X,) + Ax, x

XX

A, — nébelli koeffisiyenti tapmak ii¢in, x,x,,x, liytgeyinlere 6ziimize amatly
bolan kibir takyk bahany bermek yeterlik, meselem, x, = x, = x, = 1 diyeliii. Bu
bahalary yokarky denlikde ornuna goyup, 6 = 9 + A, defilleméni alarys. Bu yerden
A, =— 3 bolyandygy goriinyar.

Seylelikde,

f]‘(xl"XZ’x3) =9, 9, -39,
deilik alynyar.
[(%,%,x,) = x4 X+
kopagza hem edil yokardaky yaly cemelesilydr. Bu yerde miimkin bolan dereje
gorkezijileriii ulgamy 2,0,0 we 1,1,0 bolar. Sonui iicin hem ayyrmaly kdpagzalar

8, (X, %, x,) = 0,7°0,70; = 4,

g;(xl’xz’x3) = 861_1612_082 = Baz
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gorniisde bolar. Sona layyklykda, f (x,x,x,) kdpagzany f (x,x,x,) = 0, + B0,
gorniisde goz ontine getirip we x, = x, = x, = 1 bahalary berip, 3 = 9 + 3B deiile-
méni alarys. Bu yerden B =—2 we

L (%,2,,x,) = X+ X +x. =0 — 20, (12)

anladysy alarys.
Seylelik bilen, gutarnykly yagdayda

f(x,,x,,x,) = 6,0, — 30, — 4(0; — 20,)+ 5

denligi alarys.

Simmetrik kdpagzalar baradaky esasy teoremadan gelip ¢ykyan bir sany wajyp
netija seredelinl.

Goy, P meydanda x liytgeyanli n-nji derejeli kébir kopagza berlen bolsun:

fX)=ax"+a_x"'+--+ax+a,. (13)

Bu kdpagzanyn koklerini @,,«,,...,a bilen belgilélii; olaryn P meydana degisli
bolmazlygy hem miimkin, yone olar hokman P meydanyn kébir A gifieltmesine de-
gisli bolar. Indi P meydanda berlen n iiytgeyanli erkin g(x,,x,,...,x,) simmetrik kop-
agzany alalyf. Simmetrik kdpagzalar baradaky esasy teorema gord, g(x,,x,,...,X,)

sy,

simmetrik kopagzany yonekey simmetrik kdpagzalaryn iisti bilen P meydanda

g(x,x,....x,) = 9(0,,0,,...,0,)

gorniisde yazyp bolyar.

g(x,x,,...,x,) kdpagzada x, liytgeyénin ornuna @ - i, x, liytgeyénii ornuna @,-ni,
x uytgeyanin ornuna @ -i goyalyn. Ahli @, koklerifi P meydanyn A gifieltmesine
degisli bolyandygy ti¢in, g(@,,a,, ...,@,) hem A meydanyfi elementi bolyar. Yone,
simmetrik kopagzalara mahsus hisiyete gord, g(«,,a,,...,,) element berlen P
meydanyn elementi bolmaly. Hakykatdan hem, Wiyetiii formulalaryna layyklykda
yonekey simmetrik kdpagzalarynn bahalaryny (13) kopagzanyn koeffisiyentlerinin
iisti bilen anlatmak bolar, yagny

o(a,a,...a)=a+a,+ - +a,=—a
o(a,a,...a)=aa,+aa+ - +a_a =a,,,
o, (a.a,,...a)=aaqa,..a =(—1)aq

deilikler dogry. Bu deiliklere baglylykda

g(a,a,....a)=(-a, ,a, ,,...(—1)a)
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defilik alynyar. Indi g(a,,a,,...,@,) elementin P meydanyni elementi bolyandygy
goriinyér, sebdbi a, € P (i = 0,1,2,..., n — 1) elementleriii jeminifi we kopeltmek
hasylynyn netijesi we g(x,,x,,...,x,) € P[x,:x,] kopagzanyn koeffisiyentleri P mey-
danyn elementleri bolyar.

Seylelikde, asakdaky teorema subut edildi.

3-nji teorema. Eger f(x) kopagza P meydanda berlip, @ ,a,,...,a, koklere eye
bolsa (koklerinn hemmesinin P meydana degisli bolmazlygy hem miimkin), onda is-
lendik g(x,,x,,...,x,) € P [x;:x,] simmetrik kopagza x, = @, x,= @,,....x = a, ba-
halarda P meydanyn elementine owriilydr.

11.3. Simmetrik kopagzalaryin ulanylysy

Algebrada we matematikanyn beyleki boliimlerinde simmetrik kopagzalar teo-
riyasynyn netijeleri birndce yerlerde netijeli ulanylyar. Simmetrik kpagzalar bara-
daky esasy teoremany ulanyp, kompleks sanlar meydanynyin algebraik yapyklygy
baradaky fundamental tassyklamany subut edip bolyar (§13). Bu teoremany algeb-
raik denlemeleri radikallarda ¢c6zmek meselesini 6wrenmekde hem ulanmak bolar.
§12-de simmetrik kopagzalar nazaryyetini algebraik denlemeleri ¢6zmekde ula-
narys.

Bu boliimgede bellibir derejede mekdep matematikasy bilen baglanysykly bo-
lan simmetrik kopagzalaryn komegi bilen ¢6ziilyén yonekey meselelere serederis.

1. Drobui maydalawjysyny irrasionallykdan bosatmak

Bumeseld mekdep matematikasynda algebraik anlatmalar yonekeylesdirilende,
irrasional denlemeleri ¢6zende dus gelinyér. Matematiki analiz dersinde bolsa pre-
delleri hasaplamakda, integral hasaplamakda we s.m. yerlerde dus gelinyr.

Yonekey 6wiirmeleriii komegi bilen drobuti maydalawjysyny irrasionallykdan
nihili edip bosadyp boljakdygyna seredelin.

L Y5+3

1-V5
rasionallykdan bosatmak {i¢in, onuii maydalawjysyny we sanawjysyny 1+V/5 ko-
peldip alarys:

/543 _(S+3)1+V5) (8+4/5) e
-5 (1-V5)(1+v5) -4 |

1-nji mysa anlatma berlen bolsun. Bu drobuii maydalawjysyny ir-

2-nji mysal. ;/5—;"\/54 afilatma berlen bolsun. Bu drobuii maydalawjysyny irra-

sionallykdan bosatmak ti¢in, onuit maydalawjysyny we sanawjysyny 2° + 2V2 +
+%/27 afilatma kopeldip, alarys:
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V244 _ (V2442 4+2V2+Y2Y) | 6V +12V2 +18 _
-2 (2-V2)(2*+2V2 +V2%) 6

=34 +2%2 + 3.

Bu mysallaryﬁ ikisini hem deridlin. Berlen afllatmalaryn birinjisi maydalawjy-
da y, (x) = x* — 5 kopagzanyn koki bolyan /5 irrasional sany saklayar, ikinjisi
bolsa, y, (x) = x* — 2 kopagzanyn koki bolyan %2 irrasional sany saklayar. Ne-
flen)
g(a)

irrasionallykdan bosatmak hokmiinde g6z 6niine getirmek bolar, bu yerde f(x), g(x)
kopagzalar Q meydanda berlen kopagzalar, @, bolsa kabir y(x) € Q[x] kdpagzanyn
irrasional kokiidir.

1-nji mysalda fl(x) =x+3,g)=1-x,a = /5 bolsa w,(x) =x*— 5 kop-
agzanyn irrasional kokiidir. Drobun maydalawjysyny irrasionallykdan bosatmak
lgin, f (@) we g (@) aillatmalary 1 + J5=1- @, = g (a,) anlatma kopeltdik, bu
yerde @, =— /5 irrasional san w,(x) kopagzanyi ikinji koki; sunlukda,

]T(Cl/l)& (az)

gl (al)gz (a2)
anlatmany aldyk.
2-nji mysala hem yokardaky yaly ¢emelesmek bolar. Bu mysalda f)(x) = x + 4,
g(Xx)=2-x,a,= /2 bolsa w,(x) = x* — 2 kopagzanyi koki, bu kopagzanyi beyle-

ki kokleri @, = @(— 1-ivV3),a,= g(— 1 + i+/3). Drobuii maydalawjysyny

irrasionallykdan bosatmak {i¢in drobunl sanawjysyny we maydalawjysyny, yagny
f(a). g(,) anlatmalary

224 2Y2 +V2 = 2——— Hz (—1+iV3)|=
=Q2-a)2-a)= g2(a2) gz(%)

tijede, goylan meseldni umumy yagdayda berlen drobun maydalawjysyny

anlatma kopeldyiris we netijede
f(@)8,(2,)8, (@)
gz (al)gz (G'lz)gz (a3>

anlatmany alyarys.
Bu seredilen iki mysal asakdaky umumy ¢emelesmini gorkezyar.

Goy, S E 1; drob berlen bolsun, bu yerde f(x), g(x) € Q[x],@, bolsa y(x) € Q[x]

k(')pagzanyn irrasional koki. Eger y(x) kopagzanyi derejesi n-e defi bolsa, onda ol da-
gatma meydanynda @ kokden basga-da, @,,@.,...,@, koklere eyedir. Drobuii may-
dalawjysyny irrasionallykdan bosatmak Ugin, f(« ) we g(a,) afilatmalary g(«,)
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g(a,)...g(a ) kopeltmek hasyla kopelderis we netijede

Aa) _ Aa)s(@,)s(a,).--8(a,)
g(a)  8(@)s(e,)8()..-8(a,)
afilatmany alarys. Onda
g(a)g(a,)...g(a,) = q(a,,a,...,a,) deilik dogry bolar yaly, g(a,,,...,a,)
afilatma tapylyp, ol x, = @, (i=1,2,...,n) bolanda, ¢(x x,,...,x ) € Q[x ,x,,...,x ] sim-
metrik kdpagzanyn bahasydyr. 3-nji teorema gord g(a,,@,,...,@,) € Q, yagny rasio-
nal san bolyar. Seylelik bilen, drobuii maydalawjysyndaky irrasionallyk yok edildi.
Mysallar ¢oziilende, w(x) kopagzanyf «,,a,,...,a, koklerini bilmezden
(14) denligifi sag tarapyny hasaplap bolyar. g(a)) g(@,)...g(@,) maydalawjyny, 1-nji
teorema goré, @ ,@,,...,@, lytgeyénlere gord alnan yonekey simmetrik kopagzalaryn
iisti bilen aillatmak bolyar. Alnan ailatma 6z gezeginde w(x) kdpagzanyn koef-
fisiyentlerinin Usti bilen afiladylyar. Sanawjydaky g(a,)g(a,)...g(@,) kopeltmek ha-
syly barada aydanymyzda bolsa, ol @ ,a,,...,a -¢ gord simmetrik kopagzadyr we
sonuf U¢in hem, @,,a,,...,@, koklere eye bolan

U (x)
X —a

1

(14)

w(x) = =a(x—a)(x—a)...(x—a,)

kopagzanyn koeffisiyentlerinin {isti bilen rasional anladylmagy miimkin. w(x) kop-
agzanyh koeffisiyentleri @, kokiii we y(x) kopagzanyn koeffisiyentlerinifi isti bi-
len rasional afiladylyar. Ol koeffisiyentleri y(x) kdpagza we x — @, ikagza Gornerin
shemasyny ulanyp tapmak bolyar.

.s .. 2+ 3/2 .y . 9 ,
3-nji mysal. 2-nji mysaldaky PRz droba seredelin. Indi bu drobunl may-
dalawjysyny umumy diizgiin boyunca irrasionallykdan bosadalyn. Bu yerde
JS)=x+4,gx)=2-x pyx)=x-2,a,= /2 bolar. Iki bilen gla) gla,) g(a,)
afilatmanyn bahasyny tapyarys:
g(al) g(az) g(CY}) = (2 - al)(z - az)(z - ag,) =8~ (al + az + a3) +
t(a,a,ta a,+ta,a)-a a,a,=8-0+0-2=6.

Bu yerde y(x) = x* — 2 kdpagza Wiyetiii teoremasyny ulanyp, &, + @, + @, =0,
a a,+ta,+a, a,=0wea a,a, =2 bolyandygy géz éniinde tutuldy.

xlﬁ_ic)y kopagzanyn koeffisiyentlerini tapalyn. Gornerinn shemasyny ulanyp,
alarys:
|1 0o o -2
@ 1« a; 0o
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1ﬁ(X)

yagny =x’+ a,x + a;. Seylelikde, @, + @, =— a, we a,a, = @; (Wiyetii
teoremasyna layyklykda) bolar. Indi g(«,)g(,)-in bahasyny hasaplayarys:
g(az)g(a’3> = (2 - az)(z - a’s) =4- 2(“2 + as) Taa = 4+ 2“1 + al =
_442V2 14

Gutarnykly yagdayda alarys:

Viea  A@)2@)s(@) (V244422 4VE) Lo,
T2 T s@)s(@)g(a) 6 =422 43

2. Derejeli jemler. Matematikada derejeli jem diyip atlandyrylyan yorite gor-
niigli

— 4ok k k
S, =x;+x,+ - +x,,(kEN)

simmetrik kopagzalara dus gelinyér. Sunlukda, S, = d,, S, = 0] — 20, bolyar, bu
yerde 0, = X, + X, + ... + X, 0 = XX, + X, X, + ... + X _ X, .

Simmetrik kopagzalar baradaky esasy teorema gord, her bir derejeli jemi hem
yonekey simmetrik kopagzalaryn iisti bilen anlatmak bolyar.

n=73bolanda, S, =9, we S, = 0, — 20, bolyandygyna
f(x,.%,,x,) = x} 4+ x; + x; simmetrik kdpagzany yonekey simmetrik kopagzanyii
{isti bilen afiladanymyzda hem goz yetiripdik. Yokarda bellenisine gord bu aii-
latma {iytgeyinlerifi sany n bolanda hem dogrudyr. Uytgeyinlerifi sany n bolanda,
S, derejeli jemi yonekey simmetrik kdpagzalaryii Usti bilen aflatmaklyga (mysal
hé')kml'inde) seredelifl

S, =X, 4+ X, + x; + ... + x, derejeli jemi yonekey simmetrik kopagzalaryti tis-
ti bllen anlatmak icin 11k1 bllen onun in yokary agzasynyn dereje gorkezijileriii
sistemasyny saylap, anllatmanyii nibelli koeffisiyentleriii iisti bilen ailladylysynyn
tablisasyny diizelin.

Vokarv aczalarvii Yonekey simmetrik
oxary agzarary Yokary agzalar kopagzalaryn degisli
derejelerinin sistemasy i’
kopeltmek hasyly
3000...0 X’ 0,7°°0,7"0) =0
2100..0 ax; x, ao;"'0,7°0] = ao, 0,
1110..0 bx, x,x, bo,”'0,"' 0, = bo,

Bu tablisa boyunca
S, =0, + ad,0, + bo,

11. sargyt Ne 749
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denligi alarys. Bu yerde a,b nébelli koeffisiyentlerdir. Bu nébelli koeffisiyentleri
tapmak tigin, nibelli koeffisiyentlerini sanyna gord x , x,, x,, x,,..., x, lytgeyénlere,
hasaplamasy amatly bolar yaly bahalary berip, asakdaky tablisany diizmek onayly
bolyar.

N SN IR I Y| S 19, |90, 9,
111]0]0 0
11 1]1]0 033 ]3]1

buyerde S, =X + X, + x4+ - +x, 0, =x, + X, + X, + - +x,

n

0, = XX, + XX, + - + XX, + XX, +X,X, + - + XX, + X%+ XX+ +
+x,x, + 0+ x X

3""n n—1""n’

63 = XX, X, + X, X, X, + -+ X, X, X, + X, X, X, + X, X X + -+ X, X, X, + -+

+xlxn4xn + X,X,X, + X, XX + -+ X, X, X, + -+ X, X, X, -

Bu tablisadan we S, = 0] + a0, 0, + bo, defilemeden

{2 = 8 + 2a,
3=274+9%a+b
deiillemeler sistemasy alynyar. Ony ¢oziip, @ = — 3, b = 3 nibelli koeffisiyentleri

taparys. Netijede,
S, =0, — 30,0, + 30,

anladylys alynyar.

Suna menzeslikde, S,, S.,... derejeli jemlerint hem yonekey simmetrik kdpag-
zalaryn Usti bilen afilatmasyny bermek bolar.

Derejeli jemler bilen yonekey simmetrik kopagzalaryn arasyndaky baglanysy-
gy (Nyutonyn formulalary diyip atlandyrylyan) asakdaky rekurrent formulalaryn

komegi bilen kesgitlemek bolar:
S-S _,0+S _,0,—...+D"S 0, +(1)ko=0(k=12,..n),
S8 _,0+S ,0,—...+1yS, 6 =0(k=n+t1,n+2,.).

Eger S..S,,....S, , derejeli jemlerifi yonekey simmetrik kopagzalaryfi tisti bilen
afilatmasy belli bolsa, onda S, derejeli jemifi yonekey simmetrik kopagzalary tisti
bilen anlatmasyny Nyutonyn yokardaky formulalarynyn komegi bilen tapyp bolar.
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Biz bu yerde Nyutonyn formulalarynyn subudyna seretmeyaris. Onuii subu-
dyny okyjy, meselem, [17] edebiyatyn §53-nji boliim¢esinden goriip biler.

Derejeli jemleri yonekey simmetrik kopagzalaryn iisti bilen anlatmaga degisli
soragy asakdaky tablisany bermek bilen jemleyiris:

S, = x; 4+ x, + x derejeli jemiii 0,,0,,0, iisti bilen afladylysy

S, = 3;
S =0;
S, =0, —20,;

S, =0 30,0, +30,;
S, = 0" — 480, + 28" + 45,0

S, = 6= 506, + 50,8 + 55°0, — 50,0,
S, = 8 — 660, + 95 — 26} + 65°0, — 120.0,0, + 3%

17273

S, = 8 — 780, + 146°6> — 75,8 + 70°6, — 128°6,0, + 70,6 + 166,

17273

3. Oniimcilikde asakdaky gorniisde berlen meselelere dus gelinyir

@,,a,...,a koklere eye bolan f(x) € P[x] kopagzanyn komegi bilen (kokleri
B.= o(a)(p(x) € Plx], i = 1,2,...,n) baglanysykda bolan) . kokli g(x) € P[x] kop-
agzany gurmak talap edilyar. Seyle gorniisli meselelerin yonekey mysallaryna mek-
dep matematikasynda dus gelmek bolyar. Meselem, degisli kokleri berlen f(x) €
€ Q[x] kopagzanyn koklerinini kwadratlaryna deni bolan @ meydanda berlen g(x)
kopagzany gurmaly.

Yokardaky gorniisde berlen meselelerde g(x) kopagzany asakdaky gorniisde
gozlemeli

- -1 “2 4 ...
gx)=x"+4  x"'+A x"P+--+A4 x+A,.

1

Bu yerde
_A,,,l = ¢(a1) + ¢(a2) ot ¢(an)9

A, ,=e(@)o(a,) to(@) p(a) + -+ ola, ) o),

(15)
—D"d,=9(a) o(a,)...o(a,).

Gorntisi yaly, g(x) kopagzanyi 4 (i=0,1,2,...,n — 1) koeffisiyentleri P meydanda
berlen kibir simmetrik kdpagzalaryn x,=a (=12,...n;asan f(x) kdpagzanyn
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kokleri bolandaky bahalaryna defi. 1-nji teoremadan gozlenilyén 4, koeffisiyentle-
11, hemise f(x) kdpagzanyn koeffisiyentlerinin {isti bilen anladyp bolyandygy gelip
¢ykyar, 3-nji teoremadan bolsa A, koeffisiyentlerifi hem f(x) kdpagzanyn kesgit-
lenyan P meydanyna degisli boljakdygy alynyar.

4-nji mysal. Kokleri rasional koeffisiyentli
fX)=x"—x"+x—1
képagzanyn kéklerinin kublaryna den bolan g(x) € P[x] kopagzany tapyn.
Coziilisi. Mysalyn sertine gord, f(x) kopagzanyn kokleri @, @,, @, sanlar bol-
sa,onda B = a1, B = a,, B, = a, sanlar g(x) kdpagzanyii kokleri bolmaly. Onda
g)=x"—ax’+bx —c
diyip, (15) deiiligi hasaba alsak,
a=B+B +h=a+a+a=(a+a,+a)-3a+a,+a,)
(e, +aa,+a,a)+3ea,a,=1-3+3 =1,
b=BB +BB +BB =aa+aa+aa=(re+aa+aa)-

-3(aq,a,+aa,+a,a)a +a,+a)ea,a +3aaa,=1-3+3=1

c=pBB=(a,a)=1

Seylelik bilen, g(x) = x> — x* + x — 1 bolar. Gorniisi yaly, f(x) = g(x), yagny
f(x) kopagzanyn kokleriniii kublary yene-de su kdpagzanyn kokleri boldy.

§12. Nabellileri yzygider ¢cykarmak usuly

12.1. Nabellileri yzygider cykarmak

Bir iiytgeyanli f(x) kopagzanyn hésiyetlerini 6wrenmeklik f(x) = 0 algebraik
denilemini ¢cozmeklik berk baglanysykly, sebibi bu defileménin kokleri f(x) kopag-
zanyn nollary bilen gabat gelyar.

Kop tiytgeyanli f(x ,x,,...,x ) kopagza bolan yagdayynda hem ofia degisli

SO xpex ) =0 (1)

n nabellili denillemd seredilyér. Kihalatlarda f(x ,x,,..., x ) kOpagzanyii ya-da (1) den-
leménin koki diistinjesinin ornuna (1) denleménin ¢oziiwi diisiinjesi ulanylyar. Has
takygy, eger f(x x,,....x ) € P[x;:x,] we A meydan P meydanyn kibir ginieltmesi,
ondax =a,x,=a,...x =a bolanda, f(a,,,...,a )= 0 bolyan meydanyn ter-
tiplesen a ,a.,...,a elementlerinin toplumyna (1) denlemdnin ¢6ziwi diyilyar.
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Eger P meydan tiikeniksiz san meydany bolsa, onda degf > 1 bolanda, (1)
gorniisli islendik defileménin P meydanda ya-da onun kébir gifieltmesinde ¢oziiwi-
nifi bardygyny gorkezmek kyn dal. Sonuii ti¢in f(x ,x,,...,x ) kopagzanyi agzalaryny
onun haysy hem bolsa bir iiytgeydnine gora (ol tiytgeyane gord kopagzanyin derejesi
nol bolmaly dél), tertiplesdirmek yeterlik. Meselem, x tliytgeyane gord, f(x x,,...,x )
kopagzanyinl agzalaryny tertiplesdirelin:

S(x,x,...x,) = am(xl,xz,...,xnfl)x,’," + - +aq, (xl,x2, cnX, )X, T+

()
+a,(X,%, ..., X, ),
buyerdea (x,x,,...,x ) ZDO0.
Sonra P meydana degislia (a,,a ) # 0 serti kanagatlandyryan x, = «,

X,=,...,x  =a  erkin alnan bahalary saylalyn (@ (X1, %2, <oy Xn1) kopagza nol
kopagza daldlgl uc;ln beyle bahalary hemise saylap bolar). Bu saylanyp alnan baha-
lary (2) defilikde goyup, x liytgeydne gord, P meydanda berlen derejesi m > 1 bolan

a,(a,a, ...,a'nil)x;" + - ta(a,a,....a,_Hx,+a(a,.q,....a, )

kopagzany alarys. Kronekerin teoremasyna gord (8.3-nji boliimgd seret), bu kop-
agza P meydanda ya-da onun kibir gifieltmesinde @, koke eyedir. Onda ¢ ,a.,...,a,
elementler (1) denleménin ¢6ziiwi bolyar.

Bu bdliimde biz seredilydn &hli kdpagzalary tlikeniksiz elementli san mey-
danynda berlen diyip hasap ederis. Yokardaky beyan etmelerden gorniisi yaly de-
rejesi noldan uly bolan » tiytgeyinli islendik kdpagza ¢oziiwe eye. Seyle-de, n > 2
bolanda kopiiytgeyanli kopagzanyn koklerinin sany tiikeniksiz bolyar, sebdbi
a,a,...,a | €Pelementleria (@,a,,....a, ) # 0 bolar yaly edip, tiikeniksiz
sanly usul bilen saylamak bolar (P meydanyi tiikeniksizdigini yatlalyn). Sunlukda,
n > 2 bolanda, (n = 1 bolan yagdayyndan tapawutlylykda) (1) defileme kesgitsiz
bolyar.

Kop tiytgeyénli kopagzalaryil koki diisiinjesine algebraik denilemeler sistema-
syny ¢ozende, yagny

fl(xl,xz, —ux,) =0,

f2(xl,x2, X)) =0, 3)

f(x,%,..,x,)=10
gorniisli defilemeler sistemalaryny ¢6zende gelinyér. Bu sistemany ¢6zmek diylen-
de ]i (x,%,,...,x,) (k =1,2,..,m) kdpagzalarynn umumy koklerini tapmaklyga dii-
stinilyar.
Biz (3) denilemeler sistemasynyn hususy haly bolan ¢yzykly deiilemeler sis-
temasyna (I kitaba seret) yeterlik derejede giniisleyin seretdik. f (x,x,,...,x,) kop-
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agzanyn derejesi yokary bolanda, (3) denlemeler sistemasyny ¢6zmekligiin umumy
usulyny tapmaklyk yeterlik derejede kyndyr. (3) gorniisli defilemeler sistemasyny
cozmeklik meselesi kop yagdaylarda nabellileri yzygider yok edip, bir nabellili al-
gebraik denleméni ¢cozmeklik meselesine getirilyar.

Nabellileri yzygider ¢ykarmak usulyny mekdep matematikasynda dus gelinyan
iki nébellili iki algebraik defilemeler sistemasyny ¢ozmek esasynda gorkezeris.

Mysal. Goy,

fy) =x"+y —a' = O,} 4)
gx,y)=xy—b=0

iki nabellili denilemeler sistemasy berlen bolsun.

(4) denilemeler sistemasyny ¢ozmek ii¢in, haysy hem bolsa bir usul bilen bir
ndbellini yok edip defilemeler sistemasyny bir nédbellili defilemé getirmek gerek.
Meselem, bu sistemanyn ikinji denlemesindéki x nabellini y nabellinini {isti bilen
anladanymyzdan sonl, ony onun birinji defilemesinde x-ifi ornuna goyup,

2
x:%, %+y2—a:0
ya-da
Y—ay'+b’=0 (%)

deiileméni alarys. Gorniisi yaly, bu denleme bikwadrat detileme, onun kokleri

_i\/2 a+va —4b’); y34_i\/1(a—¢a2—4b2)

sanlardyr.
v,(i=1,2,3,4) bahalary x = b deiilemede y-ifi ornuna goyup, x nébellinifi
degisli bahalaryny taparys: Y
b X,
/QM+¢ —w) /2 a—4b)

(4) denlemeler sistemasyny ¢ozmekligin yzygiderliligini asakdaky yaly yaz-
mak bolar. Bir nédbellini yok etmek esasynda alnan (5) deiileménin ¢ep tarapyny
(4) denlemeler sistemasynyn rezultanty diyip atlandyralyn we ony R(f,g) bilen bel-
gildlin. Seylelikde,

R(f,e) =y'—ay’+ b’

bolar. Bu rezultantyn koklerini tapyp, berlen defileme sistemasynyn dhli ¢oziiwle-
rini alyarys.
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Erkin alnan

fly) = 0,}

gl,y) =0
iki nébelli iki defillemeler sistemasyny ¢ozmeklige hem yokardaky yaly yzygiderlik-
de gemelesyiris. Yagny f(x,y) we g(x,y) kopagzalaryn rezultantyny gurarys we
onunl koklerini taparys. Bu yerden asakdaky soraglaryn ylize ¢ykmagy tebigydyr:
rezultanty nadip gurup bolar, denlemeler sistemasynyn ¢oziiwleri bilen rezultantyn
koklerinini arasynda néhili baglanysyk bar, ndbellileriii sany ii¢ we ondan kdp bo-
landa denlemeler sistemasyny nédip ¢ozmeli?

12.2. Rezultant

Goy, iki ndbelli defilemeler sistemasy berlen bolsun. Bu defilemelerin ¢ep tara-
py P meydanda berlen x,y iiytgeyanlere gord f(x,y) we g(x,y) kopagzalardan duryar.
Bu kopagzalary haysy hem bolsa bir tiytgeyénii, meselem, x liytgeyéanin derejeleri
boyunca yazaly:

fxy)=a®x"+a,_Mx""+ - +a)x+a,y) =0, } ©6)
glx,y) =b,(Mx"+b, (Mx""'+ - +b)x+b,(y) =0.

(@, p) jubiiti (6) sistemasynynl ¢ozliwi diyip gliman edelin, yagny f(e,f) = 0 we
g(a,p) = 0 diyelini. (6) sistemany (a,f) ¢oziiwi bolar yaly edip, deiilemelerini tutus
bir hatary bilen ¢alysmak bolar. Yone, (6) sistemany defileme bilen calysanymyzda
alnan deiileme yenilrdk ¢oziilmeli we berlen sistemanyn ¢ozliwlerini tapmaklyga
komek etmeli, miimkin bolsa gerek bolmajak del kokleri 6ziinde saklamaly dal.
Hususy yagdayda, alnan defileme bir ndbelli bolup, berlen sistemanyn ¢oziiwlerini
doly kesgitlese maksadalayyk bolar.

Eger (6) sistemada y = f diysek, onda bir nibelli iki sany denlemeli sistemany
alarys:

fxp) =a,B)x"+a,_ (B)x""+ - +a(p)x+a,B) =0, } )

g,y =b,(B)x"+b,_ (B)x""+ -+ b (L)x+b,(B) = 0.

Ozi hem x = @ bu defilemelerif umumy koki bolyar. Eger (7) sistema umumy
koke eye bolsa, onda bu sistemanyn denilemelerinin koeffisiyentlerini arasynda néhili
hem bolsa bir baglanysyk bolmaly. Eger @ () we bj(ﬂ) koeffisiyentlerin arasyndaky

baglanysygy tapyp bolsa, yagny
Rla,(B)a, (B),...,a,(B),a,(B),b,(B),b, (B),....b,(B),b,(B)]= 0

bolsa, onda ona degisli bolan
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Rla,(y),a, (y),...,a,(y),a,(y),b,(¥),b, ,(),....b,(),b,(y)] =0

denleméni alarys. Bu yerde (7) sistemanyn umumy ¢6ziiwi we soilky denlemaini
kanagatlandyryan £ sanlar berlen sistemanyn (@, f) ¢oziiwler kopliigini beryar.

Seylelik bilen, ilkinji nobatda, asakdaky meseléni ¢ozmek zerur bolyar. Goy,
bir ndbelli

f=ax"+a_x""'+--+ax+a,=0, } ®)

gw)=bx"+b _x""'"+--+bx+b =0

deiillemeler sistemasy berlen bolsun. Bu sistemanyn denilemelerinii néhili sertlerde
umumy koke eyedigini tapmak talap edilsin.

(7) we (8) sistemalarynn arasynda kébir tapawutlaryn bardygyny belldlin.
(8) sistemada a, # 0, b # 0 diyip hasap etmeli, sebibi (6) sistemadan y = £ diyip
alnan (7) sistemanyn kébir koeffisiyentlerinifi, hususy yagdayda a (8), b, (B) koeffi-
siyentlerinif, olara degisli a (y), b, (v) kdpagzalaryn nol kdpagzalar déldigine seret-
mezden nola dent bolmagy miimkin.

(8) sistema gaydyp gelelinl. (8) sistemanyn deiilemeleriniit umumy koklerini
f(x) kopagzanyn kokleriniii arasyndan gozlemelidigi diisniikli. f(x) kdpagzanyn
koklerini @,,,,...,a, bilen belgilélif. Ikinji tarapdan difie g(@) = 0 bolanda, @, kok
f(x) we g(x) kdpagzalaryin umumy koki bolyar.

Kesgitleme.

f=ax"+a_x"'+--+ax+a,a =0, )

gx)=bx"+b, x""'+-+bx+b,b =0

kopagzalaryn rezultanty diyip,
R(f,g) =al'g(a)g(a,)...g(a,) (10)
aiilatma aydylyar, bu yerde a ,a,,...,a sanlar f(x) kopagzanyi kokleridir.

1-nji bellik. Bu kesgitlemede f(x) we g(x) kdpagzalar den hukukly dil,
R(g,f) rezultant

R(g./) = b, f(r)A(7,)--S(7,) (11D
formulanyfi komegi bilen tapylyar, bu yerde y,y,,....y, sanlar g(x) kopagzanyfi kok-
leridir. Seyle sereddaymaige, bu den hukuksyzlyk yokardaky kesgitlemdnin kemgi-
ligi yaly bolup goriinmegi miimkin, yone meseldnin goylusyna layyklykda f(x) we
2(x) kopagzalar doly den hukuklydyrlar. Asakda R(f,g) we R(g,f) rezultantlaryn
dine alamatlary bilen tapawutlanyandygyny gorkezeris.
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2-nji bellik. R(fg) rezultantyn kesgitlemesinde a_# 0 bolyandygyndan pey-
dalandyk, sebibi f(x) kopagzanyn n sany koki bar diyip hasap ederis. Edil seyle
R(g,f) rezultanty kesgitlinimizde b # 0 bolyandygyna dayandyk. Netijede, f(x)
we g(x) kopagzalarynn R(f,g) ya-da R(g,f) rezultantlaryny kesgitlemek tii¢in, bu
kopagzalaryn in bolmanda birinin bas koeffisiyentiniin noldan tapawutly bolma-
lydygyny aldyk.

Iki kdpagzanyn rezultantyny hasaplamagyn (10), (11) formulalaryna dasyndan
seredeninde ony hasaplamak ii¢in, olaryn haysy hem bolsa birinin &hli koklerini bil-
mek zerur diyen pikiri doredyér. Hakykatda bolsa, rezultanty berlen kopagzalaryn
koeffisiyentlerinin {isti bilen, 6zi hem rasional gorniisde anlatmak bolar .

Dogrudan hem, R(f,g) rezultanta liytgeyénlere @ ,@,,...,@ baha berlen n iiyt-
geyanli simmetrik kopagzanyn bahasy hokmiinde seretmek bolar; (10) formuladan
gorniisi yaly bu kopagzanyn koeffisiyentleri a ,b ,b ~ ,...,b b, koeffisiyentlerif
istlinde gogsmak we kopeltmek amallaryny yerine yetirmek arkaly alynyar. 11.2-nji
bolimgénif 1-nji teoremasy boyunga bu kopagzany 6 ,0,,...,0, yonekey simmetrik
kopagzalaryn {sti bilen afillatmak miimkin. Ynekey simmetrik kdpagzalar bolsa f(x)
kopagzanyil koeffisiyentlerinini listi bilen anladylyar. Netijede, R(f,g) rezultant f(x)
we g(x) kopagzalaryn a, we b, koeffisiyentlerinifi listi bilen rasional afladylyar.

Bu yerden, hususy yagdayda, P meydanda berlen iki kopagzanyn rezultanty-
nynt bu meydanyn elementi bolyandygy gelip ¢ykyar. Ony 11.2-nji boliimgedaki
3-nji teorema hem tassyklayar.

Mysal. f(x) = a,x’+ax+a, gx) =b,x*+bx+b,
kopagzalaryn rezultantyny tapyil.
Coziilisi. f(x) kdpagzanyi koklerini &, we @, bilen belgilesek, onda
R(f.g) = aig(a)g(a,) = a.[b,a’ + b,a, + b,][b,a; + ba, + b,]
deniligi alarys. Bu yerde kopeltmegi yerine yetirip,

R(f,g) = a;[b.a’a. + bb,(a, + a)a a, + bia,a,+ bb,(@ + @) +

1772

+b,b,(a,+ a,)+ b, ]

1

.. c, ey , a a Vo
denligi alarys. Wiyetin formulalary boyunga @, + @, = — L= a—o; sonun tligin

2 2

R(f,g) = a;b; —a,a,b b, + a,a,b; + (a; — 2a,a,)b,b, — a,a,b,b, + a,b;.

0717172 07271 1727071
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Rezultantyn kesgitlemesinden gelip ¢ykyan kibir hésiyetlere seredeli:

LR(f.g)=a)b, [] (a - 7). (12)
1<i<n
1<j=m

Subudy. Bizin bilsimize gord, g(x) = b, (x — Y)NE=7) (X 7))

g@)=b,(@—r)2,—7).(a,—-7)=b, [] (2—7).

1<j<m

Sonun iigin,
R(f.8) = a;g(a,)8(a,)...8(a,) =

= a;”[bm [T (2 - yj)][bm [T (2, - 7})]...[19}”11_[ (a,— 7})] —

1<j<m 1<j<m <j<m

= a:’b; H (al — ’)//) >
(i)

2. R(g.) = (= D"R(f.g). (13)
Subudy. R(g,/’) rezultanta (12) formulany ulanyp,
R(@g.NH=bya; [] (v —a)

(]Siﬁn)
1<j<m

denligi alarys. Her bir yayyn dasyna—1 ¢ykaryp we kopeldijilerinn sanynyn mn ko-
peltmek hasylyna dendigini hasaba alyp,
RN =(=D"bja; [] (&,—7)=(-1)"R({f3)

(ISiSm)
1<j<m

deiiligi alarys. P>

Rezultantyil komegi bilen (8) sistemanyn ¢oziiwinin bar bolmak sertini kesgit-
ldp bolyandygyny asakdaky teorema tassyklayar.

1-nji teorema. f(x) we g(x) képagzalaryn umumy kékiininn bolmagy ticin, ola-
ryn rezultantynyn nola den bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Zerurlyk serti. Eger f(x) kdpagzanyn «, koki g(x) kdpagzanyn hem
koki bolsa, onda g(a,) = 0 bolar. Bu bolsa

R(f.8) = ag(a)g(a,).--8(2,)...8(a,)

rezultantyn bir kopeldijisinini nola denidigini anladyar, sona gord-de R(f,g) = 0 bolar.

Yeterlik serti. Eger R(f,g) = 0 bolsa, yagny a'g(a)g(a,)...g(a,) = 0 bolsa,
onda bu denligifi ¢ep tarapyndaky g(a )g(«,)...g(a,) kopeldijileri it bolmanda biri
nola den bolar, sebébi a # 0. Meselem, g(a,) = 0 diyeliii. Bu bolsa f(x) kopagzanyti
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@, kokiiniil ol bir wagtyi 6ziinde g(x) kopagzanyfi koki bolyandygyny ailadyar,
vagny berlen kopagzalar umumy koke eye. P

1-nji teoremanyfi subudyny a, koeffisiyentiii nola defi dildigine esaslanyp
gegirenligimize tins berelifi. Eger a, = 0 bolup, yone b, # 0 bolsa, onda teorema
dogrulygyna galardy, yone bu yagdayda R(g,f ) rezultanta serederis. Seylelikde,
1-nji teoremanyn difle a, we b bag koeffisiyentleriii ifi bolmanda biri noldan ta-
pawutly bolanda ulanarlykdygyna goz yetirdik.

12.3. Diskriminant

Rezultant diisiinjesini we 1-nji teoremany goniiden-goni kopagzanyn kratny
koklerinin barlygyny ya-da yoklugyny kesgitlemekde ulanmak bolar. §8-ini 8-nji
teoremasyndan f(x) kopagzanyn kratny kokiinin, f(x) we onun oniimi bolan f'(x)
kopagzanyi umumy koki bolyandygy gelip ¢ykyar.

Goy, f(x) =ax"+a, x"'+ -+ ax + a, kopagza berlen bolsun. Onuni kok-
lerini @ ,@,,...,a bilen belgildlin. Onda

f=a(x—a)x—-a,)..(x—a,) (14)
bolyandygy aydyn.
f(x) we f(x) kdpagzalara rezultantynl kesgitlemesini ulanyp alarys:
R(f.f)=a"'f'(a)f (a)..f(a,). (15)

Bu rezultanty hasaplamak ti¢in, f(x) kdpagzany (14) gdrniisde yazyp, onun
Onlimini taparys:

f=a{x-—a)x—a)..x—a)..x—a)+
tx-a)x-a)..x-a)..(x—a)+ -+

tx-a)x-a)..x-a )x-a. ). .&x-—a)t-+

tx-a)x-a)..x-a)...x—a, )}
Bu deiilikde x = ¢, diyip alarys:
fa)=a,(x,—a)a-a). . (a,—a_)a—-a,)..(a—a,.
Netijede,
R(f.f)=a"'f(a)f (@)..f(a)=a "[a (e —a)a —a,)..(a —a,)]
[a,(a,—a)a,—a,)...(a,—a)]...[a, (2, —a)a, —a,)..(a—a, )

denligi alarys.
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Bu kopeltmek hasylyna iins berip seretsek onda her bir @, - a,i#] kopeldl_]l—

giryandigini goryéris. (Meselem, o, —a, we a,— al ya-daa —a wea —a,).Olary
kopeltmek hasylynda (@, - a/.)z, (i > j) gorniisde yazyp bolyar.

Seyle kwadratlaryii sanynyn w baha deiiligini hasaplamak kyn dél, ne-
tijede,
R(ff) _ (_ 1)n(n D opo H(ai_aj)z (16)
(1<j<i<n)
denligi alarys.

Kesgitleme. f(x) € P[x] kopagzanyn D( ) diskriminanty diyip, P meydanyn

n(n 1)

D(fy= (=17 a,'R(ff) (17)
elementine aydylyar, bu yerde R( f,f") anlatma f(x) képagza bilen onun oniimi bolan
f'(x) kopagzanyn rezultantydyr.

(17) denlikde (16) formula bilen kesgitlenen, R( f,f') rezultantynn bahasyny
goyup,

D(fy=a’"? J](a - ay (18)
(1<j<i<n)

formulany alarys.

(17) formuladan gorniisi yaly, diskriminant R( f,f") rezultantdan dine

n(n 1)

(= 1) 2 a."" kopeldiji bilen tapawutlanyar.

1-nji teoremanyﬁ netijesi hokmiinde asakdaky tassyklamany alarys.

2-nji teorema. f(x) kopagzanyn kratny kékiinin bolmagy iicin, onun diskri-
minantynyn nola den bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Eger f(x) kopagzanyn kratny koki bar bolsa, onda ol f(x) we f'(x)
kopagzalaryn umumy kokiidir, seyle-de, R(f,f") = 0 bolar. Eger tersine, D(f) =
bolsa, onda R(f,f") = 0 deiilik alnar, yagny f(x) we f'(x) kdpagzalar umumy koke
eye bolar; f(x) ticin bolsa bu kok kratny kok bolar. B

2-nji teoremany f(x) kopagzanyn kratny kokiiniii bar bolmagynyn kriteriyasy
hokmiinde ulanmak bolar.

1-nji mysal. Kokleri @, we a, bolan f(x) = a,x’ + a,x + a, tigagzanyn dis-
kriminantyny tapy.

Coziilisi. f(x) = a:x* + aix + a, kopagzanyn 6nimi f'(x) = 2a,x + a, bo-
lany, ligin, (17) we (15) formulalara goré alarys:
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D(f) = (_ 1)22_1a;1R(ﬁf,) = a;1a2(2a2a1 + al)(zazaz + al) =

=—[4a,a,a, + 2a,a,(a, + @) + a]| =—[4a,a,— 2a] + a]| = a; — 4a,a,,

bu yerde o, + @, = —%, aa, = % baglanysyklar ulanyldy. Seylelikde, D(f) =
= a; — 4a,a, bolyar. ’

Bu netijéni (18) formulany ulanyp hem alyp bolyar:

D(f) = Cl;(dz - al)z = aj(ai + Ckf - 20',10',2) = “5(“1 + d2)2 - 46?1a’2> =

2 a2

2
a a
= aj(l2 — 4“) = a; — 4a,a,.
a

Gorniisi yaly, bu yerde tapylan diskriminantlar mekdep matematikasynda giri-
zilen diskriminant bilen dolulygyna gabat gelyar.

2-nji mysal. Kokleri @,,@,,@, bolan, f(x) = x’ + px + g licagzanyn diskrimi-
nantyny hasaplamaly.

Céziilisi.
D(H) = (= D2 f(a)f (@)f () =—(3a; + p)3a + p)(3c’ + p) =

=—[27aaa. + p(aja. + ala: + a,a’) + 3p* (@) + @, + @) + p°].

s 2 2 2 2 2 2,2 2,2 2 2 2 A -
Buyerde o, a,, 0, @, + a;a, + a,a;,, a; + @, + a, ahlatmalar ¢ ,a,,a, koklere

gord, simmetrik kdpagzalar bolyar. Olary Wiyetin teoremasy esasynda, f(x) kopag-
zanyn koeffisiyentleriniii iisti bilen anladalyn:
CEC = (EC + CE = (0, + 4,0, + a,a) -

—2aa,a,(a, +a,+ a,)=p*

2 2 2
a+a+a=(a+a,+a)y-2aae+aa+a,a)=—2p.
Netijede,

D(f) =— (27¢° + 4p)
denligi alarys.
Tapylan diskriminant x* + px + g = 0 kub denileméni ¢ozmek ti¢in, ulanylyan
Kardanonyn formulasyndaky diskriminantdan (§15-¢ seret) dinie (— 27 - 4) kopeldiji
bilen tapawutlanyar.

173



12.4. Silwestrin kesgitleyjisi bilen rezultantyn
hasaplanylysy

Kop yagdaylarda simmetrik kdpagzalar nazaryyetinden peydalanman iki kop-
agzanyn rezultantyny hasaplamak amatly bolyar. Bu boliimgede Silwestrin kesgit-
leyjisi diyip atlandyrylyan kesgitleyjiniit kdmegi bilen rezultanty hasaplamaga se-
rederis.

Goy,

f)=ax"+a_ x""+--+ax+a,
g)=bx"+b,_x""'+--+bx+b,
kopagzalar berlen bolsun. f(x) kopagzada a, # 0 diyip alyarys. Goy, @,,@,,...,@,
elementler f(x) kopagzanyn kokleri bolsun. Kesgitlilik ti¢in, n > m diyelin. f(x) we
g(x) kopagzalaryn komegi bilen m + n sany kopagzalaryn asakdaky sistemasyny
diizelin:
X" FO0 X" (0s L xf (03 £(x0);
X g (0 x g (s xg (058 ().

Bu sistemanyn kopagzalaryny asakdaky denliklerini komegi bilen yazyp bolyar:

xm—lf(x) — anxn+m—l + anilxn-ﬁ—m—Z + . + alxm + aoxm—l’

xm—2f(x) — an_lanrm—Z + + azxm+alxm_ 1 + aoxm—2’

xf(x) =ax""'+a_x"+ - +ax’+ax,
fX) =ax"+ - +ax’ +ax+ a,
1

x"'ge) =bx"" b x4+ b X" + b

xnﬂg(x) = bmx”*"”z 4+ -+ bIX'FI + boxnfz’

xg(xX) =b x""'+b X"+ - +bx*+byx,
g)=bx"+ - +bx*+bx+b,.
Bu deiliklerini &hli agzalaryny defllikden bir tarapa gegirelin we x = @, diyelifi, bu

yerde @, element f(x) kdpagzanyti haysy hem bolsa bir koki. /(@) = 0 bolyandygyny
hasaba alyp asakdaky denlikleri alarys:
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ae' " 'ta, @'t taer vaae ' =0,

n—17"i

a a'" "t t+aga"'taan =0,
n i 170 07

aa™'ta a'+--+aa*taa =0,
n i n—17"1i 17 07

aa'+--+aa+a,=0, (19)
b a_ner—l + b 1ainer—2_i_ cetf blain_’_ [bo_g(al)] ain—l — O’

m 1 m—

bmain+m72+ et l)lcyz"171 +[b0_g(az)] ain72 = 09

bam"t'+b

m i m—1

aim ot b1ai2 + [bo —g(CZl.)] CZI, = 0’
b am+ - +ba+[b-g@)]=0.

(19) denliklere » + m sany nébellili we n + m sany denlemeli birjynsly ¢yzykly
deiilemeler sistemanyn kibir ¢oziiwlerinin netijesi hokmiinde seretmek bolar. Ol
¢yzykly defilemeler sistemasyny x,, x,,..., X ,..., x , ~, x . nabellilere gord
asakdaky yaly yazyp bolar:

ax +a_x,+--+ax +ax =0,

n+1

ax,+-+ax  +ax , =0,

n"r2 n+2

ax,  +a_ X.+-+ax =0,

0" "n+m—1

ax,+--+ax, =0,

0" " n+m

bx +b, x,+--+bx

1""m

+[b, - g(@)]x,., =0,

bme + + bl'xm+l + [bO - g(a/i)]'xm+2 = O’

bmxnfl + bm—lxn + ot blxn+m—2 + [bo - g(ai)]xrwm—l = 0’

bmxn + -+ bx + [bo — g(ai)]me =0 (20)

1" " n+m—1

(19) deiliklere gora, (20) deiilemeler sistemasy nol dal

("ot al . al a1

i i

cOziiwe eye, sebdbi bu elementlerin arasynda 1 bar. Bizii bilgsimiz yaly, (1, §26),
(20) birjynsly ¢yzykly deiillemeler sistemasynyn nol dél ¢oziiwi bar bolsa, onda
onui kesgitleyjisi nola deni bolyar. Ol kesgitleyjini A bilen belgildlin. Seylelik bilen,

175



aa  ...a a
aa  ..aaq,
a a _, ..a a,
A= |b b . ..b [b-g@)] 1)

b b . ..b [b-g@)]

b b . ..b[b—ga)]

m m—1

b b .b[b-ga)

m m—1

kesgitleyjini alarys (doldurylmadyk bos yerlerde nollar bar diyip hasap ederis).

Bu yerdidki «, elementifi f(x) kopagzanyi koki bolyanlygy ti¢in, A kesgitleyji
her bir i (i = 1,2,..., n) licin nola dendir. Sona layyklykda, asakdaky kesgitleyja se-
redelin:

aa,  ..aa,

a,a, .- a4, [ m setir

aa . ..aa,

Fu)=1|b b  ..b b,—u ’ (22)

bb . ..bb—u ‘

L n setir
b b . .bb—u
b b . ..bb—u

F(u) anlatmanyil u baglylykda n-nji derejeli kopagzany emele getiryanligi
disniikli, sebdbi bu kesgitleyjide b, — u element n sany setirde we siitiinde bir ge-
zekden dus gelyér. F(u) kopagzanyn bas koeffisiyenti, yagny u"-ii koeffisiyenti
(= 1)" ar sana dendir. F(u) kesgitleyjiniii esasy diagonalyndaky elementlerini ko-
peldip, (— 1)" a;' u" agzany alarys.

(21) kesgitleyjd tins berip, g(@)), g(a,),....g(a,) elementlerin F(u) kopagzanyn
kokleri bolyar diyen netijd geleris. Sonui {igin hem, Wiyetin formulalaryndan pey-
dalanyp,

ga)g@)...gla)=(1y ( £(0)

Ciran @*0
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deniligi alarys, bu yerde F(0) element F(u) kopagzanyni azat agzasy. Sonky deiilikden
F(0) = a; g(a) g(a,) ... g(a ) deiligi, yagny F(0) = R(f,g) detiligi alarys. Yone,
F(0) azat agzany (22) kesgitleyjide u = 0 diyip almak bolar.

Netijede,
n an—l Tt al aO
ad, ,---4,4, | m setir
an an—l o al aO
R(g)= | b b, ..bb, 23)
bb . .bb ‘
| n setir
b b . ..bb
mbm—l "bl bO

......

westrin kesgitleyjisi has amatly, sebébi ol kesgitleyjinin elementleri f(x) we g(x)
kopagzalaryn koeffisiyentlerinden duryar. Silwestrin kesgitleyjisini diizmek {i¢in
f(x) kopagzanyn koeffisiyentlerini m gezek yzygider her bir indiki setirdéki yaz-
gysyny indiki siitiiniii asagyndan yazyp baslamak gerek, g(x) kdpagzanyn koeffi-
siyentlerini hem yokardaky yaly edip, n gezek yazmak yeterlik. Kesgitleyjinin hig
zat yazylman bos taslanyp gidilen yerlerinde nollar bar diyip diisiinmeli.

1-nji mysal. f(x) = x> + px + g kopagzanyn diskriminantyny Silwestrin kes-
gitleyjisini ulanyp hasaplai.

Coziilisi. I1ki bilen f(x) kdpagzanyn 6niimini tapalyn: f”(x) = 2x + p (23) for-
mula layyklykda alarys (m =1, n = 2):

2

R(ff") = 4q - p.

S N =

(SIS TN

T OR
I

Sonun tigin hem, (17) formula gord D(f') = p* — 44 bolar.

Rezultanty Silwestrinn kesgitleyjisinitt komegi bilen bermekligin yene-de bir
wajyp artykmaglygy 12.2-nji boliimgede girizilen rezultant diisiinjesini umumy-
lagdyrmaga miimkingilik beryar. Biz a, # 0 bolanda, Silwestrifi kesgitleyjisinin
(10) formula bilen kesgitlenen, R(f,g) rezultant bilen gabat gelyéndigini gordiik.

12. sargyt Ne 749
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Edil seyle usul bilen b # 0 bolanda, R(g,f) rezultantyfi hem Silwestrifi degisli kes-
gitleyjisine defidigine goz yetirmek bolar. Eger a, = 0, 5, = 0 bolsa, onda (10), (11)
formulalaryin komegi bilen kesgitlenen rezultant manysyny yitiryar, yone bu yag-
dayda, Silwestriii kesgitleyjisi nol bahany alsa-da manysyny yitirmeyar.

Suna baglylykda, geljekde f(x) we g(x) kopagzalaryn R(f,g) rezultanty hok-
miinde (23) gorniisdédki Silwestriii kesgitleyjisini alarys.

Rezultantyii bu tdze kesgitlemesinde 11.2-nji boliimgede seredilen rezultantyn
1-nji hésiyeti manysyny yitirmegi miimkin (eger a, = b = 0 bolsa), yone 2-nji hé-
siyeti 0z giiyjiinde galyar, yagny R(f,g) = (— 1)™ R(g,f) deiiliginl yerine yetydndigini
goniiden-goni (23) kesgitleyjinin setirleriniii yerlerini ¢algyp goz yetirmek bolar.
1-nji teoremany subut edenimizde a  we b _koeffisiyentlerini bir wagtda nola defi
ddldigine dayanypdyk. Silwestrin kesgitleyjisi bilen rezultanty kesgitlanimizde
a =b =0 bolanda hem rezultant manysyny yitirmeyanligi ti¢in, rezultanty umu-
mylasdyrmagy asakdaky teorema bilen formirlemek bolar.

3-nji teorema. Eger f(x) we g(x) kopagzalaryn rezultanty nola den bolsa, onda:
a) f(x) we g(x) kopagzalar umumy koke eye; b) bu kopagzalaryn ikisininn hem bag
agzalary nola den.

Subudy. Teoremanyn subudyny etmek iicin, R(f,g) = 0 bolmak miimkingiligi-
niit: a)yagdayynyn yerine yetmedik mahalynda, b) yagdayyn yerine yetyandigini
gorkezmekligin yeterlikdigi aydyn. Goy, R(f,g) = 0 we a, # 0 ya-da b # 0 bolsun;
kesgitlilik ti¢in, @ # 0 diyelin. Onda (23) kesgitleyji bilen kesgitlenen rezultantyfi
taze kesgitlemesi rezultantyn (10) anlatmanyn komegi bilen kesgitlenen kesgitle-
mesine dengiiyc¢li bolyar, 6zi hem 1-nji teoremanyn serti yerine yetyir. Netijede,
f(x) we g(x) kdpagzalar umumy koke eyedir. »

4-nji teorema. Eger f(x) we g(x) kopagzalar umumy koke eye bolsa, onda ola-
ryn rezultanty nola dendir.

Subudy. Eger a b bas koeffisiyentlerini ifi bolmanda biri noldan tapawutly
bolsa, onda 1-nji teoremadan bu teoremanyn tassyklamasynyn dogrulygy gelip
¢ykyar. Eger a, = b = 0 bolsa, onda rezultantyi nola defiligi géniiden-goni Silwes-
trifi kesgitleyjisiniil birinji siitiinii nola denliginden gelip ¢cykyar. P

12.5. Algebraik denlemeler sistemasynyn
coziilisi

Goy, koeffisiyentleri P meydana degisli bolan iki nédbellili iki algebraik de-
lemeler sistemasy berlen bolsun. Bu sistemanyn denlemelerini haysy hem bolsa bir
ndbellinin derejesine gord, meselem, x nébelliniil derejesine gora tertiplesdirip,
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fy) =a,x"+a_ (WX + - +a@x+ay) =0,
g,y)=b WMx"+b, (Mx""'+ - +bMx+b(y)=0 (24)

denilemeler sistemasyny alarys.
y Uytgeyéne parametr hokmiinde seredip, f(x,v), g(x,v) kopagzalaryn R(f,g) re-
zultantyny diizelin:
a,a_ )...a(a,(y)
a,a, (y)...a,(y)a,(y)

a,(Ma, )...a(a,(y)
R(f.g) = a,(Va, ()...a,(y)a,(y) (25)
b, ()b, (y)...b,(y)b,(y)

b, b, (y)...b, ()b, (y)

b, b, (y)...b,(y)b,(y)
b, (b, (v)...b,(y)b,(y)

Bu rezultantyn y parametre baglydygyny hasaba alsak, onda

R(f8)=R()
belgilenisigi girizmek bolar.

(25) kesgitleyjiden gorniisi yaly, R(y) rezultanty a (y) we b (y) koeffisiyentlerifi
iistiinde gogsmak we kopeltmek amallaryny yerine yetirip alarys. Sonui ii¢in hem,
P meydanda berlen f(x,y) we g(x,y) kopagzalaryn R(y) rezultanty hem P meydan-
da berlen y iiytgeyénli kopagzadyr. R(y) kopagzanyn derejesini / bilen belgildlin.
[ derejanin f(x,y) we g(x,y) kdpagzalaryn derejelerinin kopeltmek hasylyndan gec-
meyandigini gorkezmek bolar. R(y) kdpagza 6ziinin dagatma meydanynda [ sany
koke eyedir, olary g .5,,....,5, |, B, bilen belgilélifi. Onda, R(8) =0, (k= 1,2,...,])
bolar. Rezultantyn nola denligi bolsa 3-nji teorema gora,

f(X,ﬁk) =4, (Bk>x" + an—l (Bk)x%l +oeet al (Bk)x + ao(ﬁk)’
g.B)=b,B)x"+b, (B)x""'+ - +b(B)x+b,(B)

kopagzalaryi umumy koke eyedigini ya-da a (B,) we b (B,) bas koeffisiyentlerin
ikisinifi hem birwagtda nola dendigini anladyar. Iki yagdaya hem seredelii:

a) goy, a (B,) we b (B) koeffisiyentleriit inn bolmanda biri noldan tapawutly
bolsun.
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Bu yagdayda f(x,,) we g(x,B,) kopagzalar umumy koke eye bolar. Ol koki «,
bilen belgilélin. f(a,, f,)=0we g(a, B,)=0bolany lgin, (@, ) jibiit (24) ulgamyn
bir ¢oziiwi bolar. Saylanyp alnan 8, koke degisli f(x,5), g(x,B,) kopagzalaryn bir-
niage umumy koklerinifi bolmagynyn miimkindigini belldlifi, meselem, @, we @.”.
Onda (e, B), (¢, B) jibiitlerin ikisiniii hem, (24) sistemanyi ¢oziiwi boljak-
dygy aydyn;

b) a (B,) we a (B,) koeffisiyentlerin ikisi hem nola den bolsun.

Bu yagdayda f(x,) we g(x,f) kdpagzalaryn rezultanty nola deti bolsa-da, ola-
ryit umumy kokleriniii bolmazlygy miimkin. Eger hakykatdan hem seyle bolsa, on-
da rezultantyf B, kokiini taslamaly bolar. Yone, b) yagdayda hem f(x, B) we g(x.p)
kopagzalar ¢, umumy koke eye bolmagy miimkin. Onda («,, /) jlbiit yene-de (24)
sistemanyn ¢oziiwi bolar.

Seylelikde, (24) sistemanyn &hli ¢oziiwlerini tapmak tigin, R(y) rezultantyn &h-
li B,(k=1,2,...,]) ¢oziiwlerine ayratynlykda seretmek zerur bolyar.

(24) sistemanyn yokardaky usul bilen tapylan ¢oziiwlerinden basga ¢oziiwinin
bolup bilmejekdigini hem bellélin. Hakykatdan hem, eger («,f) jubiit (24) siste-
manyn erkin ¢6zliwi bolsa, onda

f@x,B) =a,B)x"+ a (B)x"" + -+ a,B)x + a,(B),
g,b)=b,(B)x"+b, (B)x""+ - +b(B)x+b,(b)

kopagzalar, @ umumy koke eye bolardy. Onda 4-nji teorema gord, R(y) rezultant
y = f bolanda nola den bolmaly, yagny R(f) = 0 bolmaly. Bu bolsa f sanyn rezultan-
tynt haysy hem bolsa bir koki bolyandygyny anladyar.

Yokardaky aydylanlar boyunca iki nabellili, iki algebraik demlemeler siste-
masyny ¢6zmegin asakdaky yzygiderligini diizmek bolar:

1. Berlen denlemeler sistemasyny (24) deiilemeler sistemasy gorniisinde yaz-
maly;

2. Alnan sistemanyf rezultantyny diiziip, onufi dhli g (k = 1,2,...,/) koklerini
tapmaly;

3. Tapylan B, kokleri sistemasynyni defilemelerinde goyup, f(x,5) =0, g(x,5) =0
bir liytgeyianli defilemeleri almaly;

4. f(x,B), g(x.B,) kopagzalaryfi d (x) ifi uly umumy béliinijisini tapmaly.

5. Eger degd, > [ bolsa, onda d,(x) = 0 defileméni ¢6zmeli. Bu defileméanin

RN koklerinit f(x,8,) we g(x,B,) kopagzalaryit umumy kokleri bol-
jakdygy aydyi.

6. (@, k),(a'kz,ﬁk), . .,(Ozkp,,é’k) jlibiitlerin toplumyny diizmeli. Bu jiibiitlerin,

kopliigi rezultantyfi f_kokiine degisli berlen sistemanyn kokleri bolar.
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Bu yzygiderlikdéki 3-6 ddimler f (k= 1,2,...,) koklerif her biri Uigin ayratyn-
lykda yerine yetirilyér. Ozi hem, kabir g, kokler ti¢in f(x,5), g(x,ﬂk) kopagzalaryn
umumy koklerininn bolmazlygynyn miimkindigini hasaba almaly. Yokarda gorke-
zisimiz yaly, bu yagday a (8) = b (B,) = 0 bolanda yiize gykyar, yone ony bar-
lamagyn geregi yok. Sebibi d,(x) = [ sert, f(x,5,), g(x.B,) kopagzalaryfi umumy
kokleriniii yokdugynyn nysany bolyar.

Jx.pB), g(x.p,) kopagzalaryn haysy hem bolsa birinifi dhli @, koklerini kyngy-
lyksyz tapyp bolyan yagdayynda d (x) kdpagzalaryfi ifi uly umumy boélijini tap-
maklygyn zerurlygy yok; a -nifi beyleki kdpagzanyn hem koki bolyandygyny ya-da
bolmayandygyny barlamak yeterlik.

Biz iki ndbellili, 1ki algebraik deiilemeli sistemalary ¢6zmeklige yeterlik de-
rejede jikme-jik seretdik. Bu usuly s nédbelli s sany algebraik denilemeli sistemada
hem ulanmak bolar. Onuil s = 3 bolan yagdayynda ulanylysyna seredeliii. Goy,

f(x,y,2) =0,
f(xy,2) =0, (26)
f(x,y,2) =0

detilemeler sistemasy berlen bolsun. 1, £, f, kopagzalary x liytgeydnifi derejeleri
boyunga tertiplesdireli we R(f,, 1)), R(f,, f,) rezultantlary tapalyf. Olaryfi y,z tyt-
geyinlere gord kdpagzalar boljakdygy aydyn, yagny

R(f.. £) = R,(0n2), R(f,, f,) = R,(n.2).

Sotira, bu kdpagzalary y liytgeyédnin derejeleri boyunga tertiplesdirip, olaryn

rezultantyny taparys:
R(R,R,)) = R(2).

Goy, y san R(z) rezultantyn kébir koki bolsun. R (,z), R,(y,z) rezultantlarda
z =y diyip, R (), R, (»,y) kopagzalaryn y = f umumy kokiini taparys; sofira f, f,
/, kopagzalarda y = f, z = y ornunagoymalary ulanyp, f,(x.5,7), f,(x.5.7), f,(x..7)
kopagzalaryin @ umumy kokiini taparys.

Netijede, (@,p,y) Uclik berlen (26) denilemeler sistemasynyn ¢oziiwi bolar.
Bu sistemanyn &hli ¢oziiwlerini almak iicin, her bir y,f, koklerin {igliigi iicin yo-
kardaky yzygiderligi ayratynlykda gaytalamaly.

1-nji mysal.

fy) =@ —-Dx’yw»+1=0, }
gx,y)=(—-Dx’+3x+y—-6=0

denileme sistemasyny ¢ozin.
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Coziilisi. TIki bilen

y—1 -y 1

R(y) = 0 -y
y—1 3 y—6

0O y—-1 3 y-—6

-1 -y 1 0
0O y—1 -y 1
0O y+3y-7 0
0 0 y+3y-7

S = O

y
=2(y— 1D =9y’ + 24y — 20)

rezultanty diizeris. y° — 9)? + 24y — 20 kdpagzany deriidp, onun bir rasional kokiinin
2-a dendigini anyklarys. Ondan sofira ansatlyk bilen,

RO)=200-D (-2 (-5
afilatmany alarys. Seylelik bilen, rezultantyn kokleri , = 1, ,, =2, §, =5 bolar.
a) berlen sistemada y = #, = 1 diyip,
f(X,l) =—x+ 15
gx,1)=3x+5
denilemeleri alarys. Olaryin umumy kokleri yok. Onuii sebabini f(x,1) we g(x,1) kop-
agzalaryn bag agzalarynyn koeffisiyentlerinini 0-a denligi bilen diisiindirip bolar.
b) y=p,,=2 bolanda, berlen sistema seredelii1. Alarys:
f(x2)=x>—-2x+1,
g(x,2)=x>+3x—4.
Ya-da
f(xaz) = (x - 1)25
gx,2) = (x - 1)(x +4)
kopagzalary alarys. Bu kopagzalarynn umumy koki @, = 1 we sonui ii¢in hem,
x=a,=1,y=p,=2 berlen sistemanyf ¢oziiwi bolyar.
¢) y =B, =5 yagdaya seredelin. Bu yagdayda berlen sistemadan
f(x,5)=4x*—5x + 1,
gx,5)=4x>+3x-1
1 1
4 4°
¥y = B, =5 berlen sistemanyn ikinji ¢oziiwi bolar. Berlen sistemanyh basga ¢oziiwi
yok.

kopagzalary alarys. Bu yerde umumy kok x = @, = - bolar. Netijede, x = @, =
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2-nji mysal. Yokardaky diisiindirilen nazaryyeti bu boliimgéniii basynda se-
redilen
Jy)=x*+y*—a=0,
gxy)=xy—b=0

mysalda ulanalyn.
Yonekey usul bilen x nibellini yok edip,

Vi—ay*+ =0 (27)
denileméni alarys.

Indi bolsa (23) umumy formulany peydalanyp, f(x,y) we g(x,y) kopagzalaryn
rezultantyny hasaplalyn:

1 0 y—a
Ry)=|y =b 0 |=y'—ay’+b’.
0Oy —b

Gorsiimiz yaly, bu rezultant (27) defileménin ¢ep tarapy bilen gabat gelyir.

Adaty usullar bilen f(x,y) = 0, g(x,y) = 0 sistemanyn bir nébellisini yok etmek-
lik, aglaba yagdayda bu kdpagzalaryn rezultantyny tapmaklyk bilen gabat gelyar.
Rezultantyni f koki esasynda, kopleng, f(x,f) = 0 ya-da g(x,f) = 0 denlemelerin
haysy hem bolsa birinint @ koki tapylyp, ol kok deiilemelerin beylekisinde barla-
nyp goriilyér, yagny («,p) jiibiitin berlen sistemanyn ¢oziiwi bolyandygy ya-da bol-
mayandygy anyklasdyrylyar.

Bu boliimgiéni biz bir iiytgeyanli kopagzalaryn dhli koklerini tapmak mesele-
sini ¢ozmekligi basaryan hokmiinde beyan etdik. Hakykatda bolsa, biz hizirlikge
difie n-nji derejeli kdpagzanynn dagatma meydanynda n sany kokiinin bardygyny
bilyaris. Ol kokleri tapmaklygyn usullaryny bolsa ayratynlykda dwrenmeklik zerur
bolyar. San koeffisiyentli kopagzalaryn koklerini tapmaklygyii kdbir usullaryna in-
diki boliimde serederis.
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IV soLi SAN MEYDANYNDA BERLEN
BOLUM KOPAGZALAR

§ 13. Kompleks sanlar meydanynyn
algebraik yapyklygy

13.1. Giris bellikleri

Indi bolsa san koeffisiyentli kopagzalary, yagny san meydanynda berlen kopag-
zalary we olara mahsus bolan hasiyetleri 6wrenmeklige gegelin. Bu soragyn wajyp-
lygy matematikanyn kop boliimlerinin, tebigat bilimlerinin, ykdysady meseleleri-
nin aglabasynyn hakyky ya-da kompleks koeffisiyentli algebraik defilemeleri ya-da
olaryn sistemalaryny ¢ozmeklige getirilyanligi bilen diisiindirilydr. Sunui bilen
baglylykda, XIX asyryn ortalarynda san koeffisiyentli kopagzalar nazaryyeti algeb-
ra ylmynyn esasy soraglarynyn biri bolupdy, bu soragyn esasynda algebra ylmy
Ostip, hédzirki zaman matematikasynyi esasy diistinjeleri bolan abstrakt strukturalar
we abstrakt meydanlarda berlen kopagzalar diisiinjelerini yiize ¢ykardy.

San meydanlarynda berlen kopagzalaryn hésiyetlerini 6wrenmeklik, esasan
hem, mekdep mugallymlary {i¢in has dhmiyetlidir, sebdbi mekdep matematikasyn-
da dinte san koeffisiyentli kopagzalar we olara degisli algebraik denilemeler owre-
nilyar.

6.3-nji boliimgede gorkezilisi yaly, san meydanlarynda berlen kdpagzalaryn algeb-
raik we funksional berlisi dethukuklydyr. Bu bolsa beyle kopagzalara hakyky iiyt-
geyinli ya-da kompleks iiytgeyanli funksiyalar hokmiinde seredip boljakdygyny,
bu funksiyalara degisli kesgitlemeleri we tassyklamalary, hususy yagdayda, tizniik-
siz funksiyanyn hésiyetlerini kopagzalar tigin ulanmak boljakdygyny anladyar. Bu
boliimde biz kopagzanyn funksional kesgitlemesinden peydalanarys, sebdbi san
koeffisiyentli kdpagzalaryn koklerinini barlygyny, sanyny, yerlesisini deriiemeklik
kopagzanyn funksional berlisinden peydalanyp yerine yetirilyér.

Onki boliimlerde kdpagzalaryi koeffisiyentleriniii haysy meydanda berlendi-
gine bagly bolmadyk, yagny diirli meydanlarda yerine yetydn umumy héasiyetleri-
ne seredipdik. Hatda kdpagzalaryn getirilmeyin kopagzalaryn kopeltmek hasyly-
na dagatmasy diirli meydanlarda diirli bolyandygyna seretmezden bu dagatmanyn
umumy hisiyetlerine seredipdik. Erkin alnan P meydan ti¢in kdpagzanyn P[x] hal-
kasynda kopagzalaryn iistiinde gecirilyén amallaryn hasiyetleri, kdpagzalaryn bo-
linijiligine degisli esasy hasiyetler, simmetrik kdpagzalaryn hésiyetleri we s.m. kop-
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agzalara degisli umumy hisiyetler bolyarlar. Bu hisiyetlerii san meydanlarynda
berlen kdpagzalar iligin hem, orunly hésiyetler boljakdygy tebigydyr.

Kopagzalary hisiyetlendirydan wajyp hésiyetlerii biri-de onuii kdklerinin bar-
lygy, sany we yerlesisidir. Bu soraglary éwrenenimizde indi biz, kopagzalaryn
haysy san meydanynda berlendigini hokman hasaba almaly bolarys. Sebabi sol bir
kopagzanyn kébir san meydanynda kokiinint bolmagy ya-da bolmazlygy ya-da sol
bir kopagzanyn diirli meydanlarda koklerinin sanynyn diirli bolmagy miimkin. Me-
selem, f(x) = x* + 1 kdpagza hakyky sanlar meydanynda hig¢ bir koke eye dél, yone
kompleks sanlar meydanynda =+ i koklere eye; g(x) = x* — 1 kdpagzanyn rasional
sanlar meydanynda iki koki kompleks sanlar meydanynda bolsa, dort koki bardyr.

§ 8-de beyan edisimize gord, P[x] halkanyn her bir f(x) kopagzasynyn dagat-
ma meydany bolmaly. Ol dagatma meydan P meydanyn kébir L gifieltmesi bolup,
L meydanda f(x) kopagza ¢yzykly kopeldijilere dagayar. San meydanlarynyn arasyn-
da Ckompleks sanlar meydany ayratyn wajyplygy bilen tapawutlanyar. C kompleks
sanlar meydanynda berlen her bir f(x) kopagzanyn dagatma meydany C kompleks
sanlar meydanynyn 6zi bolyar eken, yagny kompleks sanlar meydanynda islendik
kopagza ¢yzykly kopeldijilerin kopeltmek hasylyna dagayar. Basga sozler bilen ay-
danymyzda, C kompleks sanlar meydany algebraik yapyk bolyar. Bizil bilsimiz
valy, R hakyky sanlar meydany munun yaly fundamental ayratynlyga eye dildir.
Sonun bilen baglylykda kompleks koeffisiyentli kopagzalaryn ya-da basgaca ay-
danda, kompleks iiytgeyinli bitin rasional funksiyanyn hasiyetlerini 6wrenmeklik
ayratyn mesele bolup duryar.

C kompleks sanlar meydanynda berlen algebraik denlemelerin kokiinini bar
bolmak meselesini deriemekligin esasy netijesi, derejesi noldan tapawutly bolan er-
kin alnan kompleks koeffisiyentli kopagzanyi int bolmanda bir kdkiiniii bar bolma-
gy hakyndaky teoremadyr. Bu fundamental netije C kompleks sanlar meydanyn al-
gebraik yapyklygy bilen dengliyclidir. Bu netijinin esasynda algebraik detilemeleri
dernemekligin we ¢6zmekligin diirli usullary islenip diiziildi.

Sona gori-de, bu teoremany alymlar algebranyri esasy teoremasy diyip, at-
landyrypdyrlar. Yéne, bu adalga hizirki dowiirde konelisen hasaplanyar, sebibi al-
gebra dersi C kompleks sanlar meydanynda berlen algebraik denilemeler nazaryyeti
bilen tamamlanmayar. Geljekde biz bu teoremanyn adyny kompleks sanlar algeb-
rasynyn esasy teoremasy diyip atlandyrarys.

Bu boliimde esasy teoremanyn we ondan gelip ¢cykyan netijeleriii subutlary
gorkezilydr. Bu teorema birnége usullar bilen subut edilyér; biz «has algebraik»
hasap edilydn Eyler-Gaussyn usulyny getireris. Bu usul kdpagzalaryn funksional
hisiyetlerine dayanyar.
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13.2. Kopagzalaryn modulynyn hisiyetleri

Iki bilen, f(z) kopagzanyn modulynyn hésiyetine seredelin, bu yerde z kom-
pleks iiytgeyini anladyar.

1-nji teorema. Eger derejesi noldan tapawutly f(z) kopagza berlen bolsa, onda
erkin alnan we yeterlik uly bolan M > 0 san ii¢in, N > 0 san tapylyp, |z| > N bolanda,
|f(2)| > M densizlik yerine yetydr.

Bagga sozler bilen aydanymyzda, | z |-ini artmagy bilen |[f(z)| ¢éksiz artyar.
Subudy. Modulyn (|a — b| > |a| — |b|) hisiyeti esasynda alarys:

lf(Z)| = |an z" + an71 =14 ... +alz _|_a0| > |an|| z |n_ |an7 -1 +an,22"72 +

1

(M

+...taz+al.

Yone, jemiit modulynyfi gosulyjylaryii modullarynyi jeminden gegmeyin-
digini we kopeltmek hasylynyin modulynyn, kdpeldijilerin modulynyn képeltmek
hasylyna dendigini hasaba alsak, onda

la, 2" '+a, 2"+ tazral<|a |[z|"'Ha, |z]"?+ -+

n_ 2
Hlallz |+l Al 2 [z etz + 1] = ALZE=L @

n—1

densizligi alarys, bu yerde A4 san f(x) kopagzanyn koeffisiyentlerinin

la, |,la, ,|,....|la|,|a| modullarynyn ifi ulusyna defidir. Eger z iiytgeyéne gosmaga
|z]>1 3)
serti bersek, onda
|z]"! zl"
AT e @

deiisizligi alarys.
(1) we (4) demnsizliklerin komegi bilen (1) densizligi giiy¢lendirip,

Jallzl=lal—A

n__ [z | ! —
lf(z)I>la,llzl Ailzl—l 1Z] =1 )
densizligi alarys. | z |-l ¢iksiz artmagy bilen ol

N = % +1 (6)

sandan uly bolar, yagny '

2A
lz|>==+1 (6"

|4,
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densizlik ya-da basgaca

A la, |
zl—1° 2
densizlik yerine yetyér. Sona gori-de,
la llzl-la,l—A A la,| _la,l
zi-1 o eEolelm = 0

Eger |z| ululyk (3) deiisizligi kanagatlandyryp, (6') denisizligi hem kanagatlan-
dyrsa, yagny eger
| z|> max{l, M} = N, (8)

bolsa, onda (5) we (7) densizliklerin esasynda

a

@) >z | ©9)

deiisizligi alyp bolyar.
Indi bolsa, |z| yeterlik uly bolanda, |f(z)| modulyni berlen M sandan uly boljak-

dygyny gorkezelin.
Hakykatdan hem,
1z]>. [ 2M (10)
bolanda a]
4l S 2M 14 _

denisizliginl yerine yetjekdigi diisniikli. Eger bu yagdayda (9) deisizlik hem yerine
yetydn bolsa, onda (9) we (11) densizliklerden |[f(z)| > M deisizlik gelip ¢ykyar.
(9) densizligin (8) densizligi kanagatlandyryan z-ler tigin, (11) defsizligin bolsa
(10) densizligi kanagatlandyryan z-ler {i¢in yerine yetiryiandigine gord, |[f(z)| > M
densizlik bu densizliklerin ikisini hem kanagatlandyryar, yagny |z| > N, bu yerde

N: max {Nl, n / 2611‘4},

denisizligi kanagatlandyryan z-ler ii¢in yerine yetyar. Islendik M polozitel san iigin,
yokardaky sert bilen kesgitlenyén N sany tapyp boljakdygy aydyn. »

Bu teoremany subut etmekligin dowamynda alnan densizliklerden gonii-
den-goni agakdaky netijeleri almak bolar.

1-nji netije. f(z)=a, z"+a, z''+--+a, z+a, képagza difie moduly

_ A
Ny= 1410 (12)
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sandan kigi bolan kéklere eyedir, bu yerde A san f(z) kopagzanyn koeffisiyentlerin

la, |, la, |....la, |a,| modullarynyin ift ulusyna dendir.

Subudy. Hakykatdan hem, eger z erkin alnan san bolsa, 6zi hem |z | > N, yagny
|z|>1+ |;i| ya-dala || z|—l|a | — 4 > 0 serti kanagatlandyrsa, onda (5) defisizlikden
[f(z)] > 0 densizligi alarys. Bu bolsa, | z |= 1 + ai serti kanagatlandyryan z-lerin

n

[f(z) kopagzany nola dwiirmeyéndigini anladyar. P

2-nji netije. [z > N =1 + |2;| sert yerine yetende, f(z) kopagzanyn bas ag-

zasynyn moduly bu kopagzanyn beyleki agzalarynyn jeminint modulyndan uludyr,
yagny
la z'>la,_z""'+Fa 2"+ -taztal (13)
densizlik yerine yetydr.
Subudy. Hakykatdan hem, eger | z | > N, bolsa, onda

la || z|—la|=A4>0bolar. Sona gora-de,

|a ||Z|n_A|Z|n zlzl’llanllzl_lanl_A
n

1z1— 1 1z1— 1 >0,

yagny |a z'|> A|Z||27_|"1 denisizlik yerine yetyir. Yone, (2) we (4) defisizliklerden

densizligi alarys. Gutarnykly yagdayda, sofiky densizliklerden |z [> N, =1 + ai
bolanda (13) deiisizligi alarys. » |

2-nji teorema. R hakyky sanlar meydanynda berlen tdik derejeli f(x) kopagza
in bolmanda bir sany hakyky kéke eyedir.

Subudy. Teoremanyn serti boyuncga f(x) kdpagza hakyky sanlar meydanynda
berlen kdpagzalarynn hususy haly bolyar, sona gord-de goy, x difie hakyky bahany
alyan bolsun we

f(x): an'xn +an— x”’l Tt +al x + aO

1
kopagzanyn koeffisiyentleri difie hakyky sanlar bolsun. Matematiki analiz kursun-
dan belli bolsy yaly, f(x) funksiya x liytgeyéne gora lizniiksiz funksiya bolyar. 2-nji
netijd gord, |x|-ift yeterlik uly bahalarynda a x" | >|a,  x""'+a  x"?+--+ax+a|
deiisizlik yerine yetyar. Sonuil iigin hem x-ifi bu bahalarynda f(x) kdpagzanyn alyan
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bahasynyn alamaty a x" bas agzanyf alamaty bilen gabat gelyér. n-ifi ték sandygyny
hasaba alsak, a x" bas agzasynyil alamaty x-iil alamaty tiytgéinde tiytgeyér. Sonufi
ticin hem, |x|-ii yeterlik uly bahasynda f(x) kdpagzanyn san bahasynyn alamaty x
iiytgeyanin bahasynyn polozitel ya-da otrisateldigine baglylykda iiytgeyar. Netije-
de, x liytgeyanin kibir x = a, x = b (a < b) bahalarynda f(a) we f(b) sanlar alamat-
lary boyunga diirli bolarlar. Onda matematiki analiz kursundan belli bolan Bol-
sana — Kosiniil teoremasyna gord, (a,b) aralykda f(x) kopagzany nola dwiiryén in
bolmanda bir sany ¢ san bardyr, yagny f(¢) = 0 bolar. »

13.3. Kompleks sanlar algebrasynyn
esasy teoremasy

I1ki bilen agsakdaky teoremany subut edelini.

3-nji teorema. Derejesi n > 1 serti kanagatlandyryan hakyky koeffisiyentli her
bir képagza in bolmanda bir kompleks koke eyedir.

Subudy. Ilki bilen, islendik 7 natural sany n = 2! gorniisde yazyp bolyan-
dygyny belldlini. Bu yerde £ > 0 bitin, ¢ bolsa kébir tik natural san.

Goy, fz)=az +a, |
bolsun. Teoremany k£ > 0 bitin sana gord matematiki induksiya usulyny ulanyp,
subut ederis. k = 0 bolanda, n = ¢ tik natural san bolyandygy ii¢in, 2-nji teorema
gord, berlen kopagza hakyky koke eyedir, sonui iicin bu yagdayda teorema dogry.
Indi bolsa, 3-nji teoremanyn tassyklamasyny hakyky koeffisiyentli, derejesi 2! g-a
den bolan islendik kdpagza ii¢in, dogry diyip giiman edeliit we bu gliman etmamiz-
den peydalanyp, 3-nji teoremanyn tassyklamasyny derejesi 2¢g-a deni bolan hakyky
koeffisiyentli islendik kopagza li¢cin dogrulygyny subut edelin.

C kompleks sanlar meydanynda seredilyin f(z) kopagzanyin C dagatma mey-
danynda n sany koki bardyr (8.3-nji boliimed seret). Olary ¢ ,@,,....,, bilen belgilélin.
Indi bolsa, kébir erkin alnan » hakyky sany saylap alalyin we C meydanyn ﬁij =a.a+
+r(a, + a/_].), i <j gorniisli dhli miimkin bolan elementlerine seredelin. Belli bolsy
yaly, ﬂi]. gorniisli dhli elementlerin sany

z" '+ +a z+a,derejesi n =2} deii bolan kopagza
q

cronn=1) _2°q(2'qg-1)

i 2 2 :2/<—Iq(2kq_1):2k—1q1

formulanyn kémegi bilen kesgitlenyir, bu yerde ¢, = (2" ¢ — 1) tik sandyr.
Indi kokleri dine :3,-,- sanlar bolan

o) =] (Z_B--)”Bu =aa,+r(a+a)i<j

it i
ij(i<j) /
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kdpagza seredelin. Bu kopagzanyn derejesiniii 2° ' ¢, deniligi aydyn, sebébi ﬂij gor-
niisli sanlaryii sany 2* ' ¢ -e defi. z hakyky san bolany ii¢in, ¢(z) kdpagzanyi ko-
effisiyentleri ﬂij-lere gord, ,Bl.j-leri iytgeydnler hokmiinde goz 6mniine getirsek we ne-
tijede, @ (i = 1,2,...,n)-lere gord hakyky koeffisiyentli kopagzalar bolar. ¢ ,@.,...,a,
elementlerin islendik ornunagoymasynda ¢(z) képagza liytgemeyér:

0(2)= 1(‘[) (=-8,)= ”1;[/_){2 —la.a +r(a,+a)]}.

Eger ¢(z) kopagza @ ,@.,...,a, elementlerii islendik ¢alsyrmasynda tiytgemeyén
bolsa, onda onun koeffisiyentleri hem {liytgemeyar. Sona gori-de, ¢(z) kdpagzanyn
koeffisiyentleri @ ,a,,...,a, lytgeyénlere gord R hakyky sanlar meydanynda berlen
simmetrik kopagzany emele getiryar.

Yone, @,,a,,...,a, elementler hakyky koeffisiyentli f(z) kopagzanyni kokleri
bolany {i¢in, simmetrik kdpagzalar baradaky 3-nji teorema goré (11.2-nji boliimgd
seret), p(z) kopagzanyn koeffisiyentleri hakyky sanlar bolyar. ¢(z) kdpagzanyn
derejesi 2¢~ ' g -e defi bolany ficin, 1nduk51yanyn giiman etmesine gord, ol il bol-
manda bir sany kompleks koke eye. Yone onuii kokleri @, a +r(a, + ) gormisde
bolany tli¢in, olarynl it bolmanda biri kompleks san bolar.

Seylelik bilen,  hakyky sany néhili edip saylap alsak-da, «, a tre +a)
element C meydanyi kompleks sany bolar yaly i,j (1 <i<n, 1 <j < n) indekslerifi
jubiitini gorkezmek bolar. Diirli » we ' hakyky sanlara diirli indekslerin jiibtitleri
degisli edilyir. Yone hakyky sanlaryii kopliigi titkeniksiz kpliik, dhli miimkin bo-
lan indekslerin sany bolsa tiikenikli kopliik, onda sol bir indeksleriii jiibiitleri de-
gisli edilen diirli iki | we r, hakyky sanlary saylap bolar:

a, a/j+r1(ozi + ozj_):yl, (14)

bu yerde y, we y, kompleks sanlardyr.
Bu denlikleri agzama-agza ayryp,

(rl_rz)(a[ + a_/—):yl_yz
deiiligi, bu yerden bolsa
V7

— 1 2
a,+a= — (16)

denligi alarys. Tapylan bahany (14) deiilikde goyup,
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deiiligi, bu yerden bolsa,

’)/1_?/2
a a,=y-r — (17)

deniligi alarys.

Gorniisi yaly, @, + @, jem we @, @, kdpeltmek hasyly kompleks sanlar bolyar.
Yone (16) we (17) defiliklerden a, we a, sanlary tapmak bolar. Ol sanlaryfi hem
kompleks sanlar boljakdygy aydyn @, we a, sanlary, meselem,

Z2—(a.+a)z+a a=0
i J o

kwadrat denlleménin kokleri hokmiinde goz oniine getirmek bolar.

Netijede, f(z) kdpagzanyh @ ,«.,...,& koklerinifi arasynda hatda iki sany kom-
pleks sanyn bardygyny gorkezdik. P

Indi 3-nji teoremanyn umumylagmasy bolan asakdaky tassyklamany subut
edelin.

4-nji teorema. (Kompleks sanlar algebrasynyn esasy teoremasy). Kom-
pleks koeffisiventli, derejesi noldan tapawutly her bir

f@)=a,z" +a, 2"+ ta z+ay
kopagzanyn in bolmanda bir sany kompleks koki bardyr.
Subudy. Goy, erkin alnan kompleks koeffisiyentli
fey=az' +a, z"'+-+az+ta,

kopagzanyn derejesi noldan uly bolsun. f(z) kdpagzanyn her bir koeffisiyentini 6zii-
nin ¢atrymlysy bilen ¢algyp,

fi@=a, z"ta, 2" et @zt a
kopagzany alalyn we
2@ =10 f,(2)= b2+ bs 1 2" 4 -+ bz + by
kopeltmek hasylyna seredelini, bu yerde

= Yaa, k=0,1,2,....2n

i+j=k

Catyrymly kompleks sanlaryil hdsiyetine gord we i,j = 1,2,..., n bolany ii¢in,

= Zalaj = bk

i+j=k
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denlik yerine yetyar, yagny g(z) kopagzanyn dhli koeffisiyentleri hakyky sanlardyr.
Netijede, 3-nji teorema gord, g(z) kdpagza i bolmanda bir sany @ kompleks koke
eye bolyar we sonufi ligin hem, g(@) = f(@) f, (@) = 0 deilik yerine yetyér. Bu yerden
Sf(@) =0 deriligi ya-da f, (@) = 0 denligi alarys. Birinji yagdayda @ kompleks san
f(z) kdpagzanyn koki bolyar. Ikinji yagdayda

f@=ad+a_a "'+ +aa+a,=0
denligi alarys. Bu yerde catrymlylygyny hésiyetlerine gord dhli kompleks sanlary
olaryn ¢atyrymlary bilen calsyp,

ad+a, a'+--+ad+a =fa=0

denligi, yagny @ kompleks sanynl f(z) kdpagzanyn koki bolyandygyny alarys. Bu
bolsa, f, (@) = 0 yagdayda hem teoremanyfi dogry bolyandygyny afiladyar. »

§ 14. Kompleks sanlar algebrasynyn esasy teoremasyndan
gelip cykyan netijeler

14.1. Kopagzalaryn kompleks sanlar meydanynda
cyzykly kopeldijilere dagadylysy

Yokardaky subut edilen kompleks sanlar algebrasynyi esasy teoremasyndan
birnidce wajyp netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji teorema. Kompleks sanlar meydanynda derejesi birden uly her bir kop-
agza getirilydndir.

Subudy. Goy, f(z) kopagzanyn derejesi ikiden ki¢i bolmasyn. Onda esasy teo-
rema gord, onufl it bolmanda bir sany z, € C koki bardyr. 8-nji boliimgénii 1-nji
teoremasyna gord, f(z) kopagza z — z, ikagza boluinyir, yagny f(z) = (z - z,) f,(2)
denllik dogry, bu yerde degf, > 1. Sunuii bilen f(z) kopagzanyni kompleks sanlar
meydanynda getirilyandigi subut edildi. P

Netije. Kompleks sanlar meydanynda kdpagzanyn getirilmeydn bolmagy iigin,
onun derejesinin bire den bolmagy zerur we yeterlikdir.

2-nji teorema. Kompleks sanlar meydanynda derejesi n-e den bolan her bir
f(2) kopagza yeke-tik usul bilen (kopeldijilerin yerlesis tertibine ¢enli takyklykda)

f@=a (z-z )z-2))...(z-z) (D)

gorniisde ¢yzykly kopeldijileriii kopeltmek hasylyna dagayar, bu yerde z z.,...,z
sanlar f(z) kopagzanyn kokleri, a_ onun bas koeffisiyenti.

n
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Subudy. 7.7-nji boliim¢éanin 8-nji teoremasyna gord, C meydanda berlen her bir
f(2) kbdpagzany f(z) = f, (2) f,(2)...f, (z) gbrmiisde getirilmeyin kopagzalaryh kopelt-
mek hasylyna dagatmak bolyar, 6zi hem bu dagatmada /(z) kdpagzalar hemiselik
kopeldija genli takyklykda birbelgili kesgitlenydr. Yone, kompleks sanlar meyda-
nynda getirilmeyén kopagzalar diie birinji derejeli kopagzalar bolup bilyér. Neti-
jede, bu dagatmadaky &hli f,(z) kdpagzalar birinji derejeli kopagzalardyr we sona
goré-de, m = n bolar. f,(z) kopagzalaryn hemiselik kopeldija ¢enli takyklykda kes-
gitlenyandigi t¢in, biz f,(z) kdpagzalary normirlenen diyip hasap ederis, yagny
f(z) =z + a, diyip yazyp bileris. Onda

f@)=Az+a)z+a)...z+a)
bolar. Bu denligiii sag we ¢ep taraplaryndaky kdpagzalaryn bas koeffisiyentlerini
denegdirip, 4 = a, bolyandygyny goreris. — a, — @,,...,— @, sanlaryn f(z) kopagza-
nyf kokleri bolyandygy aydyfi. Olary z,,z,,...,z, bilen belgildp hemiselik kopeldija
cenli takyklykda kesgitlenen (1) dagatmany alarys. »
(1) dagatmadan f(z) képagzanyii z ,z,,...,z, sanlardan bagga koklerint bolup bil-
meyéndigi gelip ¢cykyar. Seylelikde, asakdaky tassyklama dogry bolyar.

3-nji teorema. n-nji derejeli kopagza kompleks sanlar meydanynda n sany
koke eyedir.

(1) dagatmadan gorniisi yaly, C kompleks sanlar meydanynda berlen f(z) kop-
agzanyn dhli kokleri hem C meydanyn elementleri bolyar, yagny kompleks ko-
effisiyentli islendik kopagzanyn dagatma meydany C kompleks sanlar meydany
bolyar. Netijede, kompleks sanlaryn meydany algebraik yapykdyr.

Bu alnan netijeler dine kompleks sanlar meydanyna gecip, algebraik den-
lemelerin umumy nazaryyetini diizmekligin miimkindigini afladyar; Q rasional
sanlaryil meydanynda we R hakyky sanlaryfi meydanynda kabir kdpagzalaryn bir
kokiinin hem bolmazlygy miimkin.

8.3-nji boliimgénin 6-njy teoremasyna gora n-nji derejeli
't tazt+a=0 (2)

a z'ta
n n—1

algebraik defileménin z ,z,,...,z_kokleri ligin, Wiyetiil formulalary dogrudyr:

al
z tz teetz =——"—
1 2 n a )
n
zz tzz+ 4z z—a”‘2
172 173 n—1n"" a 2
n
22z 4222+ +z z z =—tas 3)
19273 19244 n-2"n-1n = a ’

a
zz..z=(—1"—"2.
172 n an

13. sargyt Ne 749
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C meydanda f(z) kopagzanyn (1) dagatmasyna giryan kébir kratny koklerinin
bolmagy miimkin, sonia gord-de, (1) dagatmany

f2) =a,(z—z)"(z—2)"...(z—2,)" (4)

gorniigde yazmak bolyar, bu yerde z ,z,,...,z _sanlar f(z) kopagzanyi jiibiit-jiibiitden
durli kokleri, 6zt hemm <nwe k +k, + - +k =n.

14.2. Kopagzalaryn hakyky sanlar meydanynda getirilmeyéin
kopagzalaryn kopeltmek hasylyna dagadylysy

Hakyky koeffisiyentli algebraik denilemeler kompleks koeffisiyentli algebraik
denlemelerin gin yayran hususy halydyr. Hakyky sanlar kopliigi C kompleks sanlar
meydanynyn bolek meydanyny emele getiryéanligi ti¢in, bu boliimin dhli tassykla-
malary hakyky koeffisiyentli kopagzalar ticin hem yerlikli bolyar, meselem, dere-
jesi n-e deil bolan hakyky koeffisiyentli her bir képagzanyn jemi n sany kompleks
koki bardyr. Yone, kibir yagdaylarda hakyky koeffisiyentli kopagzalaryi hakyky
koklerine bolan ayratyn gyzyklanma yiize ¢ykyar. Elbetde, kdbir hakyky koeffi-
siyentli kopagzalaryn bir sany hem hakyky kokiiniii bolmazlygynyn miimkinligini
biz 61 belldpdik (meselem, x> + 1 = 0 denleménin hakyky koki yok). Seyle bolsa-da
kompleks sanlar algebrasynyin esasy teoremasyndan, hakyky koeffisiyentli algeb-
raik denllemelerin hésiyetlerine degisli birndce netijeleri almak bolar.

4-nji teorema. Eger z, kompleks san hakyky koeffisiyentli
f@=az+a  z2't-+az+ta, (5)

képagzanyn kéki bolsa, onda ona ¢atyrymly bolan z, kompleks san hem bu képag-
zanyn kokiidir.

Subudy. f(z,) kompleks sanyfi hakyky bolegini we hyyaly bolegini ayratyn-
lykda gorkezelin :

fe)=a, z)+a, z,"'++az +a,=A+Bi,ABER. (6)

z, san (5) defileménin koki bolany tigin 4 + Bi = 0 bolmaly, bu yerden 4 = B=0
bolyandygy alynyar. Edil seyle gorniisde f(Z,) bahany hem hasaplalyi. Sert boyun-
¢a f(z) kopagzanyn ahli koeffisiyentleri hakyky sanlar, sofia gora-de, a, = a, bolar.

Onda

f(fo): a, (Zo)n + - (Zo)nq + -+ Cll(zo) + ao = a, (Eo)n +

(7

+dn,1(20)"’1 + -+ dl(fo)—l- 6_10.
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(6) we (7) deiilikleri defiesdirip f(Z,) afilatmany f{(z,) afilatmada &hli sanlary
olaryi catyrymlary bilen calsyp, almak bolyandygyna goz yetiryiris. f(z,) we f(z,)
anlatmalaryn gosulyjylarynyi iistiinde difie gogsmak we ayyrmak amallaryny yerine
yetirydndigimiz {i¢in, ol sanlar kompleks sanlaryn esasy hédsiyetlerine gord (§ 18-e
seret), f(Z,) = f(z,) =A—Bibolyar. Yéne, A= B =0 bolany iigin, f(Z,) = 0 bolyar. »

Subut edilen teoremanyn {istiini agakdaky tassyklama bilen doldurmak bolar.

5-nji teorema. Eger z, kompleks san hakyky koeffisiyentli f(z) kopagzanyn k
kratnyly koki bolsa, onda z, sana ¢atyrymly bolan z kompleks san hem bu kopag-
zanyn k kratnyly kokiidir.

Subudy. Eger z, kok f(z) kopagzanyti k kratnyly koki bolsa, onda

[e)=fz)==f"""()=0, [fO)#0 (®)

gatnasyklar yerine yetyir (8.5-nji boliimed seret). Y dne, hakyky koeffisiyentli kop-
agzanyn dhli 6niimlerinin yene-de hakyky koeffisiyentli kopagzalar bolyandygyna
gord, [ (z) kopagzalara 4-nji teoremany ulanyp, /() =0 (i=1,2,...,k— 1) netiji
gelydris. Ikinji tarapdan f®(z,) # 0 bolar, sebébi f®(z)) = 0 bolanda, f*(z)) =0
bolardy. Ol bolsa (8) gatnasyga garsy gelyir. Netijede, z, san hem f(z) kdpagzanyii
k kratnyly koki bolyar. »

6-njy teorema. Derejesi ikiden uly bolan hakyky koeffisiyentli her bir képagza
R hakyky sanlar meydanynda getirilydndir.

Subudy. Goy, z, san f(z) kdpagzanyh kébir koki bolsun. Iki yagdayyn bolma-
gy miimkin:

a) goy, z, hakyky san bolsun. Onda Bezunyi teoremasyna gord hakyky sanlar
meydanynda f(z) = (z — z,) f,(z) defilik dogrudyr, bu yerde f/(z) € R[x] we degf, > 1.
Seylelikde, bu yagday iicin teorema dogry bolyar: f(z) kopagza R hakyky sanlar
meydanynda getirilyar;

b) goy, z, hakyky ddl kompleks san bolsun. Onda 4-nji teorema goré, z, sana
catyrymly bolan z san hem f(z) kdpagzanyii koki bolyar. Sonufi tigin hem, f(z) kop-
agza z —z, we z — z, ¢yzykly kopeldijilere boliinyiér. Netijede,

(@) = (z—2)(z,— Z,)9(2)
deniligi, yagny
f(Z) = [ZZ - (Z() + E())Z + Zo E()](0(2)
defiligi alarys. Bu yerde z, + ( z,) we z, z, sanlaryi hakyky sanlardygyny hasaba al-
sak, f(z) kopagzanyn ikinji derejeli hakyky koeffisiyentli kopagza boliinyandigini
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goreris. Sunlukda, f(z) kopagzanyn derejesi ikiden uly bolany licin, degp > 1 we
¢(z) € R[z] bolar. Seylelik bilen, f(z) kdpagza bu yagdayda hem R hakyky sanlar
meydanynda getirilyar.

7-nji teorema. Hakyky koeffisiyentli her bir f(z) kdpagza R hakyky sanlar mey-
danynda ¢yzykly kopeldijilerin ya-da kwadrat iicagzalaryn kopeltmek hasylyna

f@=a(z-z) G- 2) @4p, 2 g, ) Azt (9)
gorniisde yeke-tik usul bilen dagayar, bu yerde k. € NU {0} we k. <n,i=12,...,m

Subudy. Kdpagzalaryn boliinijilik nazaryyetinden belli bolsy yaly, erkin al-
nan hakyky koeffisiyentli kopagza R hakyky sanlar meydanynda getirilmeyén kop-
agzalara dagayar. 6-njy teorema gord, bu kopeldijiler difie birinji derejeli ya-da
ikinji derejeli kdpagzalar bolup bilerler. Eger bu kopeldijilerin bas agzalarynyi ko-
efﬁsiyentleri I-e den bolsa onda olar birbelgili kesgitlen}'r'arler Bu yagdayda (9)

1-nji mysal. f(z) = z* + 4 kdpagzany kompleks we hakyky sanlar meydan-
larynda getirilmeyén kdpagzalara dagadyn.

Cozilisi. f(z) = z* + 4 kopagza hakyky koklere eye dél. Onun kokleri jiibiit-jii-
biitden ¢atrymly bolan kompleks sanlardyr:

z=1+iz,=1-i,z,=-1+i,z,=-1-1
7-nji teorema gora f(z) = z* + 4 kopagza C meydanda getirilmeyan kopagzalara

asakdaky yaly dargayar:
@)= +4=z-(1+i)|[z-(1-D][z-C1+D)][z=(-1-D)]=
=z-1-Dz-1+Dz+1-Dc+1+i.
Bu kopagzanyn R hakyky sanlar meydanynda dagatmasy
f@)=2+4=(-2z+2)(*+2z+2)

gorniise eye bolyar.

7-nji teoremany drob-rasional funksiyany yonekey droblaryn jemine dagat-
makda ulanmak onayly bolyar. P meydanda dogry droby yonekey droblaryn jemine
dagatmanyn formulasynyin

flx) & £, (x)
2 () ZZ 2] (10)

gorniisdedigine 9.3-nji boliimgede seredlhpdl, bu yerde maydalawjylardaky g (x)
kopagzalar P meydanda getirilmeyan, fl.j(x) bolsa derejesi g(x) kdpagzanyn dereje-
sinden kici bolan kdpagzalardyr.
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Drob-rasional funksiyanyn dagatmasyna R hakyky sanlar meydanynda sere-
denimizde g(x) kopagzalar birinji derejeli ya-da ikinji derejeli kopagzalar bolup
bilerler, olara degisli Jx) kopagzalar bolsa, nolunjy ya-da birinji derejeli kopagza-
lar bolar. Sonun ii¢in hem, g(x) maydalawjyny R hakyky sanlar meydanynda geti-
rilmeyén kopagzalara dargadyp,

gx) =a,(x —x)" ... (x —x)"(x? +p, X+ c1l+1)k’+‘...(x2 +p x+q)" (11)

denligi alarys, bu yerde k, € N U {0} we k. <n, i=1,2,...,m. Netijede, (10) formu-
lany asakdaky yaly yazmak bolar:

bACI f() _
g0 a(x—x ) (x—x)(xF+p x+q JU (X +px+q,)”

A A A A A
_ oy 12 2+_._+ 1y - + ng e 2+._.+ (12)
X=X (x_x1> (x_xl)l X=X, (X—X,)
Alk, B1+1,1X + C[+1,1 bt Bl+1,k,+l‘x + leJrl.kl+I
. k 2 2 i1
(X xl) X+ pl+1x + ql+1 (x + pl+1x + ql+1)
Bmlx + le BmJ(mx + Cmvkm

—+...+ .
X +px+q &' +p x+q)"

Eger (11) denlikde kébir k-ler nola defi bolsa, onda (12) defiligini sol k-lere
degisli R hakyky sanlar meydanynda getirilmeyén kopagzaly gosulyjylary 6ziinde
saklamajagy disniikli.

2-nji we 7-nji teoremalar f(z) kOpagzanyn kompleks sanlar meydanyndaky
ya-da hakyky sanlar meydanyndaky getirilmeydn kopagzalara dagatmasy f(z)
kdpagzanyh dhli koklerini tapmaklyga miimkingilik beryir. Oz gezeginde, bu da-
gatmalary tapmak {i¢in, f(z) kopagzanyn @hli koklerini bilmek zerur. Sonun ii¢in
hem, san koeffisiyentli kopagzalaryn koklerini tapmak meselesi, kopagzany C
ya-da R meydanda getirilmeyin kdpagzalara dagatmak meselesi bilen dengitiy¢lidir.

§15. 3-nji we 4-nji derejeli algebraik denlemeler.
Deiilemeleri algebraik ¢6zmek

15.1. 3-nji derejeli algebraik denlemeler

C kompleks sanlar meydanynda n-nji derejeli kopagzalaryn n sany kompleks
kokiinin barlygy baradaky fundamental tassyklama esaslanyp, algebraik denlemeleri
¢Ozmegin kébir usullaryna seredelin.

Belli bolsy valy, ¢ep tarapy n-nji derejeli kopagza bolan
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ax"+a x""'+--+ax+a =0, a#0

......

pleks sanlar meydanynda serederis. Mekdep matematikasynda hakyky sanlar mey-
danynda berlen 1-nji we 2-nji derejeli algebraik denllemelere seredilyér. 1-nji dere-
jelia x +a,=0, (a, #0) defilleménin koki

x=—"0 (1)

a,

formulanyn, 2-nji derejeli a,x* + a,x + a, = 0, a, # 0 algebraik denleméni haky-
ky kokleri (eger olar bar bolsa),

. = —a+/a’ —4a,a, 2

12 2a,

formulanyn komegi bilen tapylyar.

Mekdepde bu formulalara kopagzanyn koeffisiyentleri hakyky sanlar bolanda
seredilyar. (2) formula a,a ,a, erkin alnan kompleks sanlar bolanda hem dogrudyr,
bu yagdayda a,x* + a,x + a, = 0, a, # 0 defilemanin iki sany kompleks koki bardyr.

Indi bolsa, kompleks koeffisiyentli 3-nji derejeli normirlenen, yagny bas koef-
fisiyenti bire dent bolan

¥ +ax’+ax+a,=0 (3)

algebraik denlema seredelin. Bu denleméni x =y — % ornunagoymanyil komegi

bilen birazrak yonekeylesdirip bolyandygyny bellélin. Hakykatdan hem, x = y — %
ornunagoymany ulanyp, y*-ly agzasy yok bolan

2

o s G )=

gorniisli kub denileméni alarys.
Seylelik bilen, x* + a,x* + a,x + a, = 0 kub defileméni ¢6zmek meselesini

x*+px+g=0 (5)
gorniisli deiileméni ¢ozmeklige getirdik. Bu denilemini ¢6zmekligini birndge usul-
lary bar. Olaryn birine seredelin. x = u + v diyelin we (5) defileméni kanagatlan-
dyrar yaly, u we v nédbellileri gozlilin. Bir x ndbellini iki sany u we v nébelliler bilen
calsyp, kéibir gosmaca sert girizmége miimkingilik alarys. (5) defilemede x =u + v
diyip

(u+ 0y + p(u+v) + g =0
ya-da
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(1 +0° + )+ Guv + p)(u +0) =0

denilemini alarys. Indi, u we v nibelliler iicin gosmaca

Uy = —g (6)

w+ov+qg=0

deiillemaéni alarys. Seylelik bilen, (5) defileméni ¢6zmek meselesini u we v liytge-
yéanlere gord

serti girizip,

o (7

{If +0v’=—g¢q,
3

deiilemeler sistemasyny ¢6zmeklige getirdik. Bu sistemany ¢d6zmek ii¢in bolsa, ony
u® we v® ululyklaryn kopeltmek hasylyny saklayan yagdayyna getirelin:

{Lﬁ +0v’=—gq,

: 8)
= _ P (
wo'=—7=.
(8) sistemadaky u’ we v® ululyklara, Wiyetini teoremasyna gord, z* + gz— % =0

deiileminin kokleri hokmiinde seretmek bolar. Netijede,

_s__ 49, |4 P
Z=Uu = 2+ 4+27,
_.3__ 49 q_2 i
H=U="9 47

bolar. x = u + v defllik u we v liytgeyénlere gord simmetrik bolany tigin, z, we z,-ni
erkin saylap alyp bileris, yagny z =’ diymin z, = v’ diyip alyp hem biljekdigimizi
bellélin. Seylelik bilen,

e [T e
“_\/2+ $tar =YD,
2 3
RV S A Y ) ©)

2 3
formulalary alarys, bu yerde D = % + 2 weotta (5) denileménin diskriminanty

diyilyar. 27

x =u + v bolany {i¢in ,
. /_a. | P 3\/_1_ /d . P
"‘\/ > TV e Tty T 4t (10)
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ya-da

x—\/ +f+\/ 1 (11)

formulany alarys. Kub deiileménin koklerini tapmaklykda ulanylyan bu formula

------

(9) formulalardaky kub koklerifl her biri diirli {i¢ baha eye bolyar, sona gora-
-de, u-nyn ii¢ bahasyny we v-niil i¢ bahasyny kombinirlesek, onda (10) formula
goré x-ift dokuz sany diirli bahasy alnar. Yone (8) sistemanyn (7) sistema dengtiycli
déldigini yatdan ¢ykarmaly dil, sebabi uo = — -+ P deilemini i’ deiileme bi-

3 27
len ¢alysdyk. Sona goré-de, (8) sistema del koklere (artykmag koklere) eye bolyar.

Sonun ti¢in, (9) formuladaky kub koklerinin dine uv = — P serti kanagatlandyryan-

laryny saylap almaly. 3
Bu soragy ginisleyin deriidlini. Sonun ticin ilki bilen z kompleks sany

z=p(cosp + i sing)

trigonometrik gorniisde yazyp, ondan n-nji derejeli kok alalyn:
¥z = ”«/E(cos ¢ +n2k + zsmgo-'_nzkﬂ) (k=0,1,2,...,n—1) (12)
ya-da basgaca

/7—«/7(005 +zs1ng:;><cosz]:l +zs1n2k7f> (13)

n/z kokiif diirli # sany bahasy bardyr; olary k (k= 0,1,2,...,n — 1) parametre
diirli bahalary berip almak bolar. Sona goré-de, (13) formulany

(Wz) = "\/7<cos ? 4+ isin? P >(coszk—” + lsmzk—”) (14)

gornlisde yazmak amatly bolyar.
/E(cos © +isin? ) =(vz ), we cos 2K 4 isin 21:1 €, (buyerde ¢,— bir-

likden alnan n-nji dereJe11 koklerin k-njysy) belgllenisiklerl girizip, seyle-de, ¢, = &
denligi goz oniinde tutup, (14) denligi

(Wz)=(Vz)he! (15)

gorniisde yazmak bolyar.
Kub denllemini ¢6zmek meselesine gaydyp gelelin. ° / —% ++v'D kub kokiifi
k = 0 bolandaky bahasyny u bilen belgilélin. Bu kokiif beyleki iki bahasy (15)

formula gora
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_ _ 2
W= uc, U =IUu¢E

gorniisde bolar, bu yerde €, = coszT” +i sin23—77.

Edil seyle gorniisde (9) formuladaky v-nifi v,0 ,0,-niit bahalaryny alarys. (6)
sert u,-nyf her bir bahasyny, v -nyfi difie kesgitli alnan bahalary bilen kombinir-
ldp boljakdygyny anladyar. v, bilen v-nifi u-a degisli bahasyny belgildlin, yagny

p

v, =~ 3u, diyelin. Onda
p p pe,
Dl— —_ = — = =0.E>
3u, 3u,e 3ue
)4 )4 p&a
V.= — = — = — = E
2 3u, 3u,e 3u,€e; Do

bolar. Seylelik bilen, (6) sert v -nyfi u, degisli bolan bir bahasyny kesgitleyar we
sona gori-de, x-ift dokuz bahasyny dil-de, ii¢ bahasyny alarys:

X, =U, T 0
% =4 o,= e 40,6 == Lty + D3 —0): (16)
X, = U, + & = UE + UE = —%(uo +0) — l‘ég(uo =),

bu yerde u, san ° —% + D kokiifi haysy hem bolsa bir bahasy, v, san bolsa,
} —% ++v/D kokiif u, sana degisli bahasy. Basgac¢a v -yn bahasyny, v, = —3%

0
formuladan hem alyp bolyar. (16) formulalar (5) kub denileménin dhli ¢oziiwlerini

beryiér.
1-nji mysal. x* + 9x — 26 = 0 defileméni ¢oziin.
(-26)° ¢

1 +ﬁ:196’

Coziilisi. x* + 9x — 26 = 0 denilemi goré alarys: D =
u=%513++v196 =¥27.

u,-yh bahasy hokmiinde 27 kokiifi hakyky bahasyny alalyi, yagny u, = 3
diyelin. Onda v, = —%;0 =— 1. (16) formulalar esasynda x, =2, x =— 1 + 2iV'3,
x,=—1-2i V'3 coziiwleri alarys.

1-nji teorema. Eger kub denlemdnin D diskriminanty nola den bolsa, onda ol
ozara den bolan koklere eyedir.
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2 3

-4 4
Subudy. Eger D = 4 27

bolsa, onda ¢° = p bolar. Ondan basga-da, bu sertde (9) formuladan
e =)
! 2 \/ \/ 8p° NV \2p

gatnagygy alarys. Bu kokiifi bir bahasynyfi u, = g—qbolj akdygy aydyn. (6) sert bo-
yunga bu baha degisli v -yil bahasyny tapaly:

= 0 (bu yerde ¢ # 0, p #0 diyip hasap ederis)

o P __ P 22 2p73p 6<p_3>:i_q_2:3_q:u
0 3u, 337q 9q 9q3p gp\ 27 qp 4 2p 0
2p
Seylelikde, u, = v, = ;—g bolany ii¢in, (16) formulalardan (5) defileménin
3q 3g . . ..
X, = rx X =X, = 2 ¢oziiwlerini alarys. P>

Hakyky koeffisiyentli kub denileménin koklerininn derfiewi onuii D diskrimi-
nantyna baglydyr.

2-nji teorema. Goy,
X+px+qg=0

denlemdnin p we q koeffisiyentleri hakyky sanlar bolsun. Onda:

a) eger onun D diskriminanty noldan uly bolsa, onda x* + px + q = 0 denleme bir
hakyky we iki sany ozara ¢atyrymly bolan kompleks koke eyedir,

b) eger D = 0 bolsa, onda x* + px + q = 0 denlemdnin dhli kokleri hakyky san-
lardyr we olaryn ikisi 6zara dendir;

¢) eger D <0 bolsa, onda x* + px + q = 0 denleme ii¢ sany ozara diirli bolan
hakyky koklere eyedir.

Subudy. a) eger D > 0 bolsa, onda v D hakyky san bolar, sofia gori-de (9)
formuladaky kub kokiinin asagyndaky san hem hakyky san bolar. Hakyky sandan
alnan kub kokiini ti¢ bahasy bar, olaryn biri hakyky sandyr. Bu hakyky sany u -y
bahasy hokmiinde alalyfi. Onda u, v, = —g sertden v -ynt hem hakykylygy gelip
¢ykyar. Bu yerden bolsa, x, = u, + v, kokiii hakyky sandygy gelip ¢ykyar. u, # v,
bolyandygyny belldlifi. Hakykatdan hem, eger u, = v, bolsa, onda u, = v, bolardy
we bu yerden D = 0 gelip gykardy, bu bolsa serte garsy gelyar. Netijede, u, + v, we

u, — v, # 0-hakyky sanlar bolany tgin, (16) formulalar esasynda x, we x, kokler
Ozara ¢atyrymly kompleks sanlar bolyar:
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b) D = 0 yagdayda u, = v, bolar we (16) formulalara gord, x* + px + ¢ = 0
denlleménin dhli kokleri hakyky sanlar bolup, 0zi hem x, = x, bolyar;

¢) eger D <0 bolsa, onda v' D = iv'— D -hyyaly san. Netljede (9) formuladaky

kub koklerin asagynda 6zara ¢atyrymly kompleks sanlar bolar. Muia layyklykda,

} —% +iv—D we’ —% — iv—D koklerin degislilikde, &hli u, we v, bahala-

ry kompleks sanlar bolar. Bize milim bolsy yaly, — % +iv—D we -2 +i/-D

Ozara ¢atrymly kompleks sanlaryn modullary deii: 2

r—\/—— J+(/-Dy = /35 (17)

Sona goré-de, bu sanlardan alnan kub koklerin sol bir p moduly bolar:

—|uk|—|vk|_3\/> 4/ —ﬁ \/—i (18)

Bu yerde, p < 0 bolany l'ic;in kwadrat kok asagyndaky san polozitel sandyr

2
(p <0 densizlik D = C]Z 57 < 0 densizlikden gelip ¢ykyar).

Indi bolsa, u kokifi haysy hem bolsa bir bahasyny u, bilen belgililifi, ona

degisli v kokun bahasyny bolsa, v, = — 3]; bilen belgilélin. Onda

__P
DO UO — ?
(18) formula esasynda bolsa, [u |* = —? bolar. Netijede,
v, U, = |u,|*

denligi alarys. Yone, 6z gezeginde [u | = uo ,5 sonun ti¢in hem

O U, = l/tl/t

denlik dogry. Bu yerden v, = u_o, yagny v, kompleks sanyn, u, kompleks san bilen
Ozara gatrymly sanlar bolyandygyny goreris. Indi (16) formulalary derndp, x* + px+
+ g = 0 denilleménin &hli koklerinin hakyky sandygyna goz yetireris. »

Bellik. Ug sany hakyky koki bolan x* + px + ¢= 0 (p # 0, ¢ # 0) kub defilemi-
nint hokman 6zara gargylykly alamatly kokleri bardyr. Hakykatdan hem, Wiyetin
teoremasyna gord bu deflleméniil koklerinifi jemi nola den:

X, +x +x,=0.

Yone, bu detilik X,,X,,x, kokleril ifi bolmanda ikisinifi alamaty 6zara diirli bo-
landa we difle sonda yerine yetyar.
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15.2. 4-nji derejeli algebraik defilemeler we
olary cozmekligin usullary

4-nji derejeli
' +ax’+ax’+ax+a, =0 (19)
denillema seredelin.

Bu deiilleméni ¢ozmekligin birndce usullary bar. Ilki bilen, kub deiileméni ¢6z-
meklikde ulanylan usula menzes bolan, Eyleriii usulyna seredelin. x =y — %
ornunagoymanyn kdmegi bilen, (19) denileménin x* -y saklayan agzasyny yok edip
bolyandygyny bellélii. Sonuii tigin hem,

X+px+ge+r=0 (20)
gornlisdédki denileméni ¢ozmeklige seredyiris. Onun ¢oziiwlerini
X=u+ov+ow (21)
gorniisde gozlalin. (21) denligi kwadrata goterip alarys:

X =u*+ 0+ @+ 2(uv + uw + vw)
ya-da
xX2— (1 + 0*+ @0?) =2(uv + uw + vw).

Soiniky alnan deiligi yene-de kwadrata goterip ,
=2+ 0+ @) X+ (1P 0+ @) =4 0P+ P o 0P o)t
+ 8(1? v + uv* W + uvw?)
deiiligi alarys. Bu yerde (21) ornuna goymany ulanyp,
X =2 + v* + w*) X*— Buvwx — 2(1* vV* + 1 w* + v* W)t
+ W+ o+ w)=0 (22)

deiillemaéni alarys. (20) we (22) denlemelerin ikisinde hem x = u + v + w hasap edip,
(20) denlemeden (22) deiileméni ayryp,

[p+2* +0*+ w?)] x* + [q + Buvw]x + [r + 2(1* v* + u? w*+ v* W?) —
—(Ww+ o+ wH]=0 (23)

denlemaéni alarys. x liytgeyéni u,0,» Giytgeyanler bilen ailladanymyz {i¢in, (23) den-
lemé gosmacga sert girizip bileris:

P2+ 0+ w)=0,q+ 8uvw =0. (24)
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Onda (23) denileme
r+ 2w’ v’ + P 0* t0? 0?) - (Wt ottt o) =0 (25)

gorniise gecer. Seylelikde, (20) denlleméni u, v, @ ndbellilere gord ¢oziilydn (24)
we (25) defilemelere getirdik. O belleysimiz yaly, ol nibelliler x niibelli bilen
x=u + v + w gatnagykdadyr.

(24) we (25) denlemelerden

U+ 2+ o’ =—£,
2
2

I v+ e’ + 2wt =L 1—64r’ (26)

2

denlemeler sistemasyny alarys. (26) sistema (24), (25) denllemelerin emele getiryan
sistemasyna dengiiy¢li déldir, sebédbi (26) sistemany g + Suvw = 0 denleméni

2
w2 v* = -L_defileme bilen calsyp aldyk. Sonun ti¢in hem, (26) sistemanyn ¢oziiw-
lerini tapanymyzdan son artykmag kokleri ayryp taslamaly bolar. (26) sistemanyn
denlemelerine u*,0%,w? ndbellilere gord alnan kabir kub denleme tigin, Wiyetin for-
mulalary hokmiinde seretmek bolar. Bu denleménin

3, P > p’—4r _Q_Z_
Z+22+ T 64_0 (27)

gorniisde boljakdygy aydyn. (27) deiilemi (20) denleméanin kubiki rezolwentasy
diyilyar.
Eger (27) defileménin z ,z,,z, koklerini tapsak, onda
u,= V%, V,=EyZ,0,= i\/;z (28)

¢Ozliwleri alarys. (20) denleménin ¢éziiwleri bolar yaly x =u + v + w saylap almak
ticin, dine
__4q
U = — o (29)
serti kanagatlandyryan u,0,® bahalaryny almaly bolar.
Goy, u,,,0, tglik (29) serti kanagatlandyryan (28) bahalaryfi kébir toplumy
bolsun, onda (20) denileminin dhli ¢oziiwleri

x0=u0+vo+a)0;

X, =Uy— 0, — W (30)
X, ==y T, — @y
X, == Uy =0, T,
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formulalaryi kdmegi bilen tapylyar, sebébi u ,v,, sanlaryn diie ikisinifi alamaty-
ny birwagtda iiytgedenifide (29) sert bozulmayar. Islendik 4-nji derejeli defileménin
bolsa dort sany koki bardyr.

1-nji mysal. x* + 4x’ + 6x* — 4x + 5 = 0 defleméni ¢ozin.

Coziilisi. x = y — 1 ornunagoyma x*+ 4x° + 6x* — 4x + 5 = 0 denileméni
— 8y + 12 = 0 gorniise getiryar. Bu denleménin kubiki rezolwentasy z> —3z— 1 =10
gorniisde bolar. z2 — 3z — 1 kdpagza rasional sanlar meydanynda getirilmeyar.

Kardananyn formulasyndaky kok asagyndaky —% + VD aiilatmany trigonometrik
gorniisde anladalyn:

—%+Fz—%+i«/5:p(cos§0+isingo).
-~ L T 1 V3 b4 T
Biziit mysalymyzda: 5 + A 1 = > + 5 1= cos & 3 —|—ls1n3 , yagny

p =1, p=060°we sonun iigin,

30 —200s20°~2 094 ~188:

20:2 coS

60°

zlz2cos< 3

+120%) =2 cos 140° = 2 - (- 0,766) = — 1,53;

z,=2 cos (6?0o + 240°) =2 c0s 260° =2 - (— 0,174) =~ — 0,35.

, =t v1,88=+137 0 ,=%+y-1,53 =+ 1,245, 0 ,=++—0,35 =+0,59i

2
bolany lgin, u, = 1,37, v, = — 1,24i; o, = 0,59i diyip,

U, v, W, = —78 = 1 serti kanagatlandyryan u -yf, v -yfi, o -yi bahalaryny

saylap alanymyzdan sofira, (30) formulalary ulanyp,
Yo=u,tv,+w,=1,37-0,65i
y,=u,—v,—o,~1,37+0,65i
y,=—u,to,—o,~-137-1.83i
y,=—u,—v,+o ~-137+1,83i
Gutarnykly yagdayda berlen defileménin
x,~ 0,370,651
x, = 0,37 +0,65i;
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x,~—2,37 - 1,83i;

x,~—2,37+1,.83i
¢oziiwlerini alarys.

Gorslimiz yaly, bu yagdayda berlen denileme iki jiibiit 6zara ¢atrymly kom-
pleks ¢oziiwe eye. Hakyky koeffisiyentli 4-nji derejeli defileménini ya-ha dort sany
hakyky kokiinin ya-da iki hakyky we bir jiibiit 6zara ¢atrymly kompleks kokiinin,
ya-da bolmasa iki jiibiit 6zara ¢atrymly bolan kompleks kokiinin bardygyny belldlin.

Indi bolsa 4-nji derejeli denlemeleri ¢zmeklikde ginden ulanylyan italyan ma-
tematigi L. Ferrarinini usulyna seredelin.

Goy,
xX'tad’ +bx’ +ex+d=0 (31)
deiileme berlen bolsun. Bu denleménin soriky ii¢ agzasyny denlikden saga gegirip
2.2
we onun iki tarapyna hem % gosup alarys:
ppaxy _ (@ N
(x+2>—<4 b)x cx —d.

2
Soniky alnan denleménin iki tarapyna hem (x2 + aZ—x>l‘ + % anlatmany gosup
(bu yerde ¢ komekgi ndbelli),

<x2+%+£)2=<%2—b+t>x2+<a7t—c>x+§—d (32)

denlleméni alarys. Indi, (33) defileménin sag tarapy (4x + B)* gérniisli doly kwadrat
bolar yaly edip, #-nint bahasyny saylalyil. Onun {i¢in, 4,B ndbelli koeffisiyentlerin
we ¢ ndbellinin, berlen denleménin koeffisiyentleri bilen,

2 2
AZ:%—b—I—t, 2AB:%Z—C, BZ:{I—d

gatnasykda bolmalydygyndan peydalanalyin. 4 we B nébelli koeffisiyentleri yok
edip, ¢t komekei ndbelld gora:

£ —bt’ + (ac — 4d)t — (da’* — 4db + ¢*) = 0, (33)

deiileméini alarys. Alnan (34) denilleme berlen (32) denleménin kubiki rezolwentasy
bolyar. Eger 7, san (34) defileménifi erkin alnan koki bolsa, onda (33) defilemeden
iki sany x iiytgeyéine gora,

X+l Av 4B,
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> oax | b _
X +7+7——(AX+B),

kwadrat denilemeleri alarys. Bu denlemelerin ¢oziiwleri berlen (32) defileménin &hli
cOziiwlerini beryér.

4-nji derejeli denlemeleri cozmek meselesini awtoryn hodiirleydn nibelli koet-
fisiyentler usulyna seretmeklik bilen jemlaris.

Goy, x* + ax’ + bx* + cx + d = 0 defileme berlen bolsun. Bu defileménii ¢ep
tarapyndaky kdpagzany

X*+ax’+bx’—cx+d=0+Ax+B)(x*+ Lx+ N) (34)

gorniisde yazalyn, bu yerde 4,B,L,N nibelli koeffisiyentler.
(35) denligin sag tarapyndaky yaylary acyp we alnan kdpagza bilen x* + ax® +
+ bx* + cx + d kdpagzany denesdirip, 4,B,L,N nibelli koeffisiyentlere gorad

( A=a-1L,
Avl=a N=4,
BL + AN = c, (@-L)L+B+5=b,
BN =d BL+(a—L)%=c
c_ad
denilemeler sistemasyny alarys. Bu sistemanyn soniky defilemesini L = 2
gorniisde yazyp, (35) sistemadan B nébelld gori: B — B
_ad _ady
afc=%) (c=%) d _
~+B+5=0b
_d < B_ i) B
B B
denleméni alarys. Bu denileméni yonekeylesdirip, ony
ac(B + %) —atd-¢? J
7 +B+ 5= b (36)
l¥+zg—2d
deiileme bilen calsarys. Sonky denlemede B + % =t belgilenisik gegsek we
2
B + % = ¢’ — 2d bolyandygyny goz 6iiine tutsak, onda ony

act—a’d—c* _
' —4d

r+
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ya-da
£ —bt’ + (ac —4d)t + 4db — a’d — c* = 0 (37)
gorniisde yazmak bolar. Soiiky deiileme berlen denleménin kubiki rezolwentasy

bolyar we onuil Ferrariniii usulyndaky rezolwenta bilen gabat gelyandigini goryaris.
Seylelikde, berlen deflleméni ¢zmek ti¢in, soniky defileménini haysy hem bol-

ad
C _—

sa, bir 7, kokiini tapyp, B + % = 1, defilemeden B-niil bahasyny, L = Z for-
B

muladan peydalanyp, L-in bahasyny we N = %, A = a — L formulalardan peyda-
lanyp bolsa, N we A-nyn bahalaryny taparys. Gutarnykly yagdayda,

X+Ax+B=0wex’+Ix+N=0

deiilemeleri ¢6ziip, berlen deileméninl dhli koklerini alarys.
2-nji mysal. x* + 8x* + 15x* — 4x — 2 = 0 defleméni ¢dziii.
Coziilisi. Bu denleménin kubiki rezolwentasy
£'— 15— 24t -8 =0

detileme bolar. Bu deilleménif bir koki 7, =—1. Ony B + 4 _ 4, detilemede ornuna

goyup, B — % = — 1 denleméni, yagny B>+ B—-2=0 deglemﬁni alarys. Bu denle-
._ad

ménin bir koki B=1bolar. Ony L = g formulada ornuna goyup, L =4 bahany
B

alarys. Sonira N = 44— 4 [ formulalardan peydalanyp, N=—2, 4 = 4 bahalary

B 2
alarys. Netijede bolsa, x> +4x+1=0 we x*+ 4x —2 =0 denlemeler alynyar. Bu
defilemeleriti x, =—2—v3, x,==2+vV3,x,==2-v6, x, =—2+v6 ¢b-
ziiwleri berlen x* + 8x* + 15x* — 4x — 2 = 0 defileménin &hli ¢oziiwleri bolyar.

Bellik. B*> + B — 2 = 0 denleménin ¢oziiwi hokmiinde B = — 2-ni alsak, sonky
netijede, x> + 4x — 2 = 0 we x? + 4x + 1 = 0 denilemeleri alarys.

15.3. Deiilemeleri algebraik ¢6zmek meselesi

Biz erkin alnan birinji, ikinji, i¢linji, dordiinji derejeli defilemeleri ¢c6zmeklige
seretdik. Bu denlemelerin ¢oziiwlerini olaryn koeffisiyentlerinin iistiinde algebraik
amallary yerine yetirmekligi gorkezyin formulalaryn komegi bilen berdik. Eger

14. sargyt Ne 749
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algebraik denllemeler {i¢in olaryn koklerini koeffisiyentlerinin {isti bilen anladylyan
formula tapylsa, onda bu deillemeler algebraik ¢oziilyir ya-da radikallarda ¢o-

......

Kesgitleme. Eger berlen denlemdnin dhli koklerini olaryn koeffisiyentlerinin
listiinde gosmak, ayyrmak, képeltmek, bélmek we kék almak amallaryny tiikenikli
gezek ulanyp anladyp bolsa, onda bu dernlemdni algebraik ¢oziip bolyar ya-da ra-
dikallarda ¢oziip bolyar.

Seylelik bilen, biz islendik san koeffisiyentli birinji, ikinji, ti¢linji, dérdiinji
derejeli denlemeleri algebraik ¢oziip bilyaris. 3-nji, 4-nji derejeli denlemeleri ¢oz-
mekligiit beyany X VI asyra degislidir. Ondan sofira alymlaryn 5-nji derejeli den-
lemeleri umumy gorniisde ¢6zmeklige synanysmagy tebigydyr. 5-nji we ondan uly
derejeli algebraik denlemelerinl koklerini koeffisiyentlerin iisti bilen aiiladylyan for-
mulany tapmaklyga ii¢ asyr synanysyk edipdirler. Yone, netijesiz bolupdyr. Difie
XIX asyryn baslarynda bu sowsuzlygyn sebébine diistinipdirler, yagny asakdaky
teorema subut edilipdir.

Teorema. (Ruffini — Abelini teoremasy). Erkin alnan harp koeffisiyentli n-nji
derejeli algebraik denlemeleri n > 5 bolanda radikallarda ¢oziip bolmayar.

Has takygy, n > 5 bolanda n-nji derejeli defilemelerin arasynda (hatda bitin ko-
effisiyentli) radikallarda ¢6ziip bolmayan denlemelerit hokman bardygy subut edil-
yar. Bu alnan netiji derejesi dortden uly bolan san koeffisiyentli dhli defilemeleri ra-
dikallarda ¢oziip bolmayar diyip diisiinmeli dil. Kébir gérniigli defilemeleri umumy
yagdayda hem radikallarda ¢oziip bolyandygyna biz dus geldik. Meselem, ikagzaly
ax"—b=0,a# 0, n €N gorniisli defillemeleri radikallarda ¢ozilip bolyandygyny
goriipdik. Onun kompleks sanlar meydanynda » sany koki bardyr.

16. Kopagzalaryn hakyky koklerinin
pag Yy YKY
yerlesisi

16.1. Hakyky koklerin aracigi

Onki boliimlerde algebraik defilemelerii koklerinifi barlygyna we sanyna de-
gisli soraglara seredipdik. Yone, bu kokleri tapmak iigin, ol koklerini hakyky okufi
iistiinde ya-da kompleks sanlaryn tekizliginde néhili yerlesyéndigini yeterlik takyk-
lykda bilmek zerur bolyar. Kopagzanyn kompleks kokleri barada iki sany belligi
edelin.

1-nji bellik. Kompleks koeffisiyentli a z" + a,_z' '+--- +az + a, kdpag-
zanyn dahli kokleri merkezi koordinatalar baslangyjynda yerlesydn radiusy
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N:1+A;A:max{
a

0

an—l |’

aH|,...,\a1 |,|a0|} (1)

a,|
ululyga den bolan tegelegin i¢inde yatyar.
Bu tassyklama 13.2-nji boliim¢éniii 1-nji teoremasynyni 1-nji netijesinden ge-
lip ¢ykyar.
2-nji bellik. Hakyky koeffisiyentli képagzanyn kompleks kékleri hakyky oka
gord jiibiit-jiibiitden simmetrik yerlesendirler.

Bu tassyklama bolsa 14.2-nji boliimgedéki 4-nji teoremadan we 6zara ¢atrym-
ly kompleks sanlaryn hakyky oka gord simmetrik yerlesyanliginden gelip ¢ykyar.
1-nji bellikden asakdaky tassyklamany alarys.

1-nji teorema. Hakyky koeffisiyentli
ax"+a x"'+..+ax+ta=0,a#0

denleménin dhli hakyky kokleri (-~ N, N,) interwalda yatyar, bu yerde N, =1 +
+ A
|a,|

Subudy. Hakykatdan hem, bu defileménifi &hli kompleks kokleri |z] < N, te-
gelegin icinde yatyar. Sonun iigin hem, eger onun hakyky kokleri bar bolsa, onda
olar gorkezilen interwala diismeli.

yA=max{la, |,la _|,....|a | lay]}).

1-nji mysal. 2x° + x* + x? — 2x — 3 = 0 denileménin hakyky koklerinin yatyan
interwalyny tapyn.

Coziilisi. 2x° + ¥’ + x* — 2x — 3 = 0 defileme iigin, 4 = 3, a, = 2 we sofia
gori-de, N, = 1 + % —2,5-¢ def. Netijede, bu defileminin hakyky kokleri (—2,5; 2,5)
interwalda yatyar.

1-nji teorema algebraik denleménin hakyky koklerinin aracégi baradaky
takyklykda kesgitlemegin birndge usullary bar. Biz olarynn difie Nyutonyn usuly
diyip atlandyrylyanyna serederis.

Oniinden kibir belliklere seredelit.

1-nji teorema bilen kesgitlenydn N, san, birwagtyf 6ziinde kopagzanyn otri-
satel koklerinin asaky cdgini we polozitel koklerinn yokarky ¢égini kesgitlemége
miimkingilik beryir, sebibi eger kopagzanyn hakyky kokleri bar bolsa, onda olar
(= N,, N,) interwalda yatyar. Hakyky koklerii yatyan interwalyny daraltmagyf bir
yoly, berlen kopagzanyi polozitel koklerinin asaky we yokarky ¢égini ayratynlykda
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hem-de otrisatel koklerin asaky we yokarky ¢égini ayratynlykda tapmaklyga esas-
lanyar, yagny polozitel koklerifi (m,, M) interwalyny kesgitleyédn m_, M, sanlary,
otrisatel koklerin (m_, M ) interwalyny kesgitleydn m , M sanlary tapmaklyga
esaslanyar. Eger berlen kopagza x = 0 kdke eye bolsa, onda seredilyin kdpagzany
x-a boliip, ol koki ayrarys.

Bu sanlaryn birini tapmaklygyn usuly bilinse, onda berlen meselini ¢ozmek
birnége esse yenillesydr, meselem, poloZitel koklerint M, yokarky ¢égini tapyp bil-
sek, onda f(x) = 0 denleminin hakyky kokleriniii galan {i¢ ¢dgini tapmaklygy ona
getirmek bolar.

Berlen f(x) = 0 defilemede x = % ornunagoymany ulanyp, g(f) = 0 defileméni

alarys. Onufi 7 kokleri f(x) = 0 defilleménifi x kokleribilen x, = % denlik arkaly bag-
lydyr. Eger M’ san g(#) = 0 defileménin koklerinin yokarky g:éigil, yagny 0 <t <M’

bolsa, onda x, > ]\/1[ - > 0 bolar. Bu yerden gorniisi yaly f(x) = 0 defileménin polozZitel

]\/1[+’ sany almak bolyar, yagny m, = Z\/11+' . Edil
seyle edip, x = — y ornunagoyma esasynda, f(x) = 0 defilemeden y, kokleri f(x) = 0
defileménin x, kokleri bilen x, = — y, defilik esasynda bagly bolan ¢(y) = 0 defilema
gegmek bolar. Eger y (i = 1,2,...,q) sanlar ¢(y) = 0 deilleménin &hli polozitel kok-
leri bolsa, onda x, (i = 1,2,...,q) sanlar f(x) = 0 defilleménin &hli otrisatel kokleri
bolar. m "<y <M. densizlikden —M "<x <—m" densizlik gelip ¢ykyanlygy
tgin, m_=— 'M+”, M_=—m,bolar. Seylelik bilen, berlen képagzanyn &hlim_, M ,
m_, M_ ¢iklerini tapmak ii¢in, onuii we onuil bilen bagly kabir kdpagzalaryn dine
polozitel koklerinin yokarky c¢dgini tapmaklygy basarmaklygyn yeterlikdigine goz
yetirdik.

koklerinifi asaky ¢égi hokmiinde

2-nji teorema (Nyutonyn teoremasy). Eger x = M bolanda, f(x) képagza po-
lozZitel baha eye, onun dhli oniimleri bolsa otrisatel ddil baha eye bolsa, onda M san
f(x) kopagzanyn polozitel kéklerinin yokarky ¢dgi bolyar.

Subudy. f(x) funksiyanyn hakyky iiytgeyanli funksiyadygyny hasaba alsak,
onda onun ti¢in Teylor formulasy dogry bolyar, ony

4 ” (n)

7 =00 + S gy S gy STOD gy
gorniisde yazmak bolyar. Bu yerden gorniisi yaly, x > M bolanda f(x) > 0 bolyar,
yagny f(x) kopagzanyn dhli hakyky kokleri M sandan kici bolyar. »

f(x) kopagzanyn we onuil 6nlimleriniit M nokatdaky alamatlary, f(x) kopagza-
nyi x — M ikagzanyn derejeleri boyun¢a dagatmasyndaky degisli koeffisiyentlerinini
alamatlary bilen gabat gelyénligi tigin, M sany saylamakda Gorneriii shemasyny
ulanmak amatly bolyar. Ozi hem, kop yagdaylarda #hli koeffisiyentleri hasap-
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lamagyn zerurlygy bolmayar: x — M ikagza galyndyly bolmekliginl yzygiderliginde
otrisatel dél sanlaryn setirini alyp bilsek, onda M sany poloZitel koklerinini yokary
cdgi hokmiinde almak bolar, sebdbi mundan soiira Gornerinn shemasyny ulanmak
esasynda hi¢ wagt otrisatel koeffisiyent alyp bolmayar. Hususy yagdayda, eger
berlen f(x) kopagza dine otrisatel dél koeffisiyentlere eye bolsa, onda M= 0 diyip
hasap etmek bolar, sebdbi f(x) kopagza bu yagdayda polozitel kdke eye bolmayar.

2-nji mysal. 1-nji mysalda seredilen 2x° + x* + x> — 2x — 3 = 0 defileménin
polozitel kokleriniii we otrisatel kokleriniii ¢éklerini Nyutonyn usuly bilen tapyi.

Coziilisi. 2x° +x* + x> —2x-3=0 (2)

denileménin ¢ep tarapyny x — 1 ikagza boliip alarys:

2 0 1 I | -2|-3
1 2 2 3 4 2 | -1

Bu yerde otrisatel koeffisiyent bar, yone M = 1,1 diysek, onda tablisany1 ikinji
setirinde polozitel koeffisiyentlerin setirini alarys:

2 0 1 1 | -2 -3
11| 2 | 22 (342]476]|324]0,56

Sona goré-de, polozitel koklerin yokarky ¢dgi hokmiinde 1,1-1 alyp bolar, yag-
ny M =1,1.
Polozitel koklerin asaky ¢édgini almak {icin, (2) defillemede x = 17 goyup,

3 +2t' -1 -1 —-2=0 (3)

deiileméni alarys. M= 1 diyip, bu defileménin ¢ep tarapyna Gorneriii shemasyny
ulanalyn

3 2 |-1|-1] 0 |-2
1 3 5 4 3 3 1

Bu bolsa, (3) denileménin polozitel koklerinini yokarky ¢égi hokmiinde 1-i alyp
bolyandygyny afiladyar. Yokarda aydylanlara goré, (2) defileménii poloZitel kok-
lerinifi asaky ¢édgi m, = % = 1 bolar. Sofira, (2) defilemede x = —y ornuna goymany
ulanyp,

2y +y —y —2y+3=0 4)
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denlemaéni alarys. Bu denileménin ¢ep tarapyny y — 1 ikagza bolelii:

2 0 1 -1 | -2 3
1 2 2 3 2 0 3

Seylelik bilen, (4) denleminin polozitel koklerinin yokarky ¢édgi hokmiinde 1-i
alarys we bu yerden berlen (2) denilleménin otrisatel koklerinin asaky ¢éginin m = — 1
bolyandygyny goreris.

(4) defilemede y = L diyip,

3255-224-22+22+2=0 (5)

denillemini alarys. Onuii ¢ep tarapyny z — 1 ikagza boliip,

3 |-2]-1] 1 0 2
1 3 1 0 1 1 3

tablisany alarys. Netijede, M =— 1 bolar. Alnan M =-1we m =— 1 netijeler,
(2) denleménin hig hili otrisatel kokiininn yokdugyny anladyar.

Gorstimiz yaly, Nyutonyn usuly (2) denleménin hakyky koklerinin ¢éklerini
yeterlik derejede takyk kesgitlemige komek etdi. Eger 1-nji teoremany ulanan bol-
sak, onda (2) denleménin hakyky koklerinin (— 2,5; 2,5) ¢édgini alardyk. Nyutonyn
usulyny ulanyp, biz (2) denleménin polozitel hakyky koki bar bolsa, onda onun
(1;1,1) aralykda yatyandygyny, otrisatel kokiinin bolsa yokdugyny anyklasdyrdyk.

16.2. Hakyky koklerin sany

Kopagzalaryn hakyky koklerinin sanyny we yerlesisini bilmeklik sanly usul-
lar teoriyasynda denlemeleri ¢ozmekligin zerur etapy bolup duryar. Ayratyn yag-
daylarda berlen kopagzanyn hakyky kokleri barada kibir zatlary aytmak miim-
kin. Meselem, 14.2-nji boliimgeddki 5-nji teorema boyunca, hakyky koeffisiyentli
kopagzanyn hakyky kokleriniii sany onun derejesine den ya-da ondan kigi bolyar
diyen netijd gelmek bolar. Kéhalatlarda, koklerin ¢égini tapmaklygyn yzygiderli-
ginde onun polozitel ya-da otrisatel koklerinin yok bolyan yagdaylaryna dus ge-
linmegi miimkin. Yo6ne, kdpagzanyii hakyky kokleriniii sany baradaky soraga doly
jogap bermek tii¢in, ¢uniur deriew gecirmeklik zerur bolyar.

Kop yagdaylarda hakyky koeffisiyentli denlemelerin hakyky koklerinin sany-
ny Dekardyn diizgiini diyip atlandyrylyan usul bilen kesgitlemek bolyar.

I1ki bilen kébir bellikleri edeliii.
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1-nji bellik. Berlen
¢ (6)

220ty

c.,C

1

tiikenikli yzygiderligin alamat iiytgemelerinin sanyny gorsy jiibiit elementlerin
alamatlaryna gord alarys, yagny her bir garsylykly alamatly gonsy elementlerin
Jtibiiti bir sany alamat tiytgemdni beryqr.

Meselem, — 1, — 2,6, 3, — 1,4 yzygiderlikde 3 sany alamat tiytgeme bar, olary
(—2;6), (3;— 1) ,(— 1;4) jibiitler emele getiryar. — 1, -2, -6, -3, — 1, — 4 yzygi-
derlikde bolsa alamat iiytgeme yok, yagny alamat iiytgemelerin sany nola denl. Eger
C,,C,,-..,C, yzygiderlikde kébir sanlar nola defi bolsa, onda alamat liytgemelerii sa-
nyny kesgitlinde olara iins berilmeyar.

Eger (6) yzygiderlikde birinji we ifi sofiky ¢, we ¢, sanlar birmefizes alamata
eye bolsa, onda bu yzygiderlikdéki alamat liytgemelerini sany jiibiit; eger ¢, we
c, dirli alamata eye bolsa, onda alamat ytgemelerini sanynyn ték bolyandygyny
bellélin.

2-nji bellik. Kopagzanyn kratny kopeldijilerini hemise boliip alyp bolyandy-
gy tigin, seredilydn képagzanyn kratny képeldijileri yok diyip hasap ederis.

Dekardyn diizgiini. Hakyky koeffisiyentli
f&)=ax"+a_x""'+--+ax+a, (7)

kopagzanyn polozZitel koklerinin sany onun koeffisiventlerinin emele getirydn yzy-
giderliginddki alamat iiytgemelerin sanyna den ya-da alamat iiytgemelerin sanyn-
dan jiibiit san azdyr.

1-nji mysal. Dekardyn diizgiini bilen, f(x) = x* — 6x + 1 képagzanyn polozitel
kokleriniii sanyny kesgitlén.

Coziilisi. f(x) = x* — 6x + 1 kopagzanyn koeffisiyentlerinini emele getiryan
1,0, — 6,1 yzygiderliginddki alamat liytgetmelerin sany 2-4 den. Sonun ii¢in hem
Dekardyn diizgilinine gord, onun 2 ya-da 0 sany polozitel koki bar.

2-nji mysal. x* + x> + x + 2 =0 we 2x° + x* + x* — 2x — 3 = 0 denilemelerin po-
lozitel koklerinin sanyny kesgitlan.

Coziilisi. x* + x* + x + 2 = 0 denleménin ¢ep tarapyndaky koeffisiyentlerin
yzygiderligi alamat liytgema eye dil, yagny ol yzygiderlikdéki alamat tiytgemelerin
sany nola den, sonun {igin hem bu defileme polozitel koke eye dal. 2x° +x* + x> — 2x —
— 3 =0 deiilleme bir sany polozitel kdke eye.
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Dekardyn diizgiinini hakyky koeffisiyentli defileménin otrisatel kdklerine baha
bermekde hem ulanyp, bolar. Onui {i¢in,

f)=a x"+a  x"'+-+ax+a=0

denlemede x = —y diyip ndbellini calysmaly. Berlen defileménin otrisatel koklerinin
sany f(— y) = 0 defileménin polozitel koklerinin sanyna den.

3-njimysal. 1) x*—6x+1=0 we x*+x*+x*+2=0 denlemelerin otrisatel
koklerinin sanyny kesgitlén.

Couziilisi. x*> — 6x + 1 = 0 defilemede x = — y ornunagoyma )* — 6y — 1 = 0 den-
lemini beryér. Bu yerde alamat tiytgemelerin sany 1-e def, netijede, bu defileménin
1 polozitel koki bar. Berlen denileme bolsa, 1 otrisatel koke eye bolar.

2) x* + x* + x> + 2 = 0 denilleme x = — y ornunagoymanyn esasynda y* — y* +
+ 3%+ 2 =0 denlema owriilyar. Bu yerden iki sany alamat {iytgemani alarys. Berlen
deiilleme 2 sany otrisatel koke eyedir ya-da hic bir otrisatel koke eye déldir.

Eger berlen f(x) = 0 defileménin &hli kokleriniii hakyky sanlardygy belli bol-
sa, onda Dekardyn diizgiini deilleménin hakyky koklerinint sanyna takyk jogap be-
rip bilydr. Yagny f(x) = 0 defileménin poloZitel kokleriniti sany f(x) kopagzanyi
koeffisiyentlerininn emele getirydn yzygiderligindiki alamat tiytgemelerinn sanyna,
otrisatel koklerinifi sany bolsa f(— x) kdpagzanyn koeffisiyentleriniii alamat tiytge-
melerinifl sanyna dendir.

4-nji mysal. x> — 6x + 1 = 0 deilleménin polozitel we otrisatel koklerinin sa-
nyny kesgitlan.

Couziilisi. x* — 6x + 1 = 0 denleménin dhli kokleri hakyky sanlar, sebabi onun

_(=6)° 1 _ 31
D= "7+ y="7%

lozitel we 1 otrisatel koki bardyr.

diskriminanty otrisatel. Onda bu deiileméniii 2 sany po-

§17. Rasional sanlar meydanynda berlen kopagzalar

17.1. Rasional sanlar meydanynda kopagzalaryn
getirilydnligi we getirilmeyénligi

Erkin alnan algebraik denleménin rasional koklerininn ulanylyan yerleri kép
dus gelmeyir. Yone, eger Q rasional sanlar meydanynda berlen f(x) kopagza ya-da
sol bir zady anladyan rasional koeffisiyentli

f&®)=a x'+a x"'+--+ax+ta=0
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denileme rasional koklere eye bolsa, onda kdp yagdaylarda bu kokleri tapmak gaty
yeiiil bolyar. Berlen deiileménin iii bolmanda bir » kokiini tapyp bilsek, onda ony
x —r bolup, berlen defilemé gord yonekeyrak bolan (n — 1) derejeli denleméni almak
bolar. Sona gord-de, Q[x] halkanyn kopagzalarynyn rasional koklerini tapmaklygyn
yonekey usullaryna seretmeklik maksadalayykdyr. Bu usullary bilmeklik her bir
mekdep mugallymy {i¢in zerurdyr, sebidbi mekdep matematikasynda, esasan hem,
rasional kokleri tapmak talap edilyin rasional koeffisiyentli kopagzalara kop dus
gelinyr.

O rasional sanlar meydanynda berlen kopagzalaryn R hakyky sanlar meyda-
nynda berlen kdpagzalaryndan ya-da C kompleks sanlar meydanynda berlen kopag-
zalardan esasy ayratynlygy, derejesi yeterlik uly bolanda hem rasional sanlar mey-
danynda getirilmeydn islendik derejeli rasional koeffisiyentli kopagzany gorkezmek
bolar. C[x] halkada derejesi birden uly bolan islendik kdpagzany getirilyindigi,
R[x] halkada bolsa derejesi ikiden uly her bir kopagzanyn (hatda ol kopagzanyn
hakyky kokleri bolmasada) getirilyanligini yatlalyn.

Rasional koeffisiyentli islendik derejeli kdpagzalaryn arasynda rasional san-
lar meydanynda getirilmeyén kdpagzalaryn bardygyny subut etmeklige gegmezden
ontirti, rasional koeffisiyentli kdpagzalaryn kabir hdsiyetlerine seredeli.

Ilki bilen rasional koeffisiyentli islendik algebraik denlemini, bu defileménin
ahli koeffisiyentlerini ol koeffisiyentleriit maydalawjylarynyn in uly umumy boliji-
sine kopeldip, berlen denlemé dengiiycli bolan, bitin koeffisiyentli deiilemé getirip
bolyandygyny bellalin.

1-nji mysal. %af + %xz +x - % = 0 rasional koeffisiyentli defileméni ofa
dengiiycli bolan bitin koeffisiyentli defileme bilen calsyn.
Coziilisi. %x*’ + %xz +x — % = 0 denileméni 6-a kopeldip alarys:
26 + 3%+ 6x — 4 = 0. (1)

Drob sanlar bilen is salysmaklyga gori, bitin sanlar bilen ig salygsmak amatly
bolany ii¢in, @ meydana gord berlen kopagza degisli soragy bitin koeffisiyentli
kopagzalara degisli sorag bilen c¢alysyarys. Hususy yagdayda, @ meydanda berlen
kopagzanyn getirilmeyénligi (getirilydnligi) baradaky soragy bitin koeffisiyentli
kopagzanyn getirilmeyanligine (getirilyanligine) getirip 6wreneris. Sonun ti¢in, ilki
bilen Z bitin sanlaryn halkasyna gora kesgitlenen primitiw kdpagzanyn kesgitleme-
sini we esasy hésiyetini yatlalyn (25.4-nji boliimgd seret).

Kesgitleme. Eger bitin koeffisiyentli p(x) kopagzanyn koeffisiyentleri =1 sandan
basga umumy béliijd eye bolmasa, onda ona primitiw (yonekey) diyilydr.
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2-nji mysal. (1) denleminin ¢gep tarapyndaky kdpagza primitiwdir, 2x* — 4x* +
+ 6x*— 12 kOpagza bolsa primitiw daldir.

Lemma. ki primitiw kopagzanyn kopeltmek hasyly yene-de primitiw kopag-
zadyr.

Indi bitin koeffisiyentli kdpagzalaryn rasional sanlar meydanynda getirilyanli-
gi we getirilmeyinligi baradaky soraga gecelin.

1-nji teorema. Bitin koeffisiyentli f(x) képagzanyn rasional sanlar meydanyn-
da getirilydn bolmagy ti¢in, onun Z bitin sanlar halkasynda getirilydn bolmagy,
vagny f(x) = f,(x) f,(x) denlik yerine yeter yaly, derejesi noldan tapawutly bitin koef-
Sisiyentli f,(x) we f,(x) kopagzalaryit bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Zerurlyk serti. Goy, Q rasional sanlar meydanynda getirilydn bitin
koeffisiyentli kopagza berlen bolsun, yagny f(x) = g (x) g,(x) defilik yerine yeter
yaly, derejesi noldan tapawutly rasional koeffisiyentli g (x) we g,(x) kdpagzalar bar
bolsun.

g,(x) we g,(x) kdpagzalaryn koeffisiyentleriniin maydalawjylarynyfi umumy bo-
ltijisini tapyp we olaryn in uly umumy bdliijisini yayyn dagyna ¢ykaryp,

8,00 = %5,(0), £,(6) = £5,(0)

denlikleri alarys. Ozi hem, bu yerde (a;8) = 1, (y;0) = 1 diyip hasap ederis. s,(x) we
s,(x) kopagzalaryf primitiw kopagzalar boljakdygy aydyn. Indi,

flx) = ﬁ 5 AT 51 (x) 5 (x)

detilikdiki & B 2 drobu bitin sandygyny gorkezelin. Hakykatdan hem, 38 p €0

diyip, tersinden giiman edelini, bu yerde p we g # £ 1 sanlar 6zara yonekey san-
lardyr. Yokardaky lemma gori, s,(x) we s,(x) kopagzalaryn s(x)-kopeltmek hasyly
primitiwdir. Goy, ¢, san s(x) kdpagzanyn k-njy agzasynyn koeffisiyenti bolsun. g
¢, kopeltmek hasyly bitin san bolmaly, sebébi sert boyunga f(x) = P s(x) kopag-
za bitin koeffisiyentli kopagzadyr. p we g 6zara yonekey bitin sanlar bolany {i¢in,
c, koeffisiyent ¢ sana bolinyar. ¢, koeffisiyent erkin alnan agzanyn koeffisiyenti
bolany tigin, bu aydylanlar dhli k-lar iicin yerine yetyir, yagny s(x) kdpagzanyn
dhli koeffisiyentleri ¢ sana boliinyédr. Bu bolsa s(x) kopagzanyn koeffisiyentleri-
niil + 1 sanlardan basga hem umumy bdélijjisinint bardygyny anladyar. Ol bolsa

s(x) kdpagzanyin primitiw kdpagzadygyna garsy gelyir. Netijede, % =m € Z gatnasyk
yerine yetyir. Indi £ (x) = ms (x), f,(x) = s,(x) diyip, f(x) = f,(x) f,(x) defiligi alarys,
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bu yerde f(x) we f,(x) kdpagzalar derejesi noldan tapawutly, bitin koeffisiyentli
kopagzalardyr.
Yeterlik serti. Eger f(x) kopagza Z bitin sanlar halkasynda getirilyén bolsa,
onda ol @ rasional sanlar meydanynda hem getirilyandir, sebédbi Z[x] € Q[x]. »
1-nji teorema kopagzalaryn Q rasional sanlar meydanynda getirilyénligi bara-
daky soragy tutuslygyna Z bitin sanlar halkasyna geciryar.

2-nji teorema (Eyzensteyn). Eger bitin koeffisiyentli

_ 14 ...
f&)=a x" +a,  x""'+--tax+ta,

1
kopagzanyn aa,...,a _ koeffisiyentleri kibir p yonekey sana boliinse, ozi hem a,
koeffisiyent p* sana, a_ bas koeffisiyent bolsa, p sana béliinmese, onda f(x) kopagza
rasional sanlaryn meydanynda getirilmeyadr.

Subudy. 1-nji teorema gord, 2-nji teoremanyn sertine layyklykda kesgitlenen
f(x) kopagzany derejesi noldan tapawutly bolan bitin koeffisiyentli iki sany kop-
agzalaryn kopeltmek hasyly gorniisinde anlladyp bolmayandygyny gorkezmek ye-
terlik. Sonun ii¢in, tersinden giiman edelin, yagny bitin koeffisiyentli kopagzalar
tigin

f)=(bx"+b_x""+ - +bx+b)cx+c_xT"+ - +cx+c,),

(r=z1,s=1,r+s=n)

defilik yerine yetyir diyelin. Takyklyk tigin, » > s diyelin. Yokardaky denligifi sag
tarapyndaky yaylary acyp, menizes agzalary toparlanymyzdan sofira, denligiil sag
we ¢ep tarapyndaky kopagzalary denesdirip,

a,=b,c,

alzbl Co+bo Cp

a2:b200+blc1+bocz’

)

a=bc+b c+--+b ¢
¥ r 0 r—

171 r—s s’

a=bc
r s

deilikleri alarys.

Teoremanyn sertine gord a,, yagny b ¢, san p sana boliinmeli, yone p* sana
boliinmeli dél. Sonufi ligin hem, p san b ya-da ¢, sanlaryfi difie birini bolyér. Goy,
meselem, b i p, ¢, san bolsa p sana boliinmeyén bolsun. Onda (2) defiliklerifi 2-nji
defilemesine gord, b, san p sana boliiner, sebibi sert boyunga a, : p we p t ¢ bol-
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yandygyny yokarda gorkezdik. Indi, b i p we b, i p bolyandygyndan (2) defliklerifi
ligtinji deniliginden b, : p gelip ¢ykyandygyny alarys. Edil sufia menzeslikde, b,,b,,. ..,
b._,b_sanlaryi hem p sana boliinyéndigini gorkezmek bolar. Yone bu miimkin dél,
sebdbi b_sanyh p sana boliinydndiginden we (2) deiliklerifi ifi sofiky denliginden
a_ sanyf p sana bolinyandigi alnar. Bu bolsa teoremanyn sertine garsy gelyér. »

Eyzensteynin kriteriyasy diyip atlandyrylyan 2-nji teoremanyn komegi bilen,
Q[x] halkanyn kop kopagzalarynyn getirilydndigini ya-da getirilmeyéandigini bar-
lamak bolar.

3-nji mysal. Eyzensteynin kriteriyasyny ulanyp, f(x) = x* — 2x* —4x* + 2x — 6
kopagzanyn rasional sanlar meydanynda getirilydndigini ya-da getirilmeyandigini
barlan.

Coziilisi. f(x) =x* — 2x* — 4x* + 2x — 6 kOpagza rasional sanlaryn meydanynda
getirilmeyir, sebébi p = 2 bolanda onun koeffisiyentleri Eyzensteynin kriteriyasy-
nyn sertlerini kanagatlandyryar.

Eyzensteynin kriteriyasyndan peydalanyp, Q rasional sanlar meydanynda ge-
tirilmeyén derejesi islediginge uly bolan, bitin koeffisiyentli kopagzalary gorkezip
bolar. Hususy yagdayda, » islendik natural san bolanda we p yonekey san bolanda
f(x) =x" + p kdpagza, hakykatdan hem, Q meydanda getirilmeyédn kdpagza bolyar.
Sunia menizes kopagzalary bagga-da diirli usullar bilen gurup boljakdygy diisniikli.

Seylelik bilen, Eyzensteynin kriteriyasyna esaslanyp, asakdaky tassyklamany
subut etdik.

3-nji teorema. Rasional sanlar meydanynda berlen kopagzalaryn halkasynda
rasional sanlar meydanynda getirilmeydn islendik derejeli kopagzalar dardyr.

Yokardaky aydylanlardan derejesi birden uly bolan, rasional koeffisiyentli /(x)
kopagzanyn i bolmanda bir sany rasional koki bar bolsa, onda ol Q meydanda ge-
tirilyéndir. 3-nji derejeli kopagzalar {i¢in ters tassyklama hem dogrudyr.

4-nji teorema. Eger rasional koeffisiyentli, 3-nji derejeli kopagza rasional
koke eye bolmasa, onda ol rasional sanlar meydanynda getirilmeyar.

Subudy. Tersinden giiman edelifi. Goy, f(x) = f,(x) f,(x) bolsun, bu yerde

f,(x), £,(x) € Q[x] we degf > 1, degf, > 1, degf, + degf, = 3 bolany li¢in, degf =1
we degf, = 2 ya-da degf, = 2 we degf, = 1 bolmaly. Goy, degf, = 1 bolsun, yagny

Jf,(x) = ax + b rasional koeffisiyentli kopagza bolsun. Onda x = — 4 san bu kopag-

zanyn rasional koki bolyar, sona gora-de, ol f(x) kopagzanyn koki bolyar. Bu bolsa
teoremanyn sertine garsy gelyar. »
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4-nji mysal. x’ — 4 kopagza Q meydanda getirilmeyir, sebdbi bu kopagza
rasional koke eye dél. Eyzensteynin kriteriyasyny goniiden-goni ulanyp, bu kopag-
zanyn getirilmeyédndigi baradaky soraga jogap berip bolmayar.

17.2. Rasional koeffisiyentli kopagzalaryn
rasional kokleri

Rasional koeffisiyentli defilemelerin rasional koklerini tapmaklygyn yonekey
usullaryna seredelinn. 17.1-nji boélim¢ede @ meydanda berlen defilemé biz hemise
bitin koeffisiyentli deflleme hokmiinde seretmek bolyandygyna g6z yetirdik. Rasi-
onal koeffisiyentli defilemelerii rasional kdklerini tapmak meselesinde asakdaky
teorema uly dhmiyete eyedir.

5-nji teorema. Eger P yasional san ( bu yerde p we q ozara yonekey sanlar),
bitin koeffisiyentli

L =
ax'+ta  x"'+--t+ax+a =0 3)
denlemdnin koki bolsa, onda a,:p wea, :q.
n

Subudy. Eger g rasional san (3) denleménin koki bolsa, onda

n n—1
an<p> + an1<p> + - +a1£+ a, =0
q q q

ya-da

ap'+a,_p"'q+--+apg' +aq" =0
denlik dogrudyr. Gorniisi yaly, denligin ¢ep tarapyndaky gosulyjylaryn i soniku-
syndan baggasy we tutus jem (ol nola denl) p sana boliinyir, onda a, ¢" : p. Yone,
p we g sanlar 6zara yonekey sonui ligin hem a : p. Edil seyle-de, denligif ¢ep ta-
rapyndaky gosulyjylaryn birinjisinden baggasy we tutus jem ¢ sana boliinyar, sona
goréd-de, a p": g. Bu yerden bolsa, p we ¢ sanlaryn 6zara yonekeydigini goz oiiine
tutsak, a i g alynyar. »

Netije. Eger bitin koeffisiyentli denlemdnin bas koeffisiyenti 1-¢ den bolsa,
onda bu denlemdnin dhli rasional kokleri bitin sanlar bolup, olar azat agzanyn bo-
liijileri bolyar.

1-nji mysal. 6x* + 19x° — 7x* — 26x + 12 = 0 defileménin rasional kokleri,

5-nji teorema layyklykda, g gorniisde bolmaly, bu yerde
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p=%1;£2;£3;+£4;+6;£12; g==1; £ 2; +3; £ 6. Has takygy, bu
denleméanin rasional koklerini

j:1;iZ;i3;i4;i6;ﬂ:12;j:L'j:%':|:

1.,2..4.
P E iy Ry ERE

1
’ 6
sanlaryn arasyndan gozlemeli.

Amaly mysallar ¢oziilende, kdhalatlarda, 5-nji teoremanyn Oziinden dil-de,
onun netijesinden peydalanmak amatly bolyar, sebébi her bir bitin koeffisiyentli
denileméini bitin koeffisiyentli normirlenen deilemé 6wiirmek kyn dil. Onui iigin
berlen defileméni a”' sana kopeldip, a,x = y belgilenisigi gecirmek yeterlik.

2-nji mysal. 2x’ + 3x”* + 6x — 4 = 0 defileméni 2? sana kopeldip, y = 2x bel-
gilenisigi gecirenimizden sonra

Y +3yY+12y—16 =0

denileméni alarys. Bu defilemé 5-nji teoremanyn netijesini ulanmak bolar. Onun
rasional kokleri azat agzanyn boliijileri bolan bitin sanlar bolmagy miimkin, yagny
+1; +2; +4; £8; £16 sanlaryn bolmagy miimkin.

Yone, yokardaky yaly dzgertméni gegirmek hemise maksadalayyk dil, mese-
lem, (4) denleméni 6° sana kopeldip alanymyzda, azat agza 12 - 6° = 2592 sana den
bolyar, onuil bolsa béliijileri gaty kop.

5-nji teorema rasional sanyn, bitin koeffisiyentli denleménin koki bolmakly-
gynyh zerurlyk sertini kesgitleyir. Yone, zerurlyk sertler koprik bolsa gowy, sebibi
olaryn komegi bilen barlaglary yeiilletmek bolar.

6-njy teorema. g (bu yerde (p,q) = 1) rasional sanyn bitin koeffisiyentli

f)y=ax"+a_x"'+--+ax+a,

kopagzanyn koki bolmagy iicin, f(k) (k- bitin san) sanyn p—qk sana béliinmegi ze-
rurdyr (p — gk # 0).

Subudy. f(x) kdpagzany x — k ikagza galyndyly bdlelin. Bezunyn teoremasyna
layyklykda

f@) =@ —k(b_x""'+b ,x"*+ - +bx+b)+f(k) 4)

deniligi alarys. Bu yerde payyn ahli b b ...., b,,b, koeffisiyentleri bitin sanlar.

BRI

(4) denlikde x = g diyip, f(%) = 0 bolyandygyny hasaba alyp,

—f(k) = (g - k)[bn_l (g)"l toab Do,
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deriligi alarys. Bu denligifi iki tarapyny hem ¢” sana képeldip,
—q"f(k) = (p — C]k)[bnilp"_l + e+ b]pqﬂ—l + boqn—l]

deniligi alarys. Bu yerde, eger p — gk # 0 bolsa, onda ¢"f(k) san (p — gk) sana boliinyar.
Indi, ¢ we p—qgk sanlaryn Ozara yonekey sanlardygyny gorkezelin. Hakykatdan
hem, eger ol sanlar |a| # 1 serti kanagatlandyryan ¢ umumy boliija eye bolsady,
onda p = gk + (p — gk) san hem bu bolijja eye bolardy. Bu bolsa miimkin dil, sebébi
(p.q) = 1. Netijede, ¢ we p — gk sanlar 6zara yonekey bolyar sona gori-de, ¢" we
p — gk sanlar hem 0zara yonekey bolarlar. Ikinji tarapdan, ¢"f(k) san p — gk sana
boliinyéar; bu yerden f(k) sanyii p — gk sana boliinyandigi gelip ¢cykyar. »

Netije. Eger bitin koeffisiyentli berlen f(x) kopagzanyi a  bas koeffisiyenti
bire den bolsa, onda onun rasional kokleri dine f(k) : (p — k), (p — k # 0, k- bitin san)
serti kanagatlandyryan p bitin sanlar bolup biler.

Subudy. Hakykatdan hem, 5-nji teoremanyn netijesine goré, a, = 1 bolanda
g = 1 bolyandygyny alarys, bu yerden hem tassyklamamyz gelip ¢cykyar. »

6-njy teoremada k sana diirli bitin bahalary berip, g sanyn berlen deflleménin

koki bolmaklygynyn islendik sandaky zerurlyk sertlerini almak bolar. f(1) we f(— 1)
hasaplamalar yenil bolany ii¢in, k£ sana 1 we — 1 bahalary bermek amatly bolyar.

Ony ulanmaklygyn diizgiinini asakdaky yaly kesgitlemek bolar: P sanyn bitin ko-
S f(=1
pP—q p+gq

q
effisiyentli kdpagzanynl koki bolmagy iicin, sanlaryn bitin bolmagy

ZCTUur.

3-nji mysal. 6x* + 19x° — 7x* — 26x + 12 = 0 defileménin rasional kokleri-
ni tapyn.

Coziilisi. 6-njy teorema gord, 6x* + 19x° — 7x* — 26x + 12 = 0 defnleménin
rasional koklerini dinie asakdaky sanlaryn arasyndan gozlemeli bolar:

1.,3.,1.,2.,4..,1
+];+2;+£3;+4 ;+£6; 12— +=—: +—; = +—: £+
la 29 3: 43 69 123 25 2: 39 35 39 6 (5)
Berlen defileme ticin, /(1) =4, f(— 1) = 18 bolyar. Ilki bilen, (5) sanlaryn haysy-
sy li¢in i sanyn bitin bolyandygyny anyklasdyralyn. Barlaglar
1.,3.,1.,2..,4
e N e R
2) 3, 2 b 2 b 3 2 3 b 3 (6)
sanlar ii¢in, anlatmanyn bahasynyn bitin san bolyandygyny gorkezyér. Gor-

niisi yaly, 6x* + 19x° — 7x* — 26x + 12 = 0 denilleménin koki bolmagy miimkin
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bolan sanlaryin sanyny 24-den 9-a getirdik. Indi (6) sanlaryin toplumyna %
sanyf bitin bolmak sertini goysak, onda 6x*+ 19x* — 7x* — 26x + 12 = 0 den-
leménin koki bolmagy miimkin bolan sanlaryn sanyny yene azaldyp, 2; — 3; %;
_?1 sanlary alarys. Bu sanlary goniiden-goni berlen denilemede goyup, olaryn

haysysynyn onun koki bolyandygyny anyklarys. Hasaplamalar diie % we — 3 rasi-

onal sanlaryil bu defileménin koki bolyandygyny gorkezyir. Berlen deiileménin gep

tarapyny Gorneriil shemasy boyunca x +3 we x — %—e boliip, coziiwi x = _1i3‘/§
bolyan kwadrat defileméni alarys. Seylelikde, 6x* + 19x° — 7x* —— 26x + 12 = 0
denleme x;, = _127@, X3 = %, x, =— 3 ¢oziiwlere eye bolyar.

Kébir denlemelerin rasional koklerini tapanda, ilki bilen berlen denleménin
hakyky koklerinini ¢dklerini tapmak maksadalayyk bolyar. Sebédbi onun komegi bi-
len barlaglaryii sanyny azaltmak miimkin. 6x* + 19x> — 7x* — 26x + 12 = 0 defi-
leménin hakyky kokleri 31.1-nji bolimgediki 1-nji teorema layyklykda ( - %, %)
aralykda yatyar; sonun iicin hem, (5) sanlarynl kébirini barlamagyn zerurlygy bol-
mayar.
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V BOLI SAN MEYDANLARYNYN
BOLUM ALGEBRAIK GINELTMESI

§18. Algebraik san we meydanyi tiikenikli gifieltmesi

18.1. Algebraik sanlar

§6-da erkin alnan abstrakt halkada algebraik we transendent element diislin-
jesine seredipdik. Bu boliimde biz bu diisiinjelerin hususy halyna, yagny algebraik
we transendent san diislinjelerine serederis.

1-nji kesgitleme. Eger berlen san kdibir rasional koeffisiyentli kopagzanyn
koki bolsa, onda ona algebraik san diyilydr.

Islendik » rasional sanyn algebraik san boljakdygy diisniikli, sebébi ona

f(x) = x — r kdopagzanyn koki hokmiinde seretmek bolar. Irrasional sanlaryn
hem algebraik san bolmagy miimkin. Meselem, V2,35 sanlar algebraikdir, sebibi
olaryn birinjisi f(x) = x* — 2 kopagzanyn, ikinjisi bolsa g(x) = x* — 5 kdpagzanyn
kokidir. Yone, dhli irrasional sanlar algebraik bolup bilmez. Q meydanda berlen
hi¢ bir kopagzanyn koki bolmayan tiikeniksiz kop irrasional sanlary gorkezmek
bolar. Ol sanlara transendent sanlar diyilyar. Transendent sanlara mysal edip e,
log2, 2" we s.m. sanlary gorkezmek bolar. Q rasional sanlar meydanynda kesgit-
lenen algebraik we transendent san diisiinjelerini erkin alnan san meydanlarynda
berlen kopagzalar iicin umumylasdyryp boljakdygy tebigydyr.

2-nji kesgitleme. Eger a san A meydanda berlen kibir kopagzanyn kéki bolsa,
onda a sana A meydana gord (va-da A meydanda berlen) algebraik san diyilydr.
A meydana gord algebraik bolmayan sana bu meydana gord transendent diyilydr.

0 rasional sanlar meydany islendik A san meydanynyn bdlek meydany bol-
yvandygy tlicin, @ meydana gord algebraik bolyan san islendik A meydana gérd hem
algebraik bolyar. A meydanyn islendik ¢ elementleriniii bu meydana gora algebraik
boljakdygy diigniikli, sebibi ol f(x) = x — £ kdpagzanyn koki bolyar.

Goy, a san A meydanda berlen n-nji derejeli

fx)=x"+a,  x""'+--+ax+a, (1)

kopagzanyn koki bolsun. Bu kdpagza normirlenen, sebédbi onun bas koeffisiyenti
bire dent. Bu kdpagzany A meydanda getirilmeyan hasap edelin. Goy, ondan bas-
ga-da, g(x) kopagza @ sanyn koki bolyan A meydanda berlen islendik képagza bol-
sun.

15. sargyt Ne 749
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f(x) we g(x) kdpagzalaryn 6zara yonekey déldigi diisniikli, sebdbi olaryn umumy
« koki bolany {i¢in, olaryn ikisi hem x — @ kopeldijé eye bolyar. Ikinji bir tarapdan
f(x) kopagza A meydanda getirilmeyén kopagzadyr. Sonun tli¢in hem g(x) kopag-
za f(x) kopagza boliinydr we netijede, onun derejesi n-den kigi bolmayar. Hususy
vagdayda, eger g(x) kopagza hem A meydanda getirilmeyan bolsa, onda ol f{(x)
kopagzadan hemiselik kopeldiji bilen tapawutlanar. Sonun {igin hem, koki @ bolan
normirlenen f(x) kopagza A meydanda getirilmeyéin @ kokli kdpagzalaryii arasynda
in kici derejeli kopagza bolyar.

3-nji kesgitleme. A meydanda getirilmeydin we a kékli normirlenen f(x) kop-
agza a sanyn minimal kopagzasy diyilydr, onun n derejesine bolsa A meydana gord

Eger @ sanyn derejesi A meydana gord bire den bolsa, onda @ € A bolyar. n> 1
bolanda, f(x) kdpagzanyn A meydanda getirilmeyénliginden @ € A gelip ¢ykyar.
Hakykatdan hem, eger @ € A bolan bolsady, onda f(x) kopagza x — @ ikagza bolii-
nerdi, bu bolsa f(x) kopagzanyn A meydanda getirilyéndigini anladyar.

18.2. Meydanyn yonekey algebraik
gineltmesi

Goy, M erkin alnan san kopliigi berlen bolsun. M kopliiginn dhli elementlerini
Oziinde saklayan san meydany bardyr, meselem, &hli kompleks sanlaryii emele ge-
tirydn meydany.

M képliigi oziinde saklayan dhli san meydanlarynyn kesismesi netijesinde eme-
le gelydn meydana, berlen san kopliigi oziinde saklayan minimal meydan diyilydr
we P{M} bilen belgilenyiir.

Bu kesgitleme kidbir meydanyn islendik sanly bolek meydanlarynyn kesigme-
sinin yene-de meydan emele getiryéndigine dayanyar.

1-nji mysal. M = {1} kopliigi 6ziinde saklayan minimal meydany kesgitlan.

Couziilisi. M = {1} kopliigi her bir san meydan 6ziinde saklar. Bu kopliigi 6ziin-
de saklayan minimal meydanyn Q rasional sanlar meydany bolyar. Hakykatdan
hem, Q meydan dhli san meydanlaryn bélegi bolyar. Ikinji tarapdan, &hli san mey-

danlaryna degisli bolan irrasional san yok, meselem, irrasional san it bolmanda
Q rasional sanlar meydanyna degisli dal.

Q rasional sanlar meydanyna minimal san meydany diymek, tebigydyr.
2-nji mysal. 2 sany saklayan minimal meydany kesgitlaii.
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Céziilisi. v2 sany saklayan minimal meydan a + bv/2 gdriisli sanlary 6ziin-
de saklayan Q(\/E ) meydan bolar, bu yerde a,b € Q. Hakykatdan hem, Q(«/E ) =
={a+bv2|a,b € Q} san kopliigi V2 sany 0zlinde saklayan meydany emele ge-
tiryar. Ikinji tarapdan, V2 sany Oziinde saklayan her bir P meydan 0(v2) mey-
dany hem 6ziinde saklayar, sebébi ahli rasional sanlar we v'2 san bilen bilelikde,
gosmagyi we kopeltmegin netijesi bolan dhli a + b2 gorniigli sanlar hem P mey-
danda saklanyar.

Goy, A kdbir san meydany, @ bolsa bu san meydanyna degisli bolmadyk san
bolsun. A meydany we «@ sany saklayan P{A,a} minimal meydana seredelin. P{A,a}
meydan A meydanyn @ sany Ozilinde saklayan minimal gineltmesi bolyar. Haky-
katdan hem, minimal meydanyn kesgitlemesine gord, A meydanyn @ sany 6ziinde
saklayan islendik gineltmesi P{A,a} meydany hem 6zilinde saklamaly.

Belli bolsy yaly (1,§13), A meydanyii A ? @ sany 6ziinde saklayan minimal

......

......

catyp alnan giieltma, bu meydanyii yonekey gineltmesi diyilyar.
2-nji mysalda seredilen 0(vV2)={a+bV2/a,be Q} meydan Q rasional
sanlar meydanyi ona V2 sany ¢atyp alnan yonekey giieltmesi bolyar.

1-nji kesgitleme. A meydana gord algebraik bolan a sany A meydana ¢atyp
alnan A(@) meydana, A meydanyn yonekey algebraik ginieltmesi diyilydr.
Yonekey algebraik gineltménin gurlusy asakdaky teorema bilen hisiyetlendi-
rilyér.
1-nji teorema. A meydanda getirilmeydn n-nji derejeli
fx)=x"+a, x"'+--+ax+a,

képagzanyn a kokiini A meydana ¢catyp alnan A(a) meydan

{=c,tcatc,a?+-+c  a (2)

gorniisli sanlardan duryar, bu yerde cc .c,,....c. | €A.

Subudy. I1ki bilen (2) gorniisli sanlaryn kopliiginit meydan emele getiryédndi-
gini gorkezelin. (2) gorniigli sanlaryn jeminiit we tapawudynyn yene-de (2) gorniisli
sanlar boljakdygy aydyin. Indi olaryn kopeltmek hasylyna we payyna seredelin. (2)
gorniisli sanlary A meydanda berlen, derejesi (n — 1)-den gecmeyén kébir g(x) kop-
agzada x-iil ornuna @ goyup, alnan ailatma goérniisinde goz oniine getirip boljak-
dygy diisniikli:

¢=q(a).
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Goy, ¢, = q (@), ¢, = q, (@) bolsun. Onda ¢, &, = q (@) g,(a) = g(a) bolar, bu
yerde g(x) kopagzanyn derejesi (n — 1)-den gegmegi hem miimkin. Ol yagdayda
q(x) kopagzany f(x) kdpagza galyndyly boliip alarys:

q(x) = f()p(x) + r(x), 3)
bu yerde r(x) kdpagzanyn derejesi f(x) kdpagzanyn derejesinden kigi bolar, yagny
(n — 1)-den gegmez. (3) deinilikde x-ifi ornuna @ goyup g(@) = (@), yagny

¢, ¢, = r(a) deiligi alarys. Basgaca ¢ we ¢, sanlarynn kopeltmek hasyly (2)

gdrniisli san bolyar.

1

Paya seretmeklige gegelin. Bu yagdayda m sanyn (2) gorniisli sanlaryn

kopliigine giryandigini gorkezmek yeterlik, bu yerde ¢ = g(a@) # 0. f(x) kdpagzanyn
A meydanda getirilmeyandigi tigin g(x) kdpagza onuil bilen ya-ha 6zara yonekey
ya-da f(x) kdpagza boliinyin bolmaly. Yéne, sofiky yagday bolup bilmez. Sebibi g(x)
kopagzanyin derejesi f(x) kopagzanyn derejesinden kici, sonuil tigin hem (f,¢) = 1.

Ozara yonekey kdpagzalar iigin bolsa, «fi ()¢, (x) + q(x) ¢,(x) = 1 denlik yerine
yeter yaly, yeke-tdk ¢ (x), ¢,(x) kopagzalaryn jiibiiti bar» -diyen tassyklama dogry
(7.5-nji boliimgd seret). Bu denlikde x = @ diyip we f(@) = 0 bolyandygyny hasaba
alyp, g(@)p, (@)= 1, yagny {p (@) =1 deiiligi alarys. Netijede, ¢ (@) = é bolar. Eger
¢,(x) kopagzanyh derejesi n-den kigi bolsa, onda tassyklama subut edildi. Eger
¢,(x), kdpagzanyn derejesi n-¢ dent ya-da ondan uly bolsa, onda ¢, (x) kopagzany f(x)
kopagza galyndyly boliip, yagny ¢,(x) =f(x)p(x) + r(x) diyip, bu yerden ¢ (@) = H(@) =
=1 denligi alarys, bu yerde r(x) kopagzanyn derejesi n-den ki¢i bolar. Seylelikde,
1 sanyn hem (2) gorniisdedigi subut edildi.

Netijede, (2) gorniisli sanlaryn kopliiginint meydan emele getiryanligi gorkezil-
di. Ony A bilen bellélifi. Indi A, = A(@) bolyandygyny subut etmek gerek. A mey-
dan A meydany we « sany 0ziinde saklayar. Onda A(@)-nyn kesgitlenigine gora,
A, 2 A(@) bolar. Ikinji bir tarapdan, @ sany we A meydany 6ziinde saklayan her bir
meydan (2) gorniisli sanlary hem saklayar. Sofia goérd hem A(a) 2 A, bolyar. Neti-
jede, A 2 A(a) we A(@) 2 A, gatnasyklardan A, = A(«) deiilik gelip gykyar. »

Netije. Eger a san A meydanda berlen ikinji derejeli
J)=x*+px+q
kopagzanyn koki, ozi hem a & A bolsa, onda A meydanyn ona a sany ¢atyp alnan

A(a) yonekey algebraik gineltmesi a + ba gorniisli sanlardan duryar, bu yerde a,b
sanlar A meydanyn erkin alnan elementleridir.

Asakdaky kesgitleméni girizelin.
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Kesgitleme. Eger a san A meydanda berlen kwadrat iicagzanyn A meydana
degisli ddl koki bolsa, onda A meydana a sany ¢atyp alnan A(«@) yonekey algebraik
gineltmesine A meydanyn kwadratik gineltmesi diyilydr.

3-nji mysal. (V2 ) meydanyh kwadratik gifieltmedigini subut edif.

Subudy. Q(v/2 ) meydan, Q meydana ikinji derejeli f(x) = x> — 2 kdpagzanyi
V2 - defi bolan kékiini catyp alnan meydanydyr. Bu meydanyii elementleri a + bv/'2
gorniisli sanlardan duryar, bu yerde a,b islendik rasional sanlardyr. Netijede, Q(v/2)
meydan kwadratik gifieltme bolyar.

4-nji mysal. 0(%/2) meydanyi elementleriniii gurlusyny kesgitlafi.

Coziilisi. « = V2 san Q rasional sanlar meydanynda getirilmeyén f(x) =x3—2
kopagzanyn kokiidir. Sonuii ti¢in hem 0(/2) meydanyn dhli £ elementleri, 1-nji
teorema gord, £ = ¢, + ¢, V2 + c, V22 gorniigde bolyar, bu yerde ¢ ,c,,c,-rasional
sanlar.

5-nji mysal. Bizin bilsimiz yaly, C kompleks sanlar meydany R — hakyky
sanlar meydanyna R-de getirilmeyan ikinji derejeli f(x) = x> + 1 kdpagzanyn i kokii-
ni catyp gurulyar. Subut edilen teorema gora,

C = R(i) = {a + bi|a,b € R,i* =— 1} bolyar.

18.3. Maydalawjyny irrasionallykdan bosatmak

Biz 611 11.3-nji boliim¢ede drobun maydalawjysyny irrasionallykdan bosatmak-
lyga seredipdik. Indi drobuni maydalawjysyny irrasionallykdan bosatmagyi yene bir
usulyna serederis.

Goy, % gysgalmayan drob berlen bolsun, bu yerde p(x) we g(x) kopagzalar
0 meydanda berlen, @ bolsa Q meydanda getirilmeyan rasional koeffisiyentli

- “14 ..
S =x"+ta  x"'+--tax+ta

kdpagzanyn irrasional koki (elbetde, g(a) # 0). Bu drobun maydalawjysyny irra-
sionallykdan bosatmak {i¢in, onun iistiinde kdbir tozdestwolayyn dzgertmeleri ge-
cirmek zerur bolyar. Onui {i¢in, 1-nji teoremanyn subudyndan peydalanarys. Eger
degq > n bolsa, onda g(x) kopagzany f(x) kopagza galyndyly boliip g(x) =f(x)s(x) +
+ r(x) denligi alarys. Bu yerde x = « diyip, bu denlikden g(«@) = (@) deiiligi alarys,
r(@) _ p(a)
q(@)  r(a)
drobun maydalawjysyndaky kopagzanyn derejesini hemise n-den kici diyip hasap

sona gord-de

deiilik alynyar, bu yerde degr < degf. Seylelik bilen,
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edip bolyandygyny gorkezdik. Indi g(x) we f(x) kopagzalaryn 6zara yonekeydigi
dugntikli, sebabi f(x) getirilmeyan kdpagza. Goy, Q meydanda berlen ¢ (x) we ¢,(x)
kopagzalar
9, (x)f(x) + 9, (x)g(x) =1 4)
denligi kanagatlandyryan bolsun. Bu denilikde x = @ diysek, f(«@) = 0 bolyandygyny
hasaba alsak , onda
1

——=p(a)
ya-da 9(@)
P = @@ )
deiligi alarys.

Seylelik bilen, Z ((Z; drobuil maydalawjysyny irrasionallykda bosatmaklygyn
asakdaky yzygiderligini aldyk:

1) eger degq > n bolsa, onda g(«) sany (@) san bilen ¢alysmaly, bu yerde 7(x)
kopagza g(x) kopagzany f(x) kopagza bélmekden galyan galyndy;

2) (4) denligi kanagatlandyryan ¢ (x) we ¢,(x) kopagzalary tapmaly;
p(@)
q(a)

drobun maydalawjysyny irrasionallykdan bosadyn.

3) ¢,(a)-ny kesgitlemeli we droby (5) formula esasynda anlatmaly.

1-nji mysal. ‘F
J1 my \/»

Couziilisi. Serte gora, f(x) =x* -2, p(x) =x + 4, g(x) = 2 — x, degq < degf we
a=%2.

? @) -2)+ 2 (x)(—x +2) =1 denligi kanagatlandyryan ® (x) we ® (x) kop-
agzalary, has takygy ? (x) képagzany tapalyﬁ. Degisli hasaplamalary gegirip,

1 2
) =— @)= x t3x+ 3

denlikleri alarys. Indi (5) formula gora,

V2Ed (/2 )bV V2 4 2) = Va4 202 43

netijéni alarys.

18.4. Meydanyn tiikenikli gineltmesi

1-nji teorema we getirilen mysallar A(a) meydana degisli ¢ sanlaryn 6zbolusly
gurlugynyn bardygyny gorkezyir. Olary her bir agzasy A meydanyn ¢, elementleri
bilen A(a) meydanyn a“(k = 0,1,...,n — 1) elementlerinin kopeltmek hasyllarynyn
jemi gorniisinde, yagny
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(=c tcatce a*t..+c a!
0 1 2 n—1

gorniisli jem hokmiinde goz 6niine getirmek bolyar. Seylelik bilen, A(«) meydanyn
erkin alnan ¢ elementini, 1,a,a0%,...,@" ' elementlerin, koeffisiyentleri A meydana
degisli bolan kombinasiyasy gorniisinde goz oniline getirmek bolyar. A(e) meydanyn
elementlerinin jemi we A(«) meydanyn elementlerini A meydanyn elementine ko-
peltmek hasyly yene-de A(@) meydanyii elementi bolyanlygy {i¢in, A(a) meydana
A meydana goré ¢cyzykly ginislik hokmiinde seretmek bolyar. A(«@) ¢yzykly ginislik
¢yzykly algebra hem emele getiryir, yone, bize A(e) meydanyn ¢yzykly ginislik
bolan yagdayyndaky hisiyetleri gerek.

Pikirimizi umumylasdyryp, kdbir 7 meydana we onuni A bolek meydanyna
seredelin. Onda, T meydan A meydana gord ¢yzykly ginislik emele getiryéar. Bu
ginigligin elementleri 7’ meydanyn sanlary, amallary bolsa, 7’ meydanyn elementle-
rini gogsmak we olary A meydandan alnan sana kdpeltmek amallary bolyar.

Bu ginisligin 6lgegini we bazisini kesgitlemédge gecmezden oniirti ¢yzykly
ginislikler nazaryyetine degisli, bize belli bolan (1, VII boliim) kébir maglumatlary
yatlalyn.

Eger

ra i a4 a=0 (6)

denlik diie 4. = 0 (i = 1,2,...,k) bolanda yerine yetse, onda T'meydanyi ¢ ,«,.....a,
elementlerinin toplumyna A meydana gérd ¢yzykly baglanysyksyz elementlerinin
giglidir. Eger (6) deilik 4 -lerifi ift bolmanda biri noldan tapawutly bolanda we difie
sonda yerine yetse, onda «@,,@,,...,a, elementlerinifi toplumyna A meydana gord

......

Bu kesgitlemani mysallarda s6hlelendireliii.

1-nji mysal. ¢, = 1,2, = V2 sanlaryii Q(v'2) meydanda, Q meydana gori
cyzykly baglanysyksyz sistema emele gelyédndigini subut edin.

Subudy. Q(\/E ) meydanda, a, =1wea,= av2 sanlar 0 meydana gora ¢y-
zykly baglanysyksyz sistemasyny emele getiryér. Hakykatdan hem, goy, 4, 4, € O
bolsun. Bu yagday tigin (6) dellik A, - 1 + 4, - V2 =0 gbrniisde bolar. Bu denligiil
difie, A, = A4, = 0 bolyandygyny gorkezelifi. Tersinden giiman edelifi, yagny A, # 0,
4,7 0 bolsun (4, ya-da 4, elementlerii difie birinifi nola defi bolup bilmejek yagdayy
gontiden-goni gorniip dur). Onda V2 = —%, yagny V2 san rasional san bolar. Bu

bolsa mumkin dal. 2

2-nji mysal. Q(v2) meydanyt @, =a, + b ,vV2, @, =a,+b,/2 elementleri
haysy yagdayda Q meydana goré ¢yzykly baglanysykly bolyar.
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Céziilisi. 0(v2) meydandan alnan, @ =a + blx/j we @, =a, + bz«/z iki
sanyn @ meydana gord, ¢yzykly baglanysykly bolmagy miimkin. Hakykatdanam,

eger bu sanlaryn koeffisiyentleri proporsional, yagny % = —% = /] bolsa, onda

“
b
@, =4 a, boljagy aydyn. Sofia gord-de, A a, —a,=0 defllﬂé dogrg/. Bu yerde a, ele-
mentin koeffisiyentinifi noldan tapawutlydygyna iins berelin.

Jogaby. o, we a, 6zara proporsional bolsa.

3-nji mysal. 0(/2) meydanda 1,%/2.,%/4 elementleriii toplumy Q meydana
gori, ¢yzykly baglanysyksyz sistema emele getiryir (6zbasdak subut edir).

Indi bolsa ¢yzykly baglanysyksyz elementlerin sistemasyna degisli kabir yo-
nekey hisiyetleri yatlalyn (1, §28):

1) A meydana gord, ¢yzykly baglanysyksyz bolyan sistemanyin her bir bolek
sistemasy hem, A meydana goré ¢yzykly baglanysyksyz sistema emele getiryar;

2) nol sany Oziinde saklayan 7 meydanyn islendik elementlerinii sistemasy
A meydana gora ¢yzykly baglanysykly sistema emele getiryér;

3) eger T meydana degisli elementlerinn sistemasy A meydana gord ¢yzykly
baglanysykly bolsa, onda onui it bolmanda bir elementi beyleki elementleriii ¢y-
zykly kombinasiyasy bolyar;

4) eger T'meydana degisli @,,@,....,@, elementlerin sistemasynyf ift bolmanda
bir elementi A meydana gord onun beyleki elementlerinin ¢yzykly kombinasiyasy
bolsa, onda «,@,,...,a, sistema A meydana gord ¢yzykly baglanysykly sistema
bolyar.

Indi 1-nji teoremanyi netijelerine gaydyp gelelifi. O belleysimiz yaly, bu teo-
rema A(«@) meydanyn elementlerinini gurlusyny kesgitleyir, bu yerde @ san A mey-
danda getirilmeyén n-nji derejeli f(x) kdpagzanyn koki. A(e) meydanyn 6zi bolsa,
asakdaky yaly gurlandyr: A(@) meydanda n sany 1,a,a?,...,a" ' elementler tapylyp,
her bir £ € A(@) element bu elementlerin, koeffisiyentleri A meydanyn elementleri
bolan, ¢yzykly kombinasiyany emele getiryar.

Indi 1,@,0?,...,a" ! elementlerin emele getiryén sistemasynyn A meydana gora
¢yzykly baglanysyksyzdygyny gorkezelin.

Hakykatdan hem, bu sistema gora (6) denligi yazalyn:

vy l+ya+rya,+--+4_a"'=0,
0 1 2

bu yerde 4, € A. Eger bu defilik A -lerini dhlisi nola defi bolmadyk yagdayynda yerine
yetydn bolsa, onda bu @ sanyn, derejesi (n — 1) — den ge¢gmeyin, koeffisiyentleri
A meydana degisli bolan kébir p(x) =4, + A x + 4, x>+ -+ 4 _ x"~' kdpagzanyn
koki bolyandygyny anladyar. Emma, bu miimkin dél, sebébi f(x) kopagza @ koke
eye bolan we derejesi n-e dent bolan minimal kdpagzadyr.
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Seylelik bilen, eger @ san A meydana gord n-nji derejeli algebraik san bol-
sa, onda A(«) gineltmanin her bir elementinin 1,a,a?,...,a" ! elementlerin, koeffi-
siyentleri A meydanyn elementleri bolan ¢yzykly kombinasiyasyny emele getiryan-
digini gorkezdik.

Umumy yagdayda, kidbir A san meydanyny we onun 7 gineltmesini alalyn
hem-de her bir ¢ € T element @ ,@,,...,@, elementleriii (A meydandan alnan koef-
fisiyentli) ¢yzykly kombinasiyasy bolyan 7 gifieltméniii A meydana gord ¢yzykly
baglanysyksyz bolan @,,@,,...,& elementlerinifi sistemasy bar diyelin.

Bu a,,a,,...,a, elementlerinl sistemasyna A meydanyf, 7' gifieltmesinifi bazi-
si diymek bolar, sebébi olar A meydana goréd berlen 7' ¢yzykly ginisligiii bazisini
emele getiryar. Bu bazisin elementleri tikkenikli we sany n-e den. Meydanyn seyle

......

Kesgitleme. Eger T meydandaky her bir ¢ element T3 a ,a,,...,a, elementle-
rin (koeffisiyentleri A meydanyn elementlerinden diiziilen) ¢yzykly kombinasiyasy,
vagny her bir & elementini

S = A10[1 + /,lza’z + -+ /1,,(1,,, A],/’lz,..,/,ln EA (7)

gorniisde anladar yaly A meydana gord ¢yzykly baglanysyksyz T3 a ,,,...,a, ele-
mentlerin sistemasy bar bolsa, onda A meydanyn T gineltmesine tiikenikli girnielt-
me diyilyir we a ,@,,...,a, elementlerin sistemasyna T meydanyi A meydana gord
bazisi diyilydr.

T gifeltménifi bazisini diirli usullar bilen saylamak bolar. Yone, T meydanyi
her bir bazisininl elementlerinini sany sol bir n-e deii bolar. Has takygy, erkin alnan
n sany ¢yzykly baglanysyksyz elementli sistema bazis emele getirer (1,§28). Bu
komegi bilen yazylyar. (7 : A)-niit A meydana gord gurlan 7 ginigligin dlgegi bol-
jakdygy diisniikli.

4-nji mysal. 0(V2) we 0(%/2 ) meydanlarynyii Slcegini kesgitlif.

Céziilisi. 1) 0(v2) = {a + bv2 |a,b € Q} meydan Q rasional sanlar mey-
danynyn derejesi 2-4 deil bolan gifieltmesidir, sebédbi Q rasional sanlar meydanyna
gord gurlan Q(\/E ) meydanyi iki elementden duryan bazisi bar. Bazis hokmiinde
1 we v2 sanlardan duryan kopliigi almak bolar. Bazis hokmiinde basga sanlary
alsak hem bolar, meselem, 1 — v2 we 1 +v2 sanlary ya-da umumy yagdayda Q
meydana goré ¢yzykly baglanysyksyz bolan a, + b, V2 we a,+ bzﬁ sanlary almak
bolar. Bu aydylanlara gora 0(/2) meydanyn Olcegi 2-d deni bolyar.

2) 0(¥2) ={a+b¥V2 + cV4|a,b,c € 0} meydan Q meydanyi 3-nji dere-
jeli gineltmesi bolyar. Onun bazisi Q meydana gord ¢yzykly baglanysyksyz tli¢
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sany meselem, 1, %/2,%/4 ya-da 1 +%/2,2 —%2,1 + %4, sanlar bolup biler. Bu
ginisligin 6lgegi 3-e den.

5-nji mysal. C = {a + bi | a,b € R,> = — 1} kompleks sanlar meydany R ha-
kyky sanlar meydanynyn derejesi 2-4 den bolan ginieltmesi bolyar. Bu gifieltménin
R-e gori bazisi bolup, meselem, 1 we i sanlar hyzmat edip biler.

6-njy mysal. A meydanyn her bir birinji derejeli T ginieltmesi A meydan bilen
gabat gelyar.

Meydanyii her bir gitieltmesinii tiikenikli gineltme bolmayandygyny bellemek
wajypdyr. Meselem, R hakyky sanlar meydany Q rasional sanlar meydanynyn gi-
neltmesi, yone bu gineltme tiikenikli dél, sebdbi onun tiikkenikli sanly elementden
duryan bazisi yok.

§19. San meydanlarynyn algebraik gineltmesi

19.1. Algebraik gineltme diisiinjesi

San meydanlarynyn tdze gorniisli gineltmelerini girizelin we olaryn hésiyetle-
rini Owrenelin. A meydanyn yonekey algebraik gineltmelerini birndge gezek yzy-
gider yerine yetirmeklik netijesinde alnan 7 gifeltmesine kratny ya-da diizme

......

1-nji kesgitleme. Eger
AJCACA S CA=T

k

serti kanagatlandyryan A, = A (@), A, = A (@),....A, = A, (@,) algebraik gifielt-
melerii yzygiderligi bar bolsa, 6zi hem «, san A, | meydana gord algebraik bolsa,
onda T gineltmd A, meydanyn k kratnyly algebraik gifieltmesi diyilydr.

Bu kesgitlemeden « (i = 2,3,... k) sanyi ilkibasda berlen A, meydana gora al-
gebraik bolyanlygy gos-goni gelip ¢ykmayar, sebdbi @, sanyii A, | meydana goréd
algebraikligi onufi A bolek meydanyna goré algebraikdigini afilatmayar.

A, meydanyn k kratnylyga eye bolan algebraik gifieltmesini A (@ )(@,)...(@,) yazgy
bilen belgiléris. Ony A (@ .@,,...,@,) bilen garysdyrmaly dil. Sebébi A (¢ .@,,....2)
yazgy A, meydanyn ofa bir wagtyfl oziinde A, meydana gord algebraik bolan
@,a,...,a sanlary catyp alnan algebraik gineltmesi bolyar. Bu alge‘bir‘ai’li gineltma

San meydanynyn yonekey, kratny we algebraik elementleriin doredyan algeb-
raik gineltmeleri diisiinjelerinden basga-da, san meydanlarynyn algebraik ginelt-
mesi diylen diisiinjesini hem girizelin.
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2-nji kesgitleme. A meydanyn T gineltmesinin dhli elementleri A meydana
gord algebraik bolsa, onda bu T gineltmd algebraik gineltme diyilydr.

On girizilen #hli algebraik gifieltmelerifi gdrniislerinii (yonekey, kratny we
algebraik elementleriii doredyén) algebraik gineltme bolyandygyny gorkezeris. Al-
gebraik bolmayan gineltmeler transendent girieltme bolyar. Transendent ginieltma
mysal edip, Q rasional sanlar meydanyn R hakyky sanlar meydanyna gifieltmesini
almak bolar. Biz bu yerde dine algebraik ginieltmeleri 6wrenmek bilen ¢ékleneris.

19.2. Yonekey we kratny algebraik giiieltmeleriii
tiikenikliligi

Yokarda girizilen gifieltménii kibir hésiyetlerine seredelin. Ilki bilen 18.2-nji
bdliimgede seredilen 1-nji teoremanyn asakdaky tassyklamanyn dogrulygyny anlad-
yandygyny bellalin.

1-nji teorema. A meydana ona gord algebraik bolan « sany ¢atyp emele ge-
tirilen A(@) yonekey algebraik gineltme A meydanyn tiikenikli gifieltmesi bolyar.
A meydanyn A(@) gineltmesinin derejesi, yagny (A(@):a) san A meydana gord al-
gebraik bolan a sanyn derejesine dendir.

Subudy. Hakykatdan hem, §18-iii 1-nji teoremasynda subut ediligine gora er-
kin alnan ¢ € A(@) san

(=c,teat+e  a!
gornilisde anladylyar. Ondan basga-da, 18.4-nji boliimgede 1,a,a2,...,@" ' element-
lerinn A meydana gord A(a) meydanyn bazisini emele getiryandigi subut edildi. Ne-
tijede, A(a) meydan A meydana goré n-nji derejeli gifieltme bolyar. P

Netije. San meydanynyn islendik kwadratik ginieltmesinin derejesi 2-d der.

Indi bolsa, A meydanyn kratny algebraik giiieltmesinit hem bu meydanyn tii-
kenikli ginieltmesi bolyandygyny gorkezelin. Sonun ti¢in ilki bilen, asakdaky tassyk-
lamany subut edelin.

1-nji lemma. Eger A, meydan A meydanyi tiikenikli gifieltmesi we A mey-
dan bolsa A meydanyi tiikenikli gineltmesi bolsa, onda A, meydan A meydanyn
tiikenikli gineltmesi bolyar we (A, : A)= (A, : A) - (A, : A).

Subudy. Goy, (A, : A)) =n,(A, : A)=m bolsun. Her bir w € A, elementi

w= zcs (1)

235



gorniigde anlatmak bolar, bu yerde ¢ .¢,,...,¢ elementler A meydana gord A, -de
bazis emele getirydr, ¢ ,c,,...,c, elementler bolsa A meydana degisli bolyar.
Ikinji tarapdan, A, meydan A meydanyn n-nji derejeli gifieltmesi bolany ti¢in

c=an, (i=12...n) )
k=1

defiligi alarys, bu yerde 7 ,,,....n, elementler A meydana gord A, gifieltménif kibir
bazisidir, dhli a, elementler bolsa A meydana degislidir.
(1) denilikde (2) detilik bilen kesgitlenen c -lerifi bahasyny ornuna goyup,

0=YYané 3)

i=1k=1
denligi alarys.

Alnan (3) defllik her bir € A, sanyil A, meydana degisli 7, = 77, ¢, elementle-
rifi A meydana degisli a, koeffisiyentli ¢yzykly kombinasiyasydygyny gorkezyar.
Bu yerden bolsa, A, meydanyfi A meydanyn tiikenikli gifieltmesi bolyandygy gelip
cykyar.

Indi bolsa bu ginieltménin derejesiniii mn-e dendigini subut edelin. Sonun {i¢in
mn sany t, elementlerifi A meydana goré ¢yzykly baglanysyksyz sistema emele ge-
tiryéndigini subut etmek yeterlikdir.

Goy, 4, san A meydandan alnan,

n

> >, =0 4

deriligi kanagatlandyryan kébir sanlar bolsun. Bu denligifi difie hli 2, sanlaryfi no-
la dent bolan yagdayynda yerine yetyéndigini gorkezelin.
Yonekey 6zgertmeleri erine yetirip,
D WEED D WEXEIAPWERLED WL )
i=1k=1 i=1k=1 i=1 \k=1 i=1

deiiligi alarys, bu yerde

Indi (4) denligi

gorniisde yazmak bolar. Yone €56, o6, elementler A meydana gord A, meydanyii
bazisi bolyar. Netijede, bu elementler A meydana goré ¢yzykly baglanysyksyz sis-
temany emele getiryér, sonufi tigin 4, =, = ... = u = 0 bolar.
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Onda (5) denliklerden
S A0 =0 (i=12..n)
k=1

gelip gykyar, bu yerde 7 ,,,...,n, elementler A gérd A meydanyfi bazisidir. Neti-
jede, dhli A, = 0 bolar. Sunlukda, z, =#, ¢ elementlerin sistemasy A meydana goré
A, meydanyfi bazisini emele getiryér, yagny A, meydan A meydanyn mn derejeli
gifieltmesi bolar. Bagga sozler bilen aydanymyzda, (A, : A) = (A, : A) - (A, : A)
denlik dogry. »

1-nji teoremadan we 1-nji lemmadan asakdaky teorema gelip ¢ykyar.

2-nji teorema. A(a,)(@,) kratny algebraik ginieltme A meydanyi tiikenikli gi-
nieltmesi bolyar. Bu gineltmdnin derejesi A meydana gord alnan A(a,) gineltmdnin
derejesini, A(@,) meydana gord alnan ANa )(a,) gineltmdnin derejesine kopeltmek
hasylyna dendir.

Subudy. A = A(@)), A, = A («,) belgilenisikleri girizelii. AS A € A, boljak-
dygy aydyn. Her bir A, we A, gifieltme yonekey algebraik gineltmedir. 1-nji teorema
gord, bu gifieltmeler tiikeniklidir. (A, : A))=n, (A, : A) = m diyelii. 1-nji lemma esas-
lanyp, A, meydanynn A meydana gord mn derejeli tikkenikli gifieltme bolyandygyny
goreris.

1-nji netije. A(a,)(@,)...(a,) kratny algebraik ginieltme A meydan tiikenikli
gineltmesi bolyar. Bu gineltmdnin derejesi dhli yzygider yerine yetirilip alnan yo-
nekey gineltmelerin derejelerinin kopeltmek hasylyna dendir.

Subudy. Bu tassyklamany subut etmeklige matematiki induksiya usulyny ula-
narys. k = 2 bolanda bizin tassyklamamyz dogry, sebibi ol bu yagdayda 2-nji teo-
rema bilen gabat gelyir. Indi bu tassyklamany k& = i — 1 iicin dogry diyip gliman
edelin we bu giiman etmimizden peydalanyp, onun k = i ligin hem dogrudygyny
subut edelifi. Sonun l¢in, A, | = A(@,)(@,)...(a,_,); A, = A, _ (a,) belgilenisikleri
girizelin. Induksiyanyn giiman etmesi boyunga A, | meydan A meydanyi tiikenikli
gifieltmesi bolar we onufl derejesi y. |, = (A : A) - (A, :A)-...- (A, 1 A _))-dden
bolar. Onda 2-nji teorema gord, A_ hem A meydanyii tiikenikli gifieltmesi bolyar, 6zi
hem onun derejesi

= (A A )=(A A (A A (A A ) (A A )

sana den. »
Her bir yonekey ginieltmesinii derejesi 2-4 den bolan kwadratik gineltmelerin
yzygiderligi berlen yagdayynda asakdaky netijd geleris.
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2-nji netije. Eger AS A S A € .- €A kwadratik ginieltmelerini yzygider-
ligi bolsa, onda A, ginieltme A meydanyn derejesi 2* den bolan tiikenikli ginieltmesi
bolyar.

19.3. Tiikenikli gineltmelerin algebraikligi
we yonekeyligi

Biz meydanyn yonekey gineltmesinin, kratny algebraik gineltmesiniii hem
meydanyn tiikenikli gineltmesi bolyandygyny gorkezdik. Bu giieltmelerin algeb-
raikdigini subut etmek {i¢in, meydanyn erkin alnan tiikenikli gifieltmesinin algeb-
raikdigini subut etmek yeterlik.

3-nji teorema. Meydanyn islendik tiikenikli gineltmesi onun algebraik ginelt-
mesi bolyar.

Subudy. Goy, A; meydan A meydanyn n-nji derejeli tiikenikli giieltmesi bol-
sun. Bu yerden A meydanyfi islendik 7 + 1 sany elementlerinifi sistemasynyf ¢y-
zykly baglanysykly sistema emele getiryandigi gelip ¢ykyar. Sonui iigin hem, eger
A, meydana degisli erkin @ elementi alyp we onufi komegi bilen n + 1 sany 1,a,
a,...,a" ', a" elementlerin sistemasyny diizsek, onda bu sistema A meydana gora

¢yzykly baglanysykly bolyar, yagny
htrha+i,@+-+i  a"'+i a"=0

denilik A, € A sanlaryn ifi bolmanda biri noldan tapawutly bolanda yerine yetyér.
Netijede, @ san koeffisiyentleri A meydana degisli bolan

J@ = A dx +

kopagzanyin koki bolyar, yagny A meydana gord algebraik bolyar. »

Bu teoremanyn subudyndan géniiden-gdni gorniisi yaly, A meydanyn n-nji de-
rejeli tilkkenikli ginieltmesinin ber bir elementi A meydana gord derejesi n-den geg-
meyédn algebraik san bolyar.

1-3-nji teoremalardan asakdaky yaly netija gelinyér: A san meydanynyn her
bir yonekey ya-da kratny algebraik gineltmesi bu meydanyn algebraik gineltmesi
bolyar.

A san meydanynyn tiikenikli gineltmesi dinie bir algebraik bolman, ol yonekey
algebraik gineltme hem bolyar. Bu tassyklamany biz indiki ii¢ teoremanyn netijesi
hokmiinde alarys.

4-nji teorema. A meydana gord algebraik bolan ¢ ,@.,...,@, sanlary A meyda-
na catyp alnan A(@ ,@,....,a,) algebraik ginteltme, A(@ )(@,)...(@,) - kratny algebraik
gineltme bilen gabat gelyar.

238



Subudy. Eger A, = A(@), A, =A(a,),....A,=A, (@),...A, =A, (@) gifielt-
melerin

ACACACCA  CA

k-1 —

yzygiderligi gurlan bolsa, onda olar yonekey algebraik gifieltmeler bolyar. Haky-
katdan hem, sert boyunga her bir @, san A meydana gora algebraik, sonui ligin hem
ol bu meydanyn gineltmesi bolan A, | meydana gord hem algebraikdir. Sofa go-
ri-de, A = A () yonekey algebraik gifieltme bolyar. Eger @, € A, | bolsa, onda A,
meydanyfi A, | meydan bilen gabat gelmegi miimkin. Bu yagdayda A(a,)(«,)...
w(a )(@)a,, ) ..(a)=Aa)a,) ... (¢, )Ne,.)) ... (a)deilik yerine yetyir.

A =A@ )(a,)...(a,) meydana seredelifi. 18.2-nji boliimeanin 1-nji teoremasyna
gord bu meydanyn ahli elementlerini A meydanyfi elementleri we @,,,,...,@, €le-
mentlerifi jemi we kopeltmek hasyly gorniisinde afilatmak bolar. Bu yerden A, mey-
danyn A(a,a,,...,a,) meydanyi bolek meydany bolyandygyny , yagny

A S A ,a,,...,a,) bolyandygyny alarys. Ikinji tarapdan, A(¢,,@,....,@,) mey-
dan A-ny we @ ,@,,...,a, elementleri saklayan minimal meydan bolyar we soiia go-
ri-de, A 2A(a ,a,,...,a,) gatnasyk yerine yetyir. Netijede, A(@ .@,,....a ) (@ ,@,,....@,
elementlerifi doredyén gineltmesi) gieltme A(a )(«,)...(a,) kratny gifieltme bilen
gabat gelyir. P

4-nji teorema A(a@ ,@,,...,@,) gineltménin tiikenikli we algebraik gifieltme bol-
yandygyny anladyar, sebdbi ol A(a )(«,)...(@,) goriisdéki gineltmedir.

5-nji teorema. A meydanyn islendik tiikenikli gineltmesi, bu meydanyn kratny
algebraik gineltmesi bolyar.

Subudy. Goy, A, meydan A meydanymi n-nji derejeli tiikenikli gifieltmesi bolsun.
3-nji teorema A meydanyf A meydanyn algebraik gifieltmesi bolyandygyny afi-
ladyar. Netijede, eger B, f,,...,8, sistema A, meydanyn kébir bazisi bolsa, onda &hli
B,s B,,-..,B, sanlar A meydana goré algebraik sanlar bolyar. Indi, A = A(B, B,,....5))
bolyandygyny gorkezelifi. A, meydan emele getirydr we 8, f,,...,f, sanlary 6ziinde
saklayar, A(B,, B,,...,8,) meydan bu sanlary 6ziinde saklayan minimal meydandyr,
sona gora-de

ABy, Byy--B,) € A (6)
gatnagyk yerine yetyar. A(B,, f,....,8,) meydanyn kesgitlemesi boyunca ol meydan
B,s B,»-...,B, sanlaryfi A meydandan alnan koeffisiyentli dhli gyzykly kombinasiyasy-

ny oziinde saklayar, yagny A(B, f3,,...,#,) meydan A meydany tutuslygyna 6ziinde
saklayar:

AB, By B) 2A,. (7)
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(6) we (7) gatnasyklardan we 4-nji teoremadan

A =AB, By p) = AB)B,)---(B)
denlik gelip ¢cykyar. »
Eger, meselem, B, € A(B)), B, € A(B)).....,, € A(B)) bolsa, onda bu kratny algeb-
raik gineltménin yonekey boljakdygy aydyn goriinyar.

6-njy teorema. A meydanyn her bir T = A(a )(@,)...(@,) kratny algebraik gi-
neltmesi bu meydanyn yonekey algebraik gineltmesi bolyar, yagny T = AN(w) serti
kanagatlandyryan A meydana gord algebraik bolan w san bardyr.

Subudy. Matematiki induksiyany ulanalyn we k = 2 bolan yagdaya seredelin.
Bu yagdayda T'= A(a,)(@,) bolar. T = A(w) bolar yaly, A meydana gord algebraik
bolan w sany tapmaly.

@,, @, sanlar A meydana goré algebraik bolany li¢in, A meydanda berlen kibir
S(x) we g(x) kopagzalar bu sanlaryii minimal képagzalary bolyar. Goy, ¢,,.¢,,....¢,
sanlar f(x) kopagzanyn, 7 ,,,...,n, sanlar bolsa, g(x) kopagzanyn kokleri bolsun.
¢ koklerin 0zara diirlidigi aydyn (eger f(x) kdpagza kratny koke eye bolsa, onda ol
getirilyén kopagza bolardy we sona gord-de minimal kdpagza bolup bilmezdi), 6zi
hem olaryii biri @ -e defi bolar (meselem, ¢, = @)); edil sofia menizeslikde ", kokleri
hem 6zara diirli we n, = @, diyip almak bolar.

Indi @ = @, + ca, sany diizelif, bu yerde ¢ san A meydana degisli edilip, dhli
i=12,...nwej=23,..mlg¢in,

w;égtl.Jrcnj (3)

gatnasygy kanagatlandyrar yaly edip, saylanylyar. ¢ sany bu gorniisde hemise say-
lap bolyar, sebdbi A san meydanyn elementleri tiikeniksiz, yone

a, +ca :§i+c71j=)c: e Loo(=1,2,....n;j=23,...,m)

sert bilen kesgitlenyén ¢ sanlar tiikenikli.

o = a, + ca, gornisde kesgitlenen bu sanyfi bizifi gbzleyén sanymyz bol-
yandygyny gorkezelin. Ilki bilen @ € T bolyandygyny belldlin we sona gori-de ol
A meydana gord algebraik bolyar. Seyle-de, A(w) € T bolyandygy diisniikli. Indi
A(w) meydanyn 7 meydanyn her bir elementini 6ziinde saklayandygyny, yagny
T € A(w) bolyandygyny subut etmek galyar.

f,(x) = f (@ — cx) kdpagza seredelifi. Onun koeffisiyentleri A(w) meydana degisli
bolyar, sebdbi f(x) kopagzanyn koeffisiyentleri we ¢ san A meydana degisli, w bolsa
A(w) degisli. f,(x) kopagzanyn koklerinifi arasynda «, san bar, sebébi

f@)=flw—-ca,)=f(a)=0
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gatnasyk dogry. Netijede, f,(x) we g(x) kopagzalar @, umumy koke eye. Yt')ne, bu
kopagzalar @ -den bagga hi¢ bir umumy koke eye déldirler, sebébi garsylykly yag-
dayda

>=/2[]f(77j) = O] @j_/:\z[f(w —cn)=0] =>\=/1,\=/2[w —cn = Ei][a) —cn, =£&]
gatnasyk yerine yeterdi. Bu bolsa (8) serte garsy gelyr.

Netijede, f,(x) we g(x) kdpagzalar yeke-tdk bir sany @, umumy koke eye, sona
gora-de, olaryf ifi uly umumy bolijisi (f,g) = x — @, gbrniisde kesgitlener. f,(x) we
g(x) kopagzalar A meydanyn gifieltmesi bolan A(w) meydanda berlen kopagzalar
bolany ti¢in, x — @, kdpagza hem A(w) meydanda kesgitlenen bolyar, yagny @, €
€ A(w). Indi @, = o — ca, € A(w) gatnagygyn dogrulygy diisniikli boldy. Onda A mey-
dany we @, @, sanlary 6ziinde saklayan A(« , @,) minimal meydan A(w) meydanyn
bolek meydany bolmaly. 4-nji teorema gord, A(a , @,) = A(a,)(@,) = T defilik yerine
yetydr, sunun bilen 7 € A(w) gatnasygyn yerine yetydndigi gorkezildi. £ = 2 bolan-
da teorema subut edildi.

Indi teoremany k = s > 2 iicin, dogry diyip giiman edelit we bu gliman etma-
mizden peydalanyp, onunl k= s + 1 {icin hem dogrulygyny subut edelin. Goy,

T=Aa)a,)..(a)a, )
we a, (i=1,2,...,s + 1) sanlar A meydana gora algebraik bolsun.
T, =Aa)(a,)...(a,) meydana seredelifi. Induksiyanyn giiman etmesine gord
T, = A(w,) denlik dogry, bu yerde w, san A meydana gora algebraik bolan kébir san.
Onda 7= A(w )(a,, ) defilik yerine yetyir (ony k = 2 bolan yagdayda subut etdik).
Seylelikde, islendik & € N bolanda,

Al )@, ... (@)= Nw)

bolyandygyny, yagny kratny algebraik gineltminin yonekey ginieltme bolyandygy-
ny subut etdik. »

Seylelikde, biz A san meydanynyn gifieltmelerinin asakdaky bds gorniisini w-
rendik:

K, -yonekey algebraik gineltme;

K, -kratny algebraik giieltme;

K, - tiikenikli ginieltme;

K, -algebraik elementler bilen doredilen gifieltme;

K, -algebraik gifieltme.

Bu gineltmelerin yokarda seredilen 6zara baglanysyklaryny gysgaca asakdaky
valy aydyp bolar:

1-nji teorema goré, K, < K,; 2-nji teorema gord K, € K,; 3-nji teorema gord,
K, € K, ; 4-nji teorema gord, K, = K,; 5-nji teorema gord K, € K_; 6-njy teorema
gord, K, € K .

16. sargyt Ne 749
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Bu yerden 2-nji we 5-nji teoremalara gord; K, = K,; 6-njy teorema we K, € K,
gatnasyga gord K, = K ; 4-nji teorema gord K, = K|, deiiligi; netijede, K, = K, =
= K, = K, defilikleri alarys. Basga sozler bilen aydanyiida, yonekey algebraik
gineltme, kratny algebraik gineltme, algebraik elementler bilen doredilen gifieltme
we tiikkenikli gineltme diislinjeleri gabat gelyér. Olar gurlusy boyunca diirli bolsalar-
da, sol bir algebraik gineltméani afiladyar.

K, synp barada aydylanda bolsa, 3-nji teorema gord K, € K, gatnagygyn yerine
yetyandigini bilyaris. Indiki bolimgede K, < K, bolyandygyny gorkezeris.

19.4. Algebraik sanlaryn emele getiryin meydany

A meydana gori algebraik bolan @hli sanlaryn A(A), yagny A[x] halkanyii kop-
agzalarynyn koklerinii toplumyna seredelin.

7-nji teorema. A meydana gord algebraik sanlaryin A(A) toplumy meydan emele
getirydr.

Subudy. A(A) kopliik san kopliigi, sonia gord-de, onuit meydan emele getiryin-
digini subut etmek ti¢in, A(A) kopliigin islendik iki sany ¢ we 7 algebraik sanlar

bilen bilelikde & + 7, &5, — &, % sanlary we 0-ly, 1-1 6ziinde saklayandygyny gor-

kezmek yeterlik. 0 we 1 sanlaryn 4A(A) kopliige degislidigi
OCSACAN) 9)

gatnagykdan gelip ¢ykyar. Goy, & € A(A), n € A(A) bolsun. ¢ we 7 elementlerin
vasayan A(& ) algebraik gineltmesine seredelin. Bu gineltme algebraik gineltme

bolyar (19.3-nji boliimgd seret), sonun igin hem onui her bir elementi A(A) kopliik-

de saklanyar. Hususy yagdayda, & + #, & 5, — &, % sanlar A(S7) meydana degisli,

netijede, bu elementler 4(A) kdpliige hem degisli bolyar. »

Netije. 4 = A(Q) — dhli algebraik sanlaryn kopliigi meydan emele getiryér, bu
yerde Q — rasional sanlar meydany.

A(A) kopligin kesgitlemesinden we 7-nji teoremadan 4(A) meydanyn A mey-
danyn algebraik gineltmesi bolyandygy gelip ¢ykyar. Bu gineltmdnin umumy yag-
dayda tiikenikli gineltme ddldigini gorkezelin. Onui iicin A(Q) meydanyn Q — rasi-
onal sanlar meydanynyi tiikenikli dél gineltmesi bolyandygyny barlamak yeterlik.
Bu hakykatdan hem, seyle, sebdbi Q[x] halkada derejesi isledigiice uly bolan geti-
rilmeyén kopagzalary gorkezmek bolar (17.1-nji boliimgd seret). Onda A(Q) mey-
dan Q@ meydanyn tiikenikli gifieltmesi bolup bilmez, sebébi 3-nji teorema gora,
A meydanyn tiikenikli gifieltmesinini derejesi, onun her bir elementinini derejesin-
den kici bolup bilmez.
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Bu aydylanlardan meydanyn algebraik gineltmelerinin arasynda tiikenikli dél
gifieltmeleriii hem bardygy gelip ¢ykyar. Yone, bu aydylanlar A(A) gitieltmelerii
ahlisinin tiikeniksizdigini afilatmayar. Meselem, C kompleks sanlar meydany R ha-
kyky sanlar meydanynyn tiikenikli gifieltmesi bolyar. Sol bir wagtynl 6ziinde C = A(R),
sebdbi dhli hakyky koeffisiyentli kdpagzalaryin kokleri C meydana degislidir, ter-
sine, her bir a + bi kompleks san, R meydanda berlen kabir kopagzanyn kokiidir
(meselem, a + bi san f(x) = x> — 2ax + (@’ + b*) kdpagzanyn kokiidir).

Belli bolsy yaly, C kompleks sanlar meydany algebraik yapykdyr, yagny bu
meydana goréd dhli algebraik sanlar yene-de C meydana degisli: 4(C) = C. Goriip
otursak, bu hdsiyete erkin alnan A meydana gord alnan 4(A) meydan hem eye eken,
yagny A(A(A)) = A(A) deiilik yerine yetyar eken.

8-nji teorema. Erkin alnan A meydana gord algebraik sanlaryn A(A) meydany
algebraik yapykdyr.

Subudy. Goy, A(4A(A)) = T bolsun. Bize 7= A(A) bolyandygyny gorkezmek
gerek. A(A) € T gatnasyk aydyn. A(A) 2 T gatnagygyn yerine yetydndigini gorkeze-

gaca aydanymyzda, A goré algebraikdigini gorkezelin. Goy,
gxy=x"+a  x'+-tax+a,

képagza A(A) meydanda berlen e kokli minimal kdpagza bolsun, bu yerde @, € A(A)
(G = 0,1,2,....n — 1). Seyle kopagza bar, sebdbi w san A(A) meydana gord, al-
gebraik. A meydanyfi ofia gord algebraik @, ,...,a, | elementler bilen doredilen
A = ANaga,,...,a, ) giteltmesine seredelifi. On subut edisimize gord, A, mey-
dan A meydanyn tiikenikli gifieltmesidir. Sotira A, meydanyil yonekey algebraik
gifeltmesi bolan A (o) gifeltmd seredelifi. Ol A meydana gord tiikenikli gifieltme.
19.2-nji boliimeedéki 1-nji lemma gord, A (w) gifieltmd A meydana goré tiikenikli
ginieltméni emele getiryar diyip bolyar. Onda ol 19.3-nji boliimg¢énin 3-nji teore-
masyna gord A meydanyn algebraik ginieltmesi bolyar, yagny onun islendik ele-
menti, sol hatarda w hem, A meydana gord algebraik bolyar: w € A(A). »

Kompleks sanlar algebrasynyii esasy teoremasy (§13) C kompleks sanlar mey-
danynyn algebraik yapykdygyny tassyklayar. 4 = A(Q) algebraik sanlaryn mey-
dany C kompleks sanlar meydanynyn bolek meydany bolyar (6zi hem 4(Q) < C,
sebibi C kopliikde transendent sanlar bar). 8-nji teoremadan C meydanyn 4 bolek
meydanynyn algebraik yapyklyk hésiyetinin barlygy gelip ¢ykyar.
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§20. Algebraik denlemelerin kwadrat radikallarda
¢oziilmek meselesi

20.1. Kwadrat radikallarda c¢oziilmek diisiinjesi

On belleysimiz yaly (15.3-nji béliimgd seret), radikallarda ¢dziilmeyin algeb-
raik denillemeler hem bar. Umumy yagdayda, erkin alnan harp koeffisiyentli n-nji
derejeli denilemeleri n > 5 bolanda radikallarda ¢6ziip bolmayar.

Seyle bolsa-da yokary derejeli denillemeleriii ayratyn alnan gorniislerini ra-
dikallarda ¢6zmek miimkin. Radikallarda ¢6zmek meselesini umumy yagday-
da dernemeklik algebranyn Galuanyn nazaryyeti diyen boliimine degislidir. Bu
boliimin seredyédn soraglary bizini okuw maksatnamamyzdan dasda bolany iigin,
ofa seretmeris. Yone, bu nazaryyetiii mekdep matematikasyna tisiri uly bolan bir
soragyna yonekey gorniisinde serederis. Giirriini algebraik defilemelerin kwadrat ra-
dikallarda ¢ozlilmek meselesi barada bolar. Hut su soraga geometriyanyn sirkulyn
we ¢yzgyjyn komegi bilen gurulyan kop meselelerini getirmek bolar. Hususy yag-
dayda kuby ikeltmek, burcgy den ii¢ bolege bolmek, toweregin kwadraturasy yaly
klassiki meseleleri almak bolar.

1-nji kesgitleme. Eger
fW=ax"+a_x""+--+ax+a,=0 (a #0) (1)

algebraik denlemdnin n sany kokiinin her birini gosmak, kopeltmek, ayyrmak,
noldan tapawutly sana bolmek we kwadrat kék almak amallaryny tiikenikli gezek
yzygider yerine yetirip, ony a, (j=0,1,...,n) koeffisiyentlerin tisti bilen anladyp bol-
sa, onda (1) denlemd kwadrat radikallarda ¢oziilydr diyilydr.

Eger gosmak, ayyrmak, kopeltmek we noldan tapawutly sana bélmek amal-
laryny arifmetiki amallar diyip atlandyrsak, onda 1-nji kesgitleméani gysgarak gor-
niigde yazmak bolar: eger (1) defileménin her bir kdkiini arifmetiki amallaryny we
kwadrat kok almak amalyny tiikkenikli gezek yzygider yerine yetirmek esasynda a,
(=0,1,...,n) koeffisiyentlerin {isti bilen anladyp bolsa, onda ona kwadrat radikal-

Geljekde biz bu kesgitleméani has gysga gorniisde, yagny kwadrat radikallarda
cozmek meselesi diylende berlen denleménin her bir kdkiini onun koeffisiyentleri-
nin isti bilen kwadrat radikallarda anlatmaklyga diisiineris.

Bize belli bolsy yaly, islendik

ax+b=0(a#0) (2)
cyzykly denileme we islendik
ax’+bx+c=0 (a#0) 3)
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kwadrat deflleme kwadrat radikallarda ¢oziilyar. Hakykatdan hem, olaryn koklerini
koeffisiyentlerinin {isti bilen afiladyan
2 2
b :—b+«/21;—4ac’ _—b—b—4ac’ (a #0)

o :—g, a, G.’z = 2a

formulalary almak bolyar, bu yerde a san (2) defileménini, @, we @, bolsa (3) defi-
leménin kokleridir.

Biz has yokary derejeli defilemeleri hem kwadrat radikallarda ¢oziip bolyan-
dygyny goreris.

Arifmetiki amallary yerine yetirmeklik esasynda ax + b = 0 (a # 0) ¢yzykly
denleme, kwadrat kok almaklyk bilen bolsa ikagzaly x* — a = 0 denleme ¢oziilyéan-
ligi ticin, kébir denlemeleri kwadrat radikallarda ¢ozmeklik meselesini, derejesi
2-den gegmeyin, koeffisiyentleri bolsa berlen denlleménin koeffisiyentlerinin iisti
bilen rasional anladylyan ikagzaly defilemeleriii zynjyryny ¢6zmek meselesi bilen
calysmak bolar.

Bu aydylanlary mysalyn iisti bilen gorkezelin.

1-nji mysal. Belli bolsy yaly,

ax’*+bx+c=0, (a#0)

kwadrat denleméni ¢6zmekligi asakdaky yaly yerine yetirip, bolar. Defileméanin ¢ep
tarapyndaky licagzany a sana boliip we doly kwadraty boliip ¢ykaryp,

(x-l— b )_b2—4ac —0

2a° 4a°
deiilemini alarys. Bu yerde x + 2% =y belgilenisigi gecelin. Onda kwadrat den-

leméni ¢c6zmek meselesi asakdaky ikagzaly denlemeleri yzygider ¢ozmek meselesi
bilen dengiiycli bolar:

> b’ —4ac
_ b —4dac _
4a’ ’
b

x+ﬂ—y:O.

y

2-nji mysal. x° — 1 = 0 denileméni asakdaky yaly ¢6zmek bolar:

[ -1=0]le[t-DE'+x’+x*+x+1)=0]e

x—1=0,
=
X+ +x+x+1=0.
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Bu toplumyn birinji defilemesi x, = 1 koke eye, ikinji defilemesini x*-a boliip
ony asakdaky yaly 6zgertmek bolar:

Fx+l+ie oo
X X
Bu yerde x + % =z belgilenisigi girizip,
Z2+z—1=0
deiileméni alarys. Onui kokleri
N EV]
127 2

gorniisde tapylyar. z = x + 1 belgilenisigi hasaba alsak, onda berlen denleménin

galan dort kokiini taparys:

_—1-V5  ¥2/5-10
A ,

_—1-5_+2/5-10
4

x2 4 x3 4 ,
ro—l+5 v-2/5-10 . _-1+v5 _ V-2/5-10
T4 4 T g 4 ‘

Edil 1-nji mysaldaky yaly, her bir kwadrat defileméni iki sany ikagzaly de-
leme bilen ¢alsalyn z> + z—1 = 0 denlemede doly kwadraty boliip ¢ykarmak-

lygy yerine yetirip, z+% =y belgilenisigi gecireris. Netijede, berlen denleméni

iki sany ikagzaly denlemd getireris: x + % —y=0,y" - % = 0. Edil seyle edip,

Z _u=0weu+1- % = 0 denilemeler bilen ¢alsa-

X 2
rys. Seylelikde, x> — 1 = 0 denleme, asakdaky yzygiderlikde gorkezilisi yaly, ikag-
zaly denlemelerin zynjyryna getirilyér:

z=x+ 1 denleméini x —

x—1=0,
s 4 _
Y =% 0,

1_,_
Z+2 y=0,
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20.2. Kwadrat radikallarda ¢o6ziilmek meselesinin san
meydanynyn algebraik gineltmesi
bilen baglanysygy

Denlemelerin kwadrat radikallarda ¢6ziilmek meselesi bilen san meydanlary-
nyi algebraik gineltmesinin arasynda berk baglanysygyn bardygyna diisiinmek kyn
dal.

Goy, (1) denilleminin ¢ep tarapyndaky f(x) kopagza A san meydanynda berlen
bolsun. Ozi hem bu yagdayda A meydany f(x) kdpagzanyii koeffisiyentlerini 6ziin-
de saklayan minimal san meydany hasap ederis, yagny

A=0Q(aya,....a)

diymek bolar, sebébi islendik san meydany Q rasional sanlar meydanyny 6zilinde
saklayar.

1-nji kesgitleme. Q rasional sanlar meydanyna a x"+a,  x" '+ +a x +
+ a,= 0 denlemdnin koeffisiyentlerini ¢atyp emele getirilen Q(aa,...,a, ) algebraik

......

1-nji lemma. (1) derlemdnin kwadrat radikallarda ¢oziilmegi iigin, onun her
bir kokiinin A= Q(aa,,...,a ) meydanyi kdbir sanlarynyn iisti bilen kwadrat radi-
kallarda anladylmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. 20.1-nji boliimgeddki 1-nji kesgitlemé gord, (1) defileménin kwadrat
radikallarda ¢6ziilmegi licin onun her bir kdkiinin (1) denleménin koeffisiyentlerinin
iisti bilen kwadrat radikallarda ailladylmagy zerur we yeterlikdir. Sonui {igin hem,
lemmanyn subudyny etmekligi, kibir ¢ sanyn (1) deinileménin koeffisiyentlerinini
iisti bilen kwadrat radikallarda anladylmagy ti¢in, onui (1) denlemininl esasy mey-
danyn kabir sanlary bilen kwadrat radikallarda anladylmagynyn zerur we yeterlik-
digini barlamaklyga getirmek bolar.

Eger ¢ san a}.(/' = 0,1,2,...,n) koeffisiyentlerin {isti bilen kwadrat radikallarda
afiladylyan bolsa, onda ol, sol bir hatarda, A = Q(a,a,...,a,) meydanyi sanlarynyi
isti bilen hem kwadrat radikallarda anladylar, sebédbi dhli a, € A.

Goy, indi tersine ¢ san A meydanyn b,b,,...,b sanlarynyi isti bilen kwadrat
radikallarda anladylyan bolsun. Oz gezeginde her bir b, san kébir sanlaryn we ber-
len denlleménin a(i = 0,1,2,...,n) koeffisiyentlerinif iisti bilen rasional ailadylyar.
Yone, islendik rasional san hem a,(i=0,1,2,...,n) koeffisiyentlerin iisti bilen rasional
anladylyar. Hakykatdan hem, a, koeffisiyentlerifi it bolmanda biri noldan tapawutly,
meselem, a, # 0; sonu tigin hem, 0,1, — 1 sanlar @ -ifi listi bilen rasional afiladylyar:

0=a,—a,l =% —1=0-1.Erkinalnan % rasional sany hem 0,1, — 1 sanla-

n
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ryn usti bilen rasional anlatmak bolar, M - 0 polanda ™ = L+1+1+..+ 1,
n n  1+1+14+..+1

B Sl Ll

-

M < 0 bolanda bolsa, 7+ = (
n n

— DA (= D+ (= 1)
I+14+1+--4+1 -

Netijede, her bir bj(j = 1,2,...,m) san, sonuf ligin hem ¢ san a,a,,...,a, koef-
fisiyentlerin iisti bilen rasional anladylyar.

Indi denlemdnin kwadrat radikallarda ¢oziilmekligi tigin, onun dhli koklerini
A esasy meydanyn sanlarynyn iisti bilen kwadrat radikallarda anlatmaklygyn zerur
we yeterlikdigi diisniikli boldy.

Ikinji tarapdan, kdbir & sany A meydana degisli sanlaryn iisti bilen kwadrat
radikallarda anlatmak miimkingiligi A($) gineltmdnin dhli sanlaryny kwadrat ra-
dikallarda anlatmaklygy anladyar. Bu tassyklama goniiden-goni her bir n € A(¢)
sanyn, ¢ sanyn we A meydanyn kébir sanlarynyn iisti bilen, ¢ sanynl 6ziinin bolsa
A meydanyn sanlarynyn iisti bilen kwadrat radikallarda anladylyanlygyndan gelip
cykyar. »

2-nji kesgitleme. Eger A
ax"+ @ X"+t ax+a =0

derilemdnin esasy meydany, a,,a,, ...,a, sanlar bu denlemdnin kokleri bolsa, onda
A meydana dhli a'j(j =0,1,2,...,n) kokleri ¢atyp, alnan T = A(@ ,a,,...,a ) meydana
normal meydan ya-da berlen denlemdnin dagatma meydany diyilydr.

1-nji teorema. (1) denlemdinin kwadrat radikallarda ¢oziilydn bolmagy iigin,
onun T normal meydanyna degisli islendik sanyn A esasy meydanyn sanlary arkaly
kwadrat radikallarda anladylmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Eger T'= A(2,,,,...,a,) meydana degisli sanlar A meydanyn sanlary
arkaly kwadrat radikallarda aladylsa, onda hususy yagdayda deilleménin ¢ ,«,,...,a,
kokleri hem A meydanyn sanlary arkaly kwadrat radikallarda aiilladylyar, yagny
defileme kwadrat radikallarda ¢oziilyar. Tersine, eger @ ,@,,...,a, kokler A meydanyn
sanlary arkaly kwadrat radikallarda afiladylsa, onda A(«), A(@ )(@,),....A(@ )(@,)...
...(a)=Aa,a,...,a )= T meydanlaryn dhli sanlary A meydanyn sanlary arkaly
kwadrat radikallarda anladylyar. »

Netije. Eger A, meydan A meydanyn kwadratik gineltmesi bolsa, onda islen-
dik € A, san A meydanyn sanlary arkaly kwadrat radikallarda anladylyar.

Subudy. Kwadratik gineltménin kesgitlemesine gora, (18.2 boliim¢d seret)
A, = A(a,) bolyar, bu yerde &, san ax® + bx + ¢ = 0 (a,b,c € A) denleminin koki.
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Bu defileménin « @, kokleri A meydana degisli dil, yone @, € A(@,) boljakdygy
aydyn, sebébi a, = —% —a,, sonufi iigin A, = A(a)) = A(a,a,), yagny A meydan
ax’ + bx + ¢ = 0 denleménii normal meydanyny emele getiryar. Indi bizif sered-
yén tassyklamamyzyn 1-nji teoremanyn netijesi bolyandygy diisniikli boldy. »

Seylelikde, algebraik deiilemeleriii kwadrat radikallarda ¢oziilmek meselesini
kabir 7' meydanyn &hli sanlaryny onuii A bolek meydanynyi sanlary arkaly kwadrat
radikallarda anlatmak miimkingiligine getirdik.

20.3. Kwadrat radikallarda anladylyan sanlar

A meydanyn sanlarynyn {isti bilen kwadrat radikallarda aiiladylyan ¢ sany,
20.1-nji boliimgedaki kesgitlemeden gelip ¢ykysy boyunca,

c=r(/a./a,-/a,) (4)

gorniisde anlatmak bolar, bu yerde r(x,,x,,...,x,) A meydanda berlen rasional funk-
siyadyr, q:9 ;-9 bolsa, A meydana degisli sanlaryn {isti bilen kwadrat radikal-

larda anladylan sanlardyr.

1-nji mysal.

g:_1ZE+\/2/§4—10 (5)

san Q meydana degisli sanlar arkaly kwadrat radikallarda anladylyar. Ony

=l 1)

gomiisde afiladyp bolyar, bu yerde r = r(x,,x,) = %X

1
4
nen Q meydanda berlen rasional funksiya. Berlen mysalda g = 5, q, = 25 = 10.

Bu sanlar hem 6z gezeginde Q meydana degisli sanlar arkafy kwadrat radikallarda
anladylyar: q € 0, q, = ”1( \/T ), bu yerde 7 (x) = 2x — 10 gorniisde bolyar.

= gornlisde kesgitle-

Umumy yagdayda ( \/E > afilatmany birndce gezek yzly-yzyna kwadrat kok al-

mak esasynda gurmak bolar. Biri-birinii agagynda duryan kwadrat radikallaryn sa-
nyny berlen kok afilatmany tertibi diyip atlandyralyn. Mysal iigin, v'5 afilatmanyi
tertibi 1-¢ defi, v'2v/5 — 10 afilatmanyn tertibi 2-4 deft, v a + bv/c + dvc aiilat-
manyi tertibi 3-e dei.

¢ sanyil (4) yazgysyndaky \/51 , \/72 ,-++s4/ q ~anlatmalaryi tertiplerinif ifi ulu-
syny p. bilen belgilélin. ¢ sanyn (5) gornisdaki yazgysynda p. = 2 bolar. ¢ sana
degisli p, sanyn birbelgili kesgitlenmeyandigini belldliii. Ol ¢ sanyii A meydanyn
elementleri arkaly kwadrat radikallarda ailladylysynyn takyk usulyna bagly bolyar.
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Meselem, E=+v 3 + 272 +/3 sany & = V2 +V3 +1 gorniisinde hem anlatmak
bolar. Bu yerde esasy meydan Q rasional sanlaryit meydany bolyar. Birinji yagday-
da pE' =2, ikinji yagdayda pé” = 1 bolar. Geljekde p.-yh bahasyny & sanyn kwadrat
radikallarda takyk alnan anlatmasynyn bahasy hokmiinde alarys. Eger & € A bolsa,
onda p, = 0 diyip hasap ederis.

2-nji teorema. ¢ sanyn A meydanyn sanlary arkaly kwadrat radikallarda arila-
dylmagy ii¢in asakdaky:

1) A, meydan A meydanyi kwadratik gineltmesi;

2)A meydan A, meydanyn kwadratik gineltmesi (j = 1,2,...,k— 1);

3) ¢san A, meydana degisli bolmaly diyen sertleri yerine yetirydn A , A ,...,A
meydanlaryn tiikenikli yzygiderliginiii bolmagy zerur we yeterlikdir.

Bu teoremanyn subudyny okyjynyn 6ziine goyyarys, ol onun subudyny, mese-
lem, [17] kitabynl 392-393-nji sahypalaryndan goriip biler.

—1—ﬁ+¢2/§—10
4 4

k

2-nji mysal. 1-nji mysaldaky &=
rat gineltméni guralyn.

san ti¢in kwad-

Bu gifieltmédni A © A, © A) yzygiderligin kesgitleydndigi aydyn, bu yerde
A=Q,A = 0(V5), A A (vV2v5 —10). A, meydanyfi A meydanyn kwadratik
g1ne1tmes1 bolyandygyny bellahn sebibi A, glneltmanl A, meydana V2v5 - 10

sany catmak arkaly alarys. Ol san A meydanda berlen f(x) =x*—(2v/5 - 10)
kdpagzanyn koki bolyar.

3-nji mysal. &= V1 ++2 + 5 sana degisli kwadratik gifieltmelerifi yzygi-
derligi

A=0, A=0(/5), A,=A(2), A=A1+V2),
A, = A3(\/ V1+v2 +V5) meydanlardan duryar.

20.4. Berlen sanyn kwadrat radikallarda
anladylmagynyn nysany

Onki boliimgede seredilen 2-nji teorema sany berlen A meydanyi sanla-
ry arkaly kwadrat radikallarda anlatmagyn miimkindiginini kriteriyasy bolyar. Bu
kriteriyanyn kemgiligi, ony takyk alnan mysalda ulanmaklygyn kyn bolyanlygyn-
dadyr. Yone, 2-nji teorema dayanyp, kop yagdaylarda, takyk berlen sanyn esa-
sy meydanyn sanlarynyn isti bilen kwadrat radikallarda anladylyandygy ya-da
afiladylmayandygy baradaky soraga doly jogap bermédge miimkingilik beryén tas-
syklamalary subut etmek bolar.

250



3-nji teorema. A meydanyn sanlary arkaly kwadrat radikallarda anladylyan
ahli sanlar bu meydanda algebraikdyr.

Subudy. 2-nji teorema layyklykda, A meydana degisli sanlar arkaly kwadrat
radikallarda ailadylyan islendik ¢ san kwadratik gifieltmelerin A € A A, S-- C A,
zynjyry arkaly alnan kibir A, meydana degislidir.

19.2-nji bolimgedaki 2-nji teoremanyni 2-nji netijesine gérd A, meydan A mey-
danyn tiikenikli gineltmesi bolyar. Onda 19.3-nji boliim¢énin 3-nji teoremasyna
gord ol A meydanyii algebraik gifieltmesi hem bolyar. Yagny A, meydanyi dhli ele-
mentleri A meydana gora algebraik bolyar, hususy yagdayda & san hem A meydana
gord algebraikdir. P

Goy, kabir ¢ san berlen bolsun we onunt A meydana degisli sanlar arkaly kwad-
rat radikallarda anladylyandygyny kesgitlemek zerur bolsun. Eger ¢ san transandent
san bolsa, onda ony kwadrat radikallarda anladyp bolmajakdygy diisniikli. Sonun
ticin hem, ¢ sany A meydana goré algebraik hasap ederis, yagny ¢ sany A meydanda
getirilmeydn

fX)=x"+a_x"'+--+ax+a, (6)
kopagzanyn koki diyip hasap ederis.

4-nji teorema. (Kopagzanyin kokiinii kwadrat radikallarda anladylmak
miimKingciliginin zerurlyk serti). Eger A meydanda getirilmeydn (6) képagzanyn
¢ koki A meydana degisli sanlar arkaly kwadrat radikallarda anladylyan bolsa,
onda f(x) kopagzanyn derejesi 2" gorniisddki sandyr, bu yerde m bitin otrisatel ddl
sandyr.

Subudy. ¢ sanyn A meydanyn sanlary arkaly kwadrat radikallarda anladyl-
yandygyna gord, 20.3-nji boliim¢énin 2-nji teoremasyna layyklykda, A, meydan
¢ sany oziinde saklar yaly kwadratik gifieltmelerin A €A S A C--- € A yzygi-
derligi bardyr. £ € A, bolany ligin A, meydan A({) minimal meydany hem 6ziin-
de saklayar. 19.2-nji boliim¢énin 1-nji teoremasyna layyklykda, A(¢) meydan
A meydanyfi derejesi n-e deii bolan tiikenikli gifieltmesi bolyar. A, meydan bolsa
A meydanyn derejesi 2¢ den bolan tiikkenikli ginieltmesidir (bu 19.2-nji boliimgénin
2-nji teoremasynyh 2-nji netijesinden gelip gykyar). A() € A, bolany ligin, 19.2-nji
bolimeénin 2-nji lemmasyna goré n san 2* sanyn boliinijisi bolyar. Bu bolsa n sanyn
2™ g6rniisli sandygyny anladyar. »

Netije. Derejesi 2-nin derejeleri bolmayan we A meydanda getirilmeydn, f(x)
képagzanyn kéki bu meydanyn sanlary arkaly kwadrat radikallarda anladylmayar.
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20.5. 3-nji we 4-nji derejeli defilemelerin kwadrat
radikallarda ¢oziilmegi

Kop gyzykly we wajyp meseleler 3-nji derejeli kopagzalaryn koklerinin kwad-
rat radikallarda anlatmak miimkingiligi baradaky soraga seredilydr. Onunl iigin,
4-nji teorema esaslanyp, yonekey we ulanmaga amatly kriteriyalary almak bolar.

5-nji teorema. A meydanda berlen kub denlemdnin dhli koklerinin A meyda-
na degisli sanlar arkaly kwadrat radikallarda anladylmagy iti¢in, bu kopagzanyn
A meydanda getirilydn bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Hakykatdan hem, eger f(x) kopagza A meydanda getirilmeyén bolsa,
onda onun derejesi 3-e denl bolany {i¢in, 4-nji teoremanyn netijesine gord onun bir
kokiini-de kwadrat radikallarda anladyp bolmayar. Eger f(x) kopagza A meydanda
getirilydn bolsa, onda iki yagdayyn bolmagy miimkin. Birinjiden — f(x) kdpagza
koeffisiyentleri A meydana degisli bolan {i¢ sany ¢yzykly ikagzalaryn kopeltmek
hasylyna dagar. Bu yagdayda onun &hli kokleri A meydana degisli bolar we sonun
ticin hem olary kwadrat radikallarda anlatmak bolar. Ikinji yagdayda, f(x) kpagza
cyzykly ikagzanyn we A meydanda getirilmeyian kwadrat {igagzanyn kopeltmek
hasylyna dagar. A meydana bu kwadrat {icagzanyn « kokiini catyp A(«) kwadratik
gineltma geceris. Bu gineltmede bolsa berlen kub defileménin dhli koklerini tapmak
bolar we netijede, berlen kopagzanyn dhli kdkleri A meydana degisli sanlar arkaly
kwadrat radikallarda ailadylyar. »

5-nji teoremany asakdaky yaly beyan etmek bolar:
A meydanda berlen 3-nji derejeli

fX)=ax’+bx’+cx+d=0, a#0

algebraik denlemdnin kwadrat radikallarda ¢oziilmegi iigin, f(x) kopagzanyn A mey-
danda getirilydn bolmagy zerur we yeterlikdir.

Kub deiilleménin dhli kokleri diyen sertinn bu kdpagzanyn it bolmanda bir koki
icin diyen sert bilen dengiiyclidigini bellédlin. Hakykatdan hem, 3-nji derejeli kop-
agzanyn bir kokiini kwadrat radikallarda aiilatmak miimkingiliginden (4-nji teore-
ma) bu kopagzanyn getirilydnligi gelip ¢ykyar, onun getirilydnliginden bolsa (5-nji
teorema), onun @hli koklerini A meydana degisli sanlar arkaly kwadrat radikallarda
anlatmak miimkingiligi gelip ¢ykyar.

Mysal. 0 meydanda berlen

o() = + 16t — 32 (7)

kopagza seredelin. Bu kdpagzanyn Q meydanda getirilydndigini ya-da getirilme-
yandigini barlamak {i¢in onuil rasional koki barmy ya-da yok diyen soraga jogap
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berelin. (7) kdpagza normirlenen we bitin koeffisiyentli bolany {i¢in onun rasional koki
bar bolsa, onda ony 32-nin bolijilerinin arasyndan, yagny +1, +2, +4, £8, £16, +32
sanlaryn arasyndan gozlemeli. Gonliden-goni gegirilen barlaglar bu sanlaryn hig
birinin hem (7) kopagzanyn koki bolmayandygyny gorkezyér. Sonuni iigcin hem,
o(f) kopagza Q meydanda getirilmeyér, bu bolsa onuil hi¢ bir kdkiinin Q@ meydana
degisli sanlar arkaly kwadrat radikallarda anladylmayandygyny gorkezyar.

Belli bolsy yaly (15.2-nji béliimgd seret), 4-nji derejeli kdpagzanyn kokleri-
ni tapmaklygy onuil kdmekei denilemesi bolan kubiki rezolwentasynyn koklerini
tapmaklyga getirilyar. «4-nji derejeli algebraik denlemdnin kwadrat radikallarda
¢oziilmegi tigin, onun kubiki rezolwentasynyn kwadrat radikallarda ¢oziilmegi ze-
rur we yeterliky — diyen tassyklamany subut edip bolyar.

20.6. Kwadrat radikallarda ¢oziilmeyin denlemelere
getirilyin meselelere mysallar

Kwadrat radikallarda ¢6ziilmeyin defilemelere getirilydn wajyp we teswir-
leyji meselelere mysal edip, sirkulynl we ¢yzgyjyn kdmegi bilen gurmak baradaky
geometriyanyn klassik meselelerini almak bolar. Olaryn icinde has bellileri kubun
ikeldilmek, burcy dei ii¢ bolege bolmek we tegelegin kwadraturasy meseleleridir.
Bu meseleler gaty yonekey kesgitlenilydr. Olary bu yerde getirelin.

Kuby ikeltmek meselesi: gowriimi berlen kubun géwriiminden iki esse uly
bolan kuby gurmak.

Burcy dei ii¢ bolege bolmek meselesi: erkin alnan bur¢y der ii¢ bolege bol-
mek.

Tegelegin kwadraturasy meselesi: meydany berlen tegelegin meydanyna den
bolan kwadraty gurmak.

6-njy teorema. A C R ginieltmede ¢ hakyky sanyn sirkulyn we ¢yzgyjyn kémegi
bilen gurulyan bolmagy ti¢in, onun A meydana degisli sanlar arkaly kwadrat radi-
kallarda anladylmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy. Yeterlik serti. Eger teoremanyii serti yerine Vetse, onda & sanyii A meyda-
na degisli sanlar iistiinde rasional amallary gecirmek we kwadrat kok almak arkaly
alynmagy miimkin. Yéne, gurmak miimkin bolan sanlaryii iistiinde gegirilen rasi-
onal amallaryn netijesinde alnan sanlary hem gurmak bolar; a > 0 bolanda, gurul-
magy miimkin bolan a sandan alynyan kwadrat koki hem gurmak bolar (sebabi v a
kesimin uzynlygyny a we 1 sanlaryn orta geometrik bahasy hokmiinde sirkulyn we
cyzgyjyn komegi bilen gurmak bolyar). Netijede, £ sany hem sirkulyn we ¢yzgyjyi
komegi bilen gurmak bolar .
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Zerurlyk serti. Goy, indi ¢ sany gurmak bolyandygy belli bolsun, yagny no-
katlaryn toplumyndan ¢ koordinataly nokady gurmaga miimkingilik beryédn yzy-
giderlik bar bolsun. Sebdbi goni ¢yzyk ¢yzykly deiileme arkaly kesgitlenyédr,bu
bolsa ¢yzgyjy ulanmak bilen gurulyan sanynn A meydana degislidigini anladyar.
Sirkuly bir gezek ulanyp, A degisli sany ya-da A meydanyn kwadratik gineltmesi
bolan A, meydana degisli sany gurarys. Ondan sofira edil seyle edip, A, meydanyii
kwadratik gifieltmesi bolan A, meydana degisli sany gurarys. Edil sufia menzes usul
bilen, her biri 6fi yanyndaky meydanyn kwadratik gifieltmesi bolan A, A,,..., A,...
meydanlara degisli sanlary gurarys. Gurmak yzygiderligi tiikenikli bolany ii¢in, ké-
bir 4dimden son ¢ sany saklayan A, meydana geleris.

Seylelikde, ¢ € A, bolan kwadratik gifieltmelerifi

ACSACSA S CA,

zynjyryny aldyk. Onda 20.3-nji boliim¢éninl 2-nji teoremasyna gora ¢ san A meyda-
na degisli sanlar arkaly kwadrat radikallarda ailadylyar. »

Indi yokardaky agzalan gurmaga degisli meselelere seredelin.

Kuby ikeltmek meselesi. Eger a san berlen kubun gapyrgasynyn uzynlygy, x
bolsa géwriimi berlen kubuni géwriiminden iki esse uly bolan kubuil gapyrgasynyn
uzynlygy bolsa, onda x’ = 24’ detilik yerine yeter. Eger yonekeylik ligin a = 1
diysek, onda x = %/ 2 bolar. Seylelikde, Q rasional sanlar meydanynyi sanlaryndan
peydalanyp, ¥/2 sany gurmaly (bize difie birlik kesim,yagny 0 we 1 sanlar berlen).

Yéne, %2 san 0 meydanda berlen f(x) = x’ — 2 kopagzanyn koki. f(x)
kopagzanyn yekeje-de rasional kokiinin yokdugyny barlamak kyn dél, sona gora-de
ol Q rasional sanlar meydanynda getirilmeyér. Seylelikde, giirriint Q rasional sanlar
meydanynda getirilmeyin kopagzanyn kokiini gurmaklyk hakda baryar. 20.4-nji
boliimeénin 4-nji teoremasynynl netijesine gora beyle kokler Q@ meydana degisli
sanlar arkaly kwadrat radikallarda afiladylmayar we sonui igin hem, ¥/2 sany
0 meydandan ugur alyp sirkulyn we ¢yzgyjyn kdmegi bilen gurup bolmayar.

Netijede, kuby ikeltmek meselesini ¢yzgyjyn we sirkulyn komegi bilen gurup
bolmayandygyny gorkezdik.

Burcy dei ii¢c bolege bolmek meselesi. Goy, ¢ = £ AON berlen burg bol-
sun. Merkezi berlen burcun O depesinde yatyan birlik radiusly toweregi gegireliii we
koordinata sistemasyny koordinata baslangyjy berlen bur¢un depesi bilen, abssis-
sasyny bolsa, berlen burcuni bir tarapy bilen gabat geler yaly edip guralyn. 4 nokady
kesgitldp bolyanlygy iicin, OM = cosg kesimi hem ¢ burg bilen bilelikde berlen

diyip hasap etmek bolar. Eger biz B nokady ya-da ON = cos # Kesimi gurup bilsek,
onda berlen mesele ¢oziilen hasap ederis. Seylelikde,
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bu meselede bizin gozleydn meydanymyz 1 we cosp = a sanlary 6zilinde saklayan
minimal meydan, eger a rasional san bolsa, onda Q rasional sanlar meydany ya-da
Q(a) meydan (eger a — irrasional san bolsa) bolyar. Bu meydanlardan ugur alyp bize

P

X, = c0s3- sany gurmak zerur bolyar. cosp = 40053% —3 cos % denlik dogry bo-
lany iigin, a = 4x, — 3x, deiligi, yagny koki x, sana defi bolan A meydanda berlen

fx) =4x’ —3x—a (8)
kdpagzany alarys.

20.5-nji boliimganin 5-nji teoremasyna gord, burgy den ii¢ bolege bolmek me-
selesi dine (8) kopagza A meydanda getirilyén bolanda ¢oziiwe eyedir. Bu yerden,
berlen burgy dei ii¢ bolege sirkulyn we ¢yzgyjyn komegi bilen bolmek meselesinii
a = cosp parametre baglydygy gelip ¢ykyar. f(x) = 4x’ — 3x — a kdpagza A mey-
danda getirilmeyin kopagza bolar yaly ¢ burgun, yagny a = cosgp parametriii bir-
nice mysallaryny, seyle-de, f(x) kopagza A meydanda getiriler yaly, ¢ burcuil mysal-
laryny getirmek bolar. Bu bolsa ¢-in kabir bahalarynda ony sirkulyn we ¢yzgyjyn
komegi bilen den tli¢ bolege bolmekligin miimkindigini anladyar .

1-nji mysal. ¢ = 60° bolanda, a = cos 60° = %, A=0, f(x) = 4x’ — 3x — %
bolar. Bu kopagza Q rasional sanlar meydanynda getirilmeyér, sebibi onuf rasional
koki yok, ony barlamak kyn ddl. Netijede, bu yagdayda berlen burgy sirkulyn we

cyzgyjyn komegi bilen den ti¢ bolege bolmek miimkin ddl eken.

2-nji mysal. ¢ = 90° bolanda, @ = cos 90° =0, A= Q, f(x) =4x*—3x=x(4x>-3),
yagny f(x) kopagza Q meydanda getirilydr. Netijede, ¢ = 90° bolanda burgy ¢cyzgy-
jyn we sirkulynn komegi bilen den ii¢ bolege bolmek miimkin. Bu gurallaryii komegi
bilen 30° burgy okyjynyn 6ziinin gurup biljekdigi ikugsuzdyr.
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3-nji mysal. ¢ = 45° bolanda, @ = @, A=0(V2), f(x) = 4x’ — 3x — g
bolar. Bu kopagza — */25 koke eye, sonuit iigin hem ol Q(v/2 ) meydanda getirilyir.
Seylelikde,

@ = 45° burgy ¢yzgyjyn we sirkulyn komegi bilen den ii¢ bolege bolmek bolyar.

Gorstimiz yaly, islendik ¢ iigin 14 bur¢y gurmak miimkin dél eken, bu bol-
sa erkin alnan burgy sirkulyn we ¢yzgyjyn komegi bilen den ii¢ bolege bolmek
meselesiniit umumy yagdayda ¢oziiwe eye déldigini anladyar.

Tegeleginn kwadraturasy meselesi. Bu mesele beyleki nusgawy meselelere
garanynida has belli we kyn hasaplanyar. Eger berlen tegelegiii radiusyny bire den
diyip hasap etsek, onda onuit meydany x sana deii bolar. Netijede, eger birlik kesim
berlen bolsa, onda tegelegin kwadraturasy meselesini tarapy /7 sana defi bolan
kwadraty gurmak meselesine syrykdyrylyar. Basga sozler bilen aydanda, toweregin
kwadraturasy meselesini ¢yzgyjyn we sirkulynn komegi bilen gurmak meselesini,
0 rasional sanlar meydanynyii sanlary arkaly vz sany sirkulyfi we ¢yzgyjyi ko-
megi bilen gurmak meselesine getirdik. vz sany gurmak 7 sany gurmak bilen
dengiiycli bolany {i¢in, &hli deriiewleri z san ii¢in gegireris.

Biziil bilsimiz yaly, 7 san Q meydana gora transendent san, yagny ol hi¢ bir
rasional koeffisiyentli algebraik deiileménin koki bolup bilmez. Bu bolsa, 20.4-nji
boliim¢édnin 3-nji teoremasyna layyklykda, 7 sanyn rasional sanlaryn iisti bilen
kwadrat radikallarda anladylmayandygyny gorkezyar. Sonui {i¢in hem, ol Q mey-
dana gora ¢yzgyjyn we sirkulyn komegi bilen gurulmayar, yagny tegelegin kwadra-
turasy meselesi, dinie ¢yzgyjy we sirkuly ulanmak esasynda ¢oziilmeyér.

256



Kitapda peydalanylan belgiler:

(1 2 3 ..n

-n-nji derejeli ornunagovyma;
a1a2a3...a> / ! goyma;

n

< a >-a elementin doredyin aylawly topary, ol a elementin derejelerinden
duryar;

MN = {abla € M,b € N} -kopliiklerin kdpeltmek hasyly;

M x N= {(a;b)la, € M, b € N} -kopliiklerifi goni kopeltmek hasyly;

G=H+g H+g H+ ... +g H-G toparyi H bdlek topar boyunca ¢ep
yanasyk klaslara dagadylysy;

G=H+ Hg, + Hg,+ ... + Hg,_ |-G toparyii H bolek topar boyunga sag ya-
nasyk klaslara dagadylysy;

[G;H]-yanasyk klaslaryfi sany;

H 2 G- G toparyit H normal bolijisi;

G (R)- R hakyky sanlar meydanynda berlen n-nji tertipli kwadrat matrisalaryfi
kopliigi;

S -n-nji derejeli ornunagoymalaryn kopliigi, simmetrik topar;

A -n-nji derejeli jiibiit ornunagoymalaryn kopliigi, alamaty tlytgediji topar;

G/H - faktor kopliik, H normal boliiji boyunca alnan yanasyk klaslaryn emele
getiryén faktor-topary;

Kerg - 9 gomomorfizminiii yadrosy;

M (Q), M (R), M (C)-degislilikde, Q,R,C meydanlarda berlen n-nji tertipli
kwadrat matrisalaryn halkasy;

a, 0 .. 0Y(a 0 .0

0 ) islili
a, s a0 (bu yerde a,, a € P)-degislilikde, P san meyda-

00 ..a)|00 ..a
nynda berlen diagonal, skalyar matrisa;
(a)- K halkanyn a elementinin doredyén idealy;
R[x]-R biitewlilik yaylasynda berlen x iiytgeyanli kopagzalaryn halkasy;
P[x]- P meydanda berlen x iiytgeyénli kdpagzalaryn halkasy;
degf- R[x] halka degisli f(x) kdpagzanyii derejesi;
N°= N U {0} -otrisatel dél bitin sanlaryn kopliigi;
(r.2)-f(x), g(x) € R[x] kopagzalaryn il uly boliijisi;
[£.g]-f(x), g(x) € R[x] kbpagzalaryn in1 ki¢ci umumy kratnysy;

17. sargyt Ne 749
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P(x)- P meydanda berlen bir iiytgeyédnli kopagzalaryn emele getiryén paylar
meydany;

R[x,x,,...,x,] = R[x;:x,] - R biitewlilik yaylasynda berlen x,x,,...,x, tytge-
yénli kopagzalaryn halkasy;

R(f,8)- f(x,%,,...,%,),8(X,,X,, ..., x,)kOpagzalaryi rezultanty;

D(f)-f(x) € R[x] kopagzanyni diskriminanty;

P{M} - M san kopliigini 6ziinde saklayan minimal meydan;

(T : A)-A meydanynn T tlikenikli gifieltmesinin derejesi, A meydana gord
T ginisligin olcegi.
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